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Resumen

Resumen de la tesis de Jesiis Mauricio Jiménez Solorio como requisito parcial para
la obtencién de la Licenciatura en Fisica. Ensenada, Baja California, México. Junio

del 2019.

EFICIENCIA DEL CICLO CUANTICO DE OTTO EN UN
CONFINAMIENTO TOROIDAL.

Una maquina térmica es aquel sistema capaz de generar un trabajo a partir de una
fuente de calor a alta temperatura. Un ejemplo de esto puede ser un pistén confinado
a moverse dentro de un cilindro con gas en su interior, que al ser calentado, el gas
expande su volumen y, por lo tanto, su presiéon aumenta, lo cual hace que el pistén
comience a expandirse, podemos decir entonces que el calor absorbido ha ocasionado
que el piston realice un trabajo mecanico. En esta tesis se estudiaron los efectos
de una méquina térmica cuantica (MTC) operando bajo el ciclo termodindmico de
Otto en un confinamiento toroidal, el cual consiste en un pozo de potencial infinito
con doble periodicidad espacial. Utilizando expresiones andlogas a las ya conocidas
clasicamente, se dedujo la eficiencia de dicho sistema. Se obtuvieron las eigenenergias
del confinamiento toroidal solucionando la ecuacion de Schrédinger correspondiente
y mediante estos resultados fue posible calcular expresiones como el trabajo y el calor

absorbido, las cuales son de importancia en el calculo de la eficiencia.
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1 Introduccion

Si se frotan entre si dos piedras debajo del agua, el trabajo mecéanico realizado
por la friccién entre ellas se transforma en energia interna que tiende a elevar su
temperatura. Sin embargo, tan pronto como la temperatura de las piedras es superior
a la del agua que las rodea, hay un flujo de calor hacia el agua. Si la masa de ésta es
suficientemente grande o esta fluyendo continuamente, no habra elevacion apreciable
de la temperatura. Dado que el estado de las piedras es el mismo al final del proceso
que al principio, el resultado neto del mismo es simplemente la transformacion de
trabajo mecéanico en calor. Andlogamente, si se hace circular una corriente eléctrica
por una resistencia sumergida, ya sea en agua o en una gran masa de agua, existe una
transformacién de trabajo eléctrico en calor. En general, puede realizarse trabajo de
cualquier clase W sobre un sistema en contacto con una fuente de calor, dando origen
a un flujo de calor @) sin alterar el estado del sistema. El sistema actiia simplemente
como intermediario. Como el estado del sistema fue el mismo al inicio que al final, todo
el trabajo que se generd se convirtiéo puramente en calor, por lo que el trabajo W es
igual al calor @), en otras palabras, la transformacion de trabajo en calor se realiza con
un rendimiento del 100 %. Adem4s, esta transformacion puede seguir indefinidamente
[1].

Para estudiar el fendémeno inverso, es decir, la transformacién de calor en trabajo,
debemos disponer también de un proceso o de una serie de procesos mediante los

cuales puede tener lugar tal transformacion indefinidamente y sin suponer cambios



en el estado de un sistema cualquiera. En principio, pudiera parecer que la expansién
isotérmica de un gas ideal es un proceso adecuado para considerarlo en el estudio de
la transformacién de calor en trabajo. En este caso no hay cambio de energia interna,
ya que la temperatura permanece constante y, por tanto, el calor suministrado se
ha convertido integramente en trabajo. Sin embargo, este proceso implica un cambio
de estado del gas. El volumen aumenta y la presion disminuye hasta alcanzar la
presiéon atmosférica, momento en que se detiene el proceso. Por consiguiente, no
puede utilizarse indefinidamente.

Lo que se requiere es una serie de procesos mediante los cuales un sistema sea
llevado de nuevo a su estado inicial, es decir, un ciclo. Cada uno de los procesos que
constituye un ciclo puede suponer paso de calor hacia o desde el sistema, asi como la
realizacion de trabajo por o sobre el sistema.

Existen dos tipos de ciclos, los ideales y los no ideales. La diferencia entre ellos
es que los ideales son ciclos que no se pueden llevar a la practica ya que tienen la
maxima eficiencia que podria obtenerse haciendo consideraciones que no es posible
llevar a cabo en un sistema real. La conversion de calor en trabajo se ha estudiado
desde el siglo XIX, y al momento de llevar a cabo estos procesos se ha comprobado
que siempre existe una pérdida de calor, es decir, un calor desechado. Esto demuestra
que no existe una maquina 100 % efectiva y parte del calor suministrado no serd
convertido en trabajo y se perdera.

Para un ciclo completo, se tiene entonces que se le suministrard una cantidad
de calor al sistema, parte de este calor suministrado serd convertido en trabajo
y la parte restante sera expulsada. Al dispositivo mecédnico, cuyo funcionamiento
lleva a cabo el ciclo termodinamico, se denomina motor térmico o maquina térmica.
El objetivo de una maquina térmica es el de suministrar continuamente trabajo al
exterior, realizando una y otra vez el mismo ciclo.

Llamamos eficiencia a la capacidad de la maquina térmica de convertir calor en



trabajo, mientras menos calor se deseche mas eficiente serd la maquina térmica. El
rendimiento de las maquinas térmicas depende de diversos factores, tales como la
temperatura del sistema, la presién, el volumen, entre otros. Los valores de estas
variables pueden cambiar o permanecer constantes a lo largo del trabajo realizado por
la maquina térmica, es aqui donde entran en juego los diferentes ciclos termodinamicos
existentes, los cuales indican los procesos realizados por la sustancia de trabajo para
completar un ciclo termodindamico.

En el siglo XIX, Sadi Carnot propuso un modelo matematico idealizado de una
maquina térmica. Su modelo consistia en un gas contenido en un cilindro que es
puesto en contacto térmico entre dos depdsitos térmicos, uno de alta temperatura y
otro de baja temperatura, Ty y T, respectivamente. La eficiencia de este modelo es

Tc

_1_1¢ 1.1
n T (1.1)

La méaxima eficiencia posible de una maquina térmica se obtiene con el ciclo de
Carnot. Ademaés del ciclo idealizado de Carnot, existen diferentes ciclos, tales como
el ciclo de Brayton, Diésel, Otto, Stirling, entre otros. Todos estos ciclos son no
idealizados.

En la practica, la eficiencia de las maquinas térmicas no supera el 50 %. Por
tal motivo, es de interés estudiar los sistemas y procesos que permiten aumentar la
eficiencia de dichas maquinas. En este sentido, se han propuesto las mdquinas térmicas
cudnticas (MTC) [4, 5, 6, 11, 12]. En ese tipo de méquinas se sustituye la idea de un
gas confinado en un cilindro con un pistén movible, por una particula confinada en
un pozo de potencial cuyo ancho puede variar.

Las maquinas térmicas cuanticas producen trabajo utilizando materia como
sustancia de trabajo que es estudiada en el d&mbito de la mecanica cuantica, como

pueden ser electrones, fotones, dtomos, moléculas, etc. [11]. Debido a la naturaleza



cuantica de nuestra sustancia de trabajo, las MTC tienen inusuales e interesantes
propiedades, por ejemplo, bajo ciertas condiciones pueden superar el limite de la
cantidad de trabajo hecho por el ciclo termodinamico clasico y, ademas, sobrepasar
la eficiencia de la méquina clésica de Carnot [11]. Las MTC ofrecen buenos modelos
para estudiar y profundizar la relacion entre la termodinamica y la mecénica cuantica,
resaltando la diferencia entre los sistemas termodinamicos cldsicos y cuanticos.

El motor clasico de Carnot es una maquina térmica muy conocida y estudiada que
produce trabajo realizando un ciclo termodinamico. Las propiedades termodinamicas
del motor durante todo el ciclo demuestran el mecanismo fisico universal de una
maquina térmica. Estudios de las MTC se centran mayormente en el estudio del
andlogo cuantico de la maquina clasica de Carnot, exponiendo de manera detallada
el ciclo termodinamico cuantico que debe seguir, mostrando los andlogos cuanticos de
los procesos adiabdticos e isotérmicos. En este trabajo nos enfocaremos en un estudio
similar, pero enfocandonos en una maquina térmica de Otto.

En trabajos relacionados con las MTC, Latifah et al. [6] calcularon la eficiencia
de diferentes ciclos termodinamicos para un pozo de potencial infinito con multiples
niveles energéticos, entre los ciclos estudiados se encuentran el ciclo de Carnot, Otto
y Diésel. Bender et al. [4] describieron el ciclo cudntico de Carnot para un pozo de
potencial infinito, describiendo los analogos cuanticos de los procesos realizados. Quan
[5] obtuvo la eficiencia para diferentes ciclos cudnticos en diversos confinamientos,
tales como, un pozo de potencial tridimensional, oscilador arménico en una, dos y
tres dimensiones y considerando el espin de la sustancia de trabajo. Arnaud et al.
[12] mostraron en su trabajo que un molino de agua, el cual es un sistema puramente
mecanico, puede ser considerado como una méaquina térmica cuantica de dos niveles
energéticos.

En la practica se han desarrollado diversos experimentos relacionados

con las maquinas térmicas cudanticas, entre ellos Rossnagel et al. reportaron



experimentalmente una méaquina térmica que funcionaba con un solo atomo [17]. Un
ion es confinado en una trampa lineal de Pauli con una geometria cénica, la cual es
accionada térmicamente, acoplando al ion alternadamente entre un depdsito caliente
y uno frio. En dicho trabajo fue posible determinar los ciclos termodindmicos para
diferentes temperaturas de los depdsitos. De los ciclos utilizados se evalu6 la potencia
p vy la eficiencia n del motor, donde se obtuvieron valores de p = 3.4x107%J/s y
n=0.28% [17].

Recientemente, en el 2018, Ghosh et al. estudiaron una maquina térmica que
utilizaba un ldser de dos niveles energéticos [18]. La sustancia de trabajo de dicha
magquina consiste en un sistema de dos niveles, la cual es continuamente acoplada a un
deposito caliente y uno frio, utilizando radiacién térmica ambiental (véase figura 1.1).
Una senal de microondas o una senal infrarroja es enviada a través de la sustancia

de trabajo, esta senal actia como un pistén que extrae el trabajo de la maquina.

cold bath

hot bath

amplified output

signal

in
input state et e

log)

Figura 1.1: Modelo experimental de una méquina térmica cudntica que funciona con

una sefial infrarroja [18].



Objetivo de la tesis

En esta tesis se explica el funcionamiento de una maquina térmica cuantica que
realiza el ciclo cuantico de Otto. Se describen las propiedades termodinamicas de una
particula confinada en un pozo de potencial infinito con doble periodicidad espacial,
la cual realiza los procesos que rigen el ciclo cuantico de Otto. Este confinamiento
se puede interpretar como una particula confinada en la superficie de un toro. Se
determinara la eficiencia de dicho sistema.

Una vez planteado el objetivo de la investigacion, a continuacion se presenta la
organizacion de esta tesis por capitulos. El capitulo 2 comienza con una introduccién
de lo que ha sido la evolucion de las maquinas térmicas, sus creadores y su
funcionamiento. Ademas, se explica de manera detallada los procesos realizados en
el ciclo de Otto, ciclo en el que se enfocard esta tesis, asi como también se hablara
de su correspondiente motor, aplicaciones y eficiencia.

En el capitulo 3 se habla sobre los efectos cuanticos que rigen el ciclo de Otto.
Se da una breve introduccion a lo que es el confinamiento de un pozo de potencial
infinito, se describen los andlogos cuanticos de los procesos termodinamicos clasicos
y la eficiencia del ciclo cudantico de Otto en un pozo de potencial infinito.

Una vez comprendido en que consiste el ciclo cudntico de Otto y sus procesos
termodinamicos, se realizaran los calculos correspondientes de una particula confinada
en la superficie de un toro. Se obtendran las eigenfunciones y la energia del pozo
de potencial infinito bidimensional con doble periodicidad espacial resolviendo la
ecuacién de Schrodinger y utilizandolas para obtener expresiones para el trabajo y
eficiencia del ciclo de Otto en este confinamiento. Esto se llevara a cabo en el capitulo
4.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones generales de este trabajo

de tesis.



2 Ciclo clasico de Otto

En este capitulo se hablara un poco sobre la historia y origen de algunos de los ciclos
termodindmicos, pero nos enfocaremos mas en el ciclo de Otto, hablaremos de su
origen y la evolucion que ha tenido, asi como también de las aplicaciones comerciales

que tiene y su eficiencia.

2.1. Introduccion

En una época tan temprana como el ano 1816, un sacerdote llamado Robert Stirling
(1790-1878) empleé mucho tiempo y esfuerzo en experimentar con un motor de
combustion externa que usaba aire. Su fracaso, a pesar de su innegable ingenio
y habilidad mecénica, se debié principalmente a los rudimentarios elementos e
inadecuados materiales con que contaba. Actualmente, versiones modificadas del
motor de aire de Stirling funcionan con altos rendimientos [2].

Durante una parte del ciclo realizado por una sustancia de trabajo (aire, gasolina,
agua, etc.) en un motor, una cantidad de calor es absorbida de un depdsito de alta
temperatura; durante otra parte del ciclo, una pequena cantidad de calor es enviada
a un depésito frio. Ya que es un hecho experimental que siempre se rechaza algo de
calor al depdsito frio, la eficiencia de un motor nunca serd del 100 %. Si asumimos que
tenemos dos depositos a temperaturas dadas, es importante responder las siguientes

preguntas: ;Cual es la maxima eficiencia térmica que se puede obtener por un motor



operando entre esos dos depdsitos? ;Cudles son las caracteristicas de dicho motor?
., Cudl es la naturaleza de la sustancia de trabajo?

La importancia de esas preguntas fue reconocida por Nicolas Léonard Sadi Carnot
(1796-1831), un brillante joven ingeniero francés quien, en 1824, antes de que la
primera ley de la termodinamica fuera firmemente establecida, describié en un
articulo llamado “Réflexions sur la Puissance Motrice du Feu” (“Reflexiones sobre
la fuerza motriz del fuego”) un motor ideal operando en un simple y particular ciclo
conocido hoy en dia como el ciclo de Carnot [3].

Un ciclo de Carnot es un conjunto de procesos que se pueden realizar por
cualquier sistema termodindmico que sea hidrostatico, quimico, eléctrico, magnético,
etc. Debido a que se trata de procesos idealizados, los motores funcionando bajo
este ciclo contaran con la maxima eficiencia posible, por lo que en la practica no sera
posible llevarlos a cabo sin generar pérdidas de calor, lo que ocasiona una disminucién
en la eficiencia.

En 1853, el ingeniero sueco John Ericsson (1803-1889), construy6 en Inglaterra
un motor de aire de combustién externa que no tuvo aceptacién debido a la falta de
materiales capaces de resistir eficazmente las altas temperaturas desarrolladas. En
1856, el francés Beau de Rochas (1815-1893), sugiere y discute un ciclo de motor de
combustién interna pero no lo construye. Recién en 1860 aparece el primer motor de
combustion interna que tuvo éxito comercial, pero duré poco debido a la apariciéon
de una mdquina a pistén libre debida a Nicolaus August Otto (1832-1891) y Eugen
Langen (1833-1895) desarrollada en 1867 cuyo rendimiento era superior debido a que
el movimiento del pistén se debe unicamente a la presion del gas. Posteriormente
en 1876 aparece el llamado “motor silencioso” que operaba bajo el ciclo de Otto,
cuya denominacion se justificaba no porque era precisamente insonoro, sino porque

comparado con el disefio de pistén libre era menos ruidoso [2].



2.2. Funcionamiento

Habitualmente se pueden encontrar dos versiones del ciclo de Otto: de dos y cuatro
tiempos. Se denomina tiempos a los desplazamientos del piston que se requieren para
completar un ciclo. Veamos primero el motor de dos tiempos [2].

En el motor de dos tiempos (figura 2.1) la mezcla ingresa al cilindro a través de las
lumbreras de admisién. Una vez producida la chispa, ocurre la ignicién de la mezcla
de vapor de combustible y aire (comburente) y, simultdneamente, la expansién de los
gases (tiempo de expansiéon o embolada de potencia). Finalizada ésta, se produce
la admisién de la mezcla que desaloja los gases exhaustos, esto ocurre debido a
que el pistén baja durante el tiempo de expansién, y al hacerlo comprime los gases
frescos, expulsando los gases viejos y forzando a entrar los nuevos cuando se abren
las lumbreras de admisién.

Corriente

Chispa

Salida de gases

Entrada da mezcla ‘=] '
da gasalina
Lumbreras
de carga Lumbrera de

admislién

Lumbrera de
escape

Ciglienal

Figura 2.1: Motor de dos tiempos del ciclo de Otto [9].

Luego se inicia el tiempo de comprension. El piston sube tapando las lumbreras de

admision y escape y lleva la mezcla hasta a la presién adecuada para la explosion.
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Durante este tiempo, mientras sube el pistén, se produce una depresion en el carter
y absorbe mezcla fresca del carburador. El motor de dos tiempos tiene una elevada
relacion de peso sobre la potencia del motor comparado al de cuatro tiempos porque
da una embolada de potencia por cada revolucién. Pero como no tiene valvulas de
escape es imposible impedir las pérdidas de mezcla fresca en la etapa de admisién
cuando esta desplaza los gases exhaustos, lo que inevitablemente hace bajar el
rendimiento del combustible y causa el tipico olor de estos motores. No obstante,
es un motor barato, sencillo y pequeno, ideal para vehiculos livianos. Veamos ahora
el motor de cuatro tiempos.

El motor de cuatro tiempos (figura 2.2) tiene los siguientes movimientos: en el
tiempo de aspiracién el piston se desplaza hacia abajo con la valvula de admision
abierta y la de escape cerrada. Luego se invierte la direccién y comienza el tiempo de
compresion; un poco antes de llegar al punto muerto inferior se cierra la valvula de
admision y la de escape permanece cerrada, quedando asi durante el tiempo o carrera
de compresiéon. Un poco antes del punto muerto superior se produce la ignicién (salta
la chispa, en un instante determinado por el distribuidor de acuerdo a la velocidad del
motor) y comienza el tiempo de expansién. Al aproximarse el piston al punto muerto
inferior se abre la valvula de escape y se iguala la presién con la externa. Es entonces
cuando se inicia la etapa o tiempo de expulsion al retornar el pistén hacia el punto
muerto superior evacuando los gases exhaustos a través de la valvula de escape cuya
posicién viene determinada por un mecanismo de sincronizacién (arbol de levas) y

asi se completa el ciclo [2].
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Figura 2.2: Motor de cuatro tiempos del ciclo de Otto [10].

2.3. Aplicaciones

En todo el resto del siglo XIX, hasta la aparicion del motor Diésel, no se habld
mas de motores de combustién interna. A partir de la apariciéon del motor Diésel la
maquina de vapor estuvo condenada a desaparecer. Si la segunda mitad del siglo
XVIII y todo el siglo XIX son la era del vapor y del carbén, el siglo XX es la
era del motor de combustién interna y del petrdleo [2]. Las razones del éxito del
motor de combustién interna sobre la maquina de vapor son varias: la maquina de
vapor como planta de potencia portable es mas ineficaz por ser mas grande, ya que
requiere una camara de combustion desde donde se transfiere el calor al agua que se
vaporiza y luego se transporta la camara de expansion donde se realiza trabajo 1til.
El motor de combustiéon interna, en cambio, tiene estos dos elementos sintetizados
en uno solo ya que el combustible al quemarse constituye el fluido de trabajo. La
combustion se realiza en el mismo recinto donde ocurre la expansion, eliminando la

transferencia de calor, con su caracter fuertemente irreversible y por lo tanto nefasto
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para el rendimiento. Esto, aunque parezca tener sélo el interés tedrico, resulta de
la mayor importancia préactica. Por ejemplo, una maquina alternativa de vapor es
demasiado voluminosa para ser portatil, ya que pesa en promedio 150 kg. por caballo
de potencia generada. Semejante peso no podria ser soportado por ningin vehiculo
aéreo, de modo que no es posible construir aviones o helicopteros impulsados por
vapor [2].

En la actualidad hay dos versiones de combustion interna, que responden a grandes
rasgos a las caracteristicas originales de los motores Otto y Diésel, pero también hay
muchos disenos intermedios que estan, por decirlo asi, en la frontera entre ambas

categorias, por ejemplo, los motores de ciclo de Otto con inyeccion de combustible.

2.4. Procesos termodinamicos

El ciclo de Otto se compone de cuatro procesos, dos adiabaticos y dos isocéricos, que
realiza un gas confinado en un pistén (véase figura 2.3). En el proceso adiabatico no
hay transferencia de calor con los alrededores. Mientras que en el proceso isocorico
el volumen del gas se mantiene constante, se suministra calor al sistema, pero como
el pistén no se mueve la temperatura del gas se eleva y en consecuencia también la

presiéon lo hace.
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v, v, v

Figura 2.3: Diagrama P-V del ciclo de Otto. Este ciclo consiste en una secuencia de
4 procesos, iniciando con una comprension adiabatica desde el volumen V; hasta el
volumen V5 (del estado 1 al 2), seguida por un proceso isocérico provocado por un
suministro de calor ()¢, una expansion adiabatica donde se realiza un trabajo W y
de regreso al estado inicial por un proceso isocérico debido a una expulsion de calor

Q2.

Como podemos observar en la figura 2.3, el proceso que va de los estados 1 — 2
representa una compresion adiabatica cuasi-estatica de ny moles de aire, que en este
caso, por simplicidad, tomaremos n; = 1 mol. Suponemos que no hay rozamiento ni
pérdidas de calor a través de las paredes del cilindro. La temperatura 77 en el estado

1 se eleva hasta alcanzar la temperatura 75 en el estado 2 de acuerdo a la ecuacién
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A AT (2.1)

donde 7 se define como el coeficiente de dilatacion adiabética y estd dado por

C,
= _F 2.2
7 C,’ (22)

donde C), es la capacidad calorifica a presién constante, que es el cambio de la energia
interna por cada grado que cambia la temperatura en un proceso a presién constante,
y C, es la capacidad calorifica a volumen constante, que es el cambio de la energia
interna por cada grado que cambia la temperatura en un proceso a volumen constante

[8]. Estas dos ultimas definiciones se expresan como

%:C%L' (2.3)
@—C%L; (2.4)

El proceso realizado que va del estado 2 al estado 3 representa un aumento
isocorico cuasi-estatico de la temperatura y la presién, producido por la absorcién de
calor (); de una fuente externa. Este proceso es una aproximacion del efecto debido
a la explosion en un motor de gasolina.

El proceso realizado entre los estados 3 al 4 constituye una expansién adiabatica
cuasi-estatica, produciendo una disminucién de la temperatura, de acuerdo con la

ecuacion

T3V, =T vy (2.5)

Finalmente, el proceso realizado que va de los estados 4 al 1 representa un descenso
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isocorico cuasi-estatico de la temperatura y la presién producido por la expulsion de
calor ()5 a una fuente externa. Este proceso es una aproximacion a lo que sucede
cuando, al abrir la valvula de escape, la presién desciende hasta la presion atmosférica.

Cuando una maquina térmica termina de realizar un ciclo, ha convertido un cierto
porcentaje del calor absorbido (); en trabajo, mientras que el resto del calor ()5 ha
sido expulsado o enviado a un depdsito frio. Llamamos eficiencia a la relacién entre
el trabajo realizado por la maquina térmica y el calor absorbido ()i, mientras mas

calor sea convertido en trabajo, mas eficiente sera la maquina térmica.

Figura 2.4: Diagrama del funcionamiento de una maquina térmica.

Vemos de la figura 2.4 que el flujo se realiza desde el depdsito caliente al depdsito
frio, si quisiéramos hacer el proceso inverso, es decir, pasar del depdsito frio al depdsito
caliente, debemos suministrar trabajo W al sistema. Este es el funcionamiento basico

de los refrigerados caseros.
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2.5. Eficiencia

Si se toma una cantidad de calor ), del depédsito de alta temperatura y se realiza una

cantidad de trabajo mecanico W, la eficiencia 1 de una méaquina térmica esta dada

por [1]
_ v

CNToNE

El cambio infinitesimal de la energia interna de un sistema esta dada por la primera

(2.6)

ley de la termodinamica

dU = dQ — dW. (2.7)

Por el principio de la conservacién de la energia, para un ciclo termodinamico, la

primera ley se expresa como

|Q2| = |Q1| - |W|» (2-8)

donde )5 es la energia enviada al depdsito de baja temperatura. La eficiencia de una
maquina térmica es entonces

_ 1@l (2.9)

@il

De esta ecuacién se deduce que 7 serd la unidad (rendimiento del 100 %) cuando
(2 sea nulo. En otras palabras, si se puede construir un motor que trabaje de forma
ciclica de modo que el sistema no ceda calor, la transformacion del calor absorbido en
trabajo tendrd lugar con un rendimiento del 100 %. Sin embargo, esto no es posible.

Para obtener una ecuacion para la eficiencia en términos de la temperatura vamos
a utilizar expresiones para la capacidad calorifica a volumen constante C,,. De la figura
2.3 podemos observar que en los procesos que ocurren desde los estados 2 al 3 y del
4 al 1, no hay cambio en el volumen del sistema y, por lo tanto, no se realiza ningin

trabajo. Entonces, por la primera ley de la termodinamica tenemos que



dU = dQ,

definimos la capacidad calorifica molar a volumen constante ¢, como

_ 1 (e
“=N\ar ),

donde N es el nimero de moles. De aqui obtenemos que

dQ = c,NdT.

17

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Suponiendo que el nimero de moles N y la capacidad calorifica ¢, se mantienen

constantes a lo largo del proceso que ocurre del estado 2 al 3, podemos integrar la

ecuacién (2.12) y obtenemos
Q1= c,N(T3 - Ty),
de manera similar obtenemos una expresion para ()
Q2 = C”L)N(Tl - T4).

Sustituyendo los valores de Q1 y Q2 en la ecuacién (2.9) tenemos

|eo(Th = T4)|

=1
! lo(T5 — T)]

Finalmente obtenemos

=1- .
1 T3 —T5

Otra forma de expresar la eficiencia es utilizando la relacion de los

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

procesos
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adiabaticos dada por

TVt = cte. (2.17)

Utilizando esta expresion para los procesos adiabéaticos 1 — 2 y 3 — 4 llegamos a

que

T,—-T, (Vo\"
— [ == 2.18
T3 =15 (Vl) ’ (2.18)

r= (%) : (2.19)

como la razén de compresioén entre el volumen inicial y final, y obtenemos

definimos

n=1-7r"". (2.20)

Como podemos ver en la ecuacién (2.9) la eficiencia serd la unidad si )y es cero.
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Figura 2.5: Grafica de la eficiencia del ciclo de Otto en funcién de la razén de
compresion. Utilizando el valor de v =1.39 para el aire, podemos ver que para los
valores tipicos de la relacién de compresién (entre r = 8 y » = 10 en la mayoria de
los motores modernos) la eficiencia del ciclo es n ~0.45 [8].

Ahora analizaremos de manera similar el proceso del ciclo de Otto pero desde una
perspectiva cudntica, es decir, reemplazaremos la idea de una sustancia trabajando en
un motor de combustion utilizando el ciclo de Otto por la de una particula confinada
en un pozo de potencial infinito, el cual realiza movimientos en una de sus paredes
simulando el efecto clasico de un pistén moviéndose, dicho sistema sera tratado como

si realizara un ciclo de Otto.



3 Ciclo cuantico de Otto

En este capitulo introduciremos una descripcion de un sistema cuantico y lo
relacionaremos con el ciclo cuantico de Otto, esto para poder calcular la eficiencia del
ciclo. Por sencillez se trabajara en una dimension.

Para lograr comprender como es que funciona el ciclo cuantico de Otto, primero
debemos entender los diferentes tipos de confinamientos en el cual se puede llevar a

cabo. A continuacion, se describira el mas basico de ellos.

3.1. Eigenenergias de un pozo unidimensional
infinito

El sistema de confinamiento cuantico mas simple es el de una particula de masa m
confinada en un pozo de potencial unidimensional infinito de ancho L. La ecuacién
de Schrodinger de este sistema es

)
2m  dx?

+V(2)U(x) = EU(x). (3.1)

donde h es la constante de Planck entre 27, F es la energia, ¥ es la funcién de onda
y V(z) es el potencial que confina a la particula en la regién 0 < x < L, donde
V(z) = 0 dentro del pozo e infinito fuera de ¢l [7].

El estado del sistema, descrito por la funcién de onda W, se puede expresar como

20
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una combinacion lineal de eigenfunciones 1, de la siguiente manera

V() = antn(w), (3.2)

donde n es un nimero entero y a,, se conocen como coeficientes de expansion. Si ¥ y v,

estan normalizadas, entonces los coeficientes satisfacen la condicién de normalizacion

2o lan|* = 1.

Al resolver la ecuacién de Schrodinger (3.1) se obtiene que las eigenfunciones v,

Uulw) = (%) L en (?) . (3.3)

Las correspondientes eigenenergias ¢,, son

estan dadas por

n?m2h?

omL? "

En = (3.4)

La energia E esta dada por el valor de expectacion del Hamiltoniano H.Si P, es
la probabilidad de encontrar el valor €, en una mediciéon de la energia, entonces el

valor promedio de la energia estda dada por la expresion

E=(H) =) |afen =) Pucn (3.5)

n

Aqui tenemos la interpretacién del modulo cuadrado de los coeficientes a,,, es decir,
la,|* = P, es la probabilidad de encontrar el valor ¢, al medir la energfa. Asi, la

energia del sistema es
w2h?

o2mIL?’

E(L)=>_l|a,[*n® (3.6)

De las ecuaciones (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6) se puede ver que si una las paredes del pozo
de potencial es libre de realizar un movimiento infinitesimal dL, entonces la funcién

de onda ¥(z), las eigenfunciones ¢, (x) y las eigenenergias ¢, también pueden variar
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infinitesimalmente como funcién de L.

3.2. Fuerza y energia del sistema cuantico

En esta seccién definiremos la fuerza y la energia de un sistema cuantico basados
en la interpretacién fenomenolégica de los cambios infinitesimales del valor de
expectacién del Hamiltoniano.

El valor de expectacion del Hamiltoniano es el promedio de la energia medida del
sistema, que simplemente puede ser llamada la energia de sistema. Bajo un proceso

infinitesimal, los cambios de la energia dada por la ecuacién (3.5) son

dE = £,dP, + Y Pude,. (3.7)

Esta es la primera ley de la termodindmica para sistemas mecdnico cudnticos [16].
Los dos términos de la ecuacién (3.7) nos dice que existen dos maneras diferentes de
cambiar la energia del sistema. El primer término representa el cambio de los estados
de ocupacién o probabilidades dP, y el segundo término da los cambios de los niveles
energéticos de,,.

Consideraremos una maquina térmica cuantica que consistird en un pozo de
potencial infinito, cuya sustancia de trabajo serd una particula que esta confinada
dentro del pozo. Para que se pueda obtener trabajo mecanico de este sistema es
necesario que una de las paredes del pozo sea movible, de esta manera podemos
simular el sistema clasico de un pistén moviéndose y aplicar sobre él diferentes

procesos termodindmicos (véase figura 3.1).
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Figura 3.1: Representacién de un pozo de potencial infinito unidimensional con una
pared fija en z = A y una pared movible en x = B. La pared se mueve debido a una
fuerza F' hasta la posicién = B’. Se pueden observar los cambios en las eigenenergias
debido al desplazamiento [13].

Bajo un proceso adiabdtico, el teorema adiabatico nos dice que los niveles
energéticos son modificados sin cambiar sus probabilidades de ocupacién P,, por

lo que son invariantes, entonces la ecuacién (3.7) toma la forma
dE = Pydz,. (3.8)

Como se trata de un pozo unidimensional, la longitud decrece lentamente desde L a

L—dL debido a la aplicacién de una fuerza externa. Al igual que en la fisica clasica, es
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natural definir la fuerza en la pared del pozo de potencial como la derivada negativa

de la energia[4]
dE

F=-"
dL

(3.9)

Sustituyendo la ecuacién (3.8) en la ecuacién (3.9) nos da el valor promedio de la

fuerza en el sistema

dey,
F= _ZP"d_L' (3.10)

La fuerza F es el valor promedio de las fuerzas F, sobre todos los estados
representados en el sistema. Esto permite introducir la observable macroscépica de la
fuerza o la “presion”. Digamos ahora que le suministramos una cantidad de calor d@
al sistema, haciendo que realice una cantidad de trabajo dWW. Por el principio de la
conservacién de la energia (ecuacién 2.7), el cambio infinitesimal de la energfa interna

esta dada por la primera ley como
dE = dQ) — dw. (3.11)

Este cambio de la energia dE también se puede ver en la ecuacién (3.7). Como se
definié previamente, los cambios en los niveles de energia de,, pueden ser generados
realizando movimientos infinitesimales dL en la pared, por lo que el término ) = P,de,

sera relacionado con el trabajo hecho por el sistema, esto es,
AW = =) Pude,. (3.12)

Por otro lado, el término que rige el reordenamiento de los niveles energéticos,

>, endP,, debe estar relacionado con la cantidad de calor suministrado al sistema

Y endP, = dqQ. (3.13)
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3.3. Analogos cuanticos de los procesos
termodinamicos

Basados en las ecuaciones de la fuerza y el energia descritas en la seccién anterior, y
con la primera ley de la termodinamica para un sistema cuantico, podemos describir

procesos cuanticos que son los analogos de los procesos termodindmicos clasicos.

3.3.1. Proceso adiabatico

Clasicamente, un proceso adiabatico es uno en el que el sistema esta térmicamente
aislado. Entonces, para un gas confinado en un cilindro con paredes adiabdticas y
un piston movible, el calor no puede fluir dentro o fuera de él. En este proceso, el
piston se mueve pero el sistema permanece en equilibrio todo el tiempo, debido a esto
el gas en el cilindro hace trabajo y parte de la energia interna del gas se convierte
en energia mecanica. En un proceso adiabatico cuantico, asumimos que el estado
cudntico inicial de la particula WU(z), confinada en un pozo de potencial de anchura
L, es una combinacién lineal de eigenestados, como en la ecuacién (3.2). En el proceso
adiabdtico cuantico, el tamano del pozo de potencial cambia conforme se mueve la
pared, como el sistema permanece en equilibrio todo el tiempo el valor absoluto de
los coeficientes de expansion |a,|*> = P, deben permanecer constantes, esto es, no se
espera ninguna transicién entre los estados energéticos de la particula (ecuacién 3.8).

La expresion (3.10) para la fuerza no es una expresion general que se aplique en
todos los procesos termodinamicos, sino que solo se puede utilizar para los procesos
adiabaticos e isotérmicos.

De las ecuaciones (3.3) y (3.4) se puede ver que los eigenestados 1, (x) y sus
correspondientes energias &,, varian conforme se mueve la pared del pozo de potencial.

Los niveles energéticos no son independientes de la longitud del pozo L, cada valor de
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la eigenenergia decrece conforme el ancho del pozo crece, tal como se muestra en la
ecuacién (3.6). La fuerza ejercida para mover la pared del sistema se puede calcular

utilizando la ecuacién (3.9), de modo que al derivar la ecuacion (3.6) se obtiene que
272
B 5 oTh

Una vez calculadas las expresiones para la fuerza y la energia podemos obtener
informacion del sistema después de aplicar cualquier proceso adiabatico cuantico.

Ahora nos resta encontrar expresiones para los procesos isocéricos cuanticos.

3.3.2. Proceso isocorico

En un proceso isocorico, el sistema se pone en contacto con una fuente de calor.
Clasicamente, la presion p y la temperatura 7' cambian a lo largo del proceso y como
consecuencia de que el volumen no cambia, el sistema no realiza trabajo a lo largo
del proceso [3].

Un proceso isocorico cuantico tiene propiedades similares al proceso isocérico
clésico. Las probabilidades de ocupacién |a,| de los estados varian en el proceso
isocérico cuantico debido a la absorcion o expulsion de calor, esto sin variar el ancho
del pozo, es decir, dL. = 0, lo cual implica que no se realiza trabajo d\W = 0. El calor
transferido provocara que la energia del sistema cambie, por lo que la primera ley
(3.11) se reduce a

dQ) = dFE. (3.15)

La energia interna del sistema aumentara debido al calor suministrado, de acuerdo a

la ecuacién (3.13).
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3.4. Procesos del ciclo cuantico de Otto

A continuacion vamos a describir el ciclo cudntico de Otto, que se muestra en la figura
3.2, para un pozo de potencial infinito considerando tnicamente los dos primeros
niveles de energia, donde se varia la anchura L del pozo.

En la siguiente secciéon se describira el ciclo cudntico de Otto reportado por Latifa
y Perwanto [6], para una particula confinada en un pozo de potencial infinito, cuyo
ancho varia, y solo se consideraran los dos primeros niveles de energia para llevar a

cabo los distintos procesos.

F
|

O
-/,
L-: = L3 L[ = L4

Figura 3.2: Representacién del ciclo cuantico de Otto. Consiste en dos procesos
isocéricos y dos adiabaticos. En uno de los procesos isocoricos se le suministra calor
Qg al sistema y en el siguiente se realiza una expulsién de calor (r,, en estos procesos
el sistema no genera ningin trabajo, mientras que en los procesos adiabéticos no se
genera ninguna perdida de calor y se produce trabajo ttil [6].
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3.4.1. Compresion adiabatica

Se comienza el ciclo con una compresién adiabatica desde el nivel de energia n = 1,
iniciando en L = L hasta L = Lg, con L; > Ly (véase figura 3.2). Como se trata
de un proceso adiabdtico los valores de los coeficientes de expansién |a,|* = P,
no cambian, por lo que las probabilidades de ocupacién de los niveles energéticos
permaneceran invariantes, tal como se mencioné en la seccién 3.3.1. El valor de
expectacion del Hamiltoniano, E, dado por la ecuacién (3.6), depende del ancho
L del pozo de potencial, por lo que E cambiard durante todo el proceso. El valor
esperado de la energia en este proceso esta dada por la ecuacién (3.6), como estamos
en el primer nivel de energia n = 1 y las probabilidades de ocupacion no varian, la
ecuacion (3.6) toma la forma

T2 h?

Biall) =50

(3.16)

La fuerza como funcién de L a lo largo de esta expansién se puede calcular utilizando

la ecuacién (3.9), es decir, derivando la expresion (3.16)

h2m?
Fi (L) = "l (3.17)

3.4.2. Calentamiento isocorico

A continuacién, se realizard un proceso isocorico, se anade calor (J; al sistema, la
fuerza aumentard pero se mantendra la longitud del pozo constante (véase figura
3.2). Al hacer esto, hay una transicién del estado n = 1 al estado n = 2. El valor de

expectacién del Hamiltoniano al iniciar el proceso estd dado por la ecuacién (3.6),
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como estamos en el primer nivel de energia la expresién toma la forma

h272

- 3.18
2mL3’ ( )

2

como vemos en la imagen 3.2, en el calentamiento isocérico no se mueve la pared del
pozo de potencial, por lo que el valor de expectacién del Hamiltoniano solo dependera
del nivel energético en el que se encuentre el sistema. Al finalizar el proceso estaremos
en el segundo nivel de energia, es decir, n = 2, por lo que la ecuacién (3.6) queda

como
2h2m?
E3 - 3 -
mL3;

(3.19)

Aqui, el valor esperado del hamiltoniano no depende de L ya que la pared no se
mueve, lo tnico que cambiara es el nivel energético de la particula.
De la ecuacién (3.15) se puede calcular @1, obteniendo que

3 22

=F3— Fy=-——. 3.20
Ql 3 2 QmL% ( )

3.4.3. Expansion adiabatica

Ahora consideramos una expansién adiabatica del sistema, desde L = L, hasta L =
L (véase figura 3.2), sin modificar las probabilidades de ocupacién, es decir, sin
cambio de estado. Durante este proceso el valor esperado del Hamiltoniano dado por

la ecuacién (3.6), recordando que nos encontramos en el segundo nivel energético,

n =2, es

2h2 72
La fuerza en funcién L es

4h27?

Py 4(L) = (3.22)

mlL3
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3.4.4. Enfriamiento isocdrico

Finalmente, consideramos un proceso isocérico donde hay una pérdida de calor ()
(figura 3.2), cambiando el estado de la particula desde n = 2 hasta n = 1. El valor

esperado del Hamiltoniano al iniciar el proceso esta dada por la ecuacién (3.6) con

n=2
2h2m?
1
y al finalizarlo
h2m?
E, = . (3.24)
2mL3

En este proceso se libera calor del sistema, que se puede calcular con la ecuacién
(3.15) a partir de la cual se obtiene

3 h2m?

Q2=E —E,= oI (3.25)
1

finalizando asi el ciclo.

Una vez concluidos los procesos termodinamicos, se obtiene una expresion para el
calor absorbido ); dada por (3.20), a partir de esto se puede obtener una expresién
para la eficiencia del ciclo cuantico de Otto en un pozo de potencial infinito, tal como

se mostrara en la siguiente seccion.

3.5. Eficiencia

Antes de calcular la eficiencia primero se debe calcular el trabajo realizado por el
ciclo, el cual se genera en los procesos adiabaticos. Recordando que en los procesos
adiabaticos d@) = 0, entonces por la primera ley de la termodindmica, dada por la
ecuacién (2.7), tenemos que dE = —dW, utilizando esta expresion y sustituyéndola

en la ecuacién (3.9) obtenemos una forma para calcular el trabajo realizado en los
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procesos adiabaticos, por lo que se obtiene
W = /F(L)dL. (3.26)

Debido a que en nuestro caso tenemos 2 procesos adiabdticos, debemos sumar el

trabajo realizado en ambos procesos

Lg Ll

W= | dLF_»(L)+ / dLF; 4(L). (3.27)

Ll L2

Sustituyendo las expresiones (3.17) y (3.22), obtenidas para las fuerzas, se tiene que

Lo h27T2 Ly 4h27'('2

W = dL dL 3.28
Ly mL3 + Lo ng ( )
R |1\ 1\"
=— — 4 —= 3.29
2m [(LQ)L1+ (LQ)LQ ( )
h*r? (1 1 1 1
=— — - =44 —4—= 3.30
om (L; 2 L§>’ (3.30)
por lo que finalmente se obtiene que el trabajo realizado en el ciclo es
3hr? [ 1 1
W= - — - = . 3.31
2 <Lg L%) (3:31)
Sabemos que la eficiencia de una maquina térmica esta dada por
Wi
nN=——". 3.32
e 332

Utilizando las ecuaciones (3.20) y (3.31), la eficiencia es

1 3ma2 /1 1 2mL32 Ly®
= W= 5= o | =1- = :
=N T (L% L%) (3%2) (Lﬁ)’ (3.3
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de las ecuaciones (3.18) y (3.24) se puede ver que:

2,2 2 2
Bv_ (W (2mly) Ly (3.34)
E, 2mL? h2m? L2

por lo tanto, sustituyendo (3.34) en (3.33) se puede escribir la eficiencia como [6]

n=1-=t (3.35)

De esta expresion se puede observar que n — 1 cuando Fy; — oo. Para lograr hacer
tender E, a infinito, vemos que de la ecuacion (3.18), se debe hacer tender a Ly a
cero, entonces mientras mas pequena sea la compresion en el pozo mas eficiente sera

la maquina térmica cuéantica.

3.6. Eigenenergias de un pozo bidimensional

En esta seccion analizaremos el confinamiento de una particula en un pozo de
potencial bidimensional infinito de anchura L, en la direccién x y anchura L, en
la direccién y.
Comenzaremos resolviendo la ecuacion de Schrodinger para dos dimensiones
dentro de un pozo bidimensional infinito donde V' = 0, esto es,
R [(0*W 9PV
——— | =+ == | = £V (3.36)
2m ( 0z?  0y? )
Dado que se trata de una ecuacion diferencial con derivadas parciales de segundo
orden con coeficientes constantes, podemos proponer una soluciéon utilizando el
método de separacién de variables. Este método consiste en buscar una solucién

en forma de productos de funciones de una sola variable, de esta manera la ecuacion

original se puede convertir en ecuaciones diferenciales ordinarias para cada una de
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las variables tratadas. Proponemos entonces una solucién de la forma [14]

U(z,y) = flx)g(y), (3.37)

con las siguientes condiciones de frontera

UVO0<ax<L,0)=V¥0<z<L,y) =0, (3.38)

U(0,0<y<L,)=V(L,0<y<L,)=0. (3.39)

Al sustituir la solucién propuesta (3.37), por el método de separacién de variables,

en la ecuacion (3.36) tenemos que

2m

h (8 [f(aa;)Qg(y)] L9 [f(aa;)f(y)]) — Bf(2)e(y). (3.40)

como ¢(y) no depende de x y f(x) no depende y, podemos hacer

_Qh_m (g(y)dc“l];(f) + f(”“")dcé(g)> = Ef(z)g(y), (3.41)

y como ultimo paso, dividiremos toda la ecuacién por ¥(z,y) = f(z)g(y) de modo

que

1d*f 2mE 1d?%g
A E—— 42
fdx? * h? g dy? (342)

De esta manera, logramos convertir una ecuaciéon de derivadas parciales de dos
variables en una ecuacion diferencial ordinaria de dos variables. Vemos que la ecuacién

(3.42) se cumple solo si ambos términos son igual a una misma constante que



llamaremos &, esto es,

1d*f 2mE _ 1d*g

Fd? R gdip

entonces obtendremos dos ecuaciones diferentes, una de ellas es

y la otra es

a partir de la cual tenemos que

ldz_f_ 2_2mE
fdx2_ Y R2

Si definimos

2mE
2 _ 1.2
—k, = ky B K2
podemos escribir la ecuacién (3.46) como
1EF e
f dx? v

Para solucionar la ecuacién (3.48) se utiliza una solucién de la forma

f(x) = Acos(k,x) + Bsen(k,x),

34

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

donde A y B son constantes. Como la funcién de onda en este confinamiento debe

de anularse en las paredes del pozo de potencial debido a que es imposible encontrar
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a la particula fuera del pozo, utilizaremos las siguientes condiciones de frontera
£(0) =0, (3.50)

F(L,) =0. (3.51)

De manera analoga, para solucionar la ecuacién (3.44) utilizamos una solucién de la
forma

9(y) = Csen(kyy) + Dcos(kyy), (3.52)

donde C'y D son constantes. Consideraremos las siguientes condiciones de frontera
9(0) =0, (3.53)

g(L,) = 0. (3.54)

Como podemos ver, el problema de una particula confinada en un pozo de
potencial infinito bidimensional dada por la ecuacién (3.36), se ha reducido a
solucionar el problema de un pozo de potencial infinito unidimensional dados por
las ecuaciones (3.44) y (3.48).

Aplicando la condicién de frontera (3.50) en la funcién en (3.49), la solucién se

reduce a

f(x) = Bsen(k,x), (3.55)
y utilizando la condicién de frontera (3.51) llegamos a que

ky = ”Ifﬂ,nw ~1,2,3... (3.56)

T
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por lo que la funcién (3.55) para la direccién en z queda de la forma

f(z) = Bsen (”L”x> . (3.57)

Normalizando esta funciéon obtenemos

f(2) :\/szsen ("L”x> . (3.58)

Similarmente, aplicando la condicién (3.53), la funcién (3.52) queda como

9(y) = Csen(kyy), (3.59)

y aplicando la condicién (3.43) llegamos a la condicién

k, = %l,ny —1,2,3... (3.60)

Y

Por lo que la funcién (3.59) en la direccién y es

9(y) = Csen (%y) - (3.61)

Normalizando la funcién se tiene que

9(y) =\/LG (7}—%) | (3.62)

De la ecuacion (3.47) podemos encontrar una expresion para la energia de la

particula en el pozo de potencial, dada por

2

h
B = (k2 + k2 .
Qm( oy, (3.63)
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sustituyendo (3.56) y (3.60) podemos escribir (3.63) como

h? n,7\ 2 n,m\ 2
Enn:_ i s
i | () +(5)

Utilizando la expresién (3.64) podemos encontrar la energia de la particula en

(3.64)

funcién de su nivel energético y la anchura del pozo. A continuacién utilizaremos
estos resultados para encontrar los andlogos cudnticos de los procesos adiabaticos e

isocéricos involucrados en el ciclo cudntico de Otto.



4 Ciclo cuantico de Otto para

un confinamiento toroidal

En este capitulo se presentardn los resultados del trabajo realizado. Se calcularan
las eigenenergias de un pozo bidimensional con doble periodicidad, después, en este
sistema, se realizara el ciclo cuantico de Otto y, finalmente, se calculard la eficiencia

del ciclo.

4.1. Eigenenergias de un pozo bidimensional con
doble periodicidad

A continuacién se presentaran los resultados obtenidos al estudiar el confinamiento
de una particula en un pozo bidimensional infinito donde en ambas direcciones
se presenta una periodicidad espacial. Para comprender mejor a qué se refiere la
periodicidad espacial veremos primero un ejemplo en una direcciéon. Consideraremos
un pozo de potencial bidimensional donde la funcion de onda presentarda una

periodicidad en el eje y cada 2w R (véase figura 4.1) [15]; esto quiere decir que

U(z,y) =V(x,y + 27 R). (4.1)

38
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I

.
0 a X

Figura 4.1: Pozo de potencial infinito bidimensional donde la funcién de onda ¥
presenta una periodicidad espacial en el eje y cada 2w R. Esto quiere decir que el
médulo cuadrado de la funcién de onda |¥|?, es decir, la probabilidad de encontrar a
la particula, se repetird cada 27 R [15].

La periodicidad nos dice que cada cierto intervalo de distancia se repetira el médulo
cuadrado de la funcién de onda |¥|?. De esta manera, si la probabilidad de encontrar
a la particula en el punto A es igual que encontrarla en el punto A+27R (véase figura
4.2), podemos imaginarnos que deformamos el espacio a su alrededor para formar un
cilindro. Asi, podemos decir que una periodicidad espacial cada 27 R de la funcién de

onda se puede ver como una geometria cilindrica con radio R.
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Figura 4.2: Visualizacién de la periodicidad espacial de la funcién de onda V. La
probabilidad de encontrar una particula en el punto A es la misma que encontrarla
en el punto A+27R, A+4rR, A+ 67 R y asi sucesivamente. Esto se puede ver como
si conectdramos los dos puntos A de la figura para crear un cilindro [15].

Una vez entendido esto, serd mas facil visualizar el efecto que tendra una funcion

de onda con doble periodicidad espacial en un pozo de potencial.

4.1.1. Funcién de onda con doble periodicidad espacial

Imaginemos que en el pozo de la figura 4.1 también se presenta una periodicidad en
el eje © cada 27 R. De igual manera que en el analisis anterior, podemos imaginarnos
a la particula dando vueltas en circulos, pero como también tenemos la periodicidad
del eje y, tenemos que modificar al cilindro que teniamos anteriormente uniendo sus
dos extremos, tendremos una superficie en forma de rosquilla, en otras palabras,
tendremos a una particula confinada a moverse sobre la superficie de una simetria
toroidal (véase figura 4.3). En este caso debemos considerar las siguientes condiciones

de frontera

U(z,y) =V (x +27R,y). (4.2)

U(x,y) =V (x,y+ 27r). (4.3)
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donde en el eje x se presenta una periodicidad cada 27 R y en el eje y se presenta

cada 27r [15].

Figura 4.3: Visualizacion de los efectos de una funcion de onda ¥ con una periodicidad
espacial en ambas direcciones. Una periodicidad en una direccién es representado
por una simetria cilindrica, sin embargo, al anadir otra periodicidad obtendremos
una simetria toroidal. En este caso, la variable r representa el radio exterior del toro
causado por la periodicidad de la funcién de onda en el eje y, mientras que la variable
R representa el radio interno del toro, originado por la periodicidad en la direccién
x.

Comenzaremos resolviendo la ecuacién de Schrodinger para dos dimensiones
dentro de un pozo infinito donde el potencial es nulo, es decir, V' = 0. Realizando un
procedimiento similar al de la seccion 3.6 se sabe que es necesario resolver la ecuacién
(3.36) proponiendo una solucién por el método de separacién de variables como la

mencionada en la ecuacién (3.37). Andlogamente al procedimiento hecho en la seccién

3.6 obtenemos las ecuaciones (3.44) y (3.48), las cuales son

1d%*g
i ) 4.4
gdy> v (4.4)



42

para la direccién en y, y

1 2f
Fd? —ks, (4.5)

para la direccién en x. Para solucionar la ecuacion (4.5) se utiliza una solucién de la
forma (3.49). Sin embargo, a diferencia de la seccién 3.6 donde se utilizo una condicién
de frontera del tipo f(0) = 0, aqui se debe tomar en cuenta la periodicidad espacial

de la funcién de onda en la direccién x, es decir, utilizaremos la condiciéon de frontera
f(z) = f(x + 27 R). (4.6)

También es necesario que la derivada de la funcién de onda sea continua en las

fronteras, es decir, se debe cumplir la condicién

f(x) = f(xz +27R). (4.7)

donde la notacién f indica la derivada espacial df /dz. Aplicando las condiciones (4.6)

y (4.7) en la solucién (3.49), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
A = Acos(2mRk,) + Bsen(2mw Rk,), (4.8)

B = —Asen(2rRk,) + Bcos(2m Rk,), (4.9)

si las constantes A y B son distintas de cero, vemos que este sistema de ecuaciones
se cumple solo si en la ecuacién (4.8) el termino sen(2rRk,) = 0 y cos(2rRk,) = 1,
de igual manera, para que se cumpla la ecuacién (4.9) es necesario que se cumplan

las dos condiciones anteriores, y vemos que esto es posible si

ky = ”—é‘f,nm ~1,2,3... (4.10)
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Ahora se resolvera la ecuacion (4.4). Para ello, utilizaremos una solucién que ya se
habia visto previamente en la seccién 3.6. Tomando como solucién la ecuacién (3.52)
y, similarmente, debido a la periodicidad de la funcién de onda en la direccion y,

consideramos las siguientes condiciones de frontera

9(y) = gy + 27r), (4.11)

9(y) = gy + 27r). (4.12)

Aplicando las condiciones (4.11) y (4.12) en la ecuacién (3.52) obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones
D = Csen(2nrk,) + Dcos(2nrk,), (4.13)

C = Ccos(2nrk,) — Dsen(2nrk,), (4.14)

similarmente al sistema de ecuaciones (4.8) y (4.9) vemos que el sistema se cumple

solo cuando los términos sen(27rk,) = 0y cos(2nrk,) = 1, por lo tanto, tenemos que
Ty
ky=~t.n, = 1,2,3. (4.15)

Utilizando los valores obtenidos para k, y k, podemos ver que de la ecuacién (3.47)

obtenida en la seccién 3.6 tenemos una expresién para la energia del sistema

h2
E=—(k+k? 4.1

sustituyendo (4.10) y (4.15), obtenemos

b= 10 [ (2] wrn
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Tomando en cuenta las expresiones que describen los procesos isobaricos e
isocoricos del ciclo de Otto, presentadas en la seccién 3.4, en la siguiente seccion

extenderemos el analisis al caso de una particula en un confinamiento toroidal.

4.2. Descripcion del ciclo cuantico de Otto con

doble periodicidad

4.2.1. Compresion adiabatica

Se comenzara con una compresion adiabatica desde el nivel de energia n, = 1y
n, = 1. Durante el proceso solo se variara la longitud en el eje z, manteniendo la
distancia en y constante. Iniciando en R = R; se movera la pared en x hasta R = Rs.
Como se trata de un proceso adiabatico, las probabilidades de ocupacién de los niveles
energéticos permanecen invariantes (véase seccion 3.4.1), por lo que de acuerdo a la
ecuacion (4.17), se tiene que

h2

E1—>2<R) - %

1\* (1)
— - . 4.18
Al igual que en la seccién 3.4.1, se puede obtener una expresion para la fuerza como

funcién de R a lo largo de esta expansién, por lo que utilizando la ecuacién (3.9)

obtenemos
h2

F1_>2(R) = mRS.

(4.19)

4.2.2. Calentamiento isocorico

En este punto, se realizarda un proceso isocérico, para ello se anadira calor 7 al

sistema, la fuerza aumentard pero se mantendra la longitud del pozo constante. Al
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hacer esto se cambiara del estado n, = 1 al estado n, = 2. El valor de expectacién

del Hamiltoniano al iniciar el proceso es

21\ 1\
2= 5~ (R_g) + (;) ] : (4.20)
y al finalizar el proceso sera
2\ (1)
Ey= o (E) n <;> ] . (4.21)

Con estos datos podemos calcular ¢y utilizando la ecuacién (3.15)

2h? h? 3h?
= F3 — By = — = : 4.22
@ ’ 2 mR3  2mR3 2mR3 ( )

4.2.3. Expansion adiabatica

Ahora se expande adiabaticamente el sistema, desde R = R, hasta R = Ry, sin
modificar los niveles de energia. Recordando que durante el calentamiento isocérico
hecho en la seccién anterior el nivel energético n, cambio hasta el estado 2, mientras
que n, permanecié en el estado 1, podemos calcular el valor de expectacién del

Hamiltoniano durante en este proceso utilizando la ecuacién (4.17), por lo que

DECIEE

La fuerza en funcién de R se obtiene usando la ecuacién (3.9)

obtenemos
h2

" 2m

E3—>4<R)

4h?
Fy ur) = T (4.24)




46

4.2.4. Enfriamiento isocorico

Finalmente, se realizara un proceso isocoérico donde la fuerza disminuird, bajando el
nivel de energia desde n, = 2 hasta n, = 1 y asi regresar al punto inicial del ciclo. El

valor esperado del Hamiltoniano al iniciar el proceso sera

22\ (1)
e 22y ) -
y al finalizar el proceso

2/ 1\ (1)

Podemos calcular el calor expulsado ()

h? 2h? 3h?
-k -EB-—=— - = _— 4.27
@ b 2mR?  mR? 2mR3 (4.27)
Finalizando asi el ciclo cuantico de Otto. Una vez calculada una expresién para

(21, solo nos falta calcular el trabajo realizado por este sistema para poder obtener una

expresién para la eficiencia del ciclo cuantico de Otto en un confinamiento toroidal.

4.3. 'Trabajo realizado

Al igual que en la seccion 3.5, debemos calcular el trabajo realizado por los
procesos adiabaticos antes de poder calcular la eficiencia. Utilizando la ecuacion (3.26)
para nuestros dos procesos adiabaticos tenemos que

R2 Ry

W= [ dRF_»(L)+ / dRF3_4(L). (4.28)
R1 R2
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Sustituyendo las expresiones (4.19) y (4.24) obtenidas para las fuerzas tenemos

Ry h2 Ry 4h2
W = dR dR 4.29
R, MRS +/RQ mR3 ( )
(), (),
=—— || = + | = (4.30)
2m | R?) R?) g
R J1 1 4 4
===+ = - = 4.31
om | TR Rg] (4.31)
32 [ 1 1
b I 4.32
om |2 R%} (4.32)
Por lo que podemos escribir el trabajo realizado como
3h2 [ 1 1
=— | = - —=]. 4.
Wl (4:39)

Vemos que el trabajo realizado por una maquina térmica cuéntica actuando bajo el

ciclo de Otto depende de las distancias Ry y Ry .

4.4. Eficiencia del ciclo cuantico de Otto
Recordando que la eficiencia de una maquina térmica esta dada por

_

n = ol (4.34)

Por lo que en nuestro caso, sustituyendo la expresién (4.33) y (4.22) en (4.34), la

3201 1] /2mR2
I 435
= om [R% Rf] ( 302 ) (4.35)

simplificando tenemos que

eficiencia es

1 1
— — — | R? 4.36
g (R% R?) 2 ( )
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y finalmente

n=1-—. (4.37)

Vemos que de las ecuaciones (4.20) y (4.26) podemos hacer

R (1 1

ademds, de la ecuacién (4.20) despejamos R2, de modo que

7”2 hQ

RR=———— .
> 2mr2E, — R2

(4.39)

Sustituyendo (4.38) y (4.39) en (4.37) podemos obtener una expresiéon para la

eficiencia en términos de las energias, esto es,

2m r2h?
=—(Fy—F) ———— 4.40
T e (B 1) 2mr2Ey — h?’ (4.40)
o bien como
FEy,— F
- 2 2 1

A continuacién, en la figura 4.4, se grafica la eficiencia dada por la ecuacién 4.37

en funcién de los desplazamientos Ry y Rs.
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Figura 4.4: Eficiencia del ciclo cuantico de Otto en funcion de R; y Rs.

Como podemos ver en la figura, existen valores prohibidos en la eficiencia del ciclo,
por ejemplo, aquellas donde Ry < Ry. También se puede observar que en el caso limite
cuando Ry — 0 la eficiencia n — 1. Recordando que R; es la posicion inicial de la
pared y Ry es la distancia hasta la que se contrae la pared del pozo de potencial
durante la compresién adiabética, entonces podemos decir que obtendremos una
eficiencia mayor mientras més pequeno sea el desplazamiento hecho por la compresién
adiabdtica y, a su vez, mientras mas grande sea el valor de R, también habra un
incremento en la eficiencia de la maquina térmica.

Similarmente, se presenta a continuacién una grafica para el trabajo efectuado

por la MTC dado por la ecuacién (4.33), en funcién de R; y Rs.
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Figura 4.5: Grafica del trabajo en relacién con los desplazamientos Ry y Ry. Usando
como pardmetros A = 6.58 x 10716 eV- s y m = 9.1 x 1073 kg.

Vemos que el trabajo obtenido por la maquina térmica cuantica tiene valores
prohibidos, similar a la eficiencia, aquellos donde Ry < R,. También podemos ver
que tiende a crecer cuando Ry v Ry decrecen.

Para realizar un andlisis comparativo, en la figura 4.6 se muestra un mapa de
colores de la eficiencia y el trabajo, con esto podemos encontrar lugares 6ptimos

donde sea posible conseguir los mejores valores para la eficiencia y trabajo.
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Figura 4.6: a) Mapa de color de la eficiencia ciclo cudntico de Otto. b) Mapa de
color del trabajo realizado por la maquina térmica, los parametros usados son h =
6.58 x 10716 eV.s y m = 9.1 x 1073 kg.

Podemos ver que existen los valores para R y Ry que nos dan la mejor relacion
entre eficiencia y trabajo, los cuales corresponden a hacer tender R; a valores grandes
y Ry a valores pequenos, donde R; es la posiciéon donde inicia el ciclo y Ry es la

posicion donde termina la compresion adiabatica.



5 Conclusiones

La presente tesis tuvo como objetivo calcular la eficiencia de una maquina térmica
cuantica que consiste en una particula confinada en una superficie toroidal, dicha
superficie realiza los procesos que rigen el ciclo cuantico de Otto. Para lograr
este objetivo fue necesario solucionar la ecuaciéon de Schrodinger para un pozo
bidimensional infinito con doble periodicidad espacial en sus ejes, que se puede
representar como un toro. Al obtener las eigenenergias del sistema notamos que
dependen tnicamente de los radios R y 7, que corresponden a las distancias 27 R
y 27r donde se presentan las periodicidades en el eje x y en el eje y, respectivamente.
A partir de las eigenenergias se realizaron los procesos que describen el ciclo cuantico
de Otto (adiabaticos e isocdricos) para obtener expresiones de la fuerza y el calor
transferido. Una vez obtenida la fuerza y el calor transferido durante todo el proceso,
obtuvimos el trabajo que se realizo y finalmente obtuvimos una expresién de la
eficiencia.

Se mostré que la eficiencia del ciclo cuantico de Otto operando en una MTC
bidimensional con doble periodicidad espacial, depende tinicamente de las distancias
R y r, que corresponden a los radios interior y exterior del toroide, asi que variando
estos radios es posible determinar donde se llevard a cabo un maximo de la eficiencia.
el conocimiento del trabajo, las energias, la transferencia de calor y la eficiencia nos
proporciona un mejor entendimiento del funcionamiento de las maquinas térmicas

cuanticas y como mejorarlas.
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Trabajos futuros

Como futuros trabajos se puede considerar un sistema de una particula confinada en la
superficie de un toro tomando en cuenta el espin de la particula, asi se podria obtener
una descripcion mas precisa de la maquina térmica cuantica y las implicaciones que
el espin puede tener en su eficiencia. También es posible utilizar diferentes ciclos para
este mismo confinamiento toroidal como, por ejemplo, el ciclo de Diesel, Brayton,
Stirling, y asi analizar la diferencia de la eficiencia en distintos ciclos.

Con los resultados obtenidos podemos ver que el confinamiento de la particula
juega un papel importante en la eficiencia del ciclo, por lo que es necesario seguir
estudiando diferentes tipos de confinamientos y asi obtener una eficiencia que supere

a las maquinas térmicas clasicas.



Bibliografia

[9]

Zemansky, W. M. & Dittman, R. H.(1985). Calor y termodinamica. Sexta edicién.
United States: McGraw-Hill.

Jorge, R. (1990). Introduccion a la termodindmica. México.
Zemansky, W. M.(1957). Heat and thermodynamics. United States: McGraw-Hill.

Bender, C.M,Brody, D.C, & Meister, B.K. (2000) Quantum mechanical carnot

engine. Journal of physics A: Mathematical and general, 33(24):4427

Quan H. T. (2009) Quantum thermodynamic cycles and quantum heat engines.

I1. Physical Review E, 79:41129

Latifa, E. & Purwanto, A. (2013). Quantum heat engines, multiple-state 1D box

system. Journal of Modern Physics, 4:1091.

Shankar, R. (1980). Principles of Quantum Mechanics. New Haven, Connecticut:

Springer US.

John R. Howell & Richard O. (1990). Principios de termodindmica para

ingenieria. Austin, Texas. McGraw Hill.

http://www.surgarden.es/blog/funcionamiento-de-un-motor-de-2-tiempos,/

[10] http://pablomodi.blogspot.com/2014/06/blog-post.html

o4



95

[11] Quan H. T., Yu-xi L., Sun C. P., Franco N. (2008). Quantum Thermodynamic

Cycles and Quantum Heat Engines H.T. arXiv:quant-ph/0611275.

[12] Arnaud, J. Laurent C. & Philippe F. (2003). A simple quantum heat engine.
arXiv:quant-ph/0211072.

[13] H.T. Quan, Yuxi Liu, C. P Sun & Franco Nori. (2009) Quantum
Thermodynamic Cycles and Quantum Heat Engines II. Physical Review E 79,
041129.

[14] Richard L. Liboff (2002). Introductory Quantum Mechanics. United States:
Addison-Wesley.

[15] Barton Zwiebach (2009). A First Course in String Theory. Massachusetts:

Cambridge University Press.

[16] Donald Allan McQuarrie (1973). Statistical Mechanics. Indiana University:

Harper & Row.

[17] Johannes R., Samuel T., et al. (2016) A single-atom heat engine.

arXiv:quant-ph /0211072

[18] Arnab G., David G., Wolfgang N., et al. (2018) Two-level masers as heat-to-work

converters. arXiv:1712.08936 [physics.optics]



	Tesis con resumen firmado
	TESIS CON FORMATO

	certificado021
	Tesis con resumen firmado
	Página 6
	TESIS CON FORMATO

	Tesis con resumen firmado
	Tesis con resumen firmado

