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Resumen de la tesis de Cristina Josefina Amaya Méndez presentada como
requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura en Fisica. Ensenada, Baja
California, México. Septiembre de 2017.

Plasmones polaritones de superficie en superficies metélicas

rugosas
Resumen aprobado: (Q

Se presenta un estudio numérico del esparcimiento de luz por superficies metélicas
rugosas que soportan plasmones polaritones de superficie. El estudio estd basado
en la solucién de las ecuaciones reducidas de Rayleigh, que para el caso peri6dico,
se pueden escribir como ecuaciones matriciales. La solucion de estas ecuaciones
determina el espectro angular del campo esparcido, con el cual se pueden determinar
otras cantidades de interés, como la reflectancia de la superficie, las eficiencias en los
diferentes 6rdenes de difraccién o los mapas de campo cercano.

Eugenio Rafael Méndez Méndez

Para los célculos se consideraron rejillas sinusoidales de plata de diferentes perfodos
y profundidades, asf como superficies conformadas por rejillas con secciones planas
y rejillas con defectos gaussianos. En la mayorfa de los casos, se supuso que las
superficies eran iluminadas por ondas planas con polarizacién p. De los resultados
de reflectancia y eficiencias es posible determinar las condiciones 6ptimas para la
excitacién de plasmones polaritones de superficie y visualizar, a través de los mapas
de campo cercano, la intensificacién del campo superficial cuando esto ocurre.

Al intentar encontrar una alternativa practica para estudiar el esparcimiento de
plasmones polaritones de superficie por defectos superficiales, se realizaron célculos
para el caso de rejillas con pozos gaussianos. Se encontré que, si las condiciones
son adecuadas, es posible separar la contribucién de interés, de las distribuciones
de campo esparcido causadas por la interaccién directa del campo incidente con el
defecto o con la rejilla.

Se presentan también célculos de campo lejano para una rejilla con una profundidad
optimizada, que ilustran el comportamiento de las anomalfas de Wood en funcién de
la longitud de onda y el 4ngulo de incidencia.

Palabras clave: plasmones polaritones de superficie, ecuaciones reducidas de
Rayleigh, anomalias de Wood, esparcimiento, superficies rugosas.
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Abstract of the thesis presented by Cristina Josefina Amaya Méndez as partial
fulfillment of the requirements for the Bachelor of Science in Physics. Ensenada,
Baja California, Mexico. September 2017.

Surface plasmon polaritons on rough metal surfaces

Abstract approved by:

Eugenio Rafael Méndez Méndez

A numerical study of the scattering of light by rough metal surfaces that support
surface plasmon polaritons is presented. The study is based on the solution of the
reduced Rayleigh equations which, for the case of a periodic surface, can be written as
matrix equations. The solution of these equations determine the angular spectrum of
the scattered field, which can be used to calculate other quantities of interest, such
as the reflectance of the surface, the diffraction order efficiencies or the near-field

maps.

For the calculations we considered silver sinusoidal diffraction gratings with different
periods and depths, as well as surfaces formed by gratings with plane sections and
gratings with Gaussian defects. In most of cases, it was assumed that the surfaces
were illuminated by p-polarized plane waves. From the results obtained for the
reflectance and the efficiencies it is possible to determine the optimal conditions for
the excitation of surface plasmon polaritons and visualize, through the near field
maps, the intensification of the surface field when this occurs.

In our attempts to find a practical alternative to study the scattering of surface
plasmons polaritons by surface defects, we carried out calculations for gratings with
Gaussian grooves. We found that under the right conditions it is possible to separate
the contribution of interest from the angular distribution of the scattered light caused
by the direct interaction of the incident field with the defect or with the grating.

Using a grating with an optimized surface depth, far-field calculations that illustrate
the behavior of the Wood anomalies as a function of the wavelength and incident
angle are also presented and discussed.

Key words: surface plasmon polaritons, reduced Rayleigh equations, Wood’s
anomalies, scattering, rough surfaces.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1902, al estudiar el espectro de una fuente continua de luz formado por una
rejilla metalica de difraccion, R.W. Wood observo un fenémeno peculiar: bajo ciertas
condiciones de incidencia, en un intervalo de longitudes de onda muy pequenio, en
el patron de difracciéon ocurria un cambio abrupto de intensidad con un minimo
pronunciado. La otra observacién importante que hizo Wood es que el cambio en
iluminacion s6lo se presentaba al usar luz con polarizaciéon p, i.e., cuando el campo
magnético es paralelo a los surcos de la rejilla. Esta observacion es también muy
relevante, pues la polarizacién no se habia tomado en consideracién anteriormente
en el estudio de la eficiencia de difraccion de las rejillas. Wood no logré explicar el

fenémeno y llamo a estas franjas oscuras "anomalias singulares" (Wood, 1902).

El descubrimiento de Wood despertd gran interés entre diferentes especialistas
en el campo de la 6ptica, entre ellos Lord Rayleigh (Rayleigh, 1907a,b), quien propuso
la primera explicaciéon de la existencia de las anomalias: una anomalia en un orden

dado ocurre a una longitud de onda en la cual un orden de difraccién mayor emerge



de manera rasante a la rejilla. A partir de la ecuacion de la rejilla, es posible calcular

el angulo de difraccion al que se difracta el orden m:
sin @, = sinfy = m\/T, (1.1)

donde 6y es el angulo de incidencia (medido respecto a la normal de la rejilla y en
contra de las manecillas del reloj), 6,, es el &ngulo de difraccion (medido en sentido de

las manecillas de reloj), A es la longitud de onda y T es el periodo de la rejilla.

El orden m emerge tangencialmente a la superficie cuando sinf,, = +1. Asi,
de la ecuacion (1.1), las longitudes de onda a las que esto ocurre se pueden calcular
a partir de:

T
A= (£l —sinfy), m=+1,+2 +3.. (1.2)
m

De esta manera, Rayleigh pudo evaluar la validez de su conjetura, encontrando
una discrepancia del 5% entre sus predicciones y las posiciones de las anomalias
observadas por Wood. Su hipoétesis fue que esta diferencia era consecuencia del
conocimiento impreciso del periodo de la rejilla y, por mas de 30 anos, la conjetura

de Rayleigh permanecié incuestionable.

En 1936, J. Strong observo las anomalias de Wood utilizando diferentes rejillas
metélicas del mismo periodo (Strong, 1936). El resultado evidenci6 la influencia del
metal en la forma de las anomalias y, més atin, en su posiciéon. Tomando en cuenta
que la ecuacion de la rejilla es una relacion puramente geométrica y que el metal no
tiene efecto alguno sobre la longitud de onda a la que los 6érdenes emergen de manera
rasante, el resultado de Strong dio lugar a una reevaluacion de la interpretacion dada

por Rayleigh.



Cinco anos después, U. Fano (Fano, 1941) pudo explicar satisfactoriamente la
discrepancia entre las predicciones teoréticas de Rayleigh y los resultados experi-
mentales de Wood, al distinguir que dichos trabajos hacian referencia a dos tipos
diferentes de anomalias, que se pueden denominar como la anomalia fuerte y la
anomalia difusa, respectivamente. Fano explico la anomalia difusa como una "res-
onancia forzada" relacionada a las "ondas fugadas soportadas por la rejilla". En
otras palabras, la excitaciéon de ondas superficiales propagandose a lo largo de la
rejilla. Sin embargo, en su trabajo no se establecié conexién alguna entre las "ondas

fugadas" y los plasmones de superficie (Maystre, 2012).

En sus estudios sobre la pérdida de energia experimentada por haces de elec-
trones de alta velocidad al atravesar hojas metalicas, D. Pines y D. Bohm (Pines y
Bohm, 1952, Bohm y Pines, 1951) propusieron que habia una relacion entre éstas y la
excitacion de oscilaciones del plasma o "plasmones" en el mar de electrones de con-
duccion. En 1957 R. Ritchie estudio teoréticamente esta hipotesis (Ritchie, 1957),
encontrando una pérdida de energia de hw,/ V2, que es menor a la energia debida
a la excitacion de plasmones de volumen, fw,, donde w, es la frecuencia del plasma
del metal. Al investigar experimentalmente la reflexion de electrones en peliculas de
magnesio y aluminio, C. Powell y J. Swan observaron la pérdida de energia adicional
descrita por Ritchie (Powell y Swan, 1959). A partir del cambio en el pico de energia
durante la oxidacion de las peliculas metalicas, se sugirié que éste estaba asociado
a una excitacion electromagnética en la interfaz metal-aire que, durante el experi-
mento, fue evolucionando a una interfaz metal-6xido. Estos resultados se muestran
en la figura 1.1. La pérdida de energia, hw,/ V2, resulto ser debido a la excitacion

de plasmones de superficie (PS) (Maier, 2007).

Los plasmones de superficie pueden ser vistos como vibraciones colectivas no
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Figura 1.1: Pérdida de energia de electrones en una pelicula delgada de magnesio en etapas
progresivas de oxidacion. (Powell y Swan, 1959).

propagantes del plasma de electrones cerca de la superficie del metal. Estos también
pueden entenderse como el limite electrostatico de los plasmones polaritones de su-
perficie (PPS). Los plasmones polaritones de superficie son ondas electromagnéticas
acopladas a los plasmones de superficie, formando asi ondas de densidad de carga
superficial confinadas a una interfaz dieléctrico-metal. Los PPS se propagan a lo
largo de la interfaz a frecuencias que van desde cero (k=0) hasta el valor asintotico
Wep = Wp/ 1+ €4, dependiendo del niimero de onda k, donde €4 es la constante
dieléctrica del dieléctrico que estéd en contacto con el metal (Pitarke et al., 2006).
Cuando la superficie metélica esta en contacto con el vacio (¢4 = 1), el vector de onda
k tiende a infinito cuando la frecuencia del PPS se acerca a w,/v/2 y la velocidad

de grupo v, — 0. Este limite electrostatico de los PPS es el plasmon de superficie

(Maier, 2007).



En la curva que representa la relacion de dispersion de los PPS; el ntmero
de onda que corresponde a estas excitaciones se encuentra a la derecha de la linea
de luz y, por lo tanto, el nimero de onda de los PPS es méas grande que el de la
luz propagandose en el dieléctrico con la misma energia fuw (ver seccion 2.6, figura
2.3). Por esta razon, no es posible acoplar directamente un haz propagante de luz
a plasmones polaritones de superficie en una superficie plana metéalica semi-infinita,
puesto que el momento y la energia no pueden ser conservados simultdneamente.
Es probable que, debido a esta dificultad intrinseca para excitar los PPS con luz,
que los plasmones de superficie predichos por Ritchie se estudiaron inicialmente
en el contexto de la interaccion de cargas con peliculas metalicas. En este caso,
la excitacion de plasmones por electrones de alta velocidad es posible debido a la
transferencia de momento k£ de los electrones que involucran su velocidad v, pues
k ~ w/v, siendo w la pérdida de energia experimentada por los electrones (Aizpurua

y Hillenbrand, 2012).

Sin embargo, existen técnicas para proveer el momento adicional que se requiere
para excitar PPS con luz. En las configuraciones de Kretschmann (Kretschmann y
Raether, 1968) y Otto (Otto, 1968) se utilizan prismas de material dieléctrico para
generar ondas evanescentes y asi tener una componente paralela a la superficie del
vector de onda que es mayor que la de las ondas propagantes. Otro método consiste
en modificar la superficie plana metalica por medio de una corrugacion periddica
que puede proveer el momento de "red" adicional (figura 1.2) (Zayats et al., 2005).
Asi, la componente paralela a la superficie del vector de onda de la luz incidente,
k = %\/e1sinfy, donde Oy es el angulo de incidencia, mas un nimero entero de

veces el "ntimero de onda" de la rejilla puede igualar el nimero de onda del PPS,

L w e1€e(w)

sp = . Ademas, la luz incidente debe tener polarizacién p con frecuencia
P ¢\ e1te(w) )



igual a la de los PPS, lo cual se logra facilmente mediante elementos polarizadores
(Aizpurua y Hillenbrand, 2012)(Zayats et al., 2005). No obstante, en casos en los que
la profundidad de la rejilla es mucho méas grande que la longitud de onda, también
es posible excitar ondas superficiales por medio de luz con polarizacion s (Palmer,

1952).

UL

Figura 1.2: Rejilla metélica periodica utilizada para la excitacion de PPS (Zayats et al.,
2005).

Una vez que los PPS son excitados, éstos se propagan por la superficie metalica
plana y se atentian gradualmente debido a pérdidas por absorciéon en el metal. Esta
atenuacion depende de la constante dieléctrica del metal a la frecuencia de oscilacion
de los PPS. La longitud de propagacion ds, esta dada por 1/Im(ks,). La plata
es el metal que tiene pérdidas mas bajas en el espectro visible; las distancias de
propagacion en superficies de este material se encuentran tipicamente entre 10 y 100

pm, llegando hasta 1 mm al acercarse al infrarrojo cercano (Barnes et al., 2003).

Los PPS son ondas viajeras del tipo transversal magnético y el campo eléctrico
tiene componentes paralela y normal a la superficie (figura 1.3). Una consecuencia
de la interaccién entre cargas superficiales y el campo electromagnético es que, a
diferencia de la naturaleza propagante de los PPS a lo largo de la superficie metélica,

el campo eléctrico perpendicular a la superficie decae exponencialmente al alejarse



de ella. Se dice que el campo en esta direccion es evanescente, lo cual es resultado del
confinamiento y naturaleza no-radiativa de los PPS, evitando asf la fuga de radiacion
fuera de la superficie. La longitud de decaimiento en el medio dieléctrico, d4, es
tipicamente de una fracciéon de la longitud de onda de la luz involucrada, mientras
que en el metal, §,,, es uno o dos 6rdenes de magnitud mas pequeno que la longitud

de onda, como se ilustra en la figura 1.4 (Barnes et al., 2003).

YA

Dielectric
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T T et T
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Figura 1.3: Los PPS en una interfaz diléctrico metal tienen un caracter de onda electro-
magnética y carga superficial (Barnes et al., 2003).

Debido a las propiedades tinicas de los plasmones polaritones de superficie y a
sus numerosas aplicaciones, el niimero de estudios sobre sus propiedades, asi como
su excitacion y propagacion, se ha incrementado significativamente en los tltimos
anos. La idea de optica integrada en dos dimensiones con plasmones polaritones
de superficie ha sido propuesta e investigada experimentalmente, resultando en el
desarrollo de elementos 6pticos que permiten la manipulaciéon y direccionamiento
de los PPS de manera similar a como se hace con haces de luz en tres dimensiones
(Zayats et al., 2005). La longitud de propagacion y la longitud de decaimiento en
cada uno de los medios determinan la escala a la que pueden funcionar los dispositivos

plasmonicos (Barnes et al., 2003), y, con el perfeccionamiento de las técnicas para
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Figura 1.4: Representacion esquemética del decaimiento exponencial del campo eléctrico de
los PPS en el medio dieléctrico y el metal en la direcciéon perpendicular a la superficie, donde
64 es la longitud de decaimiento en el medio dieléctrico y &, la longitud de decaimiento en
el metal (Barnes et al., 2003).

fabricar y caracterizar estructuras cada vez mas pequenas y el desarrollo de nuevos
materiales, se abre la posibilidad de fabricar dispositivos plasmoénicos més reducidos
y sofisticados, superando ademaés las limitantes en la propagaciéon y decaimiento
de los PPS. Por otro lado, también se sabe que los PPS en peliculas metéalicas
delgadas rodeadas por medios dieléctricos iguales exhiben longitudes de propagacion
mucho més grandes comparadas con los PPS en superficies semi-infinitas del mismo
material. Estos PPS de largo alcance pueden tener longitudes de propagacion de

centimetros en el infrarrojo cercano (Zayats et al., 2005).

Los PPS solo existen en interfazs dieléctrico-metal y el campo electromagnético
asociado a estas ondas superficiales esta confinado a la cercania de la frontera. Esta
propiedad hace a los PPS extremadamente sensibles a condiciones superficiales (Za-
yats et al., 2005). El confinamiento es ampliamente utilizado para el estudio de
adsorbatos y rugosidades en la superficie, entre otros. En este contexto, es impor-

tante tener herramientas teéricas y numéricas para poder simular la interaccion de



los PPS con la estructura de la superficie donde se propagan.

La excitacion de PPS con estructuras superficiales y su interacciéon con defectos
ha sido investigada numéricamente utilizando distintos métodos (De La Cruz et al.,
2012); una de las formas con las que el problema puede ser estudiado es a partir
de las ecuaciones reducidas de Rayleigh. La excitacion puede lograrse por medio de
rejillas de difraccion para posteriormente estudiar la interaccion del PPS con defectos
superficiales analizando el esparcimiento de la luz que resulta de la interaccion. Sin
embargo, en este caso, la interaccion del campo incidente con la rejilla también
produce un campo esparcido, lo cual tiene como consecuencia una aportacion al
esparcimiento de la luz que no provienen del defecto que se desea estudiar. Esto llevo
a la busqueda de una manera de poder distinguir entre las distintas aportaciones al

esparcimiento.

Por otro lado, las anomalias de Wood estudiadas por primera vez hace mas de
un siglo son consecuencia de la excitacion de plasmones polaritones de superficie en
la rejilla utilizada, a la longitud de onda y d&ngulo de incidencia en los que la anomalia
es observada. El trabajo de Wood condujo al descubrimiento de los PPS, dando lugar
al nacimiento de la plasmonica. A pesar del gran interés que se ha tenido en esta
area durante los tltimos anos, no existen contribuciones nuevas en lo que respecta a
las anomalias de Wood; el trabajo publicado en 1935 por Wood (Wood, 1935) es el
altimo en el que se muestran resultados experimentales de las anomalias. Méas atin,
no existen simulaciones detalladas de este fendmeno pese a la existencia de teorias
que permiten calcular el campo reflejado esparcido por una rejilla de difraccion que

soporta PPS.

El objetivo de este trabajo es el de implementar computacionalmente las ecua-

ciones reducidas de Rayleigh para calcular la intensidad del campo reflejado espar-
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cido, lejano y cercano, por rejillas de difraccion que pudieran excitar plasmones po-
laritones de superficie bajo ciertas condiciones de incidencia. Al considerar la fuente
de incidencia como monocromética, se pretende encontrar el angulo de incidencia al
cual la intensidad del campo reflejado sea minima, para una rejilla dada. Es decir,
encontrar el angulo de incidencia con el cual es posible excitar PPS a esa longitud
de onda. De manera similar, se pretende encontrar la longitud de onda en la que se
excitan PPS dado un &ngulo de incidencia fijo. En los dos casos anteriores, se busca
también hacer simulaciones del campo cercano generado por los PPS. Ademas, al
iluminar la rejilla con luz blanca se busca analizar el espectro que se obtiene en los
diferentes 6rdenes de difraccion formados para asi poder simular situaciones como
las observadas por Wood. Por otro lado, otra de las motivaciones de esta tesis es es-
tudiar la interacciéon de PPS con defectos superficiales, de tal manera que se puedan

superar las dificultades ya mencionadas.

En esta tesis se presentan resultados numéricos de la excitacién de PPS por on-
das planas con polarizacion p, incidiendo desde el vacio a un angulo 6, sobre rejillas
senoidales de plata de diferentes periodos, profundidades y longitudes, asi como un
estudio del campo cercano asociado a esta excitaciéon. También se presentan resul-
tados de la interaccion de los PPS al encontrarse con pozos gaussianos de diferentes
tamanos. Para este fin, se consider6 un plano con el defecto y se incidi6 a un an-
gulo 6y con una onda plana de longitud de onda A. El esparcimiento resultante se
compardé con el esparcimiento al incidir con las mismas caracteristicas una rejilla con
un pozo de las mismas dimensiones, y con el esparcimiento de una rejilla. Asi, las
contribuciones que no correspondan a la rejilla ni al pozo, es el esparcimiento del
PPS con el pozo. Ademas, se presenta un estudio de las anomalias de Wood para

una rejilla con periodo de 682 nm, en el que se optimizé la profundidad para que las
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anomalias fueran mas visibles.

Los calculos presentados en este trabajo se basan en las ecuaciones reducidas de
Rayleigh (Toigo et al., 1977). Estas se deducen a partir del llamado espectro angular,
que permite expresar el campo electromagnético como una superposiciéon de ondas
planas que se propagan en diferentes direcciones y que incluye a las componentes
evanescentes. Este método permite la propagacion del campo a partir de un plano,
que en este caso es el plano definido por arriba (abajo) de las crestas (valles) de la
superficie considerada. Sin embargo, para simplificar los célculos matemaéticos, se
incluye a la region entre estos dos planos, que contiene a la rejilla. Esta suposicion

se conoce como la hipotesis de Rayleigh.

A pesar de que las ecuaciones reducidas de Rayleigh son una herramienta impor-
tante en el estudio de los PPS, es fundamental conocer sus limitantes y sus ventajas
sobre otros métodos; por ejemplo, para la rejilla con periodo de 682 nm no fue
posible exceder los 200 nm de profundidad, pues al sobrepasar este limite el método
empezaba a fallar; esta restriccion es fundamentalmente una cuestion numérica, pero
también puede haber una relaciéon con la hipotesis de Rayleigh. No obstante, debido
a la consideracion de condiciones de frontera periddicas, las superficies estudiadas
pueden ser infinitamente grandes por lo que el método es apropiado para calculos
con angulos de incidencia rasantes. Otro método utilizado para trabajos numéricos
con superficies es el método integral (Maradudin et al., 1990), el cual funciona atn
si la topografia de la superficie presenta variaciones de altura grandes. Sin embargo,
en la implementacion méas usual (superficies finitas), falla para incidencia a angu-
los rasantes y, al considerar superficies muy largas, el tiempo de computo aumenta

considerablemente.

Una de las razones por las que se eligieron las ecuaciones reducidas de Rayleigh
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es que son apropiadas para el caso en el que la incidencia es rasante, por lo que se
puede abordar el problema de la interaccion de PPS con defectos en la superficie.
Este método se puede catalogar como espacial-espectral, pues la superficie es fija
en sus coordenadas espaciales, mientras que el campo esparcido esta discretizado en
coordenadas espectrales. El método de la ecuacion integral y funcién de Green que
se ha mencionado es un método espacial-espacial, pues lo que se calcula al resolver
la ecuaciéon no es directamente el campo esparcido, si no los valores del campo y su
derivada normal en la superficie. También existen métodos de célculo de naturaleza
espectral-espectral. El método de célculo utilizado aqui es apropiado para objetos
periodicos que tienen un numero pequeno de érdenes (componente espectrales del

campo esparcido), pues esto reduce el orden de la ecuacion matricial a resolver.

A continuacién se describe la estructura de la tesis. En el capitulo II se pre-
sentan las bases tedricas del método propuesto. Se parte de la representacion de los
campos por su espectro angular y, al aplicar las condiciones de frontera, se obtienen
dos ecuaciones integrales acopladas con las cuales, después de una manipulacion alge-
bréica, se obtiene una ecuaciéon matricial cuya solucién representa el campo reflejado

esparcido.

En el capitulo III se presentan las consideraciones hechas para implementar
numéricamente las ecuaciones reducidas de Rayleigh. Se describe la discretizacion
de la superficie y la determinaciéon y solucién del sistema matricial. En el capitulo
IV se presentan los resultados obtenidos para las superficies consideradas, asi como
también la discusiéon de los mismos. Por tltimo, las conclusiones de esta tesis se

presentan en el capitulo V.



Capitulo 2

Marco Teoérico

En este capitulo se presenta una descripcion general de las herramientas teéricas
utilizadas en el desarrollo de esta tesis. Adoptando un modelo electromagnético para
la luz, se basa el estudio en las ecuaciones macroscopicas de Maxwell, que describen

el comportamiento de los campos eléctrico y magnético en medios materiales.

En el desarrollo teorico, se consideran superficies peridédicas que son invariantes
a lo largo del eje y, iluminadas por una onda que se propaga en el plano formado
por los ejes  y z, que se le llamaré plano de incidencia. Debido a esta invarianza
de las superficies a lo largo de una direccion, las superficies utilizadas se consideran
unidimensionales, es decir, que presentan variaciones de altura solamente a lo largo

de la direccién z.

La geometria considerada consiste de la frontera rugosa entre dos medios, nor-
malmente un dieléctrico transparente (medio I) y un metal (medio I7), iluminada
por el lado del dieléctrico por una onda plana. El problema consiste entonces en

conocer el campo esparcido generado por la interaccion entre la onda plana y la

13
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superficie metalica rugosa. La respuesta Optica del metal en funcion de la frecuencia
optica se describe por medio del modelo de gas de electrones libres o utilizando tablas

de valores experimentales.

La soluciéon del problema se encuentra al representar los campos reflejado y
transmitido en términos de sus espectros angulares y utilizar la hipotesis de Rayleigh
para imponer las condiciones de frontera. De esta manera, se obtienen dos ecuaciones
integrales acopladas que pueden ser manipuladas algebraicamente para obtener una
ecuacion integral para el campo esparcido reflejado. Evidentemente, la ecuacion
integral resultante involucra informacion tanto del campo incidente como del perfil de
la superficie. El problema se simplifica considerablemente al suponer una superficie
periodica, pues el sistema a resolver se convierte en una ecuaciéon matricial, para la

que solo es necesario considerar un periodo de la superficie.

El capitulo empieza con una revision de algunos conceptos basicos de teoria
electromagnética y termina con la descripcion de la implementacion numérica del

problema.
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2.1 Ecuaciones Macroscopicas de Maxwell

El comportamiento de los campos electromagnéticos en medios materiales puede
describirse clédsicamente por medio de las ecuaciones macroscopicas de Maxwell. En

el sistema CGS (o sistema gaussiano) éstas toman la forma

V-D= 47Tpext (21)
V-B=0 (2.2)
10B
4 10D

VxH= 7']6:015 + (24)

c ot
Estas ecuaciones relacionan los cuatro campos macroscopicos D (desplazamiento
eléctrico), E (campo eléctrico), H (campo magnético) y B (induccién magnética),
con la carga externa y la densidad de corriente pe,; v Jere. Al escribir estas ecua-
ciones no se sigui6 el procedimiento usual de presentar las expresiones macroscopicas
dividiendo las densidades de carga total, p;,, v corriente total, J;,, en conjuntos li-
bres y ligados. En lugar de esta separacion, se distingui6 entre densidades de carga
y corriente externas (pest, Jest) € internas (p, J), de tal manera que pyy = pest +p Y
Jiot = Jext +J. El conjunto externo estimula al sistema, mientras que el conjunto

interno responde al estimulo externo.

Adicionalmente, los cuatro campos macroscopicos estan ligados con la polari-
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zacion P y la magnetizacion M por medio de

D =E +47P (2.5)

H =B — 47M. (2.6)

Ya que en este trabajo s6lo se trataran medios no magnéticos, no es necesario con-
siderar la respuesta magnética representada por M y se limitara la descripcion a
considerar efectos relacionados con la polarizacion del material. Ademés, en un
medio isotropico la polarizacion P = x.E, donde y. es un escalar. Asi, la relacion
(2.5) se puede escribir como

D = ¢E, (2.7)

donde ¢ = 1 + 47wy, v x es conocida como la susceptibilidad eléctrica (Maier,

2007).
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2.2 Ecuacién de Onda y Ecuacién de Helmholz

Combinando las ecuaciones macroscopicas de Maxwell (2.3) y (2.4) considerando un
espacio libre de fuentes (ausencia de carga y densidad de carga externas), se llega a

la ecuaciéon de onda

V2U(r,t) — ——22 =0, (2.8)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio, e es la constante dieléctrica del medio
R y U(r,t) representa el vector de campo eléctrico E(r,t) o el campo magnético

H(r,1?).

Si se asume una dependencia temporal armoénica monocromatica del campo
U(r,t) = U(r) exp(—iwt), (2.9)

donde U(r) constituye la dependencia espacial y se sustituye en la ecuacion (2.8), se

encuentra que

V2U(r) + ex (°—”>2U(r) =0, (2.10)

c

que es conocida como la ecuacion de Helmholtz (Maier, 2007).

Para las polarizaciones elementales s y p, el campo puede ser escrito de la
forma

U(r,t) = (0,U(r),0) exp(—iwt), (2.11)

donde U(r) representa la componente y del campo eléctrico o magnético en los casos

de polarizacion s y p, respectivamente (Maradudin et al., 1990).
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2.3 Ondas Planas y Evanescentes

Considerando alguna de las polarizaciones elementales, una solucion a la ecuacion de

Helmholtz (ecuacion 2.10) esta dada por una onda plana propagante de la forma

U(z,z) = Ujexp <i\/e7gc—d(m sin 6y — z cos 90)), (2.12)
c

donde Uj es la amplitud de la onda y e es la constante dieléctrica del medio donde
la onda se propaga. Esta expresion representa una onda que viaja hacia abajo (z
con signo negativo), propagandose a un angulo 6y con respecto al eje z. Si se define
k= /er2sinby y a(k) = (ent’—; - /{:2)1/2, se puede escribir la ecuacion (2.12) de la
forma

Uz, z) = Uy exp(ikz — iao(k)z). (2.13)

Esta ecuacion es valida tanto para ondas propagantes como para ondas evanescentes,
pues cuando k < ,/ér?, la onda se propaga en el plano x — 2, pero si k > |/er?,
ap(k) es un nimero imaginario puro y la onda se propaga a lo largo de x, decayendo

exponencialmente en la direccion z (Ruiz, 2012).
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2.4 Espectro Angular

El punto de partida para la deduccion de las ecuaciones reducidas de Rayleigh es la
representacion de los campos reflejado y transmitido por medio del espectro angular.
La representacion del espectro angular es una técnica matematica utilizada para
estudiar los campos en medios homogéneos y es valida tnicamente en un espacio
delimitado por dos planos, paralelos, en el que no existen fuentes. Para deducir dicha
representacion en dos dimensiones, se considera un campo escalar monocromético de
la forma

Ul(r,t) = U(r) exp(—iwt), (2.14)

donde r = (z,z), en una region D (figura 2.1) tal que 0 < z < Z, en un medio
homogéneo de indice de refraccion n(w) = y/e. Se asume que las fuentes del campo
estan localizadas afuera de D. Entonces, dentro de la region D, la parte espacial

U(x,z) de Uz, z,t) satisface la ecuacion de Helmholtz,
(V2+EHU(z,2) =0, (2.15)

donde k = n(w)ko y ko = (“E’) son los nimeros de onda de la onda en el medio y en el
vacio, respectivamente. Se asume que en cualquier plano z—constante en la regiéon D,

el campo es conocido y puede ser representado como una integral de Fourier,

Uz, z) = /00 dul (u; 2) exp(iuz), (2.16)

o0
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(V' +kHUx,2) =0

v
N

Figura 2.1: Region de validez D de la representacion del espectro angular.

donde U (u; 2) = F{U(z, 2)} es la transformada de Fourier de U(z, z). Esta ecuacion

se sustituye en la ecuaciéon de Helmholtz, resultando

00 82 82 5| ~
= 4= : j =0. 2.1
/_Oo du 927 + 552 + k| U(u; z) exp(iux) =0 (2.17)
Al calcular las derivadas parciales se obtiene
e 5 277 (- B
/ du | —u?U(u; 2) + % + KU (u; 2) | exp(iuz) = 0. (2.18)
oo z

Entonces, esta ecuacion integral se satisface si U(u; z) satisface la ecuacion diferen-

cial

02U (u; 2)

92 —(k? —u®)U(u; 2). (2.19)

Ahora se define v? = k? — u? y se escribe la ecuaciéon anterior como

9?U (u; 2)

92 = — 02U (u; 2). (2.20)
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Es importante diferenciar los valores que puede tomar v en funcién del valor de
u?

k2 —u2, k?>u?
v = (2.21)
ivu?z — k2, k? <

La solucion a la ecuacion diferencial (2.20) es

U(u; z) = A(u) exp(ivz) + B(u) exp(—ivz), (2.22)

donde A(u) y B(u) son funciones arbitrarias. Al aplicar la transformada inversa de

Fourier, F~'{U(u; z)} = U(xz, z), se obtiene

o

Ulx,z) = /00 duA(u) exp (i(uz + vz)) +/ duB(u) exp(i(uzx —vz)).  (2.23)

—00 —00

Los términos exponenciales pueden expresarse como
exp(i(uz £ vz)) = exp(iK - r), (2.24)

donde K = (u,4v). El moédulo cuadrado de K es K? = u? + v? y si se susti-
tuye la definicion de v mostrada en la ecuacion (2.21), se concluye que K? = k2
Entonces

u =k, (2.25)

v=k,, (2.26)

donde k, y k. son las componentes z y z del vector de onda. La ecuacion (2.23) repre-

senta el campo dentro de la region D como una superposicion lineal de contribuciones
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de la forma exp(iKJr . r) y exp(iK‘ -r), donde K* = (u,4+v). Este resultado im-
plica que cada término de los integrandos de la ecuacion (2.23) satisfacen la ecuacion

de Helmholtz, al igual que el campo U(z, z).

Ahora se analiza el significado fisico de la ecuacion (2.23) en funcion de los
casos presentados en la ecuacion (2.21). Existen dos posibilidades que deben ser

consideraradas:

1. A(u)exp(iuz + ivz) cuando k* > u?: se trata de una onda plana que se propaga

desde z = 0 hasta z = Z; es decir, en el sentido positivo de las x.

2. A(u) exp(iuz — |v]z) cuando k? < u?: es una onda evanescente que decae desde

z=0 hasta z = Z.

Entonces al variar u, v toma diferentes valores, lo que significa que la direccion
de propagacién estéa cambiando, generando asi ondas planas propagantes y también
ondas evanescentes. Ademaés, si Z se considera muy grande, por la llamada condicién
de radiacion de Sommerfeld no habra ondas que viajen a la derecha (segundo término

de la ecuacion (2.23)), por lo que

Uz, z) = /_OO duA(u) exp (i(uz + vz)) (2.27)

o0

puede ser considerada como la representacién del campo por medio de su espectro

angular. Si ahora se evalta U(z, z) en z = 0, se obtiene

U(z,0) = /00 duA(u) exp(iux). (2.28)

[e.o]
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Al aplicar la transformada de Fourier

F{U(x,0)} = A(u), (2.29)

se encuentra que A(u) es la transformada de Fourier del campo en el plano z = 0,
donde A(u) es conocido como el espectro angular de U(z, z) (Mandel y Wolf, 1995).
Por lo tanto, la representacion de un campo en términos de su espectro angular puede
entenderse como la superposicion de ondas planas, cuyas amplitudes estan dadas por
A(u). Las contribuciones de ondas propagantes se pueden entonces interpretar como
ondas planas que viajan en direcciones diferentes, pero es necesario recalcar que, para
que la representacion sea completa, en general es necesario incluir a las contribuciones

de las ondas evanescentes.
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2.5 Modelo para la Respuesta Optica del Material

En un rango amplio de frecuencias las propiedades opticas de los metales pueden
ser explicados considerando el medio como un "plasma"; es decir, como un gas de

electrones que se mueven libremente sobre un fondo fijo de iones positivos.

Los electrones oscilan en respuesta al campo electromagnético aplicado y su
movimiento es amortiguado por colisiones que ocurren a una frecuencia caracteristica
del metal v = 1/7, donde 7 es conocida como el tiempo de relajacion del gas de
electrones libres. Se puede escribir una ecuacién de movimiento para un electréon en

el mar de electrones sujeto a un campo eléctrico externo E como
mX + myx = —eE, (2.30)

donde m es la masa del electréon en reposo y e es la carga del electron. Al asumir
una dependencia temporal armonica del campo externo E(t) = Ejexp(—iwt), una
solucion particular de la ecuacion que describe el movimiento del electron es x(t) =
xg exp(—iwt). Al insertar la expresion del campo eléctrico y la solucion particular

en la ecuacion diferencial (2.30), se encuentra que

e
Xg = ———Ejq. 2.31
T m(w? +iw) (2:31)
Los electrones desplazados contribuyen a la polarizaciéon macroscopica P = —nex,
explicitamente representada por
2
ne
P=—-————E, (2.32)
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donde n es el nimero de electrones por unidad de volumen. Al insertar la expresion

de P en la relacion (2.5), da como resultado

w2
D=(1- 2—3 E, (2.33)
w* +1yw

donde wg = % es la frecuencia del plasma del gas de electrones libres. De esta

manera, al comparar la ecuacion (2.7) con el resultado anterior, se llega a la funcion

dieléctrica del gas de electrones libres

2
.
w? 4+ iyw

e(w) =1 (2.34)

Si la frecuencia es tal que w >> ~, el amortiguamiento es despreciable y la parte

real de €(w) es entonces mucho mayor que la parte imaginaria, por lo que
ew)y=1--2L (2.35)

puede ser considerada como la funcién dieléctrica del plasma de electrones libres

no-amortiguado. En este modelo se tiene que si w = w, entonces
e(w) =0, (2.36)

la cual es una condicion valida para tener ondas longitudinales en un medio homogé-

neo. Por otro lado, si w < w, entonces

e(w) <0, (2.37)
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condicién que es satisfecha por metales. Por otro lado, si w > w, entonces

e(w) > 0 (2.38)

es un nimero real positivo, lo cual significa que el medio es un dieléctrico. La
frecuencia del plasma, w,, es el punto de "transiciéon" en donde el medio se comporta

como metal o dieléctrico (Maier, 2007).
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2.6 Relaciéon de Dispersion de los Plasmones Polari-

tones de Superficie

Los plasmones polaritones de superficie son excitaciones electromagnéticas que se
propagan en la interfaz entre un dieléctrico y un metal, las cuales decaen en la
direccion perpendicular a la direccion de propagacion. Estas ondas electromagnéticas
de superficie aparecen cuando el campo electromagnético externo se acopla a las

oscilaciones del plasma de electrones del metal.

Es de interés entonces determinar las condiciones de existencia de estas ondas
superficiales, asi como su relacion de dispersion en una interfaz plana. Se comienza
definiendo la geometria considerada, con referencia a un sistema de coordenadas
cartesiano. La interfaz se encuentra en el plano z=0, que es el plano de separacion
entre los medios I y I, con constantes dieléctricas €; v €7, respectivamente. Dado
que ni los campos ni la superficie tienen dependencia con la coordenada y, el problema

es esencialmente bidimensional. La situacion se ilustra en la figura 2.2.
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Y

g

Figura 2.2: Geometria considerada para la deducciéon de las condiciones bajo las cuales
existen PPS en una superficie plana.

Se asume una dependencia armonica del campo asociado a los PPS de la forma
U(r,t) = U(r)exp(—iwt), donde U(r,t) puede ser el campo eléctrico, E(r,t), 6
magnético, H(r,t). Asi, la parte espacial del campo puede ser representada como
U(x, z) = Ugexp (ikspx), donde kg, es conocida como la constante de propagacion y

corresponde a la componente del vector de onda en la direcciéon x.

Una vez definida la geometria del problema, es necesario encontrar soluciones de
la ecuacion de Helmholtz (ecuacion 2.10) en el medio I y I1 e igualar las condiciones
de continuidad en la frontera entre los dos medios. Para esto, es necesario encontrar
expresiones de las componentes de E y H a partir de las ecuaciones de Maxwell; la

ecuacion del rotacional del campo eléctrico (ecuacion 2.3) tiene la forma

OF

2= —i%HI (2.39)
0B, ‘
ot ik B, = @%Hy (2.40)

ik B, = i—H.. (2.41)
C



29

Similarmente, de la ecuacion rotacional del campo magnético (ecuacion 2.4) se en-

cuentra lo siguiente

0H, w
=i—€ek 2.42
9z e (242)

oH, . w
5, ikspH, = —ZEEEy (2.43)
ikgpH, = —i—ecE.. (2.44)

c

Para encontrar estas relaciones entre las componentes de los campos, se consi-
der6 la invarianza del sistema a lo largo de y, de manera que los operadores a% =0
y aa_z = tkgp. Estas ecuaciones admiten dos tipos de soluciones, que representan las
dos polarizaciones elementales de la onda propagante. El primer caso son los modos
transversales eléctricos (TE), donde las componentes H,,, H, y E, (ecuaciones 2.39,
2.41 y 2.43) son diferentes de cero. El otro caso son los modos transversales (TM)
magnéticos, en donde las tnicas componentes diferentes de cero son Hy, E, y E,
(ecuaciones 2.40, 2.42 y 2.44). Notese que en el primer caso es suficiente conocer E,

para determinar el resto de las componentes, mientras que en el segundo caso, de H,

se determina el resto.

Se analiza primero el caso transversal magnético. A partir del sistema de ecua-

ciones (2.40), (2.42) y (2.44), la ecuacion de onda para estos modos resulta

0*H, w?
L + (—e — k§p> H,=0. (2.45)

022 c?

Se buscan soluciones del tipo de ondas propagantes que decaigan en la direcciéon
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z. Las soluciones se pueden escribir entonces como

Hy(z,z) = Arexp{ikgr — ay(kep)z}, (2.46)
E.(z,2) = —wial(ksp)AI exp{z’k;spx — Oq(ksp)z}, (2.47)
€r
E.(z,2) = —wikspA[ exp{ikspx — Oq(ksp)z}, (2.48)
€r
para z>0, y

Hy(z,2z) = A exp{ikspx + an(ksp)z}, (2.49)

c .
E.(z,2) = Han(ksp)AH exp{zkspx + an(k;sp)z}, (2.50)
E.(z,2) = —ikspAH exp{ikspx + ozH(k:sp)z}, (2.51)

11

para z<0, donde ar(ky) = 1/k2, — “c’—jen y R corresponde al medio I o I1.

La continuidad de las componentes tangenciales de los campos a través de la

interfaz plana implica que

Uz, 2)|,=0 = U (2, 2)] =0 (2.52)
y
10 1 0 5
- - 2.
- 8zU (x,2) T 82U (z,2) z:07 (2.53)

donde U (z, z) representa E,(z,2) 6 H,(x, z) en cada uno de los medios. Al aplicar

estas condiciones se encuentra que Ay = A;; y que

E]]Oq(k’sp) + E[Oé[](k’sp) = O, (254)
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la cual es una condicién para la existencia de PPS en una interfaz plana. Ya que
Re{a(ksp)} > (), para satisfacer el decaemiento cerca de la interfaz e¢; y €;; deben
tener signos contrarios. Como se vio en la seccion 2.5, esto se cumple para un dieléc-

trico con €; > 0 y un metal con Re{e;;} < 0, donde | Re{err} >> Im{e/r}.

Por tltimo, al sustituir los valores de ag(ksy) en la ecuacion (2.54), se llega

w €r€rr
kg = +—, | ———, 2.55
P C €7+ €51 ( )

que es la relacion de dispersion de los plasmones polaritones de superficie. Es impor-
tante recordar que la constante dieléctrica de los metales muestra una dependencia
en la frecuencia, por lo que ¢;; = €;;(w). Como ya se ha mencionado, €;;(w) < 0 a
frecuencias menores que la frecuencia de plasma w,,, que es también la frecuencia de

resonancia del plasmoén de volumen del metal.

El nimero de onda de un plasmoén polariton de superficie es més grande que la
componente del vector de onda a lo largo de la interfaz de una onda plana que se
propaga en el medio I (el dieléctrico). Esto aun para angulos de incidencia rasantes.
Debido a esto, no es posible excitar PPS sobre una superficie plana con una onda
propagante. Sin embargo, es posible excitarlos utilizando rejillas de difraccion, algin

tipo de rugosidad en la superficie o prismas acopladores.

A pesar de que en principio la relacion (2.55) solo es valida para superficies
planas, ésta constituye una buena aproximacion para superficies rugosas. Por otro
lado, al analizar el problema para el caso de polarizacién elemental s, se encuentra
que no se pueden cumplir las condiciones para la existencia de PPS (Maier, 2007,

Ruiz, 2012).

Al insertar la constante dieléctrica del gas de electrones libres (ecuacion 2.35)
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en la ecuacion (2.55), suponiendo que el medio I es el vacio (¢, = 1) y, haciendo
los cambios de variable z = kc/w, vy y = w/w,, se obtiene la relacion de dispersion
de los PPS en funcion de la frecuencia angular y de la frecuencia del plasma del
gas de electrones libres. El resultado se ilustra con la curva de linea continua en la
figura 2.3. En linea discontinua se muestra la linea de luz, que es la dispersion de la
luz en el medio dieléctrico (vacio). La linea punteada representa el punto en donde
w = wy, es decir, el punto de transicion en donde el medio se comporta como metal o
dieléctrico. Por tdltimo, la linea discontinua punteada simboliza la frecuencia angular

de los plasmones de superficie, w = w,/ V2.

Como se aprecia en la figura, la relacion de dispersion de los PPS se encuen-
tra del lado derecho de la linea de luz, lo cual implica que luz incidiendo desde el
medio dieléctrico no puede ser acoplada directamente a PPS. Ademas, la relacion de
dispersion es asintotica al valor w = w,/ V/2 para vectores de onda grandes, lo que
significa que cuando el vector de onda incrementa, la velocidad de grupo de los PPS
tiende a cero, resultando en el modo electrostatico de los PPS, el llamado plasmén

de superficie.
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Relacion de Dispersion de los PPS
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/ Relacion de dispersion PPS
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Figura 2.3: Relacion de dispersion de los PPS en una interfaz vacio-metal (linea continua).
La linea discontinua (- -) representa la dispersion de luz en el vacio, y la linea discontinua
punteada (—-) la frecuencia del plasmon de superficie. La frecuencia del plasma del gas de
electrones libres esta representada por la linea punteada (- - -).

Por otro lado, la relacion de dispersion puede ser estudiada utilizando medi-
ciones experimentales de la constante dieléctrica. En este caso, para vectores de
onda grandes la relacion no es asintotica al valor w = w,/ V2, sino que toma valores
entre w = w,/v/2y w = w,, fenémeno que no se observa al utilizar la constante dieléc-
trica del gas de electrones libres. Ademaés, por arriba de w = w, el medio también
puede soportar ondas, pero en este caso el medio se comporta como un dieléctrico y

no se trata de ondas superficiales.
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2.7 Superficies Rugosas

De especial interés en este trabajo son las superficies con rugosidades periddicas, pues
a partir de la rugosidad es posible excitar PPS en superficies metalicas. Ademas, con
el método de calculo que se utiliza en esta tesis, las superficies periodicas facilitan el
estudio del campo generado por los PPS, pues el problema se reduce en este caso a

solucionar un problema matricial.

2.7.1 Ecuacién de la Rejilla

Al incidir luz sobre una rejilla de difraccion, ésta es difractada en diferentes direc-
ciones hacia el medio de incidencia. Es bien conocido en teoria de difracciéon que
la relacion que cumplen los angulos de incidencia y refracciéon estén dados por la
ecuacion de la rejilla (ecuacion 1.1). Esta expresion representa una condicion de
interferencia constructiva para la luz esparcida por la estructura de la superficie en

diferentes direcciones.

En el caso del orden 0, el &ngulo de difracciéon 6,,—¢ es igual al angulo de inci-
dencia 6y. Esta direccién es conocida como la direccion especular. Dependiendo de
los parametros de incidencia y de las caracteristicas de la rejilla, se tiene adicional-
mente un cierto nimero de 6rdenes propagantes, los cuales cumplen la condicién
|sinf,,| < 1. Sin embargo, de acuerdo a la ecuacion (1.1) existen nimeros m para
los cuales |sin 6,,| tendria que ser mayor a 1, siendo los 6rdenes evanescentes los que
estarian en esta situacion (Loewen y Popov, 1997). En este trabajo precisamente
los 6rdenes evanescentes que son de mayor interés son aquellos que ocurren més alla

de los ordenes rasantes a la rejilla, es decir a 6,, ~ £90°, pues son los que pueden
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excitar PPS.

Al utilizar una rejilla de difraccion, la energia de la luz incidente es redistribuida
en los diferentes 6rdenes. Para superficies de amplitud pequena, es normalmente el
orden cero el que concentra la mayor parte de la energia reflejada. Cuando un PPS
es excitado, parte de la energia de la luz incidente es transmitida al plasmoén y la
intensidad de los 6rdenes propagantes disminuye, dando lugar a las anomalias de

Wood.

Al multiplicar la ecuacion (1.1) por w/c, la ecuacion de la rejilla puede ser
reescrita de la forma

Gm =k +mk,, m==1+£2, .. (2.56)

donde k, = 27 /T. Esta ecuaciéon puede ser interpretada como la conservacion de
momento en una direccién paralela a la interfaz promedio. La cantidad mk, repre-
senta un cierto "momento" que puede ser suministrado por la rejilla para que g,,, el
numero de onda de la luz esparcida, iguale el nimero de onda del PPS. Ya que el
ntmero de onda de un PPS, k;,, es solo un poco mayor que w/c, el nimero de onda
de la luz incidente a lo largo de la interfaz mas el "ntiimero de onda" de la rejilla debe
ser mayor a w/c, por lo que esto se cumple practicamente cuando el orden difractado

es rasante a la superficie (Ruiz, 2012).

2.7.2 Anomalias de Wood

Para calcular el angulo al que debe incidir un haz con cierta longitud de onda prove-
niente del vacio sobre una rejilla de difraccién para excitar un PPS, es necesario
encontrar el nimero de onda del orden difractado que coincida con el ntmero de

onda del plasmoén polariton de superficie. Esto se logra al igualar la ecuacion (2.56)
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con la relacion de dispersion de los PPS (ecuacion 2.55),

w A /\ w E][(w
— O tm=| =— =41, 4+2 £3, ... 2.57
c(sm 0 mT> - EII(W)+17 m ’ ; PRRRS| ( )
resultando en
) m err(w) A
0y = —_—y | ——t— —m— |. 2.58
h = asin (|m| (@) + 1 mT> ( )

Ya que las anomalias de Wood aparecen cuando se presenta la excitacion de
plasmones polaritones de superficie, el angulo de incidencia en funciéon de la longitud
de onda en donde éstas aparecen se puede calcular conociendo el orden de difraccion,

m, que excita al PPS.

Adicional al trabajo publicado en 1902 (Wood, 1902), Wood estudié en 1935
el espectro de difraccion de luz blanca sobre una rejilla de aluminio con un periodo
de 1667 nm; sus resultados para el orden de difracciéon 1 se muestran en la figura
2.4. Los angulos de incidencia, medidos en sentido de las manecillas del reloj, estan
representados en el eje vertical y van de 0° a 46°. El eje horizontal representa la
longitud de onda. El arreglo experimental utilizado consistia en luz blanca que
atravesaba un colimador, la cual incidia sobre la rejilla, colocada sobre una base
rotadora para cambiar el &ngulo de incidencia, y de una configuracién de un espejo

y de un detector para medir el espectro del orden 1, como se muestra en la figura

2.5.
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Figura 2.4: Anomalias de Wood para una rejilla de aluminio de 1667 nm. Para cada uno

de los angulos de incidencia estudiados (de 0° a 46°), se muestra el espectro de difraccion
en el orden 1; las franjas obscuras son las anomalias observadas por Wood (Wood, 1935).

Collimator

Figura 2.5: Arreglo experimental utilizado por Wood para estudiar el espectro de difraccion
de luz blanca sobre una rejilla de aluminio de 1667 nm (Wood, 1935).

En cada uno de los espectros se observan las anomalias de Wood como franjas
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obscuras. Por ejemplo, para el angulo de incidencia 6, = 0, el espectro de los
ordenes 3 y 4 emergen simultdneamente de manera rasante a la rejilla; ademas, los
ordenes -3 y -4 también son rasantes a la superficie. Las anomalias entonces aparecen
cuando estos 6rdenes excitan plasmones polaritones de superficie, provocando una
redistribucién de la luz en el espectro de difraccion, manifestandose en este caso
como la ausencia de una longitud de onda. Como se muestra en la figura 2.4, existen
visiblemente dos anomalias en el espectro del orden 1 para #; = 0: la primera de
ellas, a 416 nm, es debida a la excitacion de dos PPS por por los érdenes de difraccion
4 y -4; la segunda, a aproximadamente 555 nm, se genera por la excitacion de PPS
por los 6rdenes de difraccion 3 y -3. Es decir, dos anomalias se "traslapan" alrededor

de A\=416 nm y A=555 nm.

Al incrementar el angulo de incidencia en dos grados, los espectros de los érdenes
3y 4 giran en el sentido de las manecillas del reloj provocando que las anomalias
se recorran hacia el lado derecho de la imagen de la figura 2.4. Por otro lado, el
orden -3 también se mueve en esa direccion, haciendo que la longitud de onda donde
aparece la anomalia se desplace hacia el lado izquierdo, por lo que las anomalias que

se encontraban en la misma longitud de onda para 6y = 0 empiezan a diverger.

El cambio en el angulo de incidencia ocasiona que la posicion angular de los
6rdenes de difraccion cambie, lo que se traduce en la excitacion de plasmones polari-
tones de superficie a diferentes longitudes de onda y en la apariciéon de las anomalias
de Wood. Entonces, las observaciones de Wood de hace aproximadamente 100 anos
pueden ser explicadas hoy en dia por medio de la plasmoénica. Sin embargo, como
se aprecia en la discusion anterior no es facil interpretar y visualizar con claridad los

resultados de la figura 2.4.
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2.7.3 Hipotesis de Rayleigh

La representacion de un campo por medio de su espectro angular es valida inicamente
en una region delimitada por dos planos, como se explico en la seccion 2.4. Ya que en
esta tesis el campo reflejado esparcido y el campo transmitido fueron representados
por medio de esta técnica, la region de validez se encuentra por arriba de las crestas
y por debajo de los valles de las rejillas que se estudiaron; es decir, la representacion
es valida por encima de un plano z > (e () v por debajo del plano z < (pin(x),
como se ilustra en la figura 2.6. A pesar de que esta representacion esté limitada
s6lo a una region del espacio, la hipotesis de Rayleigh consiste en suponer que los

campos son también validos en la region (i (7) < 2 < Graz ().

Regién de validez

K Z = Cmax (x)

&(x)

'\ <= gniu (X)

Regioén de validez

Figura 2.6: Region de validez del campo reflejado esparcido y transmitido representados
en términos de sus espectros angulares.

A pesar de que existen algunos trabajos donde se discuten criterios de validez

de esta hipotesis (Maystre y Petit, 1971, Burrows, 1969, Millar, 1969, 1973), atn
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no es claro hasta qué punto esta hipotesis representa una limitante para describir

fielmente problemas de esparcimiento por superficies rugosas.

Esta suposicion es necesaria para la deduccion de las llamadas ecuaciones re-
ducidas de Rayleigh, que constituyen el punto de partida de los calculos numéricos

que se presentan en este trabajo.

2.7.4 Ecuaciones Reducidas de Rayleigh

Como ya se ha mencionado, el trabajo aqui presentado esta basado en las ecuaciones
reducidas de Rayleigh. A partir de su solucién numérica, es posible calcular el
campo cercano difractado, la eficiencia de difraccion en cada orden, el coeficiente
diferencial de reflexion y la posicién y caracteristicas de las anomalias de Wood y
de Rayleigh. En esta seccion se derivan dichas ecuaciones utilizando las técnicas de
espectro angular discutidas en la seccion 2.4 y la hipotesis de Rayleigh descrita en

la seccién 2.7.3.

Se considera una superficie que presenta variaciones de altura en una direcciéon
(z) v es constante a lo largo de una direccién perpendicular a la primera (y). Es
decir, que se trata de una "superficie unidimensional". El perfil de la superficie estéa
descrito por la expresion z = ((z). Se asume que las regiones semi-infinitas I y 17/
son medios isotropicos y homogéneos, caracterizados 6pticamente por las constantes
dieléctricas €;(w) y €77(w), y que el medio de incidencia es la region I. Esto se ilustra

en la figura 2.7.

El eje z es perpendicular al plano medio de la superficie y también se asume
que el plano de incidencia es el plano z — z. Se sabe que bajo estas condiciones,

los estados elementales de polarizacion s (campo eléctrico perpendicular al plano
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0 Medio I

Medio 11

Figura 2.7: Geometria considerada, en la cual la superficie es invariante a lo largo del eje
y y presenta variaciones a lo largo del eje . El perfil de la superficie esta descrito por {(x)
y el plano de incidencia es el plano z-z. El dngulo de incidencia 6y es medido en contra de
las manecillas del reloj, con respecto al eje z.

de incidencia) y p (campo eléctrico paralelo al plano de incidencia) conservan sus

estados de polarizacion al interactuar con la superficie y, asi, el problema se reduce

a un problema de naturaleza escalar.

En los dos casos de polarizacion elemental, el campo electromagnético es de la

forma

U(r,t) = (0,U(r),0) exp(—iwt), (2.59)

donde r = (z, z), y U(r,t) representa el vector de campo eléctrico E(r,t) en el caso
de polarizacion s y el vector de campo magnético H(r,t) para polarizacion p. Esto
ilustra el hecho de que solo se tiene que lidiar con la componente y independiente

del tiempo del campo eléctrico o magnético.

Se considera que el campo incidente es una onda plana, representada por la
expresion:

Uine(x, 2) = Ug exp [ika — iar(k)z] (2.60)
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donde Uy es la amplitud del campo eléctrico en el caso de polarizacion s y del
campo magnético para polarizacion p, k = (w/c)sinfy y a;(k) = (w/c) cos by son las

componentes x y z del vector de onda incidente.

La componente y del campo reflejado y transmitido pueden ser escritas en

términos de su espectro angular como

Ur(z,z) = /00 g—iR(qﬂc) expligr +ia;(q)z], 2> (), (2.61)
y
Ur(x,z) = /_OO ;l—zT(qu) expligr —iay(q)z], 2z < (), (2.62)

donde R(q|k) es el espectro angular del campo reflejado en la region I, T'(q|k) es el

espectro angular del campo transmitido en la region I, y ar(q) = (en(w)%j —¢*)'?,

donde R indica cantidades que corresponden a la region [ y I1.

El campo total en la region I estd dado por la suma del campo incidente y el

campo reflejado esparcido,
Ul(z, 2) = Upe(w, 2) + Ug(z, 2), (2.63)
mientras que en la regiéon /7 solo se tiene el campo transmitido

U2, 2) = Up(z, 2). (2.64)

La continuidad de las componentes paralelas de E y H a través de la interfaz
((z), implica que
U'(z,¢(2)) = UM (2, ((x)) (2.65)
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= Ly,
=t Y on

, (2.66)
z=(()
donde

o | Y |
" (1+<¢'<x>)2)1/2< 5+ 5:) 200

es el operador de derivada a lo largo de la normal, y vg = 1 para polarizacion s y

vr = er(w) para polarizacion p.

Usando las expansiones de ondas planas (2.61) y (2.62), las ecuaciones de con-
tinuidad (2.65) y (2.66), y utilizando la hipotesis de Rayleigh, se obtiene el siguiente

par de ecuaciones acopladas

Up exp{ikz —iar(k)((z)} + /_00 ;Z—ZR(ch) exp{igr +iar(q)C(z)}
~ [ s espioe — ian(a)c@)} (2.68)

“L1¢ @)k + (k)] Do explike — iar(k)C(0)} +

_'_Vil _OO ;i_fr [_C/(I)q_i_oq(q)} R(q|k) exp{iqx + iar(q)C(x)}
SN

= [¢'(@)a + arr(@)] T(qlk)} explige —iarr(q)¢(x)}.  (2.69)

Vir J-« 2T
Estas ecuaciones pueden ser reacomodadas de manera que se obtenga una
ecuacion integral para R(q|k) y otra para T'(q|k). Para esto, se multiplica la primera

ecuacion por

[¢'(@)p — aur(p)] exp{—ipz — o (p)((x)},
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y la segunda por

—Ur eXp{—ipx - iOZ[[(]))C(I)}.

Al integrar las ecuaciones resultantes respecto a x y sumarlas se obtiene la

ecuacion

o0 o0

Yo In(glp). (270)

~Ualo(klp) + [ o

—00

SRl ntalp) = [

—00

Al escribir esta ecuacién se definieron las funciones

i) = = [ o [<'<a:> (p " —k:) — anlp) + ﬂoq(k:)] ><

- < (2.71)
X exp {@(k —p)z —i(an(p) + ar(k)) C(x)} )
X exp {i(q—p)x—i(an( ) —ai(q) 1’)

Ir(qlp) = / " dz [¢() (g + p) + anrlg) — or(p)] X s
—o0 2.73

exp {z(q —p)xr—i (Ozn(p) + &H(Q)) C(l’)} .

En el apéndice A se demuestra que

Ir(qlp) =0, (2.74)
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1 (0r1(p) — or(g)lp—q) . (2.75)

arr(p) — ar(q)

In(qlp) = {@ a1 (pg + ap(p)ar(e)) — o

(arr(p) + e (k)) I (ous(p) +ar(k)lp— k). (2.76)

{(1 — ’%) (arr(p)as(k) — kp) + U-

[(”y]Q):/ dre @%@, (2.77)

o = 0 para polarizacion py o = (w/c)*(e;;(w) —er(w)) para polarizacion s. Entonces

la ecuacion puede ser escrita como

Uolo(hlp) = [~ SER(ID)alalp) 219

. (1) (ernpar(k) — kp) + o
" (arr(p) + as(k))

] I (oqi(p) + ar(k)|p — k)

- /OO dgq [(1 - V#) (pg + arn(p)au(q)) — o

arr(p) — a(q)

] I (arr(p) — ar(q)lp — q) %

oo 2T

x R(q|k). (2.79)

Para el caso de polarizaciéon p se tiene que

—Us (kp — arr(p)as (k) [I (O”;(IZ;)(;; ijgj)(‘]g - k)]

I (o11(p) — cu(g)lp — q)
arr(p) — ar(q)

- /_Ooj—j<pq+an<p>az<q>)[ R(glk), (2:80)
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mientras que para polarizacion s

. f<an<p>+af<k>\p—k>] [ lf(au@)—az(qnp—q)

arr(p) + ar(k) oo 21 o (p) = eu(q) (2.81)

R(q|k).

Estas ecuaciones constituyen las ecuaciones reducidas de Rayleigh.

2.7.5 Superficies Peridédicas

Si ahora se asume que la superficie es periddica y con periodo L, se tiene que ((z +

jL) = ((z). Entonces, la ecuacion (2.77) es

R

o

—L+L/2 ‘ ‘ L/2 ‘ ‘ L+L/2 ' ‘
= +/ derQ“e”C(x)—i—/ d:relQ“”e”C(m)—i—/ dreQre=0¢(®) 4
~L-L/2 ~L/2 L-L/2

L/2 L/2 L/2
_ +/ dwe—iQ(w—L)e—i'yC(:c—L)_i_/ dxe—iQxe—i’yC(x)_i_\/ d$€_iQ(x+L)€_i’y<(x+L)+...
—L/2 —L/2 —L/2

L)2

= [+ ey ] / dre—iQe—n¢()
—L)2

L/2 . ‘
Z e inQL / dxe~ " Qre=11C(@) (2.82)
n=-—o00 L/2

Usando la relacion

[e.e]

Y et = i 5( 27”) (2.83)

n=-—o0o j=—o0
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y definiendo

R 1 [L2 , .
I(vQ) = —/ dreQre=11¢(@) (2.84)
L J 1
se puede escribir
27T]
1(7|Q) = I(7]Q)2r Z 5 =) (2.85)
j=—o00

Se tiene entonces que para polarizacion s

= L

= dg | (an(p) = arlg)lp — g) _ = 2

- | 5 [ G —arg 2 2 (=07 )] Rialk).
(2.86)

Definiendo p,, = k + 27n/L, se puede escribir
> f(oq[(pn)—i-oq(kﬂpn—k)
- nzzoo [ arr(pn) + az(k) e - pn)]

[ [leisetinen $ (o) o

(2.87)

Ahora, si ¢, = p, —27j/L = k+27(j —n)/L = k+ 27m/L, se encuentra que

~Us i [j bt o 1) d(p— pn)]

a[[<pn) + Oé[(k)

n=—0oo

. > dq j<all(pn)_ ( |pn—
— /m%[ Z d(q

arr(pn) — ar(gm) L R(qlk). (2.88)
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Definiendo
R —/ 95 (o — @) Rql) (2.89)
m = o q|r), .
0, equivalentemente,
Q|k Z 27T(5 q_Qm ™msy (290)
se encuentra que
U, (arr(pa) + s (k)lpn — k) 3 (e11(pn) — ar(gm)lpn — g )Rm- (2.01)

arr(pn) + ar(k) arr(pn) — ar(qm)

m=—00

Para polarizacion p se procede de manera similar para obtener

Us (kpn — arr(pa)ar(k)) [f (arr(pn) + ar(k)|pn — k)]

n) +ar(k)

ar(p
= - i (Patim + arr(pa)or (m)) [j (arpn) = o)~ o) fion:

arr(Pn) — 1(gm)

m=—0oQ

(2.92)

Las ecuaciones (2.91) y (2.92) constituyen las ecuaciones reducidas de Rayleigh para

el caso de superficies periddicas. En estas ecuaciones se tiene que

2
qm:l{:—i—ﬂTm:%sian, (2.93)
k= sin. (2.94)
C

Se observa que estas ecuaciones son de la forma U, = M,,,R,,, por lo que el

problema se reduce a solucionar un sistema matricial.

El célculo del campo reflejado se hace a partir de la ecuacion (2.61), donde se

expresa el campo Ug(z, z) en términos de su espectro angular R(g|k). La expresion



49

(2.90) representa el espectro angular del campo en funcién de la amplitud de cada
una de las ondas planas en las que se descompone. Si ésta se sustituye en la ecuacion

de Ug(z, z) resulta

Ur(z,z) = Z Ry, exp{igm + i (qm)2}, (2.95)

m=—00

donde a;(gm) = (“’—2 — q?n)l/ 2, Asi, al solucionar el problema matricial, el campo

c2

reflejado en un punto (z, z) puede calcularse conociendo el conjunto R,,.

2.7.6 Eficiencia de Esparcimiento y Coeficiente Diferencial de

Reflexion (CDR)

Para obtener una expresion de la eficiencia de esparcimiento, que representa la frac-
cion de la potencia total incidente que es esparcida en todos los 6rdenes de difraccion,
es necesario calcular el flujo total incidente y el flujo total esparcido. La componente
en z del vector de Poynting promedio esta dada por

¢ oU(z,z2)
mew 0z

S = —i

z

U*(z,2), (2.96)

donde U es el campo eléctrico para el caso de polarizaciéon s y el campo magnético
para polarizacion p, vy €g es la constante dieléctrica del medio en el que se calcula
el vector de Poynting. Se considera el vacio como el medio de incidencia y se toma
el campo incidente como Uz, z) = Uy exp(ikm — iao(k)z), donde k = “sin(f),

a(k) = 2 cos(), by es el angulo de incidencia y Uy es la amplitud del campo depen-
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diendo el tipo de polarizacion. Asi, la potencia incidente sobre la superficie es

Pye = / dx / dy Re{S2"}

_ /ﬁdx/fﬂ@ﬁe{4§%ﬂ—MNMHUﬁ4u@f}. (2.97)

Evaluando las integrales se encuentra que

2 k
Poe = — Ly L, 00 K) 2
STw

(2.98)

donde Si"¢ es el vector de Poynting promedio de la luz incidente, y L; y Lo son las

longitudes de la superficie en la direcciéon x y y, respectivamente. El signo negativo

indica que el flujo viaja hacia abajo.

Se tiene, de manera similar, que la potencia esparcida es

PSC:/ dx/ dy Re{S:},

donde S:¢ es el vector de Poynting del campo reflejado esparcido.

campo reflejado en términos de su espectro angular,

Un(e2) = [ SERGIR) explign +ion(a)s]. == C(a),

oo 2T
donde ¢ = “sinf;, y as(q) = w“;—z — @2, se tiene que

8w J_o 27

/‘m/ @m{—%— @mmm@m%ww+mmm

(2.99)

Expresando el

(2.100)

(2.101)
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Esta expresion se puede reacomodar para escribir

Psc:inRe{ /3 / % s (a) RlalW) R (o ) exp i (g) — ()]
x/oodxexp( ilg— )z )}

(2.102)
La integral sobre x es una delta de Dirac, con lo que
P,.=1L —QRe /00 @a (9)|R(q|k)[* exp[—2Im{a;(q)} 2] (2.103)
23w o \q q p 1\q : :

Dado que a;(q) = @/ij—; — @2, el término Im{a;(q)} es diferente de cero cuando
—% < q < %, pero como se desea calcular la potencia esparcida en el campo lejano

(z grande), se puede escribir

2 w/e

dgq
P,.= Ly— —= k|2 2.104
T 2W“I(Q)|R(q, ) (2.104)

Para evaluar esta integral es necesario encontrar una expresion conveniente para

|R(q|k)|>. Se parte entonces de la definicién dada en la ecuacion (2.90)

R(qlk) = Z 270(q — Gm) Rm, (2.105)

m=—0Q

y de la relacion (ver apéndice) (Maradudin y Méndez, 1993)

276(q — gm)]* = L1276(q — gm), (2.106)
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resultando en

[R(glk)? = ) Li276(q — gun) | R (2.107)

m=—0oQ

De esta manera, la potencia esparcida esta dada por

2 oo

c 2
Pre = LiLag— > Rular(gm). (2.108)

La eficiencia de esparcimiento es entonces

o0

Psc Oé](qm) 2
— SaCACUNY -3 2.109

donde la suma es sobre los canales abiertos (ondas propagantes). Se define entonces

la eficiencia de esparcimiento en el orden de difracciéon m como

aI(Qm) 2
m — Rm s 2.110
= B | (2.110)

donde

PSC
= > em<Ll (2.111)

El coeficiente diferencial de reflexion es la fraccion del flujo de energia incidente
en la superficie que es esparcida en un intervalo angular df, alrededor de la direccion
de esparcimiento definida por el d4ngulo 6, (Maradudin et al., 1990). Para incidencia

0y el coeficiente diferencial de reflexién es

L Om L O, cos O, Ly cos? O,
OR _ Lcos o =1 cos 0, cos Ry |2 = Ly cos Ry [?
00,, A A cos By A cos b
7 (qm, w)I?

. 2.112
8m(w/c) Ly cos by ( )



93

2.8 Implementacién Numérica

Los calculos que se presentan en esta tesis estan basados en la solucién numérica de
las ecuaciones reducidas de Rayleigh. Para esto, se utiliz6 un programa escrito en el
lenguaje de programaciéon Fortran 77, en una computadora con procesador 3.1 GHz

Intel Core i7 y 16 GB de memoria RAM.

Para plantear la ecuaciéon matricial es necesario definir en primer lugar el perfil
de la superficie, ((z), y el angulo de incidencia. Posteriormente se definieron tres
parametros, a partir de los cuales todas las variables del problema numérico pueden
ser declaradas. Uno de ellos es M,,,., establece el nimero maximo de componentes
espectrales que se consideran para calcular el campo esparcido; este niimero es muy
importante, pues su valor y la longitud de la superficie, L, estan estrechamente
relacionados, como se explica en la seccion 2.8.2. Otro de los pardmetros es el
nimero N, que es el niimero de puntos que se utiliza para discretizar la funcién
continua ((z). Y por ultimo, el parametro G, que define el nimero de términos que
se toman de la expansion en series de Taylor de la integral 7(v|Q) (ecuacion 2.84),

como se expone en la seccion 2.8.3.

Como se menciond en la seccion 2.7.5, el problema numérico se centra en encon-
trar los coeficientes R,, a partir del sistema matricial U,, = M,,, R,, que surge de la
ecuacion (2.92). Esto se logra al factorizar la matriz M,,, en una matriz triangular
inferior, L, y una matriz superior, U. Este método se conoce como el método de
descomposiciéon LU y es el que requiere mas tiempo computacional en la solucion
del problema. Cada uno de los elementos del vector U,, y de la matriz M,,,, involucra

la evaluacion de la integral I (7|@) por medio de la transformada rapida de Fourier
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(FFT). Estos procedimientos se explican en la seccion 2.8.3.

Una vez conocido el conjunto R,, es posible calcular la eficiencia de esparcimiento,

el coeficiente diferencial de reflexion, y realizar calculos de campo cercano.

2.8.1 Discretizaciéon de las Superficies

La funcion ((x) es una funcion continua que describe el perfil de la superficie. Para
poder implementarla dentro de las simulaciones, es necesario discretizarla. Esto se
logra tomando primeramente N puntos de x en el rango (—L/2, L/2), con espacia-

miento Ax entre cada uno de ellos, de tal forma que

Az = L/N, (2.113)

donde L es la longitud de la superficie y NV es un niimero entero positivo. El conjunto

resultante es

z—L 3Ax—L 5Az— L L—-—5Axz L —-3Ax L—-Ax

A
bit=l—m— % 3 T 3 |

(2.114)

donde la componente z; = Az (i — %) — L/2, coni=1,2,..,N. Posteriormente, se

evalia la funcion ¢(x) en los puntos {z;}, resultando en el conjunto {¢;}.

El uso de las ecuaciones reducidas de Rayleigh para una superficie periddica
implica que la superficie debe ser de longitud infinita, conformada por el conjunto
infinito de superficies con periodo L. Para solucionar estas ecuaciones numérica-
mente, es necesario dar como valor de entrada la longitud L, que en este trabajo
se tom6 como L = 5T, donde T es el periodo de la rejilla y j es un ntimero entero

positivo. L debe ser entonces un miultiplo entero de 7', pues de no ser asi podria
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presentarse una situaciéon como la mostrada en la figura 2.8. Este tipo de situaciones
conduce al esparcimiento de los PPS por defectos formados al "unir" dos superfi-

cies con periodo L. Por otro lado, la experiencia dice que para obtener resultados

&)

confiables el espaciamiento Ax debe ser de alrededor de A/20.
VAR

\U/Z ‘ \// v

>

T L

Figura 2.8: Superficie conformada por la suma infinita de superficies con periodo L # jT,
donde j es un ntmero entero.

2.8.2 Relacion entre la Longitud de la Superficie y las Com-

ponentes Espectrales

Como se vio en la seccion 2.6, el nimero de onda de los PPS es mayor a w/c. El
momento faltante puede ser entonces suministrado por la rugosidad de la superficie.
Para poder implementar el problema numéricamente, fue necesario tomar compo-
nentes espectrales del campo esparcido que fueran mayores a ‘%’ En general, se

tomaron componentes con valor maximo de

: (2.115)

Amaz = N

donde n,, es un niimero entero positivo.

A partir de la ecuacion (2.93), se tiene que existe una separacion de 2% entre



26

las componentes x del vector de onda de las ondas planas que determinan el campo

esparcido. Para el caso de incidencia normal, k£ = 0, se tiene que

2m 2m
__Mmax < gm < _Mmaxy 2.116
7 Gm < T (2.116)

donde M,,,. es el nimero maximo de componentes espectrales que se toman de un
lado del espectro para calcular el campo esparcido, por lo que 2M,,,,. +1 es el ntimero
total de componentes. A partir de esta ecuacion y de la ecuacion (2.115), y tomando
en cuenta que ¥ = 2{, la relacion que existe entre el niimero M,,., v la longitud de

la superficie, L, es

, (2.117)

por lo cual L debe ser un multiplo entero de A. Ya que para los calculos hechos el
valor de A tenia que cambiar repetidamente, se fijaron los valores de L y M2, v s

definié una A promedio que cumpliera con la relacion (2.117).

2.8.3 Determinacion del Sistema de Ecuaciones y de los Cam-

pos Esparcidos

La ecuacion (2.92) representa la ecuacion reducida de Rayleigh para el campo refle-
jado esparcido, para una superficie periddica entre dos medios semiinfinitos y pola-

rizacion p. Esta puede ser vista como una ecuacién matricial de la forma

Uy = My R, (2.118)

donde U,, y R,, son vectores de (2M,,.+ 1) elementos y M,,, es una matriz cuadrada

con (2Mqr + 1) renglones y (2M,,4, + 1) columnas. El vector U,, y la matriz M,,,
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contienen informacién sobre el campo incidente y el perfil de la superficie, mientras

que el vector R,, es el espectro angular del campo esparcido en reflexion.

Para encontrar cada uno de los elementos de U,, y M,,,,,, es necesario solucionar

la integral I(7|Q) (ecuacion 2.84). Para esto, I(7|Q) se representa como

1(4|Q) = Fr{exp(—iv¢(2))}, (2.119)

donde F1{} es el operador transformada de Fourier truncada en una longitud L. El
argumento de este operador puede ser desarrollado en la serie
¢ | PE()

ST ST (2.120)

exp(—iv((x)) =1 — ir((x)

y, ya que JFp, es un operador lineal, se tiene

W(m)}% PEE) |,

Fri{exp(—iv¢(z))} = Fr{1}+FL {—i¢(z) } +FL {_ ol 3

(2.121)

Como v no depende de x, entonces

I(4|Q) = Fu{1} — inFr{¢(x)} + Zé—?ﬁ {C(x)} - %IL [3(2)} +... (2.122)

Al discretizar el perfil de la superficie, el operador F; se convierte en una trans-
formada de Fourier discreta (FFT), por lo que al conocer la FFT del conjunto {¢;}
y de sus potencias, la integral I (7|@) puede ser calculada al evaluar el polinomio

(2.122).

Numéricamente, la evaluacion de la ecuacion (2.122) puede llevar a errores

cuando se toman términos de orden alto en la expansién, pues es necesario calcular
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el nimero factorial que aparece en el denominador. Para solucionar este problema,

el polinomio se evalta recursivamente definiendo

ap = Fr{l}, (2.123)
ar = ivFr{¢(z)}, (2.124)
ag = %ﬁ{g%)}, (2.125)
w = SPRACW) = pESORC@) e

Utilizando este método se logra reducir el error numérico al calcular el valor de
1(7|Q). Para casos en los que FJ, {¢" ()} =0, se evalta el término a, de manera

directa. Se tiene entonces que

I(V|Q) = ap +ay + az + ... + ay. (2.127)

Al conocer cada uno de los elementos de U,, y M,,,,,, es posible solucionar el prob-
lema matricial para encontrar el vector R, (ecuacion 2.118) por medio del método

de la descomposicion LU. El procedimiento consiste en factorizar la matriz
My, = LU, (2.128)

donde L es una matriz triangular inferior y U una matriz triangular superior. Si la

ecuacion (2.118) se representa como

Ax =D, (2.129)
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donde A = M,,,, x = R,, y b= U,, se tiene entonces que
LUx = b. (2.130)
Si ahora se define Ux =y, se tiene que resolver primero el sistema
Ly=b (2.131)

y después el sistema

Ux =Y. (2.132)

La ventaja de resolver un sistema matricial de esta forma es que al tratarse de matri-
ces triangulares, su solucion se encuentra facilmente por sustitucion hacia adelante.
Para resolver el problema, se utilizé la subrutina cgesv de la libreria LAPACK de

Fortran.

La eficiencia de esparcimiento se calcula a partir de los valores de R,,, segin
la ecuacion (2.111). Al sumar sobre los canales abiertos, ¢, < !%}, se establece un

indicador de la validez de la solucion (Ruiz, 2012).



Capitulo 3

Resultados y Discusion

Utilizando las ecuaciones reducidas de Rayleigh es posible analizar el esparcimiento
por superficies unidimensionales que soportan la excitacion de PPS. En este capitulo
se presentan algunos de los resultados obtenidos utilizando este método, demostrando

sus capacidades en problemas de esparcimiento.

Primero, se examinan los resultados de la excitaciéon de plasmones polaritones
de superficie por rejillas senoidales de plata y se discute como se dio la excitacion.
También se presentan calculos del campo cercano cuando ocurre la excitaciéon en
rejillas senoidales y en superficies conformadas por rejillas y planos. Asimismo,
se analiza el campo cercano y el coeficiente diferencial de reflexion (CDR) cuando
se incide sobre una superficie compuesta por una rejilla y un pozo gaussiano. Por
iltimo, se presentan las simulaciones de las anomalias de Wood al utilizar igualmente
una rejilla senoidal de plata. Se discute la profundidad 6ptima de la rejilla para
obtener anomalias méas obscuras y se analizan los 6rdenes de difraccién que excitan

los PPS, que a su vez causan la aparicion de las anomalias.

60
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3.1 Excitacion de PPS con Rejillas de Difraccion

3.1.1 Campo Lejano

La excitacion de plasmones polaritones de superficie en una muestra, tiene conse-
cuencias en las propiedades de reflectancia de ésta. Se define la reflectancia como la
potencia reflejada hacia el medio I, dividida por la potencia incidente sobre la superfi-
cie; su valor sirve entonces como indicador de la excitacion de PPS. Para ejemplificar
en qué medida la reflectancia de una superficie cambia en funcién de su geometria
y de las propiedades de incidencia, se presentan los resultados obtenidos al estudiar

tres rejillas senoidales de plata, cada una con un cierto periodo y profundidad.

La primera de ellas es una rejilla de periodo 7.; = 600 nm y amplitud A,.; =
100 nm, que al ser iluminada por una onda plana de longitud de onda A = 550
nm (e(w) = —12.96 + i0.43) a diferentes angulos de incidencia 6y, resulta en la
reflectancia mostrada en la figura 3.1. Se muestra en linea continua la reflectancia
cuando la onda tiene polarizacion p y en linea discontinua (—-) para polarizacion s.
Se observa que para polarizaciéon p, a un angulo 6, = 7.2°, la reflectancia disminuye
hasta el valor de 0.23, lo cual significa que hubo excitacion de PPS. Ademas, en
0y = 52.2° aparece un minimo local con valor de 0.97. A partir de la ecuacion de la
rejilla se puede calcular el orden de difraccién que excita los PPS; para 6, = 7.2°,
el angulo de esparcimiento, 6, calculado para el orden m = 1 es mayor a 90°, pues
sin#, = 1.04, por lo tanto es este orden el causante de la excitaciéon. Por otro lado,
el minimo en 6y = 52.2° se debe a que el orden m = —2 también es evanescente,
pues para este caso sinf; = —1.04. Para los parametros de incidencia y de la rejilla

utilizados, el nimero de onda de la luz incidente es w/c = 10.47 y el ntimero de onda
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de los PPS excitados es kg, = 10.81 = 1.04w/c, lo cual ilustra el hecho de que la

rejilla aporta un momento adicional para igualar el niimero de onda del PPS.

Al utilizar polarizacion s la reflectancia es practicamente 1 para todos los an-
gulos de incidencia, lo que significa que los PPS s6lo pueden ser excitados con pola-

rizacion p.

Trej = 600nm, Ayej = 100nm, A = 550nm
1 T T T T

Polarizacion p
ool — - — - Polarizacion s o

0.8 —

06 _

Reflectancia

04l -

0.3 —

0.2 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

00(°)

Figura 3.1: Reflectancia de una rejilla senoidal de plata de periodo T,.; = 600 nm y
amplitud A,.; = 100 nm cuando una onda plana de longitud de onda A = 550 nm incide
a un angulo 6.

Para la rejilla mencionada con anterioridad, se observa que existen dos angulos
de incidencia con los que es posible excitar PPS. Es decir, para la misma longitud de
onda pueden encontrarse méas de un angulo con el que se exciten PPS. Esto sucede

porque al aumentar el angulo de incidencia, los 6rdenes de difracciéon cambian de
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posicion angular y un poco después de que alguno de ellos se vuelve evanescente se
puede presentar la excitacion. Sin embargo, para rejillas con otros parametros se
puede presentar el caso en el que sblo exista un valor de 6y en donde la reflectancia
disminuya, por ejemplo, cuando el periodo de la rejilla es més pequeno que la longitud

de onda utilizada.

En el caso anterior, se fij6 un valor de \ y se vari6 0, para encontrar el minimo
de reflectancia. Ya que existen dos parametros de incidencia, es de interés analizar
también el caso en el que se fija el angulo de incidencia y se varia la longitud de onda.
En la figura 3.2 se muestran los resultados de la reflectancia al incidir luz sobre la
misma rejilla con angulos de incidencia de a) 6y = 20° y b) 6y = 30° como funcion
de la longitud de onda. Para el caso de polarizacion p y con angulo de incidencia
de 6y = 20°, la excitaciéon ocurre en A\ = 445 nm y la reflectancia en ese punto tiene
un valor de 0.41. Para 6, = 30° hay dos minimos de reflectancia; uno de ellos tiene
un valor de 0.73 y ocurre a una longitud de onda de A = 392 nm. El otro tiene un
valor de 0.97 y se presenta en A = 471 nm. Estos valores indican la excitacion de
PPS sobre la rejilla. Al aumentar el angulo de incidencia de 20° a 30°, la longitud
de onda para la cual la excitaciéon se presenta se vuelve mas pequena, y aparece
otra excitacion de PPS. La explicacién de este comportamiento se presenta en los

siguientes parrafos.



64

Tyej = 600nm, Apej = 100nm
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Figura 3.2: Reflectancia de una rejilla de difraccion senoidal de plata de periodo T}..; = 600
nm y amplitud A,.; = 100 nm en funcion de la longitud de onda cuando es iluminada por
una onda plana con un angulo de incidencia a) 6y = 20° y b) 6y = 30°.

Conociendo la reflectancia total es posible encontrar los valores de A y 6y para
los cuales se presenta la excitacion de PPS. No obstante, puede suceder que los PPS se
desacoplen y se conviertan a ondas de volumen debido a la rugosidad de la superficie,
por lo que la excitaciéon no siempre se refleja en los valores de la reflectancia. Por
este motivo es necesario analizar detenidamente los 6rdenes que son rasantes a la

superficie y, asi, tener otra manera de verificar la excitaciéon de PPS.

En la figura 3.3 se muestra el comportamiento de la eficiencia de difracciéon en
los diferentes 6rdenes de la misma rejilla en funcién de la longitud de onda para

los dos angulos de incidencia. Para facilitar la visualizacién de los resultados, la
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T¢;=600 nm, A,.;=100 nm, 6y = 20° Ty¢j=600 nm, A,.;=100 nm, 6y = 30°
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Figura 3.3: Comportamiento de los 6rdenes de difracciéon m = 0,—1,1, —2 en funciéon de
la longitud de onda al iluminar la rejilla con una onda plana con polarizacién p y dngulos
de incidencia 0y = 20° y 0y = 30°. Se supone una rejilla senoidal de plata con periodo
Trej = 600 nm y amplitud A,¢; = 100 nm.

longitud de onda se representa por su color RGB y la eficiencia por la intensidad o
luminosidad. En el caso 8y = 20°, los érdenes m = 1 y m = —2 son evanescentes
para la mayoria de las longitudes de onda y en el orden m = —1 es posible observar
dos lineas obscuras que ocurren a A = 431 nm y A = 445 nm. Estos dos minimos en
la eficiencia del orden m = —1 corresponden a la excitaciéon de PPS por los 6rdenes
m = —2 y m = 1, respectivamente. La franja obscura en A = 445 nm corresponde
al minimo de reflectancia de la figura 3.2 a), que también aparece y se ve claramente

en el orden m = 0. Por otro lado, la franja obscura en A = 431 nm no aparece en

la grafica de la reflectancia. Esto muestra que al acoplarse un orden a un PPS hay
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una redistribucion de energia entre los modos, pero en algunos casos no se produce
una disminuciéon de energia. El PPS excitado puede desacoplarse en alguno de los
ordenes de difraccion y las consecuencias de estos efectos de esparcimiento miltiple

son dificiles de predecir.

Los resultados que se obtienen al cambiar el angulo de incidencia a 6, = 30°,
se muestra en la figura 3.2 b). En este caso, hay un minimo en A = 392 nm en el
que la eficiencia adquiere un valor de 0.73 y otro, apenas discernible, en A = 471 nm
con valor de 0.97. En la figura 3.3 se observa que para este angulo de incidencia en
el orden m = 1 siempre es evanescente y que para el orden m = —2 el intervalo de
longitudes de onda en los que el orden es propagante es mayor que en el caso anterior.
Estos dos érdenes excitan PPS que se reflejan en dos minimos de intensidad en el
orden m = —1, en A = 392 nm y en A = 471 nm, que corresponden a minimos de
reflectancia. Sin embargo, el PPS excitado por el orden m = —2 tampoco se refleja

en la eficiencia del orden m = 0.

Ahora se toma una rejilla con periodo menor a la anterior para comparar como es
la intensidad de los 6rdenes de difracciéon y la reflectancia total. Se estudia entonces
una rejilla senoidal de plata de periodo T,.; = 500 nm y amplitud A,.; = 150

nm.
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rej = 500mm, Ay = 150nm
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Figura 3.4: Reflectancia de una rejilla de difraccion senoidal de plata de periodo T}..; = 500
nm y amplitud A,.; = 150 nm cuando una onda plana de longitud de onda A incide a un
angulo a) 6y = 10° y b) 6y = 20°.

En la figura 3.4 se presenta la reflectancia de esta rejilla cuando se ilumina con
una onda plana y dngulos de incidencia a) 6y = 10° y b) 6y = 20°. Para 6, = 10° hay
dos minimos de reflectancia correspondientes a A = 453 nm, con valor de 0.05, y a
A = 603 nm, con valor de 0.19. Al incrementar el d&ngulo de incidencia a 6, = 20°,
los minimos de reflectancia se encuentran ahora en A\ = 399 nm, con valor 0.33, y
en A\ = 683 nm con valor 0.47. Este desplazamiento de los minimos hacia lados
opuestos indica un cambio angular de los 6rdenes de difraccion que excitan los PPS.
Para esta rejilla, se muestran en la figura 3.5 los 6rdenes de difraccion m = 0, —1, 1.
Para 6y = 10° se observan dos franjas obscuras en el orden m = 0 en las mismas

posiciones donde se ubican los minimos de reflectancia de la figura 3.4; en el orden
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m = —1 también esté presente el minimo de intensidad en A\ = 453 nm, que aparece
en la reflectancia total. El orden m = —1 es el que excita el PPS en A = 603
nm y el orden m = 1 excita el PPS en A = 453 nm. Al incrementar el angulo de
incidencia a 6y = 20°, el orden m = —1 se vuelve propagante para longitudes de
onda méas grandes, pero sigue siendo evanescente a mas de 675 nm; este orden es
entonces el que excita el PPS a A\ = 683 nm y el que causa la franja obscura en la
misma posicion en el orden m = 0. Por otro lado, el orden m = 1 es evanescente
en todas sus longitudes de onda, y es éste el que excita el PPS en A = 399 nm. La
franja correspondiente a esta excitacion se observa en la misma longitud de onda en
el orden m = 0. Ambas franjas obscuras se observan como minimos de reflectancia
en la figura 3.4, por lo que en este caso el anélisis de la reflectancia concuerda con
los PPS excitados. Una de las razones por las que esto sucede es porque s6lo uno de
los 6rdenes es totalmente propagante (orden m = 0), por lo que los PPS excitados
por los 6rdenes m = 1 y m = —1 se manifiestan principalmente en este orden. Ya
que el orden m = 0 es el que contribuye mas a la reflectancia, una franja obscura en

éste se traduce en un minimo acentuado en la curva de la reflectancia.
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T¢;=500 nm, A;.j=150 nm, 6y = 10° T5¢;=500 nm, A,.;=150 nm, 0y = 20°
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Figura 3.5: Comportamiento de los érdenes de difraccion m = 0,—1,1 en funcién de la
longitud de onda al iluminar la rejilla con una onda plana con polarizaciéon p y édngulos
de incidencia 0y = 10° y 6y = 20°. Se supone una rejilla senoidal de plata con periodo
Trej = 500 nm y amplitud A,¢; = 150 nm.

En la rejilla de periodo T,.; = 600 nm, los 6rdenes m = 0 y m = —1 son
propagantes en todas sus longitudes de onda. La excitaciéon de PPS se observa en
ambos como franjas obscuras. Sin embargo, a diferencia de la rejilla de periodo
Tre; = 500 nm, en la curva de reflectancia se observa sélamente el minimo que
corresponde a la franja obscura en el orden m = 0. Similarmente, esto sucede porque
el orden m = 0 hace una aportacién mucho mayor a la reflectancia en comparacion
con el orden m = —1. Ya que el periodo T,.; = 500 nm es menor a la mayoria de las
longitudes de onda utilizadas, se tiene una cantidad menor de 6rdenes propagantes

que con la rejilla de periodo T,.; = 600 nm.
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Por ultimo, se presenta la reflectancia al utilizar una rejilla de difraccién de
periodo T}.; = 682 nm y profundidad A,.; = 100 nm. Este periodo es méas grande
que el de las dos rejillas estudiadas con anterioridad y mayor a casi todas las longi-
tudes de onda utilizadas, por lo que se espera que los 6rdenes sean propagantes en
mas longitudes de onda. En la figura 3.6 se muestra la reflectancia al iluminar esta
rejilla con una onda plana con un angulo 6, = 4° y variando la longitud de onda.
En b) se presenta igualmente la reflectancia al iluminar con una onda plana con un
angulo 0y = 10°, y en ¢) al incidir con un haz con un angulo de incidencia 6y = 29°.
El valor del minimo de reflectancia para el primer caso es de 0.16 y se presenta a
la longitud de onda A = 653 nm. Para el segundo angulo de incidencia el minimo
se encuentra en A\ = 587 nm con valor de 0.19 y para el tercer caso el minimo de
reflectancia tiene un valor de 0.63 y aparece a una longitud de onda A = 422 nm.
Como ya se ha mencionado, estos minimos de reflectancia indican la excitacion de

PPS en la superficie utilizada.
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Figura 3.6: Reflectancia de una rejilla de difraccion senoidal de plata de periodo T}..; = 682
nm y amplitud A,.; = 100 nm cuando una onda plana de longitud de onda A incide a un
angulo a) 6y =4°, b) 6y = 10° y b) 6y = 29°.

El orden que excita los PPS para los angulos de incidencia 6y = 4° y 6, = 10°
es el orden m = 1, cuyo angulo de esparcimiento es 6, > 90°, pues para A = 652 nm
y 0y = 4°, sinfy = 1.03 y para A = 587 nm y 0y = 10°, sinfy = 1.03. Al incidir
a la misma rejilla con A = 422 nm y 0y = 29°, se excita un PPS debido a que el
orden m = —2 es rasante a la superficie, pues sin(f;) = —1.05. En la secciéon 3.4
se presentan las simulaciones de los 6rdenes de difraccion para una rejilla del mismo
periodo pero con profundidad A,.; = 31 nm. A pesar de que la profundidad es
diferente a la discutida, la posicion de los 6rdenes de difracciéon no cambia, por lo

que se pueden tomar estos resultados para una explicacion cualitativa.



72

En las siguientes secciones se presentaran principalmente resultados utilizando
la rejilla con periodo 7,.; = 682 nm, por lo que una discusién més exhaustiva se

presentara a continuacion.

3.1.2 Campo Cercano

Una vez calculado el espectro angular del campo esparcido, ademas de las propiedades
del campo en la region del campo lejano, también es posible calcular la intensidad
del campo cercano. La intensidad se define en el campo lejano como el modulo al
cuadrado del campo magnético o del campo eléctrico. Sin embargo, en el campo
cercano si existe una diferencia entre ambos casos. Por ejemplo, al utilizar polariza-
cion p el campo magnético se maximiza en la superficie de un metal, mientras que
el campo eléctrico se minimiza. Esto se puede entender al considerar un metal como
la plata como una aproximacion cercana a un conductor perfecto. En este caso, el
campo eléctrico debe ser cero en la superficie (componentes E, y E.), pues de no
ser asi se generarian, por ejemplo, corrientes infinitas. Por el contrario, el campo
magnético debe ser méximo en la superficie, como se puede ver de las ecuaciones
(2.42) y (2.44). El campo cercano mostrado en las siguientes figuras es entonces el
campo magnético, y se referird a la intensidad como el médulo al cuadrado de este

campo.

Para iniciar la discusiéon, se presenta el caso de reflexion por una superficie
plana. En la figura 3.7 se muestra la intensidad del campo magnético (|H|*) en
la vecindad del plano. Se incide con una onda plana de A = 652 nm y un angulo
0y = 0° sobre una superficie de plata. Se observa un patron de franjas de interferencia

llamadas franjas de Wiener, debido a la interferencia entre los campos incidente y
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reflejado, que tienen amplitudes similares y viajan en direcciones opuestas. Para un
conductor perfecto el campo eléctrico total debe ser cero en la superficie, indicando
que los campos incidente y reflejado estan fuera de fase. Por otro lado, el campo
magnético es proporcional a la derivada del campo eléctrico a lo largo de la normal a
la superficie. En consecuencia el campo magnético se maximiza sobre la superficie. Se
observa que para el caso de la plata, la superficie se encuentra en una franja brillante
del patron de interferencia. Los méaximos de intensidad tienen una periodicidad de

A/2 en la direccion z, como se aprecia en la figura.

Interferencia Campo Incidente y Reflejado
By = 0°, X = 652nm

T T T T T 1

0.6

0.3

0.4 4
0.2

0.2
0.1

0
x/A

Figura 3.7: Intensidad del campo magnético (|H|?) que muestra la interferencia del campo
incidente y reflejado al incidir con una onda plana de A = 652 nm a un angulo 6y = 0°
sobre una superficie plana de plata.

En las siguientes figuras se presentan calculos de campo cercano para rejillas de

difraccion, en situaciones en las que se excitan PPS. Estos calculos corresponden al
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campo cercano de la rejilla senoidal de plata de periodo T,.; = 682 nm y amplitud
A,e; = 100 nm que se estudio en la secciéon 3.1.1. De acuerdo a la figura 3.6 a),
al iluminar esta rejilla con una onda plana con un angulo de incidencia 6, = 4°, se
excita un PPS a una longitud de onda A = 652 nm. En la figura 3.8 se presenta
la intensidad del campo magnético en la vecindad de la rejilla al ser iluminada con
estas caracteristicas. En la figura 3.9, se presentan calculos del campo cercano para
la misma rejilla, pero para una longitud de onda de A\ = 587 nm y un angulo de
incidencia 6, = 10°, pues segun los calculos de reflectancia mostrados en la figura
3.6 b) con estos pardmetros hay excitacion de PPS. Similarmente, en la figura 3.10
se muestra el campo cercano al iluminar la rejilla con una onda plana de longitud de
onda de A = 422 nm y con un angulo de incidencia 6, = 29°. La intensidad en cada
punto (z, z) de las tres figuras se normalizo respecto al valor méximo de intensidad,
el cual se presentd para A = 653 nm y 0y = 4°, para hacer una comparacion relativa

entre los campos.



Campo Reflejado Cercano
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Figura 3.8: Intensidad del campo magnético cercano generado por una rejilla senoidal de
plata de periodo T}.; = 682 nm y amplitud A,.; = 100 nm al ser iluminada por una onda

plana de longitud de onda A = 652 nm con un angulo de incidencia 6y = 4°.
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Campo Reflejado Cercano
Tyej = 682nm,  Ayej=100 nm, 6y =10°, A= 587nm
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Figura 3.9: Mismos parametros que la figura 3.8 pero con longitud de onda A = 587 nm
y angulo de incidencia 6y = 10°. La intensidad estd normalizada respecto al méximo de
intensidad de la figura 3.8.

De acuerdo a la figura 3.6, para A = 653 nm y 6, = 4° la reflectancia es de 0.16
y es la mas pequena de los tres tipos de incidencia que se utilizaron, por lo que el
campo cercano es mas intenso debido a la excitacion més eficiente de PPS. Por otro
lado, para A = 587 nm y 0y = 10°, la reflectancia es mayor (0.19) y el campo cercano
es menos fuerte en comparacién con el otro caso. Por ultimo, para A = 422 nm y
Oy = 29° la reflectancia es 0.63. En este tltimo caso el PPS es mas débil que las
otras excitaciones, como se observa en la figura 3.10. En los tres casos el campo es
mas intenso en las cercanias de la superficie y decae al alejarse de ella, lo que ilustra

el hecho de que los PPS se propagan en la interfaz dieléctrico-metal.



7

Campo Reflejado Cercano
Trej = 682nm,  Apej=100 nm, 6y =29°, X =422nm

0
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Figura 3.10: Mismos pardmetros que la figura 3.8 pero con longitud de onda A = 422 nm
y angulo de incidencia 8y = 29°. La intensidad estd normalizada respecto al méximo de
intensidad de la figura 3.8.

Para A = 653 nm y 0y = 4° el orden m = 1 es el que excita los PPS pues segtin
la ecuacion de la rejilla, sinf; = 1.03, y el angulo de esparcimiento es 6, > 90°.
Para A = 587 nm y 6y = 10°, sinfy = 1.03. Por el contrario, para A = 522 nm y
0y = 29° se excita un PPS debido a que el orden m = —2 es rasante a la superficie,
pues sin(f;) = —1.05. Ya que, en general, el orden de difraccion m = 1 es el que
transporta la mayor energia, la excitacion de PPS con éste es mejor que con el orden
m = —2, lo cual se observa en los valores de la reflectancia y en los calculos del

campo cercano.
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3.2 Excitacion de PPS en Segmentos Planos por

Medio de Rejillas

En esta seccion se estudia el campo cercano al excitarse PPS en superficies con-
formadas por una rejilla senoidal de plata de periodo T,.; = 682nm y amplitud
Aye; = 100 nm, y un plano. La longitud total de la superficie es igual a cien veces
el periodo de la rejilla, y la longitud de la rejilla que ayuda a excitar los PPS tiene
longitudes de 25 T.; y 50 T,;, es decir, un cuarto y la mitad de la longitud de la
rejilla que se utilizoé en las secciones anteriores. Estos célculos sirven para analizar
como cambia la excitacion de PPS al cambiar la longitud de la rejilla y también
para observar cémo es el campo cercano de los PPS en un plano. Los parametros
de incidencia son algunos de los utilizados en la seccién 3.1.2, por lo que se podran

comparar los resultados obtenidos al cambiar la longitud de la rejilla.

En la figura 3.11 se muestra el campo esparcido por una superficie conformada
por la rejilla antes mencionada pero de longitud 25 7,.;, y un plano de longitud 75
T,¢; al ser iluminada por una onda plana de longitud de onda A = 653 nm con un
angulo de incidencia 6y = 4°. La reflectancia resultante es 0.91. Similarmente, en
la figura 3.12 se presenta el campo cercano de la misma superficie al ser iluminada
por una onda plana de longitud de onda A = 587 nm con un angulo de incidencia
0y = 10°. En este caso, la reflectancia es 0.89. Como ya se menciono en la seccién
3.1.2, se excitan PPS debido a que el orden m = 1 es rasante a la superficie. Ambos
mapas de intensidad estan normalizados respecto a la intensidad maxima resultante,

que se obtuvo cuando se utiliz6 A = 587 nm y 6, = 10°.
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Campo Reflejado Cercano
Trej = 682nm, Ape; = 100nm, 6y =4°, A= 653nm

1.8 409
16 40.8
1.4

40.7

0.6

0.4

0.2

L

40

IHHI ™

-20 -10

10 20 30 40 50

-50 0
x/A

Figura 3.11: Campo reflejado esparcido de una onda plana de longitud de onda A = 653
nm incidiendo a un dngulo 6y = 4° sobre una superficie conformada por una rejilla senoidal
de plata de periodo T.; = 682 nm y amplitud A,.; = 100 nm, de longitud 25 T.;, y un
plano de longitud 75 T}.;.
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Campo Reflejado Cercano
Trej = 682nm,  Ayej = 100nm, 60y =10°, X = 587nm
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Figura 3.12: Mismos parametros que la figura 3.11 pero con una onda plana de longitud
de onda A\ = 587 nm incidiendo con un éngulo 6y = 10°.

Al observar ambas figuras (3.11 y 3.12), no se puede establecer facilmente cual
de las dos excitaciones es méas intensa en el campo cercano. Esto se debe a que las
reflectancias para ambos casos son similares, por lo que la excitaciéon también lo es.
En ambas figuras se observa que al final del plano, el campo es mas intenso que a
sus alrededores. Ya que la superficie se repite infinitamente, lo que se observa es la

excitacion del PPS debido a la rejilla de la superficie adyacente.

Ahora se presenta el caso en el que la longitud de la rejilla es de 50 T,; v la
del plano 50 T}.;. En la figura 3.13 se muestra el campo generado al incidir con una
longitud de onda A = 653 nm con un angulo de incidencia 8y = 4°, y en la figura 3.14

se presenta el campo al iluminar con una onda plana de longitud de onda A = 587



81

nm con un angulo de incidencia 6y = 10°. La reflectancia para el primer caso es
de 0.71 y para el segundo 0.68. A pesar de que la reflectancia mas pequena se dio
para A = 587 nm y 0y = 10°, el maximo de intensidad de los dos campos cercanos
se presentd para A = 653 nm y 6y = 4°, por lo que la normalizaciéon se hizo con

respecto a éste.

Campo Reflejado Cercano
Trej = 682nm, Ape; = 100nm, 6y =4°, A= 653nm
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Figura 3.13: Campo reflejado esparcido de una onda plana de longitud de onda A = 653
nm incidiendo a un dngulo 6y = 4° sobre una superficie conformada por una rejilla senoidal
de plata de periodo T¢; = 682 nm y amplitud A,.; = 100 nm, de longitud 50 T.;, y un
plano de longitud 50 T}.;.
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Campo Reflejado Cercano
Trej = 682nm,  Ayej = 100nm, 60y =10°, X = 587nm
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Figura 3.1/: Mismos parametros que la figura 3.13 pero con una onda plana de longitud
de onda A\ = 587 nm incidiendo con un éngulo 6y = 10°.

En ambas figuras (3.13 y 3.14) se sigue observando el campo del PPS de la
superficie adyacente al finalizar el plano de propagacion, pero para esta longitud
es més intenso pues de acuerdo a la reflectancia la excitacion es mejor que para la

longitud de 25 T..;.

De acuerdo a las reflectancias resultantes para las longitudes 25 T,..;, 50 T},
y 100 T,.; (seccion 3.1.2) la longitud de la rejilla juega un papel importante en la

excitacion pues, en general, entre méas larga sea ésta, la excitacion es mejor.
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3.3 Esparcimiento de PPS por Estructuras Superfi-

clales

La rugosidad de una rejilla de difraccion puede aportar el momento necesario para
la excitacion de PPS por ondas planas incidiendo desde el vacio a un cierto angulo
fg. Un perfil superficial mas general se puede considerar, por medio del analisis
de Fourier, como una superposicion de perfiles senoidales. Podemos ver entonces
que, si el perfil tiene estructura comparable con A, habra alguna componente que
sustituya las condiciones para excitar PPS. De la misma forma, por reciprocidad, es
posible concluir que las estructuras superficiales comparables con A también pueden

desacoplar PPS, convirtiéndolos a ondas de volumen.

Para estudiar este desacoplamiento, se consideran superficies que contienen,
tanto rejillas de difraccion que permiten acoplar luz a PPS, como estructuras que

desacoplan y permiten observar este esparcimiento en el campo lejano.

Se considera el caso de una superficie conformada por una rejilla senoidal de
plata de periodo T,.; = 682 nm y amplitud A,.; = 100 nm mas un pozo gaussiano
de profundidad A, = 150 nm y ancho a, = 4A,. La superficie se ilumina desde el
vacio con una onda plana de longitud de onda A = 587 nm y polarizaciéon p, con un
angulo 0y = 10°. La reflectancia total que se tiene en este caso es de 0.193, lo cual
indica que se tiene una buena excitacién de PPS. La reflectancia cuando se incide la
misma rejilla sin defecto es 0.191, como se vio en la seccion 3.1.1. La diferencia entre
ambas reflectancias indica que el pozo esta esparciendo parte de la luz incidente y del
PPS. Como se ha discutido en las secciones anteriores, para esta rejilla y parametros

de incidencia, los PPS estédn siendo excitados por el orden m = 1. La intensidad
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del campo cercano asociada al campo magnético para esta situaciéon se muestra en
la figura 3.15 a). Se observa que adentro del pozo el campo es méas intenso, lo cual
indica que hay una concentracion del campo. En el inciso b) de la misma figura se
muestra la intensidad del campo cercano correspondiente a una superficie formada
por un plano y un pozo gaussiano con las mismas dimensiones (A, = 150 nm y ancho
a, = 4A,) e iluminada de la misma forma que la superficie considerada en a). La
reflectancia para este caso es 0.99, es decir, casi toda la luz incidente es reflejada.
En la misma posiciéon del pozo gaussiano existe una franja brillante, resultado de la

interferencia del campo reflejado por el plano y la luz esparcida por el pozo.

Rejilla con Pozo Gaussiano Plano con Pozo Gaussiano

— 1 T T — 1

b)

40.9 409
40.8 15k 11 Hos
40.7 407

-10 10

0
x/A

Figura 3.15: a) Campo reflejado esparcido por una rejilla senoidal de plata de periodo
Trej = 682 nm y amplitud A,.; = 100 nm mas un pozo gaussiano de profundidad A, = 150
nm y ancho a, = 44, al ser iluminada por una onda plana de longitud de onda A = 587
nm con angulo de incidencia 6y = 10°. b) Campo reflejado de la misma onda plana por un
plano con un pozo gaussiano de profundidad A, = 150 nm y ancho a, = 44,.
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La superficie de la figura 3.15 a) puede ser vista como la suma de un pozo gaus-
siano (misma figura, inciso b)) mas una rejilla (figura 3.9). En primera aproximacion,
se podria entonces considerar que la intensidad esparcida en el campo lejano (CDR)
contiene una contribuciéon de cada una de estas componentes del perfil superficial. Sin
embargo, debido a la fuerte excitacion de PPS por la rejilla, también debe aparecer

una contribucién debido a la interaccion entre el PPS y el pozo gaussiano.

En la figura 3.16 se muestra el CDR para los dos casos mostrados en la figura
3.15. Para ambas curvas del CDR se omitieron la componente especular y el orden
m = —1. El resto del CDR para la rejilla es practicamente cero. La curva pun-
teada (—-) representa el esparcimiento de la luz incidente por el pozo gaussiano; si
esto se observara experimentalmente, se veria la luz esparcida alrededor de la com-
ponente especular (f; = 10°), en un rango de —20° a 40°, aproximadamente. La
curva en linea continua representa el CDR de la rejilla con el pozo; similarmente, el
esparcimiento alrededor de la componente especular en el mismo rango angular esta
presente, lo que significa que este pico representa el esparcimiento de la luz incidente
por el defecto. Adicionalmente, aparece un pico gaussiano entre el rango de 20° y
90°. Esta curva representa el esparcimiento del PPS por el defecto. Si se realizara
este experimento en el laboratorio se observaria, ademés de la componente especular
y del orden m = —1 (en —43°), el esparcimiento del PPS hacia el lado derecho de la

componente especular.
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0y = 10°, A = 587 nm

%1073 Trej = 682nm, Apej = 100nm, A, = 150nm, a, = 4A,nm
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Figura 3.16: Coeficiente diferencial de reflexion (sin componente especular y sin orden
m = —1) para la figura 3.15 a), linea continua, y b), linea punteada.

En la curva continua el pico alrededor de la componente especular es menor al
pico de la curva punteada. Esto podria indicar que la luz incidente sobre la rejilla
con el defecto se esparce poco, pues parte de la luz se acopla a PPS, que a su vez se

desacopla al encontrarse con el defecto.

Se muestra en la figura 3.17 el campo esparcido por superficies similares a las
del ejemplo anterior, pero con el ancho del pozo a, = 2A4,. En a), el campo también
es mas intenso dentro del defecto, y la reflectancia tiene un valor de 0.195, es decir,
més grande que cuando el pozo es mas ancho. Debido a que el ancho del pozo es
menor a la longitud de onda incidente, este defecto puede excitar PPS. En b) se

muestra el campo esparcido por el pozo. Se observa el resultado de la interferencia
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del campo causado por los PPS y el campo reflejado.

Rejilla con Pozo Gaussiano Plano con Pozo Gaussiano
2

— 1 T T T — 1

b)

0.9 409
40.8 15k 11 Hos
407 407

-10 0 10 -10 0 10
x/A x/A

Figura 3.17: Mismos parametros que la figura 3.15 pero con a, = 2A4,,.

En la figura 3.18 se ilustra el CDR para ambas superficies. En este caso, el
esparcimiento de la luz incidente por el pozo (curva punteada) se extiende en un
rango angular més amplio. Por otro lado, en la curva de linea continua se muestra
el CDR para la rejilla con el defecto. Alrededor de 30° se extiende una sola curva
gaussiana, en vez de dos curvas como cuando el pozo es el doble de ancho, lo que
sugiere que la luz incidente esparcida y el esparcimiento del PPS se traslapan (desde

—40° hasta 80°) y se pueden observar sin poder diferenciar la una de la otra.
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0y = 10°, A = 587 nm
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Figura 3.18: Mismos parametros que la figura 3.16 pero con a, = 2A4,,.

Por 1ltimo, se analiza el esparcimiento de la misma onda plana sobre la misma
rejilla utilizada en los dos ejemplos anteriores, pero con un pozo de altura A, = 200
nm y ancho a, = 6A,. Los campos cercanos reflejados se muestran en la figura 3.19.
Para la rejilla con el defecto, la reflectancia es 0.194 y para el plano con el defecto,
0.99. En la figura 3.20 se presenta el CDR calculado para ambas superficies. Para
el plano con el pozo, el CDR se extiende en un rango muy corto de dngulos. Para
la rejilla con el pozo, se presenta una curva en la misma posicién que para un plano
y un pozo, y se extiende en un rango angular similar. Adicionalmente, alrededor de
70° se observa otra curva que representa el esparcimiento del PPS por el pozo. Las
dos curvas estan suficientemente separadas, lo que permite identificar facilmente la

contribucion de la interaccion del PPS con el surco.
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Figura 3.19: Mismos parametros que la figura 3.15 pero con A, = 200 nm y a, = 6A4,.
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0y = 10°, A = 587 nm
Trej = 682nm, Apej = 100nm, A, =200nm, a, =6A,nm
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Figura 3.20: Mismos parametros que la figura 3.16 pero con A, = 200 nm y a, = 6A4,.

De los tres diferentes tipos de pozos gaussianos utilizados, el de profundidad
A, =200 nm y ancho a, = 64, es el que permite discriminar mas facilmente entre

las aportaciones del esparcimiento de la luz incidente y del PPS.

También es posible separar més estas curvas modificando el periodo de la rejilla
de tal forma que la longitud de onda a la cual se excitan los PPS sea mayor que
éste, y cambiando el dngulo de incidencia. De esta manera, si se elige un angulo
de incidencia negativo, la componente especular y la aportacion al CDR debida al
esparcimiento de la luz incidente por el pozo, apareceran en angulos de esparcimiento
negativos. Por otro lado, la aportacion al CDR por el desacoplamiento del PPS se

presentara en angulos de esparcimiento positivos. Como ejemplo, se presenta en la
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figura 3.21 el coeficiente diferencial de reflexiéon al iluminar una rejilla de periodo
Tre;j = 500 nm y altura A,.; = 30 nm con un defecto gaussiano de profundidad

A, = 200 nm y ancho 64,, con una onda plana de longitud de onda A = 603 nm

y a un angulo de incidencia 6, = —10°. Estos parametros de incidencia son los que
excitan PPS. El d4ngulo de esparcimiento, 6, del orden de difraccion m = —1 es tal
que sinfy = —1.38, mientras que para el orden m = 1, sinf;, = 1.03. Este dltimo

valor coincide con el nimero de onda del PPS, por lo que el orden m = 1 es el que
excita PPS. En la figura se observa que la luz incidente esparcida por el pozo abarca,
en su mayoria, angulos de esparcimiento negativos (de —25° a 5°). Por otro lado,
la aportacién al CDR del esparcimiento del PPS abarca los angulos desde 50° hasta
85°. La separacion angular entre ambas aportaciones es entonces aproximadamente
de 45°. Asi, al elegir una rejilla tal que su periodo sea menor que la longitud de onda
a la cual se excitan PPS, y al elegir adecuadamente el defecto, es posible separar atun

més las aportaciones al CDR.
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0y = —10°, A = 603 nm
Trej = 500nm, Apej = 30nm, A, =200nm, a,=6A4,nm
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Figura 3.21: Coeficiente diferencial de reflexion (sin componente especular) al iluminar con
una onda plana de longitud de onda A = 603 nm y a un angulo de incidencia g = —10°
una rejilla senoidal de plata de periodo T.; = 500 nm y altura A,.; = 30 nm con un pozo
gaussiano de profundidad A, = 200 nm y ancho 6A4, (linea continua), y un plano con un
pozo gaussiano con las mismas caracteristicas (linea discontinua).
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3.4 Anomalias de Wood

En esta seccion se analizan las anomalias de Wood que aparecen en los 6rdenes de
difraccion al incidir luz de diferentes longitudes de onda y a diferentes angulos sobre
una rejilla de plata de periodo T;..; = 682 nm y amplitud A,.; = 31 nm. Como ya se
ha mencionado, las anomalias aparecen cuando se excitan PPS en la interfaz. Para
mejorar la excitacion y asi poder observar las anomalias més facilmente, se optimizo
la profundidad de la rejilla a partir del calculo de la reflectancia para los parametros
en donde se excitan PPS. Estos resultados se presentan en la secciéon 3.4.2, junto
con los calculos de las anomalias con la rejilla optimizada. Por tltimo, en la seccion
3.4.3 se analiza la eficiencia de difracciéon en funciéon del d&ngulo de incidencia y de la

longitud de onda para cada uno de los 6rdenes de las dos rejillas consideradas.

3.4.1 Rejilla con Periodo 7,.; = 682 nm y Altura A, = 31

nm

En la figura 3.22 se muestra la eficiencia de difraccion del orden m = —1, al incidir
una onda plana de longitud de onda A a un angulo de incidencia 6y, sobre una rejilla
de difraccién de plata de periodo T,.; = 682 nm y amplitud A,.; = 31 nm. Los
resultados se obtuvieron con base en las ecuaciones reducidas de Rayleigh variando
el angulo de incidencia en pasos de 0.1 grados y la longitud de onda en pasos de
1 nm. Las eficiencias obtenidas se normalizaron respecto al maximo de intensidad

para cada angulo de incidencia.
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Anomalias de Wood
m=-1, T;.;=682 nm, A,.;=31 nm
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Figura 3.22: Eficiencia de difracciéon para el orden m = —1 en funcién de la longitud de
onda y el angulo de incidencia para una rejilla senoidal de plata de perfodo T;.; = 682nm
y amplitud A,.; = 31nm.

Cada linea horizontal de los céalculos presentados en la figura 3.22 representa
el espectro que se obtendria experimentalmente si se iluminara una rejilla con estas
caracteristicas con luz blanca a un angulo 6j; debido a la periodicidad de la su-
perficie, la luz incidente se descompone en las diferentes longitudes de onda que la
conforman, resultando en los espectros de difraccion mostrados. En la misma figura
se pueden observar las anomalias de Wood como lineas obscuras que se desvanecen
para longitudes de onda cortas y que son méas visibles en el rango de 450 nm a 700
nm. Los valores de 6y y A en los que aparecen las anomalias son los parametros
de incidencia en los que se excitan PPS. Para la excitacion de PPS, un orden de

difraccion debe ser evanescente (casi rasante a la superficie). En este caso, hay dos
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ordenes que pueden acoplarse a PPS; los 6rdenes m = 1y m = —2. Como se aprecia
en la figura 3.23, para 6y = 0° el orden m = 1 se vuelve evanescente para longitudes
de onda mayores a 680 nm. Conforme el angulo de incidencia aumenta, el orden se
vuelve evanescente a longitudes de onda atin menores. Como se ilustra en la figura
3.24, conforme el dngulo de incidencia crece (en contra de las manecillas del reloj),
el orden m = 1 se mueve en sentido de las manecillas del reloj. Similarmente, el
orden m = —1 se mueve en el mismo sentido, por lo que para angulos mayores a
1.5°, todas las longitudes de onda son propagantes (ver figura 3.22), mientras que a
angulos de incidencia menores a 1.5°, las longitudes de onda cercanas a 700 nm son
evanescentes. Por otro lado, el orden m = —2 es evanescente en todas sus longitudes
de onda para angulos de incidencia menores a 1.6°, y después de este angulo empieza

a surgir de la superficie, como se ilustra en la figura 3.25.

Ya que los 6rdenes m = 1 y m = —2 pueden ser evanescentes, ambos pueden
excitar PPS en la rejilla y es por esto que en la figura 3.22 aparecen dos anomalias

para un mismo 6.
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Anomalias de Wood
m=1, T;.;=682 nm, A,.j=31 nm
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Figura 8.23: Mismos parametros que la figura 3.22 pero para el orden m = 1.

Figura 3.24: Sentido del movimiento de los érdenes de difracciéon al aumentar el dngulo
de incidencia. Las flechas negras indican el sentido del movimiento al incrementar 6y. Los
6rdenes m = 1, —1, —2 se mueven en sentido de las manecillas de reloj cuando el d&ngulo de
incidencia crece.
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Anomalias de Wood
m=-2, T;.;=682 nm, A,.;=31 nm
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Figura 8.25: Mismos parametros que la figura 3.22 pero para el orden m = —2.
Ademés de los 6rdenes m = 1, m = —1 y m = —2, existe también una com-

ponente especular cuyo angulo de esparcimiento es el mismo que 6y pero medido en
sentido contrario (orden m = 0). Aunque al iluminar la rejilla con luz blanca los
colores no se separan angularmente como en los otros érdenes, al descomponer la luz
reflejada en el orden cero se observarian espectros como los mostrados en la figura
3.26. Se ve que las anomalias de Wood también estéan presentes en este orden. Sin
embargo, a diferencia del orden m = 1, sblo se observa una anomalia para cada &n-
gulo de incidencia. Para poder explicar este fendmeno, en la seccién 3.4.3 se analiza

con detalle la reflectancia de cada uno de los 6rdenes.
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Anomalias de Wood
m=0, T;.;=682 nm, A,.j=31 nm

50

45

0
350 400 450 500 550 600 650 700
A(nm)

Figura 3.26: Mismos pardmetros que la figura 3.22 pero para el orden m = 0. La luz blanca
en la direccién especular se descompone en las longitudes de onda que la constituyen.

Como se derivo en la seccion 2.7.2, a partir de la ecuacion (2.58) es posible cal-
cular el angulo de incidencia para el cual se excita un PPS dado el orden de difracciéon
m que lo excita. En este caso, se tomo el orden m = 1 y se realizé un barrido sobre
todas las longitudes de onda de 350 nm a 700 nm. La curva teérica resultante se
muestra en linea continua en la figura 3.27. Ademas, en linea discontinua se ilustra
el angulo de incidencia calculado para la excitacion de PPS por el orden m = —2. Se
observa que ambas curvas coinciden con las bandas obscuras que denotan la apariciéon
de las anomalias de Wood. Esto muestra que las ecuaciones reducidas de Rayleigh
son adecuadas para simular fielmente el problema de la excitacion de PPS por una

rugosidad superficial.
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Anomalias de Wood
m=-1, T;.;=682 nm, A,.;=31 nm
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Figura 3.27: Mismo espectro de difracciéon mostrado en la figura 3.22. Las curvas repre-
sentan el dngulo de incidencia en funciéon de la longitud de onda en donde aparecen las
anomalias de Wood segtn la ecuaciéon 2.58.

3.4.2 Optimizacién del Acoplamiento a PPS

Para calcular la amplitud de la rejilla que permite optimizar la eficiencia de excitacion
de los PPS, y asi poder observar anomalias de Wood méas marcadas, se calcul6 la
reflectancia total para diferentes amplitudes de la rejilla, manteniendo siempre un
periodo T,.; = 682 nm. Entre més pequena es la reflectancia, mayor es la eficiencia
de excitacion del PPS. Al variar la longitud de onda es necesario determinar en
cada caso el &ngulo de incidencia que permite excitar PPS; lo cual se hizo utilizando
la ecuacion (2.58) y suponiendo que el orden m = 1 era el que excitaba los PPS.

Es decir, que el calculo de la reflectancia se realizo para los valores 0y y A de la
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curva en linea continua de la figura 3.27. La amplitud de la rejilla, A,.;, se vari6
de 10 nm a 210 nm en pasos de 13°. Los resultados se ilustran en la figura 3.28.
En a) se muestra la reflectancia para las amplitudes A,.; = 10, 23, 36 y 50 nm.
Para los cuatro casos, la reflectancia es muy grande para longitudes de onda cortas
y disminuye conforme aumenta A. Para A,.; = 10 nm la reflectancia es alta, por
lo que la eficiencia de excitaciéon de los PPS es muy baja. Por el contrario, para
Are; = 50 nm la reflectancia es la menor de las cuatro amplitudes en todo el rango
de longitudes de onda, lo que sugiere que entre mayor sea la profundidad, mejor sera

la excitacion de PPS.

En el inciso b) de la misma figura se muestran los resultados para A,.; =63,
76, 90 y 103 nm. Similarmente, la rejilla con la amplitud mas grande tiene una
reflectancia menor en casi todas las longitudes de onda, a excepcion de longitudes
mayores a 660 nm, donde la reflectancia crece y es mayor que para las otras tres
amplitudes. En el inciso c) se ilustran las reflectancias para A,.; =116, 130, 143
y 156 nm. Se puede observar que para un rango de longitudes de onda que va de
350 nm hasta 570 nm, la reflectancia es la més pequena para A,.; = 156 nm, y la
més grande para A,.; = 116. Después de este intervalo, la reflectancia es la mas
grande para A,.; = 156 nm y la mas pequena para A,.; = 116 nm. Por tltimo, en
d) se encuentran las reflectancias para A,.; =170, 183, 196 y 210 nm. Para estas
amplitudes, sucede un fenémeno similar al del inciso ¢), pues para A entre 350 nm
y 480 nm, la rejilla mas profunda (A,.; = 210 nm) tiene una reflectancia menor
y la menos profunda (A4,.; = 170 nm), tiene una reflectancia mayor en el mismo

intervalo; después de A = 480 nm los papeles se invierten.
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Figura 3.28: Reflectancia de una onda plana con longitud de onda ) incidiendo a un angulo
0o, dado por la ecuacion (2.58) (con m = 1), sobre una rejilla de difracciéon de periodo
Tyej = 682 nm y amplitud A,.;.

Entonces, no se puede establecer una amplitud 6ptima de la rejilla de periodo
T,e; = 682 nm para la cual la excitaciéon de PPS sea la mejor en todo el intervalo de
longitudes de onda estudiado. Sélo se puede concluir que para ciertos rangos de A, la

eficiencia de excitacion de PPS es mejor para ciertas amplitudes de la rejilla.

Para saber como se ven las anomalias de Wood para otra profundidad de la
rejilla, se realizaron simulaciones con la amplitud A,.; = 156 nm, pues la reflectancia
calculada es la menor para un rango amplio de longitudes de onda. En la figura 3.29
se muestra la eficiencia del orden m = —1 para una rejilla con esta amplitud. Las

anomalias se ven mas obscuras que cuando se utiliz6 una rejilla con una amplitud
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A,e; = 31 nm. Como se puede ver en las figuras 3.30 y 3.31, las posiciones de los
6rdenes no cambian, de manera que es el orden m = 1 el que excita los PPS que
provocan la apariciéon de las anomalias de Wood que se desplazan hacia la izquierda
conforme el angulo de incidencia crece. Igualmente, el orden m = —2 es el que excita
PPS causantes de la aparicion de las anomalias que se desplazan hacia la derecha

conforme 0 aumenta.

Anomalias de Wood
m=-1, T}¢;=682 nm, A,.;=156 nm
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Figura 3.29: Eficiencia del orden m = —1 del espectro de difracciéon de una onda plana
con longitud de onda A incidiendo a un angulo 6y sobre una rejilla senoidal de periodo
Trej = 682nm y altura A,.; = 156nm.

Las longitudes de onda evanescentes que cumplen con la condiciéon de acoplamiento
son las que excitan los PPS. Como se puede ver en la figura 3.30, para el orden m = 1,
la longitud para la cual un orden se vuelve evanescente para un angulo de incidencia

dado, es cercana a la curva de acoplamiento para longitudes de onda largas, pero
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éstas se despegan al acercarse al ultravioleta, donde esta la frecuencia de plasma
de la plata. Un fenémeno similar ocurre para el orden m = —2, como se muestra
en la figura 3.31. Entre més grande es la longitud de onda, la diferencia entre la
posicion en la que el orden se vuelve evanescente y la curva de acoplamiento a PPS
disminuye.

Anomalias de Wood
m=1, T}.,;=682 nm, A,.f;j:156 nm
50

N SOV DN
fy = arcsin \/ T+L T)

0
350 400 450 500 550 600 650 700
A(nm)

Figura 3.30: Mismos parametros que la figura 3.29 pero para el orden m = 1.

En orden m = —2 también se pueden ver las anomalias de Wood causadas por

la excitacion de PPS por el orden m = 1. Esto se analiza por medio de la reflectancia

de cada uno de los 6rdenes en la seccién 3.4.3.
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Anomalias de Wood
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Figura 8.31: Mismos parametros que la figura 3.29 pero para el orden m = —2.

En la figura 3.32 se muestra la simulacién del orden m = 0, separando todas
las longitudes de onda que lo conforman. Igual que para la rejilla con profundidad
Aye; = 31 nm, se presentan las anomalias de Wood causadas por la excitacion de
PPS por el orden m = 1. Para un angulo 6, se observa que en algunas longitudes de
onda més pequenas de donde se presenta la anomalia, la intensidad es mayor. Esto
es debido a que el orden m = 1 se vuelve evanescente en estas longitudes de onda,

por lo que la luz se redistribuye entre los 6rdenes propagantes.
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Anomalias de Wood
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Figura 3.32: Mismos parametros que la figura 3.29 pero para el orden m = 0.

Para ambas profundidades de la rejilla, la anomalia provocada por el orden
m = —2 no esta presente en el orden m = 0. Sin embargo, como se puede apreciar
en la figura 3.32, en la region del verde y amarillo se produce un aumento en la
intensidad en la zona en la que se podria esperar la anomalia. Esto sugiere que el
PPS excitado por el orden m = —2 se esta desacoplando, convirtiéndose en ondas de
volumen que hacen una aportaciéon adicional a la intensidad del orden m = 0. Un

analisis de este fenémeno se hace en la seccion 3.4.3.
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Figura 3.33: Mismos pardmetros que la figura 3.29 pero para el orden m = —1 y con las
curvas teodricas del angulo de incidencia.

En la figura 3.33 se presenta la simulacion del orden m = —1 junto con las curvas
tedricas del angulo de incidencia en funcién de la longitud de onda; ambas curvas

siguen las anomalias fielmente, como sucede para la rejilla de A,.; = 31 nm.

3.4.3 Reflectancia de los Ordenes de Difraccién para las Anoma-

lias de Wood

En esta seccion se estudian los 6rdenes que excitan los PPS que provocan las anoma-
lias de Wood mostradas en la seccion 3.4.1 y 3.4.2 a partir de calculos de la reflectan-

cia de cada uno de ellos. En la figura 3.34 se ilustran los érdenes m = 0,1, —1, —2
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para un angulo de incidencia §, = 10° para las rejillas con amplitud a) 31 nm y
b) 156 nm. En ambos casos, se observan dos minimos de reflectancia en el orden
m = —1,en A\ = 433 nm y A = 587 nm. Estos minimos corresponden a las dos
anomalias de Wood de las figuras 3.27 y 3.33 que aparecen en 6y = 10°. El orden
m = —2 excita el PPS en A = 433 y el orden m = 1 el correspondiente a A = 587
nm, pues éstos se vuelven evanescentes un poco antes de que aparezcan los minimos,
como se muestra en la grafica de reflectancia. Ademaés, para la rejilla con A,.; = 156
nm, en el orden m = 0 se observa un maximo que empieza en A\ = 564 nm. Este
maximo se observa también en el mismo angulo y longitud de onda en la figura 3.32,
donde antes de que aparezca la anomalia se presenta un maximo de intensidad. Este
fenémeno sucede porque el orden m = —2 se vuelve evanescente a A = 564 nm, por
lo que la luz se redistribuye en los 6rdenes propagantes causando en este caso un
maximo en el orden m = 0, que también se presenta en el orden m = —1, como se
muestra en la grafica de reflectancia. Al aumentar la longitud de onda, se excita el
PPS en A = 587 y la reflectancia disminuye en el orden m = 0 y m = —1 (para

A,ej = 156 nm) a los valores 0.11 y 0.011, respectivamente.
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Figura 3.34: Eficiencia de difraccion de los 6rdenes m = 0,1,—1,—2 en funciéon de la
longitud de onda para una rejilla con periodo T,.; = 682 nm y amplitudes a) A,; = 31
nmy b) Ayej = 156 nm. El angulo de incidencia es 6y = 10°.

Al aumentar el angulo de incidencia hasta 6y = 20.74°, se puede observar en
la figura 3.35 que sblo aparece un minimo de reflectancia en los érdenes m = 0y
m = —1, para ambas amplitudes de la rejilla. En la misma figura, se muestra que
los 6rdenes m =1 y m = —2 se vuelven evanescentes unas longitudes de onda antes
de que se presente el minimo. Por lo tanto, a 6, = 20.74° los PPS excitados por el
orden m = 1y m = —2 se cruzan, a una longitud de onda de A = 484 nm. Este
punto equivale a la interseccion de las dos curvas teéricas mostradas en las figuras
3.27 y 3.33. Aqui, el minimo de reflectancia en el orden m = —1 para la rejilla
con A,.; = 156 nm disminuye hasta 0.006. Esta interseccion es interesante porque

se puede eliminar casi por completo esta longitud de onda en los 6rdenes m = 0 y
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Figura 3.35: Mismos parametros que la figura 3.34 pero con 6y = 20.74°.

En la figura 3.36 se ilustra la eficiencia de difracciéon de los mismos 6rdenes pero
para un angulo de incidencia de 6, = 25°. Para ambas amplitudes de la rejilla, se
observan dos minimos de reflectancia, uno en A = 449 nm y el otro en A = 505 nm.
Ya que el dngulo de incidencia aumento, el orden m = 1 se vuelve evanescente para
longitudes de onda mas cortas, mientras que el orden m = —2 se vuelve propagante
para longitudes de onda mas largas. Esto significa que conforme 6, aumenta, los
ordenes se mueven en contra de las manecillas del reloj. Por lo tanto, el minimo en
A = 449 nm es provocado por la excitacion de PPS por el orden m = 1 y el otro

minimo es causado por el orden m = —2.
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Para el orden m = —2 (A,.; = 156 nm) se presenta también un minimo en
A = 449 nm, lo cual significa que el PPS excitado por el orden m = 1 también
esta afectando la reflectancia de este orden, presentdndose como una anomalia de
Wood que se puede observar en la figura 3.31. Ademads, para la misma amplitud, se
presenta un méximo de reflectancia en el orden m = 0 en A = 505 nm. Esto se debe
a que el PPS excitado por el orden m = —2 esta siendo desacoplado y se convierte
en ondas de volumen. Notese que la posicidon de este maximo coincide con uno de
los minimos de reflectancia en el orden m = —1. En la figura 3.32 se puede observar
que en la posicion donde deberia estar la anomalia de Wood, aparece este maximo

de intensidad.
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Figura 3.36: Mismos parametros que la figura 3.34 pero con 6y = 25°.

Por dltimo, en la figura 3.37 se muestran las eficiencias cuando se incide con
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un angulo 6y = 30°. En este caso, el orden m = 1 es totalmente evanescente,
sin embargo, se sigue presentando la excitacion de PPS pues ésta se presenta un
poco después de que el orden se vuelve evanescente. Para la rejilla con A,.; = 31
nm, lo minimos en el orden m = —1 son poco visibles. Por el contrario, para
la rejilla con A,.; = 156 nm los minimos son facilmente distinguibles. En este
altimo caso, se presenta en A\ = 416 nm un minimo de eficiencia en los 6rdenes
m = 0, —1, —2, correspondiente a la excitacién de PPS por el orden m = 1. Ademas,
la excitacion de PPS por el orden m = —2 se presenta como un minimo de eficiencia
en el orden m = —1 en X\ = 529 nm; en esta misma posicion, se presenta el maximo
del orden m = 0, por lo que el PPS se sigue desacoplando al incrementar el angulo

de incidencia.
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Figura 3.37: Mismos parametros que la figura 3.34 pero con 6y = 30°.



Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo se presenta un resumen del trabajo realizado, asi como las conclu-

siones méas importantes de esta tesis.

Los resultados numéricos presentados en esta tesis estan basados en la solu-
cion numérica de las ecuaciones reducidas de Rayleigh, que son una herramienta
matematica utilizada para el calculo del esparcimiento de luz por superficies ru-
gosas. Son apropiadas para el estudio de problemas de esparcimiento por superficies
que soportan plasmones polaritones de superficie. En este caso, se considera que la
superficie es peridédica y por lo tanto infinitamente larga, y que la iluminacién viene

dada por una onda plana.

Las ecuaciones reducidas de Rayleigh se basan principalmente en la técnica del
espectro angular y en la hipotesis de Rayleigh. El espectro angular es un método
que se emplea para propagar un campo en una region del espacio libre de fuentes
limitada por dos planos paralelos. La hipotesis de Rayleigh consiste en suponer que

esta representacion también es vélida en la zona de corrugacion de la superficie. En
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el caso de rejillas de difraccion, se supone entonces que la representacion en términos
del espectro angular es valido también por debajo del punto méaximo de la rejilla.
Esta hipotesis es muy importante, pues es la que permite evaluar de manera sencilla
las condiciones de frontera, que resulta en un sistema matricial. De esta manera,
una solucién a las ecuaciones reducidas de Rayleigh se obtiene al resolver el sistema
matricial numéricamente y su soluciéon puede ser utilizada para calcular el campo

esparcido reflejado en campo lejano y cercano.

En lo que respecta al trabajo presentado, primeramente se estudio la excitacion
de PPS por rejillas de difraccion de diferentes periodos y alturas analizando la re-
flectancia resultante al iluminarlas con ondas planas con polarizacién p y s. Para una
de estas rejillas, se fijo la longitud de onda de la luz incidente y se varié el angulo de
incidencia, mientras que para el resto de las rejillas se fijo el angulo de incidencia y se
cambio6 la longitud de onda. Los minimos de reflectancia permitieron encontrar las
condiciones de incidencia necesarias para la excitaciéon de PPS, pues la luz incidente
que no se refleja es en su mayoria acoplada a PPS y termina siendo absorbida en el

metal.

A partir de los resultados se puede concluir que la excitacion de PPS es posible
tinicamente al utilizar luz con polarizacion p, pues segin los calculos presentados
al emplear polarizaciéon s no se presentan cambios abruptos en la reflectancia. Sin
embargo, se mostré que a partir del calculo de la reflectancia no siempre se pueden
conocer todas las excitaciones de PPS, especialmente cuando éstos son excitados por
6rdenes de difracciéon grandes. Por esta razon es importante analizar cuidadosamente
los 6rdenes de difraccion que son evanescentes y asi poder encontrar si existen otras
excitaciones. Por otro lado, la profundidad de la rejilla no juega un papel importante

en la determinacion de la longitud de onda a la cual los PPS son excitados.
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El campo cercano, calculado a partir del campo magnético, posibilita la obser-
vacion del campo generado por los PPS cerca de la superficie. Segin los resultados
obtenidos al utilizar rejillas de difraccion y pozos gaussianos, el campo es mas intenso
dentro de los surcos y decae al alejarse de éstos en la direccion z. Esto es de esperarse,

pues la naturaleza de los PPS los limita a existir en la interfaz dieléctrico-metal.

Para estudiar el esparcimiento de PPS por defectos superficiales, se considera
el esparcimiento de rejillas de difraccion a las que se anade el defecto. La rejilla
se ilumina de manera que se exciten PPS. De esta forma, la intensidad esparcida
contiene varias contribuciones que, bajo ciertas condiciones se pueden separar; a
saber, el esparcimiento del haz incidente por la rejilla, el esparcimiento del haz
incidente por el defecto y el esparcimiento del PPS por el defecto. Se encontro
que la profundidad y ancho del pozo juegan un papel importante en la distribucion
angular del esparcimiento del PPS por el pozo. Entre mas pequeno el ancho del
pozo, el esparcimiento se presenta en el CDR en un rango angular relativamente
amplio, a diferencia de cuando se utilizan pozos con ancho y profundidad més grande,
que resulta en una distribucion angular del esparcimiento més pequena. Si se elige
adecuadamente el periodo de la rejilla, el angulo de incidencia y la longitud de
onda, es posible separar la aportacion del esparcimiento del PPS por el pozo, y la
aportacion al CDR del esparcimiento de la luz incidente por el pozo. Asimismo, la
separacion puede ser aun mas significativa si se utiliza una rejilla de difracciéon con
periodo menor a la longitud de onda a la cual se excita el PPS, y si se utiliza un
angulo de incidencia tal que la componente especular aparezca del lado contrario a
la contribucion del esparcimiento del PPS por el pozo. No se han reportado trabajos
experimentales en los cuales se utilice esta técnica, por lo que los célculos teoéricos

presentados en esta tesis podrian ayudar a determinar las caracteristicas 6ptimas de
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la superficie para poder observar el esparcimiento de PPS por defectos.

Las anomalias de Wood se presentan en el campo lejano como un minimo de
intensidad a cierta longitud de onda. Este minimo es causado por la excitacion
de PPS sobre la rejilla utilizada. Al incidir luz blanca sobre la superficie, ésta se
descompone en sus longitudes de onda constituyentes en cada orden de difraccion.
Es en estos 6rdenes en donde las anomalias pueden ser observadas, revelando las
condiciones en las que se excitan los PPS. Para la rejilla de difraccion con periodo
T.e; = 682 nm, ademas de la componente especular, el orden de difraccion m = —1
es propagante para todos los angulos de incidencia utilizados en la mayoria sus
logitudes de onda. Por otro lado, el orden m = 1 es propagante en la mayoria de
las longitudes de onda cuando el angulo de incidencia es pequeno, pero se vuelve
evanescente en mas longitudes de onda al incrementar el angulo de incidencia. Por
el contrario, el orden m = —2 es completamente evanescente a angulos pequenos y
se vuelve propagante en longitudes de onda cada vez mas grandes al aumentar el
angulo de incidencia. En el orden m = —1, las anomalias de Wood son facilmente
distinguibles, mientras que los otros dos o6rdenes (m = 1y m = —2) son los que,
dependiendo del dngulo de incidencia, excitan los PPS. Debido a esta excitacion, el
mapa de intensidad del orden m = —1 presenta dos ramas obscuras que se intersectan
en un punto. Esta interseccion es de interés, pues a esta longitud de onda y angulo
de incidencia la luz desaparece casi por completo. Para esta rejilla, se encontré solo
una intersecciéon de las anomalias. Para rejillas con periodos mas grandes que la
longitud de onda, aparecen mas 6rdenes propagantes, por lo que se puede presentar
més de una interseccion de las anomalias de Wood. Por otro lado, en el orden
m = 0 se pueden observar las anomalias de Wood, pero en este caso la luz de

diferente longitud de onda no se separa angularmente. En este orden también se
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puede observar el desacoplamiento de la luz acoplada a PPS por otro orden, lo
que pone en evidencia que para visualizar los procesos fisicos que ocurren en esta
interaccion es mejor analizar las eficiencias de difraccion de los diferentes 6rdenes

que la reflectancia total.

A pesar de que los primeros resultados de Wood tienen mas de 100 anos de
haber sido publicados, no existe un estudio moderno de las anomalias. Los resultados
numeéricos presentados en esta tesis podrian servir como una guia y para comparar
con resultados experimentales que surjan en el futuro. Ademas, se demuestra el
alcance que tienen las ecuaciones reducidas de Rayleigh en la solucién de problemas

de esta naturaleza.
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Apéndice A
Solucion Integral I1

Se considera la integral

Ir(qlp) = / 4z [C() (g + p) + anrlg) — an(p)] x

xexp {~ilg = )z +i (arr(a) + an(p)) (@) } (A1)
que se puede escribir como

I7(qlp) = (¢ +p) /OO dx( () exp {z (crr(q) + arr(p)) C(w’)} exp {—i(qg —p)z} +

—0o0

+[anle) — an)] [ dvesp {=ila —p)s+i (an(e) + an) (o)}

(A.2)
Ahora se utiliza
"(x)exp 31 (agr arr x)p = ! X
¢(w)exp {i (an(@) + an(p)) ¢() }  E Y
«Lexp{i(on@ tan) @)}, (A
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para escribir

= ¢+p h exp4? (o agr X ((x X
Gl = B s [ (e i (onta) + o) )}
x exp { —i(q — p)z} + [our(q) — arn(p)] x

X /_Z dx exp {—z’(q —p)z +i (an(q) + an(p)) C(x)} : (A.4)

Integrando por partes se obtiene

= ¢+p expy—ilqg—p)r+1(agr agr T b
Irlalp) = sy e { il - P i (anla) T anp) (@] +
qg+p R
" i (our(q) + arr(p)) /—oo drilg = p)x

X exp {—z’(q —p)xr+1 (OéU(CI) + OéU(p)) C(ﬂf)} +

+[anle) — an)] [ deesp {=ila = p)o+i (an(e) + an) @)}

(A.5)
El primer término desaparece y ya que
w 2 w 2
0‘%1(‘]) - 0‘%1(?) = en(w) (E) - 92 —err(w) (E) +P2
= _<q2_p2)7 (A 6)

la funcion Ir(q|p) es igual a cero,

Ir(qlp) = 0. (A7)



Se considera también la integral

Ir(qlp) = [T dv {C’(x) (p + ”V—’jq> —ar(p) — %’az(q)] x
x exp {ilg — p)a — i (011(p) — () {(x) |
= (p+%2q) [, daC'(@) exp { =i (aps(p) — au(

x exp {i(q — p)x} — [Oén(p) + %Lag(g

x J2o duexp {z(q —p)z —i(aup) — alg
Usando

('(x) exp {—i (aH(p) — al(q)) C(w)} _
o) e e O L )~ @)},

se puede escribir,

f_oooo d$§'($) exp {_i (all(p) - Oé](Q)) Q(ZL‘)} exp {Z(q — p)x}
- i(“!l(p;iaz(q)) ffooo d (exp {_i (an<p) - aI(Q)) C(@}) X

X exp {z(q — p)x} )
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(A.9)

(A.10)
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Integrando por partes y sustituyendo se obtiene

R R S
scoxp { i () = r@) <)}~ |anto) + Larta)]
X /00 dx exp {—i(p —q)r — 1 (0411(29) — aI(Q)) C(-CE)}

(g =D o)+ Do) |
G (@) — (@) o) + 2 I(‘”H
xI (arr(p) — ar(@)lp — ), (A.11)
donde se ha definido
I(v|Q) = /OO dreQve=11¢(®) (A.12)

Se observa que el factor

(r+220) (oot — o) + 300

arr(p)—ar(q)

p?—pg(1-=LL ) —=LLg?
= af(f(mla)f(q) —- [O‘”(p) + %’O‘I(Q)}
B fp2+pq( ?I’>+VJII @
- arr(p)—ar(q)

=
(a3 -anar @ (1-4) - 23 0)) A13)

arr(p)—ar(q)
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Ahora,
hlp) = anfparta) (1- 1) - o)

= en(w) <£)2 —p* —an(p)as(q) <1 - UV—III> - Vy—féfl(w) (%) + VV—TQQ

= [w) - 2] () -+ 226 - antresta) (1~ 12)

= o=+ 2 anlerta) (1- 1)), (A14)
donde ,

o= (%) {5[1(w) - ”V—flfgf(w)] . (A.15)

Entonces,

(vt ml)((%—iﬁ)‘%“”*%m“{

—p* + pq ( > e ¢ — (a —p? 4+ %’q2 —arr(p)as(q) (1 _ 1%1))
arr(p) — ai(q)
(1 — VH) (pq + ozH(p)oq(q)) .

= arrlp) = ar(a) . (A.16)

Donde ¢ = 0 para polarizacion p, y 0 = (w/c)?(e;7(w) — e7(w)) para polarizacion s.

Sustituyendo se obtiene

| (1= ) (b + anrp)as() — o

Ir(qlp) = arr(p) — ar(q)

I(an@ —ar@lp—q). (A7)
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Se considera ahora la integral

Io(k|p)

Usando

= — /_Z dx [C'(%) (p + Vy—fk) —ar(p) + moﬂ(k)] X

X exp {—i (arr(p) + ar(k)) C(:U)} exp {i(k — p)z}
- — (p T Vy—fk) /_Z dz('(x) exp {—73 (arr(p) + a;r(k)) C(l‘)} X
x exp {i(k — p)z} — [—an(p) + VV—IIIOH(IC)} X

X /Z dx exp {—i (ourr(p) + ar(k)) C(I)} exp {i(k —p)z}. (A.18)

! —1 arr ar T == -1
¢a)exp{ =i (arn(p) + ar()) (o) | = s
xd% exp {—z’ (arr(p) + s (k)) g(x)} , (A.19)

se tiene

/_Z dx¢'(x) exp {—i (a1 (p) + as(k)) C(a:)} exp {i(k —p)x}
—1

i (a1r(p) + ar(k)) /_Zd <eXp {_i (crr(p) + ar(k)) C(:L')}) X

x exp {i(k — p)z}, (A.20)
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y al integrar por partes se obtiene

o0

—1
7 (an(p) + OZ[(/{Z))

exp { =i (arr(p) + a1 (k) C(w) } exp {i(k — p)}
1
i (Oén(p) + ar

+

—00

0) /oo dzi(k — p)exp {i(k — p)z} x
xexp { =i (arr(p) + ar(k)) C(x)}
—(p—F)

— o) T o () /_OO dzexp {i(k — p)z} exp {—i (curr(p) + s (k)) C(a:)} (A.21)

+

Entonces,

Io(klp) = (p+ ﬂk) Pk /OO dz exp {i(k — p)a} x

vi ) an(p) +ai(k) J o
X exp {—i (crr(p) + ar(k)) C(m)} - [—oq](p) + %oq(k)} X

1

X /_Z dx exp {—i (crr(p) + ar(k)) C(x)} exp {i(k — p)z}

(p + ﬂk) an(p L {—an(m + ﬂoq(k)H x

Vi p) + ai(k) Vi
xI (ayr(p) + ar(k)|p — k) . (A.22)
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Se considera el factor

(p + ﬂk) pob [—Ofll(p) + ?Oﬂ(k)]

vi ) ag(p) + ag(k) 7

arr(p) + ar(k)

en(@) (2)° = P2+ an(p)ar(k) (1 - 2) = () (2)°

arr(p) + as (k)
wig? g <p2 —kp (1- ) - —k2>
arr(p) + az(k)

—p? + arr(pag(k) (1 - 22) + 22+ <p2 —kp(1-) - —k:2> +o
arr(p) + o (k)

(1- ) (an(ark) — kp) + o

- arr(p) + a(k) ' (429

Resultando entonces,

_ _) (arr(p)as(k) — kp) + o

(1
Io(klp) = (arr(p) + s ()

I (an(p) +ar(k)[p—Fk). (A.24)

Las expresiones (A.7), (A.17) y (A.24) representan los resultados principales
de este apéndice y son las que se usan en la seccion 2.7.4 para la deduccion de las

ecuaciones reducidas de Rayleigh.



Apéndice B

Demostracion Identidad

[2775@ - Qm)} ’

Usando el hecho de que

/°° sinqL/Qd 2

qL/2 =T

Se define

sin(L(q — gm)/2)

210(q — ¢,n) = lim
( ) L—oo L(q - qm)/2
L/2
= lim expii(q — qm)T pdx.

Entonces,

[27?5 q—qm = lim //exp{ i(q— gm)(x — 2 }d:z:dac

L—oo
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(B.1)

(B.3)
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Definiendo Az = x — 2’ resulta

lim exp{i(q — qm)Ax}dAxdx/ = L lim exp{i(q — qm)Ax}dAx
L—oo L—oo (B4)
= 27T5(q - Qm)'

Entonces se demuestra que

[27?5((1 — qm)]2 = L276(q — qm)- (B.5)



