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RESUMEN de la tesis de Hazael Serrano Guerrero, presentada como requisito par-
cial para obtener el grado de DOCTOR EN CIENCIAS en ELECTRICA con orientacién en
CONTROL. Ensenada, B. C. noviembre de 2012.

Sincronizacién de miiltiples sistemas cadticos y su aplicaciéon en
redes de comunicaciones seguras

Resumen aprobado por:

Dr. César Cruz Herndndez

Director de Tesis

Este trabajo de tesis doctoral, trata sobre la sincronizacién de redes complejas constituidas
por osciladores con dindmicas altamente complejas (caos e hipercaos). En particular se estudia
la, sincronizacién de redes complejas con topologias regulares (global, estrella y anillo) e
irregulares.

Se presenta un estudio numérico sobre la robustez de sincronfa de redes complejas frente
a perturbaciones paramétricas Dicho estudio se realiza en las topologias mencionadas an-
teriormente en diferentes casos: i) topologia global, ii) topologia global con nodo maestro,
i11) topologia en anillo, iv) topologia en anillo con nodo maestro, v) topologia en anillo
en configuracién maestro-esclavo (anillo dirigido), vi) topologia en anillo abierto (camino),
vii) topologia en anillo abierto con configuracién maestro-esclavo (camino dirigido), viii)
topologia en estrella, ix) topologia en estrella con nodo maestro, z) topologia irregular y z1)
topologia irregular con nodo maestro. En este estudio se utiliza el oscilador de Chua con
retardo de tiempo como nodo de la red en todos los casos.

También se realiza un estudio analitico sobre la robustez de la sincronia de una red de dos
nodos con perturbaciones paramétricas utilizando la teorfa de sistemas perturbados, donde
se establecen condiciones para la estabilidad de la sincronia de la red. Esto se hizo empleando
al oscilador de Chua con retardo de tiempo como nodo de la red.

Se realiza un estudio de la sincronfa de redes complejas empleando redes celulares neu-
ronales (CNNs) como nodos de la red. En este estudio se emplean las topologias en anillo
y estrella en diferentes casos: i) topologia en anillo, i7) topologia en anillo en configuracién
maestro-esclavo (anillo dirigido), iii) topologia en anillo abierto (camino), iv) topologia en
anillo abierto con configuraciéon maestro-esclavo (camino dirigido), v) topologia en estrella y
vi) topologia en estrella con nodo maestro.
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Se incluye una aplicacién a las comunicaciones encriptadas, donde se muestra que es
posible transmitir una imagen digital encriptada a través de una red de muiltiples usuarios.
Para esto se utilizaron dos diferentes topologfas de red: en anillo y estrella. Se utilizan redes
celulares neuronales (CNNs) como nodos de la red.

Palabras clave: Sincronizacién, sistemas complejos, caos, redes de comunicaciones se-
guras.
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ABSTRACT of the thesis presented by Hazael Serrano Guerrero, as a partial re-
quirement to obtain the DOCTOR IN SCIENCE degree in ELECTRIC with orientation in
CONTROL. Ensenada, B. C. November 2012.

Synchronization of multiple chaotic systems and its application in
secure communications networks

Abstract approved by:

Dr. César Cruz Herndndez

Thesis Advisor

In this PhD thesis, the synchronization of complex networks formed by oscillators with
highly complex dynamics (chaos and hipercaos) is studied. In particular, the synchronization
of networks with regular topologies (global, star and ring) and irregular is approached.

A numerical study on synchrony robustness of complex networks against parametric per-
turbations is presented. This study is realized on the topologies mentioned above in differents
cases: i) global topology, ii) global topology with master node, iii) ring topology, iv) ring
topology with master node, v) ring topology in master-slave configuration (directed ring),
vi) open ring topology (path), vii) open ring topology in master-slave configuration (directed
path), viii) star topology, ix) star topology with master node, x) irregular topology and x7)
irregular topology with master node. The Chua’s oscillator with time delay is used as network
node in all cases.

Also is performed an analytical study on the robustness of the synchrony of a two-node
network with parametric perturbations using perturbed systems theory, which establishes
conditions for stability of synchrony of the network. This was done using the Chua oscillator
with time delay as network node.

A complex networks synchrony study using cellular neural networks (CNNs) as network
nodes is presented. This study use the ring and star topologies in different cases: 7) ring topol-
ogy, 1) ring topology in master-slave configuration (directed ring), i7i) open ring topology
(path), iv) open ring topology in master-slave configuration (directed path), v) star topology
and vi) star topology with master node.

An encrypted communications application, which shows that it is possible to transmit an
chaotic encrypted digital image through a network of multiple users is presented. For this,
we used two different network topologies: ring and star.
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Capitulo I

Introduccion

Le presente tesis doctoral pretende contribuir a la solucién de problemas abiertos rela-
cionados con la sincronizacién de redes complejas, formadas por nodos generadores de dindmi-
cas extremadamente complejas, es decir, nodos: caéticos, hipercadticos, con retardo de tiem-
po. Con el propésito de aplicar estrategias de control, que permitan sincronizar las redes
complejas con el menor nimero de estados en la retroalimentacién de controles en los nodos.

Las redes complejas se encuentran en una gran cantidad de sistemas naturales y artifi-
ciales. En los sistemas bioldgicos se tienen, colonias de insectos, cadenas tréficas (formadas
por predador y presa), las neuronas del cerebro, etc. Ejemplos de redes artificiales son la in-
ternet, la red de pdginas web (www), las redes de transmision eléctrica, redes de osciladores
cadticos y una mencion aparte, lo merecen las redes sociales. El problema de sincronizar
redes complejas compuestas por sistemas dindmicos, ha proporcionado tremendo impacto en
las disciplinas mencionadas, de ahf que en la actualidad constituya un &rea emergente de
investigacion, donde convergen los intereses de muchas disciplinas cientificas y tecnologias,
debido a la amplia gama de aplicaciones en estas dreas de investigacién; ver por ejemplo,
los trabajos [Li y Chen 2003; Lu y Chen 2004; Posadas-Castillo et al. 2005b; Wang y Chen
2002b; Wu y Chua 1995].

En particular, algunas contribuciones al problema de sincronizacién de redes complejas,
donde consideran nodos a sistemas dindmicos no lineales operando en modo caético: a redes
neuronales [Yalcin et al. 2005; Posadas-Castillo et al. 2007a; 2007b; 2008d; 2008h; Serrano-
Guerrero et al. 2010; Serrano-Guerrero et al. 2013], a laseres de Nd:YAG [Posadas-Castillo et
al. 2008a; Lopez-Gutiérrez et al. 2008a; 2008b; 2008c¢], a circuitos de Chua [Posadas-Castillo
et al. 2006b; 2006¢; 2006d; 2006e; 2008b).

I.1. Redes complejas

La teorfa de grafos tiene su origen en la solucién de acertijos y juegos, tales como el célebre
problema de los siete puentes de Konigsberg o el juego de Hamilton, en la actualidad se ha
convertido en una poderosa herramienta para el entendimiento y solucién de problemas mucho
méas complejos y de aplicacion préactica. Basicamente un grafo es una representacion sencilla
de un problema complejo, de hecho hay muchos sistemas cuyo estudio es mucho mas simple
con la ayuda de la teorfa de grafos. El trabajo de Leonhard Euler en 1736, sobre el problema
de los siete puentes de Konigsberg se considera el primer resultado de la teorfa de grafos.
Sin embargo, la primera aplicacién a un problema fisico la hizo Gustav Kirchhoff en 1845,
cuando publicé sus leyes de los circuitos para calcular el voltaje y la corriente en las redes de
circuitos eléctricos. En 1852 Francis Guthrie formulé el problema de los cuatro colores, que



plantea si es posible, utilizando solamente cuatro colores, colorear cualquier mapa de paises
de tal forma que dos pafses vecinos no tengan el mismo color. Este problema, que no fue
resuelto hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, puede ser considerado
como el nacimiento de la teoria de grafos. Al tratar de resolverlo, los matematicos definieron
términos y conceptos tedricos fundamentales de los grafos, que son las bases para el estudio
de las redes complejas.

Tanto los sistemas naturales como los artificiales, a menudo estdn compuestos por miles de
unidades, de las que podemos conocer (o no) su funcionamiento individual. Pensemos en las
neuronas y otras neurocélulas del cerebro, o en los componentes de un circuito electrénico, en
la comunidad de hormigas que conforman un hormiguero, o en el conjunto de paginas “web”
de la red, conectadas via “link”, o incluso en la red fisica de ordenadores y servidores de
internet. También tenemos otros tipos de redes, como las que creamos las personas que for-
mamos las denominadas redes sociales, o los ecosistemas naturales, o nuestro cédigo genético.
En todos esos casos muy diversos, tenemos que la teoria de redes, originaria de los enfoques
de las teorfas de sistemas complejos de la fisica estadistica, nos permite caracterizar estos
sistemas de una manera, para posteriormente intentar explicar las propiedades emergentes
de los sistemas a los que representan esas redes complejas.

En los 1ltimos anos, hemos sido testigos de una explosion en el estudio de las propiedades
estructurales y dindmicas de las redes complejas. Durante este tiempo se han publicado
cientos de articulos sobre este tema en revistas de investigacion cientifica internacionales de
diferentes disciplinas, que abarcan fisica, biologia, sociologfa, neurologia, economia, medicina,
por mencionar algunos ejemplos. Este interés en las redes complejas radica en que nos hemos
dado cuenta de que dichas redes abundan en la naturaleza, son parte de nuestra vida diaria
y se presentan a diferentes niveles de organizaciéon. Por ejemplo, algunas redes biolégicas
que encontramos en el nivel microscépico son las redes de regulacién genética, redes de
proteinas, redes neuronales, redes metabdlicas. Por otra parte, a un nivel de organizacion
mucho mayor, encontramos redes de comunicacién e informaticas (la red de internet, la red
www, redes telefénicas, etc.), redes sociales (amistades, contactos sexuales, colaboradores
cientificos, propagacion de enfermedades, etc.), redes ecoldgicas (interacciones tréficas en un
ecosistema). Las redes complejas son ubicuas, es decir, estdn en todas partes. Incluso se ha
estudiado la red de stper héroes en el Universo de Marvel, siendo el hombre arana el siper
héroe mas popular con la mayor conectividad. Es un hecho sobresaliente el que todas estas
redes, tan diferentes en naturaleza y en tamano, tengan muchas propiedades estructurales
similares. Este hecho, tan simple como sorprendente, hace posible que podamos formular
modelos matematicos para entender y explicar las propiedades estructurales y en algunos
casos también las propiedades dindmicas, de las redes complejas.

Matemédticamente, una red es un conjunto de puntos (nodos) unidos por vértices (enlaces).
Las propiedades de las redes han sido extensamente estudiadas por los mateméticos, aunque
restringiéndose a redes muy regulares o a redes muy desordenadas, en las cuales, juegan
un papel muy importante las propiedades estadisticas. Sin embargo, en los iltimos anos
hemos vivido una verdadera revolucién cientifica que ha hecho darnos cuenta de que muchos
fenémenos en disciplinas tan dispares como la biologia, la fisica, la informética, la economia o
las ciencias sociales, tienen lugar en complejos entramados de interaccién entre los elementos



que las forman. Aunque en cada una de estas disciplinas, el concepto de enlace entre dos
nodos tiene significados diferentes; asi por ejemplo, en una red tréfica, los nodos son las
especies animales y los enlaces corresponden a pares predador-presa, internet es una red
de ordenadores conectados mediante conexiones de soporte fisico, la world-wide-web es un
entramado de documentos relacionados entre ellos mediante hiperenlaces o las relaciones de
parentesco y amistad configuran determinadas redes sociales.

I.1.1. Aplicaciones de las redes complejas

En los tltimos anos, el estudio de redes complejas toma relevancia en un gran niimero de
disciplinas cientificas, incluyendo la fisica, las matematicas, las neurociencias y la biologfa.
Por definicién, una red compleja es un sistema compuesto de sistemas dindmicos y se encuen-
tra dentro del contexto de los sistemas controlados. Los conceptos relativos a redes tienen
numerosas aplicaciones potenciales en el problema de diseno, modelado y control, tanto de
sistemas tecnoldgicos como biolégicos, en los cuales, arreglos de un gran niimero de unidades
fundamentales pueden ser identificados y tratados como sistemas dindmicos acoplados en
arreglos. El buen funcionamiento (sincronfa de sus nodos) o falla (interrupciones en la sin-
cronia) de éstas, trae como consecuencia un bienestar o perjuicio respectivamente en la vida
del hombre. La teorfa de redes nos ayuda a comprender el comportamiento de las redes
complejas, a continuacién se mencionan algunas aplicaciones en diferentes dreas.

Redes sociales

Desde la antigiiedad, la forma en que las personas establecen relaciones entre si, ha si-
do crucial para la gufa de la evolucién cultural y econémica de la sociedad. Las relaciones
siempre han definido los diferentes redes sociales, diplomé&ticas, comerciales e incluso cultur-
ales. En varias de estas antiguas redes, fue posible identificar cualitativamente propiedades
estructurales relevantes [Ormerod y Roach 2004], por ejemplo, como la importancia de in-
dividuos estratégicos que intermedian o deciden negociaciones o experimentan el poder de
pensamientos ideolégicos/religiosos dentro de los grupos de personas.

Otro ejemplo es el estudio de como se dispersan las enfermedades en las epidemias, tales
como el sida, puede ayudar a entender su comportamiento y poder detener su avance a través
de las redes sociales. Liljeros [2004], explora la complejidad de los mecanismos que contribuyen
a la propagacién de enfermedades de transmisién sexual y concluye que una solucién tnica
para el problema estd lejos de ser encontrada, a pesar de que la estructura subyacente de la
red sexual contribuye a esta dindmica. De hecho, tanto intervenciones generales y especificas
han demostrado ser eficaces.

Redes biolégicas

En junio de 2000, el Proyecto Genoma Humano y Celera Genomics decodificaron el geno-
ma humano, proporcionando el llamado "libro de la vida", después de esto, el cédigo genético
de muchos organismos ha sido descubierto. El proyecto del genoma es sélo un punto de parti-
da [Collins et al. 2003], ahora en la era post-genémica los cientificos deben estar preocupados
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con el modelado de las interacciones biolégicas en lugar de analizar el c6digo genético por
sf mismo. El comportamiento de los sistemas vivos rara vez puede ser reducido a sus com-
ponentes moleculares, en el drea de la biologia de sistemas postgenémica [Kitano 2002] se
tienen que montar las piezas desplegadas por los proyectos del genoma. Por ejemplo, en [Vo-
gelstein, Lane y Levine 2000] los autores concluyeron que se pueden obtener resultados més
importantes mediante el andlisis de las conexiones del gen p53 (un supresor de tumores) que
mediante el estudio de este gen por separado.

La teorfa de redes complejas es un marco 1itil para el estudio redes de neuronas en el cere-
bro. Los modelos de redes, mediciones topolégicas y el anélisis dindmico (por ejemplo, [Costa
2008; Beggs y Plenz 2003]) pueden ser considerados para el estudio del cerebro. Representar
las conexiones del cerebro con redes es titil para estudiar las enfermedades cerebrales, que
estdn relacionadas con ataques a la red y fallas de la misma y funciones cerebrales, donde es
posible asociar una arquitectura particular del cerebro con funciones especificas.

Redes de transporte

Las redes de transporte son importantes para el desarrollo de un pafs y pueden consider-
arse como indicador de crecimiento econémico. La industria del turismo y el transporte de
mercancias y de personas son especialmente dependientes de las redes de transporte, que in-
cluyen los aeropuertos, los ferrocarriles, carreteras, pasos subterrdneos (metro) y otras formas
de transporte piblico. El estudio de este tipo de red puede ayudar a entender el movimiento
de personas en todo el mundo y predecir cémo se pueden propagar enfermedades, ademds del
diseno 6ptimo de redes para el flujo de personas. En tltima instancia, puede dar ideas sobre
c6mo mejorar la economia de un pais [Costa 2008].

Sistema de transmisién de energia eléctrica

Fl sistema de transmisién de energfa eléctrica es una de las mas complejas redes constru-
idas por el hombre. Se componen de varias lineas de transmisién y subestaciones, que incluyen
generadores, las fuentes de energfa eléctrica; subestaciones de transmisién, que conectan las
lineas de transmisién alta tension y los centros de carga, que entregan la electricidad a los
consumidores, ver por ejemplo [Albert et. al. 2004]. Coloquialmente conocido como red eléc-
trica, el sistema de transmisién de energfa eléctrica tiene una estructura compleja, que incluye
caminos redundantes para enrutar la energia de cualquier generador a cualquier centro de
carga. La principal razén de esta redundancia es garantizar que cada centro de carga pueda
ser suministrado por cualquier generador. En otras palabras, si un generador falla, los centros
de carga recibiran la potencia necesaria de los otros generadores. De la misma manera, si una
subestacion falla, las demés tienen que ser capaces de manejar la carga adicional y mantener
a toda la red trabajando. No obstante, incluso con la redundancia de lineas, suceden algunos
fallos en cascada y apagones y varios centros de carga dejan de recibir energfa. Uno de los
mas graves fue el apagén que afecté a 50 millones de personas en EE.UU. y Canada, el 14
de agosto de 2003 y dio lugar a una enorme pérdida de dinero, alrededor de 30 millones de
dolares de los EE.UU. [Bai et. al. 2006]. Obviamente, este tipo de red es fundamental para



la economia de un pafs y merece una atencion especial en la ingenierfa y la ciencia.

Encriptado de informacién

Desde la antigiiedad, el encriptado de informacién con el propdsito de comunicacién con-
fidencial, ha sido un problema de mucho interés para el hombre. Durante muchos anos,
se han utilizado diferentes técnicas para tratar de resolver este problema. Actualmente, la
sincronizacién de osciladores cadticos (por ejemplo de Lorenz, Chua, Rossler) y reciente-
mente ldseres en régimen caético [Mirasso et al. 1996; Sanchez-Diaz et al. 1999; Terry 2002;
Posadas-Castillo et al. 2006a; 2008a; 2008¢]. En los siguientes trabajos se proponen una al-
ternativa de solucién a dicho problema de encriptamiento de informacién [Kocarev et al.
1992; Feldmann et al. 1996; Chow et al. 2001; Posadas-Castillo y Cruz-Herndndez 2001;
Serrano-Guerrero y Cruz-Herndndez 2002; Serrano-Guerrero y Cruz-Herndndez 2002a; Cruz-
Hernandez et al. 2005; Lopez-Mancilla y Cruz-Herndndez 2005a; Lépez-Mancilla y Cruz-
Hernéndez 2005b; Aguilar-Bustos y Cruz-Herndndez 2008; Cruz-Hernéndez y Romero-Haros
2008; Gamez-Guzman et al. 2008; Gamez-Guzman et al. 2008a; Aguilar-Bustos et al. 2008a;
Acosta 2008; Rodriguez-Orozco et al. 2008]. En especial, en el drea de comunicaciones pri-
vadas o seguras, la aplicacién de diferentes esquemas de comunicacién para miltiples usuarios,
es uno de los campos de investigacion, en donde los conceptos, definiciones y propiedades de
las redes complejas participan activamente [Kouomou y Woafo 2003].

1.2. Sincronia

1.2.1. Antecedentes histdricos

Cuando hablamos de sincronfa estamos haciendo referencia al fenémeno mediante el cual,
dos o mds acontecimientos suceden al mismo tiempo, de manera pareja y equilibrada, si-
multdneamente. El término sincronia proviene del griego “syn” (que significa juntos o en
conjunto) y “cronos” (que significa tiempo) por lo cual, puede ser entendido como algo que
sucede al mismo tiempo. La sincronfa siempre nos habla de una situacién en la cual, dos per-
sonas o dos elementos actian de manera conjunta y pareja. De manera general, definiremos
sincronia a la propiedad que adquiere un conjunto de “objetos dindmicos” (de una misma
o diferente especie) de manifestar un ritmo o comportamiento comin (generalmente distinto
a los ritmos individuales de los objetos considerados), partiendo de ritmos o comportamien-
tos individuales distintos, debido a la presencia de un medio acoplante (un medio fisico de
conexién) entre ellos, el cual, en la mayoria de los casos, es extremadamente débil.

Histéricamente, la primera observacién formal de un fenémeno de sincronia, se atribuye a
Christiaan Huygens en 1673, durante algunos experimentos realizados en la mejora de relojes
de péndulo. Esto ocurrié, cuando dos relojes suspendidos de la misma viga en su habitacion,
como se observa en la figura 1, los encontré oscilando exactamente con la misma frecuencia
y moviéndose en direcciones opuestas, debido al acoplamiento débil a través de la viga, es
decir, a las casi imperceptibles oscilaciones de la viga ocasionadas por el movimiento de ambos
relojes. Huygens observé también, que los "tictacs"de ambos relojes se escuchaban al unisono.



Figura 1: Dibujo original de Christiaan Huygens ilustrando su célebre experimento con dos
relojes de péndulo colocados en un soporte comun [Pikovsky et al. 2001].

Asombrado Huygens se pregunté la causa de dicho fenémeno, ya que al colocar ambos relojes
después sobre una pared (es decir, interrumpido el acoplamiento de las oscilaciones), aquél
fenémeno cesaba.

A partir de entonces, esta propiedad se viene observando (o apreciando con pronunciado
interés) en sistemas de naturaleza muy diversa; por ejemplo, en sistemas eléctricos, mecédnicos,
biolégicos, fisioldgicos, celestes, etc.

La observacion de la naturaleza nos proporciona a diario miles y miles de ejemplos de
fenémenos colectivos en donde unidades dindmicas se organizan en un estado de sincronfa. Es
suficiente con observar la luna cada noche y darse cuenta de que nuestro satélite nos muestra
siempre la misma cara, debido a que en el curso de los anos, la fuerza de gravitacién con la
Tierra se ha encargado de sincronizar sus movimientos de rotacién y revolucion.

La sincronia se emplea ampliamente en tecnologia, por ejemplo, en dispositivos eléctri-
cos, en dispositivos de radio y en mdquinas vibratorias. La sincronizacién juega un papel
importante en mecédnica celeste donde explica el “amarre” de periodos de revolucién entre
planetas y satélites. Ademads, la sincronizacién no sélo se observa en fisica, sino también en
neurobiologia donde ritmos y ciclos pueden hallar su explicacién o en la sincronfa de grupos
de neuronas, cuya operacién se considera crucial para el procesamiento de informacién en el
cerebro [Schechter 1996; Schiff et al. 1996].

Una aplicacién importante de la sincronia en medicina, son los marcapasos, los cuales,
envian pulsos eléctricos dentro de dreas especificas del corazén, dictando a los musculos de
éste, una frecuencia necesaria de contraccién (entre 60-70 por minuto).

La sincronia también se manifiesta en el comportamiento colectivo de los humanos, ya sea
voluntaria o involuntariamente; por ejemplo, en los aplausos prolongados en una audiencia,
en los gritos al unfsono de frases en apoyo o en contra de alguien y en grupos de personas
desfilando, la sincronfa menstrual en las mujeres, entre muchos otros.
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Figura 2: a) Sistemas no acoplados, por tanto no hay sincronfa. b) Sincronia debido al
acoplamiento apropiado de los sistemas.

En estos y otros numerosos escenarios, la sincronfa representa un papel fundamental, ya
que establece alguna relacién especial entre sistemas o mecanismos acoplados.

En nuestros dfas, dicha propiedad se emplea frecuentemente en tecnologia; ya sea en
dispositivos eléctricos, en dispositivos de radio, en médquinas vibratorias, etc., donde las fre-
cuencias a las cuales operan de manera independiente dichos sistemas, difieren en la mayoria
de los casos, unas de otras; a continuacién se mencionan algunos ejemplos concretos:

» Sincronizacion de generadores cudnticos de radio frecuencia (“massers”),

» Sincronizacion de osciladores exhibiendo comportamiento periddico, cuasi-periodico o
cadtico para su aplicacion en comunicaciones privadas y Sequras,

» Sincronizacion de robots manipuladores para realizar una tarea comun,
= Sincronizacion de oscilaciones eléctricas y electromagnéticas en electrénica y radio,

= Sincronizacion modal en ldseres que permite generar pulsos de luz muy potentes.

Como se menciond, la sincronizacién se puede definir como la propiedad que posee un
conjunto de sistemas de naturaleza distinta (o no), de adoptar un ritmo uniforme (comiin)
de coexistencia, a partir de sus diferentes ritmos individuales, producido generalmente por la
interaccién extremadamente “débil” entre ellos (ver figura 2).

Decimos que dos osciladores estdn sincronizados si finalmente, transcurrido el transitorio
(un lapso de tiempo largo o corto), las oscilaciones coinciden exactamente en todo tiempo, a
pesar de comenzar ambos osciladores en condiciones distintas (su plano de fase describe una
linea recta a 45 grados de pendiente, ver figura 3).
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Figura 3: Plano de fase ilustrando la sincronfa de 2 osciladores.

1.2.2. Sincronizaciéon de osciladores cadticos

Un elemento importante en este trabajo de investigacion es el caos, los nodos que con-
forman las redes, en muchos casos exhiben dindmicas caéticas. Aunque la palabra misma,
invita a pensar en desorden, desde el punto de vista cientifico, caos se refiere a un compor-
tamiento dindmico complejo, que puede modelarse por ecuaciones no lineales diferenciales
o en diferencias. El caos posee caracteristicas muy particulares, como ser extremadamente
sensible a condiciones iniciales, generar atractores “extranos”, tener al menos un exponente
de Lyapunov positivo, entre otras que se describirdn con detalle posteriormente.

Hoy en dia, los sistemas cadéticos son utilizados en distintas disciplinas de la ciencia, por
ejemplo, en meteorologia; en un intento por modelar el comportamiento de la atmdésfera
y prediccién del clima. En biologfa, destacan los estudios sobre el comportamiento de los
sistemas metabdlicos (glicdlisis), el andlisis de las enfermedades cardiacas o la actividad
cerebral. En fisica, dentro de la teoria de particulas elementales y los desplazamientos de
electrones en el dtomo, el encriptado de informacién en comunicaciones seguras, etc.

Fujisaka y Yamada en [Fujisaka y Yamada 1983] y Pecora y Carroll en [Pecora y Carroll
1990] fueron pioneros en obtener sincronia de sistemas cadticos (es decir, hacer que dos
osciladores con dindmica caética coincidan en tiempo y forma). Desde entonces, ha existido
enorme interés en las comunidades cientificas y tecnoldgicas en aprovechar esta propiedad. En
la literatura especializada en este tépico se reportan diferentes métodos para sincronizar dos
osciladores cadticos: sincronizacién por retroalimentacion del error [Chen y Dong 1993a;
1993b; Liu et al. 2002; Wu et al. 2006; Rafikov y Manoel 2008], sincronizacién utilizando



observadores de estado [Ushio 1996; Nijmeijer y Mareels 1997; Grassi y Mascolo 1999; Sira-
Ramirez y Cruz-Hernandez 2001; Cruz-Herndndez et al. 2002; Yamamoto et al. 2002; Morgiil
et al. 2003 ], sincronizacién utilizando control impulsivo [Stojanovski T. et al. 1996; Yang
y Chua 1997; Itoh et al. 1999a; 1999b; 2001; Khadra et al. 2003a; 2003b], sincronizacién
utilizando acoplamiento a modelos [Aguilar-Bustos y Cruz-Hernéndez 2002; Lépez-Mancilla y
Cruz-Herndandez 2004; 2005a; Aguilar-Bustos y Cruz-Hernandez 2006; 2008; Lépez-Mancilla
y Cruz-Herndndez 2008], sincronizacién empleando filtro extendido de Kalman [Sobiski y
Thorp 1998; Cruz-Hernéndez y Nijmeijer 1999; 2000; Cruz-Herndndez et al. 2001; Aguilar-
Bustos y Cruz-Hernandez 2006], sincronizacién empleando sistemas inversos [Feldmann et al.
1996], sincronizacién utilizando control adaptable [Fradkov y Markov 1997; Tech-Lu y Shin-
Hwa 2000; Wagg 2002; Bowong 2007], sincronizacién empleando modos deslizantes [Lépez-
Mancilla y Cruz-Hernandez 2004]. Sobre sincronizacién de caos se han escrito muchos libros
[Fradkov y Pogromsky 1998; Chen y Don 1998; Pikovsky et al. 2001; Gonzélez-Miranda 2004;
Cruz-Hernandez y Martynyuk 2010] y prestigiosas revistas han editado nimeros especiales:
On chaos synchronization and control: theory and applications, IEEE Trans. Circuits Systems
I (1997), 44(10), Syst. Contrl. Lett. 31 [1997], Control and synchronization of chaos, Int. J.
Bifurc. and Chaos [2000], 10(3-4), etc. por mencionar algunos.

Sin embargo, en la actualidad, algunas aplicaciones de especial interés cientifico, industrial
y tecnolégico, requieren extender la sincronia a miiltiples osciladores, constituyendo
redes complejas, ver por ejemplo [Blekhman et al. 1997; Wang y Chen 2002a; Wang y Chen
2002b; Wang 2002; Rodriguez-Angeles y Nijmeijer 2004; Marubia 2004; Belykh et al. 2005;
Yalcin 2005; Van den Hoven y Cruz—Herndndez 2007; Posadas-Castillo et al. 2005a; 2008b;
2008c]. En algunos casos, con el objetivo de realizar una tarea comin (sistemas cooperativos),
en la formacién de grupos de robots méviles, de agentes, etc. En otros casos, para estudiar
las caracteristicas y propiedades emergentes de estas estructuras, para aplicarse a modelos
reales (fisicos, biolégicos, sociales, etc.), que nos ayude a entender més el comportamiento y
crecimiento de este tipo de estructuras, para beneficio del hombre.

I.3. Objetivos y alcances de la tesis

Dado el enorme interés que ha despertado el estudio de las redes complejas en los tltimos
anos en muchas dreas cientificas y en tecnologfa, en particular, la sincronizacién de redes
complejas y a las muchas aplicaciones en la ingenieria; con la realizaciéon de este trabajo de
tesis doctoral, se planteé alcanzar el siguiente objetivo general.

Sincronizar redes dindmicas complejas formadas con nodos idénticos y acopla-
dos en diferentes topologias.

Los objetivos particulares que fueron abordados son los siguientes:

1. Sincronizar redes complejas, formadas con nodos generadores de atractores: caéticos,
hipercaéticos y de dimensién infinita.



2. Sincronizar redes complejas con nodos conectados en las topologfas: global, anillo y
estrella.

3. Sincronizar redes complejas con nodos conectados en topologias irregulares.
4. Sincronizar redes neuronales artificiales (CNNs).

5. Aplicar la sincronizacién de redes complejas a redes de comunicaciones seguras.

I.4. Organizacién del manuscrito

Esta memoria de tesis doctoral se organiza en ocho capitulos como sigue. En el primer
capitulo, se da una introduccién al trabajo desarrollado, mencionando los objetivos que
dieron su origen. En el capitulo dos, se presenta la teorfa empleada para sincronizar re-
des complejas, se proporcionan condiciones de acoplamiento necesarias para obtener la sin-
cronizacién de estas redes. Ademads se presentan diferentes topologias de redes tanto regulares
(global, estrella y anillo) como irregulares, ademas, condiciones de acoplamiento y caracteris-
ticas especiales de estas redes. El tercer capitulo presenta los dos osciladores cadticos
utilizados a lo largo de este trabajo doctoral: oscilador de Chua con retardo de tiempo y
redes neuronales celulares (CNNs). El cuarto capitulo presenta la sincronizaciéon de redes
complejas, aplicada al oscilador de Chua con retardo. Se presenta también un estudio de
robustez de la sincronfa frente a perturbaciones paramétricas. En el quinto capitulo se
presenta un andlisis de robustez frente a perturbaciones paramétricas para una red de dos
nodos, empleando la teorfa de Lyapunov. En el sexto capitulo se muestra la sincronfa de
redes neuronales cadticas en topologia en estrella y en vecino més cercano. En el séptimo
capitulo se muestra una aplicacion a las comunicaciones seguras. Finalmente, en el octavo
capitulo se dan las conclusiones mds importantes del trabajo doctoral y se mencionan las
posibilidades de trabajos futuros en esta direccién.



Capitulo 11

Sincronizacion de redes complejas

En este capitulo se presenta la teorfa empleada en este trabajo doctoral para sincronizar
los nodos de las redes complejas. Se describen las condiciones necesarias de acoplamiento
entre los nodos para obtener la sincronizacién de estas redes. Ademds, se presentan diferentes
arquitecturas o configuraciones de acoplamiento en las redes.

II.1. Dinamica de redes complejas

A través de todo este trabajo, consideramos redes complejas compuesta de N nodos
idénticos, acoplados linealmente a través de la primera variable de estado de cada nodo. En
estas redes dindmicas, cada nodo constituye un sistema dindmico de dimensién n, estas redes
se describen como sigue

Xz:f(XZ)—i-’U,z, 221,2,,N, (1)

donde x; = (41, iz, .., a:m)T € R" son las variables de estado del nodo 7, mientras que
u; = u;1 € R es la senal de entrada al nodo ¢, definida por

N
uﬂ:cZaijij, i:1,2,...,N, (2)
j=1

la constante ¢ > 0 representa la fuerza de acoplamiento de los nodos en las redes dindmicas
y I' € R™" es una matriz constante indicando las conexiones, que conecta a las variables de
estado de los nodos acoplados. Por simplicidad se asume que I' = diag (r1, 72,...,7,) es una
matriz diagonal con 7; = 1 para una ¢ en particular y 7; = 0 para j # i. Esto quiere decir,
que cualquier par de nodos estdan acoplados a través de su ¢ — ésima variable de estado.

La matriz A = (a;;) € R™" es la matriz de acoplamiento. Representa la configuracién
de acoplamiento de los nodos en las redes dindmicas. Si existe conexién entre el nodo i y el
nodo j, entonces la entrada a;; = 1; de otra manera, a;; = 0 para i # j. Los elementos de la
diagonal de la matriz de acoplamiento A se definen por

N N
Qi — — Z Q5 = — Z Qji, 221,2,,]\7 (3)
=1, j#i =1, j#i

Ahora, asumiendo que la red dindmica (1)-(2) estd conectada de manera que no hay nodos
aislados. Entonces, la matriz de acoplamiento A es una matriz simétrica irreducible. Se conoce
que en este caso, cero es un valor propio de la matriz de acoplamiento A, con multiplicidad
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1 y el resto de los valores propios son estrictamente negativos [Wang 2002; Wang y Chen
2002b).

La sincronizacién de los estados de los nodos de la red compleja, puede determinarse por
los valores propios diferentes de cero de la matriz de acoplamiento A. Se dice que la red
dindmica (1)-(2) sincroniza (asintéticamente), si [Wang y Chen 2002b]:

x1(t) = x5(t) = ... =xn(t), cuando t — oo. (4)

La arquitectura de acoplamiento establecida en (3) garantiza que la sincronizacién de los
estados de los nodos de la red, corresponde a una solucién s(t) € R", de un nodo aislado, es

decir satisface
s(t) = f(s(?)), (5)

donde la solucién s(t), puede ser un punto de equilibrio, una érbita periédica o un atractor
cadtico. Esto implica que, la estabilidad de la sincronizacién de los estados de los nodos, es
decir

Xl(t> = Xg(t) = ... = XN(t) = S(t), (6)
de la red dindmica (1)-(2) esta determinada por la dindmica de un nodo aislado, de la funcién

no lineal f y de su solucién s(t), de la fuerza de acoplamiento ¢, de la matriz de conexiones
I’ y de la matriz de acoplamiento A.

I1.1.1. Condiciones de sincronizacién
Teorema 1 [Wang 2002; Wang y Chen 2002b] Considere la red dindmica (1)-(2). Sean
O:)\1>)\22)\322)\N (7)

los valores propios de la matriz de acoplamiento A. Suponiendo que existe una matriz diagonal
(de dimension n x n ) D > 0y dos constantes d < 0 y T > 0, tales que

[Df(s(t)) +dl" D + D [Df(s(t)) + dl] < —71, (8)
para todo d < d, donde I, € R™" es la matriz identidad. Si ademds, se cumple que
C/\2 S Zl, (9)

entonces, la sincronizacion de los estados de los nodos como esta expresado en (6) de la red
dindmica (1)-(2), es exponencialmente estable.

Ya que Ay < 0y d < 0, la desigualdad (9) es equivalente a

d

c> |—
A2

. (10)

Esta condicién dice, que dado que |A2| puede ser muy grande, implica que la red dindmica (1)-
(2) pueda sincronizar con un valor de acoplamiento pequeno c. Asf que, la sincronizacién de
la red dindmica (1)-(2) con respecto a una configuracién particular de acoplamiento (regular
o irregular) se puede determinar por el segundo valor propio més grande de la matriz de
acoplamiento A.
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I1.2. Topologia de redes complejas

En este trabajo de tesis, nos referiremos a la configuracién de acoplamiento de las redes, a
la forma en que estan conectados los nodos que conforman las redes. Podemos considerar que
existen dos grupos principales dentro de las redes dindmicas complejas (acorde a la forma en
que sus nodos estan acoplados o conectados):

i) redes complejas regulares, las cuales, siguen un patrén definido en la forma en que sus
nodos estdan conectados, por ejemplo: redes con acoplamiento global entre sus nodos, redes
con nodos acoplados en anillo y redes con nodos acoplados en estrella [Wang 2002] y

ii) redes complejas irrequlares, sin un patrén definido en la forma en que son conectados
sus nodos, ejemplo de éstas son las llamadas redes del mundo pequeno, redes aleatorias, redes
de libre escala, etc. [Wang y Chen 2002b].

I1.2.1. Preliminares

Sea G = (V,E) un grafo, que consiste de N = |V| nodos, con V=V(G) =
{v1,v9,...,vx} el conjunto de nodos y M = |E| conexiones entre nodos, donde E = E(G) =
{e1,ea,...,ep} representa el conjunto de conexiones.

Existen dos matrices principales de interés asociadas a un grafo G:

1. Matriz de adyacencia A(G): matriz de orden N x N, en la cual, los elementos a;; estdn
dados por

- 1, si (i,7) € E(G)
“ 1 0, de otra forma

donde (7, j) € E(G) significa que el nodo i esté conectado con el nodo j. Para un grafo
simple sin auto conexiones, la matriz de adyacencia debe tener ceros en la diagonal
principal.

2. Matriz de grado D(G): ésta es una matriz diagonal de orden N x N, los elementos de
esta matriz d;; estdn dados por

doi — di, sii = j
Y1 0, de otra forma

donde d; es el grado del nodo i y dado que en esta configuracién de acoplamiento cada
nodo 7 estd conectado sin un patrén definido, entonces tenemos que d; es la suma de
los elementos de la fila i de la matriz de adyacencia A(G).

La matriz laplaciana de un grafo L(G) con N nodos, es una matriz de orden N x N,
y puede calculase como L(G) = D(G) — A(G), con elementos /;; determinados como

17 st (Z,]) S E(G>7
lij — dia sfi = ja
0, de otra forma.
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Finalmente, la matriz de acoplamiento de la red (1)-(2) es:

A.(G)= —L(G). (11)

I1.2.2. Redes con acoplamiento regular

Las redes regulares tienen configuraciones de acoplamiento con forma bien definida, cuyas
propiedades estdn bien establecidas. Las configuraciones de acoplamiento regulares comin-
mente estudiadas son: redes con acoplamiento global, redes acopladas en anillo y redes
acopladas en estrella [Wang 2002].

Redes con acoplamiento global

En esta configuracién todos los nodos estén conectados con los demds nodos. Todos los
nodos estan conectados a la misma cantidad de nodos (/N — 1), por lo que la matriz de grado
es dada por

N—-1 0 0o --- 0
0O N-10 --- 0
D(G): . .‘. . . . ,
0 0 0 0
|0 0 0.+ N—-1
la matriz de adyacencia es de la forma
(001 1 -+ 1]
10 1 -1
A(G): : Lo el
11 1 -1
11 1 -0
Entonces la matriz laplaciana es de la forma
(N-1 0 0 -~ 0 | [o1 1 - 1]
0 N—-10 --- 0 10 1 -1
LG) =] KPR VU VR I Y :
0 0 0 --- 0 11 1
0 0 0. N—-1 11 1
Y la matriz de acoplamiento global A,.(G) es de la forma
[1-N 1 1 - 1 ]
1 1-N 1 1
A90<G) =-L(G) = : :
1 1 1 1
1 1 1 1-N |
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Figura 4: Red de 5 nodos con acoplamiento global.

La matriz A,.(G) tiene un valor propio en 0 y los demds en —N. El segundo valor propio
mds grande de esta matriz es A\yy. = —N, por lo que podemos decir, que esta red siempre
sincroniza sin importar la cantidad de nodos que formen la red.

Para una red global de 5 nodos la matriz de acoplamiento se expresa como,

411 1 1
141 1 1

A G =|11-41 1],
1 11 41
(111 1 4|

en la figura 4 podemos ver la representacion grafica de esta red global de 5 nodos.
Los valores propios de la matriz de acoplamiento para esta configuracién son: A\; = Ay =
A3 = Ay = A5 = =5, por lo que el segundo valor propio mayor es Agy. = —5.

Redes con acoplamiento en anillo

Una red dindmica con acoplamiento en anillo, con una condicién de acotamiento periédica,
consiste de N nodos acoplados en anillo y cada nodo ¢ es adyacente a los nodos vecinos 2+ 1,
i+ 2,14+ K/2 con K un nimero par. En la figura 5 podemos ver una red en anillo con
N =16 y K = 4. Todos los nodos de la red tienen el mismo grado, que es igual a K = 4.

La matriz laplaciana se calcula de la misma manera que la red con acoplamiento global

L(G) =D(G) — A(G) y para una K = 2 tenemos

20 0 0 01 0 1 [ 2 -1 0 -1
0 2 0 0 10 1 -0 4 2 —-1-- 0
LG)= |1 . -
00 0--- 0 0 0 1 1 0 0 —1 -~ —1
00 0-- 2 10 0 0 -1 0 0 2
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y la matriz de acoplamiento,

[ —2 1 0 1
1 -2 -1 0
An(G)=| &+ 0 e :
0 0 1 1
1 0 0 )

Figura 5: Red con acoplamiento en anillo con N = 16 y K = 4 [Watts y Strogatz 1998].

El segundo valor propio mayor de la matriz de acoplamiento A,,. puede encontrase por

K
5 .
Aope = —4 Z sen 2 (%) ) (12)
7=1
Para un valor fijo de K, \g,. disminuye a cero cuando N tiende a infinito,
lim (Agpe) =0, (13)

N—oo

de lo que podemos deducir que una red con esta configuracién no sincroniza para valores

grandes de V.
Para una red de 5 nodos y con K = 2, la matriz de acoplamiento se expresa por

(2 1 0 0 1
1 -2 -1 0 0
A(G)=]0 1 —2 1 0
0 0 1 —2 1
10 0 1 2|
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Figura 6: Red en configuracién de anillo con N =5y K = 2.

en la figura 6 podemos ver una representacién grafica de esta red. El segundo valor propio
mayor de esta configuracion se calcula con la ecuacién (12):

2
Aone = —4§:sen2 (%) = —1.382.
j=1

Redes con acoplamiento en estrella

Otro tipo de red regular es la que tiene el acoplamiento de sus nodos en estrella. Una red
dindmica con acoplamiento en estrella consiste en acoplar un sélo nodo (llamado comuin o
central) de la red compleja con los restantes N — 1 nodos.

La matriz laplaciana para esta red se calcula con la misma expresion L(G) = D(G)-
A(G), donde D(G) es la matriz de grado y A(G) es el matriz de adyacencia, entonces la
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matriz laplaciana queda dada por

N-10 0 --- 0] Jo 1 1 .- 1]
0 1 0 --- 0 1 0 0 - 0
0 0 0 0 1 00 0

0 0 0 1| |10 0 0

[ N—-1 -1 -1 —1 ]

-1 1 0 0
_1 O 0 0
-1 0 0 -+ 1 |

y la matriz de acoplamiento para estas redes se expresa por

[(1-N 1 1 -~ 1
1 -1 0-- 0
1 0O 0 -+ 0
1 o 0 - -1
Los valores propios de la matriz de acoplamiento Ay (G), son {0,—N,—1,... ,—1}, el
segundo valor propio mayor es \og; = —1.

Puede observarse que el valor del segundo valor propio mayor Aqg, no depende del tamano,
es decir, del mimero de nodos de la red, podemos decir, que esta configuraciéon puede sin-
cronizar sin importar el mimero de nodos.

Para una red de 5 nodos acoplados en estrella la matriz de acoplamiento es

-4 1 1 1 1

1 -1 0 0 O

Ay(G)=|1 0 -1 0 O

1 0 0 -1 0

1 0 0 0 —1
en la figura 7 podemos ver una representacion gréfica de esta red con 5 nodos y nodo central
1. Los valores propios para esta configuracién son: Ay =0, Ay = =5, A3 = \y = A5 = —1, el

segundo valor propio mayor es Aggt = —1.

I1.2.3. Redes con acoplamiento irregular

Topologia de redes sin nodo aislado o maestro

En una red con acoplamiento irregular la matriz laplaciana no tiene una forma definida,
por lo que sus propiedades son diferentes para cada configuracién de acoplamiento. En la
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Figura 7: Grafo G para una red de 5 nodos con acoplamiento en estrella y cuyo nodo central
es el nodo 1.

Figura 8: Red con topologifa irregular con N = 5 nodos.

19



figura 8 podemos ver una red de 5 nodos con configuracién de acoplamiento irregular. La
matriz de adyacencia de esta red es

01 111
1 0010
AG)=[1 00 11
1 1100
| 1.0 1 0 0 |
y la matriz de grado, i i
4 0 000
02000
DG)=[0 0 3 00
00030
|00 0 0 2
La matriz laplaciana es obtenida por
(4 0000] [O1 11 1]
02000 100 10
L(G)=D(G) - A(G) = 003 0O0—-[100T1171
00030 11100
|00 0 0 2 | 1.0 1 0 0
[ 4 -1 -1 -1 -1
-1 2 0 -1 0
= -1 0 3 -1 —-1]/,
-1 -1 -1 3 0
| -1 0 -1 0 2
la matriz de acoplamiento para esta red es
-4 1 1 1 1
1 -2 0 -1 0
A(G) = 1 0 -3 1 1
1 1 1 =3 0
1 0 1 0 -2
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son: A\; = 0, Ay = —1.5858, A\3 = —3,
Ay = —4, A5 = —b, entonces el segundo valor propio mayor es Ao = —1.5858.

Topologia de redes con nodo aislado o maestro

Una red compleja con una configuracién de acoplamiento irregular con un nodo maestro,
tiene un nodo aislado, que no recibe influencia o informacién del resto de los nodos de la red, es
decir, solo tiene senales de salida pero no entrada, el cual, en caso de alcanzar sincronizacion,
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Figura 9: Red con topologia irregular con N = 5, en la cual, el nodo 1 se considerada aislado
0 maestro.

impone su dindmica, por compleja que esta sea (punto fijo, periddica, caética, hipercaética,
etc.), al resto de los nodos que conforman la red. Para este caso, la matriz laplaciana no toma
una forma definida (al igual que el caso del acoplamiento irregular sin nodo aislado) y por
tanto, sus propiedades son diferentes para cada configuraciéon de acoplamiento.

En la figura 9 se muestra una red de 5 nodos con acoplamiento irregular, en la cual, el
nodo 1 corresponde al nodo aislado o maestro. La matriz laplaciana para esta configuracion
de acoplamiento se calcula como sigue:

[0 0 0 0 0] [0 0 00 0]
02000 10010
L(G)=D(G) - A(G) = 003 00|—-—100T11
00030 11100
|00 0 0 2 | 1.0 10 0
0 0 0 0 0
-1 2 0 -1 0
= -1 0 3 -1 -1/,
-1 -1 -1 3 0
| -1 0 -1 0 2
finalmente, la matriz de acoplamiento es
0o 0 0 0 O
1 -2 0 1 0
AG=|1 0 -3 1 1
11 1 =3 0
1 0 1 0 -2
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son: \; = 0, Ay = —1, A3 = —1.58,
A = —3, \s = —4.41, de donde podemos ver que el segundo valor propio mayor es Ay = —1.
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Redes de mundo pequeno

Un grafo G es una representacion grafica de un sistema complejo, con el fin de compren-
der las caracteristicas y comportamiento de este sistema. Los grafos aleatorios surgieron en
un intento de hacer una representacién més exacta de los sistemas reales. Aunque por simple
intuicién se puede ver claramente que muchas redes complejas reales no son ni totalmente
regulares ni completamente aleatorias. En 1998, Watts y Strogatz en un esfuerzo por de-
scribir la transicién entre un grafo regular y un grafo aleatorio presentaron el concepto de
redes del mundo pequeno [Watts y Strogatz 1998]. Es notable que el fenémeno de mundo
pequeno sea més comun de lo que se piensa. Una experiencia interesante es que dos personas
desconocidas tienen muchas veces amigos en comun sin saberlo. Ciertamente, todos nosotros
nos conectamos a través de cadenas sociales (redes sociales). La manifestacion mas popular
de lo que llamamos efecto de un mundo pequeno, es lo que conocemos por el concepto de
“seis grados de separacién”, concepto descubierto por el psicélogo Milgram [Milgram 1967].
El concluyd, a través de un sencillo experimento, que seis fue el niimero promedio de rela-
ciones de la mayorfa de pares de pobladores dentro de Estados Unidos. Después concluyé que
una separacion similar caracteriza la relacién de dos pobladores dentro del planeta.

Una caracteristica comin de las gréficas aleatorias y de los modelos del mundo pequeno,
es la distribucion de la conectividad de las redes en un valor promedio y un decaimiento expo-
nencial. Tales redes son llamadas “redes exponenciales”. Una red exponencial es homogénea
por naturaleza, cada nodo tiene aproximadamente el mismo niimero de conexiones.

En la figura 10 podemos ver dos formas de construir una red de mundo pequeno. A
continuacién se muestra como construir el modelo original Watts y Strogatz (figura 10a).

= Se parte de una red en configuracién de vecino més cercano, la cual, consiste de N nodos
conectados en anillo y cada nodo 7 es adyacente a sus nodos vecinos ¢ = 1, i £ 2, ...,
1 £ K2 con K par. Para tener una red esparcida pero conectada todo el tiempo, se
considera en general N > K > In(N) > 1.

= Se recablean los nodos aleatoriamente con probabilidad p. Esto quiere decir, que se toma
un final de cada conexién y se conecta a otro nodo escogido aleatoriamente de la red,
con la limitante de que no puede haber mds de dos conexiones entre dos nodos de la red
y que ningin nodo de la red debe conectarse con él mismo. Este proceso repetidamente
introduce p/N K /2 conexiones de rango largo, las cuales, conectan nodos que de otra
manera nuca serian vecinos. Entonces variando la probabilidad p, se tiene una transicién
entre el orden (es decir p = 0) y completamente aleatorio (es decir p = 1).

El modelo de Watts y Strogatz tiene el problema de que en su construccién pueden
quedar bloques de nodos aislados por lo que Newman y Watts [1999a; 1999b] propusieron
una variante, la cual, es conocida como el modelo NW de mundo pequeno. La construccion del
modelo NW es muy parecida a la del modelo SW, establece conexiones de manera aleatoria
entre los nodos de la red pero sin romper las conexiones existentes, ver figura 10b. Este modelo
NW con p = 0 se reduce a la red de vecino mds cercano original y con p = 1 tendremos una
red con acoplamiento global.
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Reconexion de enlaces

b)

Adicién de enlaces

Figura 10: Dos formas de construccién de una red de mundo pequenio [Watts y Strogatz
1998].
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b)

Figura 11: (a) Red aleatoria, (b) red de libre escala.

Redes de libre escala

Otro descubrimiento reciente en el campo de las redes complejas, es la observaciéon de
un gran nimero de redes de libre escala (internet, www, redes metabdlicas, etc.), éstas no
son homogéneas por naturaleza, es decir, pocos nodos tienen muchas conexiones y muchos
nodos tienen pocas conexiones. Las redes de libre escala se caracterizan por tener pocos nodos
altamente enlazados, que actian como centros que conectan muchos de los otros nodos a la
red, este tipo de redes siguen una distribucién de ley de potencia [Barabdsi y Albert 1999;
Barabdsi et al. 1999]. Una ilustracién de la diferencia entre una red de libre escala y una red
aleatoria se muestra en la figura 11.

Barabdsi y Albert [1999] propusieron un nuevo modelo de red, llamado modelo BA de
libre escala. Ellos argumentan que los otros modelos fallan en tomar en cuenta dos impor-
tantes atributos de las redes reales. En primer lugar, la mayorfa de las redes reales estan en
crecimiento mediante la adiciéon de nuevos nodos, por ejemplo, la red de pdginas en internet
(www) estd en continuo crecimiento al crearse nuevas paginas web. En segundo lugar, los dos
modelos anteriores establecen una probabilidad uniforme al crear nuevas conexiones, lo cual
no es realista. En la red de pédginas en internet, por ejemplo, las pdginas con més conexiones
tienen mds probabilidad de obtener mds conexiones, este es el fenémeno llamado "el rico se
hace mds rico". El algoritmo para el modelo BA de libre escala se ilustra en la figura 12 y se
describe a continuacién [Hayes 2000].

» Crecimiento: Empezando con un nimero pequeno de nodos (my), en cada paso de
tiempo, un nuevo nodo se agrega a la red y se conecta a m < mg nodos ya existentes.

» Conezxion preferencial: Al elegir los nodos a los cuales el nuevo nodo se conectard, se
supone que la probabilidad II; de que el nuevo nodo se conecte al nodo ¢ depende del
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grado k; del nodo 7, de tal manera que

ki
J

Después de t pasos, este algoritmo genera una red compleja con N =t 4+ mg nodos y mt
conexiones.

I1.3. Conclusiones

En este capitulo se reporté de manera simplificada, la teoria empleada en este trabajo
de tesis para sincronizar redes complejas en diferentes topologias. Las redes complejas que
se consideran en este trabajo, estdn compuestas por N nodos idénticos, linealmente acopla-
dos a través de la primer variable de estado de cada nodo. Se mencionaron las condiciones
necesarias para determinar la constante de acoplamiento ¢ que asegure la sincronfa de la red.
La sincronizacién de una red compleja independientemente de su configuracion (regular o
irregular) se determina a partir del segundo valor propio mas grande (A\y) de la matriz de
acoplamiento A(QG).

También se mostraron las diferentes topologias de acoplamiento més comunes en las redes
complejas. Las redes complejas se pueden clasificar en dos categorfas segtin su configuracion
de acoplamiento, redes irregulares y redes regulares (global, anillo y estrella). Una red con
acoplamiento global, tiene una matriz de acoplamiento siempre con un valor propio en 0 y los
restantes en - N. Entonces el segundo valor propio mayor de la matriz de acoplamiento A .(G)

siempre serd g, = —/N. Entonces podemos ver que disminuye a —oo cuando N — oo
lim (Agge) = —00.
N—oo

Esto quiere decir que la sincronizaciéon no depende del nimero de nodos de la red. Para
una red con acoplamiento en anillo, se mostré que para un valor fijo de K el segundo valor
propio mayor (Ag,.) de la matriz de acoplamiento A,,.(G) converge a 0 cuando N — oc. De
esto se puede deducir que, sf se incrementa arbitrariamente el nimero de nodos de la red
se puede perder la sincronfa de la misma. Se mostré que para una red en configuraciéon en
estrella los valores propios de la matriz de acoplamiento Ay(G) son {0, —N,—1,- - —1},
por lo que el segundo valor propio mayor es Aoy = —1. De lo anterior, podemos observar
que el valor de Ay5; no depende del nimero de nodos de la red, por lo que esta red sin-
cronizard independientemente del nimero de nodos de la red compleja. Una red compleja
con acoplamiento irregular tienen una matriz de acoplamiento sin una forma definida, por
lo tanto, sus propiedades cambian para cada configuracién en particular. Si sincroniza o no
dependerd del segundo valor propio (A) de su matriz de acoplamiento particular A(G).



Figura 12: Evolucién del modelo Barabasi-Albert de libre escala con my = 3, m = 2 ([Hayes
2000]).
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Capitulo I1I

Nodos: oscilador de Chua con retardo
de tiempo y red neuronal celular

(CNN)

En este capitulo, se presentardn los sistemas dindamicos que se utilizan como nodos para
la construccién de redes en diferentes topologias y su posterior sincronizacién, que se abor-
dard en los siguientes capitulos. Primero describimos el oscilador de Chua con retardo de
tiempo, el cual, es un oscilador hipercaético y de dimension infinita, después se veran las re-
des neuronales celulares (CNNs). Se mostrara a través de simulaciones numéricas empleando
Matlab, la generacién de atractores cadticos para determinados intervalos de los pardmetros
de bifurcacion.

III.1. Oscilador de Chua con retardo de tiempo

El oscilador de Chua con retardo de tiempo se muestra en la figura 13. Este circuito es una
variacién del oscilador de Chua, al cudl, se le agregé una retroalimentacién con retardo de
tiempo. Con esta modificacién el oscilador de Chua con retardo de tiempo presenta muiiltiples
exponentes de Liyapunov positivos y por tanto, genera dindmicas hipercadticas.

Se realizaron simulaciones numéricas con el oscilador de Chua con retardo de tiempo, las
ecuaciones normalizadas de este oscilador se muestran a continuacién [Cruz-Herndndez 2004;
Wang et al. 2001]:

T o —x1 + x2 — f(1))
o | = | 1 — 22+ 23 (14
T3 —Bxy —yx3 — Pesen(oxy (t — 7))

con funcién no lineal dada por

f(l'1>:bl‘1+%(a—b) (|ZL’1+1|—‘ZL‘1—1|) (15)

Los valores de los pardametros utilizados para las simulaciones numéricas son: a = 10,
£ =19.53, v = 0.1636, a = —1.4325, b = 0.7831, 0 = 0.5, ¢ = 0.2 y 7 = 0.001. En la figura
14 se muestran los atractores hipercaéticos generados por el oscilador de Chua con retardo
de tiempo (14)-(15).
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Figura 13: Circuito electrénico del oscilador de Chua con retardo de tiempo [Cruz-Herndndez
2004].

Figura 14: Atractores hipercadticos generados por el oscilador de Chua con retardo.
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Figura 15: Red neuronal celular con radio de vecindad r = 1; la célula gris tiene 9 vecinos
(las 8 células negras y ella misma).

IT1.2. Red neuronal celular (CNN) caética

Las redes complejas se encuentran en una gran cantidad de sistemas naturales y artifi-
ciales. En los sistemas biolégicos se tienen, colonias de insectos, las cadenas tréficas (predador
y presa), las neuronas del cerebro, etc. Ejemplos de redes artificiales son la internet, la red
de péginas web (www), la red de transmisién eléctrica, redes sociales, redes de osciladores
cadticos, etc. Un caso especial son las redes neuronales artificiales, modelos matemaéticos que
intentan emular el comportamiento del cerebro humano. Hay muchos tipos de redes neu-
ronales artificiales, entre ellas estén las redes neuronales celulares (CNNs por sus siglas en
inglés), la CNN es un sistema no lineal definido por un acoplamiento entre sistemas dindmi-
cos idénticos llamados células [Chua y Yang 1988]. Las CNNs tienen muchas aplicaciones
en procesamiento de imdgenes, video, robdtica, vision biolégica, etc. [Werblin et al. 1994].
Adem3s, las CNNs pueden bajo ciertas condiciones de trabajo, mostrar un conjunto grande
de dindmicas extremadamente complejas (caos e hipercaos). Cuando esto iltimo ocurre, se
dice que es una red neuronal cadtica e hipercadtica, respectivamente. En el contexto de las
CNNs, hablaremos de células refiriéndonos a los nodos que conforman las redes complejas.

Una CNN es un arreglo espacial de células acopladas, cada célula es un sistema dindmico,
con una entrada y estados evolucionando acorde a sus leyes dindmicas [Chua 1998]. La ar-
quitectura de una CNN en dos dimensiones, tiene matemadticamente en cada célula Cj;, una
ubicacién espacial (i, j), constituye un sistema dindmico, en el cual, los estados evolucionan
acorde a algunas ecuaciones de estado prescritas. Sus dindmicas son acopladas sélo entre
vecinos que se encuentren dentro de una esfera de influencia N (7, j) centrada en (4, j) (ver
figura 15).
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Entrada
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Xij Yii

>
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Figura 16: Célula aislada: entrada wu;;, umbral z;;, estados x;; € R” y salida y;; para una
CNN en dos dimensiones.

Las variables para una célula son: la entrada u;;(t) € R", el umbral z;;(t) € R?, los estados
z;;(t) € R* y la salida y;;(t) € RY (ver figura 16). Una CNN se dice que estd aislada, si ésta
no estéd acoplada o conectada con otras células, es decir u;; (t) = 0.

En este trabajo doctoral, asumiremos que las células aisladas C;; son idénticas y por sim-
plicidad, consideraremos que z;;(t) es una constante. Ademds, asumimos que para cualquier
z;j(to) en t = ty, cualquier umbral z;;(t) y cualquier entrada u;;(t), los estados de cada célula
aislada Cj; evolucionan parat > ¢, como un conjunto no auténomo de ecuaciones diferenciales
ordinarias como sigue:

By = —wg()+ Y Aywcye()+ Y By ua(t) + 21, (16)

kIeN(i,j) kIEN (i,9)
vii = gij(Tij)

donde los indices k y [ representan una célula que pertenece a la vecindad N(i, j) de la célula
en la posicién (i, 7). g;;(-) es una funcién acotada por arriba y por abajo. El conjunto de
matrices y el umbral (A, B y z), que contienen los pesos de la red neuronal, se llama la
plantilla clonadora y define el comportamiento de la red.

En este trabajo doctoral se utilizard la siguiente versién simplificada de la ecuacién (16):

d!L‘i 1 i
Oi% = —E%’ + ; Tijv; + I, (17)

v, = g('rz)v i:172737
donde T = (T};) es una matriz de 3 x 3 llamada matriz de pesos o conexién que describe
la fuerza de las conexiones entre neuronas. En [Yang y Li 2006] se muestra que bajo ciertas

condiciones el modelo (17) exhibe comportamiento cadtico. Se utilizard el siguiente modelo
matematico simplificado de (17) para la construccién de las redes complejas [Yang y Li 2006]:
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x = —x + T'tanh (x), (18)
donde x € R" es el vector de estados, tanh (x) = (tanh (z1), tanh (z5), tanh (z3))" y

Tll T12 T13
T=| Tou Too Tos |. (19)
T31 T32 T33

Los valores de la matriz de pesos (19) son: 113 = 1.49, T1o =2, Ty3 =1, Toy = =2, Tos = 1.7,
Tos =0, 131 = 4, T3o = —4 y T33 = 2. El modelo simplificado de CNN en 3D definido por
(18)-(19) genera un atractor cadtico. En la figura 17 se muestra el atractor caético generado
por la CNN en 3D, estd proyectado en el espacio (1,2, z3), cuando se usan las siguientes
condiciones iniciales z1(0) = 0.14, z2(0) = —0.5 y z3(0) = 0.1.

rb

Figura 17: Atractor cadtico de la CNN en 3D proyectado en el espacio (xy, T2, 23).

I11.3. Conclusiones

En este capitulo, se describieron los modelos matemaéticos: oscilador de Chua con retardo
de tiempo y red neuronal celular (CNN), que serdn considerados como nodos hipercaético y
cadtico, respectivamente; para construir las redes en diferentes topologias de acoplamiento y
su posterior sincronizacién y aplicacién a las comunicaciones seguras en diferentes redes.



Capitulo IV

Sincronizacion de redes en diferentes
topologias con perturbaciones
paramétricas

En este capitulo, se presenta la sincronizaciéon de un conjunto de osciladores de Chua
con retardo de tiempo (14)-(15), actuando como nodos y operando en régimen hipercaético.
Se consideran redes complejas con osciladores de Chua con retardo de tiempo, los cuales,
seréan acoplados a través de la primer variable de estado de cada nodo. Se ilustran redes de
osciladores de Chua con retardo de tiempo en diferentes arquitecturas de acoplamiento, como
son: global, anillo y estrella. Ademds, se presenta un estudio numérico de robustez de estas
configuraciones frente a perturbaciones paramétricas.

IV.1. Analisis numérico de robustez frente a perturba-
ciones paramétricas

En esta seccion se presenta un andlisis numérico de la robustez de la sincronfa de redes
frente a perturbaciones paramétricas. Este anilisis se realizard para diferentes topologias:
global, anillo, anillo abierto o cadena, estrella e irregular. Utilizado al oscilador de Chua con
retardo de tiempo (14)-(15) como nodo fundamental de la red, utilizando la ecuacién de la
red dindmica vista en el capitulo 2, (1)-(2), las ecuaciones de la red quedan de la siguiente
manera:

: 5
Ti1 (I(—ZL“il + ZTjo — f(ZL'ﬂ)) C Z aijI‘xj
Tip | = | T — T2 + T3 +1 7 0 (20)
Tis — Bz — yri3 — Pesen(oxy (t— 7)) 0
con .
f @) = bz + 5 (a = b) (joi + 1| = |za — 1))
Utilizando el teorema 1 de sincronizacién, encontramos que con d = —20 el origen es
un punto de equilibrio asintéticamente estable de un nodo aislado (14)-(15). Entonces para
sincronizar la red se debe de cumplir la condicién ¢ > /\% , en la figura 18 se muestra el

estado x; con d = —20. Entonces la constante de acoplamiento debe cumplir la siguiente
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Figura 18: Estado x; del oscilador de Chua con retardo de tiempo (nodo aislado), con d =
—20.

desigualdad,

IV.1.1. Red con acoplamiento global

Se realizaron simulaciones numéricas de una red de 5 nodos (14)-(15) con acoplamiento
global. La matriz de acoplamiento para esta red es

—4 1

W

— = =

Agc(G) =

—_ = = =

1
1 -4 1
114
1 11 —4
1 1 1 14

el segundo valor propio mayor de esta matriz de acoplamiento es Ayy. = —5, entonces, la
constante de acoplamiento c, se obtiene de la siguiente manera

20

c> |—
A2

=4

Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento, quedan de la
siguiente manera. Para el primer nodo Nj:
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flznn) =

U11

Uy =

in (=211 + 712 — f(r11)) +un
Nl T12 = 11 — T12 + T13
T3 —Bx19 — Y13 — Pessen(oxyy (t — 7))

1
bl’ll + 5(& — b) <|l’11 + ].l — |l’11 — ]_l) s

= c(anxi1 + a19T21 + a13731 + 01441 + A15T51),

c(—4x1y + xo1 + 31 + Ta1 + T51),

para el segundo nodo Ns:

f(za1)

U1
U1

#21 a(—r21 + 22 — f(721)) + Uz
Ny To2 | = To] — X2z + To3
T3 — P99 — Y3 — fesen(owyy (t — 7))

1
bxay + §(CL —b) (Jxor + 1| = |z21 — 1]),

= c(ag1m11 + a22T21 + A23T31 + A24Ta1 + A25T51),

c(x1y — 4oy + 31 + T41 + T51),

las ecuaciones del tercer nodo Ns:

f(z31)

Us1

U3z

el cuarto nodo Ny:

f(za)

U471

U471

%31 a—x31 + w32 — f(231)) + Uz
N3 T3z | = T31 — T3z + X33
T33 —Px39 — yw33 — Pesen(owsy (t — 7))

1
bl‘gl + 5(& — b) (|.’1331 + 1| — |.’1331 — 1|),

= c(as1m11 + asaTo1 + a33T31 + A34T41 + A35T51),

c(x11 + xo1 — 4xs1 + 41 + T51),

T o(—2a + a2 — f(2a)) + tar
Ny Ta2 | = T4 — Ta2 + Ty3
Tys —Bx49 — Y43 — Pesen(oxyy (t — 7))

1
by + 5(@ —b) (|zar + 1] = |24 — 1),

= c(anT11 + Qe2T21 + Q43T31 + A4a%a1 + Aa5T51),

= c(x11 + To1 + 31 — 4Ty + T51),
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Figura 19: Diagramas de fase de los estados z;; de los nodos de la red global de 5 nodos. Tam-
bién se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado
en el plano (11, T12).

por tltimo, para el quinto nodo Ns:

#51 a(—xs51 + w52 — f(251)) + us1
Ns Tsz | = Ts1 — T2 + Ts3 , (29)
Ts3 — P59 — Y53 — Pfesen(owsy (t — 7))

1
f(xs1) = bws + 5(@ —b) (|lzs1 + 1] = |z51 — 1),

us1 = c(as111 + asaT21 + A53T31 + A5aTa1 + A55T51),
usy = (a1 + T + 31 + T4 — 4x51). (30)

En la figura 19 se muestran los diagramas de fase entre los estados x;; de los 5 nodos,
también se muestra la proyeccién del atractor hipercadtico en el plano (11, x12). La constante
de acoplamiento que se utilizé para esta simulacién es ¢ = 10, podemos ver que la red esta
sincronizada en el primer estado de todos los nodos de la red.

A continuacién variamos uno de los pardmetros en uno de los nodos, para ver el com-
portamiento dindmico de la sincronia de la red. Primero se modificé el pardmetro ¢, el cual,
normalmente es ¢ = 0.2. Se creé un vector

€ = (&1,€2,€3,€4,65),
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para representar al pardmetro € de cada nodo en la red, es decir, €1, 3, . .., €5 corresponde al
valor del pardametro para los nodos Ny, Ns, ..., N5 de la red, respectivamente.
De esta manera, se modificé el pardametro € del nodo N; como sigue

e =(0.21,0.2,0.2,0.2,0.2),

los resultados se muestran en las figuras 20, 21, 22 y 23. En las figuras anteriores podemos

ver que el nodo Ni, al que se modificé el valor del pardmetro ¢, es el 1inico nodo que perdié
sincronfa en la red.

¥21
o

NN

141
o=

%51
o
o

1040 i Fi =] ] -0 i 10
*21 *31 !

=
e

Figura 20: Diagramas de fase de la red global de 5 nodos con €; = 0.21. También se muestra el
atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, £12).

Se realizaron simulaciones modificando el pardmetro ¢ en los demdas nodos, uno por uno,
pero como en esta configuracién de acoplamiento global el comportamiento de que sélo los
estados del nodo perturbado son los que pierden sincronfa se repite en todos los nodos,
se omitirdn las gréaficas correspondientes. También se realizaron simulaciones modificando
los pardmetros o y 7 en cada uno de los nodos de la red, pero como los resultados fueron
cualitativamente similares al caso anterior, es decir, sélo pierde sincronfa el nodo perturbado,
se omitirdn las graficas correspondientes.

Conclusiones

En esta configuracién de acoplamiento global, sélo pierden sincronfa los estados del no-
do perturbado, por lo que se puede decir, que la red no pierde sincronfa y por tanto, la
configuracion de acoplamiento global es robusta frente a variaciones en los pardmetros.
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Figura 21: Gréficas de los errores de los primeros estados de los nodos con £; = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (z11, Z12).
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Figura 22: Gréfica de los errores de sincronfa entre los segundos estados de los nodos, con
g1 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 23: Grafica de los errores de sincronia entre los terceros estados de los nodos, con
g1 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 24: Red de 5 nodos en configuracién en anillo.

IV.1.2. Red con acoplamiento en anillo
Red sin nodo aislado o maestro

En esta seccién, mostraremos la simulaciéon numérica de una red con acoplamiento en
anillo sin nodo aislado o maestro, empleando como nodos cadticos al oscilador de Chua con
retardo de tiempo (14)-(15). En la figura 24 se puede ver la topologia de esta red.

La matriz de acoplamiento para una red en anillo de 5 nodos con K = 2 es la siguiente

2 1 0 0 1
1 =2 1.0 0

A.(G)=10 1 -2 1 0 |,
0 0 1 -2 1
1 0 0 1 -2

el segundo valor propio de esta matriz de acoplamiento es

2
Aone = —4§:sen2 (%) = —1.382.
j=1

La constante de acoplamiento es entonces

c>

= 14.4371,

2nc

sin embargo para las simulaciones se seleccioné ¢ = 15.

Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento en anillo son las
mismas que en (21)-(29), lo unico que cambia en esta configuracién de red es la configuracién
de las entradas de acoplamiento u;; = g(x;15¢), con i = 1,2,...,5. La configuracién de las
entradas de acoplamiento es como sigue:
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U1
U21
Us1
Ug1

Us1

c(—2x11 + 221 + ¥51),
(211 — 2w + @31),
c(xo1 — 231 + T41),
(731 — 2w41 + 251),
( )

clr11 +Tq1 — 2%51 .

c

Cc

En la figura 25 se muestran los diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de
la red. En esta figura se puede ver que la red sincroniza, aunque como se muestra en (13),
conforme aumenta el nimero de nodos esta red pierde sincronia, ya que el segundo valor
propio de su matriz de acoplamiento tiende a cero.

x21
o =)

x31
o )

x41
o

a1
L in =]

x11

Figura 25: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red acoplada en
configuracién de anillo con N = 5 nodos y K = 2. También se muestra el atractor hipercaético
del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (11, x12).

Ahora vamos a variar el vector de pardmetros € empezando con el nodo Vi de la siguiente
manera e = (0.21,0.2,0.2,0.2,0.2). Los resultados de la simulacién se pueden ver en las figuras
26 y 27. De las gréficas anteriores podemos ver que sélo sincronizan los estados de los nodos
N5 con N5y N3 con Ny. El resto de los nodos mantienen un error de sincronfa considerable,
aunque se mantiene pequeno. Cabe notar que el nodo al que se cambié el pardmetro, Ny,
es el que mantiene el error de sincronfa m&s grande. No se incluyen las gréficas de error
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Figura 26: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo, con N =5, K = 2 y ¢y = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 27: Gréficas de los errores de sincronfa entre los segundos estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo, con N =5, K = 2y e; = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 27).

Se repiti6 la simulacién anterior para € = (0.201, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2) y € = (0.2001, 0.2, 0.2,
0.2, 0.2). Para este caso, no se muestran las graficas por que los resultados fueron los mismos
cualitativamente hablando, sélo se redujo un poco en magnitud el error de sincronia.

El siguiente paso fue variar el pardmetro 5 en el segundo nodo para ver el comportamiento
del sistema, entonces tenemos que € = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 28 y 29
se muestran las grificas de la simulacién. De las graficas anteriores podemos ver que sélo
sincronizan los estados de dos pares de nodos, N; con N3 y Ny con Nj, el resto de los nodos
presentan un error de sincronia considerable y el nodo al que se modificé el pardmetro es el
que tiene el error de sincronia més grande. No se incluyen las grificas de error de sincronia de
los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 29).
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Figura 28: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo, con N =5, K = 2 y g, = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, x12).

Nuevamente se cambia el nodo al que se modifica el pardmetro para ver qué diferencias
hay en el comportamiento de la red. Ahora tenemos € = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2, 0.2). En las figuras
30 y 31 podemos ver el resultado de la simulacién con estos pardmetros. Ahora sincronizan
los estados de los nodos, Ny con Ny y Ny con N5. El resto de los nodos presentan una error
de sincronfa considerable y el nodo al que se modificé el pardmetro es el que tiene el error
de sincronfa mas grande. No se incluyen las gréficas de error de sincronfa de los segundos y
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Figura 29: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la red
con acoplamiento en anillo, con N =5, K = 2 y ¢ = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 31).

Se desplaza el nodo al que se varfa el pardmetro, ahora serd al nodo Nys. El vector de
pardmetros queda entonces € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.21, 0.2). En las figuras 32 y 33 se ven los
resultados de la simulacién con este cambio de pardmetros. En este caso, los estados que
sincronizan son de los nodos N; con Ny v N3 con Ns. Los demds nodos presentan un error
de sincronfa diferente de cero, siendo el de mayor magnitud el del nodo al que se cambi6 el
pardmetro, es decir N4. No se incluyen las graficas de error de sincronfa de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 33).

Finalmente, se varfa el pardmetro del tltimo nodo Nj. El vector € queda de la siguiente
manera € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21). En las figuras 34 y 35 se ven los resultados de la
simulacién. Nuevamente sincronizan dos pares de nodos, en este caso, N; con Ny y Ny con
N3 y el nodo al que se cambi6 el pardmetro es el que tiene el error de sincronfa mds grande.
No se incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados, debido a
que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver
figura 35).

Al variar los restantes pardmetros del oscilador de Chua con retardo de tiempo (14)-(15) el
comportamiento en la sincronizacion de las redes es muy similar cualitativamente hablando,
por lo que se opté por omitir las respectivas gréficas.

Conclusiones
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Figura 30: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo, con N =5, K = 2 y €3 = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, x12).
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Figura 31: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la red
con acoplamiento en anillo, con N =5, K = 2 y ¢3 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 32: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo, con N =5, K = 2 y ¢, = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, x12).
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Figura 33: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la red
con acoplamiento en anillo, con N =5, K =2y ¢4 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 34: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo, con N =5, K = 2 y 5 = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, x12).
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Figura 35: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la red
con acoplamiento en anillo, con N =5, K = 2 y ¢5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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De las simulaciones numéricas presentadas, podemos ver que al ir variando el mismo
pardametro en cada nodo de la red, la sincronizacién de la red se comporta de manera parecida,
sincronizando los estados de dos pares de nodos cada vez de manera ciclica. Por tanto,
podemos concluir que esta configuraciéon de acoplamiento en anillo no es muy robusta a
variaciones del pardmetro €.

47



Figura 36: Red de 5 nodos con configuracién de acoplamiento en anillo con el nodo N; como
nodo aislado o maestro.

Red en anillo con nodo aislado o maestro

En esta seccién, mostraremos la simulaciéon numérica de una red con acoplamiento en
anillo con un sélo nodo aislado o maestro, empleando como nodos caéticos al oscilador de
Chua con retardo de tiempo (14)-(15). En la figura 36 se puede ver la topologia de esta red.

En este ejemplo, el nodo N; es el nodo aislado o maestro, la matriz de acoplamiento para
esta red queda de la forma

0O 0 0 0 O
1 -2 1 0 O
A.G)=]0 1 21 0
0O 0 1 -2 1
1 0 0 1 =2
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son A\; = 0, Ay = —0.3820, A3 = —1.3820,

A = —2.6180, \s = —3.6180, de esta forma, el segundo valor propio mayor es Ay = —0.3820.
Por tanto, la constante de acoplamiento es

20
> |—| =952.35
[

sin embargo, para las simulaciones se tomo el valor de ¢ = 55.

Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento en anillo con
nodo maestro /V; son las mismas que en (21)-(29), lo tinico que cambia en esta configuracion
de red, es la configuracién de las entradas de acoplamiento u;; = g(x;;¢), con ¢ = 1,2, ..., 5.
La configuracion de las entradas de acoplamiento es como sigue:
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Figura 37: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2. También se muestra el
atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1, 212).

up = 0,

ug = c(xn — 2w91 + x31),

ugyr = (o1 — 2w31 + x41), (32)
ugy = c(x31 — 2241 + T51),

us1 = (@11 + Ta1 — 2251).

Primero veremos la simulacién cuando el vector de pardmetros € no se modifica, es decir
e =(0.2,0.2,0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 37 y 38 se ilustran los resultados de la simulacién.
Podemos ver que todos los estados de los nodos de la red sincronizan. No se incluyen las gra-
ficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento
es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 38).

Ahora modificaremos el pardmetro ¢; en el primer nodo de la red, es decir € = (0.21, 0.2,
0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 39 y 40 Podemos
ver que los estados de los nodos Ny con Ny y N3 con Ny sincronizan. Los estados del resto
de los nodos no sincronizan, pero sus errores de sincronfa se mantienen acotados con un
valor pequeno. Cabe notar, que este comportamiento es parecido al de la red acoplada en
anillo sin nodo maestro. No se incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 40).
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Figura 38: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K = 2. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red,
proyectado en el plano (11, Z12).
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Figura 39: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2y ¢; = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 40: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K =2y ¢e; =0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).

El siguiente paso es modificar el vector de pardametros € para el siguiente nodo N, quedan-
do entonces € = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 41 y 42 podemos ver los resultados de
la simulacién. En este caso, ninguno de los estados de los nodos de la red logra sincronizar
y los estados del nodo modificado son los que tienen el error de sincronia mayor. No se in-
cluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su
comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura
42).

Cambiamos ahora el pardmetro del nodo N3, tenemos € = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2, 0.2). En
las figuras 43 y 44 se pueden ver los resultados de la simulacién. Otra vez no sincroniza la
red. Aunque los errores de sincronia se mantiene acotados. Los estados del nodo modificado
son los que tienen el error de sincronfa més grande. No se incluyen las gréficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 44).

Ahora modificaremos el vector de pardmetros € para el nodo IV, entonces € = (0.2, 0.2,
0.2, 0.21, 0.2). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 45 y 46. Nueva-
mente no sincroniza la red. Aunque los errores de sincronfa se mantiene acotados. No se
incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su
comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura
46).

Cambiamos el vector de pardmetros € para el nodo Nj, tenemos entonces € = (0.2, 0.2,
0.2, 0.2, 0.21). En las figuras 47 y 48 podemos ver los resultados de la simulacién. En este
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Figura 41: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2 y g, = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 42: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K = 2yey =0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).
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Figura 43: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2 y €3 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 44: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K = 2ye3=0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).
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Figura 45: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2 y g4 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 46: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K =2yeq = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).
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iltimo caso, tampoco sincroniza ninguno de los estados de los nodos de la red, con los errores
de sincronfa acotados. No se incluyen las grificas de error de sincronia de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 48).
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Figura 47: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo con N; como nodo aislado o maestro, con N = 5, K = 2 y €5 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, x12).

Conclusiones

Podemos apreciar de las simulaciones numéricas presentadas en esta seccién, que esta
configuraciéon de acoplamiento en anillo con nodo aislado o maestro /Ny, con una variacién
pequena en un pardmetro de uno de sus nodos pierde totalmente la sincronia, sélo en el
caso, en el que se varfa el pardmetro en el nodo N; (maestro) logran sincronizar dos pares de
nodos, de manera parecida que en la configuraciéon de anillo sin nodo aislado o maestro. En
conclusién, esta configuracion de acoplamiento no es robusta a cambios en los pardmetros.
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Figura 48: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo con el nodo N; como nodo aislado o maestro, con N = 5,
K =2y e5 =0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).

26



Figura 49: Red en anillo de 5 nodos en configuracién maestro y esclavo.

Red en anillo en configuracién maestro y esclavo

Ahora mostraremos la simulacién de una red con acoplamiento en anillo en configuracién
maestro y esclavo. En esta configuracién, el nodo N; es maestro del nodo N, el nodo Ny
es maestro del nodo N3, el nodo N3 es maestro del nodo Ny, el nodo N4 es maestro del
nodo Ns y el nodo Nj es maestro del nodo N;. En la figura 49 se muestra la topologia de la
configuracion de la red.

La matriz de acoplamiento queda de la forma

-10 0 0 1
1 -1 0 0 0
A(G)=]0 1 -1 0 0
0 0 1 -1 0
0 0 0 1 -1

Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son A\; = 0, Ay = —0.6910 + 0.9511z,
A3 = —0.6910 — 0.95112, Ay = —1.8090 + 0.5878:, A5 = —1.8090 — 0.5878¢, por lo que la parte
real del segundo valor propio mayor es Ay = —0.6910. Entonces la constante de acoplamiento
es

20

2

c> =29,

sin embargo para las simulaciones se tomé el valor de ¢ = 30.
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Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento son las mismas
que en (21)-(29), lo tinico que cambia en esta configuracién de red es la configuracién de las
entradas de acoplamiento w;; = g(x;1;¢), con i = 1,2, ....5. La configuracién de las entradas
de acoplamiento es como sigue:

uy = c(—x11 + x51),

(

U1 = C(176‘11 — 1),
(
(

|
o
8
[N}
—
|
8
w
=

us1 (33)

U471

Us1 = C(176‘41 — Ts1)-

|
o
8
w
—
|
&
N
—
S— N

Ahora se mostrardn los resultados de la simulacién sin modificar ningtin pardmetro, es
decir, e = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 50 y 51 se muestran los resultados de la
simulacién con estos pardmetros. En estas gréaficas podemos ver que todos los estados de los
nodos de la red sincronizan. No se incluyen las graficas de error de sincronia de los segundos
y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al
de los primeros estados (ver figura 51).
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Figura 50: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5 y K = 2. También se muestra el
atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1, 212).

El siguiente paso, es modificar el vector de pardmetros € empezando con el nodo Ny,
quedando el vector € como sigue € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 52 y 53 se

o8



*21
e
=)

o =

G g™ 500 W™

x31
LG
e
L &
L L @
o
o
o
=]

) E 5
0 qg™ 500 000 0ogpt* 500 1000 <™

141
Lo
o
S s

0 g™ 500 000 4gpt+ 500 000 0 g™ 500 1000 T

*51
hn oo
2 i
C’ E
oo m
o -

Z -1
0 500 1000 500 om0 500 om0 500 1000
x11 #21 %31 x4l

Figura 51: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la red
con acoplamiento en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N =5y K = 2. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (1’11, .1312).

muestran los resultados de la simulacion con estos valores de pardmetros. Podemos ver que
ninguno de los estados de los nodos logra sincronizar. Aunque los errores de sincronia se
mantienen acotados. También se puede notar que los estados del nodo al que se modificé el
pardmetro son los que tienen el mayor error de sincronfa. No se incluyen las gréficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 53).

El siguiente paso es modificar el pardmetro € en el nodo Ns, entonces el vector € queda
como £ = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 54 y 55 se muestran los resultados de la
simulacién con el nuevo cambio de pardmetro €. No sincroniza ninguno de los estados de
los nodos pero con error de sincronfa acotado. El error de sincronfa mdas grande lo tienen
los estados del nodo al que se modificé el pardmetro. No se incluyen las graficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 55).

Cambiamos de nodo al que se modifica el pardametro, ahora serd el nodo N3, quedando el
vector € como € = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2, 0.2). En las figuras 56 y 57 se muestran los resultados
de la simulacién con estos parametros. No sincroniza ningin estado de los nodos de la red, con
errores de sincronfa acotados. Nuevamente el error de sincronia mayor es el de los estados del
nodo al que se ha modificado el pardmetro. No se incluyen las graficas de error de sincronia de
los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 57).

A continuacién variamos el vector pardmetros € para el nodo Ny, es decir € = (0.2, 0.2,
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Figura 52: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5, K = 2 y ¢; = 0.21.También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 53: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N =5 K =2y
g1 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 54: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5, K = 2 y e5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, 12).
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Figura 55: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N =5 K =2y
g9 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 56: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5, K = 2 y €3 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 57: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo en configuraciéon maestro y esclavo, con N =5, K =2y
g3 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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0.2, 0.21, 0.2). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 58 y 59. También
en este caso, no sincronizan los estados de los nodos de la red, el error de sincronfa es mas
grande en los estados del nodo modificado. No se incluyen las gréaficas de error de sincronfa de
los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 59).
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Figura 58: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5, K = 2 y ¢4 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).

También en este caso, no sincronizan los estados de los nodos de la red, el error de sincronia
es mas grande en los estados del nodo modificado.

Por 1ltimo, modificamos el vector de pardmetros € para el nodo N5, entonces tenemos el
vector € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21). A continuacién se muestran los resultados de la simulacién
con estos pardmetros, ver figuras 60 y 61. Se puede ver que en este caso no sincroniza la red.
No se incluyen las grificas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a
que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver
figura 61).

Conclusiones

Como conclusién, se puede decir que esta configuracién no es robusta a variaciones de
los pardmetros, es decir, a perturbaciones en los pardmetros ya que con un nodo que varie
ligeramente sus pardametros, se pierde la sincronia de toda la red. Aunque seria interesante

63



w21

i

0.01

0o

*31

0.01

0o

x4

0.01

0o

w51

i

0.01

0.0

o

500

o

500

o

500

=)

500
w11

1000

i}

500
#21

-0
1000

i}

500
%31

1000

0

500
sl

1000

Figura 59: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N =5, K =2y
g4 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 60: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N = 5, K = 2 y €5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (.1311, .1312).
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Figura 61: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo en configuracién maestro y esclavo, con N =5 K =2y
g5 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la

red, proyectado en el plano (x11, x12).

pensando en aplicaciones en conmutaciéon cadtica, es decir, en transmisién encriptada de
senales digitales variando un parametro de un nodo de la red.

65



Figura 62: Red en anillo abierto (cadena) de 5 nodos.

Red en anillo abierto (cadena) sin nodo maestro

En esta seccion, se muestran las simulaciones numéricas de una red anillo abierto en uno
de sus lados con lo que se obtiene una red en cadena. La conexién que se eliminé es la que
existia entre los nodos N; y N5. En la figura 62 se muestra la topologia de esta red.

La matriz de acoplamiento para una cadena de 5 nodos es como sigue

-1 1 0 0 0
1 -2 1 0 0
A.G)=]0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1

0o 0 0 1 -1

Los valores propios para esta matriz de acoplamiento son: Ay = 0, Ay = —0.382,
A3 = —1.382, \y = —2.618, A\ = —3.618. Por lo que la constante de acoplamiento queda

determinada como

c> ‘@ = 52.356,
Ao

se tomo el valor de ¢ = 55 para las simulaciones.
Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento en anillo

abierto o cadena son las mismas que en (21)-(29), lo inico que cambia en esta configuracién
de red es la configuracion de las entradas de acoplamiento wu;; = g(z1;¢), con i = 1,2, ..., 5.
La configuracion de las entradas de acoplamiento es como sigue:
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uy = (=211 + T21),

(211 — 2w + @31),

ugr = (o1 — 2w31 + x41), (34)
(
(

U21 — C

uy = c(r31 — 2x4 + T51),

Us1 = C\T41 — $51)-

Primero se mostrard la simulacién de esta configuraciéon de red sin modificar ningin
pardmetro, es decir, € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 63 y 64 se muestran los
resultados de la simulacién. Como podemos ver en las figuras anteriores, con esta topologia
no sincronizan la totalidad de los estados de los nodos de la red, sélo sincronizan los nodos
Ny con N5 y Ny con Ny4. No se incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 64).
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%11

Figura 63: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento
colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, x12).

A continuacién mostraremos como se comporta la red al variar el vector de pardmetros
€ en cada uno de sus nodos. Primero se modifica el vector de pardmetros € para el nodo N;
quedando € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 65 y 66 se muestran los resultados de la
simulacién. No se incluyen las graficas de error de sincronfa de los segundos y terceros estados
debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros
estados (ver figura 66).
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Figura 64: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo abierto o cadena. También se muestra el atractor hipercaético
del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, z12).
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Figura 65: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena con e, = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 66: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo abierto o cadena con €; = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

En este caso, podemos ver que ninguno de los estados de los nodos de la red logra sin-
cronizar adecuadamente, aunque se puede ver que los errores de sincronia se mantiene pe-
quenos y acotados. Se puede observar que el error de sincronfa es mds grande en los estados
del nodo al que se modificé el pardametro, N;.

Se realizé otra simulacién para € = (0.201, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2) y € = (0.2001, 0.2, 0.2, 0.2,
0.2). No se muestran las graficas porque los resultados fueron los mismos cualitativamente,
sélo se redujo un poco el error de sincronfia.

Cambiamos el nodo al que se modifica el pardmetro e, ahora serd al nodo N,. El vector
de pardametros ahora es € = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 67 y 68 se ilustran los
resultados de la simulacién. Nuevamente podemos ver que no sincroniza ningin estado de la
red, aunque el error de sincronfa se mantiene acotado y los estados del nodo al que se modifico
el pardmetro, son los que tienen el error de sincronfa més grande. No se incluyen las graficas
de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 68).

Cambiamos otra vez el nodo al que se cambia el pardmetro e, ahora serd al nodo N3,
quedando & = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2,0.2). A continuacién en las figuras 69 y 70 se muestran los
resultados de la simulacion. En este caso, alcanzaron a sincronizar los estados de los nodos Ny
con N5 y Ny con Ny. Cabe mencionar, que son los mismos nodos cuyos estados sincronizaron
en la simulacién de la configuracién en anillo cerrado cuando se varié el pardmetro ¢ en el
mismo nodo N3. El resto de los estados de los demds nodos siguen manteniendo un error de
sincronia considerable pero acotado y los estados del nodo al que se modificé el pardametro,
son los que tienen el error de sincronfa mds grande. No se incluyen las gréficas de error
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Figura 67: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena con e, = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 68: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo abierto o cadena con €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 70).
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Figura 69: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena con €3 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11, x12).

Se vuelve a desplazar el nodo al que se le cambia el pardmetro, ahora serd N4, por lo
que € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.21, 0.2). Los resultados de la simulacién se pueden ver en las
figuras 71 y 72. En este caso, nuevamente no sincroniza ningin estado de la red. Aunque
siguen manteniendo un error de sincronfa acotado. Los estados del nodo al que se modificé
el pardmetro son los que presentan el error de sincronia mayor. No se incluyen las graficas
de error de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 72).

Por tltimo, tomamos el nodo N5 y le cambiamos el pardmetro €5, quedando ahora el vector
e =1(0.2,0.2,0.2, 0.2, 0.21). A continuacién se muestran los resultados de la simulacién, los
cuales se ven en las figuras 73 y 74. Nuevamente en este caso, no sincroniza ningin estado de
los nodos de la red, pero el error de sincronia se mantiene acotado. El error de sincronia de los
estados del nodo al que se modificé el pardmetro es el méds grande. No se incluyen las graficas
de error de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 74).

Conclusiones
Esta configuracién de red en anillo abierto o cadena sin nodo aislado o maestro, no
alcanza a sincronizar atin cuando no se modifica ningtin pardmetro €. Al empezar a variar
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Figura 70: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo abierto o cadena con 3 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 71: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena con ¢4 = 0.21. También se muestra la proyeccién del atractor en
el plano (x11, 712).
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Figura 72: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena con ¢4 = 0.21. También se muestra la
proyeccion del atractor en el plano (x11, 12).
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Figura 73: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena con €5 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, x12).
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Figura 74: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en anillo abierto o cadena con €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

los pardmetros en los nodos de la red se pierde totalmente la sincronifa en algunos casos y en
otros, se tiene sincronfa parcial entre algunos de los estados de los nodos de la red, que es el
caso cuando se varfa e3.
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Figura 75: Red de 5 nodos con acoplamiento en cadena con configuracién maestro y esclavo.

Red en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo

El material de esta seccién estd dedicado a mostrar en simulacién numérica, el caso de
una red en configuracién en cadena con arreglo maestro y esclavo. En esta configuracion el
nodo N; es maestro del nodo Ns, el nodo N, es maestro del nodo N3, el nodo N3 es maestro
del nodo N, y el nodo N, es maestro del nodo N5. En la figura 75 se muestra la topologia de
esta configuracién de red.

La matriz de acoplamiento para esta topologia de red queda de la forma

o 0 0 0 O
1 -1 0 0 O
0 0 1 -1 0
00 0 1 —1]
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son: \; =0, A\y = —1, \3 = —1, \y = —1,
A5 = —1, por lo que el segundo valor propio mayor es Ay = —1. Entonces la constante de
acoplamiento es
20
> |—|=20
e[

se tomo el valor de ¢ = 30 para realizar las simulaciones.

Las ecuaciones de estado de la red en cadena con arreglo maestro y esclavo son las mismas
que en (21)-(29), lo tinico que cambia en esta configuracion de red es la configuracion de las
entradas de acoplamiento u;; = g(x;1;¢), con i = 1,2, ....5. La configuracién de las entradas
de acoplamiento es como sigue:
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upy = 0,

U1 = C(In — Z21),

ug = ¢(

Ug1 = C(176‘31 — T41),
(

Us1 = C\Ty1 — T51

Primero se mostrardn los resultados de la simulacién sin modificar ningin pardmetro, es
decir, e = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En la figura 76 se muestran los resultados de la simulacién.
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Figura 76: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x1,x12).

En esta configuracién sin modificar pardmetros todos los estados de todos los nodos de la
red logran sincronizar, por lo que ya no se presentan las gréficas de los errores de los estados.

Nuevamente se modificara el vector de pardmetros € en los nodos de la red. Primero
empezamos con el nodo Ny, asi € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién
numérica se muestran en las figuras 77 y 78. En estas figuras, podemos ver que ningin de los
estados de los nodos sincroniza, aunque el error de sincronfa permanece acotado. Nuevamente
se puede ver que el error de sincronfa es mayor en los estados del nodo al que se modificé el
parametro. No se incluyen las graficas de error de sincronfa de los segundos y terceros estados
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Figura 77: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con €; = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, 12).
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Figura 78: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con
g1 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros
estados (ver figura 78).

Se repiti6 la simulacién numérica anterior para € = (0.201, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2) y € =
(0.2001, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). No se muestran las gréficas porque los resultados fueron los mismos
cualitativamente, sélo se redujo un poco el error de sincronia.

Cambiamos el pardmetro al nodo Ny, entonces el vector de pardmetros € queda € = (0.2,
0.21, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién numérica se muestran en las figuras 79
y 80. Nuevamente ninguno de los estados de los nodos logra sincronizar, aunque los errores
de sincronfa permanecen acotados. Se mantiene que el error de sincronfa més grande es el
de los estados del nodo al que se modificé el pardmetro. No se incluyen las gréaficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 80).
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Figura 79: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con €5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z11, T12).

Cambiamos el pardametro del siguiente nodo N3, el vector de pardmetros € queda de la
siguiente forma e = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2, 0.2). En las figuras 81 y 82 se ilustran los resultados
de la simulacién. Ahora podemos ver que sincronizan los estados del nodo N; con los estados
del nodo N,. Esto se debe a que los nodos N; y Ny no se ven afectados por el nodo Nj
que es al que se le cambié el pardametro, por lo que entre los estados de estos nodos no
pierden sincronia entre ellos. No se incluyen las gréficas de error de sincronfa de los segundos
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Figura 80: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con
g9 = 0.21. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).

y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al
de los primeros estados (ver figura 82).

Ahora vamos a cambiar el pardmetro del nodo N4, entonces el vector de pardmetros €
quedara como € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.21, 0.2). Podemos ver los resultados de las simulaciones
en las figuras 83 y 84. En este caso, sincronizan los estados de los nodos N; con Ny, Vg
con N3 y Ny con N3. Esto se debe a que el nodo al que se modificé el pardmetro fue Ny
y este nodo no afecta a los nodos N;, Ny y Nj, por lo que, los estados de estos nodos no
pierden sincronia entre ellos. No se incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos
y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al
de los primeros estados (ver figura 84).

Desplazamos nuevamente al nodo al que se le cambia el pardmetro, ahora el nodo Nj. El
vector de pardmetros € queda ahora como € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21). Los resultados de
la simulacién se muestran en las figuras 85 y 86. Ahora sincronizan los estados de los nodos
Ny con Ny, Ny con N3, Ny con Ny, Ny con N3, Ny con Ny y N3 con N,. Esto se debe a
que el nodo al que se modificé el pardmetro fue N5 y este nodo no afecta a los nodos Ny,
N5, N3y Ny, por lo que los estados de estos nodos no pierden sincronfa entre ellos. No se
incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su
comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura
86).

Conclusiones
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Figura 81: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con €3 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, 12).
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Figura 82: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con
g3 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 83: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con ¢4 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (x11, 12).
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Figura 84: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con
g4 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la

red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Figura 85: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con €5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, 12).
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Figura 86: Graficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en anillo abierto o cadena en configuracién maestro y esclavo, con
g5 = 0.21. También se muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la
red, proyectado en el plano (x11, x12).
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Esta configuracién de red en anillo abierto o en cadena con acoplamiento maestro y
esclavo, logra sincronizar por completo cuando no hay variacién paramétrica en ninguno de
sus nodos. Al variar el pardmetro € en un nodo de la red, este hace que él y todos los nodos
de siguientes pierdan sincronfa entre ellos y con el resto de la red. De lo anterior, podemos
deducir que esta configuracién de red no es robusta a variaciones paramétricas.

83



Figura 87: Red en configuracién de estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5 nodos.

IV.1.3. Red con acoplamiento en estrella
Red en estrella sin nodo aislado o maestro

En esta seccion trataremos con una red con acoplamiento en estrella con N = 5 nodos,
sin nodo aislado o maestro. En la figura 87 se muestra la topologia de esta red en estrella
con 5 nodos.

La matriz de acoplamiento para esta configuracién de acoplamiento queda de la forma

[—4 1 1 1 1
1 -1 0 0 O
Ay(G)=11 0 -1 0 0
1 0 0 -1 0
10 0 0 -—1j
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son: Ay = 0, Ao = A3 = Ay = —1, A5 = —5,
por lo que el segundo valor propio mayor es Ay = —1. Entonces la constante de acoplamiento
es
20
> |—|=20
c> ™ ,

se tomo el valor de ¢ = 20 para realizar las simulaciones.

Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento en estrella sin
nodo maestro son las mismas que en (21)-(29), lo dinico que cambia en esta configuracién de
red es la configuracién de las entradas de acoplamiento u;; = g(x;1;¢), con i = 1,2,...;5. La
configuracion de las entradas de acoplamiento es como sigue:
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uyy = c(—4xyy + 91 + x31 + 41 + T51),

U9l = C(In - Izl);

Uz = C($11 - $31), (36)
gy = c(w1 — 9541),

usy = c(x1y — ws1).

Aplicando esta configuraciéon de acoplamiento en simulacién, utilizando el oscilador de

Chua con retardo (14)-(15) como nodo, se obtienen las graficas que se muestran en la figura
88.
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Figura 88: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
estrella con N = 5. También se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo
de la red, proyectado en el plano (z11, z12).

Todos los estados de los nodos de la red sincronizan, por lo que no es necesario agregar
las gréficas de los errores de los estados.

Nuevamente variaremos el vector de pardmetros € en cada uno de los nodos empezando
por el nodo Nj, entonces e = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién se
muestran en las figuras 89 y 90. Podemos ver, que en este caso los estados del nodo Ny,
que es al que se modificé el pardmetro, pierden sincronia con los estados de los demaés nodos,
aunque sus errores de sincronia se mantiene acotados. Los estados de los demas nodos Ns, N3,
N, y Ns sincronizan entre si. No se incluyen las gréaficas de error de sincronia de los segundos
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y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al
de los primeros estados (ver figura 90).
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Figura 89: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella sin nodo aislado o maestro, con N =5 y ¢; = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x1,x19).

Pasamos a modificar el vector de pardmetros € para el nodo Ny, tenemos entonces € = (0.2,
0.21,0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 91 y 92 se muestran los resultados de la simulacién. Podemos
ver, que ahora pierden sincronfa los estados de los nodos N; y Ny y los estados de los nodos
restantes N3, Ny y Njs, sincronizan entre si. Los estados del nodo perturbado son los que
muestran el error de sincronfa més grande. No se incluyen las graficas de error de sincronia
de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 92).

Cambiamos ahora el vector de pardmetros € para el nodo N3, quedando € = (0.2, 0.2,
0.21, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién se pueden ver en las figuras 93 y 94. Ahora
los estados que pierden sincronfa son los de los nodos N; y Nj, v los estados de los nodos
restantes Ny, Ny y Nj sincronizan entre si. Otra vez, el nodo modificado es el que tiene los
estados con mayor error de sincronfa. No se incluyen las gréficas de error de sincronfa de
los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 94).

El nodo a modificar es N, entonces el vector € queda como sigue € = (0.2, 0.2, 0.2,
0.21, 0.2). En las figuras 95 y 96 se muestran los resultados de la simulacién. En este caso
los estados de los nodos N; y N4 son los que pierden sincronfa. Los estados de los demads
nodos Ny, N3 y N5, sincronizan entre si. El error de sincronfa mayor lo tienen los estados

86



x21

x31

x41

451

Figura 90: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5y ¢; = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (x1, x12).
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Figura 91: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5y €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 92: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5 y €5 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 93: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5y €3 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 94: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5 y 3 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (1’11, .1312).

del nodo modificado. No se incluyen las grificas de error de sincronfa de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 96).

Por 1ltimo, cambiamos el vector de pardmetros € para el nodo N5, tenemos entonces que
e = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21). Se pueden ver los resultados de la simulacién en las figuras 97
y 98. Ahora los estados de los nodos N; y N5 son los que pierden sincronfa. Los estados de
los nodos restantes Ny, N3 y N, sincronizan entre si. No se incluyen las gréaficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 98).

Conclusiones

Podemos ver en la figura 88 que en esta configuracién de acoplamiento en estrella sin nodo
maestro o aislado, sincroniza la totalidad de la red cuando no hay perturbacién de pardmetros
en ninguno de sus nodos. Cuando se cambia el pardmetro € en el nodo central N; podemos
ver que los estados del nodo N; pierden sincronia mientras que los estados de los demés nodos
sincronizan entre si (ver figuras 89 y 90). Podemos decir que la red se mantiene sincronizada.
Si variamos el pardmetro en cualquiera de los demds nodos N, ..., N5 los estados que pierden
sincronfa son los del nodo perturbado y del nodo central solamente, mientras que los estados
de los demds nodos de la red mantienen sincronia entre si. De lo anterior, podemos deducir
que esta configuracién de acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro tiene cierto
grado de robustez frente a variaciones paramétricas.
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Figura 95: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella sin nodo aislado o maestro, con N =5 y ¢4 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1,x19).
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Figura 96: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5y ¢4 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (.1311, .1312).
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Figura 97: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5 y €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1,x19).
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Figura 98: Gréficas de los errores de sincronia entre los primeros estados de los nodos de la
red con acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro, con N = 5y €5 = 0.21. También
se muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 99: Red en estrella con el nodo N; como nodo maestro con N = 5 nodos.

Red en estrella con nodo aislado o maestro

La siguiente configuracién que ocupa nuestra atencién es la de estrella con el nodo NV,
como maestro y los demds nodos como esclavos (ver figura 99). La matriz de acoplamiento
para esta configuracion de estrella con nodo maestro en la red es

0 0 0 0 0]
1 -1 0 0 O
Ay(G)=1 0 -1 0 O
1 0 0 -1 0
10 0 0 -1
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son A\ = 0, Ay = A3 = Ay = \s = —1, por
lo que el segundo valor propio mayor es A = —1. Entonces la constante de acoplamiento es
20
> |—|=20
¢> ‘ 2=

se tomo el valor de ¢ = 20 para la realizacién de las simulaciones.

Las ecuaciones de estado de la red para esta topologia de acoplamiento en estrella con
nodo maestro son las mismas que en (21)-(29), lo dinico que cambia en esta configuracién de
red es la configuracién de las entradas de acoplamiento u;; = g(x;1;¢), con i = 1,2,...;5. La
configuracion de las entradas de acoplamiento es como sigue:

92



upy = 0,

U1 = C(In - I21),
Uz = C(SCH - £C31), (37)
Ug1 = C(l‘ll — T41),
Us1 = C(In - I51)'

Aplicando esta configuraciéon de acoplamiento en simulacién, utilizando el oscilador de
Chua con retardo de tiempo (14)-(15) como nodo, se obtienen los diagramas de fase que se
muestran en la figura 100.
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Figura 100: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 nodos. También se muestra el atractor hipercaético
del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (11, x12).

Todos los estados de todos los nodos de la red sincronizan entre si, por lo que no es
necesario mostrar las graficas de los errores de los estados.

Nuevamente se modificard el vector de pardmetros € en cada uno de los nodos. Primero
se perturba el nodo Nj, asi tenemos € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la
simulaciéon se muestran en las figuras 101 y 102. Podemos ver que los estados del nodo V;
pierden sincronfa con respecto a los estados de los demds nodos y que los estados de los
nodos restantes Ny, N3, Ny y Ny sincronizan entre si. No se incluyen las gréficas de error
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Figura 101: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 y ¢ = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1,x19).
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Figura 102: Gréficas de los errores de sincronia entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en estrella con nodo maestro, con N = 5 y ¢; = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x11, x12).
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de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 102).

Ahora modificamos el vector de pardametros € para el nodo N,, por lo que tenemos: € =
(0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 103 y 104 se muestran los resultados de la simulacién.
En este caso, los estados del nodo perturbado s, pierden sincronia, mientras que los estados
de los nodos restantes Ny, N3, Ny y N5 sincronizan entre si. No se incluyen las gréficas de
error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 104).
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Figura 103: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 y e5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

El siguiente paso es cambiar el vector de pardmetros € para el nodo N3, quedando € = (0.2,
0.2, 0.21, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 105 y 106.
Se puede ver que los estados que pierden sincronia son los del nodo N3 (el perturbado),
mientras que los estados de los nodos restantes Ny, Ny, Ny y N5 sincronizan entre si. No se
incluyen las gréficas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a que su
comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura
106).

Ahora cambiamos el vector de pardmetros € para el nodo N4, tenemos entonces que
e = (0.2, 0.2, 0.2, 0.21, 0.2). Se pueden ver los resultados de la simulacién en las figuras 107
y 108. Los estados del nodo perturbado N4 pierden sincronfa, mientras que los estados de
los nodos restantes Ny, No, N3 y Ny sincronizan entre si. No se incluyen las gréficas de error
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Figura 104: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en estrella con nodo maestro, con N = 5 y €5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, x12).
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Figura 105: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 y €3 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 106: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en estrella con nodo maestro, con N = 5 y €3 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (1’11, .1312).

de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 108).

Cambiamos ahora a perturbar al nodo Nj, entonces € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21). En las
figuras 109 y 110 se muestran los resultados de la simulacién. Ahora los estados del nodo
perturbado N5 son los que pierden sincronfa y los estados de los demdas nodos Ny, No, N3y
N, sincronizan entre si. No se incluyen las gréaficas de error de sincronfa de los segundos y
terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de
los primeros estados (ver figura 110).

Conclusiones

Con esta topologia de acoplamiento en la red en estrella con nodo aislado o maestro,
los estados del nodo perturbado son los que pierden sincronfa, mientras que los estados de
los nodos restantes sincronizan, es decir, la red no pierde sincronia. De lo anterior podemos
deducir que esta configuracién es robusta a variaciones en los pardmetros.
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Figura 107: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1,x19).
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Figura 108: Gréficas de los errores de sincronia entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en estrella con nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0,21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 109: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en estrella con nodo maestro, con N = 5 y g5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x;1,x19).
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Figura 110: Gréficas de los errores de sincronia entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento en estrella con nodo maestro, con N = 5 y 5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 111: Red irregular con N = 5 nodos, sin nodo aislado o maestro.

IV.1.4. Red con acoplamiento irregular

En una red con acoplamiento irregular la matriz laplaciana no tiene una forma definida
en general, por lo que, sus propiedades son diferentes para cada configuracién en particular.

A continuacién se presentard una red irregular de 5 nodos y veremos su comportamiento
frente a variaciones en el pardametro ¢.

Red con acoplamiento irregular sin nodo aislado o maestro

Ahora veremos una configuracién irregular de una red con 5 nodos. Semejante a los
ejemplos anteriores, se modificard el pardmetro ¢ en cada uno de los nodos y veremos el
comportamiento de la red ante estas perturbaciones. En la figura 111 podemos ver la red
irregular que se analizard en esta seccién. La matriz de acoplamiento para esta configuracion
de la red es

—4 1 1 1 1]
1 -2 0 1 0
AG=|1 0 -3 1 1
1 1 1 =3 0
|10 1 0 =2
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son A\; = 0, Ay = —1.5858, A3 = —3,
A = —4, A5 = —5, por lo que el segundo valor propio mayor es Ay = —1.5858. Entonces la
constante de acoplamiento es
c> 2 = 12.61,
2

se tomo el valor de ¢ = 15 para realizar las simulaciones.
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Las ecuaciones de estado de la red para esta configuraciéon de acoplamiento irregular son
las mismas que en (21)-(29), lo tinico que cambia en esta configuracién de red es la configu-
racién de las entradas de acoplamiento u;; = g(x;1;¢), con i = 1,2, ..., 5. La configuracién de
las entradas de acoplamiento es como sigue:

Uyp =

U1
U3z
Uq1

Us1

c(—4z1 + xo1 + T3 + T + T51),

= c(z11 — 2291 + T41),

11 — 31’31 + T41 + $51), (38)

o

= c(x11 + wo1 + w31 — 3141),

(
(
(
(

= c(x11 +T31 — 21‘51).

Aplicando esta configuracién de acoplamiento en simulacién, utilizando el oscilador de
Chua con retardo de tiempo (14)-(15) como nodo, se obtiene la figura 112.
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Figura 112: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
irregular sin nodo maestro, con N = 5 nodos. También se muestra el atractor hipercadtico
del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, z12).

Todos los estados de todos los nodos de la red sincronizan, por lo que no es necesario
mostrar las gréaficas de los errores de sincronia.

Nuevamente vamos a variar el vector de pardmetros € para cada uno de los nodos, em-
pezando con el nodo N; tenemos € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). En las figuras 113 y 114 se
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muestran los resultados de la simulacién. Podemos ver que los estados del nodo perturba-
do N; pierden sincronfa con los estados de los demds y los estados de los nodos restantes
sincronizan entre si. No se incluyen las grificas de error de sincronia de los segundos y ter-
ceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los
primeros estados (ver figura 114).
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Figura 113: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular sin nodo maestro, con N = 5 y ¢; = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

Perturbando el nodo Ny tenemos € = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados de la
simulacién se pueden ver en las figuras 115 y 116. En este caso todos los estados de los
nodos de la red pierden sincronfa, aunque los errores de sincronia se encuentran acotados.
Los estados del nodo perturbado /N, son los que tienen el error de sincronia més grande.
No se incluyen las gréficas de error de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a
que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver
figura 116).

Cambiamos el vector de pardmetros € perturbando el nodo N3, tenemos entonces € = (0.2,
0.2, 0.21, 0.2, 0.2). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 117 y 118. De
las figuras anteriores podemos ver nuevamente que ninguno de los estados de los nodos logra
sincronizar, aunque los errores de sincronfa se mantienen acotados. Cabe notar otra vez, que
el mayor error de sincronia es el del nodo perturbado N3. No se incluyen las gréficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 118).
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Figura 114: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular sin nodo maestro, con N = 5y ¢; = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (x1, x12).
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Figura 115: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular sin nodo maestro, con N = 5 y g5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

103



w21

13t

x41

w51

0.01

001

0.01

oo

0.01

0.0

0.01

001

0s
0
0 500 1000
a0
om
Pt _sutom i ot 0 i
001 15
D 500 1000 0 500 1000 L & g E
o om
0 WA e T
0 0.m
0 500 0w o 500 0o 0?50 1000
o o
E 0o
[Pl R u] 1| PO — 0 =i
o0 5 001
i 500 o0 00 FT ] ] 1000 0 00

x11

#21

%31

*41

1000

Figura 116: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular sin nodo maestro, con N = 5 y g5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).
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Figura 117: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en irregular sin nodo maestro, con N = 5 y €3 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x1,x12).
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Figura 118: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular sin nodo maestro, con N = 5 y 3 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (.1311, .1312).

Perturbando al nodo Ny el vector € queda € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.21, 0.2). En las graficas de
las figuras 119 y 120 se pueden ver los resultados de la simulacién. Otra vez, no sincroniza
ningin estado de los nodos de la red, pero los errores de sincronfa se mantienen acotados.
El nodo perturbado N, es el que tienen mayor error de sincronfa. No se incluyen las graficas
de error de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 120).

Por ultimo, modificaremos el pardmetro en el nodo N5, tenemos entonces que € = (0.2,
0.2, 0.2, 0.2, 0.21). Los resultados de la simulacién se muestran en las figuras 121 y 122.
Nuevamente la red no sincroniza. No se incluyen las gréaficas de error de sincronia de los
segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar cualitativamente
hablando al de los primeros estados (ver figura 122).

Conclusiones

Sélo en el caso en que se perturbé el nodo Ny, los deméds nodos de la red no perdieron
sincronia entre ellos, en todos los demads casos, la totalidad de los estados de los nodos de la
red perdieron sincronia. De lo anterior, se puede concluir que esta configuracién irregular en
particular no es robusta frente a variaciones en los pardmetros.
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Figura 119: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en irregular sin nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x19).
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Figura 120: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular sin nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, 12).
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Figura 121: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
en irregular sin nodo maestro, con N = 5 y €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x19).
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Figura 122: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular sin nodo maestro, con N = 5 y ¢5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, 12).
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Figura 123: Red irregular con N = 5 nodos, con nodo V; aislado o maestro.

Red con acoplamiento irregular con nodo aislado o maestro

Ahora veremos una configuracién irregular de una red con 5 nodos con nodo maestro.
Igual que los ejemplos anteriores se perturbara el pardmetro € en cada uno de los nodos y
analizaremos el comportamiento de la red. En la figura 111 podemos ver la red irregular que
se utilizard. La matriz de acoplamiento para esta configuraciéon de red es

0 0 0 O 0
1 -2 0 1 0
AG=|1 0 -3 1 1
11 1 =3 0
1 0 1 0 =2
Los valores propios de esta matriz de acoplamiento son A\; = 0, Ay = —1, A3 = —1.58,
A = —3, A3 = —4, por lo que el segundo valor propio mayor es \s = —1. Entonces la
constante de acoplamiento es
20
> |—|=20
c> ™ ,

se tomo el valor de ¢ = 20 para realizar las simulaciones.

Las ecuaciones de estado de la red para esta configuracién de acoplamiento irregular con
nodo maestro Ny son las mismas que en (21)-(29), lo tnico que cambia en esta configuracién
de red es la configuracion de las entradas de acoplamiento u;; = g(z1;¢), con i = 1,2, ..., 5.
La configuracion de las entradas de acoplamiento es como sigue:
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upip = 0,

Uy = c(r11 — 2291 + T41),

uzr = c(rn — 3T3 + T4 + T51), (39)

Uy = c(r11 + o1 + 31 — 3141),
(

usy = c(r11 + T3 — 2251).

Aplicando esta configuraciéon de acoplamiento en simulacién, utilizando el oscilador de
Chua con retardo de tiempo (14)-(15) como nodo, se obtienen los retratos de fase que se
muestran en la figura 124. Todos los estados de todos los nodos de la red sincronizan entre
si, por lo que no es necesario mostrar las gréaficas de los errores de los estados.
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Figura 124: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamiento
irregular con nodo maestro, con N = 5 nodos. También se muestra el atractor hipercadtico
del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (z11, z12).

Seguimos con el mismo procedimiento de variar el vector de pardmetros € para cada
uno de los nodos. Empezamos con el nodo Nj, entonces tenemos € = (0.21, 0.2, 0.2, 0.2,
0.2). En las figuras 125 y 126 se muestran los resultados de la simulacién con estos valores
de parametros. En este caso, sélo pierden sincronfa los estados del nodo que se perturbd,
mientras que los estados de los nodos restantes sincronizan. No se incluyen las gréficas de
error de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es
similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 126).
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Figura 125: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢; = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x1,x19).
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Figura 126: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢; = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el

plano (.1311, .1312).
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Perturbamos el nodo N,, entonces tenemos € = (0.2, 0.21, 0.2, 0.2, 0.2). Los resultados
de la simulacién se pueden ver en las figuras 127 y 128. En este caso, todos los estados de
los nodos de la red pierden sincronfa, aunque los errores de sincronia se mantiene acotados.
No se incluyen las grificas de error de sincronia de los segundos y terceros estados debido a

que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver
figura 128).
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Figura 127: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular con nodo maestro, con N = 5 y €5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).

Pasamos al nodo N3, por lo que tenemos € = (0.2, 0.2, 0.21, 0.2, 0.2). Los resultados de la
simulacién se muestran en la figuras 129 y 130. De las graificas anteriores podemos ver que no
sincroniza ninguno de los estados de los nodos de la red. No se incluyen las graficas de error
de sincronfa de los segundos y terceros estados debido a que su comportamiento es similar
cualitativamente hablando al de los primeros estados (ver figura 130).

El siguiente nodo perturbado es Ny, por lo que el vector € queda como € = (0.2, 0.2, 0.2,
0.21, 0.2). En las figuras 131 y 132 se muestran los resultados de la simulacién. Nuevamente
no sincroniza ninguno de los estados de los nodos de la red, aunque se mantienen acotados
los errores. No se incluyen las grificas de error de sincronia de los segundos y terceros estados
debido a que su comportamiento es similar cualitativamente hablando al de los primeros
estados (ver figura 132).

Por dltimo, cambiamos el pardmetro en el nodo N5, entonces € = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.21).
En las figuras 133 y 134 se muestran los resultados de la simulacién. Otra vez no sincronizan
los estados de los nodos de la red.

Conclusiones
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Figura 128: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular con nodo maestro, con N = 5 y g5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, x12).
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Figura 129: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular con nodo maestro, con N = 5 y €3 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 130: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular con nodo maestro, con N = 5 y €3 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, x12).
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Figura 131: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 132: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢4 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z1, x12).
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Figura 133: Diagramas de fase de los primeros estados de los nodos de la red con acoplamien-
to irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢5 = 0.21. También se muestra el atractor
hipercaético del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el plano (x11,x12).
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Figura 134: Gréficas de los errores de sincronfa entre los primeros estados de los nodos de
la red con acoplamiento irregular con nodo maestro, con N = 5 y ¢5 = 0.21. También se
muestra el atractor hipercadtico del comportamiento colectivo de la red, proyectado en el
plano (z11, T12).

El comportamiento de esta configuracién de acoplamiento irregular con nodo maestro se
comporté igual que la configuracién sin nodo maestro, sélo cuando se perturbé el nodo Ny,
los demés nodos de la red tuvieron sincronia entre ellos, en todos los demés casos, la totalidad
de los estados de los nodos de la red perdieron sincronia. De lo anterior se puede concluir
que esta configuracién irregular no es robusta frente a variaciones en los pardmetros.
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IV.2. Conclusiones

En este capitulo, se analizaron mediante simulaciones numéricas en Matlab, los compor-
tamientos de diferentes configuraciones de acoplamiento de redes complejas frente a pertur-
baciones paramétricas, empleando como nodo al oscilador de Chua con retardo de tiempo. En
cada caso, se perturbé un pardametro, es decir, se modificé un pardmetro de cada uno de los
nodos, uno a la vez, para verificar el comportamiento de la red frente a estas perturbaciones.
Lo que se pudo observar es que la configuracién global es robusta a pequenas perturbaciones
en los pardmetros de uno de sus nodos, ya que sélo pierde sincronfa el nodo perturbado y
el resto de la red permanece sincronizada; la red en anillo no es muy robusta a variaciones
paramétricas ya que al variar un pardmetro en uno de sus nodos varios nodos de la red
pierden sincronfa. Otra configuracién que se analizé es la de anillo en configuraciéon maestro
y esclavo (anillo dirigido), esta configuracién resulté no ser robusta frente a perturbaciones
en sus nodos ya que sélo en el caso en el que el nodo maestro es el perturbado, logran sin-
cronizar algunos de los nodos de la red y en cualquier otro caso, la red pierde sincronia en su
totalidad. Red de anillo abierto (cadena) sin nodo aislado o maestro, esta configuracién de
red no alcanza a sincronizar bien atin cuando no se modifica ningin pardmetro, al empezar
a variar los pardametros en los nodos de la red se pierde totalmente la sincronfa, en algunos
casos y en otros, se tiene sincronfa entre algunos de los estados de los nodos de la red, que es
el caso cuando se varia £3. Red en anillo abierto en configuracién maestro y esclavo, esta con-
figuracion de red no es robusta a variaciones paramétricas, ya que al variar un pardmetro en
un nodo de la red este hace que él y todos los nodos de orden mayor pierdan sincronfa entre
ellos y con el resto de la red. Red en estrella sin nodo aislado o maestro, esta configuracién
de acoplamiento en estrella sin nodo aislado o maestro tiene cierto grado de robustez frente
a variaciones paramétricas, ya que al perturbar al nodo central sélo éste pierde sincronfia,
mientras el resto de la red permanece sincronizada, cuando se perturba un nodo de la perife-
ria s6lo el nodo perturbado y el central pierden sincronia y el resto permanecen sincronizados
entre si. Red en estrella con nodo aislado o maestro, esta configuracién es robusta frente a
perturbaciones en sus pardmetros ya que sélo pierde sincronfa el nodo al que se le agrega la
perturbacion, mientras que el resto red permanece sincronizada; red con acoplamiento irregu-
lar sin nodo maestro (ver figura 111), cada configuracién irregular tienen su comportamiento
emergente particular, la que se vio en este ejemplo no es robusta frente a perturbaciones
paramétricas, ya que sélo cuando el nodo mas conectado (/V;) es perturbado el resto de los
nodos permanece sincronizados, pero al perturbar cualquier otro de los nodos menos conecta-
dos la red pierde sincronia. Por tltimo, se vio una red irregular con nodo maestro (ver figura
123), el comportamiento de esta configuracion fue semejante al de la configuracion irregular
sin nodo maestro, por lo que se concluye que tampoco es robusta frente a variaciones en sus
pardametros. El presente estudio sobre la sincronizacion de redes en diferentes topologfas ante
perturbaciones, sirve para tener una idea de que configuraciones de red son més robustas que
otras, un trabajo a futuro sera hacer un andlisis general de robustez para cualquier tipo de
red. Y un estudio de fallas en las redes, un problema muy actual.
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Capitulo V

Analisis de robustez frente a
perturbaciones paramétricas

En este capitulo se presenta un andlisis de la sincronizacién, bajo perturbaciones no
desvanecientes, de una red de dos nodos utilizando al oscilador de Chua con retardo de tiem-
po como nodo fundamental de la red. Recurrimos a la teoria de sistemas complejos para
lograr la sincronizacién de nodos cadticos. Basandose en la teorfa de estabilidad de Lyapunov
para sistemas no lineales, se muestra que las trayectorias del error de sincronizaciéon pertur-
bado tienen una cota final, siempre que el sistema del error de sincronizacién no perturbado
sea exponencialmente estable y algunas condiciones para los términos de perturbacion se
satisfagan.

En las redes complejas es importante estar seguro de la sincronia de la red. Un prob-
lema fundamental en el andlisis de convergencia de la sincronizacién de nodos cadticos, es
la robustez con respecto al error de modelado, el envejecimiento de los componentes fisi-
cos, incertidumbres y perturbaciones que existen en cualquier problema real. Desde el punto
de vista de la teorfa de estabilidad de Lyapunov de sistemas no lineales, el efecto debido
a perturbaciones paramétricas en el punto de equilibrio del sistema dindmico del error de
sincronizacion puede ser nulo o no. El primer caso se llama perturbacién desvaneciente, en
este caso el punto de equilibrio del sistema dindmico del error de sincronizacién perturbado
sigue siendo el mismo que el del sistema dindmico del error sin perturbar. El segundo caso, se
llama perturbacion no desvaneciente, para este caso, los puntos de equilibrio de los sistemas
dindmicos del error perturbado y no perturbado no son los mismos. El sistema dindmico del
error perturbado puede no tener un equilibrio en absoluto, en cuyo caso, no se puede estudiar
el problema como la estabilidad del equilibrio. Por tanto, lo mejor que podemos esperar es
que las trayectorias de estado del error de sincronizacién en iltima instancia estén limitadas
por una cota final, si las perturbaciones satisfacen algunas condiciones.

V.1. Estabilidad de sistemas perturbados

Considere el siguiente sistema dindmico no lineal

&= [t ) +g(t, ) (40)

donde f : [0,00)x D — R™y g :[0,00) x D — R™ son continuas por tramos en ¢ y localmente
Lipschitz en x en el dominio [0,00) x Dy D C R™ es un dominio que contiene al origen = = 0.
Pensamos al modelo (40) como un sistema perturbado del siguiente sistema nominal



T = f(t, ). (41)

El término de perturbacién g(¢, x) puede provenir de errores de modelado, envejecimien-
to, incertidumbres, etc. Tipicamente no conocemos el término ¢(¢,x) pero tenemos alguna
informacién sobre él, por ejemplo una cota superior sobre ||g(t, z)||. La representacién aditiva
de la perturbacién en (40) modela, por ejemplo, perturbaciones que no modifican el orden
del sistema.

Supongamos que el sistema nominal (41) tiene un punto de equilibrio uniforme y asin-
téticamente estable en el origen. ;Qué podemos decir acerca de la estabilidad del sistema
perturbado (40)7 Una forma natural de encarar esta cuestion es la de usar una funcién de
Lyapunov del sistema nominal como candidata a funcién de Lyapunov para el sistema per-
turbado (40).

Existen dos casos, cuando la perturbacién g(t,0) = 0, el sistema perturbado (40) tiene
al origen como punto de equilibrio. En este caso, podemos analizar el comportamiento de la
estabilidad del origen como un punto de equilibrio del sistema perturbado. El segundo caso,
es cuando ¢g(t,0) # 0, en este caso, el origen no serd un punto de equilibrio del sistema pertur-
bado. En este caso se estudia la cota final de las soluciones del sistema perturbado. Al primer
caso, se le llama perturbacion desvaneciente y al segundo perturbacion no desvaneciente.

V.1.1. Perturbacién desvaneciente

Supongamos entonces que ¢(t,0) = 0y que z = 0 es un punto de equilibrio exponencial-
mente estable del sistema nominal (41). Sea V (¢, z) una funcién de Lyapunov que satisface

e el < Vit ) < e 2], (423)

(9V oV

W O ft) <~ . (421)
HH<mw (420)

para todo (t,z) € [0,00) X D y para ciertas constantes positivas ¢; = A (P), 2 = Anax(P),
3 = Mumn(Q) ¥ ¢4 = 2 \ax(P), donde P es la matriz definida positiva de la funcién de
Lyapunov V (¢, ). Supongamos ademds que el término de perturbacién g(t,z) satisface la
cota de crecimiento lineal

lg(t, 2)| < yll=ll, V¢ =0, VoeD (43)

donde v es una constante no negativa. La propiedad (43) es natural, dadas las hipétesis que
hicimos sobre ¢(t,x). Como g¢(t,z) se anula en el origen y es localmente Lipschitz en un
entorno acotado del origen, entonces es fécil de probar que satisface (43) en dicho entorno.
Usamos V (¢,x) como candidata a funcién de Lyapunov para el sistema perturbado (40).

Planteamos
ov oV ov

S+ 5ol ta) + oot

Vitx) = y
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Usando (42b)-(43), acotamos V (¢, z) de la siguiente manera

: ov
2 2 2
Vit.o) < —eallolf + | 5 | latt o)l < = ol + ey

Si v es lo suficientemente pequena tal que satisface la cota

C
v < C—i (44)

entonces

V(t,z) < —(cs — esy) ||z]|> <0, Yz € D —{0}.

Los argumentos de estabilidad para el sistema perturbado se establecen en el siguiente
lema.

Lema 1 [Khalil 2002] Sea x = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema nominal (41). Sea V (t,x) una funcion de Lyapunov del sistema nominal que satis-
face (42a)-(42c) en [0,00) x D. Supongamos que el término de perturbacion g(t,x) satisface
(43)-(44). Entonces el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema
perturbado (40). Mas ain, si las hipdtesis valen globalmente, entonces el origen es globalmente
y exponencialmente estable.

Este lema es conceptualmente importante porque muestra que la estabilidad exponencial
del origen, es robusta con respecto a una clase de perturbaciones que satisfacen (43)-(44). Para
poder enunciar esta propiedad de robustez no es necesario conocer V(t,x) explicitamente,
sélo hace falta saber que el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema nominal. Sin embargo, si no conocemos a V (¢, x) explicitamente, entonces no podemos
calcular la cota (44), en cuyo caso s6lo podemos decir que el origen es exponencialmente
estable para toda perturbacién que satisface (43) con ~ suficientemente pequena.

V.1.2. Perturbacién no desvaneciente

Pasemos ahora al caso méds general, cuando no sabemos que ¢(t,0) = 0. El origen z = 0
no puede ser un punto de equilibrio del sistema perturbado (40). Por lo que ya no podemos
estudiar al origen como un punto de equilibrio, ni podemos esperar que la solucién del sistema
perturbado tienda al origen cuando ¢ — oo. Lo mejor que podemos esperar es que si el término
de perturbacion g(¢,x) es pequeno en cierto sentido, entonces z(t) estard limitada por una
cota pequena; esto es, ||z(t)|| serd pequenia para un tiempo ¢ suficientemente grande. Esto
nos lleva al concepto de cota final o iltima.

Definicién 1 Se dice que las soluciones de f(t,xz) tienen una cota final, si existen con-
stantes positivas b y ¢, y para cada o € (0,c¢) existe una constante positiva T' = T («) de tal
manera que

|lz(to)|| < o = [|z(t)]| < b, Vt>ty+T. (45)
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Se dice que las soluciones del sistema estan global y uniformemente limitadas si la desigualdad
(45) se mantiene para valores arbitrariamente grandes de .

Nos referiremos a la constante b en (45) como la cota final. Ahora veremos el caso cuando
el origen del sistema nominal (41) es exponencialmente estable.

Lema 2 [Khalil 2002] Sea © = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema nominal (41). Sea V (t,x) una funcion del sistema nominal que satisface (42a)-(42c),
para todo (t,x) € [0,00) X D, donde D = {x € R" | ||z|| < r}. Suponga que el término de
perturbacion satisface
€1

lg (o) <5< 22 2 o
Cy

Co
para todo t > 0, todo © € D y una constante positiva 0 < 1. Entonces para todo ||z (tp)] <
\ /z—;r, la solucion x (t) del sistema perturbado satisface

[z (O < kexp[=y (= to)l [z (o)l , Vio <t <lo+T

lz @) <b, Vt>to+T

para una T finita, donde

C1 (1 — 0) C3

A—0)es , _ca [e20
o 2 s\ 6

k= — 0=

Note que la cota final b en el Lema 2 es proporcional a la cota superior de la perturbacién
0. Este resultado puede verse como una propiedad de robustez de los sistemas nominales que
tienen un equilibrio exponencialmente estable en el origen, porque muestra que perturbaciones
arbitrariamente pequenas (acotadas uniformemente) no resultan en grandes desviaciones en
estado estacionario del origen.

V.2. Analisis de estabilidad para una red de dos nodos

V.2.1. Caso nominal

Para una red de dos nodos con acoplamiento unidireccional, la matriz de acoplamiento es

0 O
los valores propios para esta matriz de acoplamiento son A\; = 0y Ay = —1, entonces el valor
propio mayor es Ao = —1.
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Aplicando el teorema 1 se tiene que d = 20, entonces la constante de acoplamiento debe
cumplir la desigualdad

Las ecuaciones de la red de dos nodos empleando el oscilador de Chua con retardo de
tiempo (14)-(15), se describe como sigue

: N
it (=4 + 2o — f(z4)) €Y X
Tig | = | Ta — Tz + Tig + ‘7:10
Ti —Bxin — Y3 — Pesen(ox;y (t— 7)) 0

con

1
f ('Tzl) = b.’l]il + 5 (CL — b) (|IL'11 + 1| — |.’IZ¢1 — 1|)

entonces para el nodo 1 (maestro)

1:711 a(—z11 + 212 — f(z11))
T2 | = | T11 — T12 + T13 ) (46)
T1s —Bx19 — Y13 — Pesen(oxyy (t — 7))
con
1
f(.fll) :bx11+§(a—b) <‘$11+1| — ‘1‘11—1“, (47)

y para el nodo 2 (esclavo)

9:021 a(—x91 + oo — f(x91)) ¢(x11 — x91)
Ty | = | T21 — T2 + Ta3 + 0 , (48)
To3 — B9y — Y3 — Pesen(owyy (t — 7)) 0
con 1
f(w21) = bwor + 5 (a = b) (| + 1] = |2 = 1). (49)

En particular, para esta red simple de dos nodos, decimos que el esclavo (48)-(49) sin-
croniza con el nodo maestro hipercadtico (46)-(47) si [Cruz-Hernandez y Martynyuk 2010]:

lfm (e(t)) = 0 (50)

t—oo

sin importar la condicién inicial €(0) que tenga. Donde e(t) = (e1(t), ea(t), e3(t)) corresponde
al error de sincronizacién, definido por:
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el(t) == $11(t> — X921 (t), 62(t) = l’lg(t) — xgg(t), 63(t> = l’lg(t) — l’gg(t) (51)

Entonces, usando (51), las ecuaciones de estado del error dindmico de sincronia son las
siguientes

él —Q (8% 0 €1 —« (f(zll) - f(le))
Bl =1 1 -1 1 es | + 0
es 0 -8 —v es —fe[sen(oxyy (t — 7)) — sen(oxey (t — 7))]
_ ()1
0

el —(a(l4+b)4+¢) a 0 el
éz = 1 -1 1 €9 (52)
es 0 -8 — €3
—a(a —b) (sat(ryy) — sat(za))
+ 0

—Be [sen(ox1y (t — 7)) — sen(oxe (t — 7))]
después de haber utilizado la igualdad

sat(x) = = (Jx + 1| — |z — 1)).

N —

El criterio para la estabilidad global en el origen del sistema dindmico del error (52), estd
dado por el siguiente teorema.

Teorema 2 FEl vector de estados del esclavo (48)-(49) sincroniza asintdticamente con el
vector de estados del maestro hipercadtico (46)-(47), en el sentido de la condicion (50), si

¢>a (%(50)2—# a—b| — b) | (53)

Prueba. Considere la siguiente funcién candidata a funcién de Lyapunov V (e) = e’ Pe, donde
la matriz P estd dada por

[0
P=2|0 10|, (54)
00 %
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la cual, es una matriz definida positiva. La derivada con respecto al tiempo de V' (e) a través
de las trayectorias del sistema del error de sincronia (52), estd dada por

. ) ) 1 .

V(e) = 56161 + e9e9 + E6363

y _ C\ 2 2 2 Y 2

Vi) = — (b + E) ey — (el — 2e1e9 — 62) — Beg — ey (a —b) (sat(zy1) — sat(xse))

—ceesg(sen(oxqy (t — 7)) — sen(oxey (t —7)))
usando las desigualdades:
|sat(z) — sat(y)] < |o—yl,
|sen (z) —sen (y)| < [z —y]

Tenemos que

Vie) < = (bt —la=b) e~ (e =2 = F3 +leol fesllea (1 = 7))

El término con retardo en el tiempo e; (t — 7) se puede expandir en series de Taylor de
la siguiente manera

A L, 1
er(t—7)=-e1(t) —7é1 () + 57'261 (t) — 5736?) t)+.... (55)
Como deseamos que los osciladores sincronicen en régimen caético, la constante de retardo
7 s6lo puede tomar valores pequenos. En este caso, se estd usando 7 = 0.001, con este valor
de la constante de retardo de tiempo se puede utilizar la siguiente aproximacion

e (t—7) el (1) (56)
Entonces
Vie) < = (b4 7 —la=0)l)ef = (er —e2)* = 563 +[eo] esea )
b+<—|la—b)|+1 -1 —3leo| les |
< —[lel leal les| ] —1 1 0 €2
—3 |eo] 0 3 €3]
donde
b+<—[la—b)|+1 —1 —3leo|
Q- -1 10
—3 |eo] 0 3

Es claro que Q es una matriz definida positiva, por tanto V(e) < 0 sf

c> (%(50)24— la — b — b) =17.309 (57)
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XL ot

Figura 135: Diagrama de fase x1; vs x9; de la red maestro y esclavo sin perturbar.

Entonces, de acuerdo con la teorfa de estabilidad de Lyapunov, el origen del sistema dindmico
del error de sincronia (52) es asintéticamente estable. O

Con una constante de acoplamiento ¢ = 25 se cumplen las desigualdades (10) y (57), y
con esto, se logra la sincronizacién maestro y esclavo, es decir, entre los nodos hipercaéticos
(46)-(47) and (48)-(49). En la figura 135 podemos ver el diagrama de fase de x11 vs ;.

Con este valor de ¢ y linealizando la ecuacion del error de sincronizacion (52) se obtiene
la matriz

g [ lerud oo
O 0 —B —

la cual es Hurwitz, por lo que el sistema dindmico del error (52) es exponencialmente estable.

V.2.2. Caso perturbado

En esta seccién veremos el caso cuando la perturbacion estd presente sélo en el nodo
esclavo. Las ecuaciones del nodo maestro son las mismas que en (46)-(47) y las ecuaciones
del nodo esclavo ahora son
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T (o + Aa) (—z1 + 722 — f(221))
T99 = To1 — Tz + To3 (58)
Tos —(B+ AB)xa2 — (v + Av)xaz — (6 + AB) (e + Ac) sen(oxa (t — 7))
c ($11 - $21)
+ 0 (59)
0
con
1
f(.’l?gl) :bx21+§(a—b) (|IL'21+1| — |IL'21—].|) (60)
Las ecuaciones de estado del error de sincronizacién perturbado son
€1 —a a 0 €1 —a(f(zn) — f(z21))
é2 = ]_ —1 1 (&) —|— 0
es 0 -8 —v es —Be [sen(oxyy (t — 7)) — sen(oxe; (t — 7))]
Ay — A + Aaf(91)
+ 0

ceq
— 0
+(BAe + ApPe + ABAe) sen(owa; (t — 7)) + APBxog + Ayaas |: 0 ]

separando los términos de las funciones no lineales del oscilador de Chua con retardo de
tiempo, tenemos

e1 |:a(1+b)c a 0 ] [a]
es = 1 -1 1 €2 (61)
és 0 -8 - €3

[ —a(a —b) (sat(zyy) — sat(za1)) ]

o

+

~—

| —Be[sen(oxyy (t — 7)) —sen(owy (t —7))]
Aa(l + b)xey — Aaxes + Aa(a — b)sat(za)
+ 0
(BAe + Afe + ABAce) sen(oxa (t — 7)) + ABxas + Ayxas

Las ecuaciones del sistema del error de sincronia perturbado (61) las podemos separar en
dos partes, en las ecuaciones del error sin perturbar

el |:a(1+b)c a 0 ] [q]
e | = 1 11 | | e (62)
es 0 -5 = €3
[ —a(a —0b) (sat(x11) — sat(zay)) ]
+ 0
—Be [sen(ox1y (t — 7)) — sen(oxe (t — 7))]

125



y un término de perturbacion

Aa(l + b)zy — Aaxgy + Aa(a — b)sat(xa)
gle) = 0 : (63)
(BAe + ABe + ABAce) sen(oxey (t — 7)) + ABxas + Ayxoes

Para analizar la estabilidad del sistema del error de sincronia perturbado (61), se hacen las
siguientes suposiciones:

(A1) El origen del sistema del error de sincronia sin perturbar (62) es un punto de
equilibrio exponencialmente estable.

Si se satisface la suposicién (A1), entonces el lema 2 puede usarse para determinar la
estabilidad del sistema del error de sincronia perturbado (62), el cual, garantiza la existencia
de una funcién de Lyapunov V(e) = e’ Pe. La primer parte de las ecuaciones del sistema
del error de sincronia perturbado (62) es igual que las ecuaciones del sistema del error de
sincronfa sin perturbar (52), por lo que es exponencialmente estable y la matriz de su funcién
de Lyapunov es (54). La funcién de Lyapunov V (e) = e’ Pe satisface las condiciones (42b)-
(42c) con ¢; = 0.0256, co = 0.5, ¢3 = 0.006 y ¢4 = 1.

(A2) El término de perturbacion g(e) satisface la cota

lg(elly < lzall, \/(Aa(l +0))° + (=Aa)” + [Aa(a = b)| + [(BA + ABe + ABAe)|

+ 2l \/AB + Ar?

usando las desigualdades:

lzlly < llzlly < Vel
laxy + bro 4+ cxs] < Va2 +b2+ 3|z,
|sat ()] < 1,
lsen(x)] < 1

con § = ro\/(Aa(l + b)) + (M) +Aa(a — b)) y L = |(BAc + Afe + ABAS)| + ro/AF + A2,
Para todo t > 0 y para todo e(t) € R y 1,6 > 0.

Ahora, estamos en condiciones de declarar el principal resultado de este capitulo de la
siguiente manera.

Teorema 3 Astimase que las suposiciones (A1) y (A2) se cumplen. Entonces, para todo
error |le(0)|| < \/g T, existen constantes &, [ > 0 tales que, la solucién e(t) del sistema del
error de sincronizacién perturbado (61) tiene una cota final b para toda ¢t > 0 en funcién de 4,
| y para todo término de perturbacién ||g(e)||, = rx\/(Aoz(l + b))+ (Aa)® + |Aa(a — b)| +
|(BAe + ABe + ABAe)| + || 22|, VAR + A2 que satisface (A2) con 6 <yl <.
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Prueba. La derivada con respecto al tiempo de V (e) a través de las trayectorias del sistema
del error de sincronizacién perturbado (61), estd dada por

Vi) <

IN

IA

o < 14, entonces

C
—(b+= —la—b])ed — (1 — e2)? = e} + |eo] [eres

B
1
—{—ael(Aa(l + b)za1 — Aaxgy + Aa(a — b)sat(xa))

+%€3[(6A6 + Afe + ABAe) sen(oxoy (t — 7)) + ABxgy + Ayaas]

b+<—|la—b)|+1 -1 —3leo] e
—( €1 €9 €3 ) —1 1 0 €9
—1 |eo] 0 3 es
1
+ael [Aa(l + b)zo; — Aawge + Aa(a — b)sat ()]

+%€3 [(BAe + ABe + ABAe) sen(oxa (t — 7)) + ABxog + Ayaas)

~ QU el + 3 ferl [/ (801 + ) + (<80)* +|Aa(a b

—i—% les]]; {|<5A5 + Afe + ABAe)| + rx\/AﬂTAfyﬂ

. o 1
Vi) < —03||€H§—(5+5) lell

)
2 2
< —(1=0)cslell; = bcslefl; + = lell,

para una constante 6 tal que 0 < 6 < 1. Si § y [ satisfacen las cotas

= C1 ol
< i —_ — 4:
) 5<0z9031/627“e 3 > 0, (6 )

I <1< Bcsy|2r. (65)
Ca

con una constante positiva . tal que ||e|| < r., entonces

) 2 1 6 I
Vie) s —(U=0)cllely, ¥llelly > n=5-(2+73)
y la cota final para el error de sincronia perturbado estd determinada por
1 o 1
b= — 2.0 _)‘
Ocs\ c1

127



Note que la cota final b es proporcional al limite superior de la perturbacién. Este resul-
tado puede ser visto como una propiedad de robustez del sistema del error de sincronizacién
perturbado (61), teniendo un equilibrio asintéticamente estable en el origen. En otras pal-
abras, este resultado muestra que perturbaciones no desvanecientes arbitrariamente pequenas
no resultan en un gran error de sincronizacion.

Ahora, en la desigualdad (65) con § = 0.99 y r, = 0.15, [ < 3.9374 x 1072 con r,, = 9 el
valor de [ debe ser

[ = |(BAe + ABe + ABAe)| + 1,0/ AB* + Ay? < 3.9374 x 1073

para complementar esta desigualdad A, Ae y Ay deben tomar valores entre +1.213 x 1074
Con A = Ae = Ay = 0.0001 el valor de [ es [ = 3.2 x107® < . Con este valor de [ y usando
la desigualdad (64), § = 3.7760 x 10~* con r, = 9 el valor de § debe ser

0= m\/(Aoz(l +0))* + (—Aa)® + |Aafa — b)| < 3.7760 x 1074,

para complementar esta desigualdad A« debe tomar valores entre 41.83 x 107°. Con Aa =
1.8 x 1072 el valor de § es § = 3.71 x 10~* y la cota final es b = 0.15.

La figura 136 muestra el comportamiento del error de sincronizacién del sistema pertur-
bado, podemos ver como el error permanece dentro de la cota final b calculada, mientras que
la figura 137 muestra la sincronizacién de los tres estados de la red maestro y esclavo bajo
perturbaciones paramétricas. La figura 137(a) muestra el estado z2; del esclavo perturbado
(linea punteada) sincronizad al estado x1; del nodo maestro. La figura 137(b) muestra el
segundo estado del nodo esclavo x9y (linea punteada) sincronizado al estado x5 del nodo
maestro y la figura 137(c) muestra al tercer estado del nodo esclavo 3 (linea punteada)
sincronizado al estado z13 del nodo maestro.

V.3. Conclusiones

En este capitulo se establecié un criterio de estabilidad para la sincronizacién robusta de
dos nodos osciladores de Chua con retardo de tiempo, bajo perturbaciones no desvanecientes.
Se invocaron los resultados de la teorfa de sistemas complejos y estabilidad en el sentido de
Lyapunov basados en la teoria de control no lineal. Se utilizaron dos osciladores de Chua
con retardo de tiempo para demostrar la robustez de sincronia de la red simple. Se demostré
analiticamente que la sincronizaciéon de una red simple de dos nodos, usando la configuracién
de acoplamiento reportada en [Wang, 2002], es robusta bajo perturbaciones no desvanecientes.
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Figura 136: Comportamiento del error de sincronizacién e(t) del sistema perturbado, el cual,
se encuentra completamente dentro de la bola formada por la cota final b.
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Figura 137: Sincronizacién de la red maestro y esclavo bajo perturbaciones: (a) muestra
el estado x9; del nodo esclavo perturbado (linea punteada) siguiendo al estado z1; del nodo
maestro (linea continua). (b) muestra el segundo estado del nodo esclavo x99 (linea punteada)
siguiendo al estdo 15 del nodo maestro (linea continua) y (c¢) muestra al tercer estado del
nodo esclavo zo3 (linea punteada) siguiendo al estado x5 del nodo maestro (linea continua).
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Capitulo VI

Sincronizacion de CNNs

En este capitulo se estudiard la sincronizacién de redes neuronales celulares, utilizando la
configuracion en estrella y la de vecino mas cercano. Se utilizara como nodo fundamental a la
red neuronal celular (CNN) descrita en el capitulo 3. Posteriormente, en el siguiente capitulo
se ilustrard una aplicacién de esta sincronizacién, a transmisién de informacién encriptada
en redes seguras.

VI1.1. Sincronizaciéon de CNNs en 3D con acoplamiento
en estrella

En esta seccién, primero se mostrard la construcciéon de dos redes dindmicas en estrella,
considerando dos escenarios de acoplamiento: red en estrella con nodo maestro y sin nodo
maestro, usando como nodo fundamental de la red a la CNN en 3D descritas en (18)-(19).
Finalmente, se mostrard por medio de simulaciones numéricas la sincronizaciéon de la red
dindmica disenada.

La red dindmica compleja a construirse con CNNs en 3D (18)-(19), toma la siguiente
forma (de acuerdo con las ecuaciones de red (1)-(2)),

i'il = —TIi + Tll tanh (ZL‘ll) + T12 tanh (l’ig) + T13 tanh (l’zg) + U;1,
l"ig = —T;9 + T21 tanh (le) + T22 tanh (1'12) + T23 tanh (l’lg) y (66)
i‘i3 = —T3 —+ T31 tanh (ZCM) -+ T32 tanh ((L‘Q) —+ T33 tanh (.TZ3) ,
coni=1,2,..., N y con una senal de entrada definida por
N
U1 = CZ aijF:Ejl. (67)
j=1
Si la senal de entrada (67) es u;; = 0 para i = 1,2,..., N, entonces tendremos el conjunto

original de N CNN en 3D desacopladas (18)-(19), las cuales evolucionan de acuerdo con sus
propias dindmicas y por supuesto los N nodos desacoplados no estardn sincronizados. En
particular, para la red (66)-(67), consideramos N =5y I' = (1,0,0) por lo que tenemos 5
nodos de CNN en 3D componiendo a la red dindmica en estrella a ser sincronizada.
Reescribamos detalladamente los arreglos para cada uno de los 5 nodos de la red dindmica
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en estrella (66)-(67). El primer nodo CNN en 3D estd dado por

i’u = —ru1+ T11 tanh (.1311) + T12 tanh (l’lg) —+ T13 tanh (1’13) + Ui,
i}lQ = —ZTi9+ T21 tanh (1}11) + T22 tanh (1‘12) + T23 tanh (Ilg) s (68)
i’13 = —XT13 + T31 tanh (1’11) + T32 tanh (iL‘m) + T33 tanh (I‘lg) N
ur = c(anxn + a12%91 + a13T31 + A14Ta1 + A15T51)
el segundo estd descrito por
i‘gl = —Xo1 + T11 tanh ((L‘Ql) + T12 tanh (IQQ) + T13 tanh (Igg) + U21,
i‘gg = —T92 -+ T21 tanh ((L‘Ql) -+ T22 tanh (IQQ) —+ T23 tanh (Igg) s (69)
i’gg = —XT93 + T31 tanh (.1321) + T32 tanh (l’gg) + T33 tanh (1323) s
g = c(anT11 + a2 + A3%31 + A2aTar + A25T51)
el tercero por
1'31 = —I31 + T11 tanh (.1'31) + T12 tanh (1'32) + T13 tanh (1'33> + U3,
i’gz = —T32 -+ T21 tanh (1‘31) + T22 tanh (1'32) + T23 tanh (1'33) N (70)
i‘33 = —I33 -+ T31 tanh ((L‘gl) -+ T32 tanh (Igg) —+ T33 tanh (Igg) s
uz1 = c(as1x11 + aza%or + as3x31 + azalar + az5T51)
el cuarto por
i’41 = —XTy4 + T11 tanh (.1341) + T12 tanh (l’42) —+ T13 tanh (1343) + U417,
i]42 = —T42 + T21 tanh (1’41) + T22 tanh (I‘42) + T23 tanh (iL‘43) N (71)
1'43 = —T43 + T31 tanh (.1'41) + T32 tanh (1'42) + T33 tanh (1'43) N
ugr = (@11 + au21 + 43731 + QaaTa + Aa5T51)
y el quinto como
i‘51 = —Ts5] + T11 tanh ((L‘51) + T12 tanh (I52) + T13 tanh (I53) + Us1,
i352 = —T52 + T21 tanh (.1351) =+ T22 tanh (I52) -+ T23 tanh (I53) s (72)
i]53 = —T53 + T31 tanh (1’51) + T32 tanh (I‘52) + T33 tanh (iL‘53) s

usy = c(as i + aseTor + as3T31 + a54Ta1 + A55T51) -

En la siguiente parte, se mostrardn dos topologias de conexioén en estrella para la red de 5
nodos en dos casos: arreglo con nodo maestro y sin nodo maestro.

Caso 1 (Red en estrella sin nodo maestro): Se conectardn 5 nodos de CNN en 3D
(18)-(19) en una red con configuracion en estrella, ver figura 138(a).
La matriz de acoplamiento (11) para este caso estd dada por

-4 1 1 1 1
1 -1 0 0 0
AyG)= 1 0 -1 0 o0 [,
1 0 0 -1 0
1 0 0 0 -1



@ ®

Figura 138: 5 nodos CNN en 3D con topologia en estrella sin nodo maestro (a) y con nodo
maestro (b).

con valores propios: Ay = 0, Ay = A3 = Ay = —1 y A5 = —5. Para propdsitos de sincronizacion,
se disenaron las entradas de acoplamiento u;; = g (z41;¢), i = 1,2,...,5, que explicitamente
estdn definidas como sigue:

ur = c(—4xn + o1 + T3 + Ta1 + T51)

U1 = C (9611 - 3521) )

U3y = ¢C (1’11 — 1’31) y (73)
Uy = C (In - I41) )

Usy = C (9511 - 9551) .

Para construir la red con acoplamiento en estrella sin nodo maestro, mostrada en la figura
138(a), se emplearon las ecuaciones (68)-(72) con las senales de entrada (73). Se utilizaron
las siguientes condiciones iniciales: 11 (0) = 0.14, x12 (0) = 0.5, 213 (0) = 0.1, x9; (0) = 0.15,
T2 (0) = 06, To3 (O) = 02, I31 (0) = 016, T332 (0) = 07, T33 (0) = 005, T41 (0) = 013,
T42 (0) = 04, T43 (0) = 025, T51 (O) = 012, T2 (O) = 045 VY Ts3 (0) =0.3. Cond =1 se
pudieron estabilizar a cero todos los estados de un nodo aislado. Con d = —1, podemos
obtener de la ecuacién (10), ¢ > 1, para las simulaciones en computadora se utilizé ¢ = 70.
Con estos valores el teorema 1 garantiza la sincronizacién de la red de 5 nodos. La figura
139 muestra sincronizacion en el primer estado de los 5 nodos de la red, x;1,7=1,2,3,4,5y
el atractor cadtico correspondiente a un nuevo comportamiento colectivo de la red dindmica
(68)-(72) con senales de entrada (73), proyectado en el espacio (z,,, 2, 2,,).

Caso 2 (Red en estrella con nodo maestro): 5 nodos cadéticos CNN en 3D, desacopla-
dos (18)-(19), serdn sincronizados en una configuracion de red en estrella con nodo maestro,
ver figura 138(b).

Para construir el arreglo propuesto se utilizaron las senales de acoplamiento z;;, 1 =
1,2,...,5 de los 5 nodos CNN en 3D. Para esto se disenaron las senales de entrada u; =
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Figura 139: Sincronizacién del primer estado (z;1, @ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuracion en estrella sin nodo maestro y el nuevo atractor cadtico del comportamiento
colectivo de la red, proyectado en el espacio (z11, T12, T13).

g (xi;¢),1=1,2,...,5, las cuales estan dadas por
upn = 0,
U1 = C(3511 - 51521),
uz = c(rn —xs1), (74)
uy = c(r —24),
Us1 = C(In - I51)

Ahora, usando (68)-(72) con senales de entrada (74) para los nodos caéticos, hemos construido
la red en estrella con nodo 1 maestro mostrada en la figura 138(b). La matriz de acoplamiento
para esta red es

0O 0 0 0 O
1 -1 0 0 O
AyG=]11 0 -1 0 0 ,
1 0 0 -1 0
1 0 0 0 -1
con valores propios: A\; = 0, A\s = A3 = Ay = A5 = —1. Las condiciones iniciales y las

constantes d y d son las mismas que en el caso previo y con constante de acoplamiento ¢ = 2.
Con estos valores, el teorema 1 garantiza la sincronizacién cadtica en la red dindmica con 5
nodos. La figura. 140 muestra la sincronizacién del primer estado de cada uno de los 5 nodos,
es decir, x;1, ¢ = 1,2,...,5 y el atractor cadtico del comportamiento colectivo impuesto por
el nodo maestro en la red dindmica, proyectado en el espacio (z11, 12, T13).
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Figura 140: Sincronizacién del primer estado (z;1, ¢ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuracion en estrella con nodo maestro y el nuevo atractor cadtico del comportamiento
colectivo de la red, proyectado en el espacio (z11, Z12, Z13).

Nota: Es importante mencionar que la sincronizacion solo fue alcanzada en el primer
estado de los nodos de la red, en la red sin nodo maestro (es decir, en el sequndo y tercer
estado la sincronizacion es aprorimada, que quiere decir que el error de sincronizacion es
aprozimadamente cero). Mientras en el sequndo caso con el nodo 1 como nodo maestro, se
logré una sincronizacion exacta en todos los estados. Esta es una propiedad a enfatizar que
puede ser aplicada en el diseno sistemas de comunicacion de redes.

VI.1.1. Conclusiones

En esta seccién, se presenté la sincronizacién de miiltiples CNNs en 3D acopladas. Se
logré la sincronizacion de la red compleja en estrella disenada en dos escenarios, con y sin
nodo maestro cadtico. Se mostré que es posible alcanzar sincronizaciéon completa en la red
con nodo maestro caético, donde el comportamiento colectivo en la red es impuesto por el
nodo maestro cadtico. Mientras que para la red sin nodo maestro, la sincronizacién en los
segundo y terceros estados es sélo aproximada, y el comportamiento colectivo de la red es un
nuevo estado cadtico.

135



(a) (b)

(c) (d)

Figura 141: a) Red con acoplamiento de vecino més cercano, b) Red con acoplamiento de
anillo dirigido, ¢) Red con acoplamiento de anillo abierto (camino) y d) Red con acoplamiento
de camino dirigido.

VI1.2. Sincronizacién de CNNs en 3D acopladas en con-
figuracion de vecino mas cercano

En esta seccion se estudia numéricamente la sincronizacion de redes neuronales celulares
(CNNs) en arreglos acoplados en configuracién de vecino méds cercano. Usando la teorfa de
sistemas complejos se logra la sincronizacién de miltiples CNNs. En particular, consideramos
redes dindmicas compuestas por CNNs en 3D descritas por (18)-(19)), como nodo fundamen-
tal de la red, donde las interacciones en las redes se definen por el acoplamiento del primer
estado de cada nodo de la red. Se consideran cuatro casos de interés: i) sincronizacién sin
maestro cadtico, ii) configuracién maestro y esclavo (anillo dirigido), iii) configuracién de
anillo abierto (camino) y iv) configuracién de camino dirigido (ver figura 141).

Como en esta seccién se utilizard el mismo sistema dindmico que la seccién anterior como
nodo fundamental de la red. Las ecuaciones de la red son las mismas que en (66) y (67) y
las ecuaciones desarrolladas de la red, las mismas que (68)-(72). En los siguientes casos que
se veran la topologfa de acoplamiento de la red la dard la configuracion de las entradas wu;;
para cada caso.

Caso 1 (Red sin nodo maestro): 5 nodos cadticos CNNs en 3D desacoplados (18)-(19)
serdn sincronizados en una red dindmica con configuracion de vecino mas cercano sin nodo
maestro, ver figura 141(a).

La matriz de acoplamiento definida por (11) para este caso con K = 2, estd dada por

-2 1 0 0 1
1 -2 1 0 0
A.G =] 0 1 =2 1 0 [,
0 0 1 -2 1
1 0 0 1 =2



y el segundo valor propio mayor es

2/2

Aone = —4 ) _sin® (jm/5) = —1.382.
j=1

Para construir el arreglo anterior, se han disenado las senales de entrada u;; = g (x;1;¢),

1 =1,2,...,5, las cuales estdn dadas de la siguiente manera:
ur = (=221 + z21 + T51) ,
Uy = c(x — 2221 + T31),
uzt = c(wa1 — 231 + 241), (75)
Uy = c(w31 — 224 + x51),
us1 = (g — 225 + 211).

Para construir la red con acoplamiento de vecino mds cercano sin nodo maestro mostrada
en la figura 141(a), usamos las ecuaciones (68)-(72) con senales de entrada (75). Tomamos
las siguientes condiciones iniciales: 11 (0) = 0.14, x12 (0) = 0.5, 213 (0) = 0.1, x9; (0) = 0.15,
T22 (0) = 06, T23 (O) = 02, T31 (0) = 016, T32 (0) = 07, 33 (O) = 005, T41 (0) = 013,
T492 (0) = 04, T43 (0) = 025, TI51 (0) = 012, T52 (0) = 0.45 Y Ts3 (0) =03.Cond = —1
podemos estabilizar a cero todos los estados de un nodo aislado. Con d = —1, podemos
obtener de la ecuacién (10), ¢ > 0.7236, para las simulaciones por computadora usaremos la
constante de acoplamiento ¢ = 70. Con estos valores el teorema 1 garantiza la sincronizacion
de la red de 5 nodos cadticos. La figura 142 muestra sincronizacién cadtica en el primer
estado de los 5 nodos de la red, z;;, © = 1,...,5 y el atractor cadtico corresponde a un
comportamiento cadtico colectivo nuevo en la red dindmica (68)-(72) con senales de entrada
(75), proyectado en el espacio (x11, 12, ¥13). Las figuras 143 y 144 muestran los diagramas de
fase de los segundos y terceros estados respectivamente, de estas figuras podemos observar
que los segundos y terceros estado de los nodos de la red no sincronizan.

Caso 2 (Anillo dirigido): 5 nodos cadticos CNNs en 3D desacoplados(18)-(19) a ser

sincronizados en una red de vecino mds cercano con configuracion de anillo dirigido, ver

figura 141(b).

Para construir el arreglo propuesto, se usaron las senales de acoplamiento x;, ¢ =
1,2,...,5 para los 5 nodos CNN en 3D. Para este propdsito, se disenaron las senales de
entrada u;; = g (xn;¢), i = 1,2,...,5 que explicitamente estdan dadas por

uy = c(=rn +x51),

U1 = C<x11 - 51521),

Uzr = C($21 - 1’31) ) (76)
uy = c(x31—24),

Us1r = C(I41 - I51)'

Ahora, usando las ecuaciones (68)-(72) con senales de entrada (76), se construyé la red de
vecino més cercano con configuracién de anillo dirigido que se muestra en la figura 141(b) a
ser sincronizada. Para esta red la correspondiente matriz de acoplamiento estd dada por
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2 2 2
2 0 2 -2 0 2 -2 0 2 =2 0 2

Figura 142: Sincronizacién del primer estado (z;1, ¢ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuracion de vecino més cercano sin nodo maestro, y el nuevo atractor cadtico del nuevo
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (11, Z12, Z13).

138



10,

X22
o

NN NN

X32
o

-5 -5
=5 5 =5
5 5
&0 0
-5 -5 -5 -5
5 0 5-5 ©0 5-5 0 5-5 0 5
x12 x22 X32 X42

Figura 143: Diagramas de fase del segundo estado (x;2,7 =1,...,5) delas 5 CNNs en 3D en
configuracion de vecino méds cercano sin nodo maestro, y el nuevo atractor cadtico del nuevo
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (11, Z12, Z13).

139



10 10 10
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10

x1 3 x23 X33 X43

Figura 144: Diagrama de fase del tercer estado (x;3, 7 = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuraciéon de vecino més cercano sin nodo maestro, y el nuevo atractor cadtico del nuevo
comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (11, Z12, Z13).
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Figura 145: Sincronizacién del primer estado (z;1, @ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuraciéon de vecino méds cercano con configuracién de anillo dirigido, y el nuevo atractor
cadtico del nuevo comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (x11, 19, Z13)-

~1 0 0 0 1
1 -1 0 0 0

AG =0 1 -1 0 o0 |,
0 0 1 -1 0

o o0 0 1 -1

con valores propios: \; = 0, Ay = —0.691 4+ 0.95117, A3 = —0.691 — 0.95115, \y, = —1.809 +
0.58787 v A\s = Ay = —1.809 — 0.5878;. La matriz A ya no es simétrica, sin embargo,
sus valores propios no nulos tienen parte real negativa, por lo que el teorema 1 todavia es
vélido. Las condiciones iniciales y las constantes d y d son las mismas que en el caso previo
y con una constante de acoplamiento ¢ = 70. Con estos valores el teorema 1 garantiza la
sincronizacién en la red dindmica de 5 CNNs en 3D como nodos de la red. La figura 145
muestra la sincronizacién caética en el primer estado de los 5 nodos CNNs en 3D, es decir,
xi1, ¢ = 1,2,...,5 y el atractor cadtico del comportamiento colectivo impuesto por el nodo
maestro en la red dindmica proyectado en el espacio (211, Z12, Z13)-

Caso 3 (Anillo abierto (camino)): 5 nodos cadticos CNN en 3D desacoplados (18)-
(19) a ser sincronizados en una red de vecino mds cercano con configuracion de anillo abierto,

ver figura 141(c).
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Para construir el arreglo propuesto, se usaron las senales de acoplamiento x;;, ¢ =

1,2,...,5 para los 5 nodos CNN en 3D. Para este propdsito, se disenaron las senales de
entrada u;; = g (xa;¢), i =1,2,...,5, que explicitamente estén dadas por
uy = c(=run+x21),
Uy = c(T1 — 279 + T31),
uzr = ¢ (51321 — 21‘31 + IL'41) y (77)
ug = c(x31 — 214 + T51),
Us1 = C($41 - $51)-

Ahora, usando las ecuaciones (68)-(72) con senales de entrada (77), se construyé la red
de vecino més cercano con configuracién de anillo abierto que se muestra en la figura 141(c)
a ser sincronizada. Para esta red la correspondiente matriz de acoplamiento estd dada por

-1 1 0 0 0
1 -2 1 0 0

A.G=] 0 1 -2 1 o0 [,
0 0 1 -2 1

o o0 0 1 -1

con valores propios: A\; = 0, Ay = —0.382, \3 = —1.382, \y = —2.618 y A5 = —3.618.
Las condiciones iniciales y las constantes d y d son las mismas que en el caso previo, y
con una constante de acoplamiento ¢ = 70. Con estos valores el teorema 1 garantiza la
sincronizacién en la red dindmica de 5 CNNs en 3D como nodos de la red. La figura 146
muestra la sincronizacién cadtica en el primer estado de los 5 nodos CNN en 3D, es decir,
i1, ¢ = 1,2,...,5 y el atractor cadtico del comportamiento colectivo impuesto por el nodo
maestro en la red dindmica proyectado en el espacio (211, Z12, Z13)-

Caso 4 (Camino dirigido): 5 nodos cadticos CNN en 3D desacoplados (18)-(19) a ser
sincronizados en una red de vecino mds cercano con configuracion de camino dirigido ver

figura 141(d).

Para construir el arreglo propuesto, se usaron las senales de acoplamiento x;, ¢+ =

1,2,...,5 para los 5 nodos CNNs en 3D. Para este propésito, se disenaron las senales de
entrada u;; = g (x;;¢), 1 =1,2,...,5, que explicitamente estdn dadas por
Uyp = 07
U21 = CT11 — Izl),
Usz1 = C (Igl — Igl) s (78)
Uy = C (I31 - I41) )
Us1 = C($41 - $51)-

En este caso, u;; = 0 debido a que el nodo 1 es el nodo maestro, es decir, no recibe ninguna
senal de entrada de ningin nodo de la red; el papel del nodo 1 es manejar o controlar a los
otros nodos de la red. Ahora, usando las ecuaciones (68)-(72) con senales de entrada (78), se
construyé la red de vecino més cercano con configuracién de camino dirigido que se muestra en
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Figura 146: Sincronizacién del primer estado (z;1, @ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuraciéon de vecino més cercano con configuracién de anillo abierto, y el nuevo atractor
cadtico del nuevo comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (x11, 19, Z13)-

143



2
1
0 //
-1
S 0 2
2 2
1 1
50 / o /
- -1
= 0 : & [} 2
2 2 2
1 1 1
Fo / 0 / 0 /
-1 -1 -1
) 0 : & 0 : & 0 2
2 2 2 2
1 1 1 1
B0 / 0 // 0 / 0[ /
-1 -1 -1 —|I
E 0 : & [} : % 0 : & 0 2
X, %, %, X

Figura 147: Sincronizacién del primer estado (z;1, ¢ = 1,...,5) de las 5 CNNs en 3D en
configuraciéon de vecino mds cercano con configuracién de camino dirigido, y el nuevo atractor
cadtico del nuevo comportamiento colectivo de la red, proyectado en el espacio (x11, X192, Z13)-

la figura 141(d) a ser sincronizada. Para esta red la correspondiente matriz de acoplamiento
estd dada por

0O 0 0 0 O
1 -1 0 0 O
A.(G =01 -1 0 o0 [,
0o 0 1 -1 0
o 0 0 1 -1
con valores propios: Ay = 0, Ay = A3 = \y = A5 = —1. La matriz A ya no es simétrica,

sin embargo sus valores propios no nulos tienen parte real negativa, por lo que el teorema
1 todavia es valido. Las condiciones iniciales y las constantes d y d son las mismas que en
el caso previo y con una constante de acoplamiento ¢ = 70. Con estos valores el teorema 1
garantiza la sincronizacién en la red dindmica de 5 CNNs en 3D como nodos de la red. La
figura 147 muestra la sincronizacién cadtica en el primer estado de los 5 nodos CNN en 3D,
es decir, x;1, 1 = 1,2,...,5 y el atractor cadtico del comportamiento colectivo impuesto por
el nodo maestro en la red dindmica proyectado en el espacio (11, 12, 13).

Nota 2: Es importante mencionar que sélo se alcanzo sincronia exacta en los primeros

144



estados de los nodos de la red, en los cuatro casos (es decir, en el sequndo y tercer estado la
sincronizacion es aprorimada, que quiere decir que el error de sincronizacion es aproximada-
mente cero). Las figuras 143 y 144 muestran los diagramas de fase del sequndo y tercer estado
para el primer caso de estudio. De estas figuras podemos ver que el sequndo y tercer estado
no sincronizan. Este comportamiento del sequndo y tercer estado se repite en los siguientes
tres casos de estudio, por este motivo no se presentaron las grificas de esos estados en los
casos 2, 3y 4.

VI1.2.1. Conclusiones

En esta seccién, se presenté la sincronizacién de muiltiples CNNs en 3D cadticas. Se
logré la sincronizacién en las redes complejas de vecino mds cercano disenadas en cuatro
escenarios, sin nodo maestro, en configuracién de anillo dirigido, en configuracién de anillo
abierto (camino) y configuracién de camino dirigido. Se mostré, que en los dltimos tres casos
presentados, la sincronizacion en el segundo y tercer estado es sélo aproximada, mientras que
el primer estado sincroniza, en el primer escenario la sincronizaciéon es completa, es decir,
sincronizan los tres estados.

VI1.3. Conclusiones

En este capitulo, se presenté la sincronizacién de multiples CNNs 3D en dos configu-
raciones bésicas: en estrella y en vecino més cercano, en ambas configuraciones se vieron
diferentes casos para comprobar la sincronia. De los resultados obtenidos en este capitulo,
podemos realizar una aplicacién a la comunicacién encriptada de informacién para redes
seguras, como veremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo VII

Aplicacion a redes de comunicaciones
encriptadas por caos

En este capitulo, se presenta una aplicacién a las comunicaciones seguras, mediante la
transmisién de una imagen jpg encriptada por caos, a través de los nodos de una red. Para
esto, se utilizaran dos topologfas de redes vistas en el capitulo VI: red en estrella con el nodo
1 como nodo maestro y red en topologia de camino dirigido.

VII.1. Comunicaciones encriptadas en una red con
acoplamiento en estrella

En esta seccién, aplicaremos la sincronizacién de 5 CNNs en 3D cadticas en configuracion
estrella con el nodo 1 como maestro, a la comunicacién segura de informacién confidencial.
En particular, se construird una red de comunicacién caética con nodos acoplados en estrella
para transmitir imagenes jpg encriptadas como informacién. Debido a la topologfa en estrella
en la red dindmica, el propdsito es transmitir iméagenes jpg como mensajes secretos desde un
transmisor (nodo maestro caético, nodo 1) a muiltiples receptores remotos (nodos esclavos 2,
3,4y 5) a través de canales priblicos.

La figura 148 muestra el esquema de comunicacién cadtica para transmitir imagenes
jpg como mensajes encriptados desde un nodo central, nodo 1 (transmisor) hacia multiples
receptores remotos. La transmision se logra mediante el uso de la técnica de conmutacion
cadtica, ver por ejemplo [Cruz-Hernandez 2004; Cruz-Hernandez et al. 2005; Cruz-Herndndez
y Martynyuk 2010; Cruz-Hernandez 2008; Lopez-Mancilla y Cruz-Hernéndez 2005a; Posadas
et al. 2008a; Serrano-Guerrero et al. 2010; Serrano-Guerrero et al. 2012]. En esta técnica
de comunicacion, se usa una sefial binaria m(t) para modular un pardmetro del transmisor
(nodo central 1). De acuerdo con el valor de m(t) en cualquier tiempo ¢, el nodo transmisor
tiene uno de los dos pardametros p o p’. Por ejemplo, si se tiene un ‘0’ 1égico para transmision,
entonces el nodo transmisor tiene el pardmetro p, en caso contrario el valor del pardmetro
es p', es decir, cuando se transmite un ‘1’ légico. Es decir, m(t) controla un interruptor
cuya accién cambia el valor del pardmetro entre p y p’ en el nodo transmisor, mientras que
los multiples nodos receptores remotos tienen todo el tiempo el pardmetro p. El error de
sincronizacion e; (t) = x11 (m(t)) — za (t), i = 2,3,4,5 decide si la sefial recibida en los
receptores y (m (t)) = x11 (m(t)) corresponde a un ‘0’ o un ‘1’ légico. Entonces, cuando el
transmisor y cada receptor sincronizan (es decir, cuando ¢; (t) = 0, i = 2,3,4,5) puede ser
interpretado como un ‘0’ lgico, y cuando el transmisor y los receptores no sincronizan (es
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Figura 148: Sistema de red de comunicacién cadtica para transmitir informacién de imégenes
jpg encriptadas.

decir, cuando e; (t) # 0, i = 2,3,4,5) se interpretard como un ‘1’ l6gico.

En este trabajo doctoral, para transmitir una imagen jpg encriptada empleando con-
mutacién cadtica, sea Ti; el pardmetro a ser modulado en el nodo maestro (68), nodo
1, con uy; = 0. La informacién binaria m(t) se incorpora al parametro T3; como sigue,
Ty, (t) =Ti1+7-m(t), donde r = 0.01 y t = 0.5 s. Previamente, en el proceso de encriptado,
la imagen jpg se convierte a una secuencia binaria para obtener m(t). Consideremos la ima-
gen jpg mostrada en la figura 149 como el mensaje confidencial a ser transmitido. Mientras
que la figura 150 ilustra la imagen encriptada transmitida por un canal inseguro en la red de
comunicacién, cuando el pardmetro Ti; en el transmisor (nodo central 1, (68), con u;; = 0)
es conmutado entre 77, = 1.49 (para codificar un ‘0’ 16gico) y 77, = 1.5 (para codificar una
‘1’ 16gico). Del lado de los muiltiples receptores remotos, se detecta el error de sincronizacién
ei(t) =z (m(t)) — xi (), i = 2,3,4,5 con lo que se recupera la secuencia binaria m’(t)
después de una etapa de filtrado. Finalmente, al tener m/(t) se puede recuperar la imagen
jpg, en la figura 151 se puede ver la imagen recuperada. La regla para obtener la secuencia
binaria m/(t) se basa en la deteccién del error de sincronizacion e;(t), i = 2, 3,4, 5 para detec-
tar cada periodo de un ‘0’ o ‘1’ 16gico, como sigue: cuando en la parte del receptor tenemos
que e; (t) # 0 entonces es un ‘1’ 16gico y cuando e;(t) = 0, entonces es un ‘0’ légico. Note
que un intruso (ubicado en cualquier canal publico de la red de comunicacién) obtendré por
ejemplo, la imagen encriptada que se muestra en la figura 150, construida de la senal cadtica
transmitida z1; (m (t)) .
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Figura 149: Imagen jpg confidencial a ser encriptada y transmitida por el nodo central 1 a
multiples receptores remotos.

Figura 150: Imagen jpg encriptada con caos y transmitida a través de los canales piiblicos de
la red de comunicacién.
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Figura 151: Imagen jpg recuperada en cada uno de los receptores remotos.

VII.1.1. Conclusiones

En esta seccién, con base en la sincronizaciéon de muiltiples CNNs en 3D en redes con
acoplamiento en estrella, se presenté una aplicaciéon de comunicaciones cadticas al transmitir
un mensaje de una imagen jpg, desde un sélo transmisor (nodo maestro) a muiltiples receptores
remotos (nodos esclavos 2, 3, 4 y 5) a través de canales piblicos.

VII.2. Comunicaciones encriptadas en una red con
acoplamiento de camino dirigido

En esta seccién, se aplica la sincronizacién de 5 CNNs en 3D con configuraciéon de camino
dirigido vista en el capitulo VI (ver figura 141(d)), a la comunicacién segura de informacién
confidencial. En particular, se construyé una red de comunicacién caética para transmitir un
tren de pulsos encriptado como informacién. El propédsito es mandar un tren de pulsos, desde
un nodo transmisor (nodo cadtico 1) hacia cada receptor (nodos Ny, N3, Ny y Ns) a través
de canales piblicos.

La figura 152 muestra el esquema de comunicacién cadtica para transmitir mensajes ocul-
tos desde el nodo N; (transmisor) hacia 4 receptores remotos. La transmision se logra usando
la técnica de conmutacion cadtica, ver por ejemplo [Cruz-Hernéndez 2004; Cruz-Hernandez et
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al. 2005; Cruz-Herndndez y Martynyuk 2009; Cruz-Hernandez 2008; Lépez-Mancilla y Cruz-
Hernédndez 2005a; Posadas et al. 2008a; Serrano-Guerrero et al. 2010; Serrano-Guerrero et al.
2012].

En esta técnica, se usa una senal binaria m(t) para modular un pardmetro del transmisor
(nodo central 1). De acuerdo con el valor de m(t) en cualquier tiempo ¢, el transmisor tiene
uno de los dos pardmetros p o p’. Por ejemplo, si se tienen un ‘0’ l6gico para transmisién,
entonces el transmisor tiene el pardmetro p, en caso contrario el valor del pardmetro es p'.
Es decir, m(t) controla un interruptor cuya accién cambia el valor del pardmetro entre p y
p’ en el transmisor, mientras que en los multiples receptores remotos tiene todo el tiempo el
pardmetro p. El error de sincronizacién e; (t) = x11 (m (t)) — xi (t), i = 2,3,4,5 decide si la
senal recibida y (m (t)) = x11 (m (t)) corresponde a un ‘0’ o un ‘1’ l6gico. Entonces, cuando el
transmisor y cada receptor sincronizan (e; (t) =0, i = 2,3,4,5) puede ser interpretado como
un ‘0’ légico, y cuando el transmisor y los receptores no sincronizan (e; (t) # 0, i = 2,3, 4,5)
se interpretard como un ‘1’ 16gico. La diferencia entre p y p’ debe ser pequena, de tal manera
que el transmisor no pierda su comportamiento cadtico, pero suficientemente grande para
producir una momenténea pérdida de sincronia con los otros nodos de la red (receptores).
Esta momentédnea pérdida de sincronia puede ser detectada en el error de sincronfa. El valor
correcto de p’ se seleccioné experimentalmente.

En este trabajo doctoral, para transmitir una imagen jpg encriptada empleando con-
mutacién cadtica, sea Tj; el pardmetro a ser modulado en la CNN en 3D (68) nodo Nj.
La informacién binaria m(t) se incorpora a T1; como sigue, Ti1 (t) = Th1 + 7 - m (t), donde
r = 0.01. Consideremos el tren de pulsos mostrado en la figura 153(a) como el mensaje con-
fidencial a ser transmitido. En la figura 153(b) el primer estado del nodo N; es mostrado sin
la senal de informacién. La figura 153(c) ilustra la transmisién del tren de pulsos a través
de un canal inseguro en la red de comunicacién, cuando el pardmetro 77, en el transmisor
(nodo N;) es conmutado entre T3; = 1.49 (para codificar un ‘0’ légico) y 7" = 1.5 (para
codificar a un ‘1’ 16gico). En el extremo de los receptores remotos, la deteccién del error de
sincronizacion e;(t) = x;1 (m (t)) — @iy11 (), ¢ = 1,2,3,4 se logra al recobrar la secuencia
binaria m/(t), después de una etapa de filtrado pasa-bajas. Finalmente, el mensaje de tren
de pulsos recuperado se muestra en la figura 154. La regla para obtener la secuencia binaria
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Figura 153: (a) Tren de pulsos m(t) a ser transmitido, (b) Primer estado del nodo transmisor
N; sin modular, (¢) Primer estado del nodo transmisor N; modulado con el mensaje, esta
senal es la que se transmite a través de un canal inseguro.

m/(t) estd basada en la deteccién del error de sincronizacion e;(t), i = 2,3, 4,5 para detectar
cada periodo de un ‘0’ o ‘1’ 16gico, como sigue: cuando en el lado del receptor tenemos que
e; (t) # 0 entonces es un ‘1’ légico y cuando e;(t) = 0, entonces es un ‘0’ l6gico. Note que un
intruso (en cualquier canal piblico de la red de comunicacién) obtendra por ejemplo, la ima-
gen encriptada que se muestra en la figura 153(c), construida de la senal cadtica transmitida
T11 (m (t)) .

A continuacion, utilizando la misma red de comunicacion caética (ver figura 152), se ilus-
tra la transmision de una imagen encriptada. Previamente, en el proceso de encriptamiento,
la imagen jpg se convierte a una secuencia binaria para obtener m(t). La figura 155 muestra
la imagen que se enviard al conjunto de receptores remotos, la figura 156 muestra la imagen
con encriptamiento caético y la figura 157 muestra la imagen recuperada de m’(t) en los
nodos NQ, N3, N4 y N5.

Si se usara un nodo diferente para transmitir el mensaje solo los nodos vecinos recobraran
el mensaje, en la tabla I se muestra una relacién de este proceso. Si se quisiera transmitir un
mensaje a un nodo anterior, se necesitarfa otra red de camino dirigido en direccién contraria
para poder tener una conexién de dos vias.
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Figura 155: Imagen original ("mimo") a ser enviada como mensaje encriptado.
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Figura 156: Imagen con encriptamiento cadtico, enviada como mensaje a través de los canales
ptblicos de la red con nodos acoplados en cadena.

Figura 157: Imagen recuperada ("mimo") en los receptores.
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Nodo transmisor | Nodos receptores
Ny Na, N3, Ny y Nj
N N3, Ny y Ns
N3 Nyy Ns
Ny Ns
N5y ninguno

Tabla I: Esquema de transmision.

VII.2.1. Conclusiones

En esta seccién, con base en la sincronizaciéon de muiltiples CNNs en 3D en redes con
acoplamiento de vecino mds cercano, se presenté una aplicaciéon de comunicaciones cadticas
al transmitir un tren de pulso como mensaje, desde un transmisor (nodo N;) hacia miltiples
receptores remotos (nodos Ny, N3, Ny y Ns) con topologia de camino dirigido, a través de
canales publicos. También se dio un ejemplo transmitiendo una imagen encriptada por la red
de comunicacién.

VII.3. Conclusiones

En este capitulo, se mostré la posibilidad de transmitir senales digitales en una red forma-
da por muiltiples CNNs 3D en régimen caético, utilizando dos topologias distintas: en estrella
y camino dirigido (ver figuras 138(a) y 141), también se ilustré con un ejemplo de transmisién
de una imagen jpg a través de las dos configuraciones de redes complejas presentadas.
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Capitulo VIII

Conclusiones generales

En este trabajo de tesis doctoral, se realizé un estudio sobre la sincronizacion de redes
complejas. En particular, se estudié la sincronizaciéon de redes complejas conformadas por
nodos que exhiben dindmicas extremadamente complejas, como caos e hipercaos. Los nodos
hipercadtico y cadtico seleccionados respectivamente para formar las redes fueron: oscilador
de Chua con retardo de tiempo y redes neuronales celulares CNNs. Se abordé la sincronizacion
de redes complejas en diferentes topologfas regulares e irregulares.

Se realiz6 un estudio numérico sobre la robustez de la sincronfa de redes complejas
frente a perturbaciones en los pardmetros de los nodos, utilizando diferentes topologias de
acoplamiento: global, anillo estrella e irregular. Con estos estudios se muestra que topologias
de acoplamiento son robustas frente a perturbaciones paramétricas y cuales no, cuando se
utilizan en particular estos nodos.

Utillizando las teorfas conocidas de estabilidad de sistemas perturbados y de Lyapunov, se
establecieron condiciones analiticas para determinar la estabilidad de la sincronia de una red
de dos nodos frente a perturbaciones paramétricas, de tipo desvanecientes y no desvanecientes.

Se mostré la sincronizacién de redes neuronales celulares en diferentes topologias en es-
trella (con y sin nodo maestro) y anillo (anillo, anillo dirigido, anillo abierto (camino) y
camino dirigido).

También se mostré la transmisién de informacién digital (por medio de una imagen jpg
digitalizada) desde un nodo de la red a multiples nodos remotos, utilizando redes complejas
formadas por CNNs (redes celulares neuronales). Con esto se demuestra que es posible la
transmisién de informacién digital en redes de comunicacion.

VIII.1. Principales contribuciones de este trabajo doc-
toral

Un resumen a modo de puntuario, de las principales contribuciones de este trabajo de
investigacion, se da a continuacion:

» Andlisis numérico de la sincronizacion en diferentes topologias de redes complejas frente
a perturbaciones paramétricas.

» Andlisis tedrico de estabilidad de los errores de sincronizacion de una red de dos mo-
dos hipercadticos y de dimension infinita (oscilador de Chua con retardo de tiempo)
utilizando la teoria de sistemas perturbados.



Estudio de sincronizacion de redes complejas formadas por CNNs (redes celulares neu-
ronales) en diferentes configuraciones de red en anillo y estrella.

Transmicion de informacion digital (imagen jpg) desde un nodo a multiples nodos de
manera simultanea, en redes complejas formadas por CNNs (redes neuronales celulares).

VIII.2. Problemas abiertos

El estudio de los sistemas complejos se encuentra en pleno auge. Asi lo muestran las
numerosas investigaciones sobre el tépico. En la literatura y congresos se reportan estas con-
tribuciones. Las aplicaciones a distintas disciplinas cientificas y tecnoldgicas va en aumento.

A continuacién, se mencionan brevemente algunos problemas abiertos detectados al re-
alizar esta investigacién y que representan trabajo a futuro en esta direccion:

Extender los resultados obtenidos de sincronizacién a redes de mundo pequeno, redes
de libre escala, redes aleatorias, etc.

Extender el andlisis tedrico de estabilidad de sistemas perturbados a redes de méds de
dos nodos.

Analizar la sincronizacién de redes complejas considerando retrasos de tiempo en la
senal acoplante.

Analizar la sincronizacién de redes complejas considerando diferentes “pesos”, es decir,
diferentes fuerzas de acoplamiento.

Implementar fisicamente la sincronizacién de redes complejas formadas por circuitos
cadticos e hipercadticos.

Analizar la sincronizacién de redes complejas en el caso que se tenga perturbaciones en
la senal acoplante.

Aplicacién de la sincronizacién de redes complejas a equipos de trabajo formados por
robots manipuladores o moviles.

Aplicacién de la sincronizaciéon a modelos de redes sociales y bioldgicas.
Sincronizar redes complejas empleando control “pinning”.
Extender estos resultados a la sincronizacién de redes con “cientos” o “miles” de nodos.

Analizar la sincronia de estas redes ante fallas en los nodos y en las conexiones.

VIII.3. Productos derivados de este trabajo doctoral

Las principales aportaciones que arrojé este trabajo de investigacion a la sincronizacién
de sistemas complejos, se resumen a continuacion:
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VIIL.3.1. Articulos en revistas en Journal Citation Reports (JCR)
de Thomson Reuters (ISI):

1.- H. Serrano-Guerrero, C. Cruz-Herndndez, R.M. Loépez-Gutiérrez, C. Posadas-
Castillo, E. Inzunza-Gonzélez (2010) “Chaotic Synchronization in Star Coupled Networks
of Three-Dimensional Cellular Neural Networks and Its Application in Communications”,
International Journal of Nonlinear Sciences and Numerical Simulation, 11(8), pp. 571-580.

2.- H. Serrano-Guerrero, C. Cruz-Hernédndez, R.M. Lépez-Gutiérrez, L. Cardoza-
Avendano y R.A. Chdvez-Pérez (2013) “Chaotic Synchronization in Nearest-Neighbor Cou-
pled Networks of 3D CNNs”, por aparecer Journal of Applied Research and Technology.

3.- H. Serrano-Guerrero, Cruz-Herndndez C, et al. (2012) “Robust synchronization of
time-delay Chua’s oscillators”, Applied Mathematics and Computation. (sometido)

4.- H. Serrano-Guerrero, C. Cruz-Herndndez, et al. (2012) “Experimental realization
of chaotic encryption”, Digital Signal Processing. (sometido)

VIII.3.2. Participacién en congresos

1.- Serrano-Guerrero H., Cruz-Herndndez C., Lépez-Gutiérrez R.M., Acosta del Cam-
po O.R., Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendano L. "Synchronization in complex networks
of time-delay Chua’s oscillators", Symposium on Low Dimensional Systems & Workshop on
Complex Systems, 150th Orbit of Alexander von Humboldt, 7 al 11 de junio de 2010, Habana,
Cuba.

2.- Serrano-Guerrero H., Cruz-Herndndez C., Lépez-Gutiérrez R.M., Acosta del Cam-
po O.R. y Arellano-Delgado A. "Synchronization in complex networks with nearest-neighbor
coupling configuration". First International Conference on Complex Systems Design and
Management (CSDM 2010). 27 al 29 de octubre de 2010, Paris, Francia.

3.- Serrano-Guerrero H., Cruz-Hernéndez C., Lopez-Gutiérrez R.M., Acosta del Cam-
po O.R, Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendano L. "Synchronization in perturbed complex
networks with star coupling configuration", DYNAMICS DAYS SOUTH AMERICA 2010,
International Conference on Chaos and Nonlinear Dynamics, 26 al 31 de julio de 2010, San
José dos Campos, SP, Brasil.

VIIIL.3.3. Participacién en trabajos de investigacién como comple-
mento a la formacién doctoral:

1.- Cruz-Hernédndez C., Inzunza-Gonzélez E., Lépez-Gutiérrez R.M., Serrano-Guerrero
H., Garcia-Guerrero E.E. "Encrypted audio communication based on synchronized unified
chaotic systems". International Conference on Computer, Electrical and Systems Science,
and Engineering (ICCESSE 2010). Jun 28-30, 2010 WSET, p. 869-874, Paris, Francia.

2.- Inzunza-Gonzélez E., Cruz-Hernéndez C., Lépez-Gutiérrez R. M., Garcia-Guerrero E.
E., Cardoza-Avendano L. y Serrano-Guerrero H. (2009), Software to encrypt messages
using public-key cryptography”, World Academy of Science, Engineering and Technology,
Vo. 54, pp. 623-627
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3.- E. Inzunza-Gonzélez, C. Cruz-Herndndez, H. Serrano-Guerrero (2012) “Hyper-
chaotic encryption: An application in biometric systems based on face Recognition”, AEUE
International Journal of Electronics and Communications. (sometido)
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