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RESUMEN de la Tesis de Denisse Judrez Villarreal y Marcela Concepcién Murillo
Veldzquez presentada como requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura en
Matematicas Aplicadas. Ensenada, Baja California, México, febrero de 2010.

ESTUDIOS DE LAS VIBRACIONES UNIDIMENSIONALES Y
BIDIMENSIONALES EN BARRAS ELASTICAS MEDIANTE METODOS DE
ELEMENTO FINITO

La mayoria de las propiedades cualitativas y cuantitativas de los fenémenos fisi-
cos se pueden representar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales
con condiciones de frontera y/o iniciales para algin dominio. Una vez que el modelo
matemaético estd bien definido, el siguiente paso es encontrar su solucién analitica.
Sin embargo, existen modelos mateméticos cuya soluciéon analitica es desconocida
o muy complicada de encontrar y cominmente se utilizan métodos numeéricos para
determinarla.

En este trabajo se simularén las vibraciones unidimensionales y bidimensionales
de barras eldsticas sometidas a diferentes tipos de esfuerzos. Dicha simulacién se lle-
varé a cabo por el método de elemento finito, ya que es una herramienta muy flexible
para resolver numeéricamente ecuaciones diferenciales con dominios cuya geometria
podria ser muy compleja.

Resumen aprobado:

R VAR
Dra. Selyé Solorza Calderén
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1. INTRODUCCION

El estudio de las vibraciones de cuerpos elasticos tiene sus fundamentos a comienzos del
siglo XVII, con los trabajos de Robert Hooke, Leonard Euler, Thomas Young y Saint-Venant
principalmente, desde entonces se han establecido las formulaciones basicas que relacionan las
acciones y las respuestas de los cuerpos eldsticos, en particular se ha profundizado en el estudio

de las tensiones y compresiones en dichos cuerpos.

Los modelos matematicos que se han utilizado en la descripcion del comportamiento de los
cuerpos eldsticos, involucran problemas de valor en la frontera que no siempre tienen solucién
analitica, por lo que se han desarrollado técnicas alternas para aproximarse a la solucién, una

de ellos es el método de elemento finito (MEF).

Aunque la formulacién matemética del MEF se elaboré a partir de 1800, las ideas basicas
de discretizar una regién de interés se remontan a los tiempos de la antigua cultura egipcia y
se empleaban para determinar el volumen de las pirdmides. Posteriormente, en el afio 250 a.C.
Arquimedes utilizé el mismo principio para calcular el valor de 7, y para la obtencién de dreas
y volumenes de sélidos. La técnica se desarrollé paulatinamente, podemos decir que el comienzo
del método como lo conocemos en la actualidad se dio a principios del siglo 20 con los trabajos

de Ritz! y Galerkin?.

El método de estos autores consistié en dividir la regién, €2, en subregiones €2; (a lo que
ahora llamamos dominio y elementos), véase Fig. 1.1, y a la ecuacion diferencial asociarle un
problema variacional mediante la técnica de residuos ponderados, seleccionando como funcién
de ponderacion a las funciones de la base de ) para determinar los coeficientes que minimizan

el residuo.



Fig. 1.1: Dominio en una dimension, €2, discretizado en subdominios €2;, i =1, ..., 18

Al usar las funciones de la base de €2 en cada elemento se genera un sistema de ecuaciones que
contiene un gran nimero de incégnitas, un sistema imposible de resolver a principios de 1900, sin
embargo con la llegada de las computadoras a mediados del siglo 20, el cadlculo matricial avanzé a

pasos agigantados, lo que facilité la solucién numérica de dichos sistemas de ecuaciones.

Por ejemplo, Hrennikoff® en 1941 y McHenry* en 1943 aplicaron el método variacional
del Rayleigh-Ritz para calcular los esfuerzos en barras o vigas sélidas, elasticas, homogéneas e
isotrépicas asociados a problemas en una dimensién. En ese mismo afio, R. Courant® utilizé fun-
ciones polinémicas, debido a su sencillez de manipulacién algebraica, para resolver problemas
elasticos en dos dimensiones, utilizando dicho método y dividiendo el dominio en subregiones
triangulares. Con este avance se logré analizar el comportamiento de cuerpos bidimensionales
mas complejos, y en 1956 M. J. Turner desarollé la metodologia para estudiar estructuras con-
formadas por tridngulos y rectangulos sometidos a esfuerzos simples. Con el trabajo en conjunto
de Turner, Ray W. Clough, H. C. Martin y L. J. Topp® en 1956, el MEF adquirié gran prestigio

v se expandié al campo aeroespacial al aplicarlo a la sustentacién de la estructura de los aviones.

A pesar de que el MEF se fundamenté a principios del siglo XX, fue hasta 1960 que se
introdujo la frase elementos finitos para describir elementos triangulares y rectangulares en el
andlisis de esfuerzos. En 1961 Melosh” publicé su estudio sobre el MEF para placas rectangu-
lares sometidas a flexién, mientras que Martin® extendié la aplicacién del método a problemas

tridimensionales.

Los libros de Przemienniecki’ y de Olgierd C. Zienkiewiecz y Holister!? presentan la apli-
cacién del MEF al analisis estructural, de hecho, el trabajo de Zienkiewiecz se considera el primer

escrito sobre el calculo por elementos finitos.

El MEF es una de las técnicas de simulacién que ha sido aprovechada en problemas de

distribucién de tensiones en un material para predecir las fracturas debidos a tensiones descono-



cidas. Dada su generalidad, el método se utilizé en otros campos como la conduccion de calor o
la mecanica de fluidos, en donde compite con otros métodos numeéricos como el de las diferencias

finitas, el cual tiene dificultades de planteamiento para dominios con geometrias complicadas.

Puesto que el objetivo de la simulacién es casi siempre la prediccién de la respuesta de un
sistema a una cierta excitaciéon, es muy comun encontrar el MEF en la ingenieria automotriz, la
industria aeronautica, astronautica, ingenieria civil, actistica y en la de disefio de instrumentos
musicales. La meta més comtun de todas las industrias es mantener las estructuras o ensambles

libres de vibraciones indeseables.



2. TEORIA DE ELASTICIDAD

En este capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria de elasticidad, necesarios
para comprender y describir las ecuaciones de movimiento que se estudiaran. Hacemos énfasis
en el hecho de que el trabajo estd enfocado en la soluciéon de los modelos matemaéticos para las
vibraciones unidimesionales y bidimensionales mediante el método de elemento finito y no en

describir ha profundidad la interpretacion fisica de las soluciones obtenidas.

2.1. Ley de Hooke

Comenzaremos esta seccion definiendo dos de los conceptos béasicos de la teoria de elastici-

dad: esfuerzo y traccion.

El concepto de esfuerzo en mecanica del medio continuo, introducido por Agustin Cauchy
en 1822, es una medida del aporte promedio de la fuerza ejercida (por unidad de drea) en la
superficie de un cuerpo deformable en el cual actiian fuerzas internas. Por otra parte, traccién es
el esfuerzo a que estd sometido un cuerpo por la aplicacién de dos fuerzas opuestas que tienden a
estirarlo, produciendo un alargamiento sobre una direccion, digamos x1, a la vez que se produce

una contraccion sobre los ejes perpendiculares a x7.

Los cuerpos sélidos estan expuestos a dos tipos de deformacién dependiendo de las fuerzas
aplicadas y del material del cual estdn compuestos. Cuando la deformacién se mantiene ain
tras cesar el esfuerzo decimos que el cuerpo se comporta de forma pléastica, si la deformacion
no es permanente entonces el cuerpo se comporta de manera elastica de modo que recupera su

longitud original. En este trabajo nos enfocaremos a estudiar cuerpos eldsticos.

Si un cuerpo deformable estd sometido a una traccién axial, no sélo se alarga sino que

también se contrae lateralmente, por ejemplo, cuando un barra prismatica estd sometida a una



carga de traccién simple se produce en ella un aumento de longitud en la direccién de la carga,
asi como una disminucién de las dimensiones laterales perpendiculares a la barra. Este cambio
se representa en la Fig. 2.1, cuya parte (a) muestra la barra en su posicién de equilibrio y la

parte (b) después de la traccion.

— —— P EI ii” Iﬁ % P
g N — —
(a) Barra sin traccién (b) Barra con traccién

Fig. 2.1: Ejemplo de alargamiento axial y contraccién lateral

Considerando que la direccion = estd dada a lo largo de la barra, la deformacion en la
direccién lateral e, en cualquier punto de una barra es proporcional a la deformacién axial €,
en el mismo punto. La relacién de estas deformaciones es una propiedad del material llamada

relacion de Poisson o razén de Poisson (denotada por v) y se puede definir con la ecuacién:

y=_% (2.1)

La mayoria de los materiales exhiben una relacién lineal entre el esfuerzo y la deformacién
dentro de la regiéon eldstica. Por consiguiente, un aumento en el esfuerzo causa un aumento
proporcional en la deformacién. Este hecho fue descubierto por Robert Hooke en 1676 y se
conoce como Ley de Hooke, la cual para una dimensién puede expresarse matemdticamente

COmao:

o= Ee (2.2)

donde o es el esfuerzo, € la deformacion y E la constante de proporcionalidad llamada médulo de

elasticidad o médulo de Young, la ecuacién (2.2) representa la pendiente de la recta de Hooke,



Esfuerzo o
Limite de
elasticidad Fractura
Limite
proporcional
4—— Compresion Tension ——=
Deformacion

Fig. 2.2: Ley de Hooke

véase Fig. 2.2. El médulo de Young (FE) caracteriza el comportamiento de un material eldstico

seguin la direccién en la que se aplica una fuerza.

Ademss de la traccion, existen otros tipos de esfuerzos como el de compresion y cizallamien-
to. En la compresién se aplican dos fuerzas iguales que actian en direccién la una hacia la otra
comprimiendo el cuerpo. Por su parte, el cizallamiento ocurre cuando dos fuerzas paralelas de

magnitud igual se aplican en direcciones opuestas'®.

2.1.1. Tensor de tensiones

A la fuerza ejercida sobre la superficie del medio continuo la caracterizamos mediante el
tensor de tensiones, y para definirlo nos basaremos en el cubo de la Fig. 2.3. A cada una de
las caras le vamos asociar un vector tensién t, del cual mostramos sus componentes normal y
tangencial. La tension normal es la fuerza ejercida en la direcciéon paralela al eje normal a la
superficie, por ejemplo 04, 0yy, 0. en la Fig. 2.3. Si consideramos la fuerza ejercida pero ahora
en la direccién perpendicular al eje normal a la superficie tendremos las tensiones tangenciales,
las cuales son 04y, 04z, Oyz, Oyz, 02z ¥ 0y. Entonces, en cada una de las caras del cubo se

tendran tres tensiones: una normal y dos tangenciales.
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Fig. 2.3: Representacion grafica de las tensiones

Como las componentes normales en el tensor de tensiones representan la variacion de la
fuerza ejercida en las direcciones paralelas a las normales a la superficie, éstas componentes nos
indican el cambio en el volumen del material. Por otro lado, las componentes tangenciales nos
proporcionardan informacién de cémo se deforma el medio. Al conjunto ordenado de estas nueve

tensiones se le conoce como tensor de tensiones y se representa por la siguiente matriz:

Ozx Ogzxy Ozxz
Oyz Oyy Oyz

Ozx Ozy Oz

2.1.2. Tensor de deformacion

El tensor de deformacién o deformaciones es un tensor simétrico usado, en mecanica de
medios continuos y mecanica de sélidos deformables, para caracterizar el cambio de forma y

volumen de un cuerpo. En tres dimensiones un tensor de deformacién tiene la forma general:

€11 €12 €13
D= €21 €22 €23 (2-4)

€31 €32 €33



donde cada una de las componentes del tensor, son puntos del cuerpo que caracterizan su

deformacién.

El tensor de deformaciones esta relacionado con el tensor de tensiones mediante las ecua-
ciones de Hooke generalizadas, que son relaciones de tipo termodindmico o ecuaciones constitu-

tivas para el material del que esta hecho el cuerpo.

2.1.3. Ley de Hooke generalizada

La ley de Hooke en una dimensién, ecuacién (2.2), se puede generalizar para el caso tridi-
mensional en un material eldstico, designando a cada componente del tensor de tensiones una
combinacién lineal de todas las componentes del tensor de deformacién, en notacién tensorial

esto es:
6
Om = Zcmnen, m=1,...,6 (2.5)
n=1

donde C),, es un tensor que contiene las constantes elasticas y esta compuesto por 36 compo-
nentes. Pero no es necesario calcular las 36 constantes para determinar la relacion entre esfuerzos

om y deformaciones g, en un material.

En primer lugar, se considera la simetria de los tensores de tensiones y deformaciones, lo
cual reduce la ecuacién (2.5) a 21 componentes linealmente independientes, representdndose en

notacion matricial como:

01 C11 C12 C13 Ci14 Ci15 Ci6 €1
02 €22 C23 C24 C25 C26 €2
03 €33 C34 C35 C36 €3
04 C44 C45 C46 €4
o5 simetria C55 Cs6 €5

06 C66 €6



donde
01 = Ogg, 04 = Ogy = Oyz, €1 = Ezxa, €4 = Egy = Eyu, (2'7)
09 = Oyy, 05 =0y, =0z, Y E2==Ey, E5=~Ey:=CEayy, (2.8)
03 = 02z, 06 = Ozx = Ozxz, €3 = €2z, €6 = €z = Exz- (29)

2.2. Tipos de materiales

Aunque la mayoria de los materiales se comportan diferente bajo condiciones diferentes
(temperatura, condiciones de procesado, etcétera), en general se pueden clasificar en cinco

tipos!”:

1. Homogéneos: Sus propiedades son constantes en cualquier punto en una direcciéon parti-

cular del cuerpo.

2. Heterogéneos: Sus propiedades cambian de un punto a otro en la misma direccion, es decir,

las propiedades son funcién de posicién en el cuerpo.

3. Isotrépicos: Sus propiedades son las mismas en cualquier direccién o cualquier seccién

transversal.
4. Anisotrépicos: Sus propiedades difieren en dos o mas direcciones.

5. Ortotrépicos: Es un tipo especifico de anisotropia, en la cual los planos de los valores

extremos son ortogonales.

En un material eldstico lineal e isotrépico, se tiene el mismo valor del médulo de Young
para una traccién que para una compresion, siendo esta una constante independiente del esfuerzo
siempre que no exceda el limite elastico del material. Cuando el material es ademas homogéneo

la ley de Hooke (2.6) se simplifica a:
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Oz 20+ A A A 0O 0 0 Exa
Tyy 2p+ A A 0 0 0 Eyy
o _ 2u+X 0 0 O €2z (2.10)
Oy 20 0 0 Exy
Oy 2 0 Eyz
oo 2u Eon

en donde A y i, son las constantes de Lamé, las cuales se pueden escribir en términos del médulo

de Young y la razén de Poisson como:

)\:<1—V21/> <1fl/> y “:2(1E+y)' (2.11)



3. TEORIA DE VIBRACION

Una vibracién se produce cuando el sistema es desplazado de su posicién de equilibrio y bajo
la accién de fuerzas de restitucién elasticas o gravitacionales tiende a retornar a dicha posicion,
moviéndose de un lado a otro hasta alcanzar su estabilidad. Todo cuerpo eldstico con masa es
capaz de vibrar, y la teoria de las vibraciones mecédnicas es quien se encarga de estudiar los

movimientos oscilatorios de cuerpos o sistemas y de las fuerzas asociadas a tal vibracion.

3.1. Vibraciones libres y forzadas

Las vibraciones mecanicas se clasifican en libres y forzadas. Las vibraciones libres tienen
lugar en un sistema en ausencia de fuerzas externas, “las originan y mantienen fuerzas tales

» 18

como las elasticas o las gravitatorias” *°. Caso contrario, las vibraciones forzadas tienen lugar en

presencia de fuerzas que varian con el tiempo y que no dependen de la posicién ni del movimiento;

y se pueden clasificar en:

1. Armonicas: varian sinusoidalmente,
2. Periddicas: repiten valores cada cierto tiempo,

3. Impulsos o choques: fuerzas de una gran intensidad que actian durante tiempos infinite-

simales,

4. y en fuerzas que varian de un modo arbitrario con el tiempo.

3.2.  Vibraciones amortiguadas y no amortiguadas

Las vibraciones también se dividen en amortiguadas y no amortiguadas. Cuando las fuerzas

aplicadas se oponen a las fuerzas restauradoras (rozamiento, resistencia del aire, amortiguamien-
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to viscoso, etcétera) y son despreciables, se dice que la vibracién es no amortiguada. Cuando no

son despreciables dichas fuerzas de resistencia, se dice que la vibracién es amortiguada.

Las vibraciones libres no amortiguadas se repiten peridédicamente e indefinidamente, mien-
tras que las libres amortiguadas desaparecen eventualmente. Por otro lado, una vibracién forzada

con amortiguamiento se mantendra s6lo mientras esta aplicada la fuerza que origina la vibracién.

Las vibraciones libres no amortiguadas no existen fisicamente ya que todo sistema real
contiene fuerzas de rozamiento que llegarian a detener las vibraciones, pero en muchos sistemas
la pérdida de energia es tan pequena que el andlisis basado en un amortiguamiento despreciable

da, a menudo, resultados técnicamente satisfactorios.

3.3.  Vibraciones lineales y no lineales

Otra forma de clasificar las vibraciones es por la linealidad del sistema. Si todos los compo-
nentes esenciales de un sistema en vibracién se comportan dentro de su intervalo lineal, entonces
a la vibracion resultante se le conoce como lineal, puesto que las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el comportamiento de dicho sistema son lineales y entonces podremos emplear el
principio de superposicién. Pero si uno de los componentes béasicos del sistema se comporta de

manera no lineal, entonces a la vibracién se le denomina no lineal.
Las fuentes principales de la no linealidad son tres:

1. Grandes deformaciones: cuando los desplazamientos son grandes, las ecuaciones de equi-
librio no se pueden plantear sobre la geometria inicial conocida, sino que se disena sobre la
final. Ademas, en las relaciones entre la deformacién y el desplazamiento deben retenerse

los términos cuadraticos, lo que da relaciones no lineales.

2. Determinados tipos de rozamiento o amortiguamiento: como los producidos cuando dos

superficies secas se deslizan una respecto a la otra.

3. No linealidad en las ecuaciones constitutivas del material: algunos materiales como el acero,
presentan esta no linealidad s6lo para valores grandes de los esfuerzos. La plasticidad es

un caso tipico de la no linealidad.
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3.4. Modos de vibracion

Un modo de vibracién es un patrén en el que vibra un sistema. La mayoria de los sis-
temas tienen muchos modos de vibracion. Estos son esenciales para describir la naturaleza del

movimiento y proporcionan informacién sobre el comportamiento dindmico del sistema.

Los modos de vibracién de un sistema se caracterizan mediante los valores propios (frecuen-

cias naturales del sistema) y los vectores propios ( forma del modo).



4. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Uno de los requisitos esenciales para el modelado numérico es la descripcién del problema

en una forma matemaética para obtener la respuesta fisica del sistema en forma matemética.

En este trabajo simularemos los modos de vibraciéon unidimensional y bidimensional de
barras elasticas con simetria axial, para esto vamos a suponer que la barra tiene altura L y
base cuadrada de lado h, ver Fig. (4.1). Entonces las componentes u, y u, representaran la
contraccién relativa de la barra en la direccién transversal, y u, el cambio relativo de altura de

la barra.

Fig. 4.1: Barra elastica e isotrépica con simetria axial.
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4.1. Vibracion unidimensional

En el modo de vibracién unidimensional sé6lo hay movimiento en la direccién axial, es decir
z, entonces los desplazamientos tanto en x como en y son nulos, esto es u; = u, = 0. Debido
a la simetria axial de la barra, el desplazamiento u,(z,y, z,t) se simplificard a wu,(x,y,t), y la
trayectoria que describird dicho punto durante una vibracién en la barra la podemos modelar

mateméaticamente por!?

0%u, 0

P 2 = %O_wz + @Jyz (4.1)
donde 0., y 0y, son los esfuerzos definidos por
ou,
g =
vz K or
ou

con p representando al médulo de cizallamiento del medio. Sustituyendo las ecuaciones (4.2) en

(4.1) obtenemos

V2u, (4.3)

2=t (4.4)

y p la densidad del medio. A la barra se le pueden aplicar dos tipos de esfuerzos

1) Libres u homogéneos
Oxz |ac:0 = Ozz |x:h = 0, (4'5)
Oyz ly=0 = 0yz |y=hn = 0.
2) Forzados o no homogéneos
Ouz le=0 = Ouz lo=h = a, (4.6)
Oyz |y:0 = Oyz ’y:h = 5

donde « y 8 son constantes positivas.
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4.2. Vibracién bidimensional

Por otro lado, si consideramos que la barra solamente tiene desplazamientos a lo largo de

los ejes = y y, es decir, una vibraciéon bidimensional, entonces el vector de desplazamiento se

representa por u(x, y,t) = (ugy(x,y,t), uy(x,y,t)), y la ecuacién de movimiento estara dada por!?

0*u 9 9
w:vpV(V-u)—USVXqu (4.7)

donde v, es la velocidad de la onda P dada por

'Up—
P

(4.8)

con A representando al mdédulo volumétrico del medio eldstico, el cudl expresa la resistencia a

los cambios elésticos.

Los esfuerzos 04, 04y ¥ 0yy estéan relacionados con los desplazamientos!® mediante

Oug 0
Ozx — ()‘+2:U') al; _}_)\%7
ou Ouy
Oyy = ()\+2M)87yy+)\ o7’ (4.9)

T = H oy o )

Entonces, a la ecuacién de movimiento (4.7) la podemos reescribir en funcién de los esfuerzos

como
0%uy, 0
p o012 = %O’m =+ %nyy
(4.10)
0%uy 0
P oz %U:ﬁy + @Uyy-

A la barra se le pueden aplicar dos tipos de esfuerzos

1) Libres u homogéneos

Oz |a::0 = Ozzx ‘x:h = 07

Oyy ly=0 = oyy ‘yzL = 0, (4.11)
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0z, = O0enT’
donde I' representa la superficie de la barra.
2) Forzados o no homogéneos
Oxx ’$:0 = Ozxx |x:h = «,
Oyy ly=0 = oyy ly=0 = B,
Ozy = venl

donde «, B y 7y son constantes positivas.

(4.12)



5. EL METODO DE ELEMENTO FINITO PARA EL ESTUDIO DE
LAS VIBRACIONES UNIDIMENSIONALES Y BIDIMENSIONALES
EN BARRAS ELASTICAS

Elemento finito es un método que nos permite resolver numéricamente modelos matematicos
que involucran ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Existen varias formas de construir
las ecuaciones de los elementos finitos, por ejemplo mediante minimos cuadrados, la formulacion

variacional, los residuos ponderados!'?, entre otras.

En este trabajo sélo nos enfocaremos en la formulacién basada en residuos ponderados, la
cudl consiste en asociarle una forma débil al modelo matematico en cuestién y en funcién de ella

construir los elementos finitos.

5.1.  Forma débil
Utilizando la notacion de operadores, representamos los problemas a resolver mediante

L(u) = f (5.1)

donde L es el operador lineal que define la ecuacién (4.3) 6 (4.7), f una funcién arbitraria y u
es la funcién desconocida. En estos casos f = 0 y u debe satisfacer las condiciones de frontera

(4.5) 6 (4.6) para la ecuacion (4.3) y (4.11) 6 (4.12) para la ecuacién (4.7).

Todo método numérico busca una expresion aproximada U de la solucién analitica u, debido
a que en la mayoria de los modelos matematicos asociados a un fenémeno fisico no se puede
encontrar la solucién u. Por lo general al sustituir la solucién aproximada U en la ecuacién (5.1),

obtendremos un residuo, mateméaticamente representado por

R=L(U)-f#0 (52)
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y de todas las soluciones aproximadas que se pueden obtener, la mejor serd la que minimiza R en
todos los puntos del dominio. Esta minimizacién se puede llevar a cabo de diferentes maneras,

en este trabajo tomaremos el enfoque de la integral ponderada descrita mediante

/ WwRdQ =0 (5.3)
Q

donde w es una funcién de peso. Si la relacién (5.3) se cumple para cualquier funcién de peso
w, entonces la ecuacién diferencial (5.1) se satisface en todos los puntos de su dominio, el cual

es la base rectangular de la barra en el plano xy.

La idea bésica es que podemos multiplicar el residuo R por una funcién de peso w, a este
producto integrarlo sobre el dominio y forzar que la integral sea nula, esto con el fin de que el
error en la ecuacién diferencial al sustituir «w por su aproximacién U tienda a cero, y entonces

podremos decir que U satisface la ecuacion (5.1) en el sentido de la integral ponderada (5.3).
Para resolver la integral (5.3) se utilizard el teorema del gradiente!?:

Teorema 5.1.1. Sea F(x,y) una funcion escalar continua en un dominio bidimensional €0 con

frontera I', entonces

sO0F (z,y) | <0F(z,y) _j{ ? 3
/Q <1 o +j ay drdy = d (Tlxl + nyJ> F(x,y)ds, (5.4)

donde ds es la longitud del arco de una linea infinitesimal a lo largo de la frontera I', n, y n,

son las componentes rectangulares del vector unitario
N = N0+ nyJ (5.5)
normal a la superficie de I'.
Las cuales estan descritas como:
ny = cos(x,n), n, = cos(y,n) (5.6)

donde cos(z,n) es el coseno del dngulo entre la direccién positiva x y el vector n ;| y cos(y, i)

es el coseno del angulo entre la direccion positiva de y y el vector n .
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5.1.1.

Vibraciones unidimensionales de barras eldasticas

La ecuacién de movimiento (4.3) describe la vibracién unidimensional de barras eldsticas,
homogéneas e isotrépicas, la cual podemos reescribir como

02@62« 2 82’&2 02@62
oz U\ o2 T a2 (5:7)
Como este problema sélo depende del desplazamiento en la direccién z, de manera que el

Unico termino que aparece es u,, para simplificar la notacién de aqui en adelante omitiremos el

subindice z. Entonces la integral de ponderacién (4.3) asociada a (5.7) es

Pu 9 [ 40u 0 ([ 50u
donde w es un funcién que depende de z y de y.

De la regla de la cadena, sabemos que

S () < 0 () 2 ()
ox \ °0x Ox \ °0x ’
S (D) < (2 0 (2 0)

oy \ * 0y oy \ "oy “oy)

Entonces, al sustituir las relaciones (5.9) y (5.10) en la integral (5.8) llegamos a

(5.9)

(5.10)

0_/ w027u+87w 90U 0 50U ow
N 0 8t2 ox

Oou 0 ou
ouy O ow [ o0u) 0 20U
s 9z Oz * dy <vs 0y> dy (wvs ﬁyﬂ dady (5.11)

WU %
y, al usar el teorema del gradiente (5.4) en (5.11), obtenemos :

O*u 5 (Owdu Owdu 9
donde

(5.12)

Z@n —i-@n
Qn—axa: ayy

(5.13)
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gn denota la proyeccién del vector (g—z, g—Z) a lo largo de n.

A la ecuacién (5.12) se le conoce como la forma débil asociada a (4.3), porque la diferen-
ciacién es distribuida entre la variable dependiente u y la funcién de peso w, esto se ve como
“una reduccién de la continuidad de u y la imposicién de una mayor continuidad de w”!2. Por
ejemplo, en la integral ponderada (5.8) se requiere que u sea de clase C2, mientras que en la

forma débil (5.12) sélo necesita ser de clase C?.

5.1.2. Vibraciones bidimensionales de barras elasticas

Para el caso bidimensional las ecuaciones de movimiento (4.10) se pueden reescribir como:

0%u, ) )
R1 pW — %O’xa) — @ny = O, (514)
S A —, (5.15)
27 o 0z " gy T ‘

Ya que existen dos desplazamientos, uno en la direccién x y otro en la direccién y, simplifi-
caremos la notacién de aqui en adelante denotando por u al desplazamiento en la direccién x y
usaremos v para el desplazamiento en la direccién y. Entonces la integral de ponderacién (5.3)
asociada a (4.10) es

0% 0 0
/ wq [p 2 xa ya y] dxdy (5.16)

v 0 0

donde wy y we son funciones que dependen de x y y. Aplicando la regla de la cadena en cada

una de las integrales anteriores, obtenemos

9*u  Ow 15) owy 0
= 5 a_ Oxx — 5 T xz T o T dxd ) 1
0 /prl 92 + o 9 (w1022) + 3y o 3y (W104y) dxdy (5.18)
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%v  Ows 15) Owo 0
0 = /prga252 + %UW = (wa0gy) + a—yayy — a—y (waoyy) dxdy (5.19)

y, usando el teorema del gradiente (5.4) llegamos a

82u 8w1 8’[01
0 = /pr1 92 + 8709”; + a—yaxy dxdy — fi;wﬂ'x ds, (5.20)
9%v  Owsy Ows
0 = /prza752 + 5, Ot Tyayy dxdy — éngy ds (5.21)
donde
Ty = OzzNy + OxyNy, (522)
Ty = OpyNg + OyyNy (5.23)

representan las tracciones en las direcciones x y y respectivamente. A las ecuaciones (5.20) y

(5.21) se les llama forma débil asociada al problema (4.10).

5.2.  Funciones de aproximacién

La funcién u del problema (5.1) se puede aproximar mediante funciones conocidas ¢; como

N
u~U = Z ajqu (524)
j=1
para a; constantes.

Una de las clases de funciones mas ttiles y mejor conocidas que manda al conjunto de los
numeros reales sobre si mismo es la de los polinomios algebraicos. Su importancia se debe a que
aproximan de manera uniforme las funciones continuas. Dada una funcién cualquiera, definida y
continua en un intervalo cerrado, existe un polinomio que esta tan cerca como se desee ( Teorema

de aprozimacion de Weierstrass ).

En el caso de los polinomios para la aproximacién U, ecuacién (5.24), se deben satisfacer

las siguientes condiciones para que U converja a la solucién analitica en la ecuacion (5.2) :
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1. U debe ser diferenciable, como se requiere en la forma débil del problema.

2. Los polinomios ¢; usados para representar a U deben formar un conjunto completo.

5.2.1.  Funciones interpolantes de Lagrange

Un conjunto completo de polinomios algebraicos lo forman los polinomios de Lagrange

P,—1(x), estos se construyen del hecho que
Po_i(zj) =u(zj) =u; para j=1,...,n (5.25)

es decir, el polinomio de Lagrange y la funcién deben coincidir en los n puntos en donde se

conoce u(zx).

Entonces, el polinomio de grado a lo mas n — 1 en x, estd dado por,

Pooa(z) =) () (5.26)
j=1
donde
¥j(x) = ?1,i¢jm~ (5.27)

Comparando esta tltima ecuacién con la (5.24), tenemos que U = P,_i(z), aj = uj y
¢j = ;j(2)-

En un dominio unidimensional como el que se muestra en la Fig. 5.1, la funcién u(z)

esta definida en los extremos x1 y xo de la recta

T xT9
Fig. 5.1: Dominio unidimensional

entonces a la funcién de aproximacién (5.24) la definimos como

2
Ux) =) ujihy() (5.28)
j=1
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donde las funciones de Lagrange son

o (z) = T2—T o) = - (5.29)

Ty — a1 Ty —x1

En el caso de que se tenga un dominio rectangular como en la Fig. 5.2, la funcién u(x,y)

estd definida en los extremos del rectdngulo, cuyas coordenas son (z1,y1), (z1,¥2), (z2,91) ¥
(72, Y2)

(-’1?1‘ ?/2) ('/I"Qv !/2)

(21, 91) (2, 1)

Fig. 5.2: Domino en dos dimensiones

y la correspondiente funcién de aproximacién (5.24) estd dada por

4
Uz,y) =Y uj(x,y) (5.30)
j=1

con los polinomios de Lagrange dados por

T2 —T Y2 —Y T—T1 Y2—Y

wl(way) = ) ¢2(3«"ay) = y
T2 —T1Y2 — Y1 T2 —T1Y2 — U1

(5.31)
Tr—T1 Y—1UY T2 —2 Y —UY1
Y3(w,y) = ——— , o Pa(wyy) = —— :
T2 —T1Y2 — Y1 T2 —T1Y2 — Y1

5.3. Discretizacion del dominio

5.3.1. Dominio unidimensional

Sabemos que entre mayor sea el grado del polinomio interpolante més precisa serd la apro-
ximacién, sin embargo, necesitarfamos conocer a la funciéon en méas puntos del dominio. Para el
caso del dominio en la Fig. 5.1, tenemos polinomios de interpolacion lineal y queremos seguir
trabajando con ellos y a la vez disminuir el error en la interpolacion. Entonces lo que haremos es

dividir el dominio en tantos subdominios, llamados elementos finitos y denotados por ¥, para
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k > 0, como sea necesario, ver Fig. 5.3(a). Cada uno de estos elementos se ven como el que
se muestra en la Fig. 5.1, asi que para cada uno de los elementos finitos podremos obtener su
funcién de aproximacién de la forma de la ecuacién (5.28), como dicha aproximacién es lineal a
dichos elementos se les denomina elementos finitos lineales.
1 i) T3 Tk Lh+1 Tn Tn+1
| |
x

| |
I I I |

Ql QZ . le: . Qn

5L s

Fig. 5.3: (a) Discretizacién del dominio unidimensional en elemento finitos. (b) El elemento finito *.

En la Fig. 5.3(a), a los puntos z; se le llama nodos globales, y para simplificar la notacién los
denotaremos por j = 1,...n+1, ver Fig. 5.4(a). En la Fig. 5.3(b) se muestra el k-ésimo elemento
finito, los nodos globales estan denotados por xx v xx+1, y ademas se muestran los nodos locales
llamados x’f y x’§ Esto mismo se puede hacer para cada uno de los elementos finitos del dominio,
es decir, el subindice siempre serd 1 y 2, y lo que cambiara serd el superindice. Entonces por

simplicidad de notacién a los nodos locales los numeraremos como se muestra en la Fig. 5.4 (b).

1 2 3 k A'ﬁ—l n n+1

—T

Fig. 5.4: (a) Nodos globales. (b) Nodos locales.

5.3.2. Dominio bidimensional

La discretizaciéon depende de la forma del dominio, en una dimension sélo se puede dividir
en pequenos segmentos de recta como se mostré en la seccién 5.3.1, pero en dos dimensiones hay
una variedad de formas geométricas que se pueden utilizar, las mas simples son los tridngulos y

los rectangulos.
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Para explicar la discretizacién de dominios bidimensionales, tomaremos un dominio rec-
tangular y lo dividiremos en subregiones rectangulares Q¥ por ejemplo k& = 1,..,9 en la Fig.

5.5.

13 14 15 16
Q7 0f 09

0 10 11 "
04 s 0f

5 6 7 8
Ol 02 03

1 2 3 4

Fig. 5.5: Discretizacién de un dominio bidimensional

El orden de los nodos locales (1 al 4) y globales (1 al 16) depende de la preferencia de quien
disefie la discretizacién, en la Fig. 5.6 los nodos locales del elemento ° de la Fig. 5.5 estdn

distribuidos en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

10 11

Fig. 5.6: Nodos locales (1 al 4) y globales (6 , 7, 10 y 11).

5.4. Funciones de aproximacion de los elementos finitos

5.4.1. Vibraciones unidimensionales de barras eldsticas

En la forma débil (5.12) se tiene que el desplazamiento en la direccién axial esta representado
mediante u(x,y,t). Si dividimos el dominio €2, en subdominios Q¢ para e = 1,...,n, entonces

tenemos que obtener la funcién de aproximacién U¢(z,y,t) para cada subdominio e.
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En la ecuacién (5.30) la funcién de aproximacién U(z,y) para el desplazamiento u(z,y)
depende solamente de dos direcciones, entonces para tener una forma andloga a dicha ecuacién

y evitar la dependencia temporal en U¢(z,y,t) proponemos que

Ué(z,y,t) Zuewj x,y) cos(wt) (5.32)
7j=1
donde 9% (x, y) son las funciones de interpolacién (5.31) y u§ = u(z;,y;) -

5.4.2. Vibraciones bidimensionales de barras eldsticas

En la forma débil (5.20) el desplazamiento en la direccién x, estd expresado como u(x,y,t)
y el de la direccién y, ecuacién (5.21), como v(z,y,t), entonces, andlogamente como se hizo en

la seccién 5.4.1, las respectivas aproximaciones las podemos expresar como

4
U(z,y,t Zue% x,y) cos(wt), (5.33)
4
(z,y,t Zvjw] (z,y) cos(wt) (5.34)
7=1

donde 9$(z,y) son las funciones (5.31), con u§ = u®(x;,y;) y vj = v°(z;,y;).

5.5. Ecuaciones de los elementos finitos

Utilizaremos el modelo de Galerkin'? en las formas débiles (5.12), (5.20) y (5.21), el cual

considera la funciéon de peso como

UJ(.I‘, y) = %‘e(% y) (535)

Entonces, al sustituir en dichas formas débiles las correspondientes funciones de aproxi-
macién (5.32), (5.33) y (5.34), y las funciones de peso (5.35), se da origen a un sistema de

ecuaciones para cada elemento.



28

5.5.1. Vibraciones unidimensionales de barras eldsticas

A fin encontrar las ecuaciones de los elementos finitos para vibraciones unidimensionales de
barras elasticas, sustituimos (5.32) y (5.35) en la forma débil (5.12) y asi obtener el siguiente

sistema de ecuaciones

Z /[ W (@ g (@) + 07 <awea<i: ) 0Y; éfj Y) awfég;:,m 31/%;3/)” v

}1{ vyl (w, y) g ds
para i = 1,...,4. En forma matricial el sistema (5.36) se reescribe como
(—w?M® + K®)u® cos(wt) = Q° (5.37)

donde u® = (uf,us, u§, ug), M® = (Mf); j=1,..4, K® = (Kf)ij=1,.4 y Q° = (Qf, @5, Q5, Q%),

cuyas componentes estan dadas por

M = Awf(m,y)wf(x,y)dmdy,

e _ o [ [0Uf(z,y) 0U5(x.y) | 0Yf(x,y) OY5(w.y)
Ky Vs / e|: ox or dy Ay

dzdy, (5.38)

Qi = v d ¥ (z,y)qy, ds.

5.5.2.  Vibraciones bidimensionales de barras eldsticas

Consideramos las funciones de peso (5.35) para las formas débiles (5.20) y (5.21), es decir

wi(z,y) = wa(z,y) = ¥i(2,y). (5.39)

De manera andloga a la seccién 5.5.1, sustituimos las ecuaciones (5.33), (5.34) y (5.39) en las
ecuaciones (5.20) y (5.21), para obtener las ecuaciones de los elementos finitos para vibraciones

bidimensionales de barras eldsticas como

cos(wt)dxdy

(5.36)
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1 e e
0 = ;/e <—w2p¢z¢ Sus + axl Oz + dy omy> cos(wt)dxdy — 7{5 Ty ds,

(5.40)
oY§ 0§
0 = Z/e< w?pape v 4+ - w Guy + 012 O'yy> Cos((mf)dxaly—ji8 iy ds
parai=1,...,4 y donde
oYs oe
~ _ J J
Oz = (>‘+2M)UEE+A ;Ty’
- W? o OV5
. 3108 o OU5
ny:“ﬂaxJ“J@y'
En forma matricial el sistema (5.40) es
[_WQMl,eue + Kll,eue 4 K12,eve] COS(wt) — Ql,e
(5.42)
[—w2M2’eV6 + K21,eue + K22,eve] COS(U.)t) _ Q2,e
se reescribe como
Ml,e 0 Kll,e K12’€ ué Ql,e
—w? + cos(wt) = (5.43)
0 M2,e K21,e K22,e ve QZ,@
donde u® = (U?,US,U%,UZ) , VO = (’UT,US,U;;,’UX), M™ = (Mzzne) ij=1,.,.4,m=12 , K" =

b 17 17 17 17 27 27 27 27
(K35 )i =14, mn=1,2, Q"¢ = (Q1%, Qy, @3, Q%) Q¥ = (@1, Q5°, Q3°, Q) cuyas com-

)

ponentes estan dadas por
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Milj"e = Minae — /QE pqﬁf?/};dwdy,

e O e o5
K.l.l’e / 2 7 J ) J
K e [(/\ 2 or ox dy Oy dedy,

12 2l O O A5 05
K" = Kj _/Qe [)\ 9r Dy + i 9y Or dzdy, (5.44)

2e dys 05 O 5
K¢ = /Qe [’u(?a; o + (A +2p) 9y dxdy,

Q= ¢ ruds,
e

Q= 74 TEds.
Te

Ya que Mb¢ = M?€, la denotaremos simplemente por M¢. En las matrices K™™¢, el
superindice m indica el nimero de ecuacién en (5.42) a la que pertenece y el superindice n la
variable por la cual se multiplica, es decir, 1 corresponde a u y 2 a la variable v. Del mismo

modo, Q¢ proviene de la primera ecuacién y Q%€ de la segunda.

5.6. Ensamblado de las ecuaciones de los elementos finitos

Hasta aqui hemos obtenido la funciéon de aproximacién U elemento por elemento. Recorde-
mos que cada nodo global es la interseccién de varios nodos locales de los elementos vecinos, por
ejemplo en la Fig. 5.7, el nodo global 5 es la interseccién del nodo local 3 del elemento Q! con
el nodo local 4 de 2, el nodo local 2 de 23 y del nodo local 1 de Q*. Por lo que, el valor de U
en el nodo de elementos adyacentes debe ser el mismo, es decir, existe continuidad en el valor
de la funcién U en los nodos interiores de los elementos finitos. De este modo podemos hacer un

ensamblado de las ecuaciones de los elementos en términos de los nodos globales.

5.6.1. Vibraciones unidimensionales de barras eldsticas

Para entender mejor el procedimiento de ensamblado de las ecuaciones de los elementos
finitos, se tomara el caso mas sencillo, el de un dominio bidimensional de 4 elementos finitos

como se muestra en la Fig. 5.7.
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7 8 9
03 04
4 5 6
4 3
ot 0?
1 2
1 2 3

Fig. 5.7: Dominio con 4 elementos

De la ecuacion (5.37), para el primer elemento €2 se genera el siguiente sistema de ecuaciones

[(—w?M{, + K ui + (—w* My + Kiy)uy +  (—w’ My + Kis)uj (5.45)

+ —w2M114 + K114)u}1] cos(wt) = Q%

[(—w? My + K3 )uj + (—w?Mjy + Kgp)uy  + (—W2M213 + K213)Ué (5.46)

+ (~w?Myy + Kay)ug] cos(wt) = Q3

[(—w? Mz + Kqup + (—0’ Mgy + Kgp)uy +  (—w® Mgz + K33)us (5.47)

+ (—w?Mgy + Kig)uj] cos(wt) = Q3

[(—w?Mj, + Kful + (—w*Mjy + Kjp)uy +  (—w’ Mz + Kjs)ug (5.48)

+ (WM + Kjy)uy) cos(wt) = Q)

para el segundo elemento finito las ecuaciones generadas son

[(—W2M121 + Kiui + (—w?Mpy + Kf)uj + (—W2M123 + K%)u% (5.49)

+  (—wMP + Kiuj] cos(wt) = QF

[(—w? M3 + K3))ui + (—w?Msy + KH)us + (—w’Mis + K3s)uj (5.50)

+ (—w? Mgy + K5y )uj] cos(wt) = Q3

[(—w? M3 + K3)ui + (—wMsy + KHus + (—w’Mis + Ki3)uj (5.51)

+ (—w? Mgy + Ky )ui] cos(wt) = Q3
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[(—w? M + Kiui + (—w?Mjy+ KH)us + (—w’Mis + Kis)uj (5.52)

+ (—w’ My + Kiyui] cos(wt) = Qf

de la misma manera, para el tercer elemento finito

[(—w? M} + K ud + (—w?Miy + Kipuy +  (—w’Mps + Kis)uj (5.53)

+ (WM} + K} )uj] cos(wt) = QF

[(—WQM% + K3)ui + (—wM3, + K3)uj + (—W2M233 + KS’?;)“% (5.54)

+ (WM, + K§4)Ui] cos(wt) = Q3

[(—w? M3 + K3)ui + (—0* Mgy + K)uy +  (—w® Mgy + Ki3)u3 (5.55)

+  (—w?M3, + K3)uj] cos(wt) = Q3

[(—w® M}y + K§)ud + (—w” My + Kip)us +  (—w? M + Ki3)uj (5.56)
+  (—w’ M3, + K3)uf] cos(wt) = QF
y por tdltimo, para el cuarto elemento finito

[(—w? M + KiDul + (—w0?Miy + Kiyus +  (—w’Mis + Ki3)us (5.57)

+ (~w My + Kiy)ui] cos(wit) = Q)

[(—w? Mgy + K3))ul + (—w’Mayy + Kgp)uy +  (—w®Mas + Kog)us (5.58)

+ (WM, + Kjy)uj) cos(wt) = Q5

[(—w? Mgy + Kg)up + (—0’ Mgy + Kgp)uy  +  (—w” Mgz + Kj3)us (5.59)

+ (~w? Mgy + K3y)uj] cos(wt) = Q3

[(—w? M) + Kiul + (—w’ My + Kiy)us +  (—w”Ms + Kis)uj (5.60)

+ (—wQMf4 + Kjf4)u3] cos(wt) = Qﬁ.
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La siguiente tabla muestra el nimero de nodo global que corresponde a cada nodo local

de los elementos finitos, con la intencién de entender cémo se genera el sistema matricial en

términos de los nodos globales.

Elemento || Nodo local || Nodo global
1=ul 1=U
1 2 =u} 2="U,
3=ul 5=Us
4 =uj 4="Uy
lzu% 2=U,
2 2 = u3 3=Us
3=1u3 6 =Us
4 =ul 5=Us
1=u} 4=Uy
3 2=uj 5=Us
3=ul 8 =Us
4 =u} 7="U;
1=uf 5 ="Us
4 2=uj 6 =Us
3=1uj 9= U,
4 = uj 8 =Us

Tab. 5.1: Nodos locales de los elementos finitos en términos de nodos globales

De la Tabla 5.1 obtenemos las relaciones entre nodos, por ejemplo, para el nodo global 2,

1 2

Us, se tiene que us; = uj, entonces podemos sumar la ecuacién (5.46) donde aparece u% y la

(5.49) pues contiene a u? para producir una nueva ecuacién correspondiente al nodo 2, es decir,
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se obtiene la siguiente ecuacién

[(—w? Mgy + Ky )ui + (—w?* (Mg + ME) + Kjo + K71)Us + (—w® Mys + Kjs)ug + (—w® My, +

Kay)uy + (—w? My + Ki)uj + (—w* Miy + Kig)uj + (—w? M7y + Kiguj] cos(wt) = (QF + Q3).

(5.61)

A su vez uj = ué = Us, y usando las relaciones entre nodos locales y nodos globales

expresadas en la Tabla 5.1, la ecuacién (5.61) se puede reescribir como

[(—w? My + K3)Uy + (—w?* (Mg + MP) + Kjo + K71)Us + (—w® (Mg + M7y) + Ka3 + K7)Us

+(—w? My, + K3y)Us + (—w? + K1y)Us + (—w* M5 + K15)Ug] cos(wt) = (QF + Q5).

(5.62)

Para el nodo 5, seguimos el mismo procedimiento, en este caso se tiene que u% =u=ul=
uf = Us, por lo que podemos sumar las ecuaciones (5.47), (5.52), (5.54) y (5.57) y asf generar
la ecuacién que represente las contribucién del nodo 5 y usando la informacion de la Tabla 5.1

obtenemos la siguiente ecuacién

[(—w? Mgy + K31)Un + (—w? (Mg + M) + Kz + K§1)Uz + (—w? M, + K35)Us +
(—w?(Mgzy + M5y) + K34 + K37)Us + (—w? (Mg + M3y + Mgy + M) + Ky + Ky +
K3y + Ki1)Us + (=W (M35 + Miy) + K5 + Ki5)Us + (—w? M3, + K35,) Uz +
(—w?(M3; + Miy) + K33 + Kiy)Us + (—w” M + K13))Ug] cos(wit) = (Q3 + QF + Q3 + Q1)
(5.63)
Haciendo lo anterior para cada uno de los nodos se obtiene el sistema

(—w*M + K)U cos(wt) = Q (5.64)

donde la matriz M, también llamada matriz de masas, es de la siguiente forma
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M, My,

Mgy Mgy + Miy

0 M3,

My, My,
M= | M3 Mg+ Mg

0 k3,

0 0

0 0

0 0

M,
M,
0
My, + M
Mgy + M3,
0
M,
M,
0

M, 0
Mgy + M3y M7,
Mz, M3
M + M7, 0
Mg + Mgy + M3, + My M5+ My
M3y + Mz, M3y + My
M432 0
M3, + ki M,
Mg, M,

y la distribucién de los componentes de la matriz de rigidez K, son

Ki Kiy

K3 K+ Kf

0 K221

Kiy K
K= | Kj Kgp+Kj

0 K2

0 0

0 0

0 0

0
Kt
K3,

K3,
K3,
0
0
0

Ki,
K3,
0
Kiy + K}
K3y + K3
0
K3
K3,
0

K113 0 0
K3 + K7y Kty 0
K3 K3, 0
Kis + K7, 0 K3,
Kis + ki, + K3, + K, Kiz+K{, K3,
K2, + K3, K3 +K3 0
K%, 0 K3,
K3 + ki Ki, K3,
K3 K3, 0

0

0

0
Mz,
M3,

M,y
M3,y
0

0
0
0

M3, + M3,
M3 + MY,

4

M5,y
3

My

M35 + My,

0
0
0

4
M3,y

(5.65)

0
0
0

K3+ K} Kiy
K3 + Ki, Kis

4
K24

3
k43

Ky
0

K3+ Ky, Kis

4
K34

4
KBS

(5.66)

Notemos que por la manera en que estan construidas, las matrices M y K son simétricas,

ecuaciones (5.38).

El vector de incégnitas U y el vector de fuerzas internas Q estan dados por

3
M7y
4
M
4
M,

4

My
4

M3
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Uy Q1
Uz Q2
Us Q3
Us Q4
U=|1U; |, Q=| Qs |- (5.67)
Us Qo
Uz Q7
Us Qs
| Uy | | Qo |

La continuidad de los elementos también afecta a el vector de fuerzas internas, por lo que
debe de existir un balance de fuerzas entre las fronteras de los elementos finitos. En la Fig. 5.8,
los lados de los elementos son numerados en la misma direccién en que estan distribuidos los

nodos locales.

lado 3
4 3
lado 4 Ol lado 2
1 2
lado 1

Fig. 5.8: Direccion del flujo de las fuerzas internas en el elemento

Del conjunto de ecuaciones (5.38), Q¢ se puede expresar como

4
Q=) Q5 (5.68)
J=1
donde J representa los lados del elemento y las integrales explicitamente son
= {[ e [ e,

N | mﬁuymxﬁﬁ (5.69)

-1
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con h; y hy representando las distancias del los nodos 1 al 2 y de 1 al 4, respectivamente.

Volviendo a la ecuacién generada por el nodo 2, ecuacién (5.62), tenemos la suma para

Q% + @2, que en términos de la ecuacién (5.68) se expresa como

Q3+ QF = Qi1 + Qi + Qdg + Qb + Q11 + Q1 + Q15 + Q7. (5.70)

Pero por el balance que debe de existir en los elementos, el valor Q3, = —Q?,, puesto que la
integral Q3, est4 en el lado 2 del elemento 1y Q?, en lado 4 del elemento 2, y visto globalmente
ambas integrales estdn en la misma linea pero con direcciéon contraria, esto nos lleva a que la

suma Ql, + Q?, es cero, y de esta manera la ecuacién (5.70) se simplifica como

Q3+ QF = Q3 + Q33+ Q34 + Q31 + QF, + Q. (5.71)

En los nodos no sélo afecta el balance de las fuerzas internas, sino también la forma de
las funciones de interpolacién ¢ (z,y) dadas por (5.30). Por ejemplo, para el nodo 2 en la
ecuacién (5.71) se tiene que el valor de ¥i(z,y) en Q1 s es 0 para los lados 3 y 4, puesto que

¥Y3(z1,y) = Y (x,y2) = 0. Del mismo modo, ¥%(x,y) en Q% ; es 0 para los lados 2 y 3.

Haciendo esto para todos los nodos, el vector Q se simplifica a

Q1=Q1, +Ql4
Q2= Qb +QF
Qs = Q31 + Q3
Qi= Qi+ Q3
Q= Qs =0 : (5.72)
Qo = Q3 + Qn
Q7= Qi3 + QY
Qs = Q33+ Qi3
Qo = Q33 + Q33

Notemos que (s es cero por el balance de las fuerzas internas en el nodo 5, Fig. 5.7. En

general, el valor de todos los @); que provengan de nodos internos, aquellos que no se encuentren
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en la frontera del dominio, siempre seran cero.

Entonces, el sistema (5.64) asociado al ejemplo de la Fig. 5.7, tiene como incégnitas a w, el
vector U y las componentes no cero del vectores Q, es decir, se tiene 18 incognitas y como sélo

se tiene 9 ecuaciones el sistema no tiene solucién unica.

5.6.2. Vibraciones bidimensionales de barras eldsticas

Para las vibraciones bidimensionales se tiene el mismo dominio que para las vibraciones
unidimensionales, pero en este caso se tiene desplazamiento en dos direcciones, como se muestra

en la Fig. 5.9.

Uy U3
A A
(5 €
Uy —» — U
4 3
4 3
Qe
1 2
€ [+
Uy Uy

Fig. 5.9: Desplazamientos en las direcciones u® y v°.

Las ecuaciones (5.42) se pueden ver como la ecuacién para el caso unidimensional (5.37) con
un término extra, ya que ahora tenemos el efecto del desplazamiento en dos direcciones. Puesto
que tanto el desplazamiento en la direccién u® como en v° deben tener continuidad en los nodos,
seguimos el proceso de ensamblado descrito en la seccién 5.6.1 pero ahora para las vibraciones
bidimensionales. Entonces, el sistema que resulta de ensamblar las ecuaciones de los elementos

(5.43) es

) M 0 K11 Ki2 18 Ql
—w + cos(wt) = (5.73)
0 M K?' K* \ Q?

donde M es la matriz de ensamble de todas las matrices de masas de los elementos M¢€. La

matriz M es de la forma de la matriz (5.65) haciendo Mf; = MY = M.2j’€, para Mllje y Mzzj’e

i g

dadas en las ecuaciones (5.44).
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Las componentes de la matriz de rigidez asociada al sistema (5.73) estdn dadas por las
submatrices K", para m,n = 1,2. Esas submatrices tienen la estructura de la matriz (5.66) al
hacer la correspondencia de las componentes de esa matriz con las de las submatrices dadas en
(5.44), es decir, Kf; = K™

)

Por otra parte, a las componentes de Q™ (para m = 1,2) las obtenemos de la ecuacién
(5.73) al hacer Q5 = Q;"°, donde Q" estdn dados en (5.44). Por ultimo, U = (Uy,--- ,Uy) y
V=(01,.., V).

Debido a que los sistemas (5.64) y (5.73) dependen de la constante w, es necesario conocer

su valor. A los problemas de ese tipo se les conoce como problemas de eigenvalor.

5.7. Problema de eigenvalor

Llamamos problema de eigenvalor a la determinacién de los valores A y v # 0 tal que
Av = \Bv (5.74)

donde A y B € M,, .. Los valores A son llamados eigenvalores y los vectores no nulos v asociadas

a A son llamados eigenvectores.
El que v sea no nulo y (A — AB)v = 0 implica:
det(A —AB) =0 (5.75)
de lo cual obtenemos el polinomio caracteristico P(A) = det(A — AB) de grado n. Por el
teorema fundamental del dlgebra, la ecuacion (5.74) tiene como méximo n eigenvalores distintos.
5.7.1.  Problema de eigenvalor para vibraciones unidimensionales

Consideraremos la parte homogénea de la ecuacién (5.64), es decir, cuando el vector Q = 0
y cos(wt) no es cero, ya que no deseamos obtener la solucién trivial, por lo que tenemos el

siguiente problema de eigenvalor dado por
(—w’*M + K)U = 0. (5.76)

Entonces, podemos determinar los valores w.
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5.7.2.  Problema de eigenvalor para vibraciones bidimensionales

La ecuacién (5.73) también es un problema de eigenvalor al hacer Q' y Q2 ambos cero, es

decir

| M 0 K'' K" U
—w + = 0. (5.77)
0 M K2l K% A\
Como las matrices de masa y de rigidez asociadas al sistema (5.77) son matrices de tamano

18 x 18, entonces se tienen a lo més 18 eigenvalores distintos.

5.8. Condiciones de frontera

Hasta este punto, las condiciones de frontera de los problemas planteados no han sido usadas
en el desarrollo de los modelos de elemento finito. Al imponer las condiciones de frontera en un

conjunto de ecuaciones algebraicas ensambladas obtendremos un sistema cerrado.

Las condiciones de frontera (4.5) y (4.6) planteadas en el capitulo 4 para las vibraciones
unidimensionales, y para las bidimensionales, ecuaciones (4.11) y (4.12), son de tipo Neumann,
ya que sélo conocemos el valor de la derivada de la funcién en la frontera del dominio. Aunque
cabe aclarar, que esta metodologia también funciona para condiciones de frontera de Dirichlet

o mixtas!Z.

5.8.1.  Condiciones de frontera libres u homogéneas

Llamamos condiciones de frontera homogéneas a aquellas en el que el sistema estd libre
de fuerzas externas. Entonces, con este tipo de condiciones de frontera analizamos los modos

naturales de vibracion de los sistemas.

Vibraciones unidimensionales de barras elasticas, homogéneas e isotrépicas

Al sustituir las condiciones de frontera (4.5) en la ecuacién (5.13), obtenemos que el vector
de fuerzas internas es nulo y el valor del desplazamiento en los nodos estard dado al resolver la

siguiente ecuacion,

(—w®M + K)U cos(wt) = 0. (5.78)
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El sistema (5.76) se puede resolver numéricamente ya que contiene un nimero igual de

ecuaciones e incégnitas.

El problema de eigenvalor proporciona un eigenvector ®; por cada eigenvalor w;, y con ellos

se forma la siguiente matriz modal
=&, P, - By |- (5.79)

Por lo tanto la solucién aproximada en el sentido de integral ponderada para la ecuacién
diferencial (4.3) es de la forma

9
U= Z ®; cos(wjt) (5.80)
i=1

donde U = (Uy, ..., Uy) es un vector cuyas componentes son los valores de la funcién en los nodos

U; =~ u(x;,y;,t), entonces hemos encontrado el valor del desplazamiento en la direccién axial.

Vibraciones bidimensionales de barras elasticas, homogéneas e isotrépicas

Analogamente a las vibraciones unidimensionales, sustituimos las condiciones de frontera
(4.11) en las ecuaciones (5.22) y (5.23), obteniendo que los vectores Q' y Q2 son nulos y,

determinado el valor w de la ecuacién (5.77), el sistema a resolver es

| M0 K'' K" U
—w + cos(wt) = 0. (5.81)
0 M K?! K% \%

El sistema (5.81) se puede resolver ya que es un sistema cerrado. Al proponer la matriz

modal del sistema como sigue

(3] b, P, .- P
— |t ey (5.82)
v v, ¥y - Wy

Los desplazamientos en los nodos del dominio, en las direcciones u y v estan dados por

18

U= Z P, cos(w;t) (5.83)
i=1
18

V= Z W, cos(wjt). (5.84)

i=1
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5.8.2.  Condiciones de frontera forzadas o no homogéneas

Cuando se aplican condiciones de frontera no homogéneas, el comportamiento de la funcién
se ajusta a los valores asignados en la frontera, por lo que el sistema vibra de manera distinta a

los modos naturales de vibracion.

Vibraciones unidimensionales de barras elasticas, homogéneas e isotrépicas

Al sustituir las condiciones de frontera (4.6) en la ecuacién (5.13), se determina el valor
del vector Q, dejando como tnicas incognitas las componentes del vector U, para asi obtener el

sistema consistente

P, = (-wM+K)'Q (5.85)
entonces la solucién esta dada por
9
U= Z P, cos(wjt). (5.86)
i=1

Vibraciones bidimensionales de barras elasticas, homogéneas e isotrépicas

Los valores de los vectores Q' y Q? son obtenidos al sustituir las condiciones de frontera
(4.12) en las ecuaciones (5.22) y (5.23), dejando como tunicas incégnitas a las componentes de

los vectores U y V, para asi obtener un sistema consistente dado por

®, 8
=) T7'Q (5.87)
v, i=1
donde
- M 0 K1 K!2
T; = —w? + (5.88)
0 M K21 K22
y
1
Q= Q . (5.89)
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Por consiguiente, los valores de los desplazamientos en las direcciones v y v, en los nodos

del dominio, para condiciones de frontera forzadas estdan dadas por

18

U=> & cos(wit), (5.90)
=1
18

V= Z W, cos(w;t). (5.91)
=1

Una vez obtenidos los modelos de elemento finito para vibraciones unidimensionales (4.3) y
bidimensionales (4.10), bajo condiciones de frontera libres y forzadas planteados en el capitulo
4, el siguiente paso es realizar los andlisis numéricos con ejemplos especificos para cada uno de

los 4 casos.



6. EJEMPLOS NUMERICOS

En el analisis numérico de vibraciones unidimensionales y bidimensionales en barras elasticas
homogéneas e isotrépicas, es necesario especificar las propiedades del material y las dimensiones
de la barra para establecer la discretizacién del dominio y que los resultados sean apegados a la
realidad fisica. Las ecuaciones (4.3) y (4.10) requieren datos como el médulo de cizallamiento,

el médulo volumétrico y la densidad del medio.

Para hacer el andlisis numérico consideraremos una barra constituida de arenisca cuyas

caracteristicas se muestran en la siguiente tabla

Dato
Altura 4 em
Longitud base 2.5 cm
Densidad p=2.65x10"3 Kg/cm?

Médulo de cizallamiento p="7.17x10% Kg/cm s?
Moédulo volumétrico A=T7.17x 10® Kg/em s?

Tab. 6.1: Dimensiones y propiedades de la barra de arenisca.

Como la barra es isotrépica y tiene simetria axial, entonces la cortamos transversalmente
como se muestra en la Fig. 6.1, y estudiaremos el movimiento de dos puntos contenidos en dicha
seccién de la barra. De ese andlisis podremos inferir como se mueve la barra en su entidad

completa.
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Fig. 6.1: Corte transversal de la barra visto a lo largo del eje z.

6.1. Vibraciones unidimensionales

Por ejemplo, para una barra de arenisca con las propiedades y dimensiones descritas en la
Tabla 6.1, y considerando una malla de 2 x 2 elementos, como en la Fig. 5.7, la matriz de masa

M, ecuacién (5.65), es

0,1736 0,0868 0  0,0868 0,0434 0 0 0 0
0,0868 0,3472 0,0868 0,0434 0,1736 0,0434 0 0 0
0 00868 011736 0 00434 0,088 0 0 0
0,0868 0,0434 0 03472 011736 0 00868 0,434 0
M = | 00434 0,1736 0,0434 0,1736 0,6944 0,1736 0,0434 0,1736 0,0434 (6.1)
0 00434 0088 0 01736 023472 0  0,0434 0,0868
0 0 0 00868 00434 0 01736 0,868 0
0 0 0 00434 01736 0,0434 0,0868 0,3472 0,0868
0 0 0 0 00434 0088 0 00868 0,1736 |

y la matriz de rigidez K, ecuacién (5.66), estd dada por
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—0,0770

0,3082  —0,0770 0

0,6164 —0,0770
0 —0,0770  0,3082

—0,0770 —0,1541 0

K=10"| —01541 —0,1541 —0,1541
0 —0,1541  —0,0770
0 0
0 0
0 0

~0,0770 —0,1541
—0,1541 —0,1541

0 —0,1541

0,6164 —0,1541
—0,1541  1,2327

0 —0,1541

—0,0770 —0,1541
~0,1541 —0,1541

0 —0,1541

0 0
—0,1541 0
—0,0770 0

0 —0,0770
—0,1541 —0,1541
0,6164 0

0 0,3082
—0,1541 —0,0770
—0,0770 0

o O O

0
—0,1541
—0,0770
0
—0,0770
0,3082

(6.2)

Puesto que la matriz M es definida positiva y la matriz K es por lo menos semidefinida

positiva, ya que todos los elementos de su diagonal principal son no negativos, entonces todos

los eigenvalores w en la ecuacién (5.64) son constantes reales no negativas. La Tabla 6.2 muestra

los primeros 9 eigenvalores para el dominio discretizado en mallas de 2 x 2,4 x4y 8 x 8.

Wi 2 x 2 4 x4 8 x 8

w1 0 0 0

we | 2.9792 x 10° 2.7717 x 10° 2.7192 x 10°
ws | 2.9792 x 10° 2.7717 x 10° 2.7192 x 10°
wy | 4.2132 x 10° 3.9197 x 10° 3.8455 x 10°
ws | 5.9588 x 105 5.9583 x 10° 5.5434 x 10°
we | 5.9588 x 10° 5.9583 x 10° 5.5434 x 10°
wr | 6.6616 x 10° 6.5715 x 10° 6.1744 x 10°
ws | 6.6616 x 10° 6.5715 x 10° 6.1744 x 10°
wg | 8.4264 x 10° 8.4264 x 10° 7.8395 x 10°

Tab. 6.2: Frecuencias naturales para la vibracién unidimensional de barras eldsticas, homogéneas e

isotrépicas calculadas usando tres tipos de mallas rectdangulares.

Cabe resaltar que entre mas nodos se tengan, los resultados seran mas exactos, sin embargo,

se requerird un mayor nimero de cdlculos numéricos, lo que implicard mayor tiempo de cémputo.
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6.1.1. Vibraciones unidimensionales libres u homogéneas

En esta seccién se resolvera el sistema (5.64) que corresponde a las vibraciones unidimen-

sionales con condiciones de frontera libres u homogéneas dadas por las ecuaciones (4.5).

Para la malla rectangular de 8 x 8 elementos, las Fig. 6.2 y Fig. 6.3 muestran para el cuarto
wy y el quinto modo ws, respectivamente, la trayectoria de dos particulas al vibrar la barra
de arenisca en la direccién axial, z, por 3 segundos. En ambas figuras, la curva continua azul
describe el movimiento que presenta la particula localizada cerca de la frontera de la seccién
transversal, en la posicién (0.9375,0.9375) y la curva continua roja la otra que estd cerca del
centro de dicho corte en la posicién (0.3125,0.3125).

MODO NATURAL DE VIBRACION
03 T r T

u(0.9375,0.9375)

06‘ A u(0.3125.0 3125 [
oaf \ ]

= 02

LA A AN
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s
&
=
G
<.
el
<
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o
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04

-0.6- u U U

e 80 05 1 15 2 25 3

Tiempo (segundos)

Fig. 6.2: Cuarto modo de vibracién para una malla de 8 x 8 elementos.

Las trayectorias en la Fig. 6.2 son periédicas, ambas con periodo de 0.24 s, y dicha figura
muestra que el desplazamiento en la direccién axial del punto localizado cerca de la frontera
alcanza una amplitud méxima de 1.4012 c¢m, mientras que el del punto cercano al centro es
de 0.2404 cm. Al considerar que la barra tiene una altura de 4 ¢m, la amplitud méxima es
superior al desplazamiento fisicamente posible, por lo que no podemos excitar el cuarto modo
natural de vibracién en la barra pues el material se romperia. Simplemente, el punto localizado

en (0.9375,0.9375) se mueve en la direccién axial hacia arriba y hacia abajo de hasta 0.7002 cm.
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Para el quinto modo natural de vibracién, las trayectorias en la Fig. 6.3 tienen periodo
de 4.23 s y el desplazamiento de ambas particulas tiene una amplitud de 1.1898 ¢m. Ambas
particulas presentan el mismo tipo de desplazamiento, pero con un desfase de medio periodo

entre ellas.

MODO NATURAL DE VIBRACION
ns T T r rmm

u(0.9375,0.9375)
u(0.3125,0.3125)

N \

-0BF

Desplazamiento u {cm)

-0.8
]

05 1 2 & 25 3
Tiempo {segundos)

Fig. 6.3: Quinto modo de vibracién para una malla de 8 x 8 elementos.

Andlogamente al caso anterior, el material se romperia al excitar este modo de vibracién,
pues las particulas describen un desplazamiento maximo en la direccion axial de 0.5949 ecm hacia

arriba y hacia abajo.

Siguiendo con los experimentos numéricos, compararemos los resultados anteriores usando
una malla més fina para simular el cuarto modo natural de vibracién. Para poder comparar se
debe elegir una malla de manera que la anterior de 8 x 8 elementos coincida en los dos puntos del
dominio utilizados en la Fig. 6.2, por eso fué que seleccionamos una malla de 16 x 8 elementos,
aparte de que el tiempo de cémputo es menor que con una de 16 x 16. La Fig. 6.4 muestra la

trayectoria de los puntos (0.3125,0.3125) y (0.9375,0.9375) en la malla de 16 x 8.

El punto localizado cerca de la frontera alcanza un amplitud de 1.4733 c¢m, mientras que la
del punto cercano al centro es de 0.3457 ¢m. Ambos puntos oscilan con un periodo de 0.14s, lo

que indica que al hacer maés fina la malla la amplitud del movimiento de las particulas incrementa
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y disminuye el periodo.
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Fig. 6.4: Cuarto modo de vibracién para una malla de 16 x 8 elementos.

6.1.2. Vibraciones unidimensionales forzadas o no homogéneas

Ahora se analizaran las vibraciones unidimensionales con condiciones forzadas o no ho-
mogéneas dadas por (4.6). Al asignar valores a las constantes « y (3, y sustituirlos en las in-
tegrales del vector Q, ecuacién (5.69), podemos resolver el sistema (5.85), con las matrices de

masa M y rigidez K dadas en (6.1) y (6.2), respectivamente.

Para una malla de 8 x 8 elementos analizaremos el cuarto modo de vibracién con condiciones
de frontera forzadas dadas por o = 8 = 8 x 10°. En la Fig. 6.5 se muestra el movimiento que
describen las mismas particulas de la seccién anterior, es decir, las localizadas en (0.3125,0.3125)

y (0.9375,0.9375) pero ahora cuando la barra estd sujeta a esfuerzos en la frontera.

La curva azul en la Fig. 6.5, representa el desplazamiento de la particula localizada cerca
de la frontera y tiene una amplitud de 15.5652x 1073, mientras la curva roja que simula el

movimiento de la particula cerca del centro es de 5.1980x 10713, ambas con periodo de 0.28s.

Al incrementar la fuerza en la frontera, es decir, el valor de las constantes o = 3 = 8 x 1015,

vemos en la Fig. 6.6 que el periodo no varia. Las amplitudes s del desplazamiento de las particulas
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w10 MODO DE VIERACION FORZADO

u(0.9375,0.9375) |;
u(0.3125,0.3175)
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Fig. 6.5: Cuarto modo de vibracién con condiciones de frontera forzadas.

incrementaron un poco a 15.6x1073 y 5.2x1073, para la particula que se encuentra cerca del

centro y para la que estd cerca de la frontera, respectivamente.

w10° MODO DE VIBRACION FORZADO

u(0.9375,09375) [
u(0.3125,0.3125)

Desplazamiento u {cm)

8] 05 1 T 7 25 3
Tiempo {segundos)

Fig. 6.6: Cuarto modo de vibracién con condiciones de frontera forzadas.

Al comparar las Fig. 6.5 y Fig. 6.6, vemos que al imponer diferentes valores de esfuerzos
en la frontera de la barra, el periodo del movimiento de las particulas es el mismo y que entre

mayor sea el valor de los esfuerzos mayor serd la amplitud de los movimientos.
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6.2. Vibraciones bidimensionales

En esta seccién se resolvera el sistema (5.73) que corresponde a las vibraciones bidimen-
sionales. Analogamente al caso unidimensional, como la barra es isotropica y simétrica, sélo es

necesario analizar el movimiento de las particulas en un corte transversal de la barra.

6.2.1. Vibraciones bidimensionales libres u homogéneas

Al aplicar las condiciones de frontera libres u homogéneas dadas por las ecuaciones (4.11)
para la malla rectangular de 8 x 8 elementos, las Fig. 6.7 y Fig. 6.8 muestran para el cuarto
modo de vibracion wy, la trayectoria en las direcciones x y y de dos particulas al vibrar la barra
de arenisca por 3 segundos. En ambas figuras, la curva continua azul describe el movimiento que
presenta una particula localizada cerca de la frontera del dominio, en la posicién (0.3125,0.3125)
y la curva continua roja otra cerca del centro, en la posicién (0.9375,0.9375). Notemos que se
seleccionaron las dos particulas cuyo comportamiento se estudié en la seccién anterior.

MODO NATURAL DE VIBRACION
10 T T T T

u(0.9375,0.9375)
u(0.3125.0.3125) H

Desplazamiento en la direccidn x (cm)

05 1 1 2 ] 3
Tiempo {segundos)

Fig. 6.7: Cuarto modo de vibracién con condiciones de frontera libres en la direccién .

La Fig. 6.7 muestra las trayectorias de ambas particulas en la direcién z y la Fig. 6.8 en la
direccién y, ambas graficas tienen periodo de 0.63s y una amplitud en ambas direcciones para

el punto cercano a la frontera de 14.9128 y para el punto cercano al centro de 7.3331. Por lo que
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Fig. 6.8: Cuarto modo de vibracion con condiciones de frontera libres en la direccién y.

si intentaramos excitar este modo de vibracién la barra se romperia.

6.2.2. Vibraciones bidimensionales forzadas o no homogéneas

Aplicamos condiciones de frontera forzadas o no homogéneas dadas por las ecuaciones (4.12)
para la misma malla de la seccion anterior, las Fig. 6.8 y Fig. 6.9 muestran para el cuarto modo
de vibracion wy, la trayectoria de las dos particulas cuyo comportamiento se estudié en la seccién

anterior.

En las graficas de las Fig. 6.9 y Fig. 6.10, la amplitud en ambas direcciones para el punto

cercano a la frontera es de 8.4 x1073 y del cercano al centro es de 2.8 x1073.

Entonces, mediante el método de elemento finito hemos simulado cémo se desplazarian
los puntos al vibrar una barra de arenisca. Estas simulaciones nos indican que si quisiéramos
experimentar en el laboratorio no podriamos excitar el cuarto o el quinto modo natural de
vibracién con condiciones de frontera homogéneas porque el material se romperia, sin embargo
si podremos poner a vibrar a la barra al imponer esfuerzos en la frontera ya que estos limitan

el desplazamiento.
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Fig. 6.9: Cuarto modo de vibracién con condiciones de frontera forzadas en la direccién x.
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Fig. 6.10: Cuarto modo de vibracién con condiciones de frontera forzadas en la direccién y.



7. CONCLUSIONES

En lugar de resolver analiticamente las ecuaciones que representan las vibraciones unidimen-
sionales, ecuacion (3.3), y bidimensionales, ecuacién (3.10), en barras eldsticas e isotrépicas para
calcular los desplazamientos y los modos de vibracion, se resolvieron numéricamente mediante

el método de elemento finito.

El método de elemento finito es una buena técnica numérica para resolver ecuaciones en
derivadas parciales. Elegimos trabajar con este método porque, a diferencia de otros métodos

numéricos, es flexible y ofrece varias opciones como lo son:

Formas de construir las ecuaciones: minimos cuadrados, formulacion variacional, residuos

ponderados, etcétera.

Tipos de elementos: triangulares, rectangulares, etcétera.

Eleccién de las funciones de interpolacién: Lagrange, Hermite, etcétera.

Polinomio de interpolacion: lineal, cuadratico.

Dependiendo de la estructura de interés y exactidud deseada, se tomardn las opciones con-
venientes. En este trabajo utilizamos elementos finitos rectangulares en un dominio rectangular

y funciones de aproximacién lineales a fin de dar a entender las bases del método.

Obtener resultados numéricos es sélo una parte del trabajo, para poder interpretarlos se
requiere conocimiento de otras areas de la ciencia e ingenieria, asi como las limitaciones de cada
suposiciéon hecha en el modelo. Hay que tener en cuenta que todo dato requerido como entrada
es una fuente de error, incluso la geometria es una fuente de variacion ya que en una estructura

de dimensiones muy pequenas no es comun esperar datos precisos de altura, longitud o grosor.



55

Las condiciones de frontera especifican el problema a resolver y son aplicadas como limita-
ciones. En las vibraciones libres la aplicacién externa de cargas es cero y la estructura vibra bajo
sus frecuencias naturales. En la mayoria de los casos el dominio es sujeto a las cargas externas
diferentes de cero, sin embargo, la solucién del problema de las vibraciones sin amortiguamiento
proveen las caracteristicas dindmicas mas importantes de una estructura: las frecuencias natu-

rales y las formas de los modos.

Al no ser aplicadas condiciones iniciales a ninguno de los casos estudiados, en especial a
los homogéneos, donde las soluciones son multiplos de los eigenvectores, la ausencia de estas
condiciones afecta las amplitudes de la solucién, por lo que la informacion relevante en estos

casos son el movimiento oscilatorio y el periodo.

Las simulaciones numéricas mostradas en este trabajo sirvieron para verificar cuales fuerzas
pueden ser aplicadas de manera que las estructuras no rebasen su limite de elasticidad, esto es,

que el desplazamiento de los puntos del dominio sea fisicamente posible.

Este estudio de vibraciones unidimensionales y bidimensionales es una base para un estudio
posterior de estructuras mas complejas. El andlisis puede ser aplicado a problemas de pequena
escala, como es el caso de este trabajo, o de grandes escalas como en estructuras de ingenieria

tales como puentes y edificios.



8. ANEXOS

8.1. Programas principales

% DEFORMACION UNIDIMENSIONAL
clear all
cle

% Constantes ecuacion diferencial

rho = 2.65e-3; % Densidad del medio (Kg/cm?).
mu = 7.17e8; % Moédulo de cizallamiento (K g/cms?).
vs2 = mu/rho; % Velocidad de onda s (cm/s).

% Condiciones de frontera no homogéneas

alpha = 8eb;

beta = 8e5;

cl = alpha/mu;

c2 = beta/mu;

% Dimensiones de la barra

A = 2.5; % Longitud en x (cm).
B = 2.5 % Longitud en y (cm).
% Elementos finitos

m=38; a=A/m;

n=2_8; b=B/n

% Intervalos de espacio y tiempo

x = 0:a:m*a;

y = 0:b:n*b;

t = 0:.02:63;
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% Modo de vibracién

ESPERA = 4;

% Funciones interpolantes

[ Psii,dpsiidx,dpsiidy | = psii(a,b,m,n);

% Calculo de integrales

[IK1] = Integral(a,b,m*n,dpsiidx,dpsiidx);

[IK2] = Integral(a,b,m*n,dpsiidy,dpsiidy);
I = vs2*(IK1+IK2);

[IM] = Integral(a,b,m*n,Psii,Psii);

[IQ] = IntegralQ(m,n,a,b,Psii,c1,c2);

% Ensamble

[K] = ensamble(I,m,n); % Matriz de rigidez
[M] = ensamble(IM,m,n); % Matriz de masa
[Q] = vectorQ(m,n,IQ); % Vector de condiciones no homogéneas

% Problema eigenvalor
omega = sqrt(eig(K,M)); % Eigenvalores del sistema

[V, D] = eig(K,M); % Matriz de eigenvectores (V) y matriz diagonal de eigenvalores (D)

uno = inv(-omega(ESPERA)*M+K)*Q;

for tt =1:length(t)
for j =1:n+1
for ii =1:m+1
%Solucién caso homogéneo
ul(ii,j,tt) =V(ii+(j-1)*(m+1),ESPERA*cos(omega(ESPERA)*t(tt));
%Solucién caso no homogéneo
u2(ii,j,tt) = uno(ii+(j-1)*(m+1)*cos(omega(ESPERA)*t(tt));

end
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end

end

% Graficas
for pt =1:length(t)
subplot(211); surf(y,x,ul(:,:,pt));
title( MODO NATURAL DE VIBRACION’), axis([0 B 0 A -20 20]);
xlabel(” x 7),ylabel(’ z),zlabel(" u_y’);
subplot(212); surf(y,x,u2(:,:,pt));
title(" MODO FORZADO DE VIBRACIONY), axis([0 B 0 A -1 1]);
xlabel(” x 7),ylabel(’ z),zlabel(" u_y’);
getframe();

end

for ii=1:length(t)
unl (i) =ul(8,8,i);
un3(ii)=ul(6,6,ii);

end

maxul=max(max(max(ul)));
minul=min(min(min(ul)));

figurel = figure;

plot(t,unl,’b’,t,un3,’r’,’LineWidth’,2);

titleC MODO NATURAL DE VIBRACION’),

legend ("u(0.9375,0.9375) *, "u(0.3125,0.3125)");

xlabel(” Tiempo (segundos) ’),ylabel(’ Desplazamiento u (cm)’);
% axis([ 0 3 -3e-3 3.5e-3]);

set(gca,’XminorTick’,’on’,”YminorTick’,’on’);
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% DEFORMACION BIDIMENSIONAL
clear all
cle

% Constantes ecuacion diferencial

lambda = 1.4e8; % Médulo volumétrico (K g/cms?).
rho = 2.85e-3; % Densidad del medio (Kg/cm?).

mu = 7.17e8; % Médulo de cizallamiento (Kg/ems?).
vs2 = mu/rho; % Velocidad de onda s (cm/s).

vp2 = (lambda+mu)/rho; % Velocidad de onda p (cm/s).

% Condiciones de frontera no homogéneas
alpha = 8elb;

beta = 8elb;

cl = alpha/(lambda-mu);

¢2 = beta/mu;

% Dimensiones de la barra
A = 2.5; % Longitud en x (cm).
B = 2.5; % Longitud en y (cm).

% Elementos fintos
m=38; a=A/m;
n=2_8; b=B/n

% Intervalos de espacio y tiempo
x = 0:a:m*a;

y = 0:b:n*b;

t = 0:.02:3;



60

% Modo de vibracién

ESPERA = 4;

% Funciones interpolantes

[Psii,dpsiidx,dpsiidy] = psii(a,b,m,n);

% Calculo de integrales
[IK11] = Integral(a,b,m*n,dpsiidx,dpsiidx);
[IK12] = Integral(a,b,m*n,dpsiidx,dpsiidy);
[IK21] = Integral(a,b,m*n,dpsiidy,dpsiidx);
[IK22] = Integral(a,b,m*n,dpsiidy,dpsiidy);
k1l = vp2*IK11 + vs2*IK22;

k12 = vp2*IK12 - vs2*IK21;

k22 = vp2*IK22 + vs2*IK11;

[IM] = Integral(a,b,m*n,Psii,Psii);

[IQ] = IntegralQ(m,n,a,b,Psii,cl,c2);

% Primer ensamble

M| = ensamble(IM,n,m);
Q= vectorQ(m,n,IQ);

[K11] = ensamble(k11l,n,m);
[K12] = ensamble(k12,n,m);
[K21] = K127;

[K22] = ensamble(k22,n,m);
[

[

% Segundo ensamble

N = zeros((m+1)*(n+1),(m+1)*(n+1));

[KK] = [K11 K12; K21 K22J; % Matriz de rigidez
[MM] = [M N; N MJ; % Matriz de masa
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[QQ] =[Q; QI; %Vector de condiciones no homogéneas

% Problema eigenvalor
omega = sqrt(eig(KK,MM)); % Eigenvalores del sistema

[V, D] = eig(KK,MM);
uno = inv(-omega(ESPERA)*MM+KK)*QQ;

% Solucién caso homogéneo
for tt =1:length(t)
for j =1l:n+1
for ii =1:m+1
%Desplazamiento en direccién x
ulx(ii,j,tt) = V(ii+(j-1)*(m-1),ESPERA)*cos(*omega(ESPERA ) *t(tt));
%Desplazamiento en direccién y
uly(ii,j,tt) = V(ii+(j-1)*(m-1)+(m+1)*(n+1),ESPERA ) *cos(*omega(ESPERA ) *t(tt));
end
end

end

% Solucién caso no homogéneo
for tt =1:length(t)
for j =1l:n+1
for ii =1:m+1
%Desplazamiento en direccién x
u2x(ii,j,tt) = uno(ii+(j-1)*(m-1)))*cos(*omega(ESPERA)*t(tt);
%Desplazamiento en direccién y
u2y(ii,j,tt) = uno(ii+(j-1)*(m-1)+(m+1)*(n+1))*cos(*omega(ESPERA ) *t(tt));
end

end
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end

% Graficas

for pt =1:length(t)

% subplot(221),surf(y,x,uzl( :,:,pt)), title( ELEMENTO FINITOaxis([0 B 0 A -0.5 .5])

% subplot(222),surf(y,x,uz(:,:,pt)), title(" ELEMENTO FINITO"),axis([0 B 0 A -.5 .5])

% subplot(223),surf(y,x,ux1(:,:,pt)), title( ELEMENTO FINITO"),axis([0 B 0 A -0.00001 .00003])
% subplot(224),surf(y,x,uz1 (:,:,pt)), title(" ELEMENTO FINITO"),axis([0 B 0 A -.00001 .000005])

),surf
)

% getframe();

% end

% Puntos iniciales
% for i=1:m+1
% for j=1:n+1

% uz2((i-1)*(n+1)4j,1) =y (j);
% ux2((i-1)*(n+1)+j,1)=x(i);
% end

% end

% for tt=2:length(t)
% for j=1:n+1

% for i=1:m+1

% ux2((-1)*(m+1) +i,t6)=ux(i,j, tt)+ux2((-1)* (m+1)+i,1);
% uz2((j-1)*(m+1)+i,tt)=uz(i,j,tt) +uz2((j-1)* (m+1)+i,1);
% end

% end

% end

% minu=min(min(ux2));

% maxu=max(max(ux2));



% minv=min(min(uz2));

% maxv=max(max(uz2));

% for pt=1:length(t)

% plot(ux2(:,pt),uz2(:,pt),’r*’),axis([minu-5 maxu+5 minv-5 maxv+>5])
% pause(0.3)

% getframe();

% end

for ii=1:length(t)
unx1(ii)=ux1(8,8,ii);

unx3 (i) =ux1(6,6,ii);
unzl(ii)=uz(8,8,ii);
unz3(ii)=uz(6,6,ii);

end

plot(t,unz1,’b’,;t,unz3,’r’,’"LineWidth’,2);

titleC MODO NATURAL DE VIBRACI()N’),
%axis([ 0 3 -10 10]);
set(gca,’XminorTick’,’on’,”YminorTick’,’on’);

xlabel(’ Tiempo (segundos) ’),ylabel(’ Desplazamiento en la direccién y (cm)’);

legend ('v(0.9375,0.9375) *, "v(0.3125,0.3125)");

8.2. Funciones

% Funcion que calcula las funciones de interpolacion.
function [Psii, dPsiidx, dPsiidy] = psii(a,b,m,n)
for j =1:m

for i =1:n

for k =1:2
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x1(k*k,m*(j-1)+i)=0;

(

x1(1+k,m*(j-1)+i)

y1(k,m*(j-1)+i)=0;
(24+k,m*(j-1)-+i)=b;

a;

vl
end
end
end
for e =1:m*n
x = [x1(1,e):a/2:x1(2,e)];
y = [yl(1,e):b/2:y1(4e)];
for k =1:4
for i =1:3
for j =1:3

Psii(i,joke) = (1) (k+1))*(1-(x(i) 41 (k.e)) fa)*(1-(y () +1 (k.e)) /b);
dPsiidx(ijk.e) = ((-1) k) (1/a)*(1-(y()+1(k.e))/b);
dPsiidy(i,j.k.e) = (1) "k)*(1/b)*(1-(x()+x1(ke)) /a);
end
end
end

end

>k sk sk sk skok sk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk skoskosk sk sk skoskosk sk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skokoskosk skokoskosk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skoskosk sk skoskokoskoskoskokoskoskkk

% Funcion para la obtencién de las integrales necesarias para la construccién de las matrices K
y M.

function [I] = Integral(a,b,element,f1,{2)

h = a*b/36;
for e =1:element
fori=1:4
for j =14

f(:,:1,5,6)=f1(:,:,i,e).*£2(:,:,5,e);
I(i7j7e) = h*( f(1’17i7j?e)+f(1737i7j7e)+f(3717i’j7e)+f(373’i7j7e)+
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4*(£(1,2,1,3,e)+£(2,1,i,j,e)+1£(2,3,1,j,6)+£(3,2,i,j,e)) + 16%£(2,2,i,j,e));

end
end

end

>k sk sk sk sk koo sk sk skoskosk sk sk skosk sk sk sk skok sk sk skoskosk sk sk skokosk sk sk skokosk sk sk skokoskoskosk skokosk sk sk skokoskosk skokoskosk sk skokosk skosk skokosk sk sk skokosk sk skokokoskoskoskokokoskkk

% Funcion para la obtencién de las integrales necesarias para la construccién del vector Q.

function [Q] = IntegralQ(m,n,h1,h2 Psii,cl,c2)
Q = zeros(m™n,4);
Q(1,4) = c1*(h1/6)*(Psii(1,1,4,1)+4*Psii(1,2,4,1)+Psii(1,3,4,1));
Q(m,3) = c1*(h1/6)*(Psii(3,1,3,1)+4*Psii(3,2,3,1)+ Psii(3,3,3,1));
% Lado izquierdo
for e =1:m:(n-1)*m+1
fori =1:3:4
Q(e,i) = c1*(h1/6)*(Psii(1,1,i,e)+4*Psii(1,2,i,e)+Psii(1,3,ie)):
end
end
% Lado derecho
for e =m:m:n*m
for i =2:3
Q(e,i) = c1*(h1/6)*(Psii(3,1,i,e)+4*Psii(3,2,1,e)+Psii(3,3,1,e));
end

end

% Arriba
for e =(n-1)*m+1:m*m
for i =3:4
Q(e,i) = c2*(h1/6)*(Psii(1,3,i,e)+4*Psii(2,3,1,e)+Psii(3,3,1,e));
end

end
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% Abajo
for e =2:m

fori =2

Q(e,i) = c2*(h1/6)*(Psii(1,3,i,e)+4*Psii(2,3,1,e)+Psii(3,3,1,e));

end
end
stk sk ok Kok o sk ok sk ok ok Kok o Sk ok sk ok ook K ok sk Sk sk sk sk K ok s Sk sk sk ok K ok sk Sk sk ok ok sk sk Sk sk ok sk sk sk sk ok ok o
% Funcién que ensambla las matrices K y M.

function [K] = ensamble(f,m,n)

elementos = n*m;

d =-1;

if (elementos==1)
d =0;

end

for e=1:elementos

if (mod(e,m)==1)

d=d+1,;
end
for i =1:2
for j =1:2
k(ie-1+d,j+e-1+d,e) = {(i,j,e);
k(i+e-1+d,j4e+m-+d,e) = £(i,5-j,e);
k(i+e+m+d,j+e-1+d,e) = {(5-1,j,e);
k(i+e+m+d,j+e+m+d,e) = £(5-1,5-j,e);
end
end

end
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K1(:,:,1) = k(:,:,1);
for e =1:elementos-1
K1(:e+1) = k(:,:e+1)+K1(:,:,e);
end
K(:,:) = K1(:,:,elementos);
SR KRR R KSR K KR Rk Kok K K SR R Kok K K SR sk ok K K sk sk o K K sk R ok o Sk sk sk ok K Sk ok ok
% Funcién que ensambla los esfuerzos en los nodos de la frontera de la malla.

function [F] = vectorQ(m,n,f)

r3 =-1;

for e =1:m*n

if (mod(e-1,m)==0)
r3=r3+1;

end

for j=1:2
rl=(j+r34e-1)+(j-1)*m;
r2=(j+r3+e)+(j-1)*m;
VE(erl)=f(e,j*j);
VF(e,r2)=f(e,j+1);

end

end

F=VF*ones(m*n,1);
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