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Resumen

5l presente trabajo da una demostracion de las tres formas en las que se presenta el Teorema
Espectral para Operadores Autoadjuntos Acotados y No Acotados. Para cllo, sc dan definiciones y
resultados referentes al estudio de los espacios de Banach, dlgebras de Banach, espacios de Hilbert
y espacios de medida.

Con estos preliminares se construye un Calculo Funcional Continuo para cada operador auto-
adjunto acotado que estd definido en un espacio de Hilbert. Con él se construyen unas medidas,
utilizando el Teorema de Riesz-Markov, que lo permite generalizar a un Céleulo Funcional Boreliano
que verifica la primera forma del Teorema Espectral. Con las medidas comentadas anteriormente
sc demuestra la segunda forma y con ¢l Calculo Funcional Boreliano aplicado a las funciones carac-
teristicas sobre borelianos reales se prueba la tercera.

Posteriormente. se generaliza la segunda forma a operadores normales acotados y operadores
autoadjuntos no acotados, para luego obtener un Cilculo Funcional Boreliano sobre estos tltimos

que generalice las otras dos formas del Teorema Espectral para esos operadores.
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Introduccion

Una de las relaciones més usuales entre el Algebra y el Andlisis se da con el estudio de los
espacios normados. La estructura algebraica de estos se enriquece con las nociones de distancia,
convergencia y continuidad que da la métrica inducida por su norma. Un ejemplo de ello es la
definicién formal de suma infinita (definicién 62). Si la norma proviene de un producto interno,
adicionalmente se adquieren propiedades geométricas tales como la perpendicularidad y la ley del
paralelogramo para vectores.

En el caso particular de C”, su producto interno usual permite demostrar que toda matriz
autoadjunta A € M, «,(C) posee solamente valores propios reales y es diagonalizable mediante una
matriz ortogonal (ver [9]). El Teorema Espectral es la generalizacién de este resultado a cualquier
C-espacio vectorial asociado a un producto interno que hace de éste un espacio métrico completo
(ver [14]).

En términos de transformaciones lineales, lo anterior es equivalente a decir que si A: C* — C™
es un operador autoadjunto, entonces existe un operador unitario U: C" — C™ y n nimeros reales

A1, Ag, -+, A (los valores propios de A) tales que
(AU f)i = Nifi, (1)

para cada f = (f1, fo, -+, fn) € C™.

Esto se puede generalizar a cualquier C-espacio vectorial V' de dimensiéon n que tenga asociado
algun producto interno. Si T: V' — V es un operador autoadjunto y A1, As,- -+, A, son sus valores
propios, existe una base ortonormal de V formada tnicamente por vectores propios de T. En

consecuencia, el operador unitario U: V — C™ que manda dicha base de V a la base candnica de



C™ satisface la ecuaciéon

UTU ! =D, (2)

en donde D: C™ — C" es la transformacién para la cual D(f1, fa, -, fn) = (A1 f1, A2 fa, o, Anfn)
para cada f = (fi, fo, -+, fn) € C™

La generalizacién de lo anterior a C-espacios vectoriales de dimensién infinita es posible con el
apoyo de la Teoria de la Medida. El operador U: V — C", descrito en el parrafo anterior, es un
isomorfismo entre C™ y el C-espacio vectorial n-dimensional V' que preserva el producto interno. En
este sentido se puede decir que ambos espacios son isométricamente isomorfos, via el isomorfismo
isométrico U, debido a que las propiedades geométricas que proveen los productos internos seran
idénticas en ambos espacios (ver [14], capitulo 2). Ejemplo de esto es la métrica, la cual hace de
C™ y V espacios métricos completos. Si se considera la medida de conteo p sobre un conjunto
X de n elementos, el espacio de funciones de cuadrado integrable asociado al espacio de medida
(X,P(X),p), denotado como L?(X,P(X),x,C) en la definicién 99, es isométricamente isomorfo
a C™ (teorema 136). En consecuencia, la ecuacién 2 se puede reescribir reemplazando a C™ con
L? ({()\1, 1), (A2,2),-++, (An, n)}) y a D por un operador Ty : L? — L? que acttia por multiplicacién
por la proyeccién a la primera coordenada f: {(A1,1),(A2,2), -, (An,n)} = {A1, A2, -+, \n )

Un C-espacio vectorial con producto interno es un espacio de Hilbert si bajo la métrica indu-
cida por éste el espacio métrico resultante es completo (ver [14], capitulo 2, pdgina 39). Apelando
al parrafo anterior, se concluye que salvo isomorfismo isométrico, el tinico espacio de Hilbert n-
dimensional es L?({1,--- ,n}) bajo la medida de conteo. Si se asume el axioma de eleccién, lo cual
se hace en este trabajo, todo espacio de Hilbert es isométricamente isomorfo al espacio L? basado en
algin conjunto ortonormal del mismo, tomando como medida la de conteo (ver [16]). Esto motiva
a preguntarse si la ecuacion 2 se puede dar en cualquier espacio de Hilbert. El Teorema Espectral
en su forma de multiplicacion demuestra que la respuesta a esto es afirmativa si se pide que el
operador T sea autoadjunto (ver [4]).

El Teorema Espectral se formula en tres formas distintas que resultan ser equivalentes. La
primera forma indica que todo operador autoadjunto definido en un espacio de Hilbert esta asociado
a una funcién, denominada Célculo Funcional Boreliano, que cumple ciertas propiedades que se

discutiran en la seccién 2.1 para operadores acotados y en la seccién 3.2 para operadores acotados



y no acotados; la segunda forma muestra que estos operadores estan relacionados a unos operadores
de multiplicacién que seréan descritos en la seccién 2.2 para operadores continuos y en la 3.2 para
operadores no continuos; y la tercera forma establece una biyeccién, que serd construida en la seccién
3.1, entre el conjunto de operadores autoadjuntos definidos en un espacio de Hilbert y el conjunto de
medidas espectrales reales que se pueden definir en el mismo. En la seccion 2.3 se observara que tal
biyeccién asocia operadores autoadjuntos acotados con medidas de soporte compacto y viceversa.

Para trabajar lo anterior es necesario estudiar definiciones y herramientas basicas del Anélisis
Funcional, lo cual ocuparé el primer capitulo. En concreto, dicho capitulo aporta los preliminares
necesarios para demostrar el Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, mediante 4 seccio-
nes que repasan la teoria acerca de espacios de Banach, espacios de Hilbert, algebras de Banach y
espacios de medida, respectivamente. El segundo capitulo contiene la demostracion a dicho teorema
para operadores autoadjuntos acotados en sus primeras tres secciones, y la generalizacion de éste a
operadores normales acotados en su cuarta y tltima seccion.

El tercer capitulo s6lo contiene dos secciones. La primera da las definiciones y los resultados
necesarios que se utilizan en la segunda para generalizar el Teorema Espectral a operadores auto-
adjuntos no acotados. Para lograr este ultimo objetivo en una cantidad razonable de paginas, los
preliminares del primer capitulo se escriben pensando en que el lector tiene conocimiento basico
acerca de las teorias que se van a discutir. Por ejemplo, en las secciones 1.1 y 1.2 se asume cono-
cimiento acerca de conjuntos abiertos y conjuntos cerrados en un espacio métrico, distancia entre
un punto y un conjunto, convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy, funciones continuas,
teoria de funciones holomorfas, entre otros. Para la 1.3 se asumen ciertas propiedades del producto
interno tales como la ley del paralelogramo o la identidad de polarizacién; y al trabajar los espacios
de medida que se introducirdn en la seccién 1.4 se asumen el teorema de la convergencia domi-
nada (TCD) y el teorema de la convergencia mondtona (TCM); asi como propiedades algebraicas
y analiticas de las funciones medibles, funciones simples y funciones caracteristicas, las cuales se
denotardn como X4 con las consideraciones pertinentes. Al desarrollar la teoria de Gelfand en la
seccién 1.5 se asumen conocimientos bésicos de topologia tales como la topologia debil generada
por una familia de funciones, uso de redes topoldgicas en cuestiones de convergencia y teoria acerca
de los espacios de Hausdorff compactos. Esta tltima también es fundamental para poder formular

el Teorema de Riesz-Markov (teorema 123), mismo que serd probado en la seccién 1.4.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se dan las herramientas necesarias para formular y demostrar el Teore-
ma Espectral para Operadores Autoadjuntos Acotados. En la primera seccién se habla acerca de
espacios de Banach, en la segunda acerca de Algebras de Banach y C*-4lgebras, en la tercera acerca
de espacios de Hilbert, y en la cuarta acerca de espacios de medida.

A partir de este capitulo se referird como Kz al K-espacio vectorial generado por un elemento

x de un K-espacio vectorial.

1.1. Espacios de Banach

En esta seccion se introducen las caracteristicas esenciales de los espacios en los que se basara
la mayoria del presente trabajo: los espacios de Banach. Se asume que el lector tiene conocimiento
acerca de espacios métricos y de sus principales caracteristicas. De no ser asi, se recomienda la
lectura del capitulo 1 de [14], mismo en el que se encuentran las definiciones y los teoremas dados

en esta seccion.

Definicién 1 (Espacios Normados) Sea V un espacio vectorial sobre un campo K € {R,C}.

Una funcidn || - || : V = R es una norma en V si satisface lo siguiente:
1. ||v]| > 0 para todo v € V' y |[v]| = 0 siy sélo si v =0,
2. ||av]|| = |a|||v|| para todo u € V y a € K,

3. |lu+v|| <|Jul| + ||v|| para todo u,v € V.



Si|l-]] : V = R es una norma en V, se dice que la 4-tupla ordenada (V,4+,*, || - ||) es un

K-espacio vectorial normado o un K-espacio normado.

Definicion 2 Sean (X,||-||1) y (Y,||-]l2) dos K-espacios vectoriales normados. Se define la norma

de cualquier operador T: X —'Y como

sup ||T(x)]l2.

T(x 2
(T o sup JT@z
x 2 [fall=1

20 llzlli a0

()

Se dice que T es un operador acotado si y sélo si su norma es un numero finito.

Notese que todo K-espacio vectorial normado es un espacio métrico bajo la distancia dada por

d(z,y) = ||z = yl|.

Por tanto, se tiene una nocién de continuidad para funciones entre espacios normados, que en el caso
de las transformaciones lineales, es capturada por los operadores acotados tal y como se muestra a

continuacién:

Teorema 3 Sean (V1,||-|11) y (Va, || - ||2) dos K-espacios vectoriales normados y T: Vi — Va una

transformacion lineal. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. T es continua en alguin x € V.
2. T es continua.
3. Existe un C > 0 tal que ||T(x)||2 < C||x||1 para todo x € V7.

Demostracién. Supdongase que se cumple el punto 1. Si y € Vi es un elemento arbitrario y

{Yn}nen C V7 es una sucesion convergente a y, {y, — ¥ + T }nen — x, por lo cual

{T(yn —y + 7) nen = T(2).

Esto implica que {T(y,) — T(y) + T(z) }nen — T(z) por lo que {T(yn)}neny — T(y) dejando como
consecuencia que T sea una funcién continua.

Si lo anterior es cierto, en particular se cumple que 7" es continua en 0 por que existe un § > 0
para el cual

x € V1 y ||lz|l1 < implica que ||T(z)||2 < 1.

6



Por consiguiente, si € V; \ {0}, se tiene que

H 0 5<6
|| == ,

el ||, = 2

por lo cual
1) 1) 1)
e 2:Hm) :HT(x) <1
Al 1T @l = gm D@ oMl )|,

Asi,

2
1T (@)ll2 < 5llzlli, para cada z € V1 \ {0},

de modo que T resulta ser un operador acotado.
Finalmente, si esta ultima proposicion se cumple, se tiene la existencia de un C' > 0 para el cual

[|T(x)||]2 < C||z||1. Entonces, para cualesquiera p,q € V;

T(p) —T(g)ll2 = |T(p - q)ll2 < Cllp — ql|1-

De ello se observa que T' es una funcién continua en todos los puntos de V;. m
Con los operadores acotados se tiene un primer ejemplo de un K-espacio normado dado a partir

de otros dos. Este espacio sera fundamental en la formulacién del Teorema Espectral.

Definicién 4 Sean X y Y dos K-espacios vectoriales normados. Se define el conjunto
L(X,)Y):={T:X =-Y | T es un operador acotado }.

Si (X, |lx) = (YL - lly), simplemente se denota a £ (X,Y) como Z(X).

Definicién 5 Sean X yY dos espacios normados. Si T € £(X,Y) tiene inversa T~! € L(Y, X),
se dice que T es un isomorfismo entre los espacios normados X y 'Y, y que estos son isomorfos.
Ademdas, si ||T(z)|ly = ||z||x para cada x € X, se dice que X yY son isometricamente isomorfos

y que T es un operador unitario o un isomorfismo isométrico.

Teorema 6 Dados dos K-espacios vectoriales normados X yY, el conjunto £ (X,Y) hereda una
estructura natural de K-espacio vectorial normado bajo la suma de operadores y multiplicacion por

escalares usuales, y la norma dada en la definicion 2.



Demostracién. Sean 71,75 € Z(X,Y) y a, 8 € K elementos arbitrarios. Se tiene la existencia de

dos C7,C5 > 0 para los cuales
T (@)lly < Cillzllx v [[Ta(@)]ly < Collallx siz e X.
Primero, se verifica que o7y + fT» € Z(X,Y). Para cada z € X

(aTy + BTa)(2)lly - = |laTi(x) + 6Ta(x)|ly
< lel [Ty (@)|ly + 18 [1T2(2)lly
< Cilal [lz|lx + CalB] [|x]|x
= (Cila] + C2|B]) [lz[ x-

Esto implica que Z(X,Y) es un espacio vectorial en donde se define la norma de cada operador T'
como en la definicién 2. Sélo queda verificar que (Z(X,Y),+, 0, ||| #(x,y)) es un espacio normado.
Para tal fin nétese que
loTh|l2x,y)y = supjz)=1 lleTi(z)]ly
= supjg =1 laf ||T1(2)]]y
= |afsup)jp =1 |11 (z) |y
= lal [|ITh ]2 x,v)

Yy que
ITh + Tollexy)y = sup)y=1 [|T1(z) + To(z)|[y

< supy o) =1 ([1T1(2)ly + 1 T2(2)]]y)
= SUp| ) |=1 | T1(2)[ly + supypp) =1 [ T2(2)]ly
= |T1ll2xy) + |1 T2ll 2 (x,v)-

Por otra parte, 71 = 0 implica que T3 (z) = 0 para cada x € X, de manera que

1Tl 2@y = Sup Ty (2)lly = 0.

joll=

Reciprocamente, si la igualdad anterior es cierta, para cada p € X \ {0} se sigue que

I|T1(p)|ly T p
Ti()lly = llpllx ——7— = lIpllx lIpllx

= ||p||x 0 = 0;
Y



lo cual implica que 73 = 0. =
Otros K-espacios normados que se utilizaran en este trabajo; y que en ocasiones seran referidos

como ejemplos de algunas de las estructuras que se definiran posteriormente; son los siguientes:

1. K" bajo su norma usual ||z|| := /[z1]? + 222 + - - - + |2, [?. Salvo isomorfismo, este es el

unico K-espacio normado de dimensién n.

2. Cp(X,K), el espacio de funciones continuas y acotadas f: X — K con dominio en un es-
pacio topoldgico, bajo la suma y multiplicaciéon por escalares usuales y la norma infinito
[|flloo := sup,ex |f(z)]. Cuando X es compacto, este espacio coincide con C(X,K), el espa-

cio de funciones continuas f: X — K.

3. X xY, el espacio producto de dos K-espacios normados, equipado con la suma y multiplicaciéon

por escalares usuales y la suma de normas ||(z,y)||xxy = ||z||x + ||¥||y-

La verificacién del ejemplo 1 es consecuencia del teorema de Heine-Borel, la del ejemplo 2 se
puede consultar en [14] y la del ejemplo 3 es un ejercicio tipico acerca de espacios normados.

Maés ejemplos de espacios normados seran dados en las siguientes secciones, cuando se disponga
de las herramientas necesarias para ello. Por lo pronto, se enriquecerd la estructura de estos espacios

aprovechando las propiedades que tienen como espacios métricos.

Definicién 7 Sea X un K-espacio vectorial normado. Se dice que una sucesion {a,}neny C X es

sumable si la sucesion {Sny}nen dada por

N
SN = E Qp,
n=1

es convergente. Adicional a esto, se dice que {an}nen es absolutamente sumable si la sucesion

{llan||}nen C R es sumable.

Definiciéon 8 Un K-espacio vectorial normado es un K-espacio de Banach si resulta ser un

espacio métrico completo bajo la métrica asociada por su norma.

Ejemplos de estos espacios son K™, C,(X,K), y X xY cuando X y Y son espacios de Banach. En
general, verificar que un espacio métrico es o no es completo resulta ser una tarea dificil. En el caso
de los K-espacios normados, las sucesiones absolutamente sumables dan una condicién necesaria y

suficiente para que estos sean K-espacios de Banach.



Teorema 9 Sea X un K-espacio vectorial normado. Se tiene que X es un K-espacio de Banach

sty solo si toda sucesion absolutamente sumable en X es sumable.

Demostracién. Primero, supéngase que X es un espacio de Banach. Si {a,}neny € X es una

sucesién absolutamente sumable, la sucesién {sy }nen dada por

N
Sn =Y llanl]
n=1

es de Cauchy por lo que para todo € > 0 existe un M € N para el cual se tiene que si m >n > M,

entonces
m m m n
S llaill = D0 Maill] =D Maall = > lasl|| <.
i=n+1 i=n+1 i=1 i=1
Esto implica que si m > n > M, entonces
m n m m
o Yef[= [ 32 af < 3t <
i=1 i=1 i=n+1 i=n+1

por lo cual se tiene que la sucesién de sumas parciales {271:/:1 an}tneny C X también es de Cauchy.
Como este ultimo espacio es de Banach, dicha sucesién converge en X, lo cual indica que {a,} es
sumable.

Reciprocamente, supongase que toda sucesién absolutamente sumable en X es sumable. Si

{Zn}nen C X es una sucesién de Cauchy, para cada k € N existe un Nx € N para el cual
1 .
[|Zm — xn|| < o% sin,m > Nj.
Sin perdida de generalidad, supéngase que para todo k € N, Ni; > Ni, asegurandose asi que

1
l|lzn, — TN || < oF para cada k € N.

Lo anterior permite utilizar el criterio de la comparacién para implicar que la sucesion dada por

1

Q—k} ey €8 sumable. Enton-

{zn, — 2N, Jren es absolutamente sumable por el hecho de que {

ces, por hipdtesis, la sucesion {zn, — zn,,, Jren es sumable por lo que existe un x € X tal que

10



lfm S (N, — )=z E ia, se ti
n——+oo k=1 Z'Nk 1’Nk+1 = Z. K1 consecuencla, se tiene que

r= lim (zn, —2N,.,)=2N, — lim zy

)
n—-+oo n——+oo n+l

implicando que lim,,, o Tn, = T, — . De esto, se tiene que la sucesién {xy, }ren converge; y al
ser ésta una subsucesién de la sucesién de Cauchy {zy} nen, se concluye que esta tltima converge
en X. m

Cuando un espacio métrico resulta ser incompleto se puede pensar que “tiene un hoyo en donde
deberia de estar el limite de la sucesién de Cauchy que no converge”. Completar el espacio, por
tanto, serfa el proceso de “llenar todos los hoyos que contiene el mismo”. En el caso de Q, esto da
lugar a R en lo que se concibe como una de las construcciones més famosas de los niimeros reales.
El problema que surge al trabajar con un espacio arbitrario es que no siempre se puede contar, a
priori, con un conjunto que lo contenga propiamente y que, por tanto, sea un candidato a ser una
completacién del mismo. El mecanismo adecuado para tal completacién serd dado en la siguiente

definicién:

Definicién 10 Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. Se dice que una funcion f: X —Y

es una isometria si para cualesquiera r1,T2 € X se tiene que

dx (x1,22) = dy (f(z1), f(22)).

Aunado a ello, si f resulta ser biyectiva, se dice que (X,dx) y (Y, dy) son isométricamente isomorfos

y que [ es un isomorfismo isométrico.

Dos espacios isométricamente isomorfos son esencialmente idénticos como espacios métricos.
Cualquier propiedad inherente a la estructura métrica de un espacio sera valida para cualquier otro
que sea isométricamente isomorfo a él.

Ahora ya se puede precisar el sentido en el que un espacio métrico se puede completar.

Teorema 11 (Completacion de un espacio métrico) Para cada espacio métrico (X,dx) exis-
te, salvo isomorfismo isométrico, un unico espacio métrico completo (X,d) para el cual X es
isométricamente isomorfo a un subespacio denso de €él. Mds aun, si un espacio métrico comple-

to (Y,dy) tiene un subespacio isométricamente isomorfo a X, X serd isométricamente isomorfo a
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un subespacio cerrado de Y .

Demostracion. Se realizard un bosquejo de esta prueba que puede ser consultado en la pagina 7
de [14].

Sea X el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de X. Dos elementos {x,,}, {yn} € X son
equivalentes ({zn} ~ {yn} en X) si limp_ 400 d(n, yn) = 0. Es facil probar que ~ es una relacién
de equivalencia y que el conjunto X := X / ~ adquiere una estructura de espacio métrico mediante

la funcién d : X x X — R dada por

d([zn], [yn]) == Um_d(xn,yn).

n—-+oo

X es isométricamente isomorfo al subespacio {[r,] € X | {z,} C X es una sucesién constante}
mediante la identificacién candnica; y (X, d) resulta ser un espacio métrico completo en el cual el
subespacio definido con anterioridad es denso. Una vez demostrado esto, el resto del teorema se
demuestra utilizando argumentos de densidad. ®

Para efectos précticos, se asumird que todo espacio métrico (X,dx) es un subespacio de su
completacion.

Si se aplica el teorema pasado a cualquier K-espacio vectorial normado (X, || - ||), X obtiene
una estructura de K-espacio espacio de Banach como consecuencia de la densidad de X en X.
Eso permite establecer un teorema andlogo al anterior para K-espacios normados en donde los
K-espacios de Banach toman el papel de los espacios métricos completos. Agregado a esto, las

completaciones de los K-espacios normados cumplen la siguiente propiedad universal:

Teorema 12 (Teorema del Operador Acotado)
Sean (Vi,]| - |l1) un K-espacio vectorial normado y (Va,|| - ||2) un K-espacio de Banach. Si
T: Vi — Va es un operador acotado, entonces existe un tinico operador acotado T: Vi — Va, con la

misma norma que T, tal que T|V1 =T.

Demostraciéon. Si T = 0, la extensiéon buscada es trivial y es tinica como consecuencia de que V
sea denso en V;. Entonces supdéngase que T' # 0. Si z € V; es un elemento arbitrario, se sigue la

existencia de una sucesion {z, }nen C V1 que converge a x y que, por lo mismo, es de Cauchy. Por
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tanto, para cada € > 0 existe un N € N para el cual

€

H$m_1'n||V1< | Sin,mZN-

IT||(x,v)
De esto,

€
T (20m) =T (@) vy < | T|l2vi,vo)llTm—2nllvy < Hﬂ\ﬁf(%%)m =c¢ para cadan,m > N.
1,V2

Por consiguiente, la sucesion {T'(z,)}nen C Va2 también es de Cauchy por lo que converge en Vs ya
que este ultimo es un espacio métrico completo. Si {y, }nen C V1 es otra sucesién convergente a x,
se tiene que la sucesion alternada {x1,y1, 22, Y2, -+ } también converge a x por lo que un argumento

analogo al anterior muestra que

{T(yn)tnen C Vo y {T(21), T(y1), T(22), T(y2),- -+ } C Va

son sucesiones de Cauchy que, por lo mismo, convergen en V.
Es evidente que las sucesiones {T(2,,) }nen ¥ {T(yn) }nen son subsucesiones de la sucesién alter-
nada {T'(z1),T(y1), T(x2),T(y2), - - }. Asi, las 3 sucesiones convergen al mismo limite, por lo que

el operador T se puede definir como

T:xeVir— lim T(x,) € Vs,

n—-+oo

en donde {z, }r,en C V1 es cualquier sucesién que converge a x. Se procederd a demostrar que esta

funcién es un operador acotado que extiende a T" y que conserva su norma:

1. Para cualesquiera x,y € V; existen dos sucesiones {z,}, {y,} C Vi que convergen a x y a v,

respectivamente. De esto, se tiene que para cualesquiera «, f € K
n—-+o0o n—-+o0o
2. Para cada x € V; la sucesién constante {z,z,z, -} — x, lo cual implica que

T(z) = lim T(z)=T(zx), para todo z € V.

n——+oo
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3. Finalmente, para verificar que T' es acotado, se mostrard que

sup [[T(z)||= sup |[|T(x)]l.

llzllvr=1 @]y, =1

Como para cada x € V; unitario se tiene la existencia de una sucesion {z, }nen C V4 \ {0}

que converge a x, en virtud de lo ya desarrollado se tiene que

lznllve = 1y 1T (zn)lly, = [T(@)lly,-

En consecuencia,

=z, por lo cual T( Tn ) — T(z).
||znll

Esto muestra que para cada vector unitario € V; el vector T'(z) es el limite de una sucesién

{T(z) }nen C Va que es imagen de una sucesién de vectores unitarios en V;. Por consiguiente,

Hﬂwl}

@wumhmm,l}@wum

de manera que

&m{wnwnhmmﬁzl}zmm{wumn

|mm:1}

Por ende, ||T| 2@ va) = Tl 24,3, implicandose que T es un operador acotado que con-

serva la norma del operador T.

Sélo falta probar que T es el tinico operador que cumple con lo pedido en el enunciado del
teorema. Supéngase que S: Vi — Vi es otro operador acotado para el cual S|y, =T.Siz € Vi y

{2, }nen C Vi es una sucesién convergente a z, al ser T — S una funcién continua,
(T = S)antnen — (T - S)z.

Pero, por otra parte, (T' — S)z,, = 0 para cada n € N por lo que la unicidad en la convergencia de

sucesiones conlleva que (T'— S)z = 0. Al ser 2 € V; arbitrario, se concluye que 7' = S. m

14



A diferencia de X x Y, para que Z(X,Y) resulte ser de Banach sélo se requiere la completitud

de Y.

Teorema 13 Sean X,Y dos K-espacios vectoriales normados. Si'Y es de Banach, £ (X,Y) tam-

bién lo es.

Demostracion.
Sea {T, }nen C Z(X,Y) una sucesién de Cauchy. Si € > 0, para cada x € X \ {0} se tiene la

existencia de un N € N para el cual
| T — Tl 2(x,v) < ﬁ para todo n,m > N.
Ti|x

En consecuencia, si n,m > N,

€
T () = Ton(@)lly = [[(To = Ton)ally < |[Tn = Tl 2 x ) [l x < Wllwllx =€

por lo cual la sucesion {T},(z)}nen C Y es de Cauchy para todo z € X\ {0}. Siz = 0, la aseveracién
anterior se verifica de manera directa. En consecuencia, para cada x € X la sucesion {T,,(z)}nen

converge en Y. Por tanto, el candidato a ser el limite de {7}, },,en es la siguiente funcién:
T:ze€X+— lim T,(z)eY.
n—-4o0o

Se procede a mostrar que 7" es un operador acotado:

1. Para cualquiera z,y € X y a, € K

T(ax + By) = nEIfoo T, (azx + By) = nllffoo aT,(z)+ lm BT,(y)

n—-4oo

=« lim T,(z)+ 8 lm T,(y) =T (z)+ BT (y).

n—-+00 n— oo

2. Para verificar que T es un operador acotado, se observa que la desigualdad triangular im-
plica que | |Th]| = |Tmll | £ ||Tn — Tim|| para todo n,m € N. Esto significa que la sucesién

{lITn]}nen C R es de Cauchy y, por consiguiente, convergente a un C € R.
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Asi, para cada x € X se llega a que

7@l = lim | Ta@)l| < i |\l 2]l = Cllall.

—+0o0

Sélo falta corroborar que, en efecto, T,, — T. Al ser lim,,,— 4 oo Tn(2) = T'(x) para cada z € X,

se cumple que para todo n € N
I7() = Ta(@)lly = i [[Tn(e) = Ta@ly < Hm || = Tollz e lal -

Esto implica que para todo x # 0

T (z) — Tn(=)[ly
||| x

< lim ||Tm - Tn”.,%(X,Yﬁ
m——+oo
dejando como consecuencia que

T(x 7Tn x) ||y
OSHT_T7L||$(X7y):sup|| ( ) ( )H
T#0 12| x

< { —
> mLHEOO [T TnHi’(X,Y);

de manera que T,, — T bajo la norma de la definicién 2. =

Una consecuencia inmediata de esta proposicién es que el siguiente espacio resulta ser de Banach:

Definicion 14 Si X es un K-espacio vectorial normado, se define su espacio dual como el K-

espacio X* := Z(X,K). Los elementos de este ltimo son conocidos como funcionales.

Al ser X* un K-espacio normado, X* tiene un dual, denotado como X**, que se conoce como
el bidual de X. Los siguientes teoremas ayudaran a probar que si X es de Banach, entonces éste es
isométricamente isomorfo a un subespacio de su bidual. Para demostrar el que viene a continuacién,
haran falta los teoremas 26 y 152, los cuales no se demuestran en este punto puesto que no se tienen
los preliminares necesarios para ello. Estos resultados pueden ser consultados en [13], y las pruebas

que se daran de ellos no dependen ni del siguiente teorema ni de ninguna de sus consecuencias.
Teorema 15 (Teorema de Hanh-Banach real) Sean X un R-espacio de Banach, Y un subes-

pacio vectorial de X y p: X — R una funcion para la cual

plaz + (1 —a)y) < ap(z) + (1 —a)p(y) siz,y € X ya€0,1].

16



Si existe un A € Y* para el cual A < ply, entonces existe un A € X* para el cual
A<pyAly =X\

Demostracién. Si Y = X, la extensiéon de A dada por el teorema del operador acotado (teorema
12) a la completacién de X es el funcional buscado.

SiY # X, se selecciona un z € X \ 'Y arbitrario para extender, primero, a A al espacio Y =
Y + Rz y luego, con el Lema de Zorn, a todo X. La eleccién de z implica que Y N Rz = {0} por
loquesiy,y2 €Y y o, B € R son tales que oz + y1 = Bz + yo, entonces o = 3 v y1 = y2. Ademds

de esto, si a, 8 > 0, entonces

B o] 8 «
a+ﬁy1+a+ﬂyz> <(a+5)p<a+ﬁy1+a+ﬁy2>

(1= 09)+ 20+ 59)) < 0ol — a2) + e+ 52).

5Mm%HM@ﬂ=AWm+am%=w+ﬁM<

= (a+5)p<a+ﬂ

Esto implica que para cada o, 8 > 0y y1,y2 € Y se tiene que

1 1
E< —plyr —az) + Ay1)) < B(p(yz + B2) — A(y2)),
por lo cual existe un a € R tal que
sup l( —ply —az) + )\(y)) <a< inf l(p(y +az) — )\(y)). (1.1)
y€Y,a>0 & T T yeY,a>0 «

Con el nimero anterior se define la asignacién

XY >R

az+y— a+ Ay).

Por lo comentado al principio de la demostracién, X est4 bien definida y extiende de manera clara

a A. Sélo falta verificar que A € Y* y que X(a:) < p(x) para todo z € Y.
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Para verificar lo primero, nétese que para cualesquiera o, 8 E Ry 41,42 € Y

)\((ozz + y1) + (,@Z + yz)) = )\((Oz + ﬁ)z + (y1 + yg))

= (a+B)a+ Ay1 +y2) = (ca+ A1) + (Ba+ Ay2)),

de manera que X((az +y1)+ (Bz+ yg)) = X(az + yl) + X(ﬂz + yg). Similarmente,

ABlaz +y1)) = MBaz + By1) = Baa + A(Byr) = Baa + BA(y1) = BA(az +y1).

En el teorema 152 se demostrara que por ser Rz de dimensién finita, Y resulta ser cerrado, y en el
teorema 26 se verificard que esto 1ltimo implica la existencia de dos constantes kq, ks € Rt para
las cuales

1yl < Balloz + gl v [loz]| < kofloz + y|| para todoa € Ry y €Y.

En consecuencia, X es continua ya que para cualquier sucesién {a,z + y,} C Y convergente a 0,
{anz} y {yn} también convergen a 0 por lo que {A(anz + yn)} = {ana + A(yn)} — 0.

Ahora se verificard que si # = az+y € Y, entonces A(z) < p(z). De la ecuacién 1.1 se desprende
que

inf l(p(y —az) = Ay)) =~ sup l( —p(y —az) + A\y)) > —a.

yeY,a>0 o yeY,a>0 &

1. Sia=0Xz)=Ay) <py) =p).

2. Sia>0,
~ 1
AMz)=aa+Ay) <a (ap(y +az) — A(y)> + Ay) = p(y + az) = p(z).

3. Sia<0,—a >0 por lo que

Az) = —a(—a) + A(y) < a(ip(y + az) — A(y)) + AMy) = ply + az) = p(z).

Todo esto implica que

ANz) <p(x)sizeY yque e Y™
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Se ha encontrado una extensién de A, la cual sigue siendo acotada por p, en un subespacio que

contiene propiamente a Y. Por consiguiente, el conjunto
A= {X 'Y >R | Y es un subespacio de X que contiene propiamente a Y, A = X|y, X< ply}

es no vacio, por lo cual se le puede asociar el siguiente orden parcial: si A\;, Ao € A, Ay > Ay si

Dom(/\Nl) C Dom(g) y ;\\2/ 5\:

‘Dom(i) =
Considérese una cadena ascendente {e,}aca en A. Para cada a € A se define X, = Dom(e,)

con el objetivo de formar la funcién

e: U Xo — R, en donde e|x, = e, si a € A.
acA
Por la naturaleza de la relacién de orden, la funcién e estd bien definida y es tal que e < p|pome)
vy ely = A De esto, e € Ay e > e, para cualquier « € A por lo que esta funcién es una cota
superior de {e,}aeca. Por consiguiente, el Lema de Zorn permite afirmar que A tiene un elemento
maximal B, definido en un subespacio X', para el cual B < p|xs y Bly = A. Si X’ # X, se puede
extender a B de manera ansloga a como se hizo con Y, encontrando asi un B’ € A mayor a B, lo

cual contradice la maximalidad de éste. Por tanto, X’ tiene que ser X. m

Teorema 16 (Teorema de Hahn-Banach Complejo)

Sea X un C-espacio de Banach y p: X — R una funcion para la cual
plaz + By) < |alp(z) + [Blp(y) siz,y € X ya,B € C son tales que |af +|B] = 1.

SiY es un subespacio de X y A € Y* cumple con que |\ (x)| < p(z) si x € Y; entonces existe un
A€ X* para el cual

|A(z)| < p(z) para todo x € X y Aly = A

Demostracién. Como A € Y*, Re(\) es un funcional real en Y debido a que para cada x € Y
unitario, [Re(A(z))| < [A(@)| < ||A[ly~
En consecuencia, por ser 1 = |a|+|1—al si @ € [0, 1], el teorema de Hanh-Banach real implica que

Re(\) tiene una extensién lineal continua L definida en todo X, para la cual L(z) < p(x) si x € X.
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En base a esta funcién se define la transformacién lineal
A:xz e X+ L(z) —iL(iz) € C;
la cual extiende a A debido a que para todo z € Y
Mz) = Re(A(z)) + iIm(A(z)) = Re(Mz)) — iRe(A(iz)) = A(z).
Para probar que A € Y*, ndtese que si x € X es un vector unitario,
|A(@)| = |L(x) — iL(iz)| < |L(x)[ + [iL(iz)| < 2[[L]] < 4o00.

Sélo falta verificar que para cualquier z € X, |A(z)| < p(x). Para ello se observa que si |a| = 1,

entonces

plaz) < |alp(x) = p(x) = pla™ (ax)) < |a™ |p(ax) = p(az).

En consecuencia, si se define 6(x) := Arg (A(:c)) y se observa que Re(A) = L, se concluye que

|A(2)] = e @A) = A(e™" ) = L(e™ ") < ple™"Wz) = p(x).

La importancia del teorema de Hanh-Banach dentro del Andlisis Funcional radica en las conse-
cuencias que trae consigo; las que son importantes para este trabajo se muestran en los siguientes

corolarios:

Corolario 1 Sean X un K-espacio de Banach, Y un subespacio de X y A\ € Y*. Entonces eziste

o).

un A € X* que extiende a A y que conserva su norma (i.e. Aly- =X y ||A||x- = |||

Demostracién. Considérese la funcién p: z € X —— ||A]

v+||z||x € R. Para cada o, € Ky

z,y € X se tiene que si |a| + |8] = 1, entonces

plax + By) = [[Aly- [lax + Byl < [[Ally-

af [lz|[+ [[Ally- 18] Iyl

= |elp(z) + [Blp(y)-
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Ademas, M) < ||A|ly~ ||z]|x = p(x) si z € Y. Entonces, en virtud del teorema de Hanh-Banach,
existe un funcional A € X* con la propiedad de que |A] < p y Aly = A. Para verificar que

[|Ally= = ||Al|x= considere que

Ally= = sup [AMy)[ = sup [A(y)| < sup [|A(z)| = [[A]|x;
lylly=1 lylly=1 llellx=1

ademads de que

IAl[x- = sup [A(z)| < sup p(z)= sup [[Ally-[lz|lx = [[Ally~.

llz|[x=1 llzllx=1 llzllx=1

Corolario 2 Sean X un K-espacio de Banach y x € X un elemento arbitrario. Se tiene la exis-

tencia de un A € X* de norma 1 para el cual A(z) = ||z||x.

Demostracién. Si x = 0, cualquier A € X* normalizado cumple con lo pedido. Entonces se
considera que x # 0 para definir la asignacién \: axr € Kz — a|z||x € K.

Sia,8 € Ky ax = Sz, entonces (o« — 8)z = 0 por lo que al ser x # 0, se llega a que o = S.
Por consiguiente, a||z|| = B]|z||. Esto prueba que X es funcién que serd elemento de (Kz)* debido

a que para todo «, f € K
L Maz + fz) = (a + B)l|z]| = allz|| + Bllz]] = AMaz) + A(Bz),
2. A(B(aw)) = Ballz]| = BA(az),
3. [ el |l | = llaz|| = [[Aaz)]].

Asi, el corolario pasado implica la existencia de un A € X* de norma igual a A y que extiende a
este tltimo. El punto 3 indica que ||A|| = 1 por lo que ||A||x~ = 1. En consecuencia, A(x) = A(z) =
]l m

Ahora ya es facil verificar que todo espacio de Banach estd encajado isométricamente en su

bidual de manera natural.

Teorema 17 Sea X un K-espacio de Banach. Para cada v € X se tiene que la funcion

T:AeX — ANz) eK

21



pertenece al espacio X**. El subespacio formado por estas funciones es isometricamente isomorfo

a X mediante la asignacion f:x € X — x € X**,

Demostracion. Sea x € X arbitrario. Para cada A,y € X* y a € K se cumple que

T(ad+7) = (aA +v)z = aA(z) + v(z) = az(\) + T(7)

y que [T(A)] = [AMz)] < [[A]]x-

|z||x. Esto conlleva a que T sea un operador acotado de norma
2] |+ < Jll]x-

Por otra parte, si y € X, se tiene que

flaz +y)A = AMaz +y) = ad(z) + My) = af(@)A + f(y)A

por lo que f(ax +y) = af(x) + f(y)-

Finalmente, el segundo corolario del Teorema de Hanh-Banach implica la existencia de un

A € X* de norma 1 para el cual A(z) = ||z||x. Por consiguiente,
[Zllx- = sup |Z(N)]= sup |A(z)| > [|z||x,
Al xx=1 Al x+=1

de manera que f resulta ser un operador unitario que encaja a X en X** como subespacio. m
Cuando X y Y son K-espacios normados y X resulta ser de Banach, las condiciones para
que un subconjunto de £ (X,Y) sea acotado se pueden debilitar notablemente. Para concretar esta
aseveracion, se necesita el Teorema de Categoria de Baire, el cual constituye uno de los teoremas maés
importantes del Anélisis Funcional debido a que implica hechos importantes como el anteriormente
mencionado, y otros que enriquecen la estructura de los operadores acotados que actian entre

K-espacios de Banach. Para enunciarlo se requiere de la siguiente definicion:

Definicién 18 Sea M un espacio métrico. Un subconjunto S C M es denso en minguna parte si

(9)° = 0.

Teorema 19 (Teorema de Categoria de Baire)
Un espacio métrico completo no puede ser una union numerable de conjuntos densos en ninguna

parte.
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Demostracién. Sea {4, }neny C P(M) una sucesién de subconjuntos densos en ninguna parte.

Como (E)O =0, A} # M por lo que existen un x; € M \ A; y un r; > 0 para los cuales
Brl (371) N Al = 0.

Sin perder generalidad se puede suponer que 71 < 1. Al ser (A72)0 también vacio, B,, (z1) no puede
ser un subconjunto de Az, por lo cual hay un x2 € B, (z1) \A72, el cual es un abierto, y un nimero

ro > 0, el cual se puede suponer menor a %7 para los cuales

BT((EQ) C Brl(xl) y BT2(£C2) NAy = 0.

Reiterando este inductivamente, para cada n > 2 se puede seleccionar un x,, € B,., _, (z,—1) que no

estd en A, y para el cual existe un r,, € (0,2!7") con la propiedad de que

B, (z,) C qu(xn—l) y Br, (Tp) N A, = 0.

La eleccién anterior genera una sucesion {z,}n,eny C M que es de Cauchy, pues para N € N se

cumple que si n,m > N, entonces &, T, € B, (xy), de manera que

ATy, T) < d(Tp, oN) + d(@m, vy) < 287N 4 217N = 927N,

En consecuencia, como para todo € > 0 existe un N € N tal que € > 22~V se tiene que si n,m > N,
entonces d(x,,, ) < 227N < e. Al ser M completo, la sucesién {z, }en converge a un punto z de

éste, y es tal que para cada N € N, x,, € Br, (zn) si n > N. Por consiguiente,

x € B,y (xy) paratodo N € N,

implicdndose que z ¢ A,, para cualquier n € N. Por lo tanto, & | A, por lo que M no puede

neN

ser unién de subconjuntos densos en ninguna parte. m

Teorema 20 (Teorema de Banach-Steinhaus)

Sean X un K-espacio de Banach, Y un K-espacio normado y FF C £ (X,Y). Si para cada v € X
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se tiene que

sup ||T'(z)[[y < +o0,
TeF

entonces

sup ||T||££(X,y) < +00.
TEFR

Demostracién. Si n € N, definase el conjunto
X, :={z e X| sup ||T(z)|ly <n}.
TEF

Este resulta ser cerrado en X. Para ver eso considere quesiz € X,y {Zm }men C X, converge a
z, para cada T € F se cumple que T'(z,,,) — T'(z) por lo cual, ciertamente, ||T (2 )|y = ||T(x)||y-
En consecuencia, al ser ||T(zn,)|ly < n para cada m € N, ||T(z)|ly < n conllevando a que
suprer ||T(x)|ly < n, por lo cual z € X,.

Por las hipétesis del teorema, X es un espacio de Banach para el cual

X = UXn.

neN

Por lo tanto, el Teorema de Categoria de Baire (teorema 19) implica que algin X,, debe tener
un interior no vacio. O sea, que para cierto n € N existe un x € X,, y un r > 0 para los cuales
B,.(z) C X,,. Por tanto, si u € X es unitario, se sigue que ||(z + ru) — z|| = [|ru|| = || |Ju]| =,

por lo cual z 4+ ru € B,.(z). Asi, para todo T' € F' se concluye que

IT@)lly = [lr 7' T (@ +ru—a)lly <7 ([T +ru)lly + (1T ()]]y)

< T_l(n +n);

por lo cual

sup ||T|| 2(x,yy = sup sup ||T(u)|ly <2r 'n < +oc.
Ter TEF [[u]|x =1

Teorema 21 (Teorema del mapeo abierto) Sean X yY dos K-espacios de Banach. SiT: X —

Y es operador acotado y sobreyectivo, entonces T es una funcion abierta entre espacios topoldgicos.
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Demostracién. Primero, se demostrard la existencia de un 7 > 0 para el cual BY (0) C T(Bf( (O))

Alser X =, .y BX(0) y T una funcién sobreyectiva, se tiene que

neN

Y:T(X):T(

| BX <o>) — U r(BrO).

neN neN

En virtud del Teorema de Categoria de Baire (teorema 19), existe un n € N para el cual
T (B (0)) tiene un interior no vacfo. Esto implica que T'(B{¥(0)) = n~'T(B;X(0)) también tiene
un interior no vacio por lo que existen un y € T'(B{* (0)) y un € > 0 tales que BY (y) C T(B{X(0)).

Por otra parte, se tiene que
T(Bi¥(0)) —y C T(B5(0)).

Para verificar esto, considérese un yo € T(B{X(0)) arbitrario y una sucesién {z,}nen C Bi (0)
para la cual T(z,) — yo. Como y € T(B{X(0)), existe una sucesién {z, }nen C Bi* (0) para la que

T(x,) — y. En consecuencia,

Yyo—y= lim T(z,)— lim T(z,)= lm T(z,) —T(z,)= lim T(x, —2z,)

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

v llen = znll < [|2all + [lza]] < 2 para cada n € N, por lo que {zn — 2n}nen C B3 (0) y yo —y €

m. De estas dos tltimas contenciones se sigue que
By (0) = BY (y) —y € T(B{(0)) —y € T(B5(0)).
Mas aun, como T es lineal, para cada n € N
BY)3.(0) € T(BY,._.(0)).

Ahora considérese un yg € B274(0) arbitrario. Como 32;4(0) C T(Bf/Q(O)), existe un z; €

Bf(/z (0) para el cual ||yo — T'(x1)|| < g, O sea, para el cual yo —T'(21) € Bz;g(O). Como este iltimo

estd contenido en T(Bf%(())), existe un xy € Bf(/4(0) para el cual |[yo — T'(z1) — T'(z2)|| < 15, O

sea, para el cual yo — T(x1) — T'(z2) € Bz;lﬁ(O). Reiterando este proceso inductivamente, se llega
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al hecho de que para cada n € N existe un x,, € Bff/zn (0) tal que

de modo que {T'(z1) + -+ + T(xn) }nen — Yo. Nétese que si m,n € Ny n > m, entonces

< 2n+2 ?

’ €

yo— > T(wx)
k=1

n

>

k=m+1

_ < > i< Y o <

k=m+1 k=m+1

n m
PIE DI
k=1 k

=1

por lo que la sucesién {z,, }neny € X es sumable por ser X un espacio de Banach. El limite de dicha

serie, digase z € X, estd en B;*(0) ya que

“+o00 +oo 00 1
S| < S« 55 8 -1
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto, la continuidad de T implica que T'(z) = lim;,,— 1 oo (T(xl) +-- -—|—T(a:n)) = g, haciendo
que este tiltimo sea elemento de T'(Bi* (0)).

Como yy € Bz; ,(0) fue arbitrario, lo anterior indica que este tiltimo esta contenido en T'(Bi* (0)).
Ahora ya se puede mostrar que si A C X es un abierto, entonces T'(A) es un abierto en Y simple-
mente considerando al nimero r := ¢/4.

Sea y € T(A) arbitrario. Se tiene que y = T'(z) para cierto € A para el que, ciertamente, existe
un 0 > 0 tal que By (z) C A. Al ser T una transformacién lineal, BY, (0) C T(B3(0)), teniéndose

que

B;.(y) = B, (0) +y C T(By(0)) + T(z) = T(B5(0) + 2) = T (B (z)) C T(A).
Esto finalmente implica que T es una funcién abierta. m

Corolario 3 (Teorema del mapeo inverso) Sean X yY dos espacios de Banach. SiT: X —Y

es un operador acotado invertible, entonces T™1: Y — X también es un operador acotado.

Demostracion. Como X y Y son espacios de Banach y T es biyectivo, el teorema del mapeo
abierto implica que T es una funcién abierta por lo que T~ ! es un operador continuo. m
Una consecuencia importante de este resultado es una caracterizacién de la continuidad de una

transformacién lineal que actiia entre espacios de Banach. Para enunciarla se necesita la definicién
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de grafica de una funcién, y una condicién necesaria y suficiente para que un subconjunto del
K

producto de dos espacios vectoriales sea la grafica de una transformacion lineal. Esta 1ltima nocién

serd fundamental a la hora de estudiar operadores no acotados en el capitulo 3, razén por la cual

se retomara en el mismo.

Definicién 22 Sean X y Y dos conjuntos no vacios y f: X — Y una funcion. Se define la grifica

de f como el conjunto

L(f) = {(z, f(z)) |z € X}.

Teorema 23 Sean X y Y dos K-espacios vectoriales. Un subconjunto I' C X X Y es la grdfica de
una transformacion lineal T: D C X — Y, con D siendo un subespacio de X, si y solo si I es un

subespacio vectorial de X XY para el cual la funcion proyeccion mx: I' — X es inyectiva.

Teorema 24 (Teorema de la grdfica cerrada) Sean X y Y dos K-espacios de Banach. Si
T: X =Y es una transformacidon lineal, entonces T es continua si y sdlo si T'(T) es un conjunto

cerrado en X X Y.

Demostracion. Primero supéngase que T' es continua. Si (z,y) € T'(T) es un elemento arbitrario y
{(xn, T(xn)) tnen C T(T) es una sucesion que converge al mismo; por la norma que posee X XY se
cumple que z,, = z y T(z,) — y, de modo que T(x,) — T(x) por continuidad. En consecuencia,
(z,y) = (z,T(x)) € T(T) por lo que este tltimo es cerrado.

Ahora supéngase que I'(T') es un conjunto cerrado en X x Y. Al ser éste un espacio de Banach,
I'(T) también lo es, y esto propicia que la proyeccién P, := m|p(r) sea un operador acotado
biyectivo entre espacios de Banach. En consecuencia, el teorema del mapeo inverso (corolario 3)
implica que su inversa es continua. Por lo tanto, el operador T' = m, o P~ I también es continuo. m

Se finaliza la presente seccién con dos resultados técnicos que resultan ttiles para el presente
trabajo. El primero de ellos puede consultarse en [1] y el dltimo de ellos, el cual puede revisarse en

[13], ayuda a completar la prueba del teorema de Hanh-Banach real (teorema 15).

Teorema 25 Sean X y Y dos K-espacios de Banach y T: X — Y un operador acotado. Se tiene

la existencia de una constante C' > 0 para la cual

Cllellx <[|IT(2)[ly siz e X, (1.2)

27



st y solo si Im(T) es un conjunto cerrado en'’Y y T es inyectiva.

Demostracién. Primero, si se supone que Im(T') es cerrado y que ker(T) es trivial, el primero
de estos se vuelve un espacio de Banach y el operador T: X — Im(T) se vuelve invertible. Por
consiguiente, el Teorema del Mapeo Inverso (corolario 3) implica que el operador T=t: Im(T) — X

es continuo por lo que existe una constante k£ € RT para la cual

1T~ (w)lIx < kllylly siy € Im(T). (1.3)

Multiplicando por C := k! en la ecuacién anterior y apelando al hecho de que Im(T) +— X, se
obtiene la ecuacién (1.2).

Ahora, si se supone que esta iltima es cierta, no es dificil verificar que T' es un operador inyectivo
que, por consiguiente, tendrd inversa continua ya que la igualdad (1.3) vuelve a ser valida. Para
verificar que I'm(T) es cerrado, considerese cualquier punto de acumulacién y de Im(T) y a una
sucesion {T'(xzy)}nen — y. Esta sucesién es de Cauchy por lo que {z,}neny € X también lo es

debido a que para cada n,m € N
|20 — 2| = ||T71(T($n) - T(afwz))H < O|T(zn) = T(zm)-

En consecuencia, {x,} — x para cierto que € X que cumple con que T(z) + T(x,) — y. Esto

conlleva a que y € Im(T) de manera que éste ltimo resulta ser cerrado. m

Teorema 26 Sean X un K-espacio de Banach y M, N dos subespacios vectoriales cerrados de €l
con interseccion trivial. Se tiene que M + N es un subespacio vectorial cerrado de X si y sélo si

existe un k € RY tal que para cada m € M yn € N, |[|m|| < k||m + n]].

Demostracién. Si M + N es cerrado, como espacio vectorial normado es de Banach por lo que la

funcién

fi:MxN-—M-+N

(m,n) — m+n

resulta ser un operador acotado biyectivo entre espacios de Banach. En consecuencia, el teorema
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anterior implica la existencia de un k& > 0 para el cual ||m|| < ||m|| + ||n|| < E||m + n|| para
cualesquieram € M yn € N.

Reciprocamente, si la desigualdad planteada en el teorema es cierta, se tiene que para cualquier
sucesién de Cauchy {my + ngtren C€ M + N, la sucesién {my}treny también es de Cauchy. En
consecuencia, {ng}ren = {mg + nr —mi} C N también es de Cauchy, por lo cual existen m € M
y n € N donde my — m y ny — n dado que estos dos espacios son cerrados. De esto, my + ng —

m+mn € M + N por lo que este es un espacio de Banach, y por tanto cerrado en X. m

1.2. Algebras de Banach

Para poder definir y trabajar el espectro de un operador de una manera general y natural, es
necesario considerar a éste como un elemento de un espacio vectorial que cuente con una estructura
de anillo con unidad y que sea compatible con su multiplicacién por escalares. Una estructura con
tales caracteristicas es llamada Algebra, y en la presente seccién se describirdn sus principales pro-
piedades. Se hard énfasis en las C-algebras con norma y en aquellas que cuentan con una operacién
interna andloga a la conjugacién de los nimeros complejos. La informacién que serd presentada

puede consultarse en [4] y [15].

Definicién 27 (Algebra) Sea (A,+,-) un K-espacio vectorial. Se dice que (A, +,-,%) es una K-

dlgebra si x : A x A — A es una operacion tal que para cada x,y,z € A ya € K
1. (z+y)*xz=x*xz+y=*z
2. zx(x+y)=zxx+zxy
3 (a-x)xz=a-(zxz)=xx(a-2)
4. (x*xy)xz=uux*(y*2)

Si % es conmutativa, A es una dlgebra conmutativa y si A # {04} y existe algin 14 € A tal que
laxxz =x %1y = x para cualquier x € A, esta ultima es una dlgebra con unidad. En este caso,

14 # 04 ya que de no ser asi, A =1{04}.
Algunos ejemplos de K-dlgebras son:

1. K™ bajo el producto coordenada a coordenada.
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2. KJ[z], el dlgebra de polinomios con coeficientes en K
3. Cy(X,K) bajo el producto punto a punto de funciones.
4. X x Y, el espacio producto de dos K—algebras.

5. Z(X), donde X es un K-espacio normado y el producto de operadores se define como la

composicion de los mismos.

Los primeros tres ejemplos consisten de dlgebras conmutativas con unidad. Las caracteristicas
de X XY dependen de las de X y Y, y el ejemplo 5 es un algebra con unidad que generalmente
resulta ser no conmutativa. A excepcion del segundo ejemplo, las dlgebras anteriores son espacios
métricos completos bajo su estructura de espacio normado. Este tipo de algebras son las que se

trabajardn en gran medida y reciben un nombre que no es dificil de imaginar:

Definicién 28 Sea (A, +,-,*) una K-dlgebra con K € {R,C}. Se dice que (A,+,-, %, || -|]) es una

K-dlgebra normada si (K, +,-, || -||) es un K-espacio para el cual
e yll < |zl [lyl| siz,y € A

Un dlgebra normada es una dlgebra de Banach si (K,+,-,|| - ||) es un espacio de Banach.

A lo largo de este escrito se asume que K € {R, C} cuando se habla de &lgebras normadas. Estas
iltimas respetan el producto de sucesiones convergentes asi como los espacios normados respetan

la suma de sucesiones convergentes.

Teorema 29 Sean A una K-dlgebra normada y {x,},{yn} dos sucesiones en A. Si existen dos

elementos x,y € A tales que T, — T Y Y, — Y, ENLONCES Ty * Yy — T * Y.

Demostracion. Como z,, — = y y, — y, para todo € > 0 se tiene la existencia de dos nimeros

naturales N1, Ny € N para los cuales

||acn—:13||<2 sin > Ny,

(llyll +1)

IIyny||<m1’n{1, 5 }SinZNQ.

€
[|z[[ + 1)
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Esto implica que para cada n > méx {N1, Na}, [|yn|| — |lyl] < |lyn — yl| < 1, por lo que ||y,|| <

1+ ||y||- En consecuencia,

l|Znyn — 2yl = l|Tnyn — 2Yn + 2yn — 2y|| = [[(Tn — 2)Yn + (Yn — v)z||
< |[(@n = 2| yall + 1[(yn — | |2l

)(||y||+1> + 2 (J|lz]] +1) =e.

< € €
2([yll +1 ||zl + 1)
De esto, se concluye que =, xy, > z*xy. B

Corolario 4 Sea X una K-dlgebra normada. Si A es una sub-dlgebra de X, entonces A también lo

es.

Demostracién. Considerese cualesquiera dos elementos z,y € A v a € C. Por las propiedades de
A, se cuenta con la existencia de dos sucesiones {z, }nen, {Untnen C A para las cuales z, — x y

Yn — y. Entonces, al ser X un &dlgebra normada, se sigue que
Tp +Yn = T+Y, TnYn — TY Yy Ty — QT;

porlocual z+y, 2y yax € A. m
Una forma muy util de conocer la relacion entre dos algebras es mediante el estudio de sus
morfismos, los cuales son transformaciones lineales que preservan la multiplicacién y las unidades

cuando éstas existen.
Definiciéon 30 Sean A y B dos K-dlgebras. Se dice que una funcion f: A — B es un homomor-

fismo de dlgebras si es una transformacion lineal con la propiedad de que

flxxay) = f(z)*p f(y), para cualesquiera x,y € A.

Ademds, st A y B son dlgebras con unidad y f(14) = 1p, se dice que f es un homomorfismo
de dlgebras con unidad.

Un homomorfismo esencial en la formulacién del Teorema Espectral es el siguiente:

Definicién 31 Sean A una K-dlgebra con unidad y Kx] el dlgebra de polinomios sobre K. Para
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cada z € A se define su funcion evaluacion como

0. Klz] —» A

N N
P(z) = Zanx” — P(z) := Z anz";
n=0 n=0

en donde 20 :=14.

No es dificil verificar que ¢, es un homomorfismo entre las dlgebras unitarias K[z] y A.
En lo que sigue, se hablard de los elementos invertibles de una algebra con unidad y se daran

caracteristicas del conjunto que conforman.

Definicién 32 Sea A una K-dlgebra con unidad. Un elemento x € A es invertible si existe un
y € A para el cual x xy = yxx = 14. Aunado a ello, se define al conjunto general lineal de A,
GL(A), como el conjunto de todos los elementos invertibles de A. Si GL(A) = A\ {04}, se dice

que A es una K-dlgebra con division,

Es facil observar que 14 € GL(A) y que éste contiene a todos los productos e inversos de sus
elementos. Esto hace de GL(A) un grupo bajo el producto heradado por A, y si éste ltimo es
una K-dlgebra normada, GL(A) es un grupo topoldgico: el teorema 29 implica que la operacién

producto es continua y el siguiente lema concluird que la inversiéon de elementos también lo es.

Lema 33 Si A es una K-dlgebra normada con unidad, la funcidn
frze€GL(A)— z~! € GL(A)

es continua.

Demostracion. Sean p € GL(A) y e > 0. Siz € GL(A) y

Y T
- < ) 5
ool < min { Bl

se sigue que

=M =T < Nla™ = p7H = lle™ (o —2)p~ | < [lz 7 I — 2)1] ™ ]
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-1
De esto, se llega a que ||z~ Y| — |[p~ Y| < w por lo cual |[z71 —p~ Y| < 2|lp7Y]? |lp — z|]| < &
de modo que f resulta ser continua. m

Las series geométricas de una K-algebra de Banach con unidad permiten generar elementos

invertibles de manera andloga a como lo hacen las series geométricas complejas.

Lema 34 Sea A una K-dlgebra de Banach con unidad. Si x € A y ||z|| < 1, entonces 14 — = es

invertible y su inversa estd dada por la serie absolutamente convergente de Neumann

La norma de este dltimo es menor o igual a 1*|1|:13H'

Demostracién. Como ||z"|| < ||z]|™ < 1 para cada n € N, se tiene que

+o00 1

|z||" = —— €R.
2 1= |l|

n=0

Esto permite utilizar el criterio de la comparacién para implicar que la sucesiéon de sumas parciales

{Bn}Nen, dada por
N
By = Z =",
n=0

es convergente. Eso conlleva a que la sucesién {2"},eny C A sea absolutamente sumable. Al ser A
un espacio de Banach, el teorema 9 implica que dicha sucesion es sumable en A, lo cual tiene como
. . , N
consecuencia que lfm,,_, 1o, 2" = 04. Por consiguiente, si z = 3,70 2" 1= iy 100 D 0o 2" € 4,

entonces

*(1A—x):< lfm ix”)(lA—w) Jim (ixn)*(u—x): Im (14 — 2V =14,
=0

N—o00 N—00 N —o00
n=0
N N
(la—z)*2z2=(lg—z)* lim Zx": lim (1Afx)*2x”: lm (14 — 2V ™) =14
N—o00 o N—00 o N—o00

Esto muestra que 14 — x es invertible con inverso z. La desigualdad del lema se sigue de que

ll2l] < Z [l < Z =[] = Hxll
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Una consecuencia importante de este lema es la siguiente:
Teorema 35 Si A es una K-dlgebra de Banach unitaria, GL(A) es un conjunto abierto en A.

Demostracién. Sea z € GL(A) arbitrario. Como 04 ¢ GL(A), 2! # 04 por lo que ||z71|| # 0.

Sip € Bjjg-1-1(x) y h=a2—p,sesiguequep=x —h=xx(1a—az" ' xh)y que

[le™ s bl < Jlz7 IR < [l 27170 =1

Esto significa que 14 — 27! % h es un elemento invertible y que, por tanto, p también lo es por ser
producto de dos elementos invertibles. m

Con estas herramientas ya se puede dar una de las definiciones més importantes del presente
escrito, el espectro de un operador acotado, en el contexto de una dlgebra unitaria; y exhibir algunas

de sus caracteristicas cuando el dlgebra trabajada es de Banach.

Definiciéon 36 Sea A una K-dlgebra con unidad. Se define el espectro de cada elemento x € A
como el conjunto

oa(x) =N eK|z— A4 ¢ GL(A)}

Yy a su resolvente como

pa(z) =K\ oa(z).

Se escribe o(x) o (x), segin corresponda, cuando no hay ambigiedad respecto a la dlgebra en la

que se estd considerando el espectro.

Si X es un espacio topoldégico compacto, el espectro de cada f € C(X,K) coincide con su
imagen ([4]). Si A = M, (K), el teorema rango-nulidad implica que el espectro de cualquier matriz
es el conjunto de sus valores propios. Esto inmediatamente permite hacer la misma conclusion para
cualquier operador T € Z(X) definido en un K-espacio vectorial X de dimensién finita. Cuando
X es de dimension infinita, lo anterior generalmente ya no se cumple debido a la existencia de
operadores inyectivos que no son sobreyectivos.

Los principales resultados de la teoria espectral conciernen al cdlculo de espectros de operadores
T € Z(X) que estdn definidos en espacios de Banach, y de la informacién que ellos dan de estos
(ver [4] para m4s informacién). Si X es un espacio de Hilbert, el Teorema Espectral permite calcular

(de manera tedrica) el espectro de los operadores normales que estdn definidos en él; asi como de
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aquellos que estén contenidos en su C*-dlgebra generada (definicién 164), si el operador es acotado.
Bajo este supuesto, dicho teorema implica que un operador normal es autoadjunto si y sélo si su
espectro es real. En este trabajo esto también serd mostrado como una consecuencia directa del
teorema de Gelfand-Naimark Conmutativo Unitario (teorema 163), previo a la demostracién del
Teorema Espectral para Operadores Normales Acotados.

En el caso de las dlgebras complejas, se puede calcular el espectro de una combinacién lineal de

potencias de un elemento conociendo el espectro del mismo.

Lema 37 (Teorema del mapeo espectral para polinomios) Sea A una C-dlgebra con unidad. Para

cada z € A y P € Clx] se tiene que

o(P(z)) ={P(\) | A€ a(2)}.

Demostracion. Sea A\ € o(z). Este nimero es raiz del polinomio P(x) — P()), por lo que existe
un Q(z) € Clz] para el cual P(z) — P(\) = (z — A\)Q(x). Si se considera el homomorfismo ¢,

proveniente de la definicién 31 y la notacién dada para sus imégenes, se sigue que

P(z) = PMN)1a=(2—A4)Q(2) = Q(2)(z — Ala).

De esto, se concluye que P(z) — P(A\)14 no puede ser invertible ya que de serlo, existirfa un w € A

para el cual

(z = AA)Q(z)w = (P(2) = P(M)1a)w =14 = w(P(z) — P(A\)14) = wQ(z)(z — Ala);

lo cual no puede ser, ya que z — Al 4 & GL(A). Por tanto, P(\) € o(P(z)).
Ahora considérese un p € O’(P(Z)) arbitrario. Si P = « es un polinomio constante, entonces

P(z) =alay P(A\) = « para cada A € o(z). Esto implica que

(@ —p)la=aly—pla=P(z) —pla & GL(A),

por lo que o debe ser p. Por ello, o(P(2)) = {u} = {P(\) | A € o(2)}.

Si P no es un polinomio constante, el teorema fundamental del Algebra implica la existencia de
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unos n nimeros complejos A1, Ag, -+, A, y un a € C\ {0} para los cuales

Plx)—p=alx—X)(x—A2) - (x — \n).

Lo anterior conlleva a que P(z) — ula = a(z — A1a)(z — A2la)--- (2 — A 1a), por lo cual debe de
existir algin i € {1,2,---,n} tal que z — \;14 no es invertible, por el motivo de que P(z) — ula

no lo es. Por consiguiente, u = P(\;) € {P(\) | A€ 0(2)}. m

Teorema 38 Si A es una K-dlgebra de Banach con unidad, entonces para cada x € A el conjunto

o(z) es un abierto en K.

Demostracién. Obsérvese que para todo A1, A2 € K, || — A11a — (2 — A2l4)|| = [A1 — A2| ||14]]-
Por consiguiente, la funcién f: A € K+ x—Al4 € A es continua y es tal que f~! (GL(A)) = ().
Al ser GL(A) un abierto en A, como consecuencia del teorema 35, se sigue que ¢(x) es un abierto

en K. m

Teorema 39 Si A es una K-dlgebra de Banach con unidad, entonces para cada x € A

o(x) C Bjj4(0).

Demostracion. Sea A € K con la propiedad de que |A| > ||z||. Se tiene que

1> :i” =|A"tz|| yque x— A4 = (=N (14— \"tz);

por lo que se tiene que 14 — A\~ 'z es invertible, y al ser A > 0, X es invertible en K. Esto prueba
que z — Al 4 es invertible ya que es un multiplo escalar no nulo de un elemento invertible. m

Una consecuencia de este resultado es que en una K-algebra de Banach los conjuntos resolventes
nunca pueden ser vacios. Lo que es interesante es que el teorema 41 utiliza este hecho para asegurar
lo mismo para los espectros complejos. Para llegar a esto, es necesaria la siguiente definicién que

también depende del resultado anterior.

Definicién 40 Sea A una K-dlgebra de Banach con unidad. Se define la funcion resolvente de

cualquier x € A como la funcidn

Ri: A€ p(z)m (x—Aa) b e A
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Si A es de Banach, la funcién anterior es continua, diferenciable en el sentido de que

- R, (2) — Ry (w)

z—w zZ—w

y cumple con que R, (z)R,(w) = R, (w)R,(z) para todo z,w € ¢(x).
La continuidad se sigue del hecho de que R, es la composicién de dos funciones continuas (lema

33 y teorema 38). Por otra parte, si z y w € p(z), se tiene que
r—wkxlpg=z—zxly+(z—w)x14.

Multiplicando lo anterior por R, (w) a la derecha y por R.(z) a la izquierda,

por lo que
Ry (2) — Ry(w)

zZ—w

= Ry (2)Ry(w), si z # w.

Esta dltima expresién conlleva a que las resolventes R, (z) y R,(w) conmuten y que

i BB = Re(®) o p VR () = Ry (w) R (w) = B2 (w).

z—w zZ—w z—w

En [14] se menciona la existencia de una demostracién del Teorema Espectral basada entera-
mente en las funciones resolventes. En este escrito se utilizan esas funciones para destacar una
diferencia fundamental entre los espectros reales y los espectros complejos concernientes a vectores
de un algebra de Banach. Mientras que los primeros pueden ser vacios (considérese una matriz de
entradas reales con puros valores propios no reales), el teorema de Liouville impide que los segundos

lo sean (el ejemplo tipico de esto es el de las matrices con entradas complejas).

Teorema 41 (Teorema de Gelfand)
Sea A una C-dlgebra de Banach con unidad y x € A. Se tiene que o(x) es un conjunto compacto

no vacto.

Demostracién. Al ser ¢(z) un abierto, o(x) es un cerrado que, en virtud del teorema 39, estd

contenido en Bjj,(0) por lo que se tiene que es compacto. Ahora, para verificar que o(x) # 0,
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témese un [ € A* arbitrario y definase la funcién f := [ o R,. Por el teorema 40, para cualquier

w € p(z) se sigue que

, (/\) - f(,LL) _ Rx()‘) - Rx(.”)
)%l—rf/lt )\—/1, —){I_IEIlLl( )\—,u >
o B~ Ra)
= U(R3(n))

Por consiguiente, f es una funcién holomorfa en ¢(x).
Por el teorema 39, f estd definida para todo A € C cuya norma sea mayor a ||z||. En tal caso se

tiene que

1 1

< = ;
DN DY B

(@ = A1)~ = A7 E
[Al

= A7

(3)

1
0< Ilim M <|ll|las lIm —-—=
_\)\|H+oo||f( )H—HHA A= o00 |>\|—||{EH

()

de manera que

0.

Esto indica que f(A) — 0 a medida que |A| = +oo.

Ahora, si se supone a o(z) como un conjunto vacio, f resulta en una funcién entera por lo que
del parrafo previo se implica que es una funcién acotada. Por el teorema de Louville, lo anterior
conlleva a que f es una constante que, por el mismo pérrafo precedente, debe ser igual a 0. Como
I € A* es arbitrario, se sigue que para cada |l € A* y XA € C, l((x — A% lA)*l) = 0. Por otro lado,

el corolario 1 implica que para el elemento (z — A% 14)~! € A existe un [ € A* tal que

(= Ma)™) = I — AL

En consecuencia, ||(z — A14)7t|| = 0 por lo que (x — A1 4)~! = 04, lo cual es una contradiccién
puesto que 04 ¢ GL(A). m
Una consecuencia interesante de este resultado es que, salvo isomorfismo, sélo existe una C-

algebra de Banach con unidad y con division en el sentido de la siguiente definicion:

Definicién 42 Sean A y B dos dlgebras normadas. Se dice que un isomorfismo de dlgebras f: A —

B es un isomorfismo de dlgebras normadas si es continuo y tiene una inversa continua.
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Gracias al teorema del mapeo inverso (corolario 3), en la definicién anterior sélo basta pedir conti-

nuidad e invertibilidad si las dlgebras consideradas son de Banach.

Corolario 5 Sea A una C-dlgebra de Banach con unidad y con division. Se tiene que A y C son

isomorfos como dlgebras normadas.

Demostraciéon. La funciéon f: A € C — Al4 € A es un homomorfismo continuo e inyectivo de
algebras normadas con unidad. Sélo falta verificar que sea sobreyectiva. Por el teorema anterior,
para cada x € A existe un A € C tal que x — A\14 & GL(A) = A\ {04} debido a que o(z) #0 y
que A es una algebra con divisién. Asi, £ = A1 4 conllevandose que f sea sobreyectiva. ®

El teorema 39 indica que para cada elemento x de una K-dlgebra con unidad, |A| < ||z|| para
todo A € o(z). Por el teorema 41, tal A existe si K = C por lo que la siguiente definicién tiene

sentido:

Definicién 43 Sea A una C-dlgebra de Banach con unidad. Para cada x € A se define el radio

espectral de x como

r(z) = sup{|A] : A € o(x)}.

Por la observacién anterior, r(z) < ||z||. Es facil deducir una condicién suficiente para que esta

iltima expresién sea una igualdad con la siguiente caracterizacién del radio espectral:

Teorema 44 Si A es una C-dlgebra normada, para cada x € A se cumple que

_ 1t n||=
") =t 2"
Demostracién. Por el Teorema del Mapeo Espectral (teorema 37), para cada n € N se tiene que
si A € o(x), entonces A\ € o(z™). En consecuencia, [A|™ = [A"| < r(z™) < ||z"]|], por lo cual

Al < [|a™ . Esto conduce a que

r(z) < fof |[2"||* < Hminf ||z"|]*.
neN neN

Sélo falta demostrar que

lim sup [|2"||* < r(z).
neN
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Para ello, se selecciona un p € (r(x),+00) arbitrario con el objetivo de mostrar que la sucesién
{p= (D2}, oy C A estd acotada.

Nétese que por ser o(z) C W, {A € C||A > ||z||} es un abierto contenido en ¢(z). Por
ello, para cada | € A* la funcién f :=1o R, es holomorfa en {\ € C | |A| > ||z||}. En éste se tiene
que [A| > ||z|| o, lo que es equivalente, que |[A~!z|| < 1 dando lugar a que el lema 34 implique que
1a— X'z € GL(A) y que

N

‘ -1, \n __ _y—1,0-1
Ngrﬂw;(x )" = (1a—A"ta) "L

En consecuencia, para cada [ € A*

N N
lim > I((A'2)") = lim z(Z(x%)”)=l((1A—A‘1x)‘1);

N—+oo N—+oco
n=0 n=0

por lo cual se sigue que para cada A € {\ € C | |A| > ||z||}

+00 400
FO)=1((Ma—2)™) =A([1a = A1) ™) =D (A D) = 3 Aty
n=0 n=0

Al ser {A € C||A] > ||z||} el complemento de un disco cerrado, la ultima expresién encontrada

representa una serie de Laurent de f valida en tal dominio. Como ||z|| > r(x), se tiene que
{AeCIAI> |} c{A e C|[A] > r(z)}.

Este ultimo es un subconjunto abierto de ¢(z) por lo que, ciertamente, f serd holomorfa en él.
Aunado a lo anterior, dicho conjunto también es el complemento de un disco cerrado, de modo f
también tendra en él una representacién en serie de Laurent que, por inclusién, también serd valida
en {A e T[> |le]l}.

Lo anterior implica que f tiene dos representaciones en series de Laurent en {\ € C | |A| > ||z]||}.
Como dicha representacion es tinica, se sigue que ambas representaciones son iguales por lo que la

serie

“+o0
FO) =3 A
n=0
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también converge en {A € C | |A\| > r(z)}. En particular, esto conlleva a que
+oo
Flu) =Y p= D1,
n=0

implicandose ast que {u~™*V1(z™)},.eny — 0. En consecuencia, esta tltima sucesién es acotada por

lo que existe un C; € R, dependiente del funcional [, para el cual
[l(u~+Vgm)| < € para todo n € N.
Como | € A* fue arbitrario, para todo n € N el funcional (u~(**tD2")* € A** es tal que
(= T 2m)*1| = |1(p= Y 2™)| < €y, para cualquier [ € A*.

Esto permite utilizar el Teorema de Banach Steinhaus (teorema 20) para implicar que la sucesién

{p= (D gm)* 1 y C A** estd uniformemente acotada por algiin C' € (1, +o0). Por consiguiente,
[~z 4 = ||(p= "D 2")*|| 4+ < C, para cadan € N,
Asi, ||2"||4 < Cu™*t! para todo n € N por lo que
limsup ||2"]|* < limsup(Cp™*)* = lim (CptH)= = p.
neN neN norteo

Como p € (r(x),400) fue arbitrario, limsup,,cy ||z™||% es una cota inferior de (r(z),+00) por

lo que r(z) > limsup,,cy ||z™||%. En consecuencia,
liminf ||z"||* < limsup [|z"||* < r(z) < lminf||z"||",
neN neN neN

de modo que r(x) = lim,— 1o ||2" T.om

Una consecuencia inmediata es que si ¢ € Ay {a,}nen C N es una sucesion creciente para la

cual ||z%|| = ||z||* para todo n € N, entonces
1 1 an
r(z) = Mm |fz"[» = Hm {[lz® [ = lm |fz|[o = [lz]].
n—-+4+oo n—-+oo n——+o0o

41



Este resultado sera utilizado cuando se calcule la norma de un elemento normal de una C*-
dlgebra (ver definicién 51). Por lo pronto, se dard una descripcién parcial del espectro de un operador
acotado definido en un espacio de Banach. En concreto, se dard una condicién suficiente para que
un numero pertenezca a su espectro. En la subseccidon que sigue se impondran unas hipétesis que

hacen suficiente dicha condicién (teorema 79).

Teorema 45 Sean X un K-espacio de Banach, T € £(X) y A € K. Si existe una sucesion de

vectores unitarios {xy tnen C X para la cual ||(T — AI)z,|| — 0, entonces A € o(T).

Demostracion.
Si T — A fuese invertible, por el Teorema del Mapeo Inverso (corolario 3) se tendria que

(T — AI)~! es un operador acotado para el cual existirfa un k > 0 tal que

[[(T — XI)"'z|| < k||z|| para cada z € X.

Esto equivale a decir que existe un k > 0 para el cual ||z|| < k||(T — AI)z|| para cada x € X. En

particular, para todo x € X unitario se tendria que

<N = Al

T =

Por otro lado, la hipétesis del teorema implica la existencia de un N € N para el cual
1.
(T — AD)z,|| < 7 sin > N.
En consecuencia, para cualquier n > N

1
<N = ADaull < 4.

| =

lo cual es imposible. Esto implica que T'— AI no es invertible por lo que A € o(T'). =

Antes de dejar de hablar propiamente de algebras, se discutird y demostrard el teorema de
Stone-Weierstrass. Dado un espacio métrico compacto X y K € {R, C}, este importante resultado
da una condicién suficiente para que una subdlgebra de Cy(X,K) sea densa en ésta bajo la norma

infinito.
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Para tal fin, se demostrardn una serie de lemas que hacen uso del teorema de Stone Weierstrass
clésico, el cual puede revisarse en [14] y [17] al igual que la generalizacién del mismo para el caso

real.

Lema 46 Sean X un espacio métrico y A una subdlgebra cerrada de Cyp(X,R). Si f,g € A, entonces

|fl,méx {f, g} y min{f, g} € A.

Demostracion. Sea € > 0 arbitrario y M = ||f||s. Por el teorema clésico de Stone-Weierstrass,
se tiene la existencia de un polinomio p € R[z] para el cual |[z| — p(z)| < € siz € [-M, M]. En

particular, esto implica que
|If(2)] — p(f(2))| < € para cualquier z € X.

Por tanto, como la funcién po f € A, por ser esta tdltima una algebra, y € fue arbitrario, se sigue
que |f] es un punto de acumulacién de A por lo que, ciertamente, es elemento de A ya que éste
subespacio es cerrado.

Esto concluye que méx {f, g} y min{f, g} € A ya que

méX{f,g}:f—i—g—i;f_g',

. +g9—1|f—
mln{f,g}: f+g 2|f g|-

Lema 47 Sean X wun espacio métrico compacto, A una subdlgebra cerrada de Cp(X,R) y f €
Cy(X,R). Si para cada x,y € X existe un gy € A para el cual gzy(x) = f(2) y gy(y) = f(y),

entonces f € A.

Demostraciéon. Sea € > 0 arbitrario. Se demostrard la existencia de un g € A para el cual
|f(z) — g(z)| < € para todo z € X.

Dado un y € X, para cada € X se puede considerar la funcién continua g,, de la hipétesis del

lema. Como f también es continua, hqy = f — g2y es una funcién continua para la cual hay(z) = 0.
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Por consiguiente, existe un d, > 0 tal que

Ry (B(gm (x)) C (—€,€).

En consecuencia, para cada z € Bj, (x) se tiene que g,y (z) > f(2) —e. Como z € Bs, (z) si z € X,
se sigue que {Bjs, (x)}zex es una cubierta abierta del compacto X. Por esto dltimo, existe una

subcubierta finita { By, (z;)}"; C {Bs, () }zex de X. Con esto se define la funcién

gy = max {gzlyv T gﬂﬁny}'

Al ser A un algebra cerrada, el lema anterior implica que para cada y € X, g, € A ademas de
que g,(2) > f(z) — € para cada z € X. Por las hipétesis del lema, g,(y) = f(y) para todoy € ¥’

por lo que hy := g, — f es una funcién continua para la cual existe un d, > 0 tal que

hy(Bs, (y)) C (=€)

Esto conlleva a que g,(2) < f(z) +€si z € Bs,(y). De manera analoga a lo observado anterior-
mente, {Bj, (y)}yex es una cubierta abierta de X que, por la compacidad de éste, contendra una

subcubierta finita {Bgyj (y;)}7L,. Entonces se define la funcién

g:mfn{gylv"' ,gym};

que por el mismo lema anterior estd en A y cumple con que f(z) — € < g(2) < f(z) + € para cada
z € X. Esto significa que

l9(z) — f(z)| <esizeX.
Como e fue arbitrario, se concluye que f € A=A. m

Definicién 48 Sean X un espacio métrico y A una subdlgebra de Cy(X,R). Se dice que A separa

puntos si para cualesquiera x,y € X distintos existe un f € A para el cual f(z) # f(y).

Teorema 49 (Teorema de Stone- Weierstrass)
Sea X wun espacio métrico compacto. Si A es una sub-dlgebra de Cy(X,R) que separa puntos y

contiene a las funciones constantes, entonces A = Cp(X,R) en la norma infinito.
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Demostracién. Sea f € C,(X,R). Gracias al lema pasado sélo es necesario demostrar que para
cualesquiera x,y € X existe un g € A para el cual g(z) = f(z) y g(y) = f(y).

Sean z,y € X. Siz =y, f(z) = f(y) por lo que la funcién constante
g:z€X+— f(x)eR

es la funcién buscada. Como A contiene a las funciones constantes y A C A4, g € A.
Ahora, si x # y, se tiene la existencia de una funcién h € A para la cual h(x) # h(y), debido a

que A separa puntos. Con dicha funcién se define la asignacién g : X — R dada por

Como ¢ es una combinacién lineal de elementos pertenecientes a A, g € A ademds de que g(x) =
f(x) y g(y) = f(y). Al ser A una &lgebra, se implica que A también lo es (corolario 4) por lo que
al ser éste ultimo un conjunto cerrado, las funciones construidas con anterioridad permiten utilizar
el lema pasado para concluir que f € A, por lo cual A = C(X,R). m

La versién compleja del teorema de Stone Weierstrass pide que la subédlgebra a tratar sea cerrada

bajo conjugados complejos. Aun asi, se puede demostrar apelando a la versién real.

Teorema 50 (Stone-Weierstrass version compleja)
Sea X un espacio métrico compacto. Si A es una subdlgebra de Cy(X,C) que separa puntos, contiene
a las funciones constantes y es cerrada bajo conjugados, entonces A = Cy(X,C) en la norma

infinito.

Demostracion. Sea R := {Re(f) | f € A}. Hay que verificar que este conjunto es una R-dlgebra
densa en Cy (X, R).

SifeA, —ixfe Aporlocual Im(f)=Re(—ixf) € Ry Re(f) = fzﬁ € A. En consecuencia,
si f,ge A,

1. Re(f)+ Re(g) = Re(Re(f)+ Re(g)) € R.
2. Re(f)* Re(g) = Re(Re(f) x Re(g)) € R

3. para todo a € R, aRe(f) = Re(a * Re(f)) € R.
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4. Para cualesquiera z,y € X distintos se tiene la existencia de un h € A para el cual h(x) # h(y).
Esto implica que Re(h(z)) # Re(h(y)) o que Im(h(z)) # Im(h(y)); por lo que ciertamente

existe una funcién en R que separa puntos.

Los apartados anteriores permiten concluir que R es una subdlgebra de Cp(X,R) que separa
puntos. Como Re(a) = a si @ € R y A contiene a las funciones constantes, R contiene a las
funciones constantes reales. Por tanto, el teorema de Stone-Weierstrass implica que R es denso en
Cy(X,R). Por lo tanto, para cada f € Cp(X, C) existen unas sucesiones { f,, fnen, {gn}nen CR C A
para las cuales f, — Re(f)y gn — Im(f) en Cp(X,R). Esto conlleva a que {f,, + ign}neny C Ay
que f,, +ign — Re(f)+iIlm(f) = f. Por consiguiente, A = C,(X,C). m

Para concluir esta subseccion, se daran propiedades esenciales de una clase muy particular de

C-élgebras de Banach que intervienen fuertemente en la formulacién del Teorema Espectral.

Definicién 51 (C*-dlgebra) Sea A una dlgebra de Banach compleja. Se dice que A es una C*-

dlgebra si existe una funcion *: A — A, llamada involucidn, tal que para todo x,y € A y A\ € C
1. (x*)* =2
2. (x+y)r =z +y*
3. (zy) =ya”

4. (Ax)* = Ao

v

Nl zl| = ||z

Six € A es tal que x = x*, se dice que x es autoadjunto y si x*xr = xx*, x es normal. Si A

tiene unidad y xx* = x*x = 14, se dice que x es un elemento unitario.

Una C*-dlgebra no necesariamente tiene unidad, pero si la tiene, necesariamente ésta debe de
ser un elemento autoadjunto de norma 1.

Ejemplos de C*-algebras son C con su conjugacién usual y Cp(X, C) bajo la conjugacién de fun-
ciones. Como ambas dlgebras son conmutativas, todos sus elementos son normales y sus elementos
autoadjuntos corresponden a los nimeros reales y a las funciones de variable real, respectivamente.

En efecto, la descomposiciéon de un nimero complejo en su parte real e imaginaria no es mas que
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un caso particular del hecho de que para cada elemento x de una C*-4lgebra,

T+ z* Tz —x*
= = 15
1 2 , T2 27/ ( )

son los unicos elementos autoadjuntos para los cuales © = x1 + izs. Ademads, se infiere que = es
normal si y s6lo si z1x9 = Tox7.
Otras dos propiedades importantes acerca de los elementos normales de una C*-4lgebra la da

el siguiente resultado:

Teorema 52 Sea A una C*-dlgebra. Si x € A es normal, para cada n € N z™ es normal y

[|22]] = ||=[]*.

Demostracion. La normalidad de z' se demuestra haciendo induccién sobre n y la otra conclusién

del teorema se sigue de que

12 = 1l(@®)* a2 = ||le*a*za||'V? = |la* e el = ||(a*2)* (a"2)||'/? = [Ja" ]| = [J«]|*.

. . . . n n

Un argumento inductivo permite derivar de este teorema que para cada n € N, |[22" || = ||z||?
si x es normal. Por tanto, el teorema 44 implica que el radio espectral de un elemento normal de
una C*-dlgebra coincide con la norma del mismo. Por eso y por la misma implicacién del teorema

anteriormente citado, para todo elemento x de una C*-dlgebra conmutativa se cumple que

l2?[l = llz||* y r(z) = []«|- (1.6)

Esto es de suma importancia en la demostracién del Teorema de Gelfand-Naimark Conmutativo
Unitario (teorema 163), mismo que establece una equivalencia entre C*-dlgebras conmutativas
unitarias bajo un morfismo de sus estructuras algebraicas que preserva involuciones. Estos tltimos

reciben un nombre especial:

Definicién 53 Sean A y B dos C*-dlgebras. Se dice que un homomorfismo de dlgebras f: A — B
es un *-homomorfismo si

f(z*) = f(x)*, para todo x € A.
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Ademds, si A y B tienen unidades y f(la) = 1p, se dice que f es un x-homomorfismo de C*-

dlgebras con unidad.

Obsérvese que un *-homomorfismo no tiene porque respetar normas o ser continuo. Sin embargo,

esta tultima propiedad si se tiene si el morfismo en cuestion preserva unidades.

Teorema 54 Sean A y B dos C*-dlgebras con unidad. Si f : A — B es un x-homomorfismo de

C*-dlgebras con unidad, entonces [ es una funcion continua.

Demostracion. Nétese que para cada x € A, op (f(z:)) C oa(x) y za* es autoajunto. Para
verificar lo primero, se observa que si A € o4(x), de manera que x — Al4 € GL(A), entonces
f(x—A14) = f(z) — A1p € GL(B), implicando que A € o (f(z)). La verificacién de lo segundo se

sigue de que (zz*)* = **2* = xz*. En consecuencia,

1 @[5 = f(2)f(@)"||ls = [If (@2)l|5 = r5(f(227))

< ralwa®) = lloa||la = llol%;

teniéndose asi que ||f(x)||s < ||z||a para cualquier x € A. ®

En las siguientes dos secciones se daran otros dos ejemplos de C*-dlgebras que toman un rol
activo en el Teorema Espectral. El segundo de estos ejemplos serd un espacio de funciones que
contendrd a Cy(X,C) como una subdlgebra cerrada bajo involuciones (una C*-subélgebra); y el
primero consistird en el espacio .Z(X), donde X serd un K-espacio de Banach gracias a una es-
tructura adicional de producto interno; y los conjugados de los operadores serdn sus operadores
adjuntos ([4]). Histéricamente, las C*-dlgebras nacieron como una abstraccién de estos espacios y
desde su concepcién han tenido grandes aplicaciones en las Matemdticas y en la Fisica (ver [2]).
De hecho, el teorema de Gelfand-Naimark (ver [4]) indica que toda C*-algebra es isomorfa a una

C*-subdlgebra de alguno de estos espacios.

1.3. Espacios de Hilbert

En la presente secciéon se mostrara un desarrollo bésico de la Teoria de Espacios de Hilbert que
recoge ideas y resultados provenientes de [9] y [14]. La importancia de estos espacios en el Teorema

Espectral radica en el hecho de que las nociones de operador autoadjunto y operador normal se
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formulan en ellos. Es por esto que el Teorema Espectral se enuncia para estos espacios, al igual que

los isomorfismos isométricos descritos en la forma de multiplicacién del mismo.

Definicién 55 (Espacio pre-Hilbert) Un espacio con producto interior (o pre-Hilbert) es una
4-tupla ordenada (X,4+,-,(-,-)), en donde (X,+,-) es un espacio vectorial sobre el campo C y
(,) : X x X — C es una funcidn, llamada producto interior (o interno), que satisface las siguientes

propiedades para cualesquiera x,y,z € X ya € C :
1. (z,y+2) = (z,y) +(z,2)

2. (z,ay) = alx,y)

3. A(x,y) = (y,x)

4. A{x,x) >0 pero (x,x) =0 siy sélo si x =0.

Es conocido que todo espacio pre-Hilbert es un C-espacio normado bajo la norma dada por

2|l := V(= z). (L.7)

La verificacién de que la asignacion 1.7 si corresponde a una norma se hace de manera directa

con la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

Teorema 56 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea X un espacio pre-Hilbert. Para cuales-
quiera z,y € X se cumple que |{z,y)|*> < (v, 2){y,y). Mds ain, se tiene que la igualdad sélo se da

cuando uno de los vectores es multiplo escalar del otro.

Demostracién. Siz =00y =0, |[(z,y)]> =0 = (z,2)(y,y). Si z # 0y y # 0, para el escalar

t:=—(y,r)/(y,y) se sigue que

0<(z+ty,z+ty) = (z,x+ty) + (ty, x + ty)

= (z,2) + (2, ty) + (ty, =) + (ty,ty)

= <$,JJ> + t(y,x) +%<y,$> + |t|2<y’y>
|2

ey WDyE) (ya)ym) () |y, )
= (o) (v, y) Wy () (w.2) (v y)
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De esto, se concluye que |(x,y)|* < (x,2)(y,y) y que la expresién anterior es una igualdad si y sélo

si 0 = (z + ty, z + ty); lo cual sucede si y sélo si . = —ty. ®

Definiciéon 57 Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert que es completo respecto a la

métrica asociada por su producto interior.

Andlogo a los espacios normados, dos espacios de Hilbert serdan isométricamente isomorfos cuan-
do exista un isomorfismo entre espacios vectoriales que respete los productos internos correspon-

dientes:

Definicién 58 Dos espacios pre-Hilbert Hy y Ha son isométricos si existe una transformacion

lineal U: Hy — Hs para la cual

<1‘1,{L‘2>H1 = <U(£U1),U($2)>H2, st X1,To € Hl.

Si U resulta ser biyectiva, se dice que el operador U es unitario, o un isomorfismo isométrico, y

que Hi y Hy son isométricamente isomorfos o unitariamente equivalentes.

En la introduccién se advirtié que bajo la nocién anterior, el tnico espacio de Hilbert n-

dimensional es C™ mediante el producto interno

n
<‘T7 y> = Zfzyz
i=1

Bajo este tltimo, las nociones de perpendicularidad, distancia y medida de dngulos en C™ se definen
de manera natural. Por tanto, estos tres conceptos se pueden inducir de manera andloga a cualquier

espacio pre-Hilbert.

Definicién 59 Sea H un espacio pre-Hilbert. Se dice que dos vectores x,y € H son ortogonales,
o perpendiculares, si (x,yyy = 0. Si {z;}icr C H es una familia indexada de vectores, se dice que
es ortogonal si (xo,xs)m = 0 para cualesquiera o, B € I distintos. Mds ain, se dice que {z;}ier es

ortonormal si para cada o, B € I se sigue que (To,T3) = 0ag.

En el caso de C™, todo subconjunto ortonormal de él con n elementos es una base. Inversamente
) b

dada una base {v;}7; de C™, el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt genera un conjunto
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ortonormal {u;}7_; de C™ para el cual
gen({v;}it,) = gen({u;};~,), para cada m € {1,2,--- ,n}. (1.8)

Lo anterior indica que en C" todo conjunto ortonormal estd contenido en un conjunto ortonormal
de n elementos (una base ortonormal de C™) y que un conjunto ortonormal de n elementos no puede
estar contenido propiamente en otro conjunto ortonormal. En otras palabras, si A es la familia de
todos los conjuntos ortonormales de C", las bases ortonormales de C™ son elementos maximales de
A si éste es ordenado mediante la contencién de conjuntos.

Otra de las propiedades que tienen las bases ortonormales de C™ es la siguiente: para cada

x € C™ se tiene que

n

z=) (wiaz; y |2l =) (w2 (1.9)
i=1

i=1

si {x;}7_; C C™ es una base ortonormal.
Para cualquier espacio de Hilbert H seria deseable tener un subconjunto de él que permitie-
se obtener las relaciones anteriores para todos sus elementos. La siguiente definicién provee una

condicion suficiente para que eso ocurra.

Definiciéon 60 Sea H un espacio pre-Hilbert. Si A C H es un conjunto ortonormal que no estd
contenido propiamente en otro conjunto ortonormal B C H, se dice que A es una base ortonormal

de H.

Como se vio con anterioridad, los espacios de Hilbert isométricamente isomorfos a C™ tienen
bases ortonormales. Por tanto, la definicién anterior coincide con la dada para los C-espacios vec-
toriales de dimension finita. Por otra parte, si H es un espacio pre-Hilbert no isomorfo a C”, no
es claro que H tenga una base ortonormal. Para mostrar que la tiene, hay que apelar al Lema de

Zorn.

Teorema 61 Todo espacio pre-Hilbert H no trivial tiene una base ortonormal y cualesquiera dos

bases ortonormales de éste tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sea A la familia formada por los conjuntos ortonormales de H. A estd ordenado

por la inclusién de conjuntos y es no vacio ya que para cada x € H \ {0} el singulete {ﬁ} es un
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conjunto ortonormal. Si S C A es un conjunto totalmente ordenado, se verifica que

A::Ux

zeS

es un conjunto ortonormal que es cota superior de S en A. Por lo tanto, el lema de Zorn implica la
existencia de un elemento maximal A € A que, por lo mismo, resulta ser una base ortonormal de
H.

Finalmente, la prueba de invarianza en la cardinalidad de bases ortonormales puede ser consul-
tada en [9]. m

Para obtener unas relaciones andlogas a las dadas en la expresién 1.9 en cualquier espacio de
Hilbert; es necesario considerar sumas no numerables debido a la existencia de espacios pre-Hilbert

con bases ortonormales no contables.

Definicién 62 Sea X un K-espacio normado. Se dice que un subconjunto indexado {x;}icr C X

es sumable con suma x € X si para todo € > 0 existe un subconjunto Jo C I finito para el cual

<e€

.’L‘—E Zj

jeJ

para cada subconjunto finito J C I que contiene a Jo. En tal caso, se dice que x =), ; x;.

La definicién anterior también se puede dar en términos de redes topoldgicas; para ello es

necesario definir para cada conjunto I la familia de subconjuntos

Prin(I) :={A C 1| A es finito }.

Esta ultima coleccién tiene estructura de conjunto parcialmente ordenado mediante la inclusién.
Maés ain, (Pyin(I), C) es un sistema dirigido ya que si A, B € Py, (), entonces AU B € Py (1)
es cota superior de estos. En consecuencia, si {z;}ier C X y para cada a € Py (I) se define
Sa 1= Y icq Ti, se cumple que

{SQ}QGPJ'M(I) —reX

siy s6lo si {z;}icr es sumable con suma x € X. Esta caracterizacién permite demostrar algunas de

las propiedades que se enlistan a continuacién:
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Teorema 63 Sea X un K-espacio normado. Si {x;}icr,{ti}icr son dos subconjuntos de X inde-

zados por un mismo conjunto I, se verifica lo siguiente:

1. Si{x;} es sumable con suma = y sumable con suma t, entonces x =t (la suma descrita en la

definicion pasada es unica cuando eziste) y el conjunto {z; | x; # 0} es numerable.

2. Si{x;} y{t:} son sumables con sumas x yt , respectivamente, entonces {ax+ ft} es sumable

con suma oax + Bt para cada o, 5 € K.

3. Si I es numerable, {x;} es sumable en el sentido de la definicidn pasada si y sdlo si es
absolutamente sumable en el sentido de la definicion 7. En dicha situacion, si {x;} resulta ser
sumable en el sentido de la definicion 7, la suma de esta coincide con la suma de la definicion

antertor.

4. St X es un espacio pre-Hilbert y {x;} es sumable con suma x, para cualquiert € H se verifica

que {{(x;, t) Yier y {{t,zi) }ier C C son sumables con sumas (x,t) y (t,z), respectivamente.

Demostracién. Estas propiedades pueden revisarse en [9]. En el presente trabajo sélo se mostrard
que si {x;} es sumable con suma z, entonces su interseccién con H \ {0y} debe ser numerable.
De la hipdtesis anterior, se infiere que para cada € > 0 existe un conjunto finito J. C I para el
cual ||z — > c; ;]| < § para cada conjunto finito J. C Jo C I. En particular, si K C I es un

subconjunto finito ajeno a J,

in = Z xi—Zwi <llr— Z ri|| + x—z,ri
ieK i€JUK ieJe i€J UK i€
€ €
< 5 + 5 = €.

Por lo tanto, si i € I no pertenece al conjunto numerable |, ¢y J1, [|23]| < 1 para cada n € N,
lo cual implica que x; es nulo. ®

De la propiedad 3 se infiere que cualquier coleccidn finita {z;}?_ ; es sumable con suma Z?:l ;.
Adicionalmente, si el espacio H es de Hilbert, dicha propiedad en conjunto con el teorema 9 mues-
tran que cualquier sucesién {x,} sumable en el sentido de la definicién anterior es sumable en el
sentido usual de la definiciéon 7, y que en tal caso las sumas correspondientes coinciden. Por tal

motivo, si I es un conjunto numerable, la sumabilidad de {z;};cs serd entendida en el sentido de

la definicién 7, en caso contrario, serd entendida en el sentido de la definicién pasada.
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Teorema 64 Sea H un espacio de Hilbert y {x;};cr una base ortonormal del mismo. Para cada

x € H se tiene que

2= ana)z; y 2l =3 |2 (1.10)

el el

La segunda igualdad es conocida como la relacion de Parseval y los coeficientes (z;,x) se llaman

coeficientes de Fourier ([14]).

Demostracién. Nétese que para cada J C I finito, > . ; [(za, 2)|* < ||z||* (desigualdad de Bessel)

{z<xa,x>|2}
= Jepf’in(l)

es creciente en el sentido de que si A C B, entonces Y. 4 [(za,2)[* <> cp [(za, @)

vy que la red

|2. Por tanto,
esta tltima converge y el teorema anterior indica que, por lo mismo, el conjunto {a € I | (x4, ) # 0}
es numerable. Si oy, ag,... es una enumeracién de sus elementos, Zf\il (Za;,x)|* converge a un
L € R cuando N — +o00.

Ahora, para cada n € N definase el elemento y,, := > " | (Za,, Z)Zq;. Si n > m, por la ultima

conclusién del parrafo anterior

2 n

Z |<£L'aj,$>|2 — 0,

j=m+1

n

Z (Tay, T)Ta,

j=m+1

|1Yn _ymH2 =

lo cual implica que {y, }nen C H es de Cauchy. Al ser este tltimo un espacio de Hilbert, la sucesién

anterior converge a un y € H. Observese que para cada m € N
n
(T -y, %a,,) = ngrfoo <33 - Z<x04j7x>xaj7xam>
j=1
={(2,Zq,,) — (T, 2a, ) =0.

Por otro lado, si a # o, para todo m € N, también se llega a que

(T —y,20) = nEIEOO <x - Z(maj,x>xaj,xa> = 0.

=1
Por lo tanto,  — y es ortogonal a la base ortonormal {z,}scr. Si éste elemento no fuese cero,
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entonces {Tq}acr U {ﬁ} serfa un conjunto ortonormal que contiene propiamente a la base

ortonormal {z,}, lo cual supone una contradiccién. De esto, se concluye que

T = Z(xan,wxan = Z(mz,mﬁ:z

neN i€l

Finalmente, la igualdad ||z||* = >, [(x;,2)|* se sigue de que

n

T — Z(xaj VT Ty,

j=1

_ oy 2 2
Jin (11 = Y 1o, 0P

j=1

= [|2|” = > l{za, ).

jeN

2

0= lim
n—-+oo

El Teorema Espectral en su forma de multiplicacién necesita considerar sumas no numerables
en el sentido de la definiciéon 62 para ser valido en espacios de Hilbert con base ortonormal no
numerable. Las razones de esto se discutiran previo a la demostracion del mismo, pero de una vez
se puede decir que las propiedades vistas en el teorema 63 permiten generalizar la prueba que se dara
para espacios de Hilbert separables a cualquier espacio pre-Hilbert completo con nula dificultad.

El concepto de separabilidad de espacios métricos provee una caracterizacién para los espacios

de Hilbert con base ortonormal numerable.
Definiciéon 65 Un espacio topoldgico es separable si tiene un subespacio denso numerable.

Teorema 66 Dado un espacio de Hilbert H, se tiene que éste es separable como espacio métrico

st y solo si tiene una base ortonormal numerable.

Demostracién. Supdéngase que H es separable y sea {z,, }nen un conjunto denso del mismo. Como
{Zn}tnen C gen({z;}ien), este dltimo también es denso en H y tiene una base A C {zp}nen-
Aplicando el proceso de Gram-Schmidt en A, se obtiene un conjunto ortonormal A que estd en
biyeccién con éste tltimo y que cumple con que gen({z; }ien) = gen(?l). Por consiguiente, si x € H
es ortogonal a g, entonces también es ortogonal a gen (ﬁ) por linealidad y a H por densidad y

continuidad. Por tanto, A es una base ortonormal de éste.
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Reciprocamente, si A = {x, }nen €s una base ortonormal de H, entonces para todo x € H se

sigue que x = ) {Tn, ¥)7,. En consecuencia, el conjunto numerable

(e

k=1

j,neNqu€Q+iQparatodok€N}

es denso en H puesto que Q+iQ ={a+ib|a,bcQ}loesen C. m
Con la nocién de suma generalizada dada en la definicién 62, se puede derivar una suma directa
de una familia arbitraria de espacios de Hilbert {H,};c; que resulta andloga al concepto de suma

directa finita.

Definicién 67 Sea {H;}ic; una coleccion de espacios de Hilbert. Se define la suma directa de tal

coleccion como el conjunto

P Hi = {(zi)icr | {llzi|*}ics es sumable}.
icl
Utilizando las propiedades anteriores y la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 56), se
verifica que la suma directa adquiere una estructura de espacio de Hilbert bajo las operaciones

usuales y el producto interno

(@i)ier, (Yi)ier) == E (TisYi) ;- (1.11)

icl
En la construccién anterior se observa que los espacios de Hilbert H; estan encajados en su suma
directa, de manera candnica, como subespacios de Hilbert que resultan ser ortogonales entre si. Por
tanto, mediante un abuso de notacién se puede escribir a cada elemento (z;);c; de la suma directa

como
(Ti)ier = > a;.
iel

Esta descomposicién como suma de elementos x; € H; resulta tinica como consecuencia de la
ortogonalidad de los espacios H;. Este fenémeno se presenta de manera inversa. Si H es un espacio

de Hilbert y {H;}ier es una coleccién de subespacios del mismo para la cual la descomposicién
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anterior se da para cada x € H;

Hg@m

iel

como espacios de Hilbert si los subespacios H; son ortogonales entre ellos. En ambas situaciones,
las bases ortonormales de los miembros de una suma directa dan una base ortonormal de ésta, asi
como se menciona en [9].

En lo que sigue, se describira una descomposicién de un espacio de Hilbert H como suma directa

de dos subespacios cerrados de él sujetos a unas relaciones que se precisaran a continuacion.

Definicién 68 Sea H un espacio pre-Hilbert y W un subespacio vectorial de éste. Se define el

complemento ortogonal de W como
Wt ={zeW | (z,y) =0 para todo y € W}.

Es fécil verificar que W+ es un subespacio vectorial cerrado de H cuya interseccién con W resulta

ser trivial.

Teorema 69 Sea H un espacio de Hilbert y W un subespacio vectorial cerrado de éste. Para cada

x € H existe un unico z € W para el cual
—z|| = inf —y|| = dist(z, W).
= 2l| = nt [[o— yl| = dist(w, )

Demostracién. Sean d = dist(z, W) y {yn }nen C W una sucesién para la cual ||z — yp||nen — d.

Como W% € W, se tiene que
2

_ ZdQ

Ym + Yn
2

de modo que

Hym - ynH2 = H(ym - :C) - (yn - x)||2
=2/|ym — z||* + 2|y — 2||* = [|ym + yn — 22||? (por la ley del paralogramo)
=2|lym — z||* 4 2||yn — z||* — 4| L=F — g2

<2/ (Ym — 2)I1? + 2l (yn — 2)||* — 4d°.
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De esto,

m [y~ vl < dim (@20~ DI + 2l — 2|~ 4d) =0,

n,m——+0oo —+

lo cual indica que {y,} es una sucesién de Cauchy en W. Como este ultimo es cerrado, la sucesién

ya mencionada converge a un z € W para el cual z — y,, — x — z y, por tal motivo,
inf ||z —y||=d+ ||z — — ||z — #|].
Jof llz =yl |z = yall = [l — 2|

Para corroborar la unicidad de este elemento, notese que si para un w € W también se satisface

lo anterior, se sigue que

lz=wl? = |l(z = 2) = (w—2)||* = 2|z — 2|* + 2/jw — 2[]* = ||z + w — 22|

< 2d? +2d? — 4d? = 0;
de manera que z = w. W

Teorema 70 (Teorema de la proyeccion) Sean H un espacio de Hilbert y W un subespacio

vectorial de éste. Si W es cerrado, entonces H =W & W,

Demostraciéon. Sea x € H arbitrario. Como W es cerrado, el lema anterior implica la existencia
de un dnico z € W para el cual

z—z|| = iInf ||z —yl|.
I I yeWH yl|

Basta probar que si w := x — z, entonces w € W. Para ello, considérese a cualesquiera y € W\ {0}

y t € R para destacar que

][ <l = (z +ty)|* = [Jw = tyl]* = |[w]|* + (w, —ty) + (~ty,w) + || — ty|[?

= |lwll* — 2tRe{w,y) + £*[|y||*.

De lo anterior,

= ?||y||* — 2tRe{w,y) > 0 para todo t € R.

|y|2(t _ R€<w7y>)2 _ R62<w,y>
[lylI? [lylI?
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En particular, si
Re(w, y)

llyll*

la ecuacién anterior conlleva a que Re?(w,y) < 0 implicando que Re(w,y) = 0. Un argumento
andlogo usando it en vez de t muestra que Im(w,y) = 0, permitiendo concluir que wlW. La
unicidad de esta descomposicién del vector z es consecuencia inmediata de que W N W+ = {0}. =m

Este resultado se generaliza por si mismo a cualquier subespacio vectorial W C H al aplicarse

sobre W+. La pieza faltante es la siguiente:

Teorema 71 Sea H un espacio de Hilbert. Para cada subespacio vectorial W C H se tiene que

W =w++

Demostracién. La inclusién W C W=+ es obvia puesto que este ltimo es un cerrado que contiene

a W. Para verificar la otra contencién, tisese el mismo Teorema de la Proyeccién en cada x € W+
. . ;o = =L

para obtener la existencia de unos tinicos y € Wy z € W~ C W+ para los cuales x = y + z. Hay

que verificar que z sea nulo, lo cual se sigue de que

<Z>Z> = (z,x—y) = <Z,Z‘>— <Z7y> =Y

Otra consecuencia del Teorema de la Proyeccién es el Lema de Riesz, el cual permite identificar

a todo espacio de Hilbert con su dual.

Lema 72 (Lema de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Para cada T € H* existe un tnico

yr € H tal que T(x) = (yr, z) para cualquier x € H. Ademds, ||yr||la = ||T||z~-

Demostracién. Si T = 0, entonces T'(z) = 0 = {0y, x) para todo x € H, por lo que Oy serfa el
vector buscado.

Entonces supéngase que T # 0. Al ser T un operador acotado, ker(T') es un subespacio vectorial
cerrado propio de H. Por consiguiente, si y € H \ ker(T), el Teorema de la Proyeccién (teorema
70) trae como consecuencia la existencia unos tinicos z € ker(T) y z¢ € ker(T)* para los cuales
Yy = T+ xg. Tg tiene que ser no nulo ya que de no ser asi, y estaria en ker(7"). Por lo tanto, se puede

definir el elemento

N

(o
[|zol]?

Yyr = Zop.
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yr es un multiplo escalar de x( por lo que es un elemento de ker(T)*. Asf,

T(x)=0= (yp,z) si z € ker(T).

Por otra parte, para cualquier o € C se cumple que

T(mo)
[|ol[?

T(.’Eo)
ENIE

(yr, axg) = < (0, m0) = aT(z9) = T(axg).

Zo, CY:L‘0> =«

Esto implica que los operadores Ty (yr,-) coinciden en ker(T) y en Cxg por lo que también
coinciden en ker(T)+Czxg. Este ultimo subespacio coincide con H ya que todo vector y perteneciente
a este ultimo puede ser reescrito como

T(y) T(y)
1= (0= i) +

en donde

TW) N~ gy~ LW ey
(5 ) = T0 ~ T =0

Lo anterior confirma que T'(z) = (yr,z) para todo x € H. Si existiese otro y € H con esta
propiedad, se implicarfa que (y — yr,y — yr) = 0, por lo que, ciertamente, y = yr.

Finalmente, para demostrar que ||T||z = ||yr||x, se observa que

I Tlla- = sup [T(x)] = sup [{yr, )] < sup |fyr]l ||z[| = [lyr|]
lal]=1 2l =1 llal|=1

Yy que

2
yr yr yr
T e z|zﬂ( )\::\<yT,>]:=' [y
Tz ol /]~ Tzl

El reciproco de este lema también es cierto: cada y € H define un tnico elemento en H*. Esto
permite demostrar que un espacio de Hilbert es isométricamente isomorfo conjugado a su espacio

dual H* en el sentido de la siguiente definicion.

Definiciéon 73 Sean Vi y Vo dos C-espacios vectoriales. Se dice que una funcion aditiva f: V3 — V5
es conjugada lineal si para cualesquiera « € C y x € V; se cumple que T(ax) = @T(x). Si T es

biyectiva, se dice que T es un isomorfismo conjugado y que Vi y Vo son isomorfos conjugados.
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Teorema 74 (Reciproco del lema de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert. Para caday € H
se tiene que la funcion Ty : © € H — (y,z) € C es un elemento de H*. Mds aun, la asignacion

C:ye H—T,c H* es un isomorfismo isométrico conjugado entre H y H*.

Demostracion. Sean x,y,z € H y «, 8 € C. Se tiene que T, € H* por el hecho de que

T.(ax + By) = (z,0x + By) = a(z,x) + B(z,y) = oT.(z) + BT-(y),

= ()| = (2, 2)| < [l2]] ][]

Anélogamente, se observa que C es conjugada lineal ya que

Claz + By) = {ax + Py, -) = alz, ) + By, ) = aC(z) + BC(y).

Finalmente, el Lema de Riesz implica que C es un isomorfismo isométrico conjugado. m
Estos dos ultimos resultados son de los méas importantes dentro de la Teoria de los espacios de

Hilbert. De ellos se sabe que

1. Todo espacio pre-Hilbert completo H es reflexivo. Esto significa que la inyecciéon candnica de

H en su bidual, vista en el teorema 17, es sobreyectiva (ver [14]).

2. Cualquier forma sesquilineal de H (i.e. una funcién B: H x H — C bilineal en la segunda
entrada, conjugada lineal en la primera y acotada) es la composicién del producto interno de

éste con un operador acotado T: H — H.

3. Para cada operador T: H — H existe un tnico operador 7*: H — H para el cual

(z,T(y)) = (T*(x),y), paracada x,y € H.

Este ultimo corolario permite concebir los operadores autoadjuntos que el Teorema Espectral
trata en su formulacion, tal y como se verd méas adelante. En el siguiente resultado se demuestra
el apartado dos y luego se procede a realizar la construccién del operador descrito en el apartado

tres.

Corolario 6 (Lema de Riesz para Formas Sesquilineales) Sean H un espacio de Hilbert
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y B: Hx H — C una funcion para la cual existe un C > 0 con la propiedad de que para cada

z,y,z€ Hya,feC
1. B(z,ay + Bz) = aB(z,y) + B(z, 2),
2. B(az + By,z) = aB(z,z) + BB(y, 2),
3. |B(x,y)| < Cllz]] [yl]-

Se tiene la existencia de un unico operador A € £ (H) para el cual
B(z,y) = (A(z),y), para todo x,y € H.

Demostracién. Sea x € H arbitrario. Por hipétesis, la funcién T,.: y € H — B(z,y) € C es un
elemento de H* por lo que el lema de Riesz permite asegurar la existencia de un tnico =’ € H para

el cual T, = (2, -). Con esto, se puede definir la asignacién
Az e H— 2 € H,

para la cual se cumple que si y € H, (A(z),y) = Tx(y) = B(x,y).

Se comprueba que A € Z(H) en los siguientes dos apartados:

1. Para cualesquiera o, € Cy z,y € H se tiene que

(A(az+By), ) = Blaw+By, ) =aB(z, )+BB(y, ) = a(A(z), )+B(A(y), ) = (aA(2)+BA(y), );

de lo cual se sigue que

Aoz + By) = aA(x) + BA(y).

2. Por el lema de Riesz,

Allzmy = sup ||A(@)|[m = sup [[T;|la- = sup < sup ITx(y)I) = sup sup [B(z,y)|.
llal]=1 llel|=1 llell=1 \ [lyl|=1 2l =1 [|y]|=1

Como [B(z,y)| < Cllz| |lyll;

I|All 2y = sup sup |B(z,y)| < sup sup C|lz]| [|y|| = C.
llzl|=1 [Jy||=1 llzl|=1 [ly||=1
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Entonces A € Z(H) cumple con que B(z,y) = (A(x),y) para cualesquiera z,y € H. Si existiese

otro T € #Z(H) con las propiedades anteriores, se tendria que

(T(x),y) = B(z,y) = (A(z),y) para todo x,y € H;

por lo que T seria igual a A. =

Teorema 75 (Existencia del Operador Adjunto) Sean X y Y dos espacios de Hilbert. Si
T e X(X,Y), se tiene la existencia de un dnico T* € £ (Y, X), denominado operador adjunto de

T, con la propiedad de que

(y, T(x))y = (T*(y),z)x, para cualesquiera x € X, y €Y.

Demostracién. Para cada y € Y se define la funcién f,: z € X — (y,T(x))y € C; la cual es facil
comprobar como elemento de X™*. Entonces, el Lema de Riesz asevera la existencia de un tnico
u, € X para el cual f, = (uy,-)x. Esto significa que para todo T' € Z(X,Y) y y € Y existe un

Unico u, € X para el cual

(y,T(x))y = (uy, x)x, para todo z € X. (1.12)

Con la informacién anterior se puede definir el operador adjunto de T como la funcién

T :yeY —»u, X,

en donde para cada y € Y, uy, € Y es el tinico elemento para el cual la ecuacién 1.12 se cumple
para cualquier z € X.
Sélo falta verificar que T* € Z(Y, X). T* es una transformacion lineal ya que para cualesquiera

yLyp €Y, 2 e XyaeC

(T™(ays + y2), 2)x = (a1 + 2, T(2))y = alyr, T(2))y + (y2, T(x))y

=a(T*(y1), x)x + (T"(y2), 1) x = (aT"(y1) + T"(y2), ) x-

Por tanto, tiene sentido hablar de la norma de T* en el sentido de la definicién 2. Dicha norma,
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por el lema de Riesz, cumple con que

1T zv.x) = suwp [[T*()I[= sup |[|fyllx-= sup sup [z, T(y))v|-
llvlly=1 llvlly=1 llylly=1 ||zl x =1

Alser [{y, T(z))y]| < |lylly ||T(z)||y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 56), la igualdad

anterior implica que

Tl 2w.x) < sup sup |lylly|IT(@)lly = sup [[T()]] =[|Tllzxy)

Hylly =1 [lz]|x=1 |zl x=1
Esto asegura que ||| #(v,x) < ||T]|.#(x,y) < +00, lo cual conlleva que T* € Z (Y, X). m

Teorema 76 (Propiedades del Operador Adjunto) Sean (X, {-,")x) y (Y, {-,-)x) dos espacios
de Hilbert, y S,T € £(X,Y). Se tiene que

1. 8 (X, (9)x) =X, (,)y), (TS)* =S5*T*.
2 (T") =T.
ST 2x,vy = 1T 2v,x)-

4. La funcién f: T — T* es un isomorfismo isométrico conjugado entre los espacios £(X,Y)

y Z(Y, X).

5. T € L(X,Y) es invertible si y solo si T* también es invertible y en dicha situacién (T*)~! =

(71",
6. Si (X, (-, )x) = (Y, ()y), IT*T| = [|T]]>.
Demostraciéon. Sean z € X, y € Y y a € C elementos arbitrarios. Se tiene que
(., T(x))y = (T"(y),z)x = (y, (T7) x)y;
de manera que (T*)* = T. Ademds, si (X, {-,")x) = (Y, (-, )v),
((ST)y,z)x = (y, (ST)z)x = (5"(y), T'(x))x = ((T"S")y, z) x;

por lo que (ST)* = T*S* en tal caso.
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Para verificar los puntos 3 y 4, recuérdese que por el teorema pasado |||y, x) < [|T|L(x,v)-
Como (T%)* = T; ese mismo teorema afirma que ||T||rx,y) = [[(T*)"|lex,yy < 1T Loy, x)s
teniéndose asf la igualdad entre la norma de un operador y su adjunto. Esto implica que la funcién

f del punto 4 es una isometria conjugada lineal debido a que

(@l +9)(y),z)x = {y, (2T + 5)(2))y = aly, T(x))y + (v, 5(z))y

=T (y), x)x + (5™(y), 2)x = @T"(y) + 5% (y), ¥) x;

de lo cual se infiere que

faT +5) =af(T)+ f(9).

Corroborar que f es sobreyectiva es facil debido a que para cada P € Z (Y, X), P* € Z(X,Y) de
modo que f(P*) = (P*)*=P.

Si T resulta ser un operador invertible. se tiene que Iy = I% = (TT~1)* = (T~1)*T*. Asf, T*
es invertible y su inversa es (T~!)*. Reciprocamente, si T es tal que T* es invertible con inversa
S, entonces Ix = Iy = (ST*)* = T'S*, implicandose que T' es invertible con inversa S*. De esto
tiltimo se concluye que (T%)71 = 8§ = §** = (T~1)*.

Por 1ltimo, se destaca que si (X, (-,-)x) = (Y, (-, -)y), T*T € Z(X) es un operador con norma

[|T]|?> como consecuencia de que

T T 2(x) = e IT"T ()| x = e, 1T (T)]|x < e T2 [(T2)ly

< TN x Tl 2v.x) = 1T (x vy
y de que

T T 2(x) = Sup T (2)l|x = Sup T ()] x [lx][x = Sup (2, T"T()) x|
z||=1 x||=1 z||=1

2
= s @I = (w0 1@ ) =T

Estas propiedades traen como consecuencia una estructura de C*-dlgebra en el espacio .Z(H)

cuando H es un espacio de Hilbert. La involuciéon dada asigna a cada operador acotado T su
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operador adjunto 7. Esta es una de las C*-algebras que se advirtié en la seccién pasada, y bajo
ella se dan las nociones de operador autoadjunto y operador normal que generalizan a las que se
tienen para transformaciones lineales definidas en C-espacios vectoriales de dimensién finita. Como
es de esperar, un operador T € £ (H) es autoadjunto si T = T, normal si TT* = T*T y unitario
si T*T = TT* = I. Esta tdltima nocién coincide con la dada en la definicién 58.

En lo que sigue, se discuten algunas propiedades acerca de los espectros de los operadores

autoadjuntos y normales.

Lema 77 Sea H un espacio de Hilbert. Si T € £ (H), o(T) Cc W(T) := {{z,T(x)) : ||z]| = 1}.

Demostracién. Supéngase que A € C\W(T'). Si d := dist(\, W(T')), el cual resulta ser un nimero

positivo, para cualquier vector unitario x € H se sigue que

d <A = (2, T(2))| = Mz, 2) — (2, T(2))] = [(z, A& = T(x))]

<[z =T(@)||-|lz|l = [[(M = T)z];

de manera que si z € X\ {0}, d||z|| < [|[(A] =T)z|| por lo que el teorema 25 implica que el operador
T — M\ es inyectivo y que tiene una imagen cerrada.

Ahora, suponga que existe un vector unitario x € Im(A — T)*. Esto conlleva a que

0=(x, M —T)x) =X— (T(x),x),

implicando que existe un vector unitario  para el cual A = (T'(z),x), lo cual es imposible. En

consecuencia,

Im(AI —T) =Im(\ - T) = Im(A\I - T)**+ = {0} = X,
por lo cual AI — T resulta ser una funcién biyectiva. Asi, A € p(T). =

Lema 78 Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H). Si T es un operador normal, entonces

[|IT(2)|| = ||T*(x)|| para cualquier x € H

y T es inyectivo si y solo si T lo es.
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Demostracién. Para cada x € H se sigue que

IT(@)|* = (T(2), T(x)) = (2, T" o T(w)) = (x,T o T*(x)) = (T"(x), T*(x)) = [|T" (x)||*;

de manera que ||T(z)|| = ||T*(z)|] implicando asi que Ker(T) = Ker(T*). m
Teorema 79 Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H). Se tiene que
1. Si T es autoadjunto, o(T) C R.

2. 81 T es normal, entonces A € o(T) si y sdlo si exriste una sucesion de vectores unitarios

{zn}nen C H para la cual |[(T — AM)an|| — 0.

Demostracién. Si T es autoadjunto, para todo = € H se tiene que (z,T(z)) = (T(x),x) =
(T*(z),z) = (x,T(z)); de manera que W(T') C R ya que este ultimo es cerrado en C. De esto, se
concluye que o(T) C W(T) C R.

Ahora supéngase que T es normal y que A € o(T'). Se demostrard la existencia de una sucesién
que exhibe las caracteristicas descritas en el inciso 2 de este teorema. Esto completara la demostra-
cién del mismo ya que la implicacion reciproca del consecuente del mismo es una aplicacién directa
del teorema 45.

Por hipétesis, T — Al no es invertible por lo que no es inyectivo o no es sobreyectivo. Si no
es inyectivo, existe un x € H unitario para el cual (T — Al)xz = 0. De esto, se sigue que la
sucesién constante {zp}tnen = {x,z,2,- -} es una sucesién de vectores unitarios para la cual
(T — AD)x,|| — 0.

Si T'— AT resulta ser inyectivo, se tiene que Ker(T —AI) = {0}. Como T es un operador normal,

T — A también lo es debido a que

(T — N)(T = XI)* = (T — XI)(T* — \I)
=TT* —NT — \T* + |\*I
=T*T — NT* = \T + |\’
= (T* = XI)(T — \I)

= (T = AI)*(T = AI).
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Entonces, en virtud del lema anterior, {0} = ker(T — M) = ker(T* — XI) dando lugar a que
Im(T — X)) = Im(T — MX[)** = ker(T* — \)* = {0} = H.

Por consiguiente, si Im(T — ) fuese cerrado, Im(T — AI) = Im(T — M) serfa igual a H, dejando
como consecuencia que T — Al sea una funcién sobreyectiva, lo cual no puede ser. Por ende, el
operador (T'— MI)~1: Im(T — M) — H es biyectivo pero no acotado, ya que de serlo el teorema

25 conllevarfa a que Im(T — AI) fuese un conjunto cerrado. Esto implica que

sup [|(T = X) ™ (@)]| = +oo,

[lz[|=1
por lo que se puede encontrar una sucesién de vectores unitarios {y, }nen C Im((T — AI)~!) para
la cual |[(T — M)~(y,)|| = +oc. Por lo tanto, se tiene que la sucesion {z, }neny C H dada por

(T - )‘I)ilyn
(T — AL~y

Ty =
estd conformada por puros vectores unitarios y cumple con que

||yn||
(74 Y | p— )| ——)
| =TT =03

Se puede definir lo que es un operador autoadjunto sin necesidad del teorema 75. En efecto, se
dice que un operador T definido en un espacio pre-Hilbert X es autoadjunto si para cualesquiera
z,y € X se cumple que (z,T(y))x = (T'(x), y)x. En este trabajo se opté por basar esta definicién en
la estructura que aportan las C*-dlgebras, debido a que esto permite inferir propiedades importantes
acerca de tales operadores cuando son acotados y estdn definidos en espacios de Hilbert. Un ejemplo
de esto es el punto 1 del teorema 45, el cual es generalizable a elementos autoadjuntos de cualquier
C*-algebra tal y como se verd en el corolario 9 contenido en la tltima seccién del siguiente capitulo.

Para el caso de un espacio de Hilbert H, la autoadjuntez de un operador es suficiente para que

éste sea acotado.

Teorema 80 (Teorema de Hellinger-Toeplitz)

Sean H un espacio de Hilbert y T: H — H una transformacion lineal. Si (x,T(y)) = (T(z),y)
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para cada x,y € H, entonces T es un operador acotado.

Demostracién. En virtud del teorema de la grafica cerrada (teorema 24), sélo es necesario de-
mostrar que I'(T") es un subespacio cerrado en H x H. Si (a, §) € T'(T'), de manera que existe una
sucesion {(zn, T(zn)) }nen C T'(T) que converge a (a, 3); se tiene que para todo z € H

(z,8) = lim (z,T(zn))= lm (T(2),z,) =T (2),a)=(zT(a)).

n—-+oo n—-+oo

Esto tltimo conlleva a que T'(a) = 8 por lo que (o, 3) = (o, T()) € I(T). Asf, I(T) = I'(T)
implicandose asi que este ultimo conjunto es cerrado en H Xx H. m

Este teorema trae consigo algunas complicaciones técnicas en la Mecanica Cuantica; debido a
la existencia de transformaciones lineales no acotadas, como el operador energia, para las cuales se
requiere que se satisfaga la ecuacién (x,T(y)) = (T'(z),y) para todos los elementos de su dominio
(para més detalles consultar [14] y [7]). Lo que se acaba de probar es que tal dominio no puede ser
un espacio de Hilbert si se cumple tal propiedad. El remedio ante dicha situacion es la restriccién
adecuada del dominio del operador no acotado en cuestién, a un subespacio apropiado de un espacio
pre-Hilbert completo en donde el operador en cuestion si sea autoadjunto. Dicha seleccion es no
trivial en la mayoria de aplicaciones y a menudo se dificulta la aritmética bésica de los operadores
no continuos, como la adicién y composicion de los mismos, como consecuencia de tener dominios
restringidos. Aun asi, la mayoria de los resultados y conceptos expuestos en este capitulo son
generalizables a dichas transformaciones lineales, tal y como se verd en el capitulo 3 cuando se

discutan estas cuestiones con més detalle.

1.4. Espacios de medida

La Forma de Multiplicacién del Teorema Espectral se puede derivar de la primera versiéon del
mismo mediante unas medidas con valores en C, que se obtienen del Teorema de Riesz Markov en
su versién compleja (teorema 123). Estas tltimas se denominan medidas espectrales en la definicién
128 y también son necesarias para probar la tercera version del Teorema Espectral.

Debido a que las medidas se suelen definir como funciones con valores en [0,+0c0] y no con
valores en C, se ha optado por hacer un repaso de los espacios de medida con valores complejos

enfocado en los preliminares necesarios para enunciar el Teorema de Riesz-Markov. Un tratamiento
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similar se realiza con los espacios medibles con el objetivo de exhibir una propiedad fundamental
del conjunto de funciones medibles y acotadas f: X — C con dominio en un espacio métrico. La
demostracion de estd propiedad estd basada en el lema VI11.1.5 de [19] y todas las otras definiciones
y proposiciones fueron obtenidas de [10], [14], [16] y [20].

A lo largo de esta seccién se volverd a suponer que K € {R, C}.

Definicién 81 Sean X un conjunto no vacio y A una familia no vacia de subconjuntos de X. Se

dice que A es una o-dlgebra de subconjuntos de X si se cumple que
1. SiAe A, X\Ac A

2. Para cada coleccion numerable {A;}ien C A se tiene que

U A; € A.

ieN
Si esta ultima condicion solo es valida para uniones finitas, se dice que A es una dlgebra. En
ambos casos el par (X, A) se denomina espacio medible y los elementos de A se conocen como
conjuntos medibles o simplemente como medibles. Si {A;} C A es una coleccion numerable de

medibles disjuntos y A = U{A;}, se dice que {A;} es una particion de A.

El inciso 1 hace que el inciso 2 sea equivalente a su andlogo para intersecciones. A su vez,
estos dos propician que la condicién de que A # ) sea equivalente a que X € A, lo cual se vuelve
equivalente a que § € A.

Dado un conjunto no vacio X, el conjunto potencia P(X) es una o-algebra de él y cualquier
interseccién arbitraria de o-dlgebras de X resulta en una o-algebra del mismo. Por tanto, para cada

A C P(X) se define la o-dlgebra de X generada por A como
o(A) :=nN{A| A es una o-dlgebra de X que tiene como subconjunto a A}.

En particular, si (X, Tx) es un espacio topoldgico, el conjunto o(7Tx) es conocido como la o-dlgebra
de Borel generada por Tx y se denota como B(X,Tx) o simplemente como B(X) si la topologia
sobre el espacio X es clara. El espacio medible (X,B(X)) es el que se trabajard en el presente
escrito y en lo que sigue se daran algunas propiedades inherentes a él. Para ello, se mostraran

algunas relaciones entre las algebras de conjuntos y las K-algebras.
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Lema 82 Sean X un conjunto no vacio y A una subdlgebra de KX := {f : X — K | f es una funcion }.

Si A contiene a las funciones constantes, F = {S C X | Xs € A} es una dlgebra de subconjuntos

de X.

Demostraciéon. X € F ya que Xx = 1 € A. Por tanto, para cada E,F € F se sigue que

Xge =1— Xg € A al igual que Xgnp = XgXp, porlocual EC ENF € F. n

Definicién 83 Sean X un conjunto no vacio y S C KX. Se dice que S es cerrado bajo limites
puntuales de sucesiones uniformemente acotadas si para toda sucesion { fn}nen C S uniformemente

acotada se tiene que f € S si f, = [ puntualmente.

Lema 84 Sean X un conjunto no vacio y A una subdlgebra de KX. Si A contiene a las funciones
constantes y es cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas, entonces

F={SCX|Xs € A} es una o-dlgebra de subconjuntos de X .

Demostracion. Por la proposicién pasada, F es una algebra de subconjuntos de X por lo que

sélo queda asegurar que si {A,}neny C F, entonces [ A, € F. Para tal objetivo definanse los

neN

conjuntos

n
E, = m Ay, para cada n € N,
k=1

Como Eyy1 C En, Ny Be =My Ak y

Ademds, ||Xg,||oo = 1 de manera que sup,,cy ||XE, ||oc = 1; ¥ limy 1 o0 Xp, (€) = Xg(x) para todo

x € X. Esto implica, por las hipdtesis sobre A, que Xg € A trayendo como consecuencia que

E=()A,eF.

neN

Al igual que las estructuras algebraicas y los espacios topoldgicos, los espacios medibles cuentan

con unos morfismos que se definen de manera andloga a las funciones continuas.

Definicién 85 Sean (X, A) y (2, F) un par de espacios medibles. Una funcion f: X — Q es

medible si f~1(A) € A para cada A € F. En particular, si los pares anteriores corresponden a
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espacios topoldgicos asociados a sus respectivas o-dlgebras de Borel, se dice que f es una funcion
boreliana.

Ahondando mds en este caso, para cada espacio topoldgico X se definen los conjuntos

B(X,K):={f: X - K| f1(A) € B(X) para todo A € B(K)},

By(X,K) :={f € B(X,K) | f es acotada }.

Los elementos de estos conjuntos son conocidos como funciones borelianas reales o complejas

sequn corresponda.

Es facil comprobar que una funcion f: X — K es borealiana si y solo si f~1(A) € B(X)
para cada A C K abierto. En consecuencia, toda funcién f € C(X,K) es borealiana por lo que
C(X,K) ¢ B(X,K) al igual que Cp(X,K) C Byp(X,K). En general, esta ultima contencién es
propia debido a la existencia de espacios topoldgicos X para los cuales Cy,(X, K) no es cerrado bajo
limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas, mientras que By (X, K) siempre cumple la
propiedad anterior para todo espacio X.

Al igual que Cy(X,K), By(X,K) es una K-dlgebra de Banach con la norma infinito, y por lo
comentado en el parrafo anterior, tiene como subdlgebra de Banach a Cy(X,K) (consultar [20] para
més detalles). Mds aun, se tiene que si X es un espacio métrico, entonces By(X,K) es el conjunto
més pequenio que contiene a Cp(X,K) y que resulta ser cerrado bajo limites puntuales de sucesiones

uniformemente acotadas. Se demostrara este hecho con el apoyo del siguiente resultado:

Lema 86 Sea X un espacio métrico. Se tiene que By(X,K) es la dlgebra mds pequenia que contiene

a Cp(X,K) y que resulta ser cerrada bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas.

Demostracién. Sea A una K-dlgebra que contiene como subdlgebra a Cy(X,K). Hay que probar
que si A es un conjunto cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas,
entonces By(X,K) C A.

Como Cy(X, K) es subdlgebra de A, este ultimo contiene a las funciones constantes por lo que al
ser cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas, F = {S C X | Xs € A} es
una o-dlgebra de subconjuntos de X (lema 84). Por consiguiente, se demostrard que esta o-algebra
contiene a los borealianos de X verificando que A contiene a las funciones caracteristicas de los

conjuntos cerrados de éste.
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Sea F' C X un cerrado arbitrario. Si F' = X, se tiene que Xr =1 € Cp(X,K) C A. Si F es un

subconjunto propio de X, para cada n € N se define el conjunto
F, :={z e X |dist(z,F) > 1/n}

y la funcién f,: X — R dada por

dist(z, F,)

1(0) = Gist(, ) + dist(w, F)

Las funciones previamente definidas estan bien definidas, tienen norma menor o igual a 1 y son
continuas ya que F'N F, = (), por lo que su denominador nunca es 0 y siempre es, al igual que su
numerador, un elemento de Cy(X,K). Esto conlleva a que f, € Asin € N.

Se observa que f, — Xp puntualmente. Si x € F, dist(x, F) = 0y dist(z, F,,) > 0 por lo cual
fn(x) = 1, conllevando a que f,(z) — 1 = Xp(z). Si ¢ ¢ F,dist(z,F) > 0 dando lugar a que

dist(x, F) > 1/n para algin n € N. Al ser

1 1
n <n-+1, se tiene que — >
n n+1

de manera que x € F,,, para todo m > n, lo cual indica que f,,(z) = 0 si m > n y, en consecuencia
con lo anterior, que f,(x) = 0 = Xp(x). Por consiguiente, Xr € A por ser el limite puntual de una
sucesién uniformemente acotada contenida en éste.

Lo anterior implica que F contiene a los conjuntos cerrados de X por lo que también contiene
a la o-algebra de Borel B(X). De esto, se tiene que A contiene a las funciones caracteristicas
de conjuntos borealianos y combinaciones lineales de éstas: funciones simples. Como toda funcién
borealiana y acotada es el limite puntual de una sucesiéon uniformemente acotada de funciones

simples, se implica que By(X,K) C A. m

Teorema 87 Sea X un espacio métrico. Se tiene que By(X,K) es el conjunto mds pequeno que
contiene a Cy(X,K) y que resulta ser cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente

acotadas.

Demostracién. Sea E la interseccién de todos los conjuntos que contienen a Cp(X,K) y que son

cerrados bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas. Se sigue que E contiene a
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Cyp(X,K) y que es cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas. Se mostrara

que E es una K-algebra. Para ello, considérese un f € F y definase el conjunto
l;fZ::{g S E?\j’+—g S f;}

Si f es continua, Cp(X,K) C Ey. Ademds, si se supone la existencia de una sucesién uniformemente
acotada {g, }nen C Ef que converge puntualmente a una funcién g, se llega a que {f + gn fnen —

f + g puntualmente y que

sup || f + gnl| < sup ||gn|| + sup || f|| < +oc;
neN neN neN

de manera que f+g € E porlo que g € Fy. Por ende, Iy = F debido a que es un subconjunto de &
que contiene a Cy(X,K) y es cerrado bajo limites puntuales de sucesiones uniformemente acotadas.
Si f no es continua, el aserto anterior garantiza que C,(X,K) C E; y un argumento analogo a él
conlleva a que en este caso también FF = Ey. Como consecuencia de esto, se tiene que si f € F,
entonces f + g € E para cada g € E.

De manera analoga se prueba que si A € Cy f,g € E, A\fy fg € E por lo que este tdltimo
es una K-algebra que contiene a Cy(X,K) y que es cerrada bajo limites puntuales de funciones
uniformemente acotadas. En consecuencia, el lema anterior garantiza que By,(X,K) C E. Como éste
es la interseccién de todos los conjuntos que contienen a Cp(X,K) y que son cerrados bajo limites
puntuales de sucesiones uniformemente acotadas, se tiene que todos estos contienen a By (X, K). m

El espacio By(X,C) juega un rol central en la formulacién del Teorema Espectral en su Forma
del Calculo Funcional Boreliano, y el resultado que se acaba de demostrar permitira derivar muchas
propiedades de él mediante la verificacién de las mismas para Cy,(X, C). Esto facilitard enormemente
la prueba de que existe un unico Célculo Funcional Boreliano para cada operador autoadjunto que
estd definido en un Espacio de Hilbert.

En lo que sigue, se hablara de los otros dos pilares de la Teoria de la Medida: Espacios de Medida

e Integral de Lebesgue.

Definicién 88 (Espacios de medida) Sea (X, A) un espacio medible. Una funcion p: A — C

es una premedida, o premedida compleja, asociada a (X, A) si
1. (@) =0.
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2. Para cualquier sucesion de conjuntos disjuntos {A;}ien C A con U{A;}ien € A se cumple

que

u(Uar) = Sutan.

€N i€EN
Si p cumple esta propiedad, se dice que es o-aditiva. Ademds, si u sélo toma valores reales se dice
que es una premedida real y si bajo este supuesto mo toma valores negativos, se dice que es una
premedida real positiva. A la tripleta (X, A, ) se le conoce como espacio de premedida y si A es

una o-dlgebra, se dice que p es una medida y que (X, A, 1) es un espacio de medida.

Nétese que en un espacio de medida (X, A, i), la definicién anterior no permite que un conjunto
medible tenga medida infinita positiva; lo cual contrasta con la definicién dada en la mayoria de los
textos basicos de Andlisis ([10] y [16] por ejemplo) en los cuales una medida es considerada como
una funcién p: A — [0, +o0] o-aditiva que anula al vacio. En el presente trabajo esas funciones
serdn conocidas como medidas positivas no finitas si u=*({+oo}) # 0.

Hay tres razones por las cuales se decidié no adoptar los términos convencionales para las
definiciones pasadas. La primera de ellas es que seria complicado definir una medida que tome
valores complejos e infinitos por el hecho de tener que lidiar con la suma de nimeros imaginarios
con numeros no finitos. Esto dificultaria enormemente enunciar la condiciéon de o-aditividad, por
ejemplo. La segunda es el hecho de que los espacios de medida real positiva son suficientes para
enunciar y demostrar el Teorema Espectral para espacios de Hilbert separables, lo cual es suficiente
para las aplicaciones fisicas del mismo (ver [4], [7] y [14] para més detalles). Es la generalizacién
de este teorema a espacios de Hilbert no separables la que necesita considerar espacios de medida
positiva no necesariamente finita. O sea, tripletas de la forma (X, A4, ), en donde (X,.A) es un
espacio medible, A es una o-dlgebra y p: A — [0, +00] es una funcién o-aditiva que anula el vacio,
independiente de que exista o no un medible con medida infinita. A lo largo de este trabajo estas
medidas seran conocidas como medidas positivas.

Finalmente, si la definiciéon de medida evita que éstas tomen valores infinitos, entonces el con-

junto que se definird a continuacion adquiere una estructura natural de K-espacio vectorial:

Definicién 89 Sean (2, F) un espacio medible y F una o-dlgebra. Se define el conjunto
m(Q, F,K) :={p: F = K| p es una medida asociada a (2, F)}.
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La definicién 88 confirma que m(2, F,K) tiene estructura de K-espacio vectorial, bajo las ope-
raciones usuales, por el hecho de que combinaciones lineales de medidas resultan en medidas. Otra
ventaja de esta definicién es que hace que cualquier funciéon u: F — C o-aditiva sea una medida.
Esto, a su vez, propicia que toda medida sea aditiva. O sea, que la medida de cualquier unién finita
disjunta sea la suma de las medidas individuales. Si x4 es una medida positiva, lo anterior conlleva
a que p sea mondtona y que, por tanto, {u(4) | A € F} C [0, u(X)] dando lugar a que p sea una
medida acotada si sélo toma valores reales. Esta tltima afirmacién implica que cualquier medida
w: F — C también es acotada, tal y como se probard en el siguiente teorema cuando se le dote de

una norma al K-espacio m(Q, F,K). Para ello, es necesario el siguiente lema:

Lema 90 Si {z}?, C C, entonces existe un S C {1,2,--- ,n} tal que

>

keS

1 n
> = .
> NEN
k=1

Demostracién. Sean k € {1,2,---,n} y R(zx) = méx (0, Re(z)). Al ser [0,27] un conjunto

compacto, la funcién continua F': [0, 27] — R dada por
n

ZR e zy)
k=1

alcanza su valor médximo en algtin 6 € [0, 27]. En consecuencia, se tiene que

2 n 27 ) n . n
2 (0)> [ F@ye =Y [ Reade =3 lal [ sen(ede = " 20,
0 k=170 k=1 0 k=1

lo cual da cabida a que F(0) > 7=+ > }'_, |2x|. Por lo tanto, si S(0) := {k | R(e"z;) > 0}, se sigue

que

D

keS(0)

> et

keS(0)

>ReZezk—ZRe 2k) Z\zk|

keS(0)

Definicién 91 Sean Q un conjunto y F una o-dlgebra de éste. Para cada p € m(Q, F,C) se define

su variacion como la funcion |u|: F — R dada por
||(A) = sup { Z |e(A;)] ’ {A;}ien C F es una coleccion disjunta para la cual U A; = A}.
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Aunado a esto, se define la variacién total de p como ||p|| := |p|(2).

Teorema 92 Para cada p € m(Q, F,C) la variacion |u| es la medida real positiva mas pequena

para la cual |p(A)| < |u|(A) para cada A € F.

Demostracion. Sean E € F y {E;};eny C F una particién de éste. Si para cada i € N se selecciona
una particién {4; ;}jen C F de Ej;, entonces {A; ;}i jen también resulta ser una particién de E.

De esto, se cumple que para todo n € N

n —4oo
DD A < 37 nlAsy)| < [ul(B),
=1 j=1 i,jEN

de modo que Y_1" | |u|(E;) < |u[(E), lo cual conlleva que Y, [1|(Ei) < |p|(E).

Para probar la otra desigualdad considérese cualquier particién {A;};en de E. Se sigue que para

cualesquiera i,j € N, U{A; N E; }ien = A; vy U{A; N E;}en = E;. Por consiguiente,

PIEHIEDS

> AN E)

jEN jeN ! ieN
<O (A N Ey)|
jEN ieN
= 3 AN E) <> |pl(E;
i€N jEN ieN

lo cual indica que [u[(E) < > oy |ul(Ei) v que, por la desigualdad anterior, |u| es una medida
positiva.

Para probar que |u| es finita, se procede por contradiccién suponiendo la existencia de un
E € F con |p|(E) = +00. Sit =m(1+ |u(E)|), entonces |p|(E) > ¢ por lo que existe una particién

{E;}ien C F de E con la propiedad de que
> |u(E; Z Ej)| >t
i€N i=1

para algin n € N. Si se aplica el lema anterior a la coleccién {u(E;)}7 4, se llega a la existencia de

un S C {1,2,--- ,n} tal que

> wEy)| = Z\u |>*>1

JjES
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Por ende, si se definen los medibles A, := U{E;};es y B1 := E\ A1, entonces

[n(B1)] = [u(E) = p(Ar)| = [p(A)| = |u(E)] > % — lWE)| = 1.

Se ha partido a E en dos conjuntos disjuntos A; y By con |pu(A1)| > 1y |u(By1)| > 1. Al ser F
de medida |u| infinita, alguno de esos medibles también debe tener medida || infinita. Supéngase
que ese medible es Bj; al realizar el proceso anterior en éste, se obtiene una particién {As, Ba}
del mismo con |p(As)| > 1y |p|(B2) = +00. Se vuelve a repetir el proceso en By para obtener
una particién {As, B3} de éste con |u(Asz)| > 1y |p|(Bs) = +00. Realizando lo anterior de manera
inductiva se obtiene una sucesién {A;};eny C F de medibles disjuntos con la propiedad de que

|£(A;)| > 1 para cada i € N. Como F es una o-dlgebra, la o-aditividad de u indica que

> (A =M(UA1->,

neN 1€N

de modo que u(A;) — 0, lo cual es una contradiccién a lo anteriormente dicho.
Finalmente, para corroborar la propiedad minimal de |u|, considérese una medida real positiva
m: F — R tal que m(A) > |u(A)| para todo A € F. Si E € Fy {E,}nen C F resulta ser una

particién de este, se llega a que

DBl < Y- m(E,) =m(E).

neN neN

De esto, se concluye que |u|(E) < m(E).

]

El hecho de que |u| sea minimal entre las medidas m € m(Q, F,K) que satisfacen que |u(E)| <
m(FE) para cada E € F; trae como consecuencia directa una estructura de K-espacio normado en

m (2, F,K) mediante la variacién total.

Corolario 7 Si ) es un conjunto y F es una o-dlgebra de éste, entonces para cada p1,ps €

m(Q, F,K) se tiene que
1. 1y =0 si y sdlo si || =0,

2. |pa A+ p2| < Jpal + |pal,
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3. |api| = |af|p| para todo o € K.
Por consiguiente, la variacion total ||p|| = |x|(2) es una norma en m(Q, F,K).

La variacién de una medida permite definir la integracién de una funciéon medible compleja con
respecto a una medida compleja de una manera muy natural. Como antecedente de eso, se define
la integral de una funcién de tal tipo respecto a una medida positiva apelando a las integrales de

su parte real e imaginaria. Tan sélo es necesario que dichas integrales sean finitas.

Definicién 93 Sean (Q, F, p) un espacio de medida positiva y f: Q — C una funcion medible. Si
f1, f2: Q@ = R representan la parte real e imaginaria de f, respectivamente, se define la integral de

f sobre cualquier medible E C Q) respecto a p como

/Efdu::/Efldu+z'/Ef2du;

siempre que ambas integrales sean finitas. En tal caso, se dice que f es integrable.

Dada una medida compleja pu, su parte real e imaginaria son medidas reales para las cuales
w = Re(p) +iIm(u). A su vez, Re(u) y Im(u) pueden expresarse como una diferencia de dos

medidas reales positivas de una manera canénica.
Definicién 94 Sean Q un conjunto y F una o-dlgebra de éste. Si p € m(Q, F,R), se definen su
parte positiva y su parte megativa, respectivamente, como las medidas

pl+p o pl—p
R

w 5 : B)

Noétese que estas dos medidas reales positivas cumplen con que p = put — p~ y |u| = p™ +p~.
Esto concuerda con la descomposicion de un ntmero real como resta de dos niimeros positivos;
por lo mismo, |u| se puede interpretar como “el valor absoluto de p”, de ahi la motivacién de su
notacién.

Con esta descomposicién de medidas reales ya se puede explicar, de una manera razonable y
esperada, lo que se entiende por integracion de funciones medibles complejas respecto a medidas

complejas.

Definicién 95 Sean (X, A, p) un espacio de medida compleja y f: X — C una funcidn medible.

St p1, o : X — R representan la parte real e imaginaria de p, respectivamente, se define la integral
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de f sobre cualquier medible E C X respecto a p como

[ran=[ sai— [ g | i =i [ g

siempre que las 4 integrales sean finitas. En tal caso, se dice que f es integrable sobre E con respecto

a .

Es facil constatar que la combinacion lineal de funciones integrables es una funcién integrable
como consecuencia de que la integral previamente definida separa sumas y saca escalares. Esto da
lugar a una gran cantidad de K-espacios vectoriales en donde la integral funge como una transfor-

macion lineal.

Definicién 96 Sea K € {R,C}. Si (Q, F, 1) es un espacio de medida compleja y E € F, para cada

p € [1,4+00) se define el conjunto
LP(E,F, 11, K):={f:E—=K||f|” es una funcidn integrable }.

Analogamente, si (2, F, 1) es un espacio de medida positiva, se define el espacio £LP(E,F, u,K)

de igual manera.

Una condicién necesaria y suficiente para que la potencia p-esima de una funcién medible f: E —
K sea integrable es que |f|P también lo sea (ver [14]). La ventaja de considerar la integracién de la
funcién anterior en la definicién que se acaba de dar es la visualizacién de una norma natural para
dicho espacio. Lo ideal serfa que la norma de una funcién f € £P(E, F, u) fuese la raiz p-ésima de
la integral de | f|P. Lamentablemente, eso no siempre es posible puesto que no hay garantia de que
la integral de una funcién no negativa resulte en un valor no negativo si se integra respecto a una
medida que no sea positiva; ni de que la integral de una funcién no nula sea diferente de 0. Para
resolver estos problemas, en vez de intentar normar a £?(E, F, u,K) para cualquier medida pu, se
va a normar un espacio cociente del mismo cuando p sea una medida positiva. La construccién de

ese cociente se hard identificando funciones con integrales iguales mediante el siguiente criterio:

Definicién 97 Sea (2, F, 1) un espacio de medida positiva. Si P es una proposicion que se puede

enunciar para los puntos de €1, se dice que P es cierta para casi todo x € §) respecto a |1 0 que es
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cierta p — c.t.p en Q si el conjunto
{z € Q| P(x) es falso }

es un subconjunto de algun conjunto de medida cero E € F.

Dos funciones f,g: Q — C se dicen ser iguales p — c.t.p si f(x) = g(x) p— c.t.p en Q.

Teorema 98 Sea (2, F, ) un espacio de medida positiva y E € F. Si f1, fa,91,92: E — K son

funciones para las cuales f1 = fo p—ct.p y g1 = g2 p— c.t.p, entonces

fitgi=rfa+tge p—ctp, figr=fa92 p—ctp y afi=afs p—cip para todo o € K.

Mas aun, si f,g: E — K son dos funciones integrables, f = g p — c.t.p si y solo si

[Elf—gldu= 0.

Demostraciéon. Estas propiedades son faciles de demostrar. Las primeras cuatro se encuentran en
[20] y la ultima se menciona en [14] y [10]. m

La nocién anterior induce la siguiente relacién de equivalencia en el K-espacio ZP(E, F, u,K) :
f~gsif=gpu—ct.pconrespecto a E. El teorema anterior indica que esta relaciéon respeta sumas
y producto por escalares, y que la integral de una funcién f sélo es cero cuando f = 0 u — c.t.p.

Con esta informacion el cociente discutido previo a la definiciéon 97 ya puede ser construido.

Teorema 99 Sean (Q,F,u) un espacio de medida positiva, p € [1,+00), E € F y ~ la relacion

de equivalencia en LP(Q, F, u,K) del parrafo anterior. El conjunto

£7(B,F, 1, K)

~

LP(E, F,pu,K) :==

es un K-espacio vectorial cociente que adquiere una estructura de K-espacio de Banach mediante

la norma

|mu:(éfw@? (113)

Demostracién. La demostracién puede ser consultada en [14]. =
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Nétese que los elementos de LP(E, F, 1, K) no son funciones f, sino que son clases de equivalencia
de funciones [f] que son iguales en casi todas partes. Aun asi, a lo largo de este trabajo se hard
referencia a los elementos de los espacios LP como funciones f con el fin de economizar lenguaje
y notacién. En este contexto, los valores particulares f(z) que puede tomar una funcién que es
p—integrable carecen de importancia; y dos funciones f, g que sean iguales en LP son, a priori, s6lo
iguales en casi todo punto.

En el caso particular de K = C, solamente para p = 2 se tiene que LP(E, F, u, C) es un espacio

de Hilbert. En tal caso el producto interno estd dado por

(£,9)12 = /E?g dp.

En cierto sentido se cumple el reciproco de lo anterior ya que, salvo isomorfismo isométrico, los
unicos espacios de Hilbert son los espacios L2.

Es posible extender la definicién 96 para el caso p = +oo apelando a la siguiente definicion:

Definicién 100 Sea (2, F, 1) un espacio de medida positiva. El supremo esencial de una funcidn

f:Q —= K se define como

esssup,(f) = inf{ sgg|f(m)| ’ EeFyuQ\E)= O}.

En base a ello, se define el conjunto
L, F, 1K) ={f: Q= K| f es medible y ess sup,(f) < +oo}

Yy su conjunto cociente

ZL>(Q K
LOO(Q"F7N7K> = ( 7F,M’ )7

~

en donde f ~ g en L®(Q, F, u,K) si f =g p— c.t.p.

Es facil observar que los conjuntos Z°° tienen estructura de K-espacios vectoriales bajo las
operaciones usuales. Por el teorema 98, los cocientes L heredan dicha estructura de K-espacio vec-

torial, y de acuerdo a [4] y [14], se vuelven espacios de Banach bajo la norma ||[f]||, := ess sup,(f).
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Al igual que para p € [1,+00), para p = +oo también se referirdn a los elementos de £ como
funciones y no como clases de equivalencias. Si se quieren basar estos espacios en algin E € F\{Q},
sélo hay que considerar la o-algebra Fp :={ANE | A € F} y la medida u|r, en las definiciones
que se han dado.

Los espacios £ admiten una estructura natural de K-dlgebras mediante la multiplicacién
usual de funciones. Por el teorema 98, esto induce una estructura de K-algebra de Banach en los
espacios L. Mas atin, si K = C, estos ultimos son C*-4lgebras mediante la conjugacién compleja de
funciones. En lo que sigue, se definird un tipo de espacio de medida positiva en donde L (2, F, u, C)

resulta ser una C*-dlgebra isomorfa a una C*-subélgebra de la C*-algebra £ (L?(Q, F, 1, C)).

Definicién 101 (Espacio de medida positiva semifinita) Sea (0, F, p) un espacio de medida
positiva. Si para cada E € F con medida positiva existe un F C E medible con medida finita
positiva, (2, F,u) es un espacio de medida positiva semifinita. Mds ain, si existe una coleccion
{Ap}nen C F de medibles con medida finita para la cual Q = UpenA,, (2, F, 1) es un espacio de

medida positiva o-finita.

La definicién que se mostrard a continuacién se encuentra en [14], [3] y [4], v en estos tltimos

dos se puede corroborar el teorema que le sigue.

Definicién 102 Dado un espacio de medida positiva (Q, F, ), para cada funcion medible f: Q —

C se define el subespacio

D(Ty) :={g € L*(, F,1,C) | fg € L*(, F, 1, C)}

para definir el operador de multiplicacion

Ty: g € D(Ty) = fg € L*(Q, F, 1, C).

Teorema 103 Sea (Q, F, u) un espacio de medida positiva semifinita. Se tiene que el operador de

multiplicacion Ty es acotado si y solo si || f||, < +00. En ambos casos se tiene que ||T¢|| = ||f|. v

que D(Ty) = L2(Q, F . j1,CC).
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Demostraciéon. Para cada E € F con complemento de medida cero y g € D(Ty) se sigue que

T3 (9)] 22 = / P19 dp = / P19y < sup | () / 92yt = sup |£(2)?|]g] e
Q E zeFE E xEFE

Por tanto, ||T%|| < sup,cp |f(x)| para cada E € F con complemento de medida cero. Por consi-
guiente, |[T%|| < || f||, < +00; lo cual indica que el operador T es acotado si esta tltima desigualdad
es estricta.

La desigualdad anterior prueba la otra desigualdad buscada si || f||,, = 0. Por tanto, s6lo falta
verificar esta tltima cuando || f||, > 0. Si dicha norma es finita, se fija un € € (0, || f||.) y se define
el conjunto E := {z € Q| |f(x)| > ||f||. — €}. Este medible necesariamente debe tener medida

positiva ya que de no ser asi,

f 1l < sup [f(2)] < |[f]lx — € (1.14)
SO

lo cual no puede ser. Por consiguiente, la semifinitud de p implica la existencia de un medible

F C E con medida finita positiva. Asi, g := X € L*(Q, F, u, C) = D(T}) y se verifica que

175l = [ 11PloPd = [ 15Pl0Pdn = (171l = 0F [ laPdn = (171l = 2l (115

Esto implica que

ITsl| 2 [ flloo — €

para cada € € (0,]|f||so) por lo que ||T¢|| = || f||oo en virtud de la desigualdad anterior.
En el caso de que ||f||, = o0, para cada € € R el medible E, := {z € Q | |f(z)| > €} debe de

tener medida positiva. Si eso no fuese asi, para algin € > 0 se cumpliria que

1 fllw < sup [[f(@)]] <,
zeE*°

lo cual no puede ser. La semifinitud de p vuelve a implicar la existencia de un medible F' C E con

medida finita positiva para el cual g. := Xp € D(T}) y

T5(g0)] 2 = /Q 1 PlgelPdp = /F P lgePdp > ¢ /F gelPdp = (gl 2. (116)
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De esto, se tiene que

Ts(ge)l L2 > ellgellr>- (1.17)

En consecuencia, T no es un operador acotado si || f||, = +oo.
Finalmente, para corroborar que para cada f:  — C medible D(T) es denso en L*(Q, F, j1),

se selecciona cualquier elemento g de este dltimo y se define para cada n € N el conjunto
En={z e Q|[f(z)] <n}

y la funcién g,, := gXg, . La sucesién {g,} C D(Ty) y converge puntualmente a g. Por tanto, al ser
lgn| < |g|, €l teorema de la convergencia dominada permite concluir que g, — g en L*(Q, F, u, C).

Corolario 8 Sea (Q, F, u) un espacio de medida positiva semifinita. Se tiene que la funcion
T: feL®QF pnC)— Ty € L(L*(Q,F,1u,C))

€s un *—homomorﬁsmo que preserva normas.

Demostracién. Por el teorema pasado y el teorema 98 se implica que T es una funcién bien
definida que preserva normas. Sélo falta corroborar que T es un *-homomorfismo.

Sean a € C, fi, fo € L=(Q, F,1u,C) y g € L*(Q, F, i1, C) elementos arbitrarios. Se verifica que
L Tap+1.(9) = (afi + f2)g = afig + fag = Ty, (9) + Tt,9.

2. Ty, p,(9) = (f1f2)9 = fi(f29) = Ty (f29) = T, (T, (9)) = Ty, © Tr, (9)-

3. Ti(g) =1lg=g.

Ademss, se tiene que para cada h € L?(Q, F, u,C)

(Tl h)ie = [ Figh du= [ aFih d = (0. T ()i

de manera que T} = T%. Por lo tanto, T' es un *-isomorfismo entre la C*-dlgebra L>°(Q, F,u,C) y
una C*-subélgebra de la C*-dlgebra £ (L*(Q, F, 1, C)). m
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Una consecuencia de este resultado es que para cada f € L>(Q, F, u,C), o (f) = 0212 (Ty)
si (2, F,u) es un espacio de medida positiva semifinita. A continuacién se caracterizard dicho
espectro con ayuda de las medidas “Pushforward”: para cada funcién medible f: {2 — C considérese

la medida my: B(C) — [0, 4+o00] dada por

mp(A) = m(f7(4)).

De acuerdo a [4], si f = g m-c.t.p, entonces my = my; y siempre existe un abierto de medida

m¢-nula maximal como corolario del siguiente resultado:

Lema 104 Sea K € {R,C}. Para cada medida positiva p: B(K) — [0, +00] se cumple que la union

arbitraria de abiertos de medida cero es un abierto de medida cero.

Demostracion. Sea {A;};c; una coleccién de abiertos de K con medida nula. Como K cumple el

segundo axioma de numerabilidad, existe una sucesién de abiertos { B, }nen para la cual
A= J4 = B. (1.18)
iel neN

Como cada B,, cumple la propiedad de Lindel6f, para todo n € N existe una coleccién numerable

{Anm}men C {4;}ier que cubre a B,,. En consecuencia,

0 < pu(Bn) < u( U Anm) <> p(Anm) = 0.

meN meN

El mismo razonamiento aplicado a la expresién 1.18 implica que u(A) =0. =
Una consecuencia inmediata de este resultado es que el medible que se definirda a continuacién

tiene medida total:
Definicién 105 Sea K € {R,C}. Si p: B(K) — [0,+00] es una medida positiva, se define su
soporte como

supp(p) := K\ U{A C K abierto | u(A) = 0}.

Aunado a ello, si my es una medida “Pushforward”, se dice que supp(my) es el rango esencial de
f.
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Dados un espacio de medida (X, .A,m) y una funcién medible f: X — C, es facil confirmar que

un ndmero complejo A pertenece a supp(my) si y sélo si para todo € > 0

m({pe€ X : [f(p) = A <e})>0.

Miés atn, si (X,.4,m) es un espacio de medida positiva semifinita, A cumple la tltima propiedad
anterior si y s6lo si pertenece a o(Ty). La prueba que se dard de este aserto se encuentra en [4] para
operadores Ty acotados, y en este escrito se generalizard para operadores no acotados considerando
los preliminares del capitulo 3. El lector no familiarizado con estos puede seguir la siguiente prueba

para el caso acotado y generalizarla al caso no acotado cuando sea pertinente.

Teorema 106 Si (2, F, 1) es un espacio de medida positiva semifinita, para cada funcién medible

f: Q= C se sigue que supp(my) = o(Ty).

Demostraciéon. Si A ¢ supp(my), existe un € > 0 tal que m({p € X : |[f(p) — A| < €}) = 0. Por
consiguiente, | f(p) — A| > € para casi todo punto con respecto a my, por lo que se puede definir la

funcién g: X — C dada por

en casi todas partes. La primera oracién de la demostracién implica que g € L>(Q, F, u,C), y un
poco de aritmética indica que T es la funcién inversa de Ty — Al dp2. Por tanto, A € o(T%).

Reciprocamente, supéngase que A € supp(my). Se sigue que para cada n € N

{peX : [f(p) = Al <1/n}

es un conjunto de medida positiva que, por la semifinitud de m, contiene a un subconjunto medible
F,, de medida real positiva. En consecuencia, si @, = m(F,)~"2X, , entonces {@n }nen C D(Ty)

es una sucesion de vectores unitarios para la cual

170 = Xenle = [ @) = Na)? din < [ fouf? dm =t =0,
X

Fr

Si Ty es acotado, se concluye que A € o(Ty) por el teorema 45. En caso contrario, se puede
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concluir con un argumento totalmente analogo al del teorema anteriormente mencionado, apelando
al hecho de que T es de gréfica cerrada y al teorema 24. m

Combinando este resultado con la Forma de Multiplicacién del Teorema Espectral (teoremas
136, 171 y 181), se obtendra un célculo tedrico del espectro de un operador normal acotado y un
operador autoadjunto. Ademds, el Célculo Funcional Continuo para operadores normales acotados
(teoremas 132 y 168) permitird extender dicho célculo tedrico a todos los operadores que se obtienen
mediante él. Otra ventaja de este resultado es que verificard que el Calculo Funcional Boreliano
que se definird para operadores autoadjuntos en los teoremas 132 y 182 puede ser pensando en
By(o(T),C) o en By(R,C) sin perder generalidad. Por ello, no hay problema en usar a o(7T') para
el caso acotado y a R para el caso general dejandose guiar por las herramientas que se quieren
utilizar para demostrar la Forma del Célculo Funcional de las versiones del Teorema Espectral que
se trabajaran en subsecciones posteriores.

La herramienta faltante para las demostraciones de los teoremas comentados en el parrafo
anterior es el Teorema de Riesz-Markov en su versién real (teorema 122) y en su versién compleja
(teorema 123). Este resultado determina un isomorfismo isométrico entre C'(X,K)* y m(X, F,K),
en donde X es un espacio de Hausdorff compacto asociado a una o-algebra que se discutird a
continuacién. Dicho isomorfismo es natural puesto que a cada ! € C(X,K)* lo relaciona con una

medida p’ para la cual

I(f) = /Qf dy', para todo f € C(X,K).

Para poder establecer lo anterior es necesario determinar una o-algebra F C P(X) para la cual
toda funcién f € C(X,K) sea integrable para cada p € m(X, F,K). Un candidato serfa la o-dlgebra

de Borel B(X), pero se optard por otra o-dlgebra de momento.

Definicion 107 Si X es un espacio topologico, un subconjunto A C X es un G5 si A es una

interseccion numerable de abiertos en la topologia de X.

Lema 108 Si X es un espacio compacto y f € C(X,R), entonces f‘l([a, —I—OO)) es un G compacto

de X para cada a € R.

Demostracién. Como ffl([a,—l—oo)) es cerrado en X, se tiene que es compacto puesto que X
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también lo es. Lo de ser G se sigue de que

fH([a,4+00)) = ﬂ 7 ((a—1/n,+00)).

neN

Un corolario de este lema es que un espacio compacto X solo necesita estar asociado a una
o-4lgebra F C P(X) que contenga a todos sus Gs's compactos para que toda funcién f € C(X,R)
sea medible. Como toda funcién f € C(X,C) es medible si y sélo si sus partes real e imaginaria
Re(f),Im(f) € C(X,R) también lo son, esta condicién sobre F también implica la medibilidad de

dichas funciones.

Definicién 109 Sea X un espacio topoldgico. La o-dlgebra A(X) C P(X) generada por los Gs's
compactos de X es conocida como la o-dlgebra de Baire de X. Las funciones f: X — R(o C)

medibles respecto a A(X) son funciones de Baire (reales o complejas segin corresponda,).

Teorema 110 Si X es un espacio de Hausdorff compacto y (X, A(X), 1) es un espacio de medida
real positiva, C(X,C) C LP(X, A(X), 1, C) para todo p € [1,+00] y es denso en el mismo si p es

finito (aqui se abusa del lenguaje al escribir inclusion en vez de encaje).

Demostracion. Este teorema puede constatarse en [14]. m

Esto motiva la eleccion de los conjuntos de Baire sobre los de Borel. Para que el resultado
anterior sea cierto en B(X) es necesario y suficiente que la medida p sea regular; lo cual siempre
ocurre con las medidas reales positivas asociadas a una o-algebra de Baire tal y como se muestra

a continuacién.

Teorema 111 Si X es un espacio de Hausdorff compacto, toda medida positiva p € m(X, A(X),R)

es reqular. O sea, que para cada E € A(X) la medida v verifica que

w(E) =sup{u(K) | K C E es un conjunto de Baire compacto }

=inf{u(A) | E C A es un conjunto de Baire abierto }.
Demostracion. Considere la familia de conjuntos

A={F € A(X) | up(F) satisface las dos igualdades del teorema}.
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Para probar que A coincide con A(X), s6lo es necesario probar que es una o-algebra que contiene a
los G’s compactos de X. Un paso previo a lo primero es verificar que A es una dlgebra. Claramente
todo conjunto de Baire compacto y abierto estd en A, en particular lo estdn () y X. Ahora, si se
consideran dos medibles E1, F3 € Ay un € > 0, se tiene la existencia de dos compactos K1, Ko y

dos abiertos Ai, A> con la propiedad de que
K; C E; C A; y/j,(Ai\Ki) < % para i =1, 2.

Por tanto, si se considera el compacto K = K; U K5 y el abierto A = A; U As, entonces se sigue

que K CE:=FE;UFE; C Ay que
AN K) < Ay \ K) + u(As \ K) < (| K) + (A \ Ka) < e

De esto, u(A\F) < u(A\K) < ey n(E\K) < p(A\ K) < ¢, lo cual implica que F = EyUE, € A.
Por otro lado, como X es un espacio de Hausdorff compacto, A = X \ A; es un compacto y
K{ = X\ K; es un abierto para los cuales A C Ef C K¢y u(K¢\ AS) = p(A; \ K1) < e. Por lo
mismo, u(Ef \ A7) < § vy pu(K{\ Ef) < §, lo cual propicia que Ef € A.
Lo anterior indica que A es o-dlgebra si éste es cerrado bajo uniones de cadenas ascendentes

numerables; pues si {A;}ien C Ay By := U{A;}, entonces

A::UAZ»: UBn.

€N neN

En tal situacién se tiene que pu(B,) — u(A) y que para todo n € N

w(By) = sup{u(K) | K C B, es un conjunto de Baire compacto }
< sup{u(K) | K C A es un conjunto de Baire compacto }

< u(A).

Si la desigualdad anterior fuese estricta, para el promedio de ambas cantidades, r, existiria un n € N
tal que u(By) € (r,r + p(A)), lo cual supone una contradiccién. Para corroborar la otra igualdad,

considérese que por ser B,, € A, para todo € > 0 hay un abierto V;, C X que contiene a B, y que
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cumple con que p(V,) — pu(By) < 55. Por lo tanto, si V' = U{V}, }nen, entonces A C V' y

p(V) = p(A) = p(V\NA) <> u(VanA°) <> (VN By

neN neN

Por ende, u(A) = inf{u(U) | A C U es un conjunto de Baire abierto} por un argumento andlogo al
dado para la otra igualdad.
Sélo queda mostrar que la o-algebra A contiene a cada Gs’s compacto de X. Sea A = N{A,, }nen

un conjunto compacto con A; abierto para todo i € N. Por la monotonia de p, es ficil concluir que

#(A) = max{u(K) | K C A es un conjunto de Baire compacto}

= sup{p(K) | K C A es un conjunto de Baire compacto}.

Para demostrar la otra igualdad considérese los conjuntos compactos y abiertos By, := N{4;}7 ;.

Claramente A = N{By, nen por lo que p(By,) — p(A) por la finitud de p, y

w(By) = mf{u(U) | B, CU es un conjunto de Baire abierto}
> inf{u(U) | A C U es un conjunto de Baire abierto}

> u(A).

Con un argumento dado previamente se puede concluir que la ultima desigualdad no puede ser
estricta. m
Hay espacios topolégicos para los cuales los conjuntos de Baire coinciden con los borelianos. Tal

es el caso de los espacios métricos compactos como consecuencia de la siguiente proposicion.
Lema 112 Sea X un espacio métrico. Para cada A C X se tiene que A es un Gs.

Demostracién. Sea p € X. Se tiene que p € A si y sélo si para cadan € N, AN Bi(p) # 0, lo
cual dnicamente sucede si para todo n € N existe un x,, € A con la propiedad de que p € Bi (x,,).

Como esta tltima condicién es equivalente a que p € (), oy U ea B1(2), se sigue que

1
n

= U Bi@)

neNzeA
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Como todo subespacio compacto de un espacio métrico es cerrado en el mismo, este lema trae
como consecuencia que los Gs's compactos de un espacio métrico compacto sean los subespacios
compactos del mismo. Estos ultimos coinciden con los subespacios cerrados como consecuencia de
la compacidad del espacio métrico. Por consiguiente, la o-algebra de Baire de un espacio métrico
compacto coincide con su o-algebra de Borel. Esto serda muy 1til cuando se utilice el Teorema de
Riesz-Markov para estudiar el espectro de los operadores acotados definidos en espacios de Hilbert.

Dado un espacio topoldgico compacto X y cualquier medida u € m(X, A(X),K), la funcién

I O(X,K) — K (1.19)

f%/deu

resulta ser lineal y continua debido a que, por el contenido de la pagina 343 de [20], la medida p

cumple con la propiedad de que para cada f € C(X,K)

|zu<f>|=\ /. fdu’S [ 1711 1l ), (1.20)

Ma3és aun, si u es positiva,

Nulles(xxy < p(X) =[] < sup 1) = [llulle-xx)- (1.21)

[ fllcxx)y=1

Ademds, en este caso se sigue que para cada f > 0, ,(f) > 0. Los funcionales del espacio C(X,K)

que cumplen esta propiedad reciben un nombre especial:

Definicién 113 Sea X un espacio topoldgico. Un funcional lineal positivo del espacio C(X,K) es

una trasformacion lineal 1: C(X,K) — K para la cual I(f) >0 si f(x) >0 para cada x € X.
Teorema 114 Sil es un funcional lineal positivo de C(X,K), I € C(X,K)* y [|l|lc(x,x)- = ((1).

Demostracion. Sea f € C(X,K). Si f es de variable real, se cumple que |f| < ||f||e por lo que

—|[flloe < f <[ flloo- Ast, =LD)][fllec <U(f) <UD f]loo, de manera que [I(f)] < [ f]locl(1)-

Ahora, si f es arbitraria, [(f) = e?r para ciertos r,6 € R con r > 0. Por tanto,
WA =] =7 =1e"f) = 1(Re(e™™f)) +il(Im(e™" f));
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lo cual implica que Z(Im(e’ief)) = 0. Asi,

U =1(Re(e™™ ) < |IRe(e™™ F)llsol(1) < [le™* ool (1) = || []ool(1)-

La prueba de que ||I[|c+(x k) = (1) es el contenido de la ecuacién 1.21. m

Los funcionales lineales positivos dan una descomposicién candnica de cualquier funcional conti-
nuo que, en cierto sentido, es equivalente a la descomposicién que presentan las medidas reales con
respecto a las medidas reales positivas. Tal equivalencia se refleja en el teorema de Riesz-Markov,
el cual necesita la descomposicién comentada para ser mostrado. Para ello, hay que descomponer

funciones continuas en el siguiente sentido:

Lema 115 Sea X un espacio topoldgico. Si f,g € C(X,R) son no negativas y h € C(X,R) es tal
que 0 < h < f+ g, entonces existen dos funciones hy,hy € C(X,R) para las cuales 0 < hy < f,

Oghgggyh:hl—f'hg.

Demostracion. Sean hy := min{f, h}, ho := h —hy y © € X. Se sigue que 0 < h; < fy que
he > 0. Si hy(x) = h(z), entonces ho(z) = h(x) — h(z) = 0 < g(z), y si hi(z) = f(z), entonces
ha(z) = h(z) — f(z) < g(x). Asf, ha < g, i < fyO0<hi+ha=h=f+g =

Teorema 116 Sea X un espacio topoldgico. Para cada | € C(X,R)* existen unos funcionales

lineales positivos 1,1 € C(X,R)* para los cuales

l=1y =1yl (D) +1-(1) = [lllex,r)--

Demostracién. Considérese el conjunto C(X) 4 := {f € C(X,R) | f > 0} y definase primeramente

a I, como la funcién
ly: feC(X)y —sup{l(h) |he C(X), yh< f}eR
l4 estd bien definida debido a que para cada h € C'(X)4 con h < f se sigue que

L)< (U1 1Alloo < [T T1f[loo < o0

Hay una clara similitud entre las definiciones de [ y de la integral de Lebesgue de funciones
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no negativas sobre medidas positivas. Por lo mismo, demostrar que I, (tf) = tl+(f) para todo
f € Ci(X) yt>0 se verifica con argumentos conocidos. Caso contrario es la aditividad de I, la
cual requiere del lema previo para su verificacion.

Sean f,g € C(X)4 arbitrarios. Si hy, he € C(X)+ cumplen con que hy < fy he < g, entonces
hi+he < f+g, por lo cual I (f) +14(g) <14(f+ g). Para checar la otra desigualdad considérese
un h € C(X)4 tal que h < f + g. Del lema pasado se sigue la existencia de unos hy, hy € C(X)4
con la propiedad de que hy < f, hg < gy h = hy+hs. De esto, [(h) = I(h1) +1(h2) <14 (f)+1:(9),

por lo cual Ly (f +g) < 14(f) +1-(9).
Ahora, si para cada f € C(X,R) se considera su parte positiva f; := max{f,0} y su parte

negativa f_ := —min{f, 0}, se extiende la funcién /1 a la funcién

ly: C(X,R) — R

[ () = (=)

La demostracién de que la extensién es lineal es andloga a la dada para la integral de Lebesgue.
Ademds, I y I_ := 1, — [ son funcionales lineales positivos debido a que para cada f € C'(X)4 se

tiene que 14 (f) > max{l(f),1(0)} > 0. Por consiguiente, del teorema 114 se deduce que

T < e IT - = e (1) + 1 ().

Para probar la otra desigualdad, es necesario saber que si f € C(X,R), entonces

L (f) = 1+(f) = I(f) = sup{l(h) [0 < h < f} = I(f)

=sup{l(h) —I(f) |0 <h < f} =sup{l(k) | — f <k <O}

De esto, se sigue que

Lo (1) +1-(1) = sup{i(R) | 0 < h < 1} +sup{i(k) | — 1<k <0} =sup{ifg) | ~1<g<1}

< [ supfllglloe | =1 <g <1} = lIf|.

94



Con este resultado ya se puede mostrar el Teorema de Riesz-Markov en su versién real. La
prueba que se dard fue hecha por D.J.H. Garling en [8] y fue resumida por Donald G. Hartig en
[11] y por Richard B. Holmes en [12]. La misma se basa en probar el aserto primeramente en los

espacios extremadamente disconezos.

Definicién 117 Un espacio topolégico X es extremadamente disconexo, si cada abierto A C X

tiene una cerradura abierta.

Lema 118 Si X es un espacio de Hausdorff compacto extremadamente disconexo, A(X) estd ge-
nerada por la dlgebra de los aberrados (conjuntos abiertos y cerrados a la vez) de X y las funciones

simples basadas en estos son uniformemente densas en C(X,R).

Demostracion. Sea B la o-algebra generada por la dlgebra de los aberrados en X. Como éste es
compacto y de Hausdorff, todo aberrado es un G5 compacto por lo que B C A(X). Para mostrar
la inclusién contraria primero hay que mostrar que cada f € C'(X,R) es medible respecto a B. Si

¢ € R es arbitrario, la continuidad de f implica que para cada n € N

ffl((—oo,c—i— 1/n)) - f*l((—oo,c—f— 1/n)) C ffl((—oqc—i— 1/n])

En consecuencia,

ﬂ f_l((—oo,c—I—l/n)) C ﬂ f—l((—oo,c—|— 1/n)) C ﬂ f_l((—oo,c—l—l/n]),

neN neN neN

lo cual indica que f~((—00,¢)) = MN,en /1 ((—=00,c+1/n)) es una interseccién numerable de
aberrados. De esto, se concluye que f~1(B) € B para cada boreliano real B.

Ahora, si K =), .y An es un G5 compacto, el lema de Urysohn (ver [14] para més referencia)

neN

dice que para cada n € N existe un f,, € C(X,R) tal que

Kc fi"({1}) y X\ 4, C f,7 ({0}).

Asi,
Kc () £1((1/2,40)) C [] An = K,

neN neN
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por lo cual K € B en virtud de lo visto en el parrafo anterior. Esto permite concluir que
A(X) =B.

Para probar la segunda parte del lema, considérese para cada k € Z el conjunto

Bk:z{xeX‘k<f(x)<k+1}.
n n

Por hipétesis, By, es un aberrado y por ser la imagen de f un conjunto acotado en R, el conjunto
{k € Z | By # 0} es finito, lo cual conlleva a que B = J; o, By también sea un aberrado. De esto,
el conjunto C, := {z € X \ B| f(x) = k/n} resulta ser un aberrado y por un argumento ya dado
el conjunto {k € Z | ¢, # 0} es finito. Por lo tanto, para cada n € N se puede definir la funcién

gn: X — R dada por

k
gn(x) = Z n (XBk + Xck)
kEZ

que resulta ser continua y que cumple con que ||f — g,|| < 1/n. =

Teorema 119 Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Si X es extremadamente disconezxo, para

cada l € C(X,R)* existe una inica medida p € m(X, A(X),R) para la cual

(5 = /X fdp para cada f € C(X,K). (1.22)

Mads aun, la funcion

¢: m(X, AX),R) — C(X,R)*

p—> Pp

para la cual ¢,,: C(X,R) — R estd dada por

08 = [ £

funge como un isomorfismo isométrico entre ambos espacios.

Demostracion. Como la integral de Lebesgue es un operador lineal respecto a la medida sobre la
que se integra, ¢ es una transformacién lineal. Para ver que preserva normas sélo falta probar que

[|¢ul| > ||p|| debido a que la otra desigualdad es una consecuencia directa de la ecuacién 1.20. Para
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tal fin considérese cualquier € > 0 y unos Ay,---, A, € A(X) tales que

X = UA@yZm > () €.

Al ser p una medida regular, existe una coleccién de compactos ajenos {C;}?_; y otra de abiertos
disjuntos {O;}!_, con la propiedad de que

€
€, A0,y (A C. 10\ G € (0.5)

No es dificil verificar que X \ C; y O; son abiertos disjuntos, por lo que el lema de Urysohn implica
la existencia de una coleccién de funciones {f;}*, C C(X,]0,1]) para las cuales fi|c, = 1y

filx\o0; = 0. Si se define la funcién f := 3" | sign(u(C;)) f;, en donde

-1 sip(C;) <0,
sign(u(Ci)) = 0 sip(Cy) =0,
1 sip(C;) >0,

se tiene que ||f|[c = 1y que ||¢.(f)] — |1/(X)| < e. Lo primero se debe a que para cada i,j €
{1,2,--+ ,n} distintos
méx fi(z) = Ly f;((0,1]) 0 f;7((0,1]) = 0.

Lo segundo se verifica directamente mediante la desigualdad triangular. Si D := X \ U, Ci,

entonces

16u(F)] = 10| = g/cifduﬂL/Dfdu—lu(X Xn:/ifd“—W(X)ﬂL/Dfdu'
g/ctfdu—glu( )|+ Zm )]~ (X "/fdu‘
- i“’g"(“(@)ﬂ(@) - ; |u<Az->|‘ +
Zlu )| — (A ‘+§+ éu(o

IN

vfdu‘

IN

Wl
Wl
Wl
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Por consiguiente, si ||¢|| > ||¢u]l00, lo anterior garantiza la existencia de un f € C'(X,R) de norma
1 para el cual |¢,(f)| € ([|oull, llel] + 1l@ull), lo cual da lugar a una contradiccién y termina por
coneluir que ||| = ||l

Para ver que ¢ es sobreyectiva, inicamente hay que verificar que cada funcional positivo esté
relacionado a una medida que haga valida la expresion 1.22 para el mismo. El caso general se sigue
por linealidad al utilizar el teorema 116 para descomponer un funcional arbitrario como resta de
funcionales positivos.

Sean [ € C(X,R)* un funcional positivo y B la dlgebra de los aberrados de X. Conviene definir
primeramente a p en B mediante la asignacion p(A) :=1(X4). Es facil corroborar que esto hace de
& una premedida real finitamente aditiva. Para corroborar que es o-aditiva, supéngase que { A, }nen

es una coleccién disjunta de aberrados para la cual A := A,, resulta ser un aberrado. Por la

neN
compacidad de X, A es compacto por lo que el conjunto {n € N | A, # 0} es finito ya que { A, }nen
es una cubierta abierta de A. En consecuencia, u(A) = >, .y u(An) por lo que el Teorema de
Extensién de Caratheodory (el cual puede consultarse en [20]) y el lema pasado permiten extender
la premedida p a una medida en A(X) de manera tnica.

Si f € C(X,R), el lema anterior también indica la existencia de una sucesién de funciones

simples basadas en aberrados {s,} C C(X,R) que converge uniformemente a f y que estd acotada

superiormente por éste. En consecuencia, el TCD permite concluir que

n—+o0o | n——+oo

Ny,
/fd,u: lim Sp dp = 1lim Zammu(En,m)
X m=1
N’IL
= lm > apml(Xg, )= lim I(s,) =1(f).

n—-+oo n—-+oo
m=1

La generalizacion de este resultado a cualquier espacio de Hausdorff compacto se sigue del
hecho de que cada uno de estos es la imagen continua de algin espacio de Hausdorff compacto
extremadamente disconexo. Para confirmar lo anterior es necesario recurrir a la compactificacion

de Stone-Cech de los espacios tipo T}.

Teorema 120 (Compactificacion de Stone- C'ech) St X es un espacio topoldgico tipo Ty, en-
tonces existe, salvo homeomorfismo, un unico espacio de Hausdorff compacto BX que tiene un

subespacio denso homeomorfo a X y que cumple la siguiente propiedad universal: si K es un espa-
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cio de Hausdorff compacto y f: X — K es una funcién continua, existe una unica funcion continua

Bf:BX =Y parala cual Bf|x = f.

Demostracién. Si X y X’ son espacios que contienen un subespacio denso homeomorfo a X y
cumplen la propiedad universal descrita en el teorema, esta misma implica de manera sencilla que
BX y BX’ son homeomorfos. Por tanto, sélo hay que verificar la existencia de un espacio con tales
caracteristicas.

Sea C = {f : X — [0,1] | f es continua }. El lema de Urysohn indica que para cualesquiera
xz,y € X distintos existe un f € C tal que f(x) = 0 < 1 = f(y). En consecuencia, la funcién

¢ X —[0,1]¢ dada por ¢(z) = (f(z)) es inyectiva, continua y de inversa continua debido a la

fec
topologia producto de [0, 1]¢, la cual, ademéds, hace de éste cubo un espacio de Hausdorff compacto.
Con esto se define a 3X como la cerradura de p(X) en [0,1]. Es claro que X es homeomorfo a
un subespacio denso de 8X por lo que la unicidad de la funcién §f es clara, dnicamente queda
verificar su existencia.

Sea g : X — K una funcién continua. Para cada f € D = {f : K — [0,1] | f es continua} se

tiene que f o g € C. Por consiguiente, al ser K RN [0, 1] mediante la aplicacién ¢ definida en el

parrafo anterior, se induce una funcién

,BflﬂX—)K

(h(x))hec — (f(g(x)))feD six e X,

que por densidad se extiende a SX y que cumple con la propiedad universal pedida. m

Lema 121 La compactificacion de Stone-Cech de un espacio discreto es un espacio extremadamente

disconezxo.

Demostracién. Sean X un espacio discreto y A C X un abierto. Alser ANX C A, ANX CA
Ademds, si @ € A, la densidad de X en X implica la existencia de una sucesién {z, tneny C X
que converge a x. Al ser A un abierto, {z,,} estd eventualmente en A por lo que se puede suponer

que esta totalmente contenida en el mismo sin perder generalidad. Esto tltimo conlleva a que

ACANX demodo que A=ANX.
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Por otra parte, si A # (), la topologia de X hace de la funcién f: X — {0,1} dada por

0 sizeXnNA
f(z) =
1 sizgXNA

una aplicacién continua que, por lo mismo, se extiende de manera tinica a una funcién continua
Bf : BX — {0,1}. Por la caracterizacién de A del parrafo anterior, es claro que éste tltimo est4
contenido en Bf~1({0}). Reciprocamente, si x € Bf71({0}) y {@n}zex C X converge a éste,
entonces {x,} estd eventualmente en 3f~1({0}) por ser éste un abierto. En consecuencia, se puede
volver a suponer que {x,} C Bf71({0}) de manera que f(z,) = 0 para todo n € N, lo cual implica

que x, € XNA. Deesto,z € XNA = Ay se sigue que este dltimo coincide con el aberrado

BFH{0}). =

Teorema 122 (Teorema de Riesz-Markov) Sea X un espacio de Hausdorff compacto. Para

cada l € C(X,R)* existe una dnica medida p € m(X, A(X),R) para la cual

If = /X fdp para cada f € C(X,K). (1.23)

Mads aun, la funcion

¢: m(X, AX),R) — C(X,R)*

.u'—>¢u

para la cual ¢,,: C(X,R) = R estd dada por

0uh) = [ £

funge como un isomorfismo isométrico entre ambos espacios.

Demostracion. El hecho de que ¢ es una isometria lineal se demuestra de la misma forma en la
que se hizo en el teorema 119. Por consiguiente, inicamente queda verificar que es sobreyectiva.
Si se considera a Xy como el espacio topolégico cuyo conjunto base es X y su topologia es la

discreta, el teorema anterior indica que 5Xy es un espacio extremadamente disconexo. El teorema
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120 aplicado a la funcién identidad i : X4y — X implica la existencia de una funcién Fi: X4 — X

que extiende a 7 y que, por lo mismo, es sobreyectiva. Esto induce un morfismo de algebras unitarias

Bi: C(X,R) — C(5X4,R)

h+— ho (i
que preserva normas ya que para cada h € C(X,R) se cumple que

[lh o Billoc = sup [ho Bi(p)| < sup |h(z)] = [|h]|o
pELXq zeX

= sup [h(Bi(x))] < sup o Bilp)| = [[ho Billeo.
Por consiguiente, B~z tiene una inversa 6~i71 2 Bi (C(X, R)) — C(X,R) que también preserva normas
y para la cual se sigue que para cada l € C(X,R)*, lo §i71 € gz (C(X7 R))>k es un funcional con la
misma norma que ! que puede extenderse con el teorema de Hahn-Banach real (teorema 15) a un
funcional I’ € C(5X4,R) que posee la misma norma que [.
Apelando al teorema de Riesz-Markov para espacios extremadamente disconexos (teorema 119),

se implica la existencia de una medida ' € m(8Xq4, A(6X4),R) para la cual

| g =) s f e cexam).
BXa

Para obtener un resultado analogo con el funcional [, se relaciona a éste con una medida
“pushout” dada por (i. Para esto es necesario verificar que para cada A C A(X), Bi~1(A) €
A(BX4), lo cual se sigue del hecho de que {A C X |Bi~1(A) € A(BX4)} es una o-dlgebra
que contiene a todos los G4's compactos de X. Por ende, la funcién p: A(X) — R dada por
w(A) = (ﬁi_l(A)) est4 bien definida, es una medida real en el espacio medible (X, .A(X)), y con

ella se verifica que para cada h € C(X,R)

/hdu:/ homdu’zl’(ho@-):zoﬁfl(hom):uh).
X BX 4

Teorema 123 (Teorema de Riesz-Markov Complejo) Sea X un espacio de Hausdorff com-
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pacto. Para cada l € C(X,C)* existe una unica medida pu € m(X, A(X),C) para la cual

I :/ fdp para cada f € C(X,C). (1.24)
X
Mads aun, la funcion

¢: m(X,A(X),C) — C(X,C)"

/L'—>¢u

para la cual ¢, : C(X,C) — C estd dada por

0uh) = [ £

funge como un isomorfismo isométrico entre ambos espacios.

Demostracion. La preservacién de normas de ¢ se demuestra de manera analoga a como se hizo
en el teorema 119, tan sélo hay redefinir a la funcién sign: C — R como sign(z) := W(z) La
linealidad de ¢ es consecuencia directa de la linealidad de la integral de Lebesgue respecto a la
medida con la que se integra. Por tanto, solamente queda probar que ¢ es sobreyectiva.

Sea | € C(X,C)*. Si J :=l|c(x,r), J1:= Re(J) y Jo := Im(J), se sigue que Jy, J> € C(X,R)*
por lo que el teorema 116 implica la existencia de unos funcionales lineales positivos J;", J; €

C(X,R)* para los cuales J; = J;” — J; para i = 1,2. Por consiguiente, para cada f = f1 +ifs €
C(X,C)

I(f) =1U(f1) +il(f2) = J(f1) +iJ(f2)
= J1(f1) +iJa(f1) +i(J1(f2) + ida(f2))
= JF(f) = JIr (f) +i(J5 (f1) = J5 () +i(J1+(f2) —Jr (f2) +i(JF (f2) — J{(fz)))-

Apelando al teorema de Riesz-Markov, existen medidas positivas uii € (X, A(X),R) que verifican

que

75 = [t
X
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En consecuencia, si p = pi‘ —p + z(ué" — 113 ), se sigue que

1= [ f dur—/xfldufw(/xfldu;—/xfl du;)
+z'(/xf2dul+—/xf2du;+i</xfzdui*—/xfzdu;))
z/Xfldqui/szdMZ/deu~

Con este resultado y los otros que se han expuesto a lo largo de esta subseccién, ya se tienen
los preliminares necesarios para demostrar el Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos
Acotados. Realmente esto se pudo haber dicho al haber enunciado el Teorema de Riesz Markov ya
que la forma de multiplicaciéon del Teorema Espectral sélo necesita del teorema 122 para generar el
espacio L? que se encuentra en su formulacién. Con dicha forma se demuestra la versién del Calculo
Funcional Boreliano y con ésta se deriva la versiéon que habla de medidas espectrales. Este panorama
es el que se seguird cuando se generalice el Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos no
Acotados en el capitulo 3. Para la versiéon acotada del mismo, se ha optado por usar el teorema
123 para demostrar la forma del Célculo Funcional Boreliano sin necesidad de recurrir a la forma
de multiplicacién. Aun asi, estas dos versiones del teorema espectral estan basadas en un Célculo

Funcional Continuo, el cual se construira en la primera parte del subsecuente capitulo.
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Capitulo 2

Teorema Espectral Para
Operadores Autoadjuntos

Acotados

En el presente capitulo por fin se demuestra el Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos
Acotados, apelando a las demostraciones hechas en [14] y [4]. Primero se procede con la construccién
de un Caélculo Funcional Continuo que da lugar a un Célculo Funcional Boreliano; posteriormente,
se utiliza este Calculo Funcional para demostrar que todo operador autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert es, en cierto sentido, equivalente a un operador de multiplicaciéon definido en
un espacio L? isométricamente isomorfo al mismo; y finalmente se establece una biyeccién entre
el conjunto de operadores autoadjuntos acotados que estdn definidos en un espacio de Hilbert y el
conjunto de medidas espectrales reales de soporte compacto que se pueden definir en el mismo. A
partir de este capitulo, para cada espacio topoldgico X los conjuntos C'(X,C), Cy(X,C), By(X,C)

y B(X,C) simplemente se escribiran como C(X), Cyp(X), Bp(X) y B(X), respectivamente.

2.1. Forma Del Calculo Funcional Boreliano

El Teorema Espectral en su forma del Célculo Funcional Boreliano declara que si H es un espacio

de Hilbert y T € Z(H) es un operador autoadjunto, entonces hay un x-homomorfismo entre las
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C*-dlgebras By, (o(T)) y £ (H) que se denomina Célculo Funcional Boreliano. Para demostrar eso,
primero se definird tal funcién en el conjunto de funciones polinomiales de coeficientes complejos
con dominio restringido a o(T'), el cual se denotard como C,(7)[x], y se mostrardn propiedades que
luego, en virtud del teorema de Stone-Weierstrass, se extenderan a todo C(U(T)). Posteriormente

se discutird la extensién de todo lo anterior al conjunto By, (o(T)).

Lema 124 Sean H un espacio de Hilbert, T € £ (H) un operador autoadjunto y P € Clz]. Si

or: Clz] = Z(H) es el homomorfismo visto en la definicidn 31, entonces

oz (P)l| 2@y = sup [P(A)].
Xeo(T)

Demostracion. La autoadjuntez de T" implica que si
N

N
P= E apz" y P = g a,xz",
n=0 n=0

entonces ¢ (P’) = ¢r(P)*. Por consiguiente, los teoremas 37 y 52 indican que

IP(T)|[> = [|P"(T) o P(T)|| = llor(P'P)|| = sup{ X : X € o(¢7(P'P))}

2
sup [(P'P)(N)| = sup IP(A)|2< sup IP()\)I> :
Aeo(T) Aeo(T) Aeo(T)

Por lo tanto, ||¢7(P)|| ¢ ) = sup{|P(N)| : A€ o(T)}. m
Este resultado permite definir, de una manera muy natural, lo que se entiende por el Cdlculo

Funcional Polinomial del operador autoadjunto T'.

Definicién 125 (Cdlculo Funcional Polinomial) Sea H un espacio de Hilbert. Para cada ope-

rador autoadjunto T € £ (H) se define la funcion

¢r: Co(rylz] = Z(H)

N N
P(z) = Zanx" — P(T) := Z anT".
n=0 n=0

Lema 126 ¢r es una isometria lineal multiplicativa entre las dlgebras normadas Cory[z] y £ (H)

que respeta involuciones (i.e. para cada P € Cyp)[z], ¢r (ﬁ) = ¢r(P)*).
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Demostracién. Dado que T es un operador autoadjunto, el teorema anterior indica que ¢ es una
funcién bien definida y el teorema 79 muestra que o(7") C R. Esto tltimo conlleva a que para cada
P € Cy(1[z] la funcién polinomial P coincida con la funcién polinomial P’ definida en el teorema
pasado. Por consiguiente, C,(1)[z] es cerrado bajo complejos conjugados.

Por otro lado, la asignacién de ¢ es andloga a la del homomorfismo descrito en la definicién 31,
con la sutil diferencia de que en este caso los polinomios con coeficientes complejos son considerados
como funciones polinomiales con dominio restringido a o(7T). Como esto no altera su aritmética,
¢ sigue siendo un homomorfismo de algebras y el teorema anterior verifica que preserva normas e
involuciones. m

Ahora ya se puede demostrar la existencia y unicidad del Cdlculo Funcional Continuo del

operador autadjunto T.

Teorema 127 (Cadlculo Funcional Continuo) Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H) un
operador autoadjunto. Se tiene la existencia de una unica aplicacion ¢p: C(J(T)) — Z(H) que

extiende al Cdlculo Funcional Polinomial (definicion 125) y que cumple las siguientes propiedades

para todo f € C(o(T)):

~

. @1 es un x-homomorfismo que preserva unidades.

IS

Moz (Dl = 11floo-

3. SiT(z) = Az, ¢r(f)z = f(N)a.

4. a(or(f)) ={f(N) : X e a(T)}.

5. ¢r(f) es un operador normal y es autoadjunto si y solo si f toma tinicamente valores reales.

6. f >0 siy sdlo si (x,pr(f)x) >0 para cada x € H.
Esta funcion ¢ es el denominado Cdlculo Funcional Continuo del operador autoadjunto T .

Demostracién. Considérese la funcion ¢r: Cypy[z] — £ (H) de la definicién 125. El lema 124
establece que dicho operador es unitario. Al ser H un espacio de Hilbert, el teorema 13 implica que
Z(H) es un espacio de Banach por lo que el teorema del operador acotado (teorema 12) permite
extender a ¢ de manera tnica a la completacién de C,(p)[z] como un operador unitario. Como

éste espacio es una subdlgebra de C(O’(T)) que separa puntos, contiene a las funciones constantes y
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es cerrada bajo complejos conjugados (debido a que o(T") C R por ser T' autoadjunto); el teorema
de Stone-Weierstrass (teorema 50) asegura que su completacion coincide con C(o(T)), ya que o(T)
es compacto.

Lo anterior indica que el operador unitario ¢r: C, (2] — £ (H) se extiende de manera tinica
a un operador ¢r: C(J(T)) — Z(H) que, por lo mismo, serd continuo y unitario. Las otras
propiedades de *-homormofismo son féciles de comprobar apelando al hecho de que C,(1[x] es
denso en C(o(T)). Esta tltima afirmacién asegura que si f,g € C(o(T)), entonces existen dos
sucesiones {pn},{qn} C Co(mlx] tales que p, — f y g, — g. De esto, se implica que p,q, — fg
(teorema 29), ¢1(pngn) — ¢7(f9), o7(Pn) = ¢é7(f) v ¢é1(en) — ¢r(g) por ser ¢r continua.
Asl, ¢or(pn) o dr(gn) — o1 (f) o ¢r(g) por el mismo teorema 29. Recuérdese que ¢ restringida a
Co(1[x] es un *-homomorfismo (lema 126); por lo tanto, ¢7(pn) © ¢7(¢n) = ¢7(Pngn) para todo
n € N concluyéndose asi que ¢(fg) v ¢(f) o #(g) son limites de la misma sucesién y, por lo mismo,
iguales.

Por otra parte, las funciones x e C—» T € Cy T € X (H) — T* € Z(H) son continuas, lo cual

da cabida a que

()" ¢r(pn)* = ¢r(Pn) = o1 (f).

Ahora, para probar el punto nimero 3 hay que recalcar 2 cuestiones: si una sucesién de opera-
dores {A,} C .Z(H) converge a un operador A bajo la norma del teorema 3, entonces la sucesién
{A.(z)} C H converge a A(z) para todo z € H; y la convergencia en C(o(T)) bajo la norma
infinito es equivalente a la convergencia uniforme de funciones de ese mismo espacio. Por tanto, si

existen x € H y A € C tales que T'(x) = Az, entonces

or(f)x <+ dr(Pn)r = pun(N)z — f(N)2.

Para mostrar el apartado 4, se utilizar el criterio de Weyl (teorema 79) y el apartado 5 de este

teorema. Sean f € C(o(T)) y p & {f(A) : A € o(T)}. La funcién f — pu € C(o(T)) nunca es cero

porloque g:= (f —p)~t € C(J(T)). Alser g(f —pu)=1=(f — u)g, se llega a que

I=¢r(1) =or((f —n)g) = ¢or(f — 1) o é7(9),
I'=¢r(1) = or(g(f —n) = ¢r(g) o o (f — 1),
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teniéndose que ¢ (f — ) = ¢r(f) — pl es un operador invertible y, por tanto, que u ¢ U(¢T(f)).
Inversamente, seleccionando a cualquier A € ¢(T") y a cualquier sucesién de polinomios {p,} — f

para la cual ||f — pnlleo < %, se verifica que

S|

) = < = 3 [6r(F) ~ or(pa)ll <

Por el lema 37 se sabe que p,(A) € o(¢7(p,)), por lo que el criterio de Weyl asegura la existencia

de una sucesién de vectores unitarios {z, }neny C H para los cuales

1

Todo esto conlleva a que

IN

H((bT(f) - f(/\))an H((bT(f) - ¢T(pn))xn|| + H(QZ)T(pn) _pn(/\))an + ||(pn(/\) - f(/\))an
3
— — 0.

IN

En consecuencia, el criterio de Weyl implica que f(\) € a(ng( f )) debido a que ¢7(f) es un operador
normal como consecuencia de los incisos 1 y 2 de este teorema, y de que f sea normal en C (J(T)).
Ahondando més en la afirmacién anterior, se sabe que cada f € C (J(T)) es un elemento
autoadjunto si y sélo si toma unicamente valores reales. Por tanto, los incisos 1 y 2 del teorema
también permiten deducir lo mismo de ¢r(f).
Finalmente, nétese que si f > 0, entonces g := /f € C(co(T)) y sélo toma valores reales por lo

que para cada x € H,

(z, 00 (f)z) = (x, d1(9)¢r(9)x) = (1(9) 2, b1 (9)T) = (D1 (9)7, P1(9)T) = 0.

Reciprocamente, si la dltima desigualdad se da para cada = € H, el lema 77 y el inciso 4 de este
teorema conllevan a que {f(A) | A € o(T)} = o(ér(f)) C W C RU {0}, lo cual permite
concluir que f > 0. m

En concordancia con la notacién adoptada para el homomorfismo ¢r: Copy[z] = Z(H) desde
la definicién 31, para cualquier f € C(J(T)) se denotard a ¢r(f) como f(T).

A continuacién se construirdn ciertas medidas utilizando la funcién definida en el teorema ante-
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rior, para luego construir unas integrales que permitan la definicién de ¢ para funciones borelianas
y acotadas sobre o(T'). Para ello, considérese un espacio de Hilbert H y un operador autoadjunto

T € Z(H). Para cualesquiera z,y € H se define la funcién

way : [ € C(a(T)) = (z, f(T)y) € C.

*

Por las propiedades del teorema anterior y la desigualdad de Cauchy Schwartz, w, , € C (O'(T))
tiene norma acotada por ||z|| ||y||. Por lo tanto, el Teorema de Riesz-Markov (teorema 123) implica

la existencia de una tnica medida compleja j,, € m(o(T),B(c(T)),C) para la cual ||pg,|| <

[l [yl ¥

<-757 f(T)y> = Wm,y(f) = @ f dﬂ:r,ya para todo f € C(U(T))

Definicién 128 Para cada x,y € H las medidas anteriores, [i , son denominadas medidas es-

pectrales. Si x =y, se escribe [, en vez de [ig .

Lema 129 Sean H un espacio de Hilbert yT € £(H) un operador autoadjunto. Para cada z,y,z €

H y A1, Ao € C las medidas espectrales cumplen las siquientes propiedades:

1. Mz Xiy+raz = /\l;u’w,y + A2I’L$,Z7
2. Hxiz+Xoy,z = Tlluz,z + )\72/1@/,2:
3. Pzy = Tyz-

Demostracién. Sea f € C(o(T)). Se sigue que

@ f dum,/\1y+>\2z = <$, f(T)()‘ly + )‘22)> = )‘1<'T7 f(T)y> + )‘2<$7 f(T)Z>

—n / J ity + N / Fdpon = [ FdOptny + Nottas),
o(T) o(T) o(T)
f dbigeiangs = Gaz + Aoy, F(T)(2)) = Mz, £(T)2) + Ny, £(T)z)

o(T)

% / Fditnn+ 35 / fdpys = / F AV Han + Natty o).
o(T) o(T) a(T)

Por tanto, como el teorema de Riesz-Markov asegura que la medida que representa al funcional

Wy .,y €5 ﬁnicav s€ COHChlye que Lz Xiy+raz = )‘lu;ﬂ,y + /\2/-1/a:,z Y BXxiz+X2y,z = )‘lﬂ'w,z + A2,uy,z-
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Para probar el punto 3, obsérvese que

/ fditay = (&, f(T)) = (FT)) 2) = (F(T), ) = (y, F(T)z) = / Tdpiy s
o (T) o(T)

- Re(f) dyy . —z’/ Im(f) diy.q

o(T) a(T)

= | Re(f)dRe(pyz) —i |  Re(f) dIm(p,.)
a(T) a(T)

i [ ) dRe(, ) + / Lm0 (i) )

En consecuencia,

fdpgy = Re(f) dRe(py ) — 1 Re(f) dIm(piy o)
a(T) a(T) a(T)

”(/U(T) Im(f) dRe(uy ») _i/am Im(f) dIm(My,m))

= dee(ﬂy,:c) -1 fdjm(ﬂy,x) :/ fd.uy,x§
a(T) a(T) a(T)

demostrandose asi que fiz,y = [iy.. ®
El teorema anterior y la desigualdad de Schwartz implican que para cada f € B (J(T)) la

funcion

af:HxH—>(C

(m,y)H/ fdpgy
o(T)

es conjugada lineal en la primera entrada, lineal en la segunda y es acotada por ||f||s debido a

que, por el contenido de la pdgina 343 de [20], la medida compleja p, , verifica que

/ f djiay| < / ] dlptay] < 11flloc tmg] ((T))
o(T) o(T)

= [[flloo etz ll < [1flloo ll2[] lly1]

Por consiguiente, el lema de representacién de Riesz para formas sesquilineales (corolario 6) implica
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la existencia de un tnico f(T) € Z(H) para el cual

o(T

(x, f(T)y) = ap(z,y) = / )fdugc,y7 para cualesquiera x,y € H.

Este operador es el que permite conseguir la tan ansiada extensién del calculo funcional del conjunto

de funciones continuas C'(¢(7')) al conjunto de funciones borelianas y acotadas By (co(T)).

Definicién 130 Sea H un espacio de Hilbert. Para cada operador T € £ (H) autoadjunto se define

la funcion

¢r: By(o(T)) — ZL(H)

fr— (1),

en donde

(x, f(T)y) = / f dpg,y para cada x,y € H.
o(T)

No es dificil ver que si f € C(o(T)), la definicién anterior coincide con la del teorema del

Calculo Funcional Continuo (teorema 127).

Lema 131 Sean x,y € H arbitrarios.

1. 8i f € By(a(T)) y g € C(a(T)), entonces

fg d,uz,y = / f dﬂm,g(T)y-
o(T) o(T)

2. Si f,g € By(c(T)), entonces
fg dpey = / 9 di(s(r))ay-
o(T) o(T)
Demostracion. Para probar el punto 1, primero supéngase que f es continua. Entonces

f9 dpey = (z,00(f9)y) = (2, (61 (f) 0 d1(9))y)

o(T)

= <$7¢T(f) (¢T(g)y)> = /(T) f d:um,g(T)y'
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Para el caso general considérese el conjunto

vy ={reme@) | [ gvde= [ Sdngn, |

Por lo anterior C(o(T)) C Uy. Si {fn} C Uy es una sucesién uniformemente acotada y convergente

a una funciéon f de manera puntual; el teorema de la convergencia dominada implica que

fg dpsy < / Jng dpzy = / fn Ay g(ryy — / [ dpiag(r)y
o(T) o(T) o(T) o(T)

ya que para cualquier x,y € H se tiene que |y ] (J(T)) < 4o00. Por tanto, f € U, teniéndose asi,

en virtud del teorema 87, que U, = By, (o(T)).

La verificacién del punto 2 es andloga. Si g es una funcién continua, se sigue que

o(T)

= ((¢r(f)) z, ¢r(9)y) = /(T) 9 Ap(p(T)) 2,95

[ed

y la generalizacién de lo anterior para cada g € By (O'(T)) se realiza con el mismo argumento del

punto 1. m

Ya esta listo todo lo necesario para enunciar y demostrar la primera forma del Teorema Espec-

tral:

Teorema 132 (Teorema Espectral: Forma del Cdlculo Funcional Boreliano) Sean H un
espacio de Hilbert y T € £ (H) un operador autoadjunto. Ezxiste una unica aplicacion ¢r: By (U(T)) —

Z(H) que extiende el cdlculo funcional continuo de T y que cumple las siguientes propiedades para

cada f € By(o(T)):
1. ¢r es un x-homomorfismo unitario.

2. 51t {fn} C Bb(J(T)) es uniformemente acotada y converge a f puntualmente, entonces

O(fn) = o(f) puntualmente.
Ademds, esta unica aplicacion tiene las siguientes propiedades:
3. Si T(x) = Az, entonces ¢(f)x = f(N)z.

112



4. ¢7(f) es normal y es autoadjunto si f toma tinicamente valores reales.
5. Si f >0, entonces (x, ¢ (f)x) > 0 para cada x € H.

6. Si BT = TB, entonces ¢7(f)B = Bor(f).

Demostracién. Primero se demostrard que la aplicacion ¢r: By(o(T)) — Z(H) definida con
anterioridad cumple las hipétesis del teorema.

Sif,ge€ Bb(o(T)), para todo x,y € H y a € C se sigue que

@waqw+¢T@ww:a@¢Tuw»+@¢T@wr:a/aywm%yy/Tﬂdmw

o

= / (af +g) dpgy = (x,or(af + 9)y),
o(T)

(x, or(f9)y) = mww:/ g Aty = (Gr(F) 2, 67(9)y)
a(T) o(T)

= (z, 07 (f) 0 ¢7(9)y),

<m7¢T(f>*y> = <¢T(f)x’y> = <y,¢T(f)37> = f dﬂy,z

o(T)

=/ 7@ﬁ=/ T diay = (. 0r(F)y).
o(T) o(T)

Esto trae como conclusién que ¢r sea un *-homomorfismo entre C*-4lgebras con unidad que, por
el teorema 54, es continuo.

Ahora considérense las hipétesis del inciso 2. Por ellas se tiene la existencia de una funcién
constante M := sup,,cy || fn|lso que, por ser yi,(0(T)) < +00, es elemento del espacio L?(o/(T), 1)
para cualquier z € H. En consecuencia, como f, — f puntualmente, el teorema de la convergencia

dominada implica que para cada x € H

|| fo(T)x — f(T)z|| = ((fn — £) D)z, (fu — FHT)z) = (2, (fr — FHT) o (fn — £)(T)x)
=(z,(fa — F)(T) o (fn — H(T)x) = (z,(|fn — fI*)(T)z)
:/ |fn — fI2dpe — 0.
o(T)
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Para probar el tercer inciso definase el conjunto

U:={feBy(o(T)) | or(f)z = f(N)z}.

Por el teorema 127 C(o(T)) C U. Ahora considérese una sucesién {f,} C U, uniformemente
acotada convergente a una funcién f de manera puntual. En virtud del punto anterior, se puede

afirmar que ¢7(f,) = ¢r(f) de manera puntual por lo que

conllevando a que f € U y, por tanto, a que U = B, (cr(T)).
La demostracion de los incisos 4 y 5 se sigue de los puntos anteriores; por lo que sélo queda probar

el inciso 6. Para ello, considérese un operador B € Z(H) y obsérvese que si f es un polinomio,

entonces
N N N
f(IoB = < > anT"> oB= ( > anT”oB> = ( > anBoT"> = Bo f(T).
n=0 n=0 n=0

Si f es una funcién continua, existe una sucesién de polinomios {p,} convergente a f. Entonces

P,(T) — f(T) por lo que

f(I)oB < py(T)oB=DBop,(T)— Bo f(T).

Sélo queda extender la proposicién anterior para las funciones f € By (U(T)). Al igual que en

casos anteriores, se hara con la ayuda del conjunto

U:={f€By(o(T)) | f(T)oB=Bo f(T)}

considerando una sucesiéon {f,} C U, uniformemente acotada convergente a una funcién f de

manera puntual. Por el punto 2 se tiene que f,,(T) — f(T') puntualmente por lo que

Bo f(T)+ Bo fo(T) = fu(T) o B — f(T) o B.
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Ahora se demostrard que el operador ¢r es el inico *-homomorfismo que extiende al Célculo
Funcional Continuo de Ty que cumple los incisos 1 y 2 de este teorema. Para hacerlo, supéngase

que existe otro operador ¢ : By (U(T)) — Z(H) que cumple tales propiedades y definase el conjunto

U:={f € By(a(D)) | ¢r(f) = ¢(f)}.

Por hipétesis C'(o(T)) C U. Ahora, si existe una sucesién {f,} C U, uniformemente acotada
convergente a una funcién f de manera puntual; ¢r(fn) — or(f) v &(fn) — @(f), donde la

convergencia es de manera puntual. Asi,

conllevando a que U = By, (o(T)). De esto, se concluye que ¢r = ¢. ®
Se tiene existencia y unicidad de un operador que extiende el Céalculo Funcional Continuo de T

al conjunto B, (J(T)). Tal extensién sera conocida como el Calculo Funcional Boreliano de T.

2.2. Forma De Multiplicacién

Con la herramienta del Célculo Funcional Boreliano ya se puede dar la generalizacién que se
comento en la introduccidn, la cual corresponde a la forma de multiplicacién del Teorema Espectral.

Para ello es necesaria la definicién de vector ciclico.

Definicién 133 Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H). Se dice que x € H es un vector ciclico
de T si

H = gen({T" () }nenugo})-

Lema 134 Sea H un espacio de Hilbert y sea x € H un vector ciclico de un operador autoadjunto
T € Z(H). Se tiene la ezistencia de un operador unitario U: H — L*(o(T), B(c(T)), pte, C) para

el cual

UTU 'f = Idy 1) f, para cada f € L*(o(T), pie).-
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Demostracién. Definase la asignacién

U: {f(T)z | f € C(a(T))} — L*(o(T), pa)

Para corroborar que la asignacién anterior estd bien definida, nétese que para cada f € C (J(T))

(D)2l = (f(T), f(T)a) = (2, f(T)* o f(T)z) = &, F(T) o f(T)e)
= (z,|f]?(T)z) = 2duy.
(o, |/ 2(T)) /,<T>'f' "

Por tanto, si f y g fuesen dos funciones continuas para las cuales f(T)x = g(T)x,

Ozll(ffg)(T):rHQ:/

a(

f — glPdpa,
T)

de modo que f y g serian iguales en L?(c(T), j1,.). Esto corrobora que U si es funcién.
Ahora, si ademads de dos funciones f, g € C(O’(T)) se consideran dos numeros complejos o y 3,

se verifica que U es un operador ya que

U(af(T)z+ Bg(T)x) = U((af + Bg)(T)z)
=af + By
=aU(f(T)z) 4+ BU (g9(T)z).

Mas aun, se tiene que U es una isometria ya que para todo f € C (J(T))

17 (T)all = / o W Pte = 5l

Esto permite usar el teorema del operador acotado (teorema 12) para extender el dominio de la

funcién U al espacio {f(T)z | f € C(o(T))}, el cual serd todo el espacio H ya que & es un vector
ciclico de T'. Para demostrarlo, se utiliza el hecho de que x es vector ciclico de H para implicar que

si y € H, entonces existe una sucesién de polinomios {p,(T)}nen C {f(T)z | f € C(o(T))} para

la cual p,(T)z — y. Asi, H = {f(T)z | f € C(o(T))}.

Solo falta corroborar que U es un operador sobreyectivo. Para ello considérese cualquier fun-
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cion f € L? arbitraria. Como o(T) es un espacio métrico compacto, el teorema 110 indica que
C(o(T)) es denso en L*(o(T), B(a(T)), p1z, C). Por consiguiente, se tiene la existencia de una suce-
sion {fn}nen C C(o(T)) parala cual f,, — f en L?. Esto implica que {f,} = {U(fo(T)z)} es una
sucesién de Cauchy en L? por lo que {f,,(T)z} también sera de Cauchy, pero en H debido a que U
es un operador de norma 1. Como H es un espacio de Hilbert, lo anterior implica la existencia de
un t € H para el cual {f,(T)x} — t. Por tanto,

U(t) = U( lim fn(T)ac) = lim U(fn(T)m) = nh_{rgo fn=1

n—oo n—oo

Con esto y por la identidad de polarizacién (ver [14] para més informacién) se llega a la conclusién
de que U es un isomorfismo isométrico entre los espacios de Hilbert H y L?(o(T), fiz)-
Ahora ya se puede mostrar que para todo f € L? y para casi todo A € o(T) con respecto a i,

se cumple que (UTU ! f)A = Af(X). Primero, si f € C(o(T)), se verifica que

(UTU'H)Y(N) = (UTor(fz)r = (Udr(Idor))dr(fz)A = (Udr(Idyr) f)z)A

= (Ido (1) f)(A) = Af(A).

Luego, si f € L?, de manera que existe una sucesién de funciones continuas {f,} convergente a f
en L?;

1 _ 1 , o , -1 o ’
UTU (f) =UTU( lim_fa) = lim UTU(fa) = lim _Ido(ry fo,

n—-+o0o

ya que el operador UTU ! es una composicién de funciones continuas. Como o(7T) es compacto,

existe un M € R para el cual |Id,r)| < M. En consecuencia:

[ doryfn — IderyflL2 = \//( )\fdam(fn — )2 dps < M\//( )|fn — fPPdp, —0
o(T o(T

por lo que Idy 7y fn — Ids(1)f en L2, lo cual indica que

UTU(f) = . EIEOO Idy 1y fn = Idy(r)f en L?.

Desafortundamente, no todo operador autoadjunto T € Z(H) tiene un vector ciclico en H.

117



Pero siempre se puede descomponer a este ultimo en una suma de subespacios T-invariantes en

donde dicho operador tiene un vector ciclico en cada uno de ellos.

Lema 135 Sea T un operador acotado autoadjunto definido en un espacio de Hilbert H. Se tiene

la existencia de una descomposicion de H :

H=H, (2.1)

acl

tal que para todo o € 1

1. T(H,) C H,,

2. eziste un T, € Hy que es vector ciclico de T|p,, (i.e. Ho = {f(T)zq : f € Clz]}).

Demostracion. Este resultado es una aplicacion tipica del Lema de Zorn. Se va a demostrar que
el conjunto A conformado por todos los subespacios de Hilbert que cumplen con las condiciones
descritas en el lema tiene como elemento maximal a H. Tal conjunto es no vacio ya que contiene al
subespacio trivial. Por ende, se puede ordenar declarando que K; < K5 si K7 es un subespacio de
K5 y la descomposicién del primero estd incluida en la del segundo. Es facil corroborar que (A, <)
es un conjunto parcialmente ordenado.

Ahora considérese cualquier conjunto linealmente ordenado {K,}aer C A. Para cualesquiera
o,fe€l, Ko < KgoKg < K,. En consecuencia, si L y J son dos subespacios de Hilbert de H
contenidos en la descomposicién de K, y Kg, respectivamente, y K, < Kg, L también estard en

la descomposicién de Kg por lo que L = J o LLJ en H. De esto, se verifica que

K;:@{L

existe a € I para el cual L estd en la descomposicién de Ka}

es un elemento de A que es cota superior de {K, }ocr. Entonces, por el lema de Zorn, existe un

elemento maximal A € A. Supéngase que A # H, de manera que existe un 1) € A+ no nulo. Si

B :=gen({T"(¢)) | n € NU{0}}), se tiene que ALB ya que paracadaz € Ayy € B

aifa, T (1)) =Y ai(T™ (x),4) =0

1 i=1

(a.9) = 2.3 0™ (0) =

n n
1=
como consecuencia de que A sea T-invariante. Ademads, ¢ es un vector ciclico de T en B. Esto con-
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lleva a que A@® B sea un elemento de A estrictamente mayor a A, lo cual contradice la maximalidad
de éste. Por lo tanto, H=Ac A. =

Nétese que el conjunto que indexa la descomposicion mostrada en el lema puede tener cualquier
cardinalidad. Sin embargo, si H es separable, la cardinalidad de tal conjunto debe de ser numerable
ya que cada base ortonormal de cualquier componente de la descomposicién es subconjunto de
alguna base ortonormal de H.

Cuando se definié el concepto de separabilidad en un espacio de Hilbert, se mencioné que la
Forma de Multiplicacién del Teorema Espectral es més facil de trabajar cuando se consideran
espacios de Hilbert separables. El motivo de ello quedara claro en el siguiente teorema, el cual
solo se enunciard y mostrarda para estos espacios. Al termino de la demostracién, se comentaran
los detalles técnicos que hay que cambiar en el enunciado que se dard del mismo para que este sea

valido en cualquier espacio de Hilbert.

Teorema 136 (Teorema Espectral: Forma de Multiplicacion)
Sean H un espacio de Hilbert separable y T € £ (H) un operador autoadjunto. Se tiene la exis-
tencia de un espacio de medida real positiva (M, p); una funcién de variable real f € L (M, u,C)

y un operador unitario U: H — L*(M, i, C) para los cuales

UTU ' = Ty.

Demostracion. Si H es de dimensién finita, digase n, éste admite una base ortonormal conformada
Unicamente por vectores propios del operador autoadjunto 7. En consecuencia, existe un operador
unitario W: H — C™ que manda dicha base a la base candnica de C". Si o(T) = {A1, A2, -+ , An},
se tiene que

(WTW_l(p)i = )\iﬁpi, (2.2)

para cada ¢ = (1,92, - ,pn)" € C™. Si se considera el espacio de medida (M,,, P(M,), 1) con
M, ={(A1,1),(A2,2), - ,(An,n)} v u: A€ P(M,) — |Al €R,
se obtiene un espacio L? que es isométricamente isomorfo a C” via la funcién

Vi f e L*(My,dp) — (f(A1,1), f(A2,2),- -, f(An,n)) € C™.
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V preserva el producto interno ya que para cualesquiera f,g € L?(M,,, du)

(f,9) L2 (M, ap) = /M fg= Z/{(/\ _)}?9 = Fhi i)g(hi, )
n i=1 it i=1
=(V(f),V(g)cr-

Por lo tanto, apelando a la ecuacién 2.2, definiendo la funcién f: M, — C dada por f(\;, i) = \;,

y al operador U := V', se puede reescribir tal ecuacién como
UTU ! = Ty.

Si H es de dimensién infinita, se utiliza la descomposicién de H dada por el lema anterior

definiendo para cada n € N

Tn:=T|u,, Eyn:=o0n,(Tn) x {n}, E:= U En (2:3)
neN

y para cada funcién f : E — C su restriccién estricta a E,, como la funcién f; : E — C dada por
fi(x,m) = dpm f(x,m). La notacién op, se utiliza para enfatizar el dominio del operador T,,.
Si 1, es un vector ciclico de T, en FE,, por el teorema 127 se tiene la existencia de una medida

tiy, definida en B(op, (T,)) para la cual

Hp,, (UHn(Tn)) = H%llQ (2~4)

|2 = 5k para cada n € N. Por otra parte, nétese

Sin perder generalidad, se puede suponer que ||¢y|]* = 55

que

B(5w) = o Blon, (1)) & B({n}))
~o({axn} 14 € Blom, @)}

={Ax{n}| A€ B(on,(T,)}

Por consiguiente, se pueden definir las medidas p,: B(E,) — R dadas por p,(A x {n}) = py, (A)
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para definir la medida

w: B(E) = R (2.5)

A= pn(ANE,).
neN

Apelando al lema 134, existen operadores unitarios U, : H,, — L?(o g, (Ty,), pty,, ) tales que para
cada f € L (o, (1)), (UnToU  f)X = Af(N), iy, — c.t.p. Aunado a eso, por la forma en la que

estan definidos los conjuntos E,, y las medidas pu,, se tiene que

L2(E?:u) = @L2(Ena,un)a
neN

ya que para cada n € Ny ¢ € L*(E, p) se cumple que o = > s v L*(En, pin) C L*(E, p);
¥y que existe un operador unitario U, : L2(cg, (Th), tis,,) — L*(Ey, pin) que hace que el operador

W,, := U U,, sea un isomorfismo isométrico entre H,, y L?(E,, ji,). Adem4s, como

H=PH,,

neN

la aplicacién U =} W, hace de H y L?(E, j1) espacios isométricamente isomorfos. Por consi-

guiente, si se define la funcién boreliana f: (x,n) € E — z € R, para cada ¢ € L?(E, u)

oTU o) =uTu (o) =ur( L witen)

neN neN
_ U( 3 TWJ@:;)) S W W )
neN neN
= froh = fe.
neN

[

La medida p dada en la expresién 2.5 pudo haberse definido sin necesidad de suponer que las
medidas dadas en la expresion 2.4 fuesen acotadas por 2%, respectivamente. Lo tinico que podria
cambiar es que p no fuese finita, pero se seguiria cumpliendo que es una medida o-finita. Por lo
tanto, el teorema anterior se podria haber enunciado con un espacio de medida positiva o-finita sin

necesidad de hacer suposiciones adicionales sobre las medidas de la expresion 2.4.

121



Para generalizar el teorema anterior a espacios de Hilbert no separables, hay que recurrir a los
espacios de medida positiva semifinita. Si H es un espacio de Hilbert de este tipo, su descomposicién

como suma directa de subespacios que admiten vectores ciclicos

H = H,

acl

dada en el lema pasado, podria no ser numerable. Por lo mismo, dicha descomposicién incita a que

las expresiones dadas en 2.3 se definan como

To:=Tln,. Ea=on,(To) x {0} , B:= | Ba.
acl

El resto de la prueba seguiria igual, reemplazando las sumas directas numerables por sumas inde-
xadas por I, a excepcién de la definicién de la medida p dada en 2.5, la cual se escribiria como una
suma sobre el indice I en el sentido de la definicién 62. Por tanto, la medida p serfa una suma no
numerable de medidas finitas, por lo que ya no se podria hacer finita mediante el truco de nomalizar
cada uno de sus sumandos. Esto podria dar lugar a que p fuese no finita o, peor ain, que no fuese
o-finita. Aun asi, para A € F medible se tiene que A N E, es un conjunto medible con medida
positiva finita. Entonces s6lo basta enunciar el teorema anterior con espacios de medida positiva
semifinita para hacerlo valido para espacios de Hilbert no separables.

En el siguiente capitulo se utilizara esta version del Teorema Espectral para generalizar al mismo
en el caso de Operadores Autoadjuntos no Acotados. Se asumird, por tanto, que se ha validado el

teorema para cualquier espacio de Hilbert.

2.3. Forma De Las Medidas Espectrales

En esta seccién se enunciard y se mostrara la tercera y ultima forma del Teorema Espectral
para Operadores Autoadjuntos Acotados. Dado un espacio de Hilbert H, dicha forma del Teore-
ma Espectral permite, en cierto sentido, derivar del Célculo Funcional Boreliano de un operador
autoadjunto T' € Z(H) (teorema 132) una medida que toma valores en .Z(H) en vez de C. Tales
medidas son conocidas como medidas espectrales sobre H, y el teorema espectral indica que el

conjunto formado por las medidas espectrales de soporte compacto esté en biyeccién con el conjunto
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de operadores autoadjuntos pertenecientes a £ (H). Las definiciones y los teoremas de esta seccién

pueden consultarse en [3], [4], [6], [14] ¥ [18].
Definicién 137 Sean B(R) la o-dlgebra de Borel de R y H un espacio de Hilbert. Una aplicacion
E: B(R) — Z(H)
Ar— EA
es una medida espectral (real) si
1. E4 es una proyeccion ortogonal para cada A € B(R) (i.e. Ex = E% = E%).
2. By=0yBEp=1

3. para cada x € H, A € B(R) y {A}ien C B(R) particion de éste, se cumple que

Ea(z) =Y Ea, ().

€N
Aunado a esto, se define el soporte de la medida espectral E como el conjunto

o(E) :=R\U{A CR abierto | E4 = 0}.

Si este ultimo es compacto, se dice que la medida espectral es de soporte compacto.

Cada operador autoadjunto T € Z(H) provee la siguiente medida espectral:

Xr: BR) — Z(H) (2.6)

A— é1(Xane(r))-

Como B(o(T)) = {Ano(T) | A € B(R)}, es facil corroborar que X7 es una medida espectral
si se analizan los borelianos contenidos en o(T"). Por ejemplo, las propiedades de las funciones

caracterfsticas indican que para cada A € B(o(T))
Xr(A)? = dr(X3) = dr(Xa) = Xr(A) = o7(Xa) = Xp(A)".
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En particular, para el conjunto vacio se tiene que Xr(0) = ¢7(Xy) = ¢7(0) = 0 y como para cada

z,ye H

<x7¢T(Xo(T))y> = / XO’(T) dﬂx,y = / 1 d/u'z,y = <£E,I(y)>,
o(T) o(T)

se concluye que Xr(o(T)) = ¢7(X, (7)) = 1.
Por otra parte, si {4;}ien C B(o(T)) es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos y

A = J;en As, para cada p € o(T) la sucesién

{ghmﬁ LX)

neN

por lo que el punto 2 del Teorema Espectral en su versién del Célculo Funcional Borealino (teorema

132) permite concluir que para cada € H

{ghwm}ﬂmmn

neN

En el lema 140 se mostrard que o(X7) = o(T), de manera que estas medidas siempre serdan de
soporte compacto. El resultado principal de esta subseccién dird que todas las medidas espectrales
de soporte compacto en .Z(H) son de esta forma. Mds ain, se observard que para cada medida
espectral de soporte compacto E: B(R) — Z(H), existe un tnico T' € .Z(H) autoadjunto para el
cual £ = Xp. Para llegar a ello, se mostraran algunas propiedades de las medidas espectrales con

ayuda del siguiente lema técnico.

Lema 138 Sean H un espacio de Hilbert y P,Q € £ (H) proyecciones ortogonales. Se tiene que
1. PQ es una proyeccion ortogonal si y sélo si PQ = QP.
2. P+ Q es un proyeccion ortogonal si y sélo si PQ = 0.

Demostracién. Si PQ es una proyeccién ortogonal, entonces PQ = (PQ)* = Q*P* = QP.

Reciprocamente, si esta tltima igualdad se da, PQ es una proyeccién ortogonal debido a que

(PQ)* =Q"P" =QP = PQ,
(PQ)* = (PQ)(PQ) = P(QP)Q = P(PQ)Q = P*Q* = PQ.
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Por otro lado, si se supone que PQ = 0, se obtiene que 0 = 0* = (PQ)* = Q*P* = QP por lo cual

(P+Q)P=P*+PQ+QP+Q*=P+Q,

P+Q)=P"+Q" =P+Q,

teniéndose asi que P + @ es una proyeccién ortogonal.

Para demostrar el reciproco de la proposicién anterior, nétese que
P+Q=(P+Q*?=P*+PQ+QP+Q*=P+Q+PQ+QP
implica que PQ + QP = 0 y, por tanto, que PQ = —QP. De esto, PQ = PPQQ = —PQPQ y
PQP = PPQP =—-PQPP = —-PQP,
por lo cual PQP =0y PQPQ = 0. Asi, se concluye que PQ = —PQPQ = 0.

Teorema 139 Si E: B(R) — Z(H) es una medida espectral, para cualesquiera A,B € B(R) y

x,y € H se cumple que:
1. SSiANB =0, entonces Eqo + Eg = Eaup y EaAEp = 0.
2. EaA+ Ep = FEanp+ Ea-p+ Ep = Eaup + Eanb-
3. Si A C B, entonces Eg\a = Ep — Ea, (,(Ep — Ea)(x)) >0y EgEs = EAEp = E4.
4. EAEFp=FEanp ysi ANB =10, (Ea(z),Eg(y)) =0.
Demostracion.

1. Si Ay := A, Ay := By A, := () para todo n € N>3, se obtiene que |J A; = AU B por lo que
€N
para cada x € H se verifica que

Ea(z) + Ep(z) =Y  Ea,(2) = Eaup(z),
ieN

teniéndose asi que Faup = E4 + Eg. Como Eayup es un proyeccién ortogonal, F4 + Ep

también lo es por lo que del lema anterior se sigue que E4Ep = 0.
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2. Como A= (ANB)U(A-—B)y (ANB)N(A—B) =0, Ex = Eang + Ea_p por lo cual

Ey+Ep=FEanp+ Ea_p+ Ep;

yalser AUB=(A-—B)UBy (A-—B)NB =0, Eo_p+ Ep = Eayp por lo que se concluye
que

Ey+Ep=FEaup + Eanp.

3. Si AC B, entonces B=BUA=(B\A)UAyalser AN(B\A)=0,Eg=FEp_a+Eay,

por tanto, Ep\4 = Ep — E4. Por consiguiente, para cada r € H

(#,(Ep — Ea)(w)) = (v, Ep—a(2)) = (2, Bp_4(2)) = (Ep_a(2), Ep-a(2))

= (Fp_a(z),Eg_a(z)) > 0.
Por otra parte, por el inciso 1 se tiene que

EpEs = (Ep\a+Ea)Es = Ep\aEa+ E3 = Ep\aFEa+ Ex = Eq4

= EAEp\a+Ex = EAEp\a + E3 = EA(Ep\a + Ea) = EAEp.

4. Por hipétesis, EaEp = Ea(Ep\a+Eanp) = EaEp\a+EaEanp. Del inciso 1, ExEp\4 =0
y por el hecho de que ANB C A, el inciso anterior implica que E4 Eanp = Eanp, por lo cual

EA Eg = Exnp. En particular, si AN B = (), para cada z,y € H

(Ba(z), Ep(y)) = (EpEa(2),y) = (EpEa(z),y) = (0,y) = 0.

Las propiedades 1 y 2 son anédlogas a las que se presentan para las medidas convencionales. Una
conexién mas profunda, entre estas tltimas y las medidas espectrales, estd contenida en el siguiente

resultado:

Lema 140 Sea H un espacio de Hilbert. Una funcidn E: B(R) — Z(H) es una medida espectral
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st y solo si para cualesquiera x,y € H la funcion
Mgy A€ B(R)— (z,E4(y)) € C (2.7)

resulta ser una medida para la cual my . (R) = ||z||?. Si E resulta ser medida espectral, se tiene que

Eym = 1.

Demostracién. La primera parte del lema es consecuencia directa de las propiedades de las me-
didas, por lo que sélo corresponde corroborar que Ey gy = I.

Para ello se probard que Eg\,(z)y = 0. Como R\ o(F) es la unién de los abiertos de medida
espectral 0, existe una sucesién de intervalos abiertos {I; };cn cuya unién resulta en este dltimo; el
cual, por lo mismo, funge como una cubierta abierta de cada I;. Al ser R de Lindeldf, para cada
i € N existe una coleccién de abiertos {A;;}jen C P(R\ o(E)) que cubre a I;. En consecuencia,

para cada x € H

0 < (z,Ep,(z)) <Y (&, Ea, (@) =0
JEN

por lo que Ey, = 0. El mismo argumento se puede aplicar en R\ o(E) para corroborar que Eg\,(p)
también es 0. Por consiguiente, Ey(p)y = Er — Er_g(p) = 1. ®

Como es de esperar, se puede definir la integral de una funcién f € Bj,(R) respecto a una medida
espectral F/, utlizando un argumento inspirado en el procedimiento que se sigue para construir la
integral de Lebesgue: definir la integral respecto de E para funciones simples y luego extender dicha
definicién a cualquier funcién borealiana y acotada utilizando un argumento de continuidad. Para
lograr lo primero, se necesita el siguiente teorema cuya demostracién es andloga a su version para

medidas convencionales debido a las propiedades exhibidas en el teorema 139.

Teorema 141 Sean H un espacio de Hilbert, E una medida espectral y s € By(R) una funcidn

simple. Si {A;}{_y y {B;}]L, son dos familias de conjuntos borelianos para las cuales

n m
s=Y aiXa, =) B;Xp, ,
i=1 =1

entonces

n m
Z OéiEAi = Z ,BjEB]..
i=1 j=1
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Ahora es facil deducir como sera la integral de una funcién simple:

Definicién 142 Sis € By(R) es una funcion simple, su integral en £ (H) bajo la medida espectral

FE se define como

n
/s dE = ZaiEAw
i=1

n
en donde s = Y a;A; es cualquier combinacion lineal de funciones caracteristicas que define a s.
i=1

Por el teorema anterior, se tiene la garantia de que la integral de cualquier funcién simple esta

bien definida.

Teorema 143 Sean H un espacio de Hilbert y E una medida espectral. Si S es el conjunto de

funciones simples con dominio R y contradominio C, la aplicacion
@:SESH/SdEEg(H)

es un homomorfismo continuo que preserva unidades e involuciones.

Demostracién. Sean «, € C y s1, s3 € By(R) dos funciones simples con las representaciones

m

n
S1 = ZaiAi y S22 = Zﬁij.
i=1 j=1

Se tiene que

asy + sy = a1 Xa, + -+ + aoXa, + f1XB, + -+ BB,

por lo que el lado derecho de la ecuaciéon anterior brinda una combinacién lineal de funciones

caracteristicas que describe a asy + so. Por lo tanto,
/(asl +5s2)dE =aa1FEa + - -+ aa,Ea, + 1E, + -+ BmEB, = 04/81 dE + /82 dE.

Similarmente,
n

5182 = (Z Oéi‘XAi) <Z 5jXBj) = Z Z a;3;Xa, Xp; = Z Z a;fBjXa,nB;;
i=1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1
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por lo que

/8152 dE = Z ZaiﬁjEAmBj = Z ZaiﬁjEAiEBj

i=1 j=1 i=1 j=1
- (ZQEA> o (ZﬂjEBj) = /51 dE o /52 dE.
i=1 j=1

Por otra parte, nétese que por ser
n

n
Z Xa, —Z%XA —ZOKMYA”

se verifica que

/sdE:iaiEAi:iaiEj‘i:i(azEA (ZaZEA) — (/SdE>*.
i=1 i=1 =1

Sélo falta ver la continuidad de ¢. Para ello obsérvese que si s € S, entonces existe una colecciéon
de conjuntos borelianos {A4;}? ; disjuntos dos a dos y una coleccién de niimeros complejos {a;}7

para los cuales
n
s = E o A
i=1

Por consiguiente, si x es un vector unitario,

(o]

Ademds, por ser A;NA; =0 sii#j, (Ea,(x),Ea,(x)) =0, por lo cual se sigue que

n 2
Z o‘iEAi (gj)
=1

EA,

ZH%EA Colly
Zlazl 1 Ea, ()|

. E 2
mdx oyl E 1 Ea, ()|
< max |az|>

i=1,2,--
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2 n
Aunado a esto, como < méx |oz7;|) =|ls||% y U A4i =R, se cumple que i | Ea, = Eg
s =

- 2

349777

por lo cual

2
< [IslP[1B=(@)I1* < llsll?|=|* < [Is]?

n
Z aiEAi (.I)
=1

para cualquier vector unitario x € H. Por consiguiente,

H/dE

< [[sloo-
£ (H)

Al ser Bp(R) la completacién de S bajo la norma infinito, este teorema permite utilizar el
Teorema del Operador Acotado (teorema 12) sobre ¢ para definir la integral con respecto a E de

una funcién boreliana y acotada.

Definicién 144 Sea f € By(R). Se define la integral de f en £(H) bajo la medida E como

/ fdE = o (f),

en donde ¢ es la extension a By(R) comentada previamente.
Teorema 145 Sean H un espacio de Hilbert y E: B(R) — Z(H) una medida espectral. Se tiene
que la aplicacion
v: By(R) » Z(H)
es un x-homomorfismo que respeta unidades. Aunado a esto, p(f) es un operador normal para
todo f € By(R) y es autoadjunto si f sdlo toma valores reales.

Demostracién. Como ¢ es una extensién continua del *-homomorfismo visto en el teorema 143,
unos argumentos analogos a los dados en el punto 1 del teorema 127 permiten concluir que ¢ sigue

siendo un homomorfismo entre C*-4lgebras. Por ende, para cualquier f € B,(R) se sigue que

(N oe(f)=w(ff)=o(ff)=e(f)oe(f)
() op(f).

p(f)ow(f) =

%)
%)
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En particular, si f s6lo toma valores reales o(f)* = o(f) = ¢(f). =
Asi como las medidas espectrales estan relacionadas con las medidas convencionales mediante la
ecuacion 5.2, las integrales espectrales (aquellas que se hacen con respeto a las medidas espectrales)

estan relacionadas con las integrales convencionales tal y como lo muestra el siguiente resultado:

Lema 146 Sean H un espacio de Hilbert y E: B(R) — Z(H) una medida espectral. Para cuales-

quiera x,y € H y f € Bp(R) se cumple que

_ / £ dma,, (2.8)
R

en donde mg 4 es la medida dada por la expresion 2.7.
Demostracion.

1. Si A € B(R),

/R X ditgy = My y(A) = (2, Ea(y)) = (2 0(Xn) ().

2. Si f=>"", a;Xa, es una funcién simple, entonces

/fdmxyfzamzy Zazw Ea(y < ZazEA> z, o(f)y)-

3. Por tltimo, si f € By(R), existe una sucesiéon {f, }nen C S que converge uniformente a f y
para la cual

| frl < |fns1]l < |f| para cadan € N.

Como f es acotada, existe un M € RT tal que |f| < M, por lo que el teorema de la conver-

gencia dominada implica que

/fdmw,yz hm /fn dmg y,
R

pues |fiz,y|(R) < 400. Esto permite concluir que

[ dmey = Jim ) = @ T e = (o)
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Este lema indica que para cada € H y f € By(R) se satisfacen las siguientes dos igualdades:

/R\flzdmx = (z,0(If1)2) = ((fla, o(f)z) = [lo(f)(@)]]%, (2.9)
wo(P)ah = [ fdme = [ f2oieydims = (@6 Xu))e). (210)
R R
La tltima ecuacién conlleva a que ¢o(f) = ¢(fXym)). En consecuencia, se puede trabajar

solamente con las funciones borealianas y acotadas definidas sobre o(E). Mdas atn, si f € B(R) es
tal que fX, () € By (J(E)), entonces se puede definir ¢(f) := ¢(fXg), puesto que lo tnico que
importa de una funcién para que ésta pueda ser integrada con respecto a F es que sea medible y
acotada sobre o(F).

Con estas observaciones ya se puede dar la biyeccion entre el conjunto de operadores continuos
y autoadjuntos de un espacio de Hilbert H y las medidas espectrales de soporte compacto definidas

en éste. Para ello se utilizaran los siguientes 2 teoremas:

Teorema 147 Sean H un espacio de Hilbert y E: B(R) — Z(H) una medida espectral de soporte

T::/)\dE,\,

compacto. Si

entonces o(E) = o(T) y la asignacion

¢: By(o(T)) — ZL(H)

fn—)/de

coincide con el cdlculo funcional borealino ¢ de T'.

Demostracién. Primero hay que probar que o(E) = o(T). Si A € R\ o(FE), se puede afirmar la
existencia de un 6 > 0 para el cual B := Bs(\) C R\ o(E). De esto, 0 = Eg\,(g) © Ep = Ep por

lo que para cada x € H

IT(z) = Azlf* = (p(Idr — Nz, p(Idg — N)z)
= (2, ¢(|Idp — A[*)z)

= [l = A ).
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Como pi,(B) = (x, Egz) = 0 y u,(R) = ||z||2, la ecuacién anterior implica que

1T () — Az)|? = / I Am) 2 / §2dm, () = 82|z (2.11)

\B

por lo que el teorema 25 indica que T — Al es inyectiva y que su imagen es cerrada. Agregado a
esto, la expresion 2.11 también implica que T — Al es sobreyectiva, ya que si se toma a cualquier

x € Im(T — X))+ = ker(T* — X)) = ker(T — \), se llega a que
0=[|T(x) = A@)I]* = 6|,

por lo cual H = {0}+ = Im(T — AI)*+ = Im(T — ).

Reciprocamente, si A € o(E), para cualquier § € RT se cumple que B := Bj/3(\) no es un
conjunto de medida espectral nula, por lo que Im(Ep) contiene un vector unitario x € H. Al ser
v = Ep(v) para algin v € H, mu(R\ B) = (z, Ep\p(v)) = (z, Bp\gEp(v)) = (r,0) = 0. Por

consiguiente,

5| 82| z||?
dm(z) = % < 82|z| %

2

17@) =M@ = [ | = AP () = [ o= APdma () < [

Esto muestra que T'— A\I no puede ser acotado por abajo, por lo que se concluye que tampoco puede
ser invertible. De serlo, el Teorema del Mapeo Inverso (corolario 3) implicarfa que dicho operador
tendria que estar acotado por abajo, lo cual, como se acaba de verificar, es falso.

Ahora se mostrara que ¢ = ¢ verificando que ¢ también extiende al cdlculo funcional continuo
de T (teorema 127) cumpliendo la propiedad 2 enunciada en el teorema 132. Un paso previo es
probar que ¢ extiende el cdlculo funcional polinomial de T' (teorema 125). Para ello, definanse las
funciones f,: A € o(T) — A" € R.

Paran =1,

o(f1) = / NAEQ\) =T = br(fy).

Utilizando induccién matemadtica al suponer que existe un n € N para el cual o(f,) = ér(fn), se

sigue que

P(fnr1) = o(fnf) = @(fn) 0 o(f) = dr(fn) 0 o7(f) = ¢ (fnf) = 1 (fat1)
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por lo que ¢(f,) = ¢r(fn) para cada n € N. Por consiguiente, la linealidad de ¢ y ¢ implica que
ambas funciones coinciden en C,(p)[z].
Finalmente, si f € C(co(T)), por el teorema de Stone-Weierstrass (teorema 50) existe una

sucesién de polinomios {p, }nen que converge uniformemente a f. Esto conlleva a que

e(f) < @) = dr(pn) = ¢7(f)

por lo que ¢ extiende al Cédlculo Funcional Continuo de T'.
Para concluir, nétese que si {f,}nen C Bp (U(T)) es una sucesién uniformemente acotada que
converge puntualmente a otra funcién f, entonces ¢(f,) = ©(f) de manera puntual debido a que

para cada x € H

() — o(F)l? = (oo — ) = / o — f2dm, — 0

o(T)

como consecuencia de que ¢ sea un *-homomorfismo y que suppen||fnlloo € L?(0(T), piz). Asf, una

aplicacién directa del mismo teorema 132 permite concluir que ¢ = ¢p. B

Teorema 148 Sea H un espacio de Hilbert y T € £ (H) un operador autoadjunto. Erxiste una

unica medida espectral E : R — £ (H) de soporte compacto para la cual

T:/)\dEA.

Ademds, la aplicacion

f € By(o(T)) /f dE € 2(H)
coincide con el Cdlculo Funcional Borealino de T.

Demostracién. Considerando la medida espectral X de la definicion 2.6, se define el operador

S::/AdEA.

Hay que verificar que T' = S. Para ello, considere que por ser g := Id, (1) € By (J(T)), para cada

€ > 0 existe una funcién simple f para la cual || f —g|[cc < §. Por ende, si ¢ es el Calculo Funcional
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Boreliano de T'y ¢g es el Cédlculo Funcional Borealiano de S, por continuidad se sigue que

1T = o7 ()2 = ll6r(9) — o (N2 = llér(g — Hllew < llg— fllo < €/2.

o5 (f) = Sl = los(f) = ds(@)l 2wy = [l0s(f = DIz < Nf = gl < €/2.

Como f es una funcién simple, existen unos nimeros complejos ay,as,---,a, y {4}, C o(T)

para los cuales .
f=> aiXa,
i=1
Entonces, . . .
or(f) = ¢T<Zai(XAi)> = a;idr(Xa,) = _a;Ea;
i=1 i=1 i=1

pero por el teorema anterior,

os(f) = / fdE =Y a:Es,
=1

por lo aue [[¢7(f) — ¢ (f)ll () = 0. Por lo tanto,

T = Sl < IT — ol +lér(f) — os(f)llz@) + 10s(f) — Sl

<e€/24¢€/2=¢

implicindose asi que T' = § = f A dE). Esto permite aplicar el teorema anterior al operador T'

para verificar que

or(0) = [ £ = op(f) para cada ] € By (o(1).

Por otro lado, si E es una medida espectral para la cual

T= /)\ dE(N),

el teorema anterior y lo previamente comentado indican que para cualquier A € B(R)
Xr(A) = /XA dXr = ¢r(Xa) = /XA dE = E4.

Esto conlleva a que Ar = F. =
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La consecuencia inmediata de estos teoremas es la tercer version del Teorema Espectral para

Operadores Autoadjuntos Acotados:

Teorema 149 (Teorema Espectral: Forma de la Medida Espectral) Sea H un espacio de

Hilbert. Los conjuntos
N={TeZXH)|T=T"'YyM:={E:BR)— Z(H) | E es una medida espectral de soporte compacto}
estdn en biyeccion mediante el siguiente par de funciones que son inversas una de la otra:

P.:TeNw— Xpre M, Q:EeMe/AdEAeN.

Demostracion.

Sea T € Z(H) un operador autoadjunto arbitrario. Se tiene que

P(T) = Xr y QP(T) = [ Ador(y).

Por el teorema anterior,

T= / X dor(Xy)

por lo que ciertamente QP(T) = T, implicindose asi que QP = Idy. Por otra parte, si F una

medida espectral, se observa que

QE) = / NAE(\) y PQ(E) = Xo(p).

Una aplicacién directa del teorema pasado indica que

QE) = / N dbo ) (),

por lo cual dicho teorema permite concluir que E' = Xy = PQ(E), trayendo como consecuencia
que PQ =Idy;. m
Se puede obtener una biyeccién andloga para el conjunto de todas las medidas espectrales

B(R) — Z(H) al extender la definicién de operador autoadjunto, lo cual se hard en el siguiente
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capitulo. Esto 1iltimo sera la generalizacién de esta forma del Teorema Espectral para operadores
autoadjuntos no acotados.

Si se quiere generalizar en otra direccién, se pueden definir medidas espectrales complejas
B(C) — Z(H), asf como en la definicién 137, y obtener una biyeccién que relacione las medi-
das de soporte compacto complejas con el conjunto de operadores normales acotados actuando en
H. En [9] se realiza lo anterior con el teorema que se acaba de probar. Con esta versién generali-
zada para operadores normales, se obtiene un Calculo Funcional Boreliano para estos y con ello se
generaliza la forma de multiplicacion del Teorema Espectral para esta clase de operadores.

En el presente trabajo sélo hay interés por realizar la extensién a operadores autoadjuntos no
acotados; pero para ello es necesario contar con la forma de multiplicacién del Teorema Espectral
para Operadores Normales. La siguiente seccién esta dedicada a este tultimo objetivo y lo hard con

una metodologia diferente a la propuesta en el parrafo anterior.

2.4. Teorema Espectral Para Operadores Normales Acota-
dos

En la presente seccién se sigue el trabajo realizado en [4] y [15] para demostrar el Teorema
Espectral para Operadores Normales Acotados. Lo que se realizara es la construcciéon de un Célculo
Funcional Continuo para cualquier elemento normal de una C*-dlgebra unitaria. Al particularizar
éste a un operador normal acotado actuando en un espacio de Hilbert, la forma de multiplicacién
del Teorema Espectral se obtendrd de manera analoga a la seccién antepasada.

Para ello es necesario estudiar las algebras cocientes de una algebra de Banach conmutativa; lo

cual requiere un estudio preliminar acerca de los espacios cocientes de un espacio vectorial.

Definicién 150 Sean X un espacio vectorial y M un subespacio vectorial de éste. Para cada x € X
se define la clase lateral [x]p == x+ M = {x+m | m € M} y al conjunto de éstas como el espacio
cociente

X/M = {[z]a | © € X}.

Es fécil verificar que las operaciones

[z]ar + [yl =[x+l ¥y alz]y = [ax]y
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estdn bien definidas y hacen del espacio cociente un espacio vectorial sobre el mismo campo en el
que estd basado V(ver [14]). La relacién entre éste y los espacios X y M se revela en la siguiente

sucesion exacta:

{0} — M % X 5 X/M — {0}, (2.12)

en donde ¢ y 7 fungen como las proyecciones candnicas de sus respectivos dominios en sus contra-
dominios correspondientes.
Si X es un K-espacio normado, se puede enriquecer la estructura del espacio cociente si se

cocienta con un subespacio vectorial cerrado (i.e. con un subespacio vectorial W tal que W = W).

Teorema 151 Sean X un K-espacio normado y M un subespacio vectorial cerrado de éste. Se

tiene que el espacio cociente X/M es un K-espacio normado bajo la norma
||z + M||, == n}brelg/[ llz 4+ m||x = nirelwax —ml||x = dist(xz, M). (2.13)

Ademas, si X es de Banach, el cociente también lo es.

Demostracién. Notese que la propuesta de norma para cualquier clase x + M estd bien definida,
ya que simplemente se estd considerando el infimo de las normas de cada elemento que pertenece
a ella. Las igualdades expuestas para dicha propuesta prueban de manera rapida que || - ||; es una
norma en X /M.

Ahora supongase que X es de Banach. Para probar que el espacio normado (X/M, || -||1) es de
Banach se usara el teorema 9.

Sea {x, + M},en C X/M una sucesién absolutamente sumable. Para cada n € N se selecciona
un m,, € M para el cual

e = mallx <2 fof [fea —mi|x.

De esto, la sucesion {z, — my,}.ex C X es absolutamente sumable, por lo que el mismo teorema

—+oo

9 implica que es sumable en X. Por tanto, siy =) '~

(z, — my,), se verifica que para N — +00,

N

> lwalu = [Ylm

n=1

N N N
=t [[(Sa —v) | | v,
n=1 X n=1 n=1

— 0.
1 X

Esto prueba que {[z,]a }nen €s sumable, concluyéndose asi que X/M es un espacio de Banach. m
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Con las hipdtesis y la conclusion del teorema anterior, la expresion 2.12 se torna en una sucesién
exacta entre espacios de Banach para la cual ||x|| < 1.
La construccion del espacio normado cociente permite completar la prueba del teorema de Hanh

Banach Real mediante el siguiente resultado:

Teorema 152 Sean X un K-espacio normado y M y N subespacios vectoriales de éste. Si M es

cerrado y N es de dimension finita, M + N es un subespacio cerrado de X.

Demostracién. Considérese la proyeccién candnica 7 al espacio cociente X/M. Como N es de
dimensién finita, 7(N) también es de dimensién finita como subespacio vectorial del cociente. En
consecuencia, dicho subespacio es cerrado en X/M por lo que ﬂ"l(w(N )) es un cerrado en X.
Por ende, sélo falta demostrar que este 1ltimo coincide con M + N. Para ello, obsérvese que
z € n 1 (m(N)) siy sélo si z + M = n(x) € m(N), lo cual tnicamente sucede si existe un n €
N tal que x —n € M. Como esto ultimo es equivalente a que z € M + N, se concluye que M + N =
771 (7(N)) es cerrado en X. m

Para el caso de las K-algebras, los espacios cocientes adquieren estructura de K-algebra cuando

el subespacio por el que se cocienta resulta ser un ideal.

Definicién 153 Sea A una K-dlgebra. Se dice que un subespacio vectorial I C A es un ideal de A
si [A+AI C A. Sil+# A, elideal I es propio y si los unicos ideales de A son él mismo y el ideal

{04}, A es una dlgebra simple.

Dado un ideal I de A, el espacio cociente A/I hereda una estructura de K-dlgebra mediante la

operacion bien definida

[@]r * [ylr == [z *y]1,

de manera que la expresion 2.12 se vuelve una sucesién exacta entre K-dlgebras. Ademas, si A tiene
unidad 14, la dlgebra A/I tendrd unidad [14]; y si A es una dlgebra normada, la norma dada en
el teorema 151 hard de A/I una &lgebra normada si I es cerrado. Para corroborar esto, nétese que

si z,y € A, entonces

oy + Tllays = inf floy — 2lla < @b lay+ o2+ 2y + 2122l =it |[(@+20)(y + )]
zel z1,20€1 el

21,22

= fof ||z — f ||y — = A Allar.
inf llz = alla inf lly = zlla = llz + Allays lly + Allays
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Un argumento analogo al dado en el corolario 4, muestra que la cerradura de cualquier ideal es
un ideal. Ademsds, si A es una &lgebra de Banach e I es un ideal cerrado de ella, el teorema 151
implica que el dlgebra A/I también es de Banach. Aunado a ello, si A tiene una unidad de norma

1 e I es propio, el dlgebra cociente también tendra una unidad de norma 1, pues
1=1[1alla = mb{[1+2lla =[[1a +1llajr 2 1

como consecuencia del siguiente lema:

Lema 154 Sea A una dlgebra de Banach con una unidad de norma 1. Si I es un ideal propio de

A, T también lo es y para cada z € I se sigue que |[14 + z|| > 1.

Demostracion. Si existiese un elemento z € I para el ||14 + z|| < 1, el lema 34 implicaria que
z es invertible en A por lo que 14 = 2z~ ! € I, lo cual no puede ser. Eso también implica que
[[14+2|| > 1 para cada z € I por un argumento de continuidad. En consecuencia, este tiltimo ideal
también es propio. m

Si Ay B son dos K-dlgebras y w: A — B es un homomorfismo entre ellas, ker(w) es un ideal

de A y la funcién

A
" B 2.14
v ker(w) ~ (2.14)

x + ker(w) — w(x)

es el Unico monomorfismo para el cual w = w’ o 7. Si se agregan las hipétesis de que A y B
sean algebras normadas y de que w sea continua, ker(w) es un ideal cerrado y ||lw|| = ||w'||. Para

corroborar esto ultimo, obsérvese que ||w|| < ||w'|| ||7]| < ||w'|| ¥ que para cada z € Ay z € ker(w)
[lw' (z + ker(W))|| = llw(@)l] = [lw(@ + )| < ||| ||z + 2II,

de manera que ||[w'(z + ker(w))|| < ||w|| ||z + ker(w)|| conllevando que [|w'|| < ||w]|.
Para el caso particular de B = K| ker(w) hereda la caracteristica que se describe a continuacién

si w no es trivial y A es una dlgebra de Banach conmutativa con unidad.

Definicién 155 (Ideal Maximal) Sea A una K-dlgebra e I un ideal propio de A. Se dice que I
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es un ideal maximal de A si para cualquier ideal J C A que contiene a I se sigue que J € {I, A}.

Teorema 156 Sea A una K-dlgebra con unidad. Cada ideal propio de A estd contenido en un ideal

mazximal de éste ultimo. Ademds, si A es una dlgebra de Banach, todo ideal maximal es cerrado.

Demostracion. La primera aseveracion es analoga a la versién enunciada para anillos con unidad,
por lo que las pruebas son idénticas (ver [4]). Para la segunda afirmacién, obsevese que todo ideal T
esta contenido en el ideal I. Por consiguiente, si I es maximal, I = I 6 I = A, pero al ser I propio,
el lema 154 indica que I también lo es, por lo que la dltima opcién no es posible. m

Cuando A es una C-algebra conmutativa de Banach con unidad normalizada, todos sus ideales
maximales son el kernel de algiin homomorfismo de dlgebras complejas w: A — C no trivial. De
aqui en adelante sp(A), el espectro de Gelfand de A, serd conocido como el conjunto formado por
estos ultimos. A continuacién se mostrara la relacién biunivoca entre éste y el conjunto de ideales
maximales de A, asi como otra propiedad que serd muy util para el teorema 163. Pero antes de
ello, observese que para cada w € sp(4) y x € A, w(x) = w(x * 14) = w(x)w(la); dando cabida a
que w preserve unidades por ser no nulo. A su vez, esto conlleva que w sea sobreyectivo debido a

que para todo A € C, w(Aly) = dw(la) = A

Teorema 157 Sea A una C-dlgebra conmutativa de Banach con unidad normalizada. Se tiene que
sp(A) es un subconjunto de la bola unitaria cerrada de A*, y que estd en biyeccidn con el conjunto

de los ideales mazimales de A.

Demostracion. Sea w € sp(A). Considerando la factorizacién canénica w = w’ o 7, la observacién
previa al teorema, permite usar el primer teorema de isomorfismos de anillos adaptado a algebras
complejas para implicar que A/ker(w) = C mediante la aplicacién w’. Esto hace de ker(w) un
ideal maximal de A y de cada clase lateral « + ker(w) un multiplo escalar de 14 + ker(w). Al ser

w(la) =1, para cada X\ complejo se verifica que w’()\lA + ker(w)) = )\, por lo cual

[lw|| = ||| = sup \w'(/\lA + ker(w))\ = sup [\ =1.
[[ALall=1 A=1

Por otra parte, si M es cualquier ideal maximal de A, el teorema 156 indica que es un ideal
cerrado por lo que A/M es una dlgebra de Banach con unidad y divisién. En consecuencia, el

corolario 5 implica que A/M = C mediante una aplicacién ¢ que se puede usar para definir la

141



funcién w: z € A — p(x + M) € C. Es ficil verificar que w es un homomorfismo de algebras no
trivial que tiene como kernel al ideal M.
Finalmente, supéngase que w1,ws € sp(A4) son dos homomorfismos con el mismo kernel. Como

para cada x € A se sigue que
wi(x —wi(x)la) =wi(x) — wi(x)wi(1a) = 0;
de la suposicién hecha se concluye que

wa(x) = we(x —wi(x)la) +wo(wi(z)la) = wi(z)wa(la) = wi(x).

En virtud de este teorema, sp(A) hereda una topologia como subespacio de A* bajo la topologia
dada por la norma de la definicién 2. Lamentablemente, en dicha topologia la bola unitaria cerrada
de A* s6lo es compacta cuando éste es de dimensién finita como espacio vectorial (ver [14]). Por
consiguiente, se definird una topologia m&s gruesa para A* en la cual la bola unitaria cerrada

siempre sea compacta si se asume el axioma de eleccién.

Definicién 158 Sea X un espacio de Banach complejo. Se define la topologia *-debil de X* como

la topologia mds gruesa para la cual todos los funcionales T € X** (definicion 17) son continuos.

Es facil percatarse que la topologia anterior tiene como subbase al conjunto

{EI(A)

x € X y AC C es abierto } (2.15)

Esto trae como consecuencia una caracterizacién de convergencia en dicha topologia; que, entre
otras virtudes, indica que X* un espacio de Hausdorff con respecto a esta tltima tal y como se

verifica a continuacion.

Teorema 159 Sea X un C-espacio de Banach. Se tiene que X* es un espacio de Hausdorff bajo
la topologia *-débil y que una red {fo}tacr C X* converge a un f € X* en esta misma si y solo si

para cada x € X se cumple que T(fo) — Z(f).

Demostracién. Sea z € X un elemento arbitrario. Por la forma en la que estd construida la

topologfa *-débil de X*, la funcién T es continua, lo cual implica que Z(f,) = Z(f) si fo — f. De
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esto, se sigue que X* bajo esta topologia es un espacio tipo Ts, ya que si {f,}aecs converge a f y
a f’ en la misma, entonces f'(z) «+ fo(z) — f(z), lo cual indica que f = f’ debido a que z € X es
arbitrario y C es un espacio de Hausdorff.

Por otro lado, si para cada € X se cumple que Z(f,) — Z(f), se tiene que para toda vecindad
abierta A C C de f(z) existe un 3,(A) € I tal que fo(z) € A si @ > B,(A). Decir esto es lo mismo
que afirmar que si f € 7-1(A), entonces f, € 271(A) para cada o > ,(A), lo cual indica que
fo — f en X* en la topologia *-débil por la observacién previa al teorema. m

Con este resultado ya se puede enunciar la propiedad més importante de la topologia *-débil.

Teorema 160 (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un C-espacio de Banach. Se tiene que la

bola unitaria cerrada de X* es compacta en la topologia *-débil de ésta.

Demostracién. Apelando al teorema de Tychonoff para productos arbitrarios (ver [14] para més

informacién), el espacio producto

4= [[recin <l

zeX

es compacto (recuérdese que el espacio producto tiene la topologia mds gruesa para la cual las
proyecciones a cada factor son continuas). Si B es la bola unitaria cerrada de X*, la funcién
t: B — A dada por ¢(f) := (f(x))zex es biyectiva y el teorema anterior garantiza que tanto ella
como su inversa con continuas. W

Si A es una C-élgebra de Banach conmutativa con unidad normalizada y se considera a A* con
la topologia *-débil, es sencillo corroborar que el teorema 159 implica que la topologia heredada a
sp(A) es tal que la convergencia de los elementos en éste es equivalente a la convergencia puntual de
las mismos. El teorema de Banach-Alaoglu y el teorema 157 implican que bajo la topologia *-débil
el espectro de Gelfand, sp(A), es un espacio de Hausdorff compacto. Para ver eso considérese una

red {fo}tacr C sp(A) convergente a un f € A*. Si x,y € A, se tiene que

f(zy) < falzy) = fa(x)faly) — f(2)f(y),

f(1a) < fa(la) =1,

lo cual indica que f € sp(A) y que, por tanto, éste es un subespacio cerrado de un espacio de

Hausdorff compacto.
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Con estos preliminares ya se puede hablar de la funcién que permite obtener la versién del
Teorema Espectral para Operadores Normales Acotados: la funcidn de Gelfand, la cual se define
como frx € AT € C’((sp(A)). f es un homomorfismo entre algebras normadas con unidad ya

que para cualesquiera z,y € Ay w € sp(A)

T(w)y(w) = w(z)w(y) = w(zy) = 1y(w), (2.16)

Thw) =w(la) = 1, (2.17)

[Zllc(spay = sup |2(w)] = sup |w(@)| < [[z]|a. (2.18)
wEsp(A) weEsp(A)

Estas propiedades ponen en evidencia la utilidad del espectro de Gelfand y de la funcién de

Gelfand en el cédlculo de los espectros convencionales:

Teorema 161 Sea A una C-dlgebra de Banach conmutativa con unidad de norma 1. Para cada

x € A se tiene que

o(x) = {w(z) [w € sp(A)}.

Demostracién. No es dificil verificar que para cadaxz € Ay A € C, o(z —Al4) = o(z) — A, por lo
que el teorema quedara demostrado al verificar que cualquier € A es invertible si y sélo si Z no
tiene ceros en sp(A).

Siz € GL(A), de manera que existe un y € A para el cual zy = 14, las ecuaciones 2.16 y
2.17 indican que T nunca se anula. Reciprocamente, si © ¢ GL(A), el ideal zA = {za | a € A} es
propio por lo que existe un ideal maximal que lo contiene. Al ser éste el kernel de un w € sp(A),
Z(w) = w(z) =0 debido a que z € zA. m

Esta caracterizacién del espectro de un elemento en términos del espectro de Gelfand indica

cuando la funcién de Gelfand es una isometria.

Lema 162 Sea A una C-dlgebra de Banach conmutativa con unidad de norma 1. La funcion de
Gelfand
frxe Az eC(sp(A))

es una isometria si y sélo si para todo v € A se cumple que ||z?|| = ||z||?.

Demostracién. Sea x € A. Como C(sp(A)) es una algebra conmutativa, el teorema 52 implica

que ||Z%||s = ||Z]|%. En consecuencia, si f es una isometria, se sigue que ||22|| = ||z||?.
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Reciprocamente, si esta tltima igualdad se cumple para cada x € A, el teorema anterior y el

teorema 44 verifican que

lz[a = lim [jz]|5" = lm [[2%"]|7" = r(z)
n—+00 n%«‘roo

= sup |w(@)|= sup [F(w)= 7]
wesp(A) wesp(A)

En lo que sigue, se definird la funcién exponencial sobre cualquier dlgebra de Banach unitaria A
con el objetivo de mostrar que la funcién de Gelfand es un *-isomorfismo si A es una C*-dlgebra.
Paracadax € AyneN

llz”[]a _ |l=]I%
o< (2.19)

por lo que al ser {||z||"/n!}neny C R sumable, la sucesién {z"/n!},eny C A es absolutamente sumable

y, por lo mismo, sumable. Entonces se puede definir a la exponencial de x como

—+oo
" "
e” = E —.
n!

n=0

La desigualdad anterior indica que necesariamente ||e*||4 < ell*ll4] y la convergencia absoluta de
la exponencial implica que para cualesquiera z,y € A la serie asociada a la sucesién {c, tneny C A

dada por
n xk, yn—k
L=y =7 2.20
¢ k! (n — k)! (2:20)
k=0

converge a e*e¥. Por tanto, si A es una dlgebra conmutativa, el binomio de Newton verifica que

+oo n +oo
n— (z+y)" _ .
ey—ZCn z%,;)k' - anz<>k k Z_%xn!y =

Ya se tiene todo lo necesario para verificar el siguiente teorema de caracterizacién para C*-

algebras conmutativas con unidad.

Teorema 163 (Teorema de Gelfand-Naimark Conmutativo Unitario)
Si A es una C*-dlgebra conmutativa con unidad, la funcion de Gelfand funge como un x-

isomorfismo isométrico entre A y C’(sp(A)).
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Demostraciéon. Hay que demostrar que la funcién de Gelfand f: z € A — T € C(sp(A)) preserva
normas e involuciones. Lo primero es cierto ya que al ser A una dlgebra conmutativa, el teorema
52 implica que ||z2|| = ||z||* para todo z € A. Esto indica que f es una isometrfa que hace
corresponder a la dlgebra de Banach A con la dlgebra normada {Z | € A}. Por tanto, esta tltima
es una subalgebra de Banach de C(sp(A)).

Por otro lado, para probar la preservacion de las involuciones, es suficiente verificar que para
todo w € sp(A) y y € A autoadjunto w(y) es real. En tal escenario, la descomposicién z = x1 + iz

descrita en la expresion 1.5 de cada elemento z € A conlleva a que

f@)w=w(z) =w(® +ir3) = w(z1) + iw(r2) = w(x1) — iw(x2)

=w(x; —iz2) = w(z™) = f(z")w,

de manera que f(z) = f(x*).

Para mostrar tal aserto, considerese para cualesquiera y € A autoadjunto y ¢t € R el elemento

400 ;.
up = ety = Z (it) y".

|
= n!
Noétese que
“+o0 —+o0
)" )" .
o) =3 Py = 3 Dy = oot
n! n!
n=0 n=0
y que
—+00 7 “+o00 .
* (Zt)n * (_Zt)n —1
n=0 ’ n=0 ’

por lo que uguj = e~ = %4 = 1,. Por tanto, al ser Re (ztf(y)) = —tIm (f(y)), se llega a que

e M) = Re(itw®)) — | W)| = |u(uy)| < [|uel|a = 1.

Como t € R fue arbitrario, Im (w(y)) debe ser 0, probando asi que w(y) es real. Esto implica que
{Z | € A} es una subalgebra de C(sp(A4)) que es cerrada bajo conjugados, contiene a las funciones

constantes y separa puntos. Por consiguiente, el teorema de Stone-Weierstrass (teorema 50) implica
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que dicha subdlgebra es densa en C (sp(A)) bajo la norma infinito. Como también es cerrada,
coincide con C (sp(A)). En consecuencia, f es sobreyectiva y, por lo mismo, es un x-isomorfismo
isométrico entre C*-dlgebras unitarias. m

Una consecuencia importante de este teorema es la generalizacién del punto 1 del teorema 79 a

cualquier C*-dlgebra unitaria. Para mostrar esto, es necesaria la siguiente definicién:

Definicién 164 Sea A una C*-dlgebra con unidad. La C*-dlgebra unitaria generada por x € A,

A(z), es la interseccion de todas las C*-subdlgebras de A que contienen a x y a 14.

Es facil verificar que

A(l’) = gen{lA»xnx*m}n,meNU{O}a (221)

de modo que z es normal si y sélo si A(x) es una édlgebra conmutativa. En este caso los elementos

de la forma
N

p(z) = Z Cmnx™ ()" (2.22)

n,m=0

forman un subespacio denso de A(z) puesto que el conjunto que forman coincide con gen{14, z™z*™}.
Corolario 9 Sean A una C*-dlgebra con unidad y x € A. Six es autoadjunto, entonces o4(x) C R.

Demostracion. Sea B = A(x). Claramente o4(x) C op(z) y por la autoadjuntez de x, B resulta
ser una algebra conmutativa. En consecuencia, por la demostracion del teorema anterior se asegura

que w(x) C R para cada w € sp(B), y por el teorema 161 se llega a que

oa(z) Cop(z) ={w(z) | we sp(B)} CR.

Una consecuencia de este resultado es que el cdlculo de espectros en una C*-4lgebra se puede

realizar en C*-subdlgebras de ésta. Un antecedente de esto lo da el siguiente resultado técnico.
Teorema 165 Sea B una subdlgebra de Banach de una C-dlgebra de Banach A con unidad de

norma 1. Si 14 € B, para cada x € B se tiene que

Oop(x) C oa(x).
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Demostracién. Sean A € dog(z) y p =  — Al 4. Se tiene la existencia de una sucesién {A, }nen C
vp(x) C pa(x) para la cual {A\,} — A Si A & oa(x), se implica que p € GL(A) por lo que
la demostracién del teorema 38 garantiza que (z — A\,14)"! € B C A converge a p~! € A. En

consecuencia, p~! € B = B, lo cual contradice la suposicién realizada. m

Corolario 10 Sean A una C*-dlgebra con unidad y B una C*-subdlgebra de A que contiene a 14.

Si x € B, entonces op(x) = oa(x).

Demostraciéon. Como o4(x) C op(x) sélo hay que verificar que p4(x) C ¢p(z). Para ello es
suficiente demostrar que si x € GL(A) N B, entonces z=! € B. Si se fija un € GL(A) N B,
r* € GL(A) N B ya que (z*)~! = (x71)* y B preserva involuciones. En consecuencia, z*z es un
elemento autoadjunto de B que es invertible en A. Por el corolario precedente, op(z*x) C R, lo
cual indica que

dop(x*z) = op(z*x) \ op(z*z)® = op(z”x),

ya que de existir un zy € (JB(sc*x))o, op(z*z) \ R # 0. Esto permite usar el teorema 165 para
verificar que op(z*x) = dop(r*z) C oa(x*z). Como 0 no estd en este dltimo, 0 ¢ op(z*x) por lo
que (x*z)~! € B al igual que 7! ya que al ser (z*2) la*r =14, 27! = (2*z) " '2* € B. =

Con estos resultados se puede mostrar un reciproco del corolario 9.

Teorema 166 Sean A un C*-dlgebra con unidad y x € A un elemento normal. Se tiene que x es

autoadjunto si y sélo si o(z) C R.

Demostracién. Una implicacién es el mismo colorario 9, por lo que sélo quedar probar que si
o(xz) C R, entonces x es autoadjunto.
Si B = A(x), la normalidad de x implica la conmutativad de esta dlgebra. Por tanto, el teorema

161 y el corolario 10 conllevan a que

oa(@) = op(z) ={w(@) | w e sp(B)} = {T(w) | w € sp(B)} = Z(sp(B)).

Las igualdades anteriores evidencian que Z sélo toma valores reales. Por tanto, - es un elemento
autoadjunto en C(sp(B)); y por el x-isomorfismo entre éste y B dado en el teorema 163, = es

autoadjunto en B. Por consiguiente, x es autoadjunto en A. m
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Ya se tiene todo lo necesario para definir un Célculo Funcional Continuo para elementos normales

de una C*-dlgebra unitaria con ayuda del teorema 163.

Teorema 167 (Cdlculo Funcional Continuo para elementos normales de una C*-dlge-
bra unitaria)
Sean A una C*-dlgebra unitaria y x € A un elemento normal. Existe una tnica aplicacion

¢o: C(o(z)) = A que cumple las siguientes 3 propiedades para cada f € C(o(z)) :
1. ¢, es un x-homomorfismo que preserva unidades.
2. ||éa(Nlla = [1f]loo-
3. ¢p(idy(z)) = .
Ademds, esta unica aplicacion cumple con que
4. 0(¢a(f)) ={f(\) : X € o(2)}.

5. ¢:(f) es un elemento normal y es autoadjunto si y sdlo f toma Unicamente valores reales.

Demostracion. Primero se demostrard la existencia de un tnico homomorfismo que cumple los
primeros tres puntos del teorema.

Dendtese como A a la C*-dlgebra unitaria generada por z. Hay que demostrar que la funcién

Z:wesp(A) »w(x)eC

es un homeomorfismo entre sp(A) y o(x). Por la topologia del primero, T es continua y por el
teorema 161, Z(sp(A)) = o.4(x). El teorema 163 implica que T es inyectiva, ya que si wy,ws € sp(A)

son dos elementos para los cuales wy(x) = ws(x),

de manera que w; y wy coinciden en la dlgebra conformada por los elementos de la forma vista en
2.22; la cual constituye una algebra densa de A. La compacidad de sp(.A) permite concluir que =

es un homeomorfismo entre sp(A) y o.4(z) que, por el corolario 10, coincide con o(z).
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El homeomorfismo anterior induce el siguiente *-isomorfismo de C*-dlgebras unitarias
T*:heC(o(z)) = hox € C(sp(A)).

Es fécil corroborar la ultima afirmacién, y que Z* preserva normas por el hecho de que para

cada h € C(o(z))

17l = sup [A(N)]= sup |A(w(z))|= sup |h(Z(w))|= [k
reo(w) wesp(A) wesp(A)

En consecuencia, si g es la inversa de la funcién de Gelfand vista en el teorema 163, se puede definir

el Calculo Funcional Continuo de x como

¢ =goT".

Esta funcién resulta en un #-isomorfismo isométrico entre las C*-dlgebras unitarias C(o(z)) y A,
la cual estd contenida en A, que cumple con la condicién 1 y 2 del teorema. La condicién 3 también

la cumple puesto que para cada w € sp(A)

T (idy () )w = idy(s) © T(W) = idy(y) (T(w)) = T(w),
de manera que T*(idy(;)) = ¥, por lo cual ¢, (idy(s)) = g(7) = .
Si se adopta la notacién ¢, (f) = f(z) tal y como se hizo para el Cdlculo Funcional definido
para operadores autoadjuntos, se tiene que para cada polinomio p de la forma dada en la expresién

2.22,

N
p(z) = Z Crnx™ ().

n,m=0

Sip: C (a(w)) — A fuese otro *-homomorfismo, para el cual también se cumpliesen los puntos
anteriores, ¢ y ¢, serian iguales en todo C (0’(.13)), puesto que los polinomios de la forma vista en

2.22 son densos en éste por el teorema de Stone-Weierstrass.
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Sélo queda probar los puntos 4 y 5 del teorema. Si f € C’(a(x)), el corolario 10 implica que

o (¢:(f)) = 0a(02(f) = 0c(oat@)(f) = {f(N) [ X € aal@)} = {f(N) [ A € o(2)}.

Por otra parte, f € C(a(x)) siempre es un elemento normal y sélo es autoadjunto si toma tunica-
mente valores reales. Al ser ¢, un x-isomorfismo, lo mismo se cumple para ¢, (f). m
Si H es un espacio de Hilbert, la particularizacién de este teorema a la C*-dlgebra £ (H) otorga

el tan ansiado Calculo Funcional Continuo para Operadores Normales:

Teorema 168 (Cadlculo Funcional Continuo para Operadores Normales Acotados)
Sean H un espacio de Hilbert y T € Z(H) un operador normal. El Cdlculo Funcional Continuo

de T cumple las siguientes dos propiedades para cada f € O(O’(T)).‘
1. Siz e H yT(x) = Az, entonces ¢r(f)x = f(N)z.
2. f >0 siy sdlo si (x,dr(f)x) >0 para todo x € H.

Demostracién. Anéloga a lo hecho en el teorema 127. m

De este Calculo Funcional Continuo se puede derivar la forma de multiplicacién del Teorema
Espectral para Operadores Normales Acotados, de una forma equivalente a la vista para operadores
autoadjuntos: dados un espacio de Hilbert H y un operador normal T' € Z(H), para cualesquiera

z,y € H se define la funcién

way: f € C(o(T)) = (z,07(f)y) € C.

*

Por las propiedades del teorema anterior y la desigualdad de Cauchy Schwartz, w, , € C (J(T))
por lo que el Teorema de Riesz-Markov (teorema 123) implica la existencia de una tinica medida

compleja fiy . € m(U(T), B(J(T)),(C) para la cual

@ﬂﬂ@z%dﬂ:/

fdpzy, para cada f € C(o(T)).
o(T)

Dichas medidas seran conocidas como medidas espectrales y se denotan como pu, cuando x = y.
Con éstas se puede formular un lema cuya demostracién es igual a la del lema 134 (ver [4] para

més detalles).
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Lema 169 Sean H un espacio de Hilbert, T € £ (H) un operador normal y A la C*-dlgebra
unitaria generada por T. Si existe un © € H tal que H = {S(x) | S € A}, se tiene la existencia de

un operador unitario U: H — L? ((T(T),B(O’(T)),,ur, (C) para el cual

UTU ' f = Id,(r)f. para todo f € L*(o(T), j1, C).

La extensién de esto a cualquier espacio de Hilbert se basa en el siguiente lema cuya prueba,

similar a la del lema 135 salvo unos pequenos cambios, puede ser consultada en [4].

Lema 170 Sea T un operador acotado mormal definido en un espacio de Hilbert H. Si A es su

C*-dlgebra unitaria generada, existe una descomposicion de H :

H:@Ha

acl

tal que para todo o € 1
1. S(Hy) C Hy,.
2. existe un x,, € H, tal que H, = {S(z,) | S € A}.

Combinando estos dos resultados se puede demostrar el tan ansiado Teorema Espectral para

Operadores Acotados Normales en su Forma de Multiplicacién.

Teorema 171 (Teorema Espectral para Operadores Normales en su Forma de Multi-
plicacion.)

Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H) un operador normal. Se tiene la existencia de un
espacio de medida positiva semifinita (M, pn); una funcién f € L°(M, u,C) y un operador unitario
U: H— L*(M,u,C) para los cuales

UTU ! = Ty.

Si H es separable, el espacio de medida (M, 1) es o-finito, pero puede hacerse de medida finita

redefiniendo convenientemente a (.

Demostracion. Igual que la del teorema 136. m
A partir de esta forma del Teorema Espectral se pueden derivar las otras dos sin problemas.

La ventaja de repetir ese mensaje en este punto es que ya se cuenta con un Célculo Funcional
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Continuo para Operadores Normales. Con él se puede definir un Célculo Funcional Boreliano para
Operadores Normales, asi como se hizo en la primera seccién del presente capitulo; o bien, éste se
puede definir en términos de la funcién f del teorema anterior. Con el Céalculo Funcional Boreliano
se construyen medidas espectrales de soporte compacto con valores en B(C) que, en compaiifa del
conjunto de operadores normales en .Z(H), son protagonistas de la forma del Teorema Espectral
que habla de medidas espectrales. Con este enfoque no dependiente del teorema 149, el desarrollo
de los preliminares de esta ultima forma son andlogos a los de la seccién pasada, asi como la
demostracion de la misma.

Con respecto al Céalculo Funcional Boreliano, se podria pensar que es més facil derivarlo de la
Forma de Multiplicacién del Teorema Espectral que del teorema de Riesz-Markov Complejo; y no
se estaria equivocado. En el siguiente capitulo se tomard ese camino. La razén por la que no se
realiz6 asi antes fue la de presentar que ambas formas del Teorema Espectral son equivalentes y
que pueden mostrarse sin recurrir a la otra.

Con la funcién de Gelfand no sélo se ha logrado demostrar el Teorema Espectral para operadores
normales sin utilizar los teoremas 132, 136 o 149, sino que se ha desarrollado una herramienta que
da lugar a otros resultados muy importantes dentro de la Matemaética. Por ejemplo, el Teorema
de Gelfand-Naimark o el hecho de que cualquier espacio topolégico de Hausdorff compacto X sea
homeomorfo a sp(C(X)). El lector interesado en estos temas deberfa de consultar [4] y [5]. Este

ultimo es especial ya que aplica la teoria de esta subseccién a la Fisica y a la Teoria de Cohomologia.
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Capitulo 3

Teorema Espectral Para
Operadores Autoadjuntos No

Acotados

En este capitulo se generalizan los teoremas 132, 136 y 149 para operadores autoadjuntos no
necesariamente acotados que actiian en espacios de Hilbert. En primera instancia, este objetivo
no estarfa bien formulado puesto que el Teorema de Hellinger-Toeplitz (teorema 80) indica que
un operador T: H — H para el cual (x,T(y)) = (T'(z),y) para cada z,y € H, es necesariamente
acotado. Por consiguiente, para que un operador no acotado pueda cumplir la condicién anterior,
debe ser restringido a un subespacio vectorial D de H no cerrado. En la seccién 3.1, se discutira
porque dicho subespacio debe ser denso si se quiere que el operador sea autoadjunto en el sentido
generalizado que se dard en la misma seccion; la cual estd encargada de dar los resultados y las
definiciones necesarias para demostrar las tres formas del Teorema Espectral para Operadores

Autoadjuntos en la seccién 3.2.

3.1. Preliminares

La presente seccion generaliza varias de las definiciones y construcciones del capitulo 1 para

operadores no acotados. Las ideas que se desarrollan en la misma pueden encontrarse en [14], salvo
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la construccién del operador autoadjunto generalizado. En [14], dicho operador se construye de una
manera mas directa que a mi parecer, le provee de muy poca estructura. En el presente trabajo ese
operador se construye a partir de otro que es conocido como Adjunto Banach (ver [14]).

Desde un punto de vista préctico, vale la pena generalizar la teoria en torno al Teorema Espectral
para transformaciones lineales no acotadas, puesto que muchos de los operadores que se trabajan
en Matemadticas y Fisica no son continuos (ver [14] y [7]). Ejemplos de estos son los operadores
relacionados con derivadas o ciertos operadores de multiplicacién definidos en espacios L2.

En el presente capitulo, dados dos espacios de Banach X y Y, un operador definido en X con
contradominio Y serd una transformacion lineal T: D(T) C X — Y, con D(T) siendo un subespacio

vectorial de X y I'(T') la grafica de T'. Se dice que este ultimo estd densamente definido si D(T) = X
y que es de grafica cerrada si I'(T') = T'(T'). Esto ltimo es equivalente a pedir que si {z,,} C D(T),
entonces

xn = ¢y T(x,) = y implica que z € D(T) y T(x) = y. (3.1)

Esto no indica que T sea continua ni que D(T') sea cerrado, ya que para ello se necesitarfa que
la condicién “x,, — z” fuese suficiente para que x € D(T') 6 T(x,) — T(x). Lo que se garantiza
cuando T es de gréfica cerrada, es que si se sabe que {z,} C D(T) converge aun z € X y {T(z,)}
converge a un y € Y, se puede asegurar que x € D(T) y que T'(z) = y.

Para ilustrar lo anterior considérese el operador derivada D: C*([0,1]) c C([0,1]) — C([0,1]).

La sucesién de funciones {f,,} € C*([0,1]) dadas por

sen(n’mx
ful) = 2T
n
converge a 0 en C'[0,1], debido a que ||fn|lc = 2 — 0. Sin embargo, D(f,)z = nmcos(n’nx)
por lo que ||D(f,)|| = nw. Esto conlleva a que D sea un operador no acotado. Aun asi, I'(D)

es un conjunto cerrado, ya que si {f,} C C'([0,1]) converge de manera puntual a una funcién

f€C([0,1]) y f}, converge uniformemente a una funcién continua g, entonces para cada z € [0,1]

/E(t)dt: lim /ycf;(t)dt: ltm (ful2) — £a(0)) = f(z) — £(0),
0 0

n—-+oo n—-+o0o

de manera que D(f) = f' = g. Esto permite ver que D es un operador no acotado de gréifica cerrada

que, por el teorema de Stone-Weierstrass, esta densamente definido.
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Si T y S son operadores definidos en un espacio de Banach X y A € C, se definen los operadores

AMT:D(T)CX »Y yT+S:DT)ND(S)C X —>Y

bajo las asignaciones obvias; y se dice que

Si se da la igualdad en los dominios, se tiene que T'= S.
La primera definicién que se generalizard es la de Adjunto Banach (la cual se estudia en [14])

para operadores densamente definidos.
Teorema 172 Sean X y Y dos espacios de Banach. Si T: D(T) C X — Y es un operador
densamente definido, el conjunto

0(T) :={(,m) e Y*x X*|loT =m}.

es un cerrado que corresponde a la grdfica de un operador definido en Y* con contradominio X*.
Demostracién. Es ficil corroborar que I'(T")’ es un subespacio vectorial de Y* x X*. Sile Y* y
mi,mo € X* son tales que (I,m1) y (I,mq) € T(T),

mi(z) = 1(T(z)) = ma(z), para todo z € D(T).

Como este dltimo es denso en X, para cada p € X existe una sucesién {z,} C D(T') convergente a
p por lo que,

mi(p) < mi(x) = ma(x) — ma(p).

Esto implica que m1 = my, por lo que el teorema 23 implica que I'(T')’ es la gréfica de un operador
definido en Y*, que resulta ser de gréfica cerrada por un argumento analogo al previamente expuesto.

Definicién 173 El operador encontrado en el teorema pasado serd denominado operador adjunto

Banach de T y se denotard como T".
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Apelando al mismo teorema, se observa que
D(T') ={l e Y"| existe m € X* para el cual [(T(z)) = m(z) si z € D(T)},

en donde dicho m es tinico e igual a T"(1).
Si X y Y son espacios de Hilbert, el Lema de Riesz (lema 72) da una identificacién natural
de estos espacios con sus duales mediante las aplicaciones Cx: z — (x,)x v Cy:y — (y,)y,

respectivamente. En tal caso, se puede reescribir la igualdad anterior como
D(T/) ={l e Y"| existe u € X para el cual [(T(z)) = (u,z)x si z € D(T)}. (3.2)
Si se define el conjunto

E:={veY|(v, )y € D(T")}

={veY | existe u € X para el cual (v,T(z))y = (u,z)x si x € D(T)},

se observa que estd en biyeccién con D(T ! ) via la aplicacién Cy|g, por lo que coincide con el
dominio del operador

T :=Cx'oT o Oy|g, (3.3)

el cual seré conocido como el operador adjunto de T'. Por lo comentando anteriormente, este ope-

rador es el tinico para el que se cumple que
(v, T(x))y = (T*(v),z)x paracadax € D(T) y v e E = D(T™).

Como los tres operadores compuestos en la definicién de 7™ son de grafica cerrada, este ultimo
también lo es. En lo sucesivo se enlistan algunas propiedades de los operadores adjuntos que resultan

analogas a las mencionadas en el capitulo pasado:

Teorema 174 Sean A € C, X yY espacios de Hilbert, yT y .S dos operadores densamente definidos

en X con contradominio en Y. Se tiene que

1. ker(T*) = (Im(T))".

157



2. SiD(T*) =Y, entonces T C T**.
3. T es acotado si y sélo si T* también lo es y en tal caso ||T|| = ||T*|| y ||T*T|| = ||T||*.
4. (\T)* = \T*

5. Si T+ S estd densamente definido, entonces S* +T* C (S +T)*, y si T es acotado, esta

ultima contencion se vuelve igualdad.

6. Si T es inyectivo y Im(T) =Y, entonces T* también es inyectivo y (T*)~1 = (T~1)*.

Demostracién. Los primeros cuatro puntos son faciles de verificar por lo que sélo se mostraran

los ultimos.

1. Siy € D(T*) N D(S*), para cada z € D(T + S)

(v, (T + S)z)y = (y, T(x))y + (y,5(2))y
= (T"(y), z)x + (5%(y), 2) x

=((T" + 5%y, x) x;

de manera que T* + S* C (T + S)*. Si T es continuo, se puede suponer que D(T) = X por
el Teorema del Operador Acotado (teorema 12). En consecuencia, D(S) C D(T) y D(S*) C

D(T*) =Y, por lo que para todo y € D((T + S)*) y « € D(T + S)

(v, S(@))y = (y,5(x) + T(x) = T(x))y
={(T+5)y,z)x = (T"(y), 2)x

=((T"+ 5%y -T*(y), x)x-

Esto muestra que D ((T+S5)*) € D(T*)ND(S*), mostrando asf la igualdad T*+S* = (T+5)*.

2. Como Im(T) = X, ker(T*) = (Im(T))L = {0} y T7': Im(T) — D(T) tiene un operador
adjunto (T~1)* que coincide con (T*)~L.
Para verificar que (T1)* = (T*)~!, nétese que z € D((T~')*) si y sélo si existe u, €Y tal
que

(@, T7'y) = (ug,y) = (uy, T(T ' (y))) para cada y € Im(T),
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lo cual tnicamente ocurre cuando @ € Im(T*) = D((T*)~!). Por tanto, si z € D((T1)*),

x=T"uy)y (T™H*(z) = up.

La definicién generalizada de operador autoadjunto ya se puede dar de manera natural:

Definicién 175 Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que un operador densamente definidoT: D(T') C

H — H es simélrico (o hermitiano) si T C T*. Si T =T*, se dice que el operador es autoadjunto.

Las tdltimas definiciones no requieren que los operadores trabajados sean continuos sino que
sean densamente definidos, lo cual claramente sucede cuando su dominio es total. Si esto tltimo
es el caso de un operador autoadjunto, necesariamente éste debe de ser acotado ya que su gréfica
siempre serd cerrada (teorema 24).

La siguiente definicién que se discutira es la del espectro y resolvente de un operador:

Definicién 176 Sean X un espacio de Banach y T: D(T) C X — X un operador. Se define el

conjunto resolvente de T' como
o(T):={\ecC|(T-X)""'eZX)}

y al espectro de T como o(T) := C\ p(T).

Una consecuencia del teorema 41 y del corolario 3 es que el espectro de un operador acotado
es no vacio. En cambio, para un operador no continuo si hay posibilidad de que su espectro no
tenga elementos. Afortunadamente, en este trabajo no habran problemas de este tipo puesto que

el espectro de un operador autoadjunto siempre resulta ser no vacio.

Lema 177 Sean H un espacio de Hilbert y T: D(T) C H — H un operador autoadjunto. Se sigue
que a(T) # 0.

Demostracién. Supéngase que el espectro de T es vacio. Esto implica que T' es un operador
invertible al igual que %I — T para cualquier A € C\ {0}. En este dltimo caso, (%I — T)f1 estd
definido en todo H y su rango coincide con D(T'). Ademds, como T es autoadjunto, %I — T es de

( . . . -1
grafica cerrada al igual que su inverso. Esto trae como como consecuencia que %T(%I — T) sea
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un operador definido en todo H con gréfica cerrada; por tanto, el teorema de la grafica cerrada

(teorema 24) indica que es acotado. Por consiguiente, o(T~) N (C\ {0}) = 0 ya que

(T~ = AI) 1T<1I - T) - = (I =AD)T™) 1T<1I - T) - =1
A\ A\

Por otro lado, el teorema 41 indica que o(T~1) # (), lo cual da lugar a que o(T~!) = {0} y que,
por lo mismo, el radio espectral de T~! sea 0. Aunado a esto, T~! es autoadjunto debido a que
(T~Y)* = (T*)~! =T~ (teorema 174). Por tanto, el teorema 44 implica que ||[T~!|| = »(T) = 0.
De esto, T = 0 y se obtiene una contradiccion por el hecho de que 0 es un valor propio del operador
nulo. m

Siguiendo con la idea de dar generalizaciones de definiciones pasadas a la nueva clase de ope-
radores recién estudiados, se define la resolvente de un operador T' de manera analoga a como se
hizo en el teorema 40. Las propiedades enunciadas en este iltimo se siguen cumpliendo y ayudan a

demostrar que ¢(T') es un conjunto abierto. La prueba de ello es, en cierto sentido, la misma que

se dio en la seccién pasada tal y como se verd a continuacién:

Teorema 178 Sean X un espacio de Banach y T: D(T) C X — X un operador. Se tiene que

o(T) es un abierto en C.

Demostracién. Supongase que w € o(T) y que 2 € Bj|r,. (w1 (w), en donde Ry es la resolvente

de T'. Esto conlleva a que
1(z —w)Rr(w)|| = |z — w| [[Rr(w)]| <1,

por lo que el lema 34 implica que I — (z — w)Ry(w) € GL(Z(H)) y que su inversa estd dada por

—+oo

Z(z —w)" Ry (w)™.

n=0
Alser T — zI = (I — (z — w)Rp(w)) o (T — wl), su inversa es
+o00 foo
Ry (w) Z(z —w)" Ry, (T)" = Z(z —w)" Ry (w)" T
n=0 n=0

el cual corresponde a un operador continuo con dominio X . Por tanto, z € ¢(7T') dando lugar a que
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este ultimo sea un abierto en C. m

Un operador invertible T: D(T) € X — X no necesariamente es de inversa continua. Sin
embargo, si resulta ser de grafica cerrada, su inversa también tiene una grafica cerrada por lo que el
teorema 24 implica que también es continua. Este es el caso de los operadores autoadjuntos, para

los cuales el punto 1 del teorema 79 sigue siendo valido.

Teorema 179 Sean H un espacio de Hilbert y T: D(T) C H — H un operador autoadjunto. Se

tiene que o(T) C R y que si c = a+ib € C\ R, entonces ||(T — cI)7t| < |b]71.

Demostracién. Sean g € D(T) y f:= (T — cl)g = (T — al)g — ibg. Se sigue que

IfII> = (T — al)g — ibg, (T — al)g — ibg)
= ||(T — al)g — ibg||* + b*||g||> + (T — al)g, —ibg) + (—ibg, (T — al)g)
= |[(T — al)g —ibg||* + b?||g||> — ib((T — al)g, g) +ib{g, (T — al)g)

> b|g][.

Esto implica que T' — ¢l es un operador inyectivo por lo que (T — ¢I)~t: Im(T — ¢I) — H es un
operador para el cual

l|z]|> > B*||(T — cI) " x||?, six € Im(T — c).

En consecuencia,

1 T —cl)™!
1y g 1T =Dl (3.4)
0] IEE) |||

Ahora, para verificar la sobreyectividad de T'— ¢ considérese un y € Im(T —cI)* y nétese que

para cada x € D(T)

(T(x),y) = (T — el + ch)a,y) = (T — el)x,y) + (cx,y) = (z,2y).

Asi, y e D(T*)=D(T) y T(y) = T*(y) = ¢y. Por tanto,

Ay, y) = (y.cy) = (y, T(y)) = (T'(y),y) = (¢y,y) = c(y,y)-

Como ¢ ¢ R, se concluye que (y,y) = 0 por lo cual Im(T — cI)* = {0}.
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Lo anterior garantiza que para cada y € H existe una sucesién {z,} C D(T) para la cual
(T — cI)xzy, — y. En tal caso, dicha sucesién es de Cauchy, lo cual conlleva que {z,} también lo

sea, pues si n,m € N,
|20 — |l < I 7HI(T = eD)(@n — 2|l = B (T = D)y — (T = czm)|l,

como corolario de la ecuacién 3.4. El elemento = := limx,, € H es tal que T(x,) = (T — cl)z, +
¢xn — y + cx € H implicandose que z € D(T) = D(T — cl) y que T(x) = y + cx debido a que T
es de gréfica cerrada. En consecuencia, (T — ¢I)xz = y dando lugar a que T — ¢l sea un operador
biyectivo cuya grafica, como se acaba de corroborar, resulta ser cerrada.

La definicién 100 brinda muchos ejemplos de operadores densamente definidos (teorema 103) y
de gréfica cerrada para los cuales su operador adjunto sera de gran interés para la formulacion del

Teorema Espectral.

Teorema 180 Sean (Q, F, u) un espacio de medida positiva semifinita y f: Q@ — C una funcidn

medible. Se tiene que TJZk = T7

Demostracién. Es claro que D(Ty) = D(TT) y que T C T}, por lo que sélo queda corroborar que
D(T}) C D(T%). Sean g € D(T7), n € Ny A, :={z € Q : [f(z)| < n}. Es ficil ver que para cada

0 € L*(Q,F,pn), pXa, € D(Tf) y que {Xa, }nen — 1. En consecuencia, el TCM implica que

ITF ()2 = lm |[T7(9)Xa,|[2 = 1 —sup (¢, T7(9)Xa,)

n—-+o0o n—-+o00 o]l L2=1

= lim  sup [(Xa,p,Tf(g))l= lim  sup [(T{(Xa,p),9)|

n+0 ol 2=1 =0 ||| L2=1

= lm sup (g, fgXa, )l = Um ||fgXa,llr>

0 ||| L2 =1

179llz=-

Esto conlleva a que fg € L*(Q, F, u) por lo cual g € D(T5). m

Un corolario evidente es que el operador de multiplicacién 7 siempre conmuta con su adjunto,
y que f toma valores reales pi—c.t.p si y sélo si Ty = T. El Teorema Espectral indica que estos son
los uinicos operadores que conmutan con su adjunto, en el sentido de que cualquier otro operador

con esta caracteristica es conjugado a un operador de multiplicacién. Este ultimo serd autoadjunto

162



si y solo si es conjugado de algiin operador autoadjunto.

3.2. Teorema Espectral

Con el trabajo de la secciéon pasada ya se puede formular y demostrar el Teorema Espectral
para Operadores Autoadjuntos en la presente seccién. Para ello se siguid el trabajo visto en [3], [6],
[7], [14] y [18]. Como se advirti6 al término del capitulo pasado, primero se procederd con la Forma

De Multiplicacion:

Teorema 181 (Teorema Espectral: Forma de Multiplicacion) Sean H un espacio de Hilbert
yT:D(T) C H— H un operador autoadjunto. Se tiene la existencia de un espacio de medida
positiva semifinita (M, m), un operador unitario U: H — L*(M,m,C) y una funcién medible

f: M — R para los cuales
x € D(T) si y sdlo si U(x) € D(Ty) y UTU ' = Ty. (3.5)

Si H es separable, el espacio de medida puede suponerse finito sin perder generalidad.

Demostracién. Por el teorema 179 +i € (T'), por lo que las resolventes (T +iI)~1 y (T —il)~!

conmutan. Utilizando el teorema 174 se verifica que
(T +iD)™) = (T +il)*) ™ = (T —il)™!

dejando como consecuencia que (T + iI)~! sea normal. Esto permite usar el Teorema Espectral
para Operadores Normales Acotados (teorema 171) para implicar la existencia de un espacio de
medida positiva semifinita (M, m), un operador unitario U: H — L?*(M,m,C) y una funcién
g € L (M, m,C) para la cual

U(T +i)~'U™t =1, (3.6)

De dicho teorema se tiene la premisa de que si H es separable, el espacio de medida (M, m) puede
escogerse finito sin perder generalidad.
Como (T +14I)~* es una funcién biyectiva, T, también lo es. En consecuencia, m (g~ ({0})) =0

va que de no ser ese el caso, la semifinitud de m implicaria la existencia de un medible con medida
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real positiva F' C g~ !({0}) para el cual Xr € L*(M,m)\{0} y T,(Xx) = 0. Por consiguiente, g # 0
m-~c.t.p por lo que, sin perder generalidad, se hace la suposicién de que g nunca es cero para definir
en base a ella la funcién f =g~ —i.

Si z € D(T), existe un ¢ € H tal que z = (T + i)~ tp. De esto,
U(x) = U(T +il) "t = T,U(p).

Al ser +00 > [[(T' +il) 7| = [|Tyll = llgllm v fg = (97" —i)g = 1 —ig, se tiene que ||fg[[m <
1+ ||g]lm < +oo implicando, con ayuda del teorema 103, que fU(z) = fgU(p) € L*(M,m).
Reciprocamente, si U(xz) € D(Ty), existe ¢ € H para el cual U(p) = (f +4)U(z) ya que U es

sobreyectiva. Asi,

U(T +il) "o = gU(p) = g(f +i)U(z) = Ul(x),

lo cual da cabida a que # € D(T)) por ser x = (T+il)~'¢. Esto tltimo indica que D(Ty) = U (D(T))

y que T(z) = ¢ — iz por lo cual
U(T(z)) =U(p) = Uliz) = Ty-1U(x) — iU(z) = Ty (U(x)).

Al ser la igualdad anterior valida para cada z € D(T), se tiene que UTU ! = Ty. f esreal m—c.t.p

debido a que por ser U un operador unitario,
T = (Ty)" = (UTU ') =UT* U =UTU ' = Ty.

Por tanto, se hace la suposicion de que f s6lo toma valores reales sin temor a perder generalidad.
]

Por el teorema 103, se afirma que la funcién f definida en la proposicién pasada pertenece a
L>(M,pu,C) siy sélo si T es un operador acotado. Es por este motivo que el Teorema Espectral
para Operadores Autoadjuntos Acotados es un caso particular del que se acaba de probar.

Otra de las virtudes de la funcién f antes mencionada es que da lugar a un Célculo Funcional

Boreliano del operador autoadjunto 7' al que estd asociado.

Teorema 182 (Teorema Espectral: Forma del Cdlculo Funcional Boreliano) Sean H un

espacio de Hilbert y T: D(T) C H — H un operador autoadjunto. Se tiene la ezistencia de una
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unica aplicacion ¢r: By(R) — Z(H) para la cual se cumplen las siguientes propiedades para cada
D p 4 g prop p

h € By(R) :
1. ¢7 es un x-homomorfismo entre C*-dlgebras unitarias.

2. Si{h,} C By(R) es uniformemente acotada y converge puntualmente a h, entonces ¢ (hy) —

¢r(h) de manera puntual.

3. Si{hn} C Bp(R) es tal que hy(z) = x y |hn(2)| < |2| para cada z € R yn € N, ¢p(h,)p —
T() para todo ¢ € D(T).

Ademds, esta unica aplicacion tiene las siguientes propiedades:
4. SiT(x) = Az, se tiene que ¢pr(h)xr = h(\)z.
5. ¢r(h) es normal y es autoadjunto si h toma dnicamente valores reales.

6. Si h >0, entonces (z,¢r(h)x) > 0 para cada x € H.

Demostracién. Apelando al teorema anterior y a su notacién, se tiene que para cada h € By(R),
ho f € L>(M,m,C). Por el mismo teorema 103, esto conlleva a que Thof: L? — L? sea un operador
acotado y que, por tanto, UT}ofU ™! € Z(H). Entonces se define el Calculo Funcional Boreliano

de T como

or: By(R) — Z(H)

h— U™ o5 U.

Primero, hay que demostrar que esta funcién si corresponde a un x-homomorfismo que preserva

unidades. Sean ho, he € By(R) y a € C. Del teorema 103 se sigue que:

or(ahy + ho) = U Tiany4hoyorU = U (aThyos + Thyor) U
= AU Ty opU + U™ Thyo s U = ar(ha) + ¢r(ha).
¢r(hih2) = U™ TihynayorU = U oy (hzo)U = U™ Thyof Thyos U

= U_lThlofU o U_lThzofU = ¢r(h1) o ¢r(h2).
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¢r(1) = U '"Tyo ;U =U'TWU = Iy,

or(h)* = (U TpyofU) = U Ty o U = U Tz U

= Uy ;U = ¢r ().

Luego, hay que probar que este homomorfismo es el inico que cumple las propiedades 2 y 3 del
teorema. Suponiendo las hipétesis de la primera de éstas, si N := sup,,cy ||fin||co, para cada ¢ € L2
la sucesion {(h, o f)@}nen C L?(M,m) estd dominada por Ny € L?(M,m). Por tanto, el TCD
implica que

(hno flp = (ho flp en L*(M,m).

En consecuencia, para cada x € H se verifica que

o7 (ha)z — ¢ (R)allf = o7 (ha — h)alFr = [|(hn — h) o f + U (x)[|Z:

:/ |y o fxU(x) —ho fxU(x)|*dm — 0,
M

conllevéandose asi que ¢7(hy,) = ¢r(h) puntualmente.
Por otra parte, al suponer las hipdtesis del punto 3, h,, o f * ¢ — f * ¢ para cada ¢ € D(T¥).

Entonces, si ¢ € D(T), el TCD implica que

bz ()0 — T(W)|[F = |[hn o f U () — UT()|[3
= ||hn o fxU@W) — fxU@)|7

— 0,

de manera que ¢r(hy)|p¢ry — T puntualmente.

Para mostrar la unicidad de este Célculo Funcional Boreliano supdéngase que existe otro -
homomorfismo v¢: By(R) — Z(H) que cumple las propiedades anteriores y definase para cada
z0 € C\ R la funcién

fowiz€ER— eC.

T — 2o

Esta ultima es continua y, por tanto, boreliana. Ademads, resulta que es acotada, pues por ser
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dist(z9,R) > 0 se sigue que |z — 29| ! < dist(z9,R) ™! para todo = € R.
Luego, para cada n € N se definen las funciones h,, := IdgrX|_, . No es dificil notar que la
sucesion {hy, }nen cumple la propiedad 3 del teorema, por lo que si @ € D(T), entonces ¢r(hy,)x —

T'(z). Por consiguiente,

(hn — 20) —= (T — z0D)x y ¢7(f2) 7 (hn — 20)T — ¢(f2)(T — 200)z. (3.7)

Por otra parte, para cada n € N

1 siz € [—n,n]
fzo (@) (hn (%) — 20) = _Zo

six & [—n,n]

por lo que la sucesion { f», (hn — 20) }nen C By(R) converge a 1 puntualmente y estd uniformemente

acotada por la constante

max {1, 120l
“dist(R, 29) |

Apelando a la propiedad 2 del teorema, para todo x € H, ¢r(f., (hn — 20))z = ér(1)z = 2. En

particular, si z € D(T), la expresién 3.7 indica que

1 (f20)(T' = 201)x = O7(f20) P17 (M — 20)7 = 7 (f2 (i — 20))7 — .

De manera andloga se prueba que también ¢r(hy, — 20)d7r(f2) = @, por lo cual zy € p(T) y
é7(f2) = (T — 20)~!. Repitiendo los mismos argumentos para 1, se llega a que 9(f,,) también
coincide con (T — zoI)~!. Al ser ¢7 y 1 homomorfismos entre dlgebras, la igualdad anterior implica

que para cada P € C[X]
¢T(Pof20):w(Pofzo)~

Si h:C — C es una funcién continua, ho f,, € By(R) y existe una sucesién {py tnen C Cr[X] que

converge uniformemente a h en Byjs, | (0). Esto implica que la sucesién {p, o f., }nen C Bs(R)

olleo

converge a h o f,, bajo la norma de este dltimo por lo que

¢T(h0f20) A ¢T(pn ° fzo) = 1/J(Pn szo) - ¢(hofzo)'
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Se extiende la igualdad anterior a cualquier funcién boreliana y acotada con la ayuda del siguiente

conjunto:

V:={f € By(C) | ¢r(hof.) =1(ho fy)}

Lo anterior conlleva a que Cp(C) C V. Si se considera una sucesion { f }neny C V' uniformemente
acotada y convergente a una funciéon f de manera puntual, la aplicacién del punto 2 del teorema a

la sucesion {fy, o fz, tnen C Bp(R) implica que

QST(fono) — ¢T(fn szo) = w(fn szo) - ¢(f0fzo)~

Por tanto, f € V y el teorema 87 indica, por lo mismo, que V' = B,(C). Asi, se concluye que ¢ =

debido a que para cualquier g € B,(R) la funcién h € B,(C) dada por

g(Re(:+2)) siz#0
0 siz=0

h(z) =

es tal que ho f,, =g.

Finalmente, hay que verificar que se cumple la propiedad 4 del teorema ya que la constatacién
de las propiedades 5 y 6 se sigue de los puntos anteriores. Si x € D(T') es un vector propio de T
asociado al valor propio A, entonces ¢ = U(x) es un vector propio de T asociado al mismo valor

propio como consecuencia de que

TiU(z) =UT(x) = U(N(z)) = AU (). (3.8)

Esto conlleva a que el conjunto o= 1(C\ {0}) \ f71({\}) = {m € M | f(m)p(m) # Ip(m)}, sea
un subconjunto de un conjunto de medida cero. Ademés, como f~1({\}) C (ko f)"'({R(N)}), se

sigue que

{me M| (hof)(m)p(m) # h(N)ep(m)} = o (C\{0})\ (ho )~ ({R(N)})
C e HCA{OPD\ FHHAD:;

de modo que Thor(¢) = (ho f)p = h(A)¢ m-c.t.p. Por tal motivo, las funciones anteriores son
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iguales en L?(M,m,C). Con un argumento anilogo al de la expresién 3.8 se concluye que x es un
vector propio de ¢r(h) asociado al valor propio h()). m

Tal y como se mencioné al termino del teorema 106, el Célculo Funcional Boreliano de T se
puede definir sobre By(IR), como en el teorema anterior, o sobre By,(c(T)) asf como en el teorema

132. La razén de ello es que

m({z € M | f(z) & o(T)}) = m(f~H(C\ o(T))) = m(f~"(C\ supp(my)))

=my(C\ supp(my)) = 0.

Por lo tanto, se puede asumir sin perder generalidad que f(M) C o(T), lo cual propicia que
D(¢r) = By(co(T)) sin alterar la teorfa que se desarrolla en base al teorema pasado.

La ultima observacién queda mas clara con la Forma del Teorema Espectral que habla sobre
medidas espectrales, debido a que las integrales que se realizan sobre la medida espectral asociada
a T se anulan en R\ o(7T'). Mostrar que dicha medida asociada a T existe, es el objetivo final del
presente trabajo. Con ello se demostrara la existencia de una relacién biunivoca entre el conjunto
de operadores autoadjuntos definidos en un espacio de Hilbert H y el conjunto de las medidas
espectrales definidas en este tultimo. Las medidas de soporte compacto estaran relacionadas con
operadores acotados y viceversa, en virtud del teorema 149.

Para esto, es necesario definir una nueva clase de operadores que estén relacionados con las

medidas espectrales. Las siguientes definiciones serdan de ayuda para ello:

Definicién 183 Para cada f € B(R) yn € N se define el conjunto

Eo(f) ={z eR[[|f(z)] < n}
y la funcion
In = fXE,(p)-

Definicién 184 Dada una medida espectral E: B(R) — Z(H), se define para cada f € B(R) el
conjunto

Dy:={z€H|feL*R,BR),my)},
en donde m; denota la medida dada por la expresion 2.7.
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Al ser |f,| < |f| para cada n € N, el TCD implica que para cada x € Dy

fn € L*(R, B(R),my) ¥ ||fa — fllLz — 0. (3.9)

Lema 185 Para cada f € B(R) se tiene que Dy es un subespacio vectorial denso en H.

Demostracién. Primero se mostrard que Dy es un espacio vectorial. Para ello, nétese que si x € H
y a € C, para cada A € B(R) se tiene que my.(A) = (az, Es(az)) = |a|?(x, Ea(z)) = |a*m,(A).

Por consiguiente, si x € Dy, se sigue que ax € Dy, pues

/ Fdpios = laf? / fpa < +oo.
R R

Aunado a esto, si y € H es otro elemento arbitrario, entonces

(@+y,Ea(z +y)) = (2, Ea(2)) + (y, Ba(y)) + (z, Ea(y)) + (y, Ea(2))
= (2, Ea(x)) + (y, Ea(y)) + (Ba(2), Ea(y)) + (Ea(2), Ea(y))
< (&, Ba(2)) + (y, Ea(y)) + 2V/(Ea(@), Ea(2))V/(Ea(y), Ea(y))
< (2, Ea(2)) + (y, Ea(y)) + (Ba(2), Ba(2)) + (Ea(y), Ea(y))

= 2(z, Ea()) + 2(y, Ea(y))-

Asit, myiy < 2(mg +my) por lo que si z,y € Dy, entonces x +y € Dy por un argumento analogo
al ya dado.

Ahora se verificard que Dy = H. Al ser f € B(R), F,(f) € B(R) para cada n € N, por lo
que Xp, 5y € Bo(R) y Xk, (f) — 1 puntalmente. Esto tltimo conlleva a que para todo z € H,

Er, (5)(x) — x. Sélo falta probar que Er, (s () € Dy, lo cual se sigue de que

5 o 2
/R|f| dMpp, (1) (2) = ml—l>I-I|-100/R P Xy dmer, 1) @)

= lim <EFn(f)($)a/R|f|2XFm(f)dEoEFn(f)(x)>

m——+oo
. 2 2
= i (o [ 1R, )X, ) dB() = N o, [ 15 0 0(@)

/ |f| XF (f) / ‘f| XFn f)dmx <n mr(Fn(f)) < +00.
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Lo anterior permite concluir que = € ﬁf por ser el limite de una sucesién contenida en éste tltimo.
]
Al considerar las integrales espectrales de la definicién 144 y la notacién dada para ellas, se

observa que para cada f € BR),z € Dy yn,meN

o(f)z — o(fum)2] 2 = / o — fondims.

Como la sucesién {f, }neny — f en L2(R,B(R),m,), se tiene que ésta es de Cauchy por lo cual la
ecuacién anterior conlleva a que {¢(f,)x }nen también lo sea en H. Al ser este un espacio de Hilbert,
esta ultima sucesién converge en H. Ademas, si {gn }nen C Bp(R) fuese otra sucesién para la cual
{gn}tnen — f en L?(R,B(R),m,), un argumento andlogo al anterior implicarfa que las sucesiones
{o(gn)x}nen ¥ {@(frn)x, ©(gn)}nen también convergen en H y que, por tanto,

lim o(fp)z= lm p(g,)x.

n—-+oo n—-+oo

Esto motiva lo siguiente:

Definicién 186 Sean H un espacio de Hilbert y E: B(R) — Z(H) una medida espectral. Para

cada f € B(R) se define la integral espectral de f respecto de E como la funcion

/de:Df—)H

r+— lim gn dE x,

n—+oo

en donde {gn}nen C By(R) converge a f en L*(R, B(R),m,) para cada x € Dy.

Es ficil notar que la integral de f es un operador, el cual serd denotado como ¢(f) en virtud
de la misma definicién 144, debido a que si f € By(R), las dos definiciones de integral espectral
de f coinciden. Mientras que la integral espectral del capitulo pasado tiene como dominio a By(R)
y contradominio a Z(H), la integral que se acaba de introducir tiene como dominio a B(R) y
contradominio al conjunto conformado por los operadores definidos en H con contradominio en
este mismo. Las diferencias que usualmente presentan los dominios de dos funciones borelianas
distintas propician, en general, que ¢ no separe sumas o productos. Lo que se puede hacer es

imponer condiciones para las cuales ¢ si realice lo anterior. Para el Teorema Espectral sélo es
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necesario verificar cuando ocurre lo dltimo. Previo a ello, hay que destacar para cada x € Dy

2 _ ’ 2 _ ‘. 2 _ 2
le(alP = tim lle(al? = tim_ [ 15, dme = [ |fdm.

Lema 187 Sean f € B(R) y g € By(R). Se tiene que Dy C Dy, y que

o(f)ow(g) = ¢(fg)-

Demostracién. Si x € Dy, z € Dy, como consecuencia de que

/R‘fg|2dmx <Ilgll% /R |fI2dm, < +oo.

A suvez, x € Dy, siy sélosi p(g)xr € Dy por el hecho de que

/R FPdm e = (o(9)z. o(|f12) 0 wlg)z) = lim_{p(g)z, ol ful?) 0 0lg)2)

n—-+4oo

= Jim (o015, Plol)o) = N [ 1fuPloPdme = [ |foldm..

Esto indica que D(¢(fg)) = D(¢(f) o ¢(g)) por lo que la igualdad del lema se sigue del hecho de

que para cada x € Dy,

o(f)op(g)r = lm ¢(fu)op(g)r= lim p(fu.g)r = ¢(fg)z.

n——+oo n—-+oo

Una consecuencia de este lema es que la integral espectral sigue respetando las involuciones:
Teorema 188 ¢*(f) = o(f) para cada f € B(R).

Demostracién. Para cada x,y € Dy se cumple que

(@, o(fly) = lm (z,0(fn)y) = lm_ (o(fn)z,y) = ()7, v);

n—+oo n——+oo

de manera que ¢(f) C ¢(f)*. Por otro lado, si se considera a cualquier = € D(ga(f)*), se tiene que
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para cadan € N

/RIfIQXFn(f) dmg = [|o(FXr, (1)l * = [lo(fXE, (1) zl)? = [ (e(f) (X, (1)) 2|

= 1(Xr, (1)) "o (f) > < lle(f) ][

En consecuencia,

[ 1sRdme = tim [ 1P, ydme < llols) al? < 4o
R R

por lo que z € Dy y, por lo mismo, ¢(f) = ¢(f)*. =

Un corolario de lo anterior es que para cada f € B(R), ¢(f) es de gréfica cerrada y autoadjunto
cuando f so6lo toma valores reales. Estas propiedades también las exhibe el Célculo Funcional
mostrado en el teorema 182 debido a que, en virtud de la version del Teorema Espectral que esta
por demostrarse, toda integral espectral es el Cédlculo Funcional Boreliano de un tnico operador
autoadjunto T'. Para llegar a esto, se demostraran los siguientes teoremas que son analogos a las

proposiciones 147 y 148, respectivamente:

Teorema 189 Sean H un espacio de Hilbert y E: B(R) — £ (H) una medida espectral. Si

T:://\dEA,

entonces o(E) = o(T) y la asignacion

v: Bp(R) — Z(H)

fr—)/de

coincide con el cdlculo funcional borealino ¢ de T'.

Demostracion. La igualdad entre el soporte de E y el espectro de T es aniloga a la dada en
el teorema 147. Para el caso de ¢ y ¢, la igualdad entre ambos se probara verificando que esta
ultima funcién cumple con las primeras tres hipétesis del teorema 182. La primera de éstas es obvia,
puesto que ¢ coincide con la integral espectral del teorema 147. Ahora, si {hy tnen C Bp(R) es una

sucesién uniformemente acotada que converge de manera puntual a una funcién h, el TCD implica
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que h, y h € L*(R,B(R), m,) para cadan € Ny ¢ € H, y que h, — h en cada uno de estos
espacios L. Esto conlleva a que, por definicién, ¢(h,) — ¢(h) de manera puntual. Finalmente, si
{hn}nen C Bp(R) es tal que h, — Idg puntualmente y |h,| < |idg| para todo n € N, el mismo
TCD indica que para cada v € D(T), {h,} C L*(R, B(R), m,) dandose la convergencia h,, — Idg

en todos estos. En consecuencia,

() — plidz)ep] > = / Iha(A) = A2 dimy () = 0.

Teorema 190 Sean H un espacio de Hilbert y T : D(T) C H — H un operador autoadjunto. Se

tiene la existencia de una unica medida espectral E: B(R) — Z(H) para la cual
T= //\ dE}.
Ademds, la aplicacion

v: By(R) — Z(H)

fl—)/de

coincide con el cdlculo funcional boreliano de T.

Demostracion. Considerando la medida espectral
Xr: A€ BR)— ¢r(X4) € L(H)

se define el operador

S::/)\dE,\.

Siy € D(T) y {hn}tnen C Bp(R) es una sucesién de funciones simples que converge a Idg de

Hay que demostrar que T'= S.

manera puntual y para la cual |h,| < |h,41] < Idg para todo n € N, se tiene que ||¢7(hy)w|[* —

T ().
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Como hy, es una funcién simple, existen {ay,, }, C C y{An, }7,; C B(R) tales que

m
hn: E Oém.XAni.
i=1

Por tanto,

o1 () = ¢T(Zam2@ni) =3 o Xr(A,,) = /hn dE
i=1 i=1

2

or(ha)¥|| =T W)

2
= lim
n—-+4oo

Esto indica que ¢ € D(S) por lo que D(T') C D(S). Ademés,

/)\dEA W /hndE Y = ¢(hn) — T(3)

para cada 1) € D(T) teniendose asi que T' C [ AdE\.
Sélo queda verificar que D(S) C D(T). Para ello considérese un ¢ € D(S) y obsérvese que por

ser S un operador autoadjunto se sigue que

</)\dE,\ w,x> = <1/1,//\dE,\ :1:>, para cada x € D(S).

En particular, al ser T C [ AdEjy, se implica que ¢ € D(T*) = D(T'). Por consiguiente, T = S por
lo que el teorema anterior asegura que ¢r(f) = [ f dE, para todo f € By(R). En consecuencia, si

E es una medida espectral para la cual T = [ A dE()), se tiene que para cualquier A € B(R)

Xp(A) = /XA dXr = ¢p(Xa) = /XA dE = B,

como corolario del teorema anterior y de lo previamente comentado. Asi, Xr = E. ®m
Con estos teoremas ya se puede dar una demostraciéon de la tercera versién del Teorema Espectral
para Operadores Autoadjuntos no Acotados que resulta andloga a la dada para la versién acotada

(teorema 149). Por tal motivo, el siguiente teorema sélo serd enunciado.
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Teorema 191 (Teorema Espectral: Forma de la Medida Espectral) Sea H un espacio de

Hilbert. Los conjuntos
N :={T|T es un operador autoadjunto de H} y M :={E: B(R) — £ (H) | E es una medida espectral }
estan en biyeccion mediante el siguiente par de funciones que resultan ser inversas una de la otra:

P:TeNw— XrelM, Q:EGMH/AdE)\eN.
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