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5.2. Nanocintas con distorsión Kekulé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

5.2.1. Nanocintas armchair con distorsión Kekulé . . . . . . . . . . 37
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1. Introducción

El carbono es uno de los elementos qúımicos mas fascinantes; es el elemento base

de toda la qúımica orgánica, y por tanto, indispensable para la existencia de la vida.

A lo largo de la historia sus alótropos han sido empleados para los mas diversos

propósitos: el grafito se usa de manera cotidiana al escribir con un lápiz, y a la

vez, sirve como escudo protector en reactores nucleares; el diamante es considerado

una piedra preciosa y debido a su dureza es utilizado como herramienta de corte y

perforación, el carbono incluso forma parte de la aleación del acero, la cual cambio

el mundo durante revolución industrial. Hoy en d́ıa se busca que el carbono sea el

protagonista en otra revolución, la de la industria de los dispositivos electrónicos.

El grafeno, es un alótropo del carbono conocido por sus peculiares propieda-

des, principalmente electrónicas (Neto et al., 2009), sus electrones se mueven como

part́ıculas relativistas sin masa, conocidos como fermiones de Dirac. Esto le da al gra-

feno una alta densidad de corriente incluso a temperatura ambiente (Geim, 2009),

por lo que el grafeno es una fantástica plataforma para el diseño de dispositivos

electrónicos de alta velocidad como transistores, memorias y sensores, entre otras

cosas.

Sin embargo, existe un factor que limita el uso de grafeno en estos dispositivos

convencionales. Los semiconductores usuales como silicio y germanio tienen un pe-

queño rango de enerǵıas en el que no permiten el paso de corriente, se puede utilizar

un campo eléctrico para modificar el nivel de la enerǵıa en el material y aśı controlar

cuando se tiene corriente y cuando no, utilizar estos dos posibles estados binarios

como 1s y 0s es el principio básico de los transistores para desarrollar los dispositivos
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electrónicos. El problema con el grafeno es que este es un material semi-metálico

que conduce a cualquier enerǵıa, por lo que constantemente se busca la manera mas

efectiva de inducir pequeñas regiones de enerǵıas prohibidas para poder aprovechar

sus otras propiedades. Para lograr esto se han propuesto distintos métodos, como

dopar el grafeno con impurezas, aplicar un esfuerzo sobre el, colocarlo sobre sustra-

tos, formar sistemas h́ıbridos, a través de acoplamiento esṕın-órbita, etc. Entre estas

esta la propuesta de Chamon (2000), que consiste en la distorsión periódica de la

fuerza de los enlaces de los electrones de la banda π del grafeno, esta distorsión es

conocida como distorsión Kekulé por crear patrones similares a los de los anillos de

benceno.

Debido a las dimensiones de los dispositivos electrónicos actuales, es necesario

tomar en cuenta los efectos en el transporte electrónico provenientes de los bordes

del grafeno, los cuales pueden cambiar de manera drástica dependiendo del tipo de

corte que se tenga, siendo el corte zigzag y el armchair los mas comunes. Estos

sistemas semi-infinitos son conocidos como nanocintas de grafeno.

En el presente trabajo de tesis se estudia las implicaciones que tiene la distorsión

Kekulé y como cambian las propiedades adquiridas de acuerdo al patrón que forma

la distorsión, tanto para grafeno infinito como nanocintas. La razón por la cual éste

es un candidato prometedor es debido a que trabajos recientes lograron crear de

manera experimental esta textura de enlaces colocando átomos adsorbidos sobre la

superficie de grafeno, además de ser atractivo por su robustez a temperatura ambiente

y condiciones atmosféricas (Gutiérrez et al., 2016).

En el siguiente caṕıtulo se muestran las bases de la teoŕıa de sólidos del gra-

feno, como las simetŕıas de su estructura cristalina y su red rećıproca, además una
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introducción a la teoŕıa electrónica de bandas y a las nanocintas de grafeno. Posterior-

mente se mencionan los trabajos mas relevantes donde se ha estudiado la distorsión

Kekulé desde sus oŕıgenes. La sección nombrada “Distorsión Kekulé” contiene la

formulación del modelo matemático desarrollado por Gamayun et al. (2018) para

describir la distorsión Kekulé. Para finalizar se muestran y discuten nuestros resul-

tados obtenidos del cálculo numérico de las estructuras de bandas para distintos

sistemas de grafeno y cerramos con nuestras conclusiones.
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2. Marco teórico

2.1. Grafeno

El carbono cuentan cuatro electrones de valencia que le permiten tomar la forma

de una gran cantidad de estructuras con distintas propiedades y aplicaciones. El

grafeno es una estructura bidimensional compuesta únicamente de átomos de carbono

que forman una red cristalina en forma de panal de abeja y es la base de otros

alótropos del carbono; como fulerenos, nanotubos de carbono o grafito (figura 1).

Figura 1: (Arriba a la izquierda) Grafeno, mono-capa bidimensional de átomos de
carbono en una red hexagonal. (Arriba a la derecha) Grafito, múltiples capas de
grafeno apiladas. (Abaja a la izquierda) Nanotubos de carbono, grafeno enrollado en
forma ciĺındrica. (Abaja a la derecha) Fulerenos, grafeno curvado con la inclusión de
pentágonos para cerrarse en forma esférica. Figura extráıda de Neto et al. (2006).

Esta forma hexagonal se debe a una hibridización sp2 entre un orbital s y dos

orbitales p, de manera que los cuatro electrones de valencia del carbono forman tres
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enlaces σ trigonales con una distancia entre átomos de 1.42 Å y además un enlace

π perpendicular a ellos. Estos enlaces son los responsables de que el grafeno sea un

material de muchos superlativos, siendo de los materiales conocidos mas resistentes

(Booth et al., 2008) y flexibles (Lee et al., 2008), es portador de la densidad de

corriente mas alta a temperatura ambiente registrada hasta ahora (Geim, 2009),

además de ser qúımicamente inerte, casi ópticamente transparente (Nair et al., 2008)

y uno de los mejores conductores de calor (Balandin et al., 2008).

Dado que el grafeno es la base del grafito (compuesto de múltiples capas de

grafeno apiladas entre śı) y el grafito era un material de gran relevancia después de

la segunda guerra mundial debido a sus aplicaciones en reactores nucleares (Bischoff

et al., 2015), fue altamente estudiado a finales de los años cuarenta, siendo P. R.

Wallace el primero en escribir acerca de la estructura de bandas del grafeno (Wallace,

1947), donde encontró el inusual comportamiento semi-metálico de este material. En

ese entonces se consideraba imposible la existencia del grafeno, pero su análisis era

una herramienta útil para describir las propiedades del grafito.

Fue hasta el año 2004 cuando el grafeno fue finalmente sintetizado a través de

exfoliación mecánica (Novoselov et al., 2004), el método consistió en utilizar cinta

adhesiva sobre grafito para arrancar capas y repetir el proceso sobre la muestra

obtenida hasta conseguir una sola capa de grafeno. La dificultad de producirlo no

resid́ıa en el método, si no en la habilidad de poder detectar capas del espesor de un

átomo en un área macroscópica, lo cual se logro gracias a los efectos ópticos que este

tiene sobre sustratos de SiO2.
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2.2. Estructura cristalina del grafeno

Un cristal se define como una estructura periódica de grupos idénticos de átomos

o moléculas, cuyas simetŕıas de traslación definen el tipo de red. Generalmente una

red cristalina es de tres dimensiones, sin embargo, ya que el grafeno es un material

bidimensional, nuestro enfoque es hacia este tipo de redes. Una red de Bravais (en dos

dimensiones) es aquella que puede definirse por medio de dos vectores de traslación

a1 y a2 (vectores de red), tal que la red vista desde un punto r se ve exactamente

igual desde todo punto r’ definido por:

r’ = r + na1 +ma2, (1)

Donde n y m son números enteros, de manera que la estructura cristalina es inva-

riante al trasladarse en multiplos enteros de los vectores de red. Un cristal ideal es

infinito, lo cual hace imposible el poder ilustrarlo por completo, sin embargo, debido

a su periodicidad es posible visualizarlo con la ayuda del concepto de la celda pri-

mitiva, esta celda es aquella que contiene el área mı́nima posible y que es capaz de

llenar todo el espacio con su repetición en las direcciones adecuadas.

La estructura hexagonal del grafeno no forma una red de Bravais, esto debi-

do a que no todos los átomos son invariantes entre śı ante un conjunto finito de

traslaciones, pero puede describirse como dos subredes triangulares interpenetradas,

etiquetadas como subredes A y B. Esta propiedad da origen al grado de libertad del

pseudo-esṕın (Neto et al., 2009).

Considerando una celda primitiva compuesta por dos átomos, cuya distancia entre

ellos es a0 = 1.42 Å los vectores de red ilustrados en la figura 2 pueden escribirse
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como

a1 = a0(

√
3

2
,
3

2
), a2 = a0(

√
3, 0), (2)

y los vectores de vecinos mas cercanos como

δ1 = a0(0, 1), δ2 = a0(−
√

3

2
,−1

2
), δ3 = a0(

√
3

2
,−1

2
), (3)

Figura 2: Izquierda: Estructura cristalina del grafeno compuesta de dos subredes
triangulares interpenetradas A y B, donde los vectores δ son los vectores de vecinos
mas cercanos y los vectores a1 y a2 son los vectores de la red.

Una forma de obtener la celda primitiva es el método de Wigner-Seitz, este con-

siste en definir un punto en la red (nosotros elegimos el punto medio entre dos átomos

de carbono) y trazar ĺıneas imaginarias perpendiculares a la mitad de las ĺıneas que

unen ese punto de la red con sus puntos equivalentes mas cercanos, el poĺıgono re-

sultante de las ĺıneas imaginarias es la celda primitiva (Kittel and Fong, 1963). Para

el caso del grafeno (figura 3) se tiene un rombo encerrando dos átomos.

13



Figura 3: Izquierda: Método de Wigner-Seitz donde se trazan ĺıneas imaginarias
perpendiculares a la mitad de los enlaces para obtener la celda primitiva en grafeno.
Derecha: Celda primitiva del grafeno y su simetŕıa de traslación dada por los vectores
de la red.

2.3. Red rećıproca

Debido a la periodicidad presente en los cristales se tiene una situación ideal para

un análisis de Fourier, lo cual nos lleva a la red rećıproca en el espacio de momentos k.

Aśı como la red cristalina tiene sus simetŕıas de traslación definidas por los vectores

a1 y a2 en la red rećıproca estas simetŕıas están dadas por los vectores, b1 y b2, los

cuales se definen tal que

ai · bj = 2πδij, (4)

de modo que los vectores de la red rećıproca para grafeno son

b1 =
2π

a0

(
0,

2

3

)
, b2 =

2π

a0

(
1√
3
,−1

3

)
. (5)

La ventaja de pasar al espacio reciproco como mostró Bloch (1929), es que la
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función de onda de los electrones presentes en potenciales periódicos (como es el

caso de una estructura cristalina) también es periódica, al igual que la enerǵıa, es

decir que

ψk(r + R) = ψk(r)eik·R, (6)

por lo que de manera análoga a la celda primitiva, existe una celda de área mı́nima

en la red reciproca con la que podemos conocer el comportamiento de los electrones

a cualquier valor de k conociendo su comportamiento en el régimen de esta celda

gracias al teorema de Bloch. Esta celda recibe el nombre de zona de Brillouin (mos-

trada en la figura 4 para la red de grafeno) y al igual que la celda primitiva puede

determinarse a través del método de Wigner-Seitz.

Figura 4: Zona de Brillouin para el grafeno, donde b1 y b2 son los vectores de la red
reciproca y K y K’ son los puntos de Dirac inequivalentes entre si.

2.4. Estructura electrónica de bandas

En una estructura cristalina donde se tiene un número de átomos del orden del

número de avogadro los eigenvalores de enerǵıa para los electrones en el cristal forman
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bandas de enerǵıas permitidas, las zonas sin estados posibles se les conoce como gaps

de banda.

Figura 5: Propiedades electrónicas de los materiales de acuerdo a su estructura de
bandas donde Ef es la enerǵıa de Fermi.Si las bandas de valencia y conducción se
traslapan se tiene un conductor, mientras que si existe un gap entre ellas se trata de
un aislante o semi-conductor dependiendo del tamaño del gap.

A partir de la estructura de las bandas es posible determinar las propiedades

electrónicas del cristal (figura 5). La banda que se encuentra por encima de la ener-

gia de Fermi, Ef , se le conoce como banda de conducción, y la banda por debajo

de esta se le conoce como banda de valencia. Si la banda esta parcialmente llena,

entonces se requiere una enerǵıa mı́nima para excitar un electrón y que haya con-

ducción, por lo general estos materiales son conductores. Por otro lado, si una banda

esta completamente llena, se requiere una enerǵıa equivalente al gap que separa a

la siguiente banda para poder excitar a un electrón, estos materiales son aislantes

eléctricos, a menos que el gap sea muy pequeño y aplicando un poco de enerǵıa se

pueda obtener conducción eléctrica, caso de un semiconductor (Jones and March,

1973).
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Para obtener la estructura de bandas de grafeno infinito empleamos la aproxima-

ción de amarre fuerte a primeros vecinos, en donde solo se considera la posibilidad

de que un electrón de la banda π sea transferido de un sitio a uno de sus tres vecinos

más cercanos. El hamiltoniano en términos de operadores de aniquilación y creación

es

H = −
∑
r

∑
i

t0a
†
rbr+δi +H.c., (7)

siendo t0 la amplitud de transferencia de electrones entre sitios con valor de 2.8 eV,

a†r (br+δi) el operador de creación (aniquilación) en un sitio de la subred A (B) con

posición r (r + δi) y H.c. el hermitiano conjugado.

Realizando una transformada de Fourier sobre los operadores de aniquilación y

creación para pasar al espacio rećıproco

H(k) = −ε(k)a†kbk +H.c., ε(k) = t0
∑
i

eik·δi , (8)

de manera directa se puede mostrar que los eigenvalores son

E(k) = ±|ε(k)| = ±t0
√

3 + 2Cos(
√

3kxa0) + 4Cos(
√

3kxa0/2)Cos(3kya0/2). (9)

La figura 6 muestra la gráfica de la ecuación (9), de esta estructura de bandas

se puede observar algo muy peculiar, las bandas de valencia y de conducción se

tocan en seis puntos, a diferencia de un aislante no hay gap, por otro lado no hay

bandas parcialmente llenas como en un conductor, por ello se le puede considerar

un semiconductor de gap cero o un semimetal. Además de tocarse en estos seis

puntos llamados puntos de Dirac, tiene la caracteŕıstica de que alrededor de ellos se

tiene una relación de dispersión en forma de conos conocidos como conos de Dirac,
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Figura 6: Estructura de bandas de grafeno infinito en la zona de Brilloin en unidades
de t. La banda de valencia y la banda de conducción se tocan en seis puntos conocidos
como puntos de Dirac y alrededor de estos se tienen segmentos lineales conocidos
como conos de Dirac. Figura extráıda de Peres (2009).

evidentemente cerca de estos conos la relación entre la enerǵıa y momento es lineal

de manera similar a las part́ıculas relativistas sin masa, por lo que estos electrones

son conocidos como fermiones de Dirac y se mueven con una velocidad constante

aproximadamente trescientas veces menor que la velocidad de la luz.

Los puntos de Dirac se dividen en dos grupos, los puntos K y los puntos K’,

tambien conocidos como valles. Esto es consecuencia de tener una red compuesta de

dos subredes que en el espacio reciproco se traduce a dos vectores de onda inequiva-

lentes. Si se realiza una aproximación a bajas enerǵıas, es decir, expandir a primer

orden alrededor del punto K se puede obtener el siguiente hamiltoniano efectivo

H = vf (σ · P ), (10)
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donde vf es la velocidad de Fermi y σ son las matrices de Pauli asociadas al grado de

libertad del pseudo-esṕın. De esta ecuación se puede observar como a bajas enerǵıas el

momento de los electrones va alineado con el pseudo-esṕın y como estos se propagan

sin inercia con una velocidad constante vf .

2.5. Nanocintas de grafeno

Conforme se reducen las dimensiones del grafeno es necesario tomar en cuenta

los efectos de los bordes ya que traen consigo grandes implicaciones sobre el espectro

de bajas enerǵıas de los electrones de la banda π (Wakabayashi et al., 2010). Una

nanocinta de grafeno consiste en una cinta de este material en donde su ancho es de

unos cuantos átomos, mientras que en comparación podemos considerar infinito su

largo. Debido a la forma de la red cristalina del grafeno existen distintos tipos de

bordes para las nanocintas, siendo los principales el corte zigzag y el corte armchair

mostradas en la figura 7.

Figura 7: Direcciones principales de corte de nanocintas de grafeno.

El proceso para derivar la estructura de bandas de las nanocintas es similar

al del grafeno infinito, en este caso se toma una celda primitiva transversal a la

nanocinta, de manera que con repetirla en una solo dirección es posible recrear toda
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la estructura (Datta, 2005). Aprovechando la periodicidad de esta manera, podemos

reducir el hamiltoniano para la n-esima celda a solo tres partes

Hψn = H0ψn +H01ψn+1 +H10ψn−1, (11)

donde H0 es el hamiltoniano de la estructura de repetición, H01 (H10) es el hamil-

toniano que conecta la celda primitiva con su vecino posterior (anterior) separados

por una distancia a. Nuevamente se puede emplear el teorema de Bloch, tal que

ψn = φeikna, (12)

aplicando (12) en (11) se puede llegar a

Hφ = (H0 +H01e
ika +H10e

−ika)φ (13)

por lo que

(H0 +H01e
ika +H10e

−ika)φ = Eφ (14)

resolviendo numéricamente esta ecuación de Schrödinger podemos encontrar la es-

tructura de bandas para cada tipo de nanocinta.

2.5.1. Nanocintas zigzag

La celda primitiva para el corte zigzag esta dada por la figura 8 y su respectiva

estructura de bandas por la figura 9. Estas siempre tienen un comportamiento semi-

metalico y una de las caracteŕısticas mas notables es la degeneración de la banda

de valencia y la banda conducción alrededor de k = ±2π
3

, además de la aparición de
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bandas planas que reflejan una alta localización en los bordes de la nanocinta. Estos

estados son consecuencia del tipo de corte realizado y no de la estructura de bandas

original del grafeno (Fujita et al., 1996).

Figura 8: Celda primitiva de nanocintas zigzag aśı como sus celdas vecinas que mues-
tran la simetŕıa de traslación de la celda, indicadas por las ĺıneas verdes punteadas.

Figura 9: Estructura de bandas para una nanocinta zigzag con 80 sitios de ancho.
Se puede apreciar la ausencia de gaps y la aparición de bandas planas y al igual que
el grafeno infinito tiene un comportamiento semi-metálico.
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2.5.2. Nanocintas armchair

Debido a la forma de las nanocintas armchair es necesario tomar una celda

unitaria de mayor tamaño en comparación a la celda del caso zigzag como se muestra

en la figura 10.

Figura 10: Celda primitiva de nanocintas armchair ilustrada por la linea verde pun-
teada al igual que sus vecinos adyacentes. Para el caso armchair se tiene una celda
primitiva de mayor tamaño comparada con el caso zigzag.

La estructura de bandas de las nanocintas armchair tiene por lo general bandas

parabólicas, ademas de tener la consecuencia de la apertura de un pequeño gap, lo

cual les da un comportamiento semiconductor, sin embargo, existe un caso parti-

cular, cuando se tiene un ancho de (3n − 1) sitios, donde n es cualquier número

entero, aparecen modos linealmente dispersivos que cierran el gap y esta adquiere

un comportamiento metálico (Wakabayashi et al., 2010). Ambos casos se muestran

en la figura 11.

Las gráficas de estructura de bandas presentes tienen la enerǵıa en unidades de

la amplitud de transmisión t=2.8 eV, con Ef=0 y k normalizado por el vector de
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traslación primitivo correspondiente a cada cinta.

Figura 11: a) Estructura de bandas de nanocinta armchair con un ancho de 40
sitios, al tener un pequeño gap esta tiene un comportamiento semiconductor. b)
Estructura de bandas de nanocinta armchair con un ancho de 41 sitios, la cual tiene
un comportamiento metálico debido al cruce de las bandas en k = 0.
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3. Antecedentes

En el año 2000, Claudio Chamon estudió los efectos que tienen las deformaciones

de red en las propiedades electrónicas de nanotubos de carbono. Entre las distorsiones

consideradas se encuentra la “distorsión Kekulé”, la cual consiste en enlaces de mayor

y menor distancia entre átomos de carbono que se traduce en una diferencia en la

amplitud de transmisión entre primeros vecinos (Chamon, 2000). Esta distorsión

recibe el nombre de Kekulé ya que la estructura de enlaces alternantes es similar a la

de los anillos de benceno (figura 12), cuya forma fue propuesta por el qúımico alemán

August Kekulé. Este patrón en particular fue posteriormente nombrado Kek-O para

distinguirlo de entre otros patrones que tienen una periodicidad idéntica.

Figura 12: Distorsión Kekulé, los enlaces con doble linea indican una mayor amplitud
de transmisión que aquellos con una sola y las letras A, B y C denotan las tres familias
de hexágonos que se forman. Figura extráıda de Chamon (2000)

Posteriormente Hou et al. (2007) encontraron que en el grafeno es posible obtener

excitaciones topológicas con carga fraccionaria que respetan la simetŕıa de inversión

temporal gracias a que la textura Kekulé combina ambos valles. Cheianov et al.
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(2009) mostraron que por debajo de cierta temperatura cŕıtica, átomos adsorbidos

en la superficie de grafeno tienen una preferencia a correlacionarse espacialmente

formando un mosaico Kekulé, esto debido a oscilaciones de Friedel en la densidad

electrónica del grafeno.

Múltiples grupos empezaron a reportar aplicaciones de la textura Kekulé en el

área de aislantes topologicos. Lin et al. (2017) analizaron grafeno sobre aislantes

topologicos como Sb2T3 y Bi2T3 formando un patrón Kek-O como mecanismo para

abrir un gap en el grafeno. Uno de los descubrimientos más peculiares es para el caso

de nanocintas con textura Kek-O, donde se encontró que para nanocintas armchair

si la amplitud de probabilidad de transmisión del patrón Kekulé disminuye en vez de

aumentar, aparecen estados de borde topológicos, aun cuando la curvatura de Berry

es igual a cero, siendo un análogo al efecto Aharanov-Bohm (Liu et al., 2017; Lin

et al., 2017). Kariyado et al. (2017) consideraron una interfaz donde una nanocinta

zigzag con distorsión Kek-O se une a otra nanocinta paralela a ésta que tiene una

distorsión Kek-O inversa, lo que provoca que los estados localizados en los bordes se

vuelvan estados de borde dispersivos.

Recientemente Gutiérrez et al. (2016) lograron observar de manera experimental

un patrón Kekulé en grafeno creado a través de deposición qúımica de vapor sobre la

superficie de cristal Cu (111), el patrón creado adquiere una textura de enlaces con

forma de ”Y”, por lo que se le llama textura Kek-Y. En la figura 13 se puede apreciar

la comparación entre la teoŕıa y la observación experimental obtenida a través de

microscoṕıa de barrido de efecto túnel (STM por sus siglas en inglés). Gutiérrez et al.

(2016) supusieron que la textura Kek-Y tendŕıa un efecto similar de abrir un gap

como en la textura Kek-O.
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Figura 13: (Arriba) Simulación hecha a través de la teoŕıa del funcional de densidad
(DFT por sus siglas en inglés). (Abajo) Observación experimental obtenida por STM.
Figura extráıda de Gutiérrez et al. (2016)

Posteriormente Gamayun et al. (2018) estudiaron el caso de la textura Kek-Y

y encontraron que esta textura no tiene el efecto de abrir un gap en el grafeno,

sin embargo, ellos descubrieron que a bajas enerǵıas el grafeno con esta textura

tiene un acoplamiento del grado de libertad del valle con el momento, de manera

similar al acoplamiento que el grafeno tiene entre su pseudo-esṕın y el momento.

Además de esto crearon un modelo matemático para describir la textura Kekulé en

la aproximación de amarre fuerte que se explica en la siguiente sección.
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4. Distorsión Kekulé

En esta sección se desarrollan los cálculos detrás de las propiedades electrónicas

de grafeno con distorsión Kekulé, empleando el modelo desarrollado por Gamayun

et al. (2018), considerando dos tipos de textura Kekulé, la textura Kek-O y la textura

Kek-Y mostradas en la figura 14.

Figura 14: Texturas Kekulé donde se tiene una diferencia en la fuerza de los enlaces,
siendo mas fuertes aquellos marcados en rojo.

Debido a que el tamaño de la distorsión Kekulé es mayor que la celda primitiva

para el grafeno, es necesario tomar una celda nueva de mayor tamaño, redefiniendo

la periodicidad de la red cristalina. Esta nueva celda (figura 15) es formada por un

hexágono que encierra seis átomos de carbono en lugar de los dos usuales.

4.1. Nueva zona de Brillouin

A consecuencia de incrementar el tamaño de la celda primitiva, la zona de Bri-

llouin tiene que reducir su tamaño en la misma proporción, esto se puede visualizar
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Figura 15: Celda primitiva aumentada, válida para ambas texturas.

como un doblez sobre śı misma, trayendo los valles originalmente inequivalentes des-

de los vértices de la zona de Brillouin original hasta el centro de la nueva como se

muestra en la figura 16. Los valles se degeneran en el centro debido a que los áto-

mos adsorbidos que forman el patrón Kekulé rompen la simetŕıa traslacional, lo que

habilita a la dispersión entre valles.

Por simplicidad tomaremos a0 = 1, de manera que los nuevos vectores de la red

reciproca son

K+ =
2

9
π
√

3
(

1,
√

3
)
, K− =

2

9
π
√

3
(
−1,
√

3
)
, (15)

y el vector de onda Kekulé que acopla los valles por

G = K+ −K− =
4

9
π
√

3 (1, 0) . (16)
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Figura 16: Nueva zona de Brillouin en azul, con vectores de red reciproca K+ y K−
donde los valles K y K’ están acoplados en el centro por el vector G. La zona de
Brillouin original esta marcada por la ĺınea punteada.

4.2. Distorsión Kekulé en la aproximación de amarre fuerte

Para realizar el análisis de las propiedades electrónicas se introduce una amplitud

de transmisión variable en la aproximación de amarre fuerte, tal que en el modelo

desarrollado por Gamayun et al. (2018) el hamiltoniano es

H = −
∑
r

∑
i

tr,ia
†
rbr+δi +H.c., (17)

donde

tr,i = t0(1 + 2Re[∆ei(pK++qK−)·δi+iG·r]) (18)

Los números p, q ∈ Z3, donde Z3 representa el conjunto de numeros posibles de

obtener como resultado al aplicar modulo 3 sobre un número entero. Estos numeros
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p y q caracterizan el tipo de textura a través de

ν = 1 + q − p mód 3, (19)

tal que si ν = 0 se tiene una textuta Kek-O, mientras que si ν = ±1 es el caso de la

textura Kek-Y. ∆ es la amplitud de acoplamiento cuya magnitud indica la intensidad

de la distorsión.

Pasando al espacio de momentos realizando la transformada de Fourier de los

operadores de aniquilación y creación el hamiltoniano adquiere la siguiente forma,

H(k) =− ε(k)a†kbk −∆ε(k + pK+ + qK−)a†k+Gbk

−∆ε(k− pK+ − qK−)a†k−Gbk +H.c,

(20)

juntando los operadores de aniquilación y creación en k y k±G en el vector columna,

ck =



ak

ak−G

ak+G

bk

bk−G

bk+G


, (21)

es posible escribir el hamiltoniano como,

H(k) = −c†k

 0 ξν(k)

ξ†ν(k) 0

 ck, (22a)
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donde

ξν =


ε0 ∆̃εν+1 ∆̃∗ε−ν−1

∆̃∗ε1−ν ε−1 ∆̃εν

∆̃εν−1 ∆̃∗ε−ν ε1

 , (22b)

y se ha definido

∆̃ = e2πi(p+q)/3∆, ξn = ε(k + nG), (22c)

donde se utilizaron las propiedades

ε(k) = ε(k + 3K±) = e2πi/3ε(k + K+ + K−), (22d)

esta ultima ecuación muestra las simetŕıas que tiene el espacio rećıproco con los

vectores K±.

4.3. Aproximación a bajas enerǵıas

A bajas enerǵıas las contribuciones predominantes son las correspondientes a

los modos uk = (ak−G, ak+G, bk−G, bk+G), lo cual para valores de k pequeños se

encuentran en la vecindad de los valles (el valle K corresponde a +G, mientras que

el valle K’ a -G), en este subespacio de cuatro componentes el hamiltoniano queda

como,

Heff = −u†k

 0 hν

h†ν 0

uk, (23a)

con hν dado por,

hν =

 ε1 ∆̃εν

∆̃∗εν−1 ε1

 . (23b)
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Ya que estamos considerando el espectro a bajas enerǵıas es posible linearizar εn,

ε0 = 3t0, ε±1 = ~v0(∓kx + iky), (24)

donde v0 = 3
2
t0a0/~ es la velocidad de Fermi. Reacomodando los términos se obtiene

la equación de Dirac de cuatro componentes,

H

ΨK’

ΨK

 = E

ΨK’

ΨK

 , (25a)

donde ΨK y ΨK’ son espinores de dos componentes,

ΨK’ =

−ψB,K′
ψA,K′

 , ΨK =

ψB,K
ψA,K

 , (25b)

expĺıcitamente,

H =

v0p · σ ∆̃Qν

∆̃∗Q†ν v0p · σ

 , (25c)

donde hemos definido,

Qν =

ε∗−ν 0

0 −εν

 =

 Q0 = 3t0σz

Q±1 = v0(±px − ipy)σ0
, (25d)

ΨK es el espinor que contiene la función de onda correspondiente a las subredes A

y B en el valle K y de igual manera ΨK′ para el valle K’.

A partir de aqúı se pueden obtener los eigenvalores a bajas enerǵıas, para el caso
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Kek-O (ν = 0) se tiene un espectro de enerǵıas con gap,

E2 = v20|p|2 + (3t0|∆|)2, (26)

mientras que para la textura Kek-Y (|ν| = 1)aparece un espectro energético sin gap

con dos modos linealmente dispersivos con distintas velocidades v0(1± |∆|),

E2
± = v20(1± |∆|)2|p|2. (27)

4.4. Acoplamiento valle-momento

Para el caso de la textura Kek-Y se tiene el pseudo-esṕın e isoesṕın del valle

alineado a la dirección de movimiento, para visualizarlo Gamayun et al. (2018) pro-

ponen considerar el caso ν = 1 con ∆̃ = ∆0, donde ∆0 es real, de esta manera el

hamiltoniano puede escribirse de una manera mas compacta donde aparecen estos

efectos de manera expĺıcita,

H = vσ(p · σ)⊗ τ0 + vτσ0 ⊗ (p · τ ), (28)

aqúı se empleó un juego adicional de matrices de Pauli τ para el grado de libertad

del valle. Las velocidades son vσ = v0 y vτ = ∆0v0.
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5. Resultados y discusiones

5.1. Estructura de bandas de grafeno con distorsión Kekulé

Para iniciar el análisis de las propiedades electrónicas se obtuvo la estructura

de bandas para grafeno con distorsión Kekulé de manera numérica a través de la

implementación de un código en fortran. También se escribieron rutinas en python

utilizando el paquete Kwant (Groth et al., 2014). Hay que recordar que por śı solo, el

hecho de tomar una celda unitaria mayor modifica la zona de Brillouin, reduciendo su

tamaño, esto resulta en un doblez de las bandas en la primera zona de Brillouin. Para

distinguir los efectos que tiene la distorsión Kekulé primero obtenemos la estructura

de bandas de grafeno pristino en la nueva zona de Brillouin ilustrada en la figura 17.

Las gráficas de estructuras de bandas tienen la enerǵıa E en unidades de t0 y k en

unidades de 2π
3a

.

Figura 17: Estructura de bandas de grafeno infinito en la nueva zona de Brillouin
donde se tiene ambos valles degenerados en su centro.

Dado que la nueva celda contiene seis átomos de carbono, la nueva estructura de
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bandas presenta seis bandas, dos de estas corresponden a las bandas originales cor-

tadas por los limites de la zona de Brillouin reducida, las otras cuatro corresponden

a las bandas de valencia y conducción de cada valle. En la figura 18 se ilustra como

la mezcla de estas bandas da como resultado el cono del centro de la figura 17.

Figura 18: a) Bandas de conducción alrededor de los dos valles inequivalentes K (color
azul) y K’ (color naranja). b) La superposición de ambas bandas. Esta superposición
da origen al cono centrado en el origen de la figura 17.

Ahora que conocemos la relación de dispersión en esta base sin perturbar podemos
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compararla con la de las texturas Kekulé, utilizando nuestro código realizado en

Kwant con un parámetro de ∆ = 0.1 obtenemos las estructuras de bandas para la

textura Kek-O y Kek-Y que se muestran en la figura 19 y 20 respectivamente.

Figura 19: Estructura de bandas de grafeno infinito con textura Kek-O. Se puede
apreciar la aparición de un gap de tamaño considerable (6t0∆).

Figura 20: Estructura de bandas de grafeno infinito con textura Kek-Y. Aqúı se sigue
teniendo un comportamiento de part́ıculas relativistas sin masa dado que prevalece
la relación de dispersión lineal a bajas enerǵıas.
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Como se hab́ıa mencionado antes, la textura Kek-O abre un gap en grafeno, este

gap es de una magnitud de 6t0∆, mientras que para la textura Kek-Y sigue teniendo

un espectro sin gap con una dispersión lineal alrededor de k = 0.

5.2. Nanocintas con distorsión Kekulé

El enfoque de ésta tesis está en el transporte electrónico de nanocintas de grafeno,

por lo que se procedió a realizar cálculos de los eigenvalores de la enerǵıa resolviendo

la ecuación (14) de manera numérica, utilizando nuevamente rutinas en fortran y

además en el software kwant para comparar resultados, esto tanto para nanocintas

armchair como zigzag.

5.2.1. Nanocintas armchair con distorsión Kekulé

Para las nanocintas armchair se puede utilizar una celda unitaria del mismo

tamaño que en el caso de grafeno pristino ya que la simetŕıa de estas nanocintas

coincide con la distorsión Kekulé (figuras 21 y 22), por lo que la zona Brillouin

también permanece constante para este caso.

Figura 21: Celda primitiva para nanocintas armchair con textura Kek-O.
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Figura 22: Celda primitiva para nanocintas armchair con textura Kek-Y.

Debido a que para este tipo de nanocintas la estructura de bandas cambia con-

siderablemente dependiendo del ancho de la nanocinta, se obtiene la estructura de

bandas tanto para el caso de las nanocintas armchair semi-conductoras como metáli-

cas.

Figura 23: Estructura de bandas de nanocintas armchair con textura Kek-O. a) Na-
nocinta con 40 sitios de ancho que correspondeŕıa a una nanocinta semi-conductora
en ausencia de distorsión Kekulé. b) Nanocinta con 41 sitios de ancho que correspon-
deŕıa a una nanocinta metálica en ausencia de distorsión Kekulé. Para ambos casos
se abre un gap, el cual es considerablemente menor para la nanocinta con 41 sitios.

De la figura 23 se observa como se manifiesta el gap propio de la textura Kek-O,

sin embargo, en la nanocinta que correspondeŕıa a una del tipo metálico en grafeno
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pŕıstino se puede observar como el gap es reducido por un par de modos dispersivos

que originalmente se encargaban de cerrar el gap y dar el carácter metálico.

Figura 24: Estructura de bandas de nanocintas armchair con textura Kek-Y. a) Na-
nocinta con 40 sitios de ancho que correspondeŕıa a una nanocinta semi-conductora
en ausencia de distorsión Kekulé. b) Nanocinta con 41 sitios de ancho que correspon-
deŕıa a una nanocinta metálica en ausencia de distorsión Kekulé. Se puede apreciar
como la textura Kek-Y en nanocintas armchair no cambia de manera considerable
las propiedades originales de cada nanocinta.

Por otro lado la textura Kek-Y no presenta una diferencia considerable en la

estructura electrónica de las bandas para este caso (figura 24), de hecho preserva

las propiedades originales de las cintas dejando una como semiconductura y la otra

metálica.

5.2.2. Nanocintas zigzag con distorsión Kekulé

Para las nanocintas zigzag la transición no es directa como en el caso armchair,

ya que con el tamaño de la celda primitiva original no es posible recrear el patrón

Kekulé, entonces como en el caso del grafeno infinito es necesario tomar una nueva

celda unitaria, esto se ilustra en la figura 25.
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Figura 25: Celda primitiva para nanocintas zigzag con textura Kek-O, donde se tiene
una celda de mayor tamaño debido a la periodicidad de la distorsión Kekulé.

Nuevamente tener una celda unitaria de mayor tamaño implica una nueva zona

de Brillouin reducida, por lo que es recomendable primero obtener la estructura de

bandas para nanocintas de grafeno pŕıstino en la nueva zona de Brillouin (figura 26),

para poder comparar con las resultantes de introducir la distorsión Kekulé.

Figura 26: Estructura de bandas de una nanocinta zigzag de grafeno pristino en la
zona de Brillouin reducida.
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Aśı como en el caso de grafeno pŕıstino, en el que la estructura de bandas en su

correspondiente zona de Brillouin reducida era un doblez sobre si misma, la figura

26 puede ser obtenida al doblar sobre si misma la estructura de bandas en la celda

original (figura 27).

Figura 27: a) Estructura de bandas original para nanocintas zigzag. b) Doblez de la
estructura de bandas original que recrea la estructura de bandas en la nueva zona
de Brillouin.
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Para la estructura de bandas en la celda aumentada se normalizo con el vector

primitivo de traslación de la celda original para recalcar que esta tiene una zona de

Brillouin de un tercio del tamaño de la original.

Figura 28: Estructura de bandas de nanocinta zigzag con textura Kek-O. Aparece un
gran gap como es de esperarse, pero además aparece una banda plana a consecuencia
del corte zigzag.

En las nanocintas zigzag al aplicar la textura Kek-O se abre un gap (figura

28), pero a consecuencia de este tipo corte existe un estado de borde al nivel de la

enerǵıa de Fermi, sin embargo, por ser una banda plana el estado correspondiente

esta altamente localizado, por lo que el gap efectivo es aun mayor.

La celda primitiva para el caso Kek-Y (figura 29), tiene la misma forma que la

de la textura Kek-O, por lo que la zona de Brillouin es idéntica. De la figura 30a

parece que esta textura no tiene efecto alguno sobre la estructura de bandas mas

que cambiar unos cruces por anti-cruces, pero al analizar con mas detalle se puede

encontrar que para las nanocintas zigzag esta textura tiene el efecto de abrir un par
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Figura 29: Celda primitiva para nanocintas zigzag con textura Kek-Y.

Figura 30: a) Estructura de bandas de nanocintas zigzag con textura Kek-Y. b)
Gaps emergentes de la textura Kek-Y en nanocintas zigzag alrededor de la enerǵıa
de Fermi.

de pequeños gaps de unos cuantos meV al rededor de la enerǵıa de Fermi como lo

muestra la figura 30b. Lo notable de esto es que en general es mucho mas fácil abrir

un gap en el corte armchair y la figura 24 mostró que en ese caso no se abre uno

por efecto de esta textura. En la figura 31 procedemos a graficar la conductancia en

función de la enerǵıa para el mismo sistema que el de la figura 30, aqúı se muestra

como no hay estados disponible en el rango de enerǵıas de estos gaps.
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Figura 31: Conductancia (en unidades de e2

~ ) en función de la enerǵıa para nanocinta
zigzag con textura Kek-Y. Como es de esperarse se tiene conductancia cero en los
valores de enerǵıa correspondientes a los gaps.

Se analizó el tamaño del gap en función del ancho de la nanocinta para distintos

valores de ∆ (figura 32), se encontró que el gap disminuye entre mas ancha sea la

nanocinta, como es de esperarse ya que transversalmente el sistema es como un pozo

de paredes infinitas cuyas enerǵıas son inversamente proporcionales al ancho. Como

el gap aumenta entre mayor sea ∆, también se realizó una gráfica del tamaño del

gap en función de este parámetro para distintos anchos (figura 33).

En el caso de la figura 33 el gap aumenta de manera lineal para valores de ∆

pequeños. Por lo que variando tanto el parámetro del ancho como de la fuerza del

acoplamiento se podŕıa hacer ingenieŕıa del gap para obtener valores espećıficos que

sean favorables para aplicaciones electrónicas.
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Figura 32: Tamaño del gap en función del ancho de la nanocinta, para distintos
valores de amplitud de acoplamiento Kekulé.

Figura 33: Tamaño del gap en función de amplitud de acoplamiento Kekulé conside-
rado para distintos valores del ancho de la nanocinta (en número de sitios).

Para descartar la posibilidad de que la aparición de este gap fuera resultado de

un error numérico y además para caracterizarlo mas profundamente se procedió a
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realizar el cálculo anaĺıtico de la estructura de bandas dentro de la aproximación de

bajas enerǵıas con el método mostrado por Wakabayashi et al. (2010). El desarrollo

puede encontrarse en el apéndice A, en el cual se llega al resultado siguiente,

EGap =
~v0π∆

L
, (29)

de este resultado podemos observar de manera explicita la dependencia con la am-

plitud de acoplamiento ∆ es lineal en esta aproximación, por lo que en la figura

34 procedemos a graficar las rectas correspondientes a cada una de las gráficas de

la figura 33. De manera análoga en la figura 34 realizamos una gráfica del tamaño

del gap en función del ancho de la nanocinta, que compara los valores obtenidos

anaĺıticamente con los resultados numéricos de la figura 32.

Figura 34: Comparación de resultado anaĺıtico en la aproximación de bajas enerǵıas
(lineas punteadas) y resultado numérico (lineas solidas) del tamaño del gap en función
de la amplitud de acoplamiento para distintos anchos de nanocinta.
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Figura 35: Comparación de resultado anaĺıtico en la aproximación de bajas enerǵıas
(lineas punteadas) y resultado numérico (lineas solidas) del tamaño del gap en función
del ancho de la nanocinta para distintos valores de acoplamiento Kekulé.

Los resultados indican una gran similitud a valores pequeños de ∆, esto tiene

sentido ya que en la aproximación realizada se desprecian términos de ∆ de orden

superior. Aun aśı esta aproximación es aceptable ya que a reǵımenes mayores se

comienza a perder el significado f́ısico de esta distorsión debido a que se comienza

a crear una molecularización de los átomos de carbono, ademas, tanto en la figura

34 como en la figura 35 se observa como entre mayor sea el número de sitios en el

ancho se tiene una mayor congruencia entre los datos.
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6. Conclusiones

En conclusión, hemos obtenido de manera numérica la estructura de bandas para

distorsiones Kek-O y Kek-Y presentes tanto en grafeno infinito como en nanocintas de

grafeno en las dos direcciones de corte principal zigzag y armchair. La textura Kek-O

tiene sin duda la capacidad de abrir un gap de tamaño considerable en cualquiera de

los sistemas presentados. Por otra parte originalmente se créıa que la textura Kek-Y

no tenia el efecto de abrir un gap si no de alinear el grado de libertad de valle con

el momento como mostró Gamayun et al. (2018), sin embargo, esto junto con los

efectos del corte de nanocinta en zigzag lograron abrir un pequeño par de gaps, los

cuales fueron comprobados de manera anaĺıtica utilizando una aproximación a bajas

enerǵıas que trae consigo una restricción de pequeñas amplitudes de acoplamiento

Kekulé, y de hecho es bastante buena en este régimen que es el que realmente importa

ya que a amplitudes mayores se comienza a perder el significado f́ısico de la distorsión

dejando segmentos moleculares en la red de grafeno.

Varios de los sistemas presentados aqúı tienen gaps de distintas formas y tamaños

dependiendo de el tipo de corte, la textura Kekulé empleada, el ancho de la nanocinta,

y la amplitud de distorsión, variar este último parámetro es lo que podŕıa complicar

su fabricación ya que dependeŕıa de la especie de átomos adsorbidos empleados,

aunque por otro lado la robustez a condiciones ambientales hace que valga la pena

intentar producir dispositivos electrónicos de grafeno con textura Kekulé.
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Apéndices

A. Cálculo anaĺıtico del tamaño del gap dentro de

la aproximación de bajas enerǵıas

Dentro de la aproximación de bajas enerǵıas para textura Kek-Y la ecuación de

Dirac correspondiente es,

HΨ = EΨ, (30a)

con el hamiltoniano dado por la ecuación (25c) con ν=1,

H =



0 −v0(Px − iPy) −∆v0(Px − iPy) 0

−v0(Px + iPy) 0 0 ∆v0(Px − iPy)

−∆v0(Px + iPy) 0 0 v0(Px − iPy)

0 ∆v0(Px + iPy) v0(Px + iPy) 0


(30b)

y el espinor asociado es,

Ψ =



ψ′B(x, y)

ψ′A(x, y)

ψA(x, y)

ψB(x, y)


. (30c)

Aplicando separación de variable y tomando el eje x orientado paralelamente a

la nanocinta se puede escribir la dependencia en x como part́ıcula libre,
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Ψ =



φ′B(y)

φ′A(y)

φA(y)

φB(y)


eikxx, (31)

sustituyendo este tipo de soluciones en (30a) se obtienen cuatro ecuaciones,

εφA = (kx − ∂y)φB −∆(kx + ∂y)φ
′
B, (32a)

εφB = (kx + ∂y)φA + ∆(kx + ∂y)φ
′
A, (32b)

εφ′A = −(kx + ∂y)φ
′
B + ∆(kx − ∂y)φB, (32c)

εφ′B = −(kx − ∂y)φ′A −∆(kx − ∂y)φA, (32d)

con ε = E/~v0.

Multiplicando (32b) y (32d) por (kx − ∂y) y (kx + ∂y) respectivamente,

ε(kx − ∂y)φB = (k2x − ∂2y)(φA + ∆φ′A), (33a)

ε(kx + ∂y)φ
′
B = −(k2x − ∂2y)(φ′A + ∆φA), (33b)

utilizando (33a) y (33b) en (32a),

ε2φA = (k2x − ∂2y)(φA + ∆φ′A) + ∆(k2x − ∂2y)(φ′A + ∆φA)

= (k2x − ∂2y)[(1 + ∆2)φA + 2∆φ′A],

(34)
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reacomodando términos,

(ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y))φA = 2∆(k2x − ∂2y)φ′A, (35)

de manera similar, utilizando (33a) y (33b) en (32c),

(ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y))φ′A = 2∆(k2x − ∂2y)φA, (36)

multiplicando (35) por [ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y)],

(ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y)]2φA = 2∆(k2x − ∂2y)(ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y))φ′A, (37)

aplicando (36) en el lado derecho de (37) podemos desacoplar los términos y obtener

una ecuación que solo depende de φA,

(ε2 − (1 + ∆2)(k2x − ∂2y))2φA = 2∆(k2x − ∂2y)(2∆(k2x − ∂2y)φA)

= 4∆2(k2x − ∂2y)2φA,
(38)

reacomodando la ecuación,

(1−∆2)2∂4yφA + (2ε2(1 + ∆2)− 2(1−∆2)2k2x)∂
2
yφA

+(ε4 − 2ε2(1 + ∆2)k2x + (1−∆2)2k4x)φA = 0,

(39)

esta ecuación diferencial tiene soluciones del tipo,

φA(y) = Aeλy. (40)
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Para encontrar λ es necesario encontrar las ráıces del siguiente polinomio,

(1−∆2)2λ4 + (2ε2(1 + ∆2)− 2(1−∆2)2k2x)λ
2

+(ε4 − 2ε2(1 + ∆2)k2x + (1−∆2)2k4x) = 0.

(41)

Las soluciones son,

λ = ±λ+, ±λ−, (42)

donde,

λ± =

√
k2x −

ε2

(1±∆)2
, (43)

por lo que la solución de esta componente de la función de onda es:

φA(y) = Aeλ−y +Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y. (44)

Para encontrar φ′A sustituimos (44) en (35),

(k2x − ∂2y)φ′A = − ε2

(1−∆)2
Aeλ−y − ε2

(1−∆)2
Be−λ−y +

ε2

(1 + ∆)2
Ceλ+y +

ε2

(1 + ∆)2
De−λ+y

= −(k2x − λ2−)Aeλ−y − (k2x − λ2−)Be−λ−y + (k2x − λ2+)Ceλ+y + (k2x − λ2+)De−λ+y

= (k2x − ∂2y)(−Aeλ−y −Beλ−y + Ceλ+y +Deλ+y),

(45)

de esta ecuación se puede observar que,

φ′A(y) = −Aeλ−y −Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y. (46)

Ahora podemos utilizar las funciones de onda φA y φ′A para encontrar φB y φ′B,
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utilizándolas en (32b) y (32d) respectivamente,

εφB = (kx + ∂y)(Ae
λ−y +Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y)

+∆(kx + ∂y)(−Aeλ−y −Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y),

εφB = (1−∆)(kx + λ−)Aeλ−y + (1−∆)(kx − λ−)Be−λ−y

+(1 + ∆)(kx + λ+)Ceλ+y + (1 + ∆)(kx − λ+)De−λ+y,

(47)

εφ′B = −(kx − ∂y)(−Aeλ−y −Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y)

−∆(kx − ∂y)(Aeλ−y +Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y),

εφ′B = (1−∆)(kx − λ−)Aeλ−y + (1−∆)(kx + λ−)Be−λ−y

−(1 + ∆)(kx − λ+)Ceλ+y − (1 + ∆)(kx + λ+)De−λ+y,

(48)

de manera que las cuatro soluciones son:

φA(y) = Aeλ−y +Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y, (49a)

φ′A(y) = −Aeλ−y −Be−λ−y + Ceλ+y +De−λ+y, (49b)

φB(y) =
1

ε
[(1−∆)(kx + λ−)Aeλ−y + (1−∆)(kx − λ−)Be−λ−y

+(1 + ∆)(kx + λ+)Ceλ+y + (1 + ∆)(kx − λ+)De−λ+y],

(49c)

φ′B(y) =
1

ε
[(1−∆)(kx − λ−)Aeλ−y + (1−∆)(kx + λ−)Be−λ−y

−(1 + ∆)(kx − λ+)Ceλ+y − (1 + ∆)(kx + λ+)De−λ+y].

(49d)

Procedemos a aplicar las condiciones de frontera tal que la función de onda se
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anule en los bordes de la nanocinta, es decir, para una nanocinta de ancho L, colo-

cando el borde inferior de la nanocinta en y = 0 compuesto de sitos de la subred B,

se traduce en φA(L) = φ′A(L) = φB(0) = φ′B(0) = 0, ilustradas en la figura 36.

Figura 36: Condiciones de frontera para nanocintas zigzag. La función de onda debe
anularse en las fronteras y = 0 y y = L, por lo que φA(L) = φ′A(L) = φB(0) =
φ′B(0) = 0.

φA(L) = Aeλ−L +Be−λ−L + Ceλ+L +De−λ+L = 0, (50a)

φ′A(L) = −Aeλ−L −Be−λ−L + Ceλ+L +De−λ+L = 0, (50b)

φB(0) =
1

ε
[(1−∆)(kx + λ−)A+ (1−∆)(kx − λ−)B

+(1 + ∆)(kx + λ+)C + (1 + ∆)(kx − λ+)D] = 0,

(50c)
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φ′B(0) =
1

ε
[(1−∆)(kx − λ−)A+ (1−∆)(kx + λ−)B

−(1 + ∆)(kx − λ+)C − (1 + ∆)(kx + λ+)D] = 0,

(50d)

por lo que obtenemos un sistema de ecuaciones, que procedemos a resolver igualando

a cero el determinante de su representación matricial,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ−L e−λ−L eλ+L e−λ+L

−eλ−L −e−λ−L eλ+L e−λ+L

(1−∆)(kx + λ−) (1−∆)(kx − λ−) (1 + ∆)(kx + λ+) (1 + ∆)(kx − λ+)

(1−∆)(kx − λ−) (1−∆)(kx + λ−) −(1 + ∆)(kx − λ+) −(1 + ∆)(kx + λ+)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

(51)

lo cual nos lleva a,

(e2Lλ− + 1)(e2Lλ+ + 1)λ+λ− = (e2Lλ− − 1)(e2Lλ+ − 1)k2x (52)

que puede expresarse como sigue,

Tanh(λ+L)Tanh(λ−L) =
λ+λ−
k2x

, (53)

cada una de las soluciones de esta ecuación nos da una relación de E con kx equiva-

lente a una banda de la relación de dispersión.

Dado que nuestro interés son los gaps tomamos kx = 0 ya que ahi es donde se

encuentran, al hacer esto tenemos,

Cosh(λ+L)Cosh(λ−L)λ+λ− = 0, (54)
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λ± = i
ε

1±∆
, (55)

dado que λ± 6= 0, la ecuación (54) se reduce a

Cosh(λ+L)Cosh(λ−L) = 0,

⇒ λ± = i
π

2L
,

(56)

donde solo se tomo la primer solución ya que estamos considerando bajas enerǵıas,

igualando la ecuación (55) y (56),

ε± = (1±∆)
π

2L
, (57)

recordando que E = ~v0ε

E± = (1±∆)
~v0π
2L

, (58)

aqúı se puede observar como hay dos niveles de enerǵıa ligeramente separados for-

mando un gap, por lo que,

EGap = E+ − E− =
~v0π∆

L
. (59)
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B. Ejemplo del cálculo de estructura de bandas

utilizando el paquete kwant para python

Figura 37: Código escrito en python utilizando el paquete Kwant para la estructura
de bandas de las nanocintas zigzag con textura Kek-Y.

El código de la figura 37 puede ser fácilmente modificado para el caso de la textura
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Kek-O, solo es necesario modificar las ĺıneas de la 36 a la 38 para ajustar cuales son

los enlaces que aumentan su fuerza debido a la distorsión Kekulé. La salida del código

se muestra en la figura 38 que es congruente con la misma gráfica realizada en fortran

mostrada en la figura 30a.

Figura 38: Salida del código para nanocinta zigzag con textura Kek-Y realizado en
python con el paquete kwant.
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