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RESUMEN de la tesis de EDGAR JOVANNI ROBLES RAYGOZA pre-
sentada como requisito parcial para la obtencién del grado en DOCTOR EN CIEN-
CIAS. Ensenada, Baja California, México, _ del 2024.

Mecanismos de Confinamiento Lateral en Nanocintas de Grafeno

Resumen aprobado:

Dr. Ramoén Carrillo Bastos

-

El grafeno es un material que ha despertado el interés de la comunidad cientifica
debido a sus diversas propiedades fisicas exéticas, entre las que destacan sus propie-
dades mecanicas y electrénicas. El grafeno es un material constituido por carbono
puro, con atomos dispuestos en un patrén hexagonal regular, similar al grafito. Es
un sustancia casi transparente. Este material se clasifica como un semimetal extre-
madamente flexible y promete encontrar aplicaciones en campos como la ciencia y
la ingenieria, incluyendo el disenio de dispositivos de control y sensores. Sin embar-
go, una limitacion en la construccion de dispositivos electronicos basados en grafeno
radica en la supresién de la conductancia debido a imperfecciones en las fronteras
y en la estructura del material, como las vacancias o impurezas. En este trabajo,
proponemos el uso de guias de onda como un mecanismo para abordar la supresién
de la conductancia causada por la dispersién debida a defectos. En este sentido, in-
vestigamos el transporte electrénico en nanocintas de grafeno con bordes zigzag en
presencia de varios mecanismos de confinamiento que generan guias de onda. Reali-
zamos un estudio numérico de la conductancia y la densidad de estados, utilizando el
formalismo de Landauer y su relacién con las funciones de Green a través de la rela-
cion de Fisher-Lee. Nuestro enfoque se centra en los efectos de diferentes mecanismos
de confinamiento, como deformaciones y campos escalares, que dan lugar a guias de
onda y su capacidad para competir con la dispersion generada por vacancias e im-
purezas en la nanocinta. Nuestros hallazgos indican que las guias de onda generadas
por campos escalares bipolares (compuestos por la superposicién de un potencial
repulsivo y otro atractivo) son las maés eficaces en presencia de defectos en los bordes
y en la estructura del material. Consideramos que estos resultados podrian ser utiles
para una eventual implementacion en sistemas experimentales, ya que los sistemas
considerados pueden fabricarse utilizando tecnologias disponibles en la actualidad.

Palabras claves: Grafeno, Nanocintas, Transporte Electrénico, Desorden
Lateral



ABSTRACT of the thesis presented by EDGAR JOVANNI ROBLES RAY-
GOZA as a partial requirement to obtain the degree in DOCTORATE IN SCIEN-
CE. Ensenada, Baja California, México, _ del 2024.

Ballistic guided electrons against disorder in graphene nanoribbons

Abstract approved by:

Dr. Ramoén Carrillo Bastos

Graphene is a material that has sparked the scientific community’s interest due
to its various exotic physical properties, including its mechanical and electronic pro-
perties. This material is classified as a highly flexible semimetal and holds high
expectations for applications in fields such as science and engineering, including the
design of control devices and sensors. However, the principal restriction in cons-
tructing graphene-based devices lies in suppressing conductivity due to boundary
imperfections and the material’s structure, such as vacancies or impurities. In this
work, we propose using waveguides to address the suppression of conductivity cau-
sed by defect-induced scattering. In this regard, we investigate electronic transport
in graphene nanoribbons with zigzag edges in the presence of various confinement
mechanisms that give rise to waveguides. We conduct a numerical study of the con-
ductivity and density of states, using the Landauer formalism and its connection
with Green’s functions through the Fisher-Lee relation. Our focus is on the effects of
different confinement mechanisms, such as deformations and scalar fields, which lead
to the formation of waveguides and their ability to compete with scattering caused
by vacancies and impurities in the nanoribbon. Our findings indicate that wavegui-
des generated by bipolar scalar fields (comprising the superposition of a repulsive
potential and an attractive one) are the most effective in the presence of edge and
structural defects. These results could be valuable for potential implementation in ex-
perimental systems, as the considered systems can be manufactured using currently
available technologies.

Keywords: Nanoribbons, Graphene, Electronic transport, Edge Disorder
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1. Introduccion

Desde los anos 80 anos existe un gran interés en la sintesis y caracterizacion
de nuevos materiales para su implementacién en dispositivos micrométricos y na-
nométricos. Este interés, particularmente destacado en el campo de la electronica,
se centra en el comportamiento de la conductividad de estos materiales. La conduc-
tividad eléctrica a escala nanométrica da lugar al fenémeno del transporte cuantico
de electrones. En estas dimensiones, se manifiestan fenémenos como la cuantizacién
de los estados transmitidos; como son los sistemas electrénicos, los sistema fotoni-
cos, sistemas nucleares ¢ sistemas de spin, que estan directamente relacionada con
la constante de planck (Planck, 1900; Schubert, 2018). Los primeros experimentos
en semiconductores fueron reportados en 1988 por dos grupos diferentes de investi-
gadores, entre los que destaca el trabajo de Wees (Van Wees et al. , 1988), quienes
divulgaron el hallazgo de una secuencia de mesetas en la grafica de conductancia.
Especificamente, los estados cuantizados se expresan en miiltiplos enteros de €?/h,

donde e es la carga del electron y h es la constante de plank.

Se han realizado investigaciones, tanto tedricas como experimentales, en las nano-
cintas de grafeno (GNR's, por sus siglas en inglés) mostrando propiedades electréni-
cas de interés tecnolégico por su vasto potencial en el diseno de dispositivos electroni-
cos (Mucciolo et al. , 2009; Dutta & Pati, 2010; Wakabayashi et al. , 2010; Torres
et al. , 2014; Bischoff et al. , 2015; Carrillo-Bastos et al. , 2016; Celis et al. , 2016;
Yagmurcukardes et al. , 2016; Marmolejo-Tejada & Velasco-Medina, 2016; Kim et al.

, 2016; Fujita et al. , 1996)

Diversos estudios han revelado que el transporte cuantico balistico a bajas tem-
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peraturas estd intrinsecamente ligado a la topologia de los bordes o condiciones de
frontera de las nanocintas de grafeno (GNR’s) (Lewenkopf et al. , 2008). El término
"transporte balistico’se utiliza para describir este movimiento de electrones sin dis-
persion significativa, similar al movimiento de una bala en un canén, que viaja a
través de un espacio sin ser afectada por fuerzas externas importantes. En particu-
lar, los bordes tipo zigzag adquieren una importancia significativa en este fenémeno
(Lewenkopf & Mucciolo, 2013). La configuracién especifica de los bordes, ya sea zig-
zag o armchair desempena un papel crucial en las propiedades electrénicas de las

GNR’s.

Los bordes zigzag presentan propiedades magnéticas y conducen a estados de
borde localizados. Esta geometria tiene una estructura atémica tnica que conduce a
la presencia de estados electrénicos localizados en los atomos de carbono de los bor-
des. Estos estados electronicos locales pueden estar desapareados, lo que significa que
quedan electrones sin aparear en estos atomos de carbono del borde. Esta configu-
racion de electrones desapareados en los bordes zigzag del grafeno puede dar lugar a
una fuerte interaccién magnética entre ellos, lo que lleva a la formacion de momentos
magnéticos locales. Estos momentos magnéticos pueden alinearse espontdaneamente,
generando regiones magnéticas en la nanocinta de grafeno. Este fendmeno es conocido
como magnetismo de borde y es responsable de las propiedades magnéticas observa-
das en las nanocintas de grafeno con bordes zigzag, mientras que los bordes armchair
ofrecen mayor estabilidad y exhiben un comportamiento metélico. Esta diversidad
en las estructuras de los bordes genera una variabilidad notable en las propiedades de
transporte cuantico de las GNRs. Ademas, la comprension y manipulacién de estas
caracteristicas son esenciales para aprovechar plenamente el potencial de las GNRs

en aplicaciones de dispositivos cudnticos a baja temperatura (Wakabayashi et al. |
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2010).

La investigacién continua en este campo, se enfoca en profundizar la comprension
de los mecanismos subyacentes del transporte cuantico en las GNRs, asi como en
desarrollar estrategias para controlar y ajustar las propiedades de los bordes. Estos
avances son cruciales para la optimizacion de las GNRs en dispositivos electrénicos
cuanticos, abriendo nuevas posibilidades para la nanotecnologia y la ingenieria de
materiales a escala nanométrica (Torres et al. , 2014; Fujita et al. , 1996; Nakada

et al. , 1996).

Comunmente, las imperfecciones en los bordes y en la estructura volumétrica,
surgidas durante la sintesis experimental de las nanocintas de grafeno (GNRs), ejer-
cen un impacto considerable en la conductancia electronica y el transporte balistico.
Estas imperfecciones, que abarcan desde defectos estructurales hasta irregularidades
en la disposicién atémica, pueden comprometer la integridad de las GNRs y limitar

sus propiedades conductivas (Bischoff et al. , 2015).

La sintesis de GNRs a menudo da lugar a la presencia de defectos en los bordes,
como terminaciones desiguales o la formacién de grupos funcionales, que introducen
barreras adicionales para el movimiento electrénico. A nivel del bulto, la formacién
de vacantes, dopaje no deseado y defectos cristalinos contribuyen a la dispersion de
los portadores de carga, obstaculizando el transporte balistico (Bischoff et al. , 2015).
Entender y controlar estas imperfecciones se ha convertido en un desafio crucial pa-
ra maximizar la eficiencia de las GNRs en aplicaciones electrénicas. Investigaciones
actuales se centran en estrategias para minimizar estas imperfecciones durante la
sintesis, asi como en técnicas de post-procesamiento para reparar y mejorar la cali-

dad estructural de las GNRs. Superar estos desafios permitira desbloquear todo el
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potencial de las GNRs en dispositivos electronicos avanzados y abrira nuevas perspec-
tivas en el diseno de materiales a escala nanométrica (Mucciolo et al. , 2009; Bischoff
et al. , 2015; Munoz-Rojas et al. , 2006; Areshkin et al. , 2007; Gunlycke et al. , 2007;
Lherbier et al. , 2008; Evaldsson et al. , 2008; Li et al. , 2008; Basu et al. , 2008;
Martin & Blanter, 2009; Mucciolo & Lewenkopf, 2010). Para modelar teéricamente
las imperfecciones o defectos, se usan potenciales escalares aleatorios puntuales o
extendidos, remociéon de los términos de tunelaje entre sitios en los Hamiltonianos
de los sistemas cudnticos (Valagiannopoulos, 2021). Por ejemplo, en el caso de del
desorden de borde, el criterio habitual esta basado en remover aleatoriamente sitios
atémicos de los bordes de la GNRs (Mucciolo et al. , 2009; Li et al. , 2008; Basu
et al. , 2008; Cresti & Roche, 2009). Para al desorden de bulto, tradicionalmente se
incluyen potenciales gaussianos con amplitudes aleatorias y distribuciones uniformes
(Mucciolo et al. , 2009; Lewenkopf et al. , 2008; Wurm et al. , 2012). Algunos estudios
experimentales certifican que con este modelo se puede obtener resultados congruen-
tes con las mediciones de transporte electronico en GNRs depositando atomos de

Cesio en la parte superior de la muestra (Lherbier et al. , 2008; Giambastiani et al.

, 2022).

Los potenciales escalares y las deformaciones de la membrana de grafeno son for-
mas posibles de controlar el transporte electrénico (Querlioz et al. , 2008; Ribeiro
et al. , 2009; Lu & Guo, 2010; Naumis et al. , 2017); en particular, estos mecanismos
permiten generar una guia de onda dentro de las nanocintas de grafeno para evitar
el esparcimiento por los defectos de borde (Cheng et al. , 2019). Por ejemplo, las
deformaciones uniaxiales gaussianas generan nuevos canales de transporte donde los
electrones viajan a través de la regién deformada mostrando robustés contra los de-

fectos de borde (Carrillo-Bastos et al. , 2016, 2014). Investigaciones recientes abren
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la posibilidad de ajustar las propiedades electrénicas del grafeno sobre sustratos de
nitruro de Boro hexagonal (hBN, por su abreviacion en inglés) a través de deforma-
ciones de hojuelas de grafeno (flakes, por su nombre en inglés) o surcos en grafeno

(wrinkles,por su nombre en inglés) (Giambastiani et al. , 2022).

Otras alternativas para implementar guias de onda en GNR son los potenciales
locales de compuerta Local Gate Voltages (Hartmann et al. , 2010; Cao et al. |
2017; Mosallanejad et al. , 2018b), estos se pueden generar utilizando nanotubos
de carbono cargados positiva y/o negativamente situados a cierta distancia de la
muestra de grafeno (Hartmann & Portnoi, 2020); en cualquier caso, el nimero de
canales de transporte accesibles depende de la intensidad del potencial y la forma
de éste (Rickhaus et al. , 2015; Zubair et al. , 2019; Shah et al. , 2019). El principio
bésico de las guias de onda es el de crear estados ligado (bound states) en la direccién
transversal (modos localizados) mientras se mantienen estados propagantes en el

otro, de manera similar como se propagan los foténes en una fibra éptica (Friebele

& Griscom, 1985; Addanki et al. , 2018; Dragic et al. , 2018).

Este trabajo consiste en el estudio del comportamiento de la conductancia en
GNR’s en presencia de guias de onda generadas por deformaciones gaussianas y po-
tenciales escalares, ademds de considerar defectos de borde y de bulto (Mucciolo
et al. , 2009; Mucciolo & Lewenkopf, 2010). Utilizando el formalismo de la funcién
de Green recursiva y la aproximacion de amarre fuerte aplicada a las nanocintas de
grafeno, obtuvimos la conductancia de un sistema de dos terminales y la densidad
de estados local (LDOS, por sus siglas en inglés). Ademds, se estudié el transporte
electronico en nanocintas de grafeno con el efecto de guias de onda y la presencia

de desorden en los bordes y en el bulto. Examinamos los casos de tensiones gaussia-
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nos, los potenciales tipo pozo cuadrado, el pozo hiperbdlico-secante y los potenciales
bipolares (compuestos por dos potenciales hiperbélico-secante positivo y otro nega-
tivo). Notamos que para E > 0, el nimero de canales balisticos aumenta debido
a los modos de propagacion en estas guias de onda. Estos canales adicionales son
estados de borde modificados por la guia de onda. En presencia de desorden en
los bordes y en el volumen, la conductancia disminuye; sin embargo, existen modos
de propagacién asociados con la guia de onda, que muestran un transporte cuasi
balistico. En particular, los pozos cuadrados, los pozos hiperbdlicos-secantes y los
potenciales bipolares tienen modos protegidos mas robustos, incluso al aumentar la
longitud de la nanocinta. Esperamos que nuestro trabajo pueda contribuir a mejorar

los dispositivos electrénicos basados en grafeno.
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2. Fundamentos tedricos del grafeno

El grafeno, una forma bidimensional del carbono, es un material fascinante con
propiedades electréonicas unicas derivadas de su estructura cristalina hexagonal y su
red de enlaces de sp?. En términos fundamentales, su comportamiento electrénico se
rige por la teoria de bandas, sonde la estructura electronica del grafeno exhibe una
banda de conduccién y una banda de valencia que se encuentran en los puntos de
alta simetria K y K’ conocidos como puntos de Dirac. Esta singularidad da lugar a
portadores de carga altamente modviles con una masa efectiva nula, lo que conduce a
fenémenos como la conduccién balistica y a una alta movilidad de electrones (alre-
dedor del orden de 10° m/s, 300 veces menor que la velocidad de la luz). Ademaés, la
ausencia de banda prohibida en el grafeno lo hace excepcionalmente semi-metalico,
con una alta densidad de estados electrénicos en la vecindad de su punto de Fermi.
Estas propiedades fisicas inherentes al grafeno subyacentes proporcionan una base
solida para comprender y aprovechar las extraordinarias propiedades electronicas
del grafeno en una amplia gama de aplicaciones, desde dispositivos electrénicos ultra

rapidos hasta sensores altamente sensibles.

2.1. Estructura de la red cristalina.

El grafeno es un material bidimensional compuesto por atomos de carbono dis-
puestos en una estructura hexagonal plana, como se muestra en la Fig. 1. Cada atomo
en el grafeno esta unido a otros tres dtomos mediante enlaces covalentes, formando
una red tipo panal de abeja (“honeycomb”por su nombre en inglés). Esta estruc-

tura cristalina puede describirse en términos matematicos mediante los siguientes
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conceptos fisicos:

Y [nm]
w

-1 T T r T T
-1 0 1 2 3 4

X [nm]

Figura 1: Esquema de la configuracion del grafeno y los vectores de la red primitiva
en el espacio real.

Red de Bravais

En el grafeno, la red de Bravais se define por dos vectores de traslacién linealmente
independientes. Los vectores de la red primitiva del grafeno se expresan cominmente
en términos de los vectores de enlace unitarios del carbono, que son a; y ds. Estos

vectores se pueden definir como:
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donde a es la longitud de los enlaces de carbono en el grafeno. En el caso del
grafeno, a; y a3 tienen la misma magnitud, y forman un angulo de 60° entre si, como

se muestra en la Figura 1. Para el grafeno, los vectores de la red en el espacio real

SOn.
i — oL+ 2 (12)
, V3.3,
2 = @(—71’ + 51/)- (1b)

Vectores de Base

Dado que el grafeno tiene una estructura hexagonal, un enfoque comun es uti-
lizar dos vectores de base para describir la posicién de los atomos. Estos vectores,

denotados como b; y b; se pueden calcular utilizando la siguiente relacién:

- 2 1 X aj,
by = T x =k (2)

Area de la celda unitaria \Clj X ay|

donde 7, k£ son permutaciones circulares de 1,2, y X denota el producto cruz. En el
caso del grafeno, debido a la simetria hexagonal, by y by tienen la misma magnitud,

donde a través de ellos podemos definir la red reciproca que es todos los puntos que

cumple
- 4
b1 = 1~ 3 (3&)
by = in (3b)

a s V35
av/3(—32 + 39)
donde el parametro a es la distancia carbon-carbén a primeros vecinos, para el grafeno

es de a = 1.42A.
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Funcién de onda de los electrones

En la aproximacién de amarre fuerte, la funcién de onda de los electrones en el

grafeno se describe mediante la ecuacion de Bloch, que tiene la forma:

i(r) = " Fu(r), (4)

donde k es el vector de onda en el plano (x,y), r es el vector de posicion, y uy(r) es

la parte periddica de la funcién de onda.

Estructura electrénica de bandas

La estructura electrénica de bandas del grafeno se obtiene resolviendo la ecua-
cién de Schrodinger para los electrones en la red de grafeno, teniendo en cuenta la
periodicidad de la red. En el grafeno hay dos puntos no equivalentes en la estructura
de bandas, denominadas puntos de Dirac y se encuentran en los vértices de la zona
de Brillouin, especificamente en los puntos K y K’. En la vecindad de estos puntos,
los electrones se comportan como fermiones de Dirac, lo que significa que exhiben
un comportamiento similar al de particulas relativistas sin masa. La banda de va-
lencia estd completamente llena, mientras que la banda de conduccién esta vacia en

el grafeno puro a temperatura ambiente.

La relacién de dispersién de energia alrededor de los puntos de Dirac es lineal en
el grafeno, lo que significa que la energia de los electrones varia linealmente con el
momento cerca de estos puntos. Esta relacion lineal es responsable de las propiedades
unicas de transporte de carga del grafeno, como la alta movilidad de los portadores

de carga.
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Para obtener la estructura de bandas de grafeno infinito empleamos la aproxima-
cion de amarre fuerte a primeros vecinos, en donde solo se considera la probabilidad
de que un electron de la banda 7 sea transferido de un sitio a uno de sus tres vecinos
mas cercanos. El hamiltoniano en términos de operadores de aniquilacién y creacién

es

H=- Z Z toaibﬂr& + H'C'a (5)

siendo ty la amplitud de transferencia de electrones entre sitios con valor de 2.8 eV,
al(b,,s,) el operador de creacién (aniquilacién) en un sitio de la subred A (B) y H.c.

el hermitiano conjugado.

Realizando una transformada de Fourier sobre los operadores de aniquilacion y

creacion para pasar al espacio reciproco
H(k) = —(k)ab, + Hee., (k) =to y_ e ©)

Se puede demostrar que la ecuacién que representa la relacién de dispersiéon esta

dada de la siguiente forma (ver Figura 2), (Castro Neto et al. , 2009):

E(k) = +tg \/3 + 2c05(V/3k,a) + 4cos(V3k,a/2)cos(3k,a/2), (7)

siendo ¢ la amplitud de tuneleo de los electrones con valor de 2.8 eV, k, y k, son los
momentos en el espacio reciproco en las direcciones x y y, respectivamente. El valor
del tuneleo en el grafeno proviene de su estructura cristalina especial, que le confiere
propiedades electrénicas tnicas. En ausencia de factores externos como esfuerzos, o
campos escalares, donde estos tltimos estan definidos en cada punto de un espacio

y que solo tienen un valor numérico asociado a cada punto, los electrones se pueden
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describir haciendo la analogia con particulas libres cuasi-relativistas sin masa. Por
esta razon, en los puntos de Dirac (K y K’) la relacién de dispersion en torno a ellos,

a bajas energias se representa mediante la siguiente ecuacién
E (15’) - ihruF‘E‘, 8)

donde £ es la constante de plank reducida, vr = 3ta/(2h) ~ 10°m/s la velocidad de

Fermi y a.. es la distancia entre atomos de carbono.

Figura 2: Estructura electrénica de bandas para el grafeno calculada con la aproxi-
macién de amarre fuerte (Ec:(7)).
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2.2. El espectro de energias en nanocintas de grafeno

En la seccién anterior examinamos una hoja infinita de grafeno y realizamos
un andlisis breve de sus bandas de energia. En esta seccion, nos centraremos en la
discucién de las propiedades electrénicas de las nanocintas de grafeno. Para estas
nanocintas, las propiedades electronicas exhiben una fuerte dependencia de la orien-
tacion de los bordes (Wakabayashi et al. , 2010; Castro Neto et al. , 2009). Debido
a la simetria hexagonal de los dtomos de carbono en el grafeno, las nanocintas de

grafeno mas estudiadas son aquellas que presentan bordes zigzag (ZGNRs) y “arm-

chair” (AGNRs) (Figura 3-a)).

A continuacién describiremos la metodologia para obtener la estructura de bandas
de las nanocintas de grafeno. Considere una nanocinta como se muestra en la Figura
3. Dividimos el sistema en celdas unitarias, es decir en la estructura minima de
repeticion para generar el sistema cuasiunidimensional. Sea H, el Hamiltoniano de
la n-ésima celda unitaria, y Hig v Hp; los Hamiltonianos de las celdas unitarias
vecinas a la izquierda y a la derecha respectivamente. Aprovechando la periodicidad
de esta manera, podemos reducir el hamiltoniano de la enésima celda a solo tres
componentes,

H®, = Hi¢gP,—1 + Hy®,, + Hp1 Py 41, 9)

donde Hy, Hyg y Hy son matrices cuadradas y tienen el rango igual al nimero de
sitios en la celda, es decir tienen dimensién (N x N). ® es una funcion de onda de la
forma ® = ¢ e, donde k es el nimero de onda, n el indice de celda y ¢ un vector
columna de 1 X N. Hyy vy Hp son los Hamiltonianos que conectan la celda unitaria

con su vecino inmediato. Para resolver esta ecuacion podemos utilizar la expresion
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armchair

zigzag

(a)

n-1 n n+l

(b)

Figura 3: (a) Esquema de un fragmento de la red de grafeno hexagonal mostrando
los bordes zigzag y armchair. (b) Celda unitaria de la nanocinta zigzag (rojo) y sus
celdas adyacentes (azul y verde) muestran la simetria de traslacién de la celda.

ikna

para @ en la ecuacién (9). Cancelando los términos comunes e”"* se puede obtener

Hop = (Ho + Hppe™ + Hloe_ika) o, (10)

esto es

E¢ = (Hloe_ik“ + Hy + Holeika) o, (11)
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esta ultima ecuacién (11), es un problema de eigenvalor para una matriz compleja,
misma que resolviendo numéricamente nos permite encontrar la estructura de bandas

para la nanocinta.

2.3. Nanocintas zigzag

Una nanocinta zigzag es aquella que exhibe una estructura de repeticién zigzag
en los bordes, como se muestra en la Figura 3-(a). En esta configuracién, cada borde
termina con atomos de la misma subred; por ejemplo, &tomos A en el borde superior
y atomos B del borde inferior. El ancho de una nanocinta zigzag ahora depende del

nimero de atomos en la celda unitaria determinada por

W,. = (N -1)2a, (12)

donde N es el nimero de dtomos en la celda unitaria y a = 1.42A representa la

distancia atémica entre carbono-carbono para primeros vecinos. Para obtener la re-

E(ky) eneV —

1.0 05 0
ky

Figura 4: Estructura de bandas para una nanocinta zigzag con 40 sitios de ancho.
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lacion de dispersién, consideramos que la periodicidad de la nanocinta se encuentra
en la direccion x por lo que la funciéon de onda esta restringida en la direccién y.
Este tipo de nanocintas presenta un comportamiento semi-metalico como se puede
observar en la Figura 4. Ademds de mostrar bandas planas que son un reflejo de
la localizacion de estados de borde, también se puede apreciar una degeneracion de
estados en la banda de valencia y la banda de conduccion alrededor de k = j:?,’—g.
Los estados disponibles son una consecuencia directa del tipo de corte de la hoja
de grafeno y la caracteristica mas importante es que los estados de borde no son

dispersivos (Castro Neto et al. , 2009).

2.4. Nanocintas armchair

La otra geometria de borde se conoce como armchair, tal como se muestra en
la Figura 5. Cada borde exhibe una terminacién que es una combinacién de atomos
de las subredes A y B. El ancho de una nanocinta armchair se determina por el
numero de atomos en la celda unitaria, similar al caso de la nanocinta zigzag, como
se muestra a continuacion:

V3

Wac = (N - 1) TCL? (13>

donde N es el nimero de atomos que contiene la celda unitaria y a es la distancia
carbon-carbon a primeros vecinos. Este tipo de nanocintas presenta un comporta-
miento diferente a las nanocintas armchair. En la Figura 5 se muestra la celda primi-
tiva para el corte zigzag utilizado para calcular la estructura de bandas. El modelo
hace referencia a calcular la matriz asociada al Hamiltoniano de la celda de repe-
ticién y de las celdas vecinas (n+1 y n-1). En la Figura 6 se muestra la estructura

de bandas E(k) para dos nanocintas armchair con anchos de N,. = 40y N, = 41
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n+1

Figura 5: Celda unitaria de la nanocinta armchair (rojo) y sus celdas adyacentes
(azul y verde) muestran la simetria de traslacién de la celda.

respectivamente. Este tipo de nancocintas con N, + 1 que sea divisible entre tres

tiene comportamiento metéalico, de lo contrario presenta un gap que es inversamente

proporcional al ancho (Wakabayashi et al. , 2010).
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Figura 6: Propiedades electrénicas de una nanocinta armchair. a) nanocinta con 40

sitios y b) nanocinta con 41 sitios.
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3. Transporte electréonico en nanocintas de gra-

feno

Hasta hace 20 anos se crefa que los cristales bidimensionales no eran termo-
dindmicamente estables (Castro Neto et al. , 2009). Sin embargo, esta concepcién
cambié con el descubrimiento del grafeno. El grafeno, con sus propiedades extra-
ordinarias como su alta conductividad, la relacién lineal entre momento y energia,
y sus caracteristicas relativistas, ha transformado de manera significativa los para-
digmas de la materia condensada. A pesar del éxito y el interés generado por este
material, su lenta implementacion en la tecnologia convencional hace dificil que el
grafeno se convierta en la base para construir dispositivos electrénicos, como los mi-
croprocesadores, en un futuro inmediato (Geim & Novoselov, 2007). Esto se debe a
que la forma natural de implementar grafeno en dispositivos electronicos, a través de
las nanocintas de grafeno, suele presentar vacancias atémicas en sus bordes, lo que
las hace irregulares. Esta irregularidad impacta significativamente en el transporte
electronico, limitando de manera considerable el transporte balistico mediante un
bloqueo de Coulomb que se localiza a lo largo del dispositivo como se muestra en la
Figura 7 (Bischoff et al. , 2015). Este fenémeno (bloqueo de Coulomb) se manifiesta
cuando la energia necesaria para agregar una carga elemental a un sistema supera la
energia térmica del sistema, lo que lleva a que la carga adicional no pueda ingresar

al sistema.

La investigacion sobre el desorden cristalino en las nanocintas de grafeno, que
incluye fenémenos como las vacancias atémicas, ha sido un tema destacado en los

ultimos 15 anos y sigue siendo relevante, ya que se busca comprender completamente
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Figura 7: Comparacién directa de las propiedades de transporte a baja temperatura
de una cinta de nanografeno fabricada sobre (a) diéxido de silicio y (b) sobre hBN.
Aparte de las diferencias microscopicas, las propiedades de transporte generales per-
manecen inalteradas. Figura extraida de Bischoff et al. (2015).

la supresién de la conductancia balistica (Mucciolo & Lewenkopf, 2010; Bischoff et al.
, 2015; Mucciolo et al. , 2009). Una contribucién significativa se produjo en 2009,
donde los autores llevaron a cabo un estudio numérico sobre el comportamiento
de la conductancia en nanocintas de grafeno con desorden en los bordes y en el
centro de la nanocinta (bulk). Los resultados indicaron que la conductancia se ve
principalmente suprimida debido al desorden en los bordes. Ademads, demostraron
que incluso con un desorden considerado “débil”, se afecta de manera considerable la
cuantizacién de la conductancia (Mucciolo et al. , 2009).En la Figura 8, se presenta
la conductancia de una nanocinta zigzag y una nanocinta armchair en color negro,
donde se observa que la conductancia permanece cuantizada y sin dispersién. Sin
embargo, al remover atomos de los bordes de las nanocintas, se puede notar que la
cuantizacion de la conductancia desaparece, siendo suprimida en su totalidad.En el

caso de la nanocinta zigzag, en la Figura 8-b), se muestra la conductancia en color
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rojo cuando se elimina un atomo de carbono del borde de manera aleatoria, en color
azul cuando se eliminan dos atomos, en verde cuando se eliminan tres atomos y
en amarillo cuando se eliminan cuatro dtomos. Se concluye que la conductancia se
suprime considerablemente ante la presencia de imperfecciones en los bordes de una

nanocinta de grafeno, perdiendo ademés las propiedades balisticas de transporte.
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Figura 8: (a) y (b): Conductancia promedio para nanocintas de grafeno con variacién
en la rugosidad de los bordes (promedio sobre 10 realizaciones en linea roja, azul,
verde y amarillo). Todas las nanocintas tienen la misma longitud (L = 45 nm) y
anchos similares (W = 4.4 nm para la disposicién armchair y W = 4.7 nm para
la disposicién en zigzag). (c) Perfiles de la rugosidad utilizados para calcular la
conductancia en (a) y (b). (solo se muestran segmentos de la estructura atémica de
la nanocinta). Izquierda: disposicién armchair; derecha: disposicién en zigzag. Figura
extraida de Mucciolo et al. (2009).

En la literatura, se han propuesto diversas estrategias para controlar la region
espacial en la cual ocurre el transporte electrénico en dispositivos de grafeno. En

2011, se propuso generar un efecto de guia de onda similar al de una fibra éptica en
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nanocintas de grafeno pristinas (Williams et al. , 2011). El experimento involucra
una “hoja”de grafeno con cuatro contactos para regular el voltaje, y mediante una
diferencia de potencial, se logra el efecto de guia de onda (ver Figura 9). Regimenes
de gufa, OPG (azul), PNG y OPG/PNG (rosa), en funcién de la densidad bajo la
compuerta superior (nl) y fuera de la compuerta superior (n2). El punto medio del
diagrama es una densidad cero en las regiones 1 y 2. Simulaciones de la densidad
de corriente J en los tres regimenes para indices efectivos de refraccion €; y e;. Los
ejes X’ v 'Y’ representan la escala de tamano del dispositivo de 100 nm x 100 nm.
La eficiencia de la guia es v = 0.53, 0.03 y 0.24 (2 = 0.58, 0.18 y 0.29) en los
regimenes OPG, PNG y OPG/PNG, respectivamente, donde definimos v como la
diferencia entre € y su valor para indices iguales, (€1, €2) = Q(eq, €2) — Q(eq, €1). Las
lineas verdes en (b-d) son lineas de densidad de corriente constante. Estos autores
demostraron que la eficiencia de la guia se incrementa cuando se aplica un campo

magnético perpendicular a la base de la nanocinta.

En 2012, se presenté otra propuesta para generar efectos de guias de onda en
nanocintas de grafeno. En el articulo titulado “Graphene Antidot Lattice Wavegui-
des” (Pedersen et al. , 2012), se propone una nanoestructura de grafeno donde una
region de grafeno pristino se sitia entre dos regiones que presentan huecos periédicos.
Los resultados presentados son de gran importancia, ya que en este tipo de guias de
onda se manifiesta el fenémeno de cuantizacién de la conductancia. En anos recien-
tes, se ha investigado el transporte electrénico en nanocintas de grafeno con lineas
de defectos cristalinos. En particular, los calculos que se realizaron mostraron que es
posible lograr la polarizacién de valle mediante este mecanismo (Gunlycke & White,
2011). Por otro lado, los experimentos realizados por Kim et al. (2016) evidencia-

ron experimentalmente la posibilidad de crear efectos de guias de onda aplicando
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Figura 9: Simulacién de una guia de onda p-n en grafeno con compuertas (explicacién
en texto). Figura extraida de Williams et al. (2011).

diferencias de potencial en “hojas”de grafeno.

En el ano 2016, se abordé la influencia de tensiones y deformaciones en el grafeno
sobre el transporte de carga. En particular, se investigd cémo los pliegues generados
por tensiones locales pueden afectar la conductividad eléctrica y la movilidad de
electrones en el material (Carrillo-Bastos et al. , 2016, 2014). Los pliegues tensio-
nados, originados por diversos factores, se exploran como posibles facilitadores del
transporte de carga, creando vias preferenciales para el flujo de electrones a través
del grafeno. En la figura 10-a) se muestra la conductancia para diferentes ordenes de
deformacién tipo gaussiano con la relacién de aspecto a = A/b, donde A es la am-
plitud de la deformacién y b el semiancho. En la figura 10-b) se muestra la densidad
de estados local para una nanocinta sin deformacién (A = 0) y con una deformacién

con relacién de aspecto de (A = 5a y b = 10a), donde a es la distancia entre dtomos
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Figura 10: (a) Conductancia para una cinta (L = 27.4nm y W = 25.8 nm) con dife-
rentes parametros de pliegues tensionados. Las curvas estan desplazadas para mayor
claridad. Lineas horizontales discontinuas marcan el valor cero para una comparacién
adecuada. (b) Perfil de LDOS a lo largo de la cinta con paneles superiores/inferiores
mostrando resultados para: €, = 0% — 9.2% (curvas negras a verdes en (a)), (c)
LDOS total mejorado producido por el pliegue tensionado, (d) mapa de color de
la polarizacién de subredes. Paneles (b)-(d) obtenidos en E = 0.05eV. Pardmetros:
W = 27.4nm, amplitud A = 0.7nm y ancho b = 1.4 nm. Figura extraida de Carrillo-
Bastos et al. (2016).

de carbén. Las figuras c¢) y d) muestran la densidad de estados total a lo largo de
la nanocinta y el comportamiento por subredes respectivamente. La investigacion
busca comprender como estas propiedades pueden ser aprovechadas en aplicaciones

tecnoldgicas, desde dispositivos electrénicos flexibles hasta dispositivos de deteccién.
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En 2018, se propuso un mecanismo adicional para generar guias de onda en na-
nocintas de grafeno (Mosallanejad et al. , 2018a). Este trabajo numérico investigd
las propiedades de transporte electrénico en guias de onda curvilineas (ver Figura
11). Los resultados son particularmente interesantes, ya que reportaron que las ban-
das de energia de una guia de onda dentro de una nanocinta de grafeno dependen
fuertemente de la diferencia de potencial aplicado. Ademas, dichas bandas pueden
ser modificadas variando el grosor de la guia de onda. En el caso de una guia de onda
curvilinea, los niveles de conductancia se mantienen casi invariantes en comparaciéon
con una guia de onda “rectangular”; es decir, la curvatura de la guia de onda parece
no afectar considerablemente los escalones en la gréfica de conductancia de la guia.
En la figura 11-a) se muestra la conductancia de dos terminales G en funcién del nivel
de Fermi para una guia de onda curvada con diferentes grados de curvatura DC' = 0,
10.2, 20.4 y 30.6 nm. Se puede observar que para la guia de onda de grafeno recta con
DC = 0.0 nm, para E > 0 la conductancia resultante puede aproximarse a G = 1, 3,
5%; mientras que para F < 0, la conductancia se vuelve oscilante debido a la fuerte
interferencia entre los modos de entrada y retrodispersion, y siempre es menor que
G = 1%. Es digno de destacar que se aplican potenciales de sitio independientes de
Vp =—-0.22eV y Vg =0¢eV alos terminales izquierdo y derecho para coincidir con
los modos de la guia de onda.En la figura 11-b), como ejemplo, trazamos la densidad

local de estados del modo de guia de onda confinado perfectamente conductor de

G ~ 1% con Er = 0.03 eV y DC' = 20.4 nm fijos. Se puede ver claramente que
el modo de guia de onda confinado solo se propaga localmente dentro de la guia de
onda. La figura 11-¢) muestra la coincidencia de bandas entre los terminales y la

regién central de dispersion para la Figura 4(a).

Dada la informacién recopilada en la literatura citada anteriormente, surge na-
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Figura 11: (a) Conductancia con dos terminales en funcién del nivel de Fermi para
diferentes guias de onda curveadas, es decir, Do = 0, 10.2, 20.4, y 30.6 nm. Los
parametros del sistema se eligen como L = 80nm, W = 50nmWs; = 10nm y
0V = —0.25€V. (b) Distribucién espacial de la densidad de estados de la guia de onda
del monomodo tnico. (c¢) Coincidencia de las bandas de energia entre los contactos
(lineas sdlidas) para los sistemas mostrados en el panel (a). Potenciales adicionales
en el sitio de —0.22 eV se agregaron a los contactos para alinear las subbandas de
conduccién similares. Figura extraida de Mosallanejad et al. (2018a).

turalmente la pregunta de si los efectos de guia de onda podrian restablecer el trans-
porte electrénico balistico en nanocintas de grafeno con bordes desordenados. En
principio, estos efectos podrian confinar espacialmente el movimiento de los electro-

nes, evitando asi la dispersion. Sin embargo, hasta el momento no se ha llevado a
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cabo un estudio de este tipo. Ademads, permanece desconocido cual de todos los me-
canismos de guias de onda seria el mas efectivo para suprimir los efectos dispersivos

en los bordes.

4. Formalismo de las funciones de Green

La funcion de Green es muy 1util en el drea de fisica ya que son herramientas ma-
tematicas fundamentales que se utilizan para describir la propagacion de particulas o
campos en sistemas fisicos. Por otro lado, las relaciones de Fisher-Lee (Lee & Fisher,
1981) son una serie de relaciones integrales que conectan las funciones de Green con
las densidades de estados y las amplitudes de dispersién en sistemas cuanticos. Es-
tas relaciones son tutiles para comprender cémo las propiedades microscépicas de un
sistema se relacionan con sus propiedades macroscépicas. Estas funciones describen
cOmo un sistema responde a una perturbacion externa en términos de la probabili-
dad de transicion entre diferentes estados del sistema. En este capitulo, utilizaremos
esta herramienta para calcular los coeficientes de transmisién, que son indispensables

para calcular el transporte electronico en sistemas mesoscopicos.

4.1. Funcién de Green de una particula

En mecanica cuantica, por lo general se estd interesado en resolver la ecuacion

de Schrédinger (o la ecuacién de Dirac) independiente del tiempo

[E — H)U(r) =0, (14)
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donde H es el Hamiltoniano del sistema en el espacio real. La funcién de Green

correspondiente a H se define como la solucién de la ecuacion diferencial que cumple

[E— H|G(r,v',E) =06(r —1'). (15)

La ecuacién diferencial (15) tiene una funciéon de inhomogeneidad espacial, la funcién
delta de Dirac §(r — 1), que se define como cero cuando r # r/, e infinito cuando

r =r’. En esta notacién, la ecuacién diferencial (15) toma la forma

[E - H|G(E) =1, (16)

donde Z es la identidad. En adelante, denotamos el simbolo como G, las funciones
de Green y a el operador de la funciéon de Green. En una notacién conveniente, la

relacion entre ambas es

G(r,x', E) = (r| G(E) 1) , (17)

donde, si E no es un eigenvalor de H, el operador de la funcién de Green se puede

escribir como

G(E)=[E—H]™" (18)

Sin embargo, sin especificar las condiciones de frontera, la inversa de un operador
diferencial no esté definida de manera tnica. La funcién de Green G(r,r’, F) puede
verse como una funciéon de onda en el punto r resultado de una perturbacion en el
punto r’. En términos generales, las soluciones de causalidad se refieren a la pro-
piedad de las funciones de Green que asegura que la informacion y la influencia no
se propaguen mas rapido que la velocidad de la luz. Esto significa que un cambio

en un punto del espacio-tiempo solo puede afectar a los puntos en el futuro de ese
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punto, y no a los puntos en el pasado. Mateméticamente, esto se expresa a través de
la condicion de causalidad, que implica que la funciéon de Green debe ser cero para
argumentos negativos de tiempo (¢ < 0) cuando se calcula en el espacio de momento
de energia y, ademas, que la funcién de Green tiene soporte en la region de tiempo de
retardo”para t > (. Esta condicién garantiza que los efectos de una perturbacién solo
se propaguen hacia adelante en el tiempo. Estas condiciones de frontera pueden ser
incluidas anadiendo o sustrayendo una cantidad imaginaria infinitesimal a la parte

de la energia, lo que resulta en las siguientes ecuaciones
Gria(E) = lim [E — H +in] ™" (19)
n—0

En las siguientes secciones solo se utilizara la funcionde Green retardada, ya que para
obtener la funcién de Green avanzada solo se necesita obtener el complejo conjugado

de la funcién de Green retardada (se puede apreciar claramente en la ecuacién 19).

4.2. La funciéon de Green y la relacién con los estados trans-

mitidos

Estamos interesados en calcular la conductancia de un dispositivo mesoscépico,
especificamente en nanocintas de grafeno. El formalismo de Biittiker-Landauer ofrece
que podamos calcular la conductancia en términos de los coeficientes transmitidos
de un cierto dispositivo, que, para nuestro caso es un conductor balistico conectado
a dos terminales. Este formalismo puede manejar sistemas con un nimero arbitrario
de terminales. Las terminales en este contexto se refieren a los contactos externos a

través de los cuales la corriente fluye dentro y fuera del sistema que se esté estudiando,

40



como electrodos en dispositivos electrénicos. Los coeficientes de transmision pueden
ser expresados en términos de las funciones de Green mediante la relacion de Fisher-
Lee (Fisher & Lee, 1981). En este capitulo no estamos interesados en la obtencién

detallada de dicho formalismo, por lo que solo expresaremos el resultado final.

g

X

Contacto 1 Contacto 2

Conductor balistico

Figura 12: Conductor balistico conectado a dos grandes contactos.

Los coeficientes de transmisién entre los contactos p y ¢ estan dados por
qu(E) = TI'[FpquFqG;qL (20>

donde Tr es la traza y lo elementos de matriz I', ; describen el acoplamiento de los

contactos. Estos elementos de matriz se expresan en términos de las autoenergias X,
T, = i[5, — Xf], Ty = i[5, — Sf]. (21)

La funcién G, en la ecuacion 20 corresponde a una matriz con elementos de funciones
de Green G(rq,ry), donde 7,/ son puntos en los contactos p/q. El formalismo de
Landauer es una herramienta importante en la fisica de la materia condensada para
comprender el flujo de corriente en dispositivos nanoestructurados, particularmente

en el contexto de la electrénica cuantica y la nanotecnologia. Este formalismo se basa
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en la idea de que la conductancia de un dispositivo electronico estd determinada por

el nimero de canales de conduccion disponibles para el transporte electrénico.

La conductancia en el formalismo de Landauer se calcula utilizando la férmula
de Landauer-Biittiker (para dos terminales), que relaciona la corriente eléctrica que
fluye a través de un dispositivo con la diferencia de potencial aplicada a través de él

y las caracteristicas de transmision del dispositivo. La féormula bésica es:

2e?
G = “-T(Ey), (22)

donde G es la conductancia del dispositivo,e es la carga del electrén, h es la constante

de planck y T(EF) es la transmitancia del dispositivo en la energia de Fermi Ep.

La transmitancia T representa la probabilidad de que un electrén incidente con
cierta energia I atraviese el dispositivo sin ser reflejado. Se puede calcular utilizando
métodos de mecanica cuantica, como la teoria de scattering o la teoria de la matriz

de transferencia.

En resumen, para calcular la conductancia en el formalismo de Landauer, pri-
mero necesitas determinar la transmitancia del dispositivo para la energia de Fermi

relevante, y luego usar la formula de Landauer-Biittiker.

Aunado a lo anterior, con las funciones de Green, se puede determinar la densidad
de estados local enla nanocinta de grafeno ("LDOS”, local density of states, por sus
siglas en inglés). Para calcular la densidad de estados local (LDOS) utilizando las
funciones de Green, primero se necesita calcular la funcién de Green local G(r,r’, E),
que describe la probabilidad de encontrar una particula en el punto r con energia F,

si se introduce una particula en el punto r’.
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Una vez que se tiene la funcién de Green local, la densidad de estados local se
puede calcular como:

D(r, E) = —SImTr G(r, r, ), (23)
T

donde D(r, E) es la densidad de estados local en el punto r y la energia E. Im
denota la parte imaginaria, Tr denota la traza y G(r,r, F) es la funcién de Green
local evaluada en el punto r y la energia E. La funcién de Green local puede calcularse
utilizando métodos numeéricos o tedricos, dependiendo del sistema en consideracién
y la precisién requerida. Una vez que se obtiene G(r,r’, E), se puede evaluar en el

mismo punto r para obtener los LDOS en ese punto y energia especificos.

4.3. Funcion de Green de la red

En esta seccion se presenta un método numérico eficiente para calcular las funcio-
nes de Green Gp,. La estructura de la ecuacion 20 se explicard de manera detallada

para su mejor comprendimiento.

Generalmente, cuando se hace un calculo numeérico, se trabaja con sistemas dis-
cretos. La discretizacion de nuestro sistema consiste en una red de dtomos colocados
en una geometria hexagonal, es decir, grafeno que su Hamiltoniano esta descrito
a primeros vecinos, donde asumimos un solo orbital (el orbital 7) por sitio. Dicho

Hamiltoniano queda descrito como
H=c|g) (&il —to Y [|o) (67| + hc] (24)
<iyj>

donde < 7,5 > es el tuneleo a primero vecinos y € es la energia de sitio, en el

modelo mas simple del grafeno, se asume que la energia de un electrén en un atomo
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de carbono en la red de grafeno es cero en relacién con la energia de Fermi del
material. En general, la energia de sitio es cero para este tratamiento pero puede ser
diferente de cero como veremos en los siguientes capitulos. El parametro de tuneleo
lo tomaremos como ty = 2.8 eV para este caso, como se sabe, aproximadamente esta
es la energia necesaria para que un electrén pueda atravesar una barrera de potencial

en el grafeno. La funciéon de Green suele ser calculada mediante
G(E)=[E—H —in]™". (25)

Sin embargo, esto es imposible debido a que H es de dimension infinita dado que
incluye contactos semi infinitos. La solucion a este problema consiste en que las au-
toenergias de los contactos deben ser asociadas a un Hamiltoniano finito para que
pueda ser calculado. Para hacer esta explicacion posible, asumiremos una red cua-
drada en el formalismo de amarre fuerte para después explicar cémo implementarlo
en una red hexagonal como se explica en (Lewenkopf & Mucciolo, 2013). Primero

hablaremos del sistema completo que puede ser dividido como
H=Hp+> (Hi+Vip+Vi), (26)

donde Hp es el Hamiltoniano del dispositivo central, en otras palabras, la nanocinta,
H! es el Hamiltoniano del contacto . El término V},, describe el tuneleo entre los

contactos y la nanocinta.
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4.4. Autoenergias de los contactos semi infinitos

Las ecuaciones de autoenergia para los contactos semi-infinitos son importantes
en la teoria de sistemas cudnticos, particularmente en el contexto de la teoria de
transporte electrénico en nanodispositivos y sistemas mesoscopicos (Datta, 2005).
Estas ecuaciones estan relacionadas con la estructura electrénica y la densidad de
estados en los contactos (canales de entrada y salida) de un dispositivo cudntico. Las
ecuaciones de autoenergia se utilizan para describir cémo se comportan los electrones

en los contactos.

Las ecuaciones de autoenergia se pueden expresar en términos de matrices de
dispersién (S-matrices) y funciones de Green. Las funciones de Green son una he-
rramienta fundamental en la teoria cuantica de campos y la mecanica cuantica, y se

utilizan para describir la propagacién de particulas a través de sistemas cudanticos.

En el contexto de contactos semi-infinitos, las ecuaciones de autoenergia descri-
ben como se propagan las ondas electrénicas en los contactos y como se reflejan o
transmiten en un dispositivo cudntico. Estas ecuaciones suelen ser especificas para
la geometria y la estructura electréonica del sistema que se esta estudiando, por lo

que la forma exacta de las ecuaciones puede variar.

Dicho esto, las ecuaciones de autoenergia a menudo se derivan a partir de la
teoria de la dispersion de ondas y pueden incluir términos que representan la matriz
de dispersién (S-matrix), la matriz de Hamiltoniana y las funciones de Green del

sistema. El Hamiltoniano del sistema completo se puede dividir como:
H=Hp+> (Hj+Hp+ Hp,), (27)

45



donde Hp es el Hamiltoniano de la red cristalina central (el dispositivo), y H: es
el Hamiltoniano para el contacto izquierdo (pongamos de ejemplo el contacto 1). El

término H? ,, describe los tuneleos entre el contacto y el dispositivo.

Dispositivo Dispositivo
Contacto 1| HH 21@ 1
r/ \Contacto 3 ]
\ —- ( >3
| \
Contacto 2 (|11 =2 (0] ]

Figura 13: Los contactos también pueden ser considerados en cuenta por su auto-
energia.

Por simplicidad, solo se se considerara un contacto k por ahora pese a que el
formalismo es en general para varios contactos; para ejemplificar como se obtendria
las autoenergias de un solo contacto. La funcién de Green se puede subdividir de la
siguiente manera

(B +in)l— Hf Vip . G} Gip _J (28)

Vbe (E +in)I— Hp Gp, Gb
La tnica parte de la funcién de Green en la que estamos interesados es G p, la funcién
de Green del dispositivo. A partir de la ecuacion 28 se pueden extraer las siguientes

ecuaciones:

(B +in)I— H]GLp + [ViplGp =0, (29)

[(E+in)]— Hp|Gp + [VDkL]GkDL =1 (30)
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donde la ecuacién (29) se puede escribir como sigue
Gip=—9:VipGb, (31)

donde gf = [(E £ in)l — H}] ! es la funcién de Green para un contacto semi infinito

aislado. Sustituyendo G% ;, en la ecuacién 30, podemos encontrar lo siguiente
: Kokik |7
Gp = [(B+ i)~ Hp = VipghVin| (32)

donde se aplic la relacién VE, = V}J. El contacto semi infinito se tiene en cuenta
a través del término Vfgg,’—iVL’“D, el cual debe identificarse con la autoenergia X del
contacto k (ver Figura 13):

Sy = ViLghvE,. (33)

Los efectos de diferentes contactos independientes son aditivos, por lo que podemos

encontrar la funcion de Green a partir de:

-1

Gp= |[(E+in)I+Hp— Y %y (34)
k

Puede parecer que el problma simplemente ha cambiado dado que el calculo de
g% implica una invesrién de una matriz de dimensién infinita. Sin embargo, dado
que estamos utilizando el modelo a primeros vecinos, todos los elementos de matriz
de acoplamiento V/, son cero, excepto aquellos sitios vecinos al dispositivo. En
consecuencia, solo se necesita la funcién de Green entre puntos de la superficie del

contacto, es decir, (g¥)1;.

Después de todo, el dispositivo central consta de F sitios en la red y todas las
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matrices de la ecuacion 34 tienen una dimensién finita de F' x F'. En principio, ahora
podemos calcular la funciéon de Green invirtiendo la matriz de dimension F' x F'. Sin
embargo, a medida que el tamano del sistema (es decir, el nimero de sitios en la red)
aumenta, esta operacion se vuelve extremadamente costosa en términos de tiempo

computacional.

4.5. Funcion de Green recursiva

La funcién Green recursiva es una técnica utilizada en la teoria de la funcion
de Green para calcular la funcién de Green de un sistema cudntico en términos
de iteraciones. Imaginemos que tenemos un sistema cuantico representado por un
Hamiltoniano H y una funcién de Green G que describe la respuesta del sistema a
una perturbacién. La funcién de Green recursiva se calcula a través de una serie de

iteraciones y se relaciona con la matriz de Green G y la matriz del propagador P.

En lugar de evaluar la funciéon de Green total de una vez, la red del dispositivo
se divide en varias secciones. Suponiendo que se conoce la funcién de Green de cada
una de estas secciones, se fusionan empleando la ecuacién de Dyson (ver, por ejemplo
Datta (1995))

G=g+gVG. (35)

En esta ecuacion, g es la funcion de Green del sistema no interactuante, V' describe
el hopping (tuneleo) entre las secciones, mientras que G es la funcién de Green que
queremos encontrar (ver Figura 14). A continuacién explicaremos brevemente c6mo
se puden conectar dos secciones aisladas utilizando la ecuacién de Dyson para obtener

la funcion de Green del sistema conectado.
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Figura 14: Esquema de dos secciones aisladas que se conectan con la ayuda de la
ecuacion de Dyson para obtener la funcién de Green del sistema conectado.

Supongamos que conocemos la funcién de Green de los sistemas independientes
Gn1, Gnn Y Gnt1n+1- La funcién de Green del sistema acoplado que uno desea obtener
se denota como Gy1. Para obtener Gy, proyectamos la ecuacion de Dyson entre las

columnas N y 1:

Gy = (N|GI1) (36a)

= (Ngl) + > (Nlgla) («|V8) (B|G|1) (36b)
[ex),18)

= (N|gln+ 1) (n + 1|V |n) (n|G|1) (36¢)

= gN,n-i-an-i-l,nGnl (36(:1)

En la ecuacién (36b) se han incluido conjuntos completos de estados de los sitios de
la red |a) y |5). Al incluir estos conjuntos completos, se tienen en cuenta todos los
estados posibles y garantizan una descripcion completa del sistema. También, hemos
considerado el hecho de que los elementos de tuneleo V' son diferentes de cero solo
entre las columnas n y n+1, debido a que estamos considerando tinicamente tuneleos
entre los vecinos mas cercanos. Ademas, los términos gn1 y g son cero dado que g

solo esta definido para las secciones no conectadas.
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Para determinar la seccién desconocida G, la ecuacién de Dyson se proyecta
nuevamente entre las columnas de sitio apropiadas. Este procedimiento se repite
hasta obtener un conjunto de ecuaciones cerradas. En este ejemplo, se obtienen las

siguientes ecuaciones:

Gnl = gn1 t+ gnnVn,n—i—lGn—l—l,la (37&)

Gn+171 = gn+17n+1vn+1,nGn,1- (37b)

Estas ecuaciones nos conducen a lo siguiente

Gnl = [[_ gnnvn,nJrlgnJrl,nJrlVn+1,n]71 gn1- (38)

Si G, se sustituye en la ecuacién (36d), obtenemos una expresiéon para Gy la cual

solo depende de la funcién de Green de los sistemas aislados.

La implementacion de la funcién de Green en una red cristalina es un tema
complejo y depende de la naturaleza especifica del sistema y del método numérico
que se esté utilizando. Sin embargo, al poner ciertos elementos de tuneleo al cero
energético, se obtiene la llamada red tipo ladrillo, como se muestra en la Figura
15. Esta red tiene la misma topologia que la red tipo hexagonal pero mantiene una
forma “cuadrada”. El método anterior puede implementarse de manera sencilla para
calculos de grafeno simplemente poniendo algunos elementos de tuneleo en la matriz

V a cero.
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Figura 15: La red hexagonal (o red honeycomb) se puede obtener al establecer ciertos
elementos de tuneleo a cero.

5. Efectos de guias de onda en nanocintas de gra-

feno

Una de las caracteristicas més interesantes de la fotonica y la optoelectronica es
sin duda la capacidad de sintonizar frecuencias épticas en guias de onda como las
fibras épticas. Este precepto motiva a numerables investigaciones para generar guias
de onda en nanocintas de grafeno modificando los canales naturales de conductancia
que se consigue controlando su nivel de Fermi mediante diferentes mecanismos fisi-
cos como campos electromagnéticos. Es este capitulo se presentan los resultados de
transporte electrénico en nanocintas de grafeno zigzag con deformaciones y campos
escalares. La conductancia se obtiene mediante el formalismo de las funciones de
Green mencionadas en el capitulo 4. Se considera que las nanocintas estan suspen-
didas por lo que seran nanocintas perfectas sin efectos dispersivos. La deformacién
que se aplica serd de geometria gaussiana y los campos escalares son: potencial cua-
drado, secante hiperbdlica y un potencial bipolar compuesto de un potencial secante

hiperbdlico atractivo y uno repulsivo. Los potenciales escalares se definen por que
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Figura 16: Diagrama esquematico de una nanocinta zigzag con deformacién gaussiana
de longitud L y ancho W conectada a dos contactos. Figura reproducida con permiso
Carrillo-Bastos et al. (2016) 2016, Physical Review B.

tienen un valor numérico en cada punto de un determinado espacio, en este caso, se
considera un campo escalar como la modificacién de la energia de sitio en los &tomos
de carbono de la nanocinta mediante las funciones mencionadas. La idea del presente
trabajo es crear efectos de guias de onda en las nanocintas de grafeno aplicando estos

mecanismos y evaluar sus efectos en el material.

5.1. Deformacion gaussiana

Para ilustrar el efecto que genera una deformacion en la conductancia, conside-

remos una distorsién gaussiana de la forma

(yi—v0)?
hy) = Ae” (39)
donde A es una constante, o es el semiancho de la gaussiana y yo = W/2. La

deformacion se extiende a lo largo de la geometria cristalina zigzag y se extiende

hasta los contactos como se muestra en la Figura 16. Utilizando la aproximacion de
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amarre fuerte, podemos escribir el Hamiltoniano para este sistema como sigue

H = Z [Uic;rci - tijcjcj] + h.c., (40)
(6,9)

donde el primer término refiere a la energia de sitio de los atomos, el operador clT (¢i)
crea (aniquila) una particula en el i-ésimo sitio y t;; = toexp[—0 (l;;/a —1)] es
la energia asociada al tuneleo modificado entre los sitios vecinos inmediatos i y j
(Carrillo-Bastos et al. , 2014, 2016; Castro Neto et al. , 2009), donde to = —2.8¢eV es
el parametro de tuneleo en ausencia de deformaciones, a = 0.142 nm es la distancia
carbén-carbén, y f =| dlogty/dloga |~ 3 es el pardmetro de Griineisen para el

grafeno. La distancia interatémica modificada estd dada por
Eyy 2
li]’ =a-+ 7yij, (41>

donde ¢, = 9,h(y)0,h(y) es el tensor de deformacién y y;; es la distancia proyectada

entre los sitios ¢ y 7 en la direccion y.

En la Figura 17-(a) se muestra la conductancia contra la energfa, donde la linea
naranja corresponde a una deformacion gaussiana en una nanocinta zigzag y la linea
negra a trozos corresponde a la conductancia en ausencia de deformacion. La conduc-
tancia de una nanocinta pristina muestra la cuantizacion tipica de la conductancia
para una nanocinta zigzag descrita por G(E) = G(2¢*/h) = 2n + 1, donde n € NN.
La primer meseta de conductancia representa dos canales balisticos (uno por espin)
debido a los estados de borde que se pueden observar en la estructura de bandas,
mientras que la segunta meseta presenta seis canales. Cuando la deformacion gaus-

siana esta presente, se observa una disminuciéon del ancho en energia de la primera
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Figura 17: a) Conductancia contra energia para una guia de onda con una defor-
macién gaussiana (color naranja) y para una nanocinta pristina (linea negra pun-
teada), b) estructura de bandas, c¢) densidad local de estados (LDOS) Pardametros:
W = 54.8 nm, amplitud A = 0.7nm, y ancho a = 1.4nm.

meseta y un incremento en el ancho de la segunda meseta; este comportamiento en
los canales de la conductancia son congruentes con lo que se muestra en su espectro
de energifas (Fig. 17-(b)). En la Figura 17-(c) se muestra la densidad de estados local
(LDOS, por sus siglas en inglés) para una nanocinta zigzag (ZGNR, por sus siglas

en inglés) en presencia de una deformacién gaussiana de amplitud A y ancho a.

En la Figura (18) se muestra la conductancia para diferentes valores de A y un
ancho « constante. Las curvas muestran los resultados para ZGNR de 488 sitios
atémicos de largo que corresponde a L = 54.8 nm y 244 sitios atéomicos de ancho,
corresponidentes a W = 25.8 nm. La linea punteada negra corresponde a la conduc-
tancia en ausencia de deformacién, exhibiendo la forma escalonada usual debido a

un confinamiento transversal. Conforme A aumenta, la segunda meseta de conduc-
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Figura 18: Conductancia (G) para diferentes valores de amplitud, A(1,3,5,7nm),
correspondientes a los valores de estiramiento de 0.45 %, 4.08 %, 11.35%, y 22.25%
y ancho fijo @ = 9nm. La linea punteada representa al sistema en ausencia de
deformacion.

tancia se desplaza a energias mas bajas y se vuelve més ancha. El incremento en el
ancho se produce por una transferencia espectral de otras energias y su aparicion a
bajas energias representa un aumento en la conductancia; esto es comparable con los

efectos de las deformaciones uniaxiales estudiadas por Carrillo-Bastos et al. (2016).

5.2. Pozo de potencial cuadrado

Consideremos el caso donde se modifica la energia de sitio y el tuneleo permanece
constante. Como primer caso se implementard un potencial escalar cuadrado como

se muestra en la ecuacién (42) e ilustrativamente en la figura (19)

U, = —ug si —W2/2 <y < W2/2, (42)
0 si Wa/2<y <W/2
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Figura 19: Imagen representativa de la forma del potencial tipo pozo cuadrado.

En la Figura 20-(a) se muestra la conductancia para este potencial abrupto inducido
en una nanocinta zigzag. El potencial tiene una profundidad de uy = 0.17¢t y un
ancho de W; = 40a. La linea naranja continua representa la conductancia para un
electron que se propaga por una nanocinta zigzag en presencia del potencial descrito
anteriormente. La linea negra punteada representa el perfil de la conductancia cuando
el potencial es nulo, es decir, representa el caso de particula libre en el grafeno. Al
ser un potencial atractivo, éste baja de energia los estados y los confina en la regién
central del potencial, ese efecto se ve reflejado en una meseta de conductancia entre
—0.01 eV < E < 0 eV. Ademas, este tipo de potencial ofrece nuevos canales de
transmision a bajas energias en comparacion del caso pristino, como se observa en
la meseta en el rango de energia —0.055 eV < E < —0.01 eV. Por otro lado, para
energias positivas la primera meseta presenta una conductancia de G(E) = 3 entre
los rangos de energia de 0 eV < E < 0.045 eV. En la Figura 20-(b) se muestra la
estructura de bandas de la guia de onda (linea naranja), mientras que la linea negra
punteada es la estructura de bandas del caso pristino. Los canales de conductancia se

correlacionan directamente con las pendientes positivas de la estructura de bandas
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Figura 20: (a) Conductancia contra energia para una guia de onda con un poten-
cial cuadrado atractivo (color naranja) y para una nanocinta pristina (linea negra
punteada). (b) Estructura de bandas para una nanocinta zigzag en presencia de un
potencial cuadrado atractivo (color naranja) y una nanocinta pristina (color negro
punteado). (c¢) Distribucién espacial de la densidad de estados total en presencia del
potencial cuadrado atractivo a una energia £/ = 0.084 eV'. Los parametros se mues-
tran en el texto.

a una energia dada y aqui se ilustran en conjunto para una mayor apreciacién. Por
ultimo, en la Figura 20-(c) se muestra la densidad de estados local (LDOS por sus
siglas en inglés) a la energia marcada por una linea vertical azul en la Figura 20-(a).
Estos calculos demuestran que este mecanismo ofrece efectos de confinamiento en las

nanocintas zigzag.
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5.3. Potencial secante hiperbdlico

Figura 21: Imagen representativa de la forma del potencial tipo secante hiperbdlico.

. . . _d
En esta seccién consideramos un potencial V(x) = —uosech[%] COMO se mues-

tra graficamente en la figura (21), donde ug = 0.17t es la amplitud del potencial,
Wy = 6.73a es el ancho y estd centrado en el ancho de la nanocinta (d = 0). En la
Figura 22-(a) se muestra la conductancia en funcién de la energfa para una guia de
onda con un potencial secante hiperbdlico sech(y). Dada la similitud en el ancho y
amplitud de este potencial y el potencial cuadrado, es de esperar un comportamiento
similar en la conductancia. Dado que este potencial presenta un perfil mas sueve en
comparacion con el potencial cuadrado, la conductancia solo presenta pequenos cam-
bios en la primera meseta que se encuentra alrededor del cero de energia, la cual se
ve reducida en su ancho de energias. Otra caracteristica que es el LDOS, el potencial
cuadrado y el potencial sech(y) comparten el mismo valor de energia en el que se

concentran los estados como se muestra en la Figura 22-(c).
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Figura 22: Conductancia en una guia de onda con un potencial sech(y) (color naran-
ja) y para una nanocinta pristina (linea negra punteada). (b) Estructura de bandas
para una nanocinta zigzag en presencia de un potencial sech(y) atractivo (color na-
ranja) y una nanocinta pristina (color negro punteado). (¢) Distribucién espacial
de la densidad de estados total en presencia del potencial sech(y) atractivo a una
energia F = 0.084 eV. Los parametros se describen en el texto.
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5.4. Potencial bipolar

Figura 23: Imagen representativa de la forma del potencial bipolar.

En esta seccion consideramos un potencial como se muestra en la figura 23 des-

crito como,

ST (VESTS) IO (51 R

en el cual u; = uy = 0.17¢ es la amplitud de los potenciales, d; = dy = 26.69a es
el desplazamiento de los potenciales respecto al centro geométrico del ancho de la
nanocinta y Wy = 6.73a es el ancho de los potenciales. Lo interesante de este potencial
es que tiene pozos y barreras, lo cual implica que coexisten resonancias y estados
ligados. En la Figura 24-(a) se muestra el comportamiento de la conductancia en
presencia del potencial bipolar (linea naranja), también se presenta la conductancia
en ausencia del potencial (linea negra punteada). En este espectro podemos observar
un comportamiento simétrico en la conductancia respecto al cero de energia. Sin
embargo, como en los casos anteriores, esta guia de onda modifica las mesetas de
conductancia; la primera meseta disminuye su ancho mientras que la segunda meseta

aumenta la anchura de la energia. Ademas, un comportamiento peculiar en esta guia
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de onda es la aparicién de nuevos canales a bajas energias con G(E) = 5 que se
encuentran entre el rango de energias de —0.04 < F < 0.025. Este comportamiento
puede explicarse por dos modificaciones generales en el espectro de energia en cada
valle (donde G(E) = 5). Primero, hay una modificacién de la concavidad en algunas
lineas del espectro, y segundo, hay un desplazamiento de estados hacia energias bajas
respecto al espectro pristino. Por lo tanto, estas pequenas modificaciones en pequenos
intervalos de energia aumentan la conductancia en la nanocinta (ver Figura 24-(b)).
Ademads, podemos observar mesetas con G(E) = 3 que han incrementado su ancho de
energia, por lo tanto, estas mesetas tienen canales de conductancia adicionales debido
a los modos de propagacion de las guias de onda. Por consiguiente, para estimar un
valor de energia asociado a estos modos extra (uno o méas por valle mostrado en la
estructura de bandas), se realizé un barrido de energia para analizar el LDOS en el
intervalo en el que la meseta tiene el valor de G(F) = 3, y asi, encontrar el valor de

energia en el que el LDOS se concentra en la nanocinta como se observa en la Figura

24-(c).
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Figura 24: Conductancia contra energia para una guia de onda con un potencial
bipolar (compuesto por un pozo y una barrera) (color naranja) y para una nano-
cinta pristina (linea negra punteada). (b) Estructura de bandas para una nanocinta
zigzag en presencia de un potencial bipolar (color naranja) y una nanocinta pristina
(color negro punteado). (c¢) Distribucién espacial de la densidad de estados total en
presencia del potencial bipolar a una energia £ = 0.07 eV/.
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6. Defectos de borde en nanocintas de grafeno

Experimentalmente, cortar una hoja de grafeno para crear una nanocinta siempre
produce una rugosidad en los bordes debido a la técnica de grabado Bischoff et al.
(2015). Todos los bordes de grafeno observados experimentalmente contienen estos
defectos locales y se atribuye a ésto la supresién de las propiedades electronicas del
material. En la literatura se encuentran diversos trabajos experimentales (Li et al.
, 2008; Kobayashi et al. , 2006; Han et al. , 2007) y teéricos (Mucciolo et al. ,
2009; Mucciolo & Lewenkopf, 2010; Bischoff et al. , 2015; Munoz-Rojas et al. , 2006;
Areshkin et al. , 2007; Gunlycke et al. , 2007; Lherbier et al. , 2008; Evaldsson et al.
, 2008; Li & Lu, 2008; Martin & Blanter, 2009) donde se investiga el efecto de la
rugosidad en los bordes en grafeno. En este capitulo estudiaremos la influencia del

desorden de borde en nanocintas de grafeno zigzag en presencia de guias de onda.

w

Contacto
01OD]U0))

Figura 25: Diagrama esquematico de una nanocinta zigzag de longitud L y ancho
W conectado a los reservorios (naranja). La region central (azul) representa la zona
donde se aplica el desorden de borde.

Consideremos una ZGNR como el que se muestra en la Figura 25 donde introdu-
cimos desorden de borde en la regién central L. Para aplicar este tipo de rugosidad
se remueven atomos aleatoriamente de las orillas con cierta probabilidad como lo

realiza Mucciolo et al. (2009).
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El desorden de borde es caracterizado por dos parametros: la profundidad d y la
probabilidad de remover un atomo Pj. La profundidad describe el nimero de atomos

que se pueden remover desde los mas externos a los méas internos.

La profundidad de desorden para una nanocinta zigzag se define como el niimero
de cadenas afectadas por el desorden, es decir, d = 1 si se remueve un atomo, d = 2
si se remueven dos atomos y asi sucesivamente. La probabilidad Py se refiere a la
probabilidad de remover un atomo de la celda unitaria iniciando desde los atomos

mas externos hacia los més internos.

6.1. Impacto del desorden de borde en la conductancia

La Figura 26 muestra la conductancia de una nanocinta zigzag con desorden y
en ausencia de desorden de borde para un caso particular. La principal caracteristica
es que la conductancia decrece y pierde la cuantizacién de los canales cuando el
desorden de borde esta presente. Esto es logico por que los electrones se dispersan en
los defectos, los cuales incrementan la resistividad. Ademas, existen fluctuaciones en
la conductancia que se originan por el esparcimiento coherente de las vacancias. La
conductancia tambien depende de la posicién relativa de los dispersores provocando
que las fluctuaciones en la conductancia de una muestra a otra cambie, ademés dichas
fluctuaciones son del orden de ~ (e?/h) (Datta, 1995). Ya que estamos interesados en
un comportamiento general del desorden de borde, emplearemos un promedio sobre
diferentes conFiguraciones de desorden con el fin de reducir dichas fluctuaciones. En
la Figura 27 se muestra el promedio < G > (panel (a)) y la desviacién estdndar
o (panel(b)) de la conductancia para una nanocinta zigzag a una energia fija F =

0.07eV y longitud L = 54.8nm. En el panel (a) se muestra que al realizar un
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Figura 26: Conductancia de una nanocinta zigzag (linea continua negra) de ancho
W = 25.8nm y largo L = 54.8nm, y con 30 % de desorden removiendo un solo
atomo de los bordes (linea azul).

promedio sobre la conductancia, a partir de 50 realizaciones, las fluctuaciones en los
valores de la conductancia varfan alrededor de magnitudes del orden de 1072, esto
significa que a partir de ese nimero de realizaciones el cambio en el promedio de
la conductancia no serd tan perceptible. Por completez, en el panel (b) se muestra
la desviacién estandar de la conductancia mediante 500 realizaciones. En ésta se
muestra la disminucién de la dispersién de los valores de la conductancia conforme
aumentan las realizaciones, donde se puede observar que la variacion de los datos
se mantiene estable aproximadamente a partir a las 100 realizaciones. A partir de
este analisis, solo los resultados sobresalientes de este trabajo del promedio de la
conductancia se presentaran sobre 100 realizaciones, otros resultados seran con menos
realizaciones debido al tiempo de computo que se requiere, pero cumplen con la

funcién de ilustrar el efecto del desorden de borde.
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0.07eV. 25.8 nm) a una energia fija £ = 0.07eV.

Figura 27: Promedio y desviacién estandar de la conductancia para una nanocinta
zigzag en presencia de un potencial bipolar en funciéon del nimero de realizaciones.

En la Figura 28 se muestra la conductancia promedio sobre 50 realizaciones en
funcion de la energia para nanocintas con distintos tipos de desorden. La nanocinta
tiene un largo L = 54.8 nm y ancho W = 25.8 nm. La grafica muestra la conductan-
cia para tres casos diferentes de desorden, P, = 1%, P, = 5%, P, = 30%, donde
Py = 1% es la probabilidad de remover aleatoriamente un dtomo de carbono de los
bordes con probabilidad del 1%, P, = 5% es la probabilidad de remover un dtomo
del 5% y P, = 30 % de remover un dtomo con probabilidad del 30 %. Para porcenta-
jes pequenos de desorden la conductancia casi no se ve afectada. Las mesetas solo se
desplazan un poco hacia abajo y el comportamiento de los canales se mantienen co-

mo el caso pristino aparentemente. Para mayor rugosidad la conductancia se reduce
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Figura 28: Conductancia promedio para diferentes probabilidades de remover un
atomo aleatorio de los bordes, P, = 1% en color verde, P, = 5% en color naranja,
Py = 30% en color rojo y el caso pristino en linea negra punteada.

considerablemente y ademaés la cuantizacion de la conductancia se desaparece. Por
otro lado, se sabe que existen estados localizados que se propagan por los bordes de
la nanocinta, estos estados son los primeros en suprimirse y eso se ve reflejado en la
conductancia alrededor de todo el rango de energia. Ademads, para alto porcentaje
de rugosidad la primer meseta baja su conductancia a cero para bajas energias. Esto
significa que se genera un gap de conductancia y la nanocinta pasa de ser metalica a
semiconductora. Esta es una caracteristica interesante para aplicaciones en electroni-
ca. Hasta ahora, solo se ha mostrado la influencia del desorden de borde removiendo
un solo atomo aleatoriamente con cierta probabilidad. En la Figura 29 se muestra
la conductancia para nanocintas zigzag con diferentes profundidades de desorden
promediadas sobre cinco realizaciones por cuestiones de tiempo de computo. En este

caso queremos comparar las nanocintas en el que el desorden esta restringido en los
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bordes con aquellas en donde el desorden se extiende al bulto. Los resultados que se
exhiben en la Figura 29 muestran que, cuando la profundidad de los a&tomos removi-
dos incrementa, la conductancia disminuye gradualmente dado que las vacancias no
permanecen constantes. Aunque en las nanocintas zigzag rara vez se encuentran va-
cancias en el bulto sino en los bordes, existe otro tipo de desorden que si es relevante

y hablaremos de este efecto en el siguiente capitulo.
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Figura 29: Promedio de la conductancia en escala logaritmica para diferentes tipos
de rugosidad. Removiendo un atomo d = 1: P; = 30 %, removiendo dos atomos d =
2: PL=30%,P, =20% y trés atomos d =3: P, =30%,P, =20%,P; = 10%.

6.2. Guias de onda en nanocintas de grafeno con desorden

de borde

En esta seccién realizaremos un andlisis de la influencia de los defectos de borde

en nanocintas de grafeno con guias de onda. Las guias de onda utilizadas son las
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mismas que se presentaron en el capitulo 5. Los resultados que se muestran en esta
seccién son para nanocintas zigzag con longitud L = 54.8 nm y ancho W = 25.8 nm.

Los pardmetros de los defectos de borde son: P, = 30%, P, = 20%, Ps = 10%.

6.3. Deformacion gaussiana y el efecto del desorden de bor-

de

Siguiendo el orden de las guias de onda presentadas en el capitulo 5, en la Figura
30 se muestra el efecto del desorden de borde en una guia de onda con deformacién
gaussiana y en ausencia de ésta. La linea punteada negra representa la conductancia
de una nanocinta pristina mientras que la linea gris continua es la conductancia de
la misma nanocinta pero con defectos de borde. En la misma figura se muestra la
conductancia en presencia de la guia de onda (linea naranja) y con defectos de borde
(linea verde). En el capitulo anterior comparamos la conductancia modificada por
este tipo de guia de onda, donde se analizé una de las regiones donde la guia de onda
se mostraba muy evidente en la region de E ~ 0.089 eV'. Cuando el desorden de borde
estd presente, podemos notar que para ambos casos (pristina y con deformacién)
la conductancia de la primera meseta se suprime. Esta reduccién es debido a la
destruccion de los estados que se propagan por los bordes y esto es una consecuencia
directa de haber removido atomos de los bordes porque se pierde la simetria espacial
de lared. La guia de onda con desorden de borde presenta caracteristicas interesantes,
por ejemplo, podemos notar que existe una region de energia que exhibe canales
cuasi-balisticos alrededor de E = 0.089 eV, ésto, a pesar de que la primera meseta de
conductancia se suprimiera. Esta region de energia es donde me manifiesta el efecto

de la deformacién gaussiana en la nanocinta y se ve reflejado en la modificacion de
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Figura 30: Conductancia G(E) para una nanocinta con deformacién gaussiana (linea
continua naranja), con desorden de borde (linea verde), en ausencia de deformacién
(linea negra punteada) y sin deformacion con desorden de borde (linea gris). Las
curvas con desorden de borde se realizaron sobre 100 realizaciones para obtener el
promedio de la conductancia. Los pardmetros de los defectos de borde son: P, = 30 %,
P2:20%, P3:10%

los canales de conductancia en comparaciéon con la pristina.

6.4. Potenicial pozo cuadrado y el efecto del desorden de

borde

En esta seccion analizaremos el efecto del desorden de borde en una guia de
onda tipo pozo cuadrado como se describe en la seccion 5.2. En la Figura 31 se

muestra la conductancia para una guia de onda con un potencial escalar tipo pozo
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cuadrado (linea naranja) y con defectos de borde (linea verde), ademds se muestra
la conductancia para el caso pristino y con defectos de borde para su comparacién.
Como era esperado, los canales de conductancia con valores G(E) = 1 se suprimen
en presencia de desorden de borde. Como se mencioné antes, esta supresion de la
conductancia se debe a que los estados de borde se destruyen debido al desorden. En
adicion, se observa que para la gufa de onda (linea naranja) hay una modificacién
de dichos canales donde los estados més robustos ante estos defectos se manifiesta a
una energia E ~ 0.89 eV. La conductancia con la guia de onda y desorden de borde
muestra un pronunciado confinamiento de estados y ademas cuasi-balisticos en la
region 0.02 < E < 0.11. Fuera de esta region de energia podemos observar que la
cuantizacion de la conductancia desaparece y se manifiesta lineal. Otra caracteristica
es que en la region de la robustez de estados la conductancia decae de G(E) = 3
(linea naranja) a G(E) = 2 (linea verde); esto debido a que solo se suprimen los
estados de borde, sin embargo los demas estados que no son totalmente de borde

permanecen.

6.5. Potencial secante hiperbdlico y el efecto del desorden

de borde

En esta seccién analizaremos el efecto del desorden de borde en un potencial
secante hiperbodlico como se describe en la seccién 5.3. Dada la semejanza del efecto
del potencial V(y) = Upsech(y) y del pozo cuadrado en la conductancia, solo se
mencionaran las caracteristicas relevantes para este caso. En la Figura 32 se muestra
la conductancia en funciéon de la energia para este sistema. Primero, los canales de

conductancia con la guia de onda mantienen casi los mismos valores en comparaciéon
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Figura 31: Conductancia para una guia de onda con un confinamiento de pozo cua-
drado (linea naranja), con desorden de borde (linea verde), en ausencia de guia de
onda (linea negra punteada) y en ausencia de potencial con desorden de borde (linea
gris). Las curvas con desorden de borde se realizaron con 100 realizaciones para obte-
ner el promedio. Los pardmetros de los defectos de borde son: P, = 30%, P, = 20 %),
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Figura 32: Conductancia para una guia de onda con un confinamiento sech(y) (linea
naranja), con desorden de borde (linea verde) y en ausencia de potencial con desorden
(linea gris). La linea negra punteada corresponde al caso libre (sin potencial) y se
incluye para indicar las energias a las cuales se modifican los canales. Los parametros
de los defectos de borde son: P, = 30%, P, = 20%, P; = 10%.

con el potencial pozo cuadrado. La regiéon donde los estados son mas confinados
permanecen en un rango de energia de 0.02 eV < E < 0.11 eV, muy similar al caso
anterior. Para el caso de desorden de borde (linea verde) se observa que los canales
de conductancia G(FE) = 1 se suprimen debido a la destruccién de los estados de
borde. Para la regién de confinamiento de estados (0.02 eV < E < 0.11 €V) y,
especificamente para la energia G(F) = 3, la conductancia cae una unidad del caso
sin desorden (linea naranja) al caso con desorden de borde (linea verde), similar al

caso anterior mostrado con el potencial cuadrado atractivo.
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6.6. Potencial bipolar y el efecto del desorden de borde

El potencial bipolar que se conforma por una combinacién de potenciales del tipo
—Upsech(y)+Upsech(y), presenta propiedades tinicas en la conductancia, por ejemplo
la simetria de inversion en energia. En esta seccién estudiaremos esta guia de onda
en presencia de defectos de borde. En la Figura 33 se muestra el comportamiento
de la conductancia de una nanocinta con el potencial bipolar (linea naranja) y con
desorden de borde (linea verde), ademds se muestra el caso de una nanocinta pristina
(linea negra punteada) y con desorden (linea gris). Dada la simetria en inversién
de energia, solo analizaremos el comportamiento de las energias positivas. Para el
caso del potencial bipolar se puede observar una conductancia de G(E) = 1 para
la primer meseta, ademas de la reduccién en su ancho entre el rango de energias
0 eV < E < 0.02 eV, mientras que la segunda meseta incrementa su ancho como
lo mencionado en la capitulo anterior con valores de conductancia G(E) = 3 entre
los rangos de energia 0.04 eV < E < 0.17 eV. Cuando el desorden de borde esta
presente (linea verde) se puede observar que se suprime la conductancia alrededor
de los valores 0 eV < E < 0.02 eV, formando un pseudogap dado que los estados
de borde desaparecen. La regién donde se concentran los estados confinados por la
guia de onda se encuentra entre los valores 0.04 eV < E < 0.17 eV se mantienen
cuasi-balisticos. Entre estos valores de energia podemos observar que los canales de
conductancia caen una unidad (e?/h) respecto a la curva sin desorden de borde.
Una peculiaridad de este mecanismo son los canales de conductancia extras que se
encuentran en las regiones de energia vecinas a E ~ 0.035 eV con valor de G(E) = 5.
Estos canales se manifiestan debido a la hibridacién del potencial con los estados de
la nanocinta. Ademas, en presencia de desorden de borde, dichos canales caen un

valor que excede la unidad, esto sucede por que existen estados de borde que aportan
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Figura 33: Conductancia en una guia de onda con un potencial bipolar (linea naranja)
y con desorden de borde (linea verde). La conductancia para el caso pristino se
refiere a la linea negra punteada y este caso con desorden de borde en linea gris. Los
parametros de los defectos de borde son: P, = 30%, P, = 20%, P; = 10%.

valores de conductancia G(FE) = 3, mientras que los estados de bulto aportan con dos
canales G(E) = 2. Por lo tanto, cuando inducimos defectos de borde, se destruyen
tres canales y sobreviven dos (los estados asociados al bulto). Este efecto se puede

observar en la estructura de bandas mostradas en la Figura 24-(b).
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7. Desorden de bulto en nanocintas de grafeno

Como se discutié en la seccion anterior, las propiedades electrénicas del grafeno
se ven afectados por los defectos de borde, pero también por el desorden de bulto, el
cuél puede ser, por ejemplo, impurezas con carga u ondulaciones (Castro Neto et al.
, 2009). Este tipo de desorden puede ser de dos tipos: elastico e ineldstico. En el caso
de un desorden eléstico, la energia del electron antes y despues de una colision se
conserva. Por el contrario, un desorden inelastico se puede describir como dispersores
provocados por impurezas magnéticas o fonones donde hay una transferencia de
energia entre el electrén y la impureza (Rycerz et al. , 2007). En esta seccion solo se

consideraran colisiones elédsticas

En la fisica de los sistemas mesoscopicos se describen las propiedades de los
electrones a diferentes escalas de longitud. Generalmente, los electrones en meta-
les y semiconductores experimentan un potencial de la red diferente dando lugar a
diferentes regimenes de transporte. Por ejemplo, las propiedades eléctricas en mu-
chos semiconductores dopados que presentan relacion de dispersion cuadratica son
bien conocidas (Yip & Chang, 1984; Giannini & Blumberger, 2022). Sin embargo, el
grafeno presenta una relacion de dispersion lineal por lo que su comportamiento es
diferente. Por lo tanto, en este capitulo estudiaremos la influencia en la conductancia
de un tipo especial de desorden utilizando el modelo de Anderson para describirlo

(Mucciolo et al. , 2009; Lewenkopf et al. , 2008; Rycerz et al. , 2007).
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7.1. Modelo de impurezas de Anderson

En el modelo de amarre fuerte a primeros vecinos, la dindmica de los electrones

en grafeno se describe mediante el siguiente Hamiltoniano

H = Z[Uz(rz) + Uimp(ri)]clcl- — Ztijc;rcj + h.C., (44)
g (4.3)

1is
donde #;; = toe_’B (7]_1) es el tuneleo modificado debido a deformaciones a primeros

vecinos y U; es la energia de sitio modificada debido al potencial electrostético [U(y;)].
En el capitulo 5 describimos el primer y el iltimo término, asi que por ahora solo nos
enfocaremos en describir el término faltante que refiere al desorden de bulto. En el
Hamiltoniano (Ecuacién 44) se muestra otro término adicional Uy, (r;) que se refiere
a un desorden de impurezas inducido aleatoriamente sobre la nanocinta. Modelamos
estas impurezas mediante potenciales gaussianos con posiciones aleatorias dentro de
la nanocinta y amplitudes aleatorias dentro del intervalo de energia (—dU,,déU,) a

través de la expresion,

L 2
Uimp(ri) - Z Un exp {_%1 ) (45)

donde Uiy (ri) es la energia del sitio i-ésimo que proviene de la suma de las contribu-
ciones de todas las impurezas presentes en la nanocinta, N;,,,. Definimos la densidad
de impurezas como Ny, = Nimp/N donde N es el nimero total de 4tomo de carbono
en la nanocinta. Ademas, r; y r, son las posiciones de los sitios de carbono e im-
purezas, respectivamente. Por 1ltimo, £ = 2a mide el rango de accién del potencial
asociado a la impureza. Este modelo de desorden de bulto se conoce como el modelo

de Anderson y es un modelo de corto alcance que modela impurezas puntuales (ver
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Figura 34: Diagrama esquematico de una nanocinta zigzag bajo el potencial de bulto
aleatorio Ujy,(r;).

Figura 34).

En la Figura 35 se muestra la conductancia promedio de nanocintas de grafeno
en presencia de desorden de bulto tipo Anderson. Para el célculo de estas graficas
consideramos un area de la regién de transporte que cuenta con 100352 sitios que
corresponden a dimensiones de la nanocinta de L = 54.8nm y W = 25.8 nm. Los di-
ferentes colores corresponden a diferentes rangos de impurezas y cada curva se obtuvo
con un promedio de 40 realizaciones. Como sepuede observar, aiin para amplitudes
reducidas de las impurezas de bulto, la conductancia se ve altamente afectada y la
transicion entre mesetas va decreciendo conforme aumentan los valores de energia.
También podemos observar que conforme se aumenta la amplitud de las impurezas
la conductancia decrece cada vez mas, ademas si la amplitud de los dispersores es lo
suficientemente grande, la conductancia comienza a tener un comportamiento lineal.
Este comportamiento se mostraba similar al caso del desorden de borde, y el signifi-

cado de esto es, que la supresion de la conductancia es mas fuerte para valores altos
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Figura 35: Conductancia promedio como funcion de la energia para diferentes apli-
tudes de desorden U para una nanocinta zigzag de ancho W = 25.8nm y largo
L = 54.8nm, con una cantidad de impurezas fija de n;y,, = 4%. Linea puenteada
es el caso pristino, linea naranja es el potencial de desorden de bulto de 0.25¢, linea
verde es el potencial de desorden de bulto de 0.5¢ y linea gris es el potencial de
desorden de bulto de 0.75¢

de potencial que para valores pequenos. Asimismo, al igual que con el desorden de

borde, se manifiesta un gap en la conductancia a bajas energias £ < 0.1eV.

Con el fin de determinar la distancia a la cual este tipo de desorden suprime
la conductancia, en la Figura 36 se muestra el promedio de la conductancia como
funcion de la longitud sobre 40 realizaciones para una nanocinta zigzag a una energia
E =0.14 €V, el cual corresponde a la energia donde presenta tres canales de conduc-
tancia G(F) = 3 (ver Figura 35). Los colores representan diferentes magnitudes de
desorden U. En la Figura 36-(a) se muestra la conductancia promedio lineal, mien-
tras que la 36-(b) muestra la conductancia promedio en escala logaritmica para una

longitud de L = 100nm. En esta regién la conductancia decae exponencialmente
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conforme se aumenta la amplitud de las impurezas, liderando la idea que conforme

se aumenta el potencial de desorden, mas se suprime la conductancia.
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Figura 36: Conductancia promedio en funcion de la longitud L para una nanocinta
zigzag de ancho W = 25.8 nm. La energia corresponde a £ = 0.14eV y se vario la

amplitud del desorden de bulto.
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7.2. Transporte electronico en guias de onda con desorden

de bulto

En esta seccién trataremos el efecto del desorden de bulto en nanocintas de gra-
feno con guias de onda. Hasta ahora sabemos cémo afecta el desorden de borde y
el desorden de bulto en nanocintas sin guias de onda y esta claro que una rugosi-
dad en los bordes moderada conduce a una supresion sustancial de la conductancia.
También, de la seccién anterior, sabemos que un desorden de bulto moderado afecta
la cuantizacién de la conductancia. Ahora, estudiaremos las consecuencias de tener
desorden de bulto en nanocintas con guias de onda. Experimentalmente, el desorden
de bulto afecta alrededor de los valores de U = 0.1t, el cual, es una amplitud de po-
tencial relativamente pequeno (Bischoff et al. , 2015). Aqui, introduciremos valores
de amplitudes de desorden de bulto cercanos a los que se consultan en los reportes
experimentales (Smith et al. , 2013; Querlioz et al. , 2008), por lo cual en los resulta-
dos que se presentan a continuacién se utilizara un valor de potencial U = 0.1t para

el desorden de bulto.

Deformacion (Gaussiana

En la aproximacion de amarre fuerte, el parametro de tuneleo a primeros vecinos
se modifica en presencia de deformaciones (véase seccién 5.1) y la energia de sitio
se modifica mediante campos escalares. Para el caso de deformaciones elasticas, la
energia de sitio también se modifica debido a cambios en el campo cristalino pero no

es un cambio muy notorio.
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La Figura 37 muestra la conductancia en funcién de la energia para una nancinta
pristina (linea negra punteada), en presencia de deformacién gaussiana (linea conti-
nua naranja), con deformacién y desorden de borde (linea verde); y con deformacién
maés desorden de borde y bulto (linea negra continua). El desorden de borde que se
aplicé es idéntico al de la seccién anterior (P = 30%, P, = 20%, P3 = 10 %), mien-
tras que el desorden de bulto presenta una amplitud de potencial de los esparcidores
de §U = 0.1]¢| y un porcentaje de impurezas n;m,, = 4 %. En el capitulo 5 se mostré6
que la guia de onda asociada a una deformacién gaussiana se encontraba a un valor
de energia de E = 0.089¢V, en la Figura 37 se puede observar que la conductancia
a ese valor de energia los desordenes aplicados permanecen uniformes a demas de
comportarse cuasi-balisticos. Dado que las deformaciones solo afectan la energia de
tuneleo y el desorden de bulto afecta la energia de sitio (y la amplitud del desorden
de bulto es muy pequena), la diferencia de las variaciones en la conductancia no son
tan significativas como los casos donde se utilizan campos escalares como guias de

onda, lo anterior se ilustrara en las secciones posteriores.

Campos escalares

Para estos parametros de desorden de bulto, que corresponen a valores com-
parables con los que se pudieran obtener en un laboratorio experimentalmente, no
presentan cambios considerables en la conductancia, por lo cual, se mostraran los
resultados con desorden de borde y el efecto del desorden de bulto junto al desorden

de borde.

En la Figura 38-a) se presenta la conductancia en funcién de la energia para una
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Figura 37: Conductancia promedio como funcién de la energia para una nanocinta
zigzag de ancho W = 25.8nm y largo L = 54.8 nm. La linea verde representa el

sistema con desorden de borde, mientras que la curva negra presenta desorden de
borde mas desorden de bulto con una cantidad de impurezas fija de 1, = 4 %.
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guia de onda tipo pozo cuadrado (figura 38-a)) y para una guia de onda sech(y)
(figura 38-b)). Debido la semejanza en el comportamiento de la conductancia que
ofrecen ambas guias de onda, se analizaran equitativamente. El ancho del potencial
cuadrado es W = 40a y una amplitud de potencial uy = 0.17¢. El potencial sech(y)
tiene un ancho de 6.73a y una amplitud de ug = 0.17¢. En el capitulo 6 se exhibieron
los efectos del desorden de borde para estas guias de onda. Ahora, el desorden de
bulto se superpone sobre el desorden de borde para obtener un desorden completo, es
decir, impurezas esparcidoras y rugosidad en los bordes por vacancias de atomos de
carbono. En el panel (figura 38-a)) se muestra la conductancia para el potencial es-
calar tipo pozo cuadrado (linea naranja), la gufa con desorden de borde (color verde)
y la guia con desorden de borde y de bulto. Para no ser repetitivo con las etiquetas
de desorden, al conjunto del desorden de borde mas el desorden de bulto le llamare-
mos desorden total. En la conductancia se muestra que el desorden de bulto afecta
negativamente, descendiendo los valores de conductancia ~ 10 %. En el intervalo de
energia 0.04 eV < E < 0.09 eV la diferencia entre los valores de conductancia es muy
pequena, esto sucede por que en esa region de energia es donde se concentra el modo
propagante de la guia de onda que es robusto ante ambos defectos (E = 0.084¢eV es
la energia a la que se encuentra el monomodo). Similarmente, para la guia de onda
sech, podemos observar una disminucién de la conductancia cuando ambos desérde-
nes estan presentes, descendiendo la conductancia aproximadamente un 11 %. Esta
guia de onda presenta un comportamiento similar al potencia cuadrado, en el inter-
valo de energias 0.04 < E < 0.09 la diferencia de los valores de conductancia entre
las curvas con desorden es muy escaso. Semejante al caso anterior, en esta region de
energia se encuentran los estados de la guia de onda que son robustos ante ambos

tipos de desorden.
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Figura 38: Conductancia promedio en funcién de la longitud L para una nanocinta
zigzag de ancho W = 25.8 nm. La energia corresponde a F = 0.14eV y se vario la
amplitud del desorden.
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La guia de onda que se estudiara a continuaciéon presenta interesantes modifica-
ciones en los canales de la conductancia con respecto a la nanocinta pristina, ademas
de otras propiedades que se pueden observar en la estructura de bandas como un
pseudogap (Hartmann & Portnoi, 2020). En esta seccién se presentan algunos célcu-
los numéricos con el fin de caracterizar el efecto del desorden de bulto en esta guia

de onda.

En la Figura 39 se muestra la conductancia en funcién de la energia para una
nanocinta zigzag con una guia de onda bipolar (linea naranja). La guia de onda es
idéntica a la de la seccion 5.4. El valle y la cresta que conforman este potencial tiene
un ancho de 6.73a y una amplitud de uy = 0.17|¢|. El promedio de la conductancia
(sobre 100 realizaciones) con desorden de borde se muestra con una linea verde y el
promedio de la conductancia (sobre 100 realizaciones) con desorden total con una
linea negra. Anteriormente, cuando analizamos esta guia de onda, se hizo notar que
la conductancia presenta simetria de inversion en energia, por eso, solo examinaremos

la conductancia en las energias positivas (energia monomodo E=0.07eV).
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Figura 39: Conductancia promedio como funciéon de la energia para una nanocinta
zigzag de ancho W = 25.8nm y largo L = 54.8 nm. La linea verde representa el
sistema con desorden de borde, mientras que la curva negra presenta desorden de
borde mas desorden de bulto con una cantidad de impurezas fija de 1, = 4 %.
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8. Guias de onda en sistemas de Dirac bidimen-

sionales

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En primer lugar, en la
Seccién 8.1, presentamos el Hamiltoniano de baja energia para el grafeno con brecha
y Kek-O bajo un pozo de potencial hiperbdlico secante. Luego, presentamos un par de
transformaciones para obtener una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
general para las componentes espinoriales de la funcién de onda. A continuacion, en
la seccién 8.2, introducimos una serie de variables adimensionales para encontrar la
solucion exacta. Esta solucion se basa en los polinomios de Heun, y sus propiedades
nos permiten obtener las expresiones de los estados ligados de energia en funcién
de la brecha (problema de cuantizacién). Luego, mediante una relacién fija entre el
ancho () y la profundidad (V5) de la guia de ondas hiperbdélica secante, en la seccién
8.3, estudiamos el comportamiento de los estados ligados de energia, las partes real

e imaginaria de las funciones de onda y la densidad de probabilidad.

El estudio de los modos de propagacién en guias de onda es escencial para lo-
grar un transporte electrénico direccionado en materiales bidimensionales. Al mismo
tiempo, explorar las brechas potenciales en estos sistemas sistemas es crucial para
el desarrollo de dispositivos similares a los empleados en la electrénica convencio-
nal. A partir de los fundamentos tedricos establecidos por (Hartmann, 2017), que
se centraron en la implementacion de guias de onda en monocapas de grafeno sin
defectos, este trabajo profundiza en el impacto de una guia de onda en sistemas de
Dirac bidimensionales con brecha. Derivamos soluciones exactas que abarcan fun-

ciones de onda y estados ligados de energia para un potencial secante hiperbdlico
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atractivo en grafeno con brecha y sistemas en forma de "O” con distorsion Kekulé.
Estas soluciones aprovechan las propiedades inherentes y las condiciones de contorno
de los polinomios de Heun. Nuestros hallazgos demuestran que la manipulacién del
nimero de estados ligados de energia accesibles, es decir, los modos de propagacién
transversal, depende de factores como el ancho y la profundidad del potencial, asi

como el valor de la brecha del material bidimensional.

Los materiales bidimensionales (2D) (Xu et al. , 2013; Miré et al. , 2014; Mounet
et al. , 2018; Ibarra-Sierra et al. , 2019), como el grafeno, hBN, MoS,, fésforo negro
y borofeno, ofrecen una versatilidad notable en la manipulacion de sus propiedades
electronicas a través de modificaciones en su superficie. Esta ruta presenta perspec-
tivas emocionantes para explorar nuevos estados cudnticos y avanzar en aplicaciones
tecnolégicas. La capacidad de inducir una brecha de banda es crucial para crear
dispositivos comparables a los utilizados en la electrénica convencional. En el caso
del grafeno, se han propuesto numerosos enfoques quimicos y fisicos para lograr una
brecha de este tipo. Destacablemente, un método principal implica la formacién de
enlaces quimicos con sustratos, lo cual introduce una diferencia de energia entre las
dos subredes del grafeno, lo que resulta en la aparicion de una brecha de energia
(Ando, 2015). Un enfoque alternativo es la intercalacién de grafeno con Litio o Cal-
cio, lo cual induce una modulacién periédica de la red del grafeno [ver Fig. 40(a)],
conocido como grafeno distorsionado en forma de "O” de Kekulé (Kek-O) (Gama-
yun et al. , 2018; Mojarro et al. , 2020; Bao et al. , 2021, 2022; Eom & Koo, 2020;
Qu et al. , 2022; Andrade et al. , 2022; Garcia et al. , 2022; Zeng & Shen, 2022).
Calculos tedricos utilizando la aproximacién de enlace fuerte han demostrado que

Kek-O induce una brecha efectiva en el espectro electrénico (Gamayun et al. , 2018;

Andrade et al. , 2022).
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Figura 40: (a) Diagrama esquemadtico de una red hexagonal (tipo panal de abeja)
distorsionada con Kekulé en forma de "O™ . (b) Monocapa de grafeno bajo un pozo
de potencial hiperbdlico secante definido por la Ecuacién (47).

En materiales bidimensionales, el transporte electronico puede volverse cuasi-
unidimensional al definir gufas de onda, lo que permite el control direccional de
corrientes (Xia et al. , 2014) en materiales como el grafeno (Hartmann et al. , 2010;
Hartmann & Portnoi, 2014; Hartmann, 2017; Hartmann & Portnoi, 2020; Carrillo-
Bastos et al. , 2014; Cao et al. , 2017; Mosallanejad et al. , 2018b; Robles-Raygoza
et al. , 2022) o el borofeno (Ng et al. , 2021), de manera anéloga al transporte de luz
en fibras 6pticas (Addanki et al. , 2018; Dragic et al. , 2018). En las guias de onda
electronicas, el transporte ocurre a través de estados ligados de energia o modos de
propagacién que dependen de la naturaleza de los parametros de la guia de onda,
como su forma, intensidad y ancho (Hartmann et al. , 2010; Hartmann & Portnoi,

2014, 2020; Robles-Raygoza et al. , 2022).
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En cuanto a la implementacion de estas guias de onda, estas pueden consistir en
voltajes locales de compuerta (Hartmann et al. , 2010; Cao et al. , 2017; Mosalla-
nejad et al. , 2018b), deformaciones por tensién (Carrillo-Bastos et al. , 2014, 2016;
Giambastiani et al. , 2022) o la aproximacién de nanotubos de carbono cargados a
la superficie de estos materiales bidimensionales (Hartmann & Portnoi, 2020). Por
ultimo, un estudio reciente sobre la implementacién de estas guias de onda ha de-
mostrado la posibilidad de transporte electrénico incluso en presencia de desérdenes
en los bordes y en el volumen de estos sistemas bidimensionales (Mucciolo et al. |
2009; Robles-Raygoza et al. , 2022). En este trabajo, estamos interesados en estudiar
la guia de ondas en sistemas tipo Dirac con brecha, utilizando potenciales escala-
res, centrandonos principalmente en manipular el nimero de modos de propagacion

transversal accesibles.

En particular, estudiamos el Hamiltoniano a bajas energias para grafeno con
brecha, ya sea debido a la simetria de subred o a una distorsién Kek-O, bajo un
potencial pozo hiperbédlico-secante [ver Figuras 40(a)-(b)]. Para resolver la ecuacién
de Schrodinger para estos sistemas, utilizamos un conjunto de transformaciones para
desacoplar las componentes de espin de la funcién de onda y generar una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes complejos. Mostramos que
estas ecuaciones diferenciales de segundo orden en ambos sistemas son equivalentes;
por lo tanto, podemos tratarlos de manera simultanea. Posteriormente, utilizando
un conjunto de variables adimensionales (Hartmann & Portnoi, 2014), encontramos
soluciones exactas para estas ecuaciones diferenciales basadas en los polinomios de

Heun (Maier, 2007; Olver et al. , 2010; Downing, 2013; Hartmann & Portnoi, 2014).

Gracias a las propiedades de estos polinomios y sus condiciones de contorno, en-
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contramos que los estados ligados de energia accesibles estan determinados por la
profundidad y el ancho de la guia de ondas, asi como por la brecha del sistema bidi-
mensional. Ademas, analizamos el comportamiento de las partes real e imaginaria de
las funciones simétricas para los modos de propagacién transversal accesibles debido
a la gufa de ondas. Por tltimo, mostramos que la densidad de probabilidad (densidad

electrénica) es invariante al valor de la brecha para un estado ligado permitido.

8.1. Modelos de grafeno con gap bajo un potencial de pozo

secante hiperbdlico

8.1.1. Hamiltoniano para el grafeno con gap

Consideremos el Hamiltoniano 2D del grafeno en el valle K en presencia de un

potencial unidimensional V' (x), dado por:

HG = Vfp (pxgx + pygy) + AGo-z + V(fL’)O'(), (46>

donde v es la velocidad de Fermi en la monocapa de grafeno pristino, p, y p, son los
operadores de momento, o; con ¢ = x, y, 2 son las matrices de Pauli, y 0 es una matriz
identidad que actia en el grado de libertad de pseudoespin. El segundo término en la
ecuacion (46) describe el efecto de la brecha que proviene de la diferencia de energia
entre las dos subredes del grafeno (Hartmann et al. , 2010; Hartmann & Portnoi,
2014). Siguiendo trabajos anteriores, estudiamos el efecto de guia de onda de un

pozo potencial hiperbdlico-secante V' (x) definido como:
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V(z) = —Vpsech(Az), (47)

donde Vj y A son la amplitud y el ancho del potencial, respectivamente. El diagrama
esquematico de la monocapa de grafeno bajo el potencial definido por la ecuacién

(47) se muestra en la Figura 40(b).

Nuestro objetivo es obtener las expresiones analiticas del espectro de energia y
las funciones de onda asociadas con el Hamiltoniano (46). Para ello, utilizamos la

ecuacion estacionaria de Schrodinger en la forma

HeWa(z,y) = EcWa(z,y), (48)

donde He = HG/hUF7 o = EG/h’UFa y ‘I’G('T7y) = [¢A(Qf,y),w3(ﬂf,y),]T €s un

espinor de dos componentes en el que A y B etiquetan las dos subredes del grafeno.

Para encontrar soluciones analiticas de la ecuacién (48), primero aplicamos la

siguiente transformacion unitaria:

1
Ug = 7 (0:+02), (49)

donde ULU, = 1. Esta transformacién cambia la ecuacién (48) a:

HeaWa(z,y) = EcWq(x,y), (50)

donde Har = UsHaUc v el espinor transformado se define como \ilc;(x, y) = UclW(z,y) =

- N T
U1(z,y), ve(x,y)| , donde las componentes de espin transformadas se definen como
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D1,2(z,y) = [Yalz,y) £ ¥p(z,y)]/V2.

El siguiente paso es multiplicar ambos lados de la ecuacién (50) por la matriz de

Pauli 0., obteniendo asi el siguiente problema de autovalores generalizado:
He2We(z,y) = Ea®(z, y), (51)

donde la matriz Ec = £co, v el Hamiltoniano transformado Hes = 0,He; tiene la

siguiente forma:

How = Beo +1 (Byoa + Beoy ) + V(@)or, (52)
con pr = —idz, py = —idy, Ac = Ac/hvp y V(x) = V(z)/vph.

Segun la ecuacion (47), el potencial de confinamiento varia solo en la componente
x; la componente y del momento puede tomarse como un buen nimero cuantico.

Entonces, la funciéon de onda se puede expresar como

Wa(z,y) = exp{(ikyy) a(w), (53)

- N N T
con ¥ (x) = [, Y1(x),,¢a(x), | yel momento k, € R para tener modos propagantes

a lo largo de la direccién y. Posteriormente, al usar la ecuacién (53) en la ecuacién

(51), podemos obtener la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

d

—tpo(a) + iHa()iho () = 0, (54)

donde la funcién matriz Hg(z) se define como
He(z) = [f/(x) - SG] o, +i [k‘yax + Amay] . (55)
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Al seguir el tratamiento derivado de (Hartmann et al. , 2010), derivamos la ecuacién
(54) una vez mds con respecto a la componente z y utilizamos la misma ecuacién
nuevamente. Asi, encontramos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden:

2 -~

() + Folap(a) = 0, (56)

donde la nueva funcién matriz F(x) esta dada por
Fole) = |i--77 V() - &) — (k2 + A2 57
o(w) = i V()| 0.+ | (V@) —€a) = (k2 +A%)]| v (57)

A partir de la ecuacién (56), podemos escribir la ecuacién diferencial para cada
componente como:

d2

dx?

() + [w%m;) + (V(x) - &;)2 —yimﬂ Dv(z) =0, (58)

donde |ka|? = k2 + Ac? y v = £1 con U1 (z) = ¥ (x) y ¥_1(z) = Udn(z). Esta ecua-
cién diferencial de segundo orden, en relacién con los modelos anteriores (Hartmann
et al. , 2010; Hartmann & Portnoi, 2014), incluye una modificacién del nimero de
onda &, debido a A, que describe la brecha en este sistema. Mds adelante, podemos
mostrar que este efecto determina los valores permitidos de k, para encontrar las so-
luciones exactas y el numero accesible de estados ligados de energia en este sistema.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién (58) se muestra en la seccién 8.3.

8.1.2. Hamiltoniano para el grafeno con distorsién Kekulé-O

En esta parte, estudiamos una capa monomolecular de grafeno deformado en

forma de O de Kekulé (Gamayun et al. , 2018; Mojarro et al. , 2020; Bao et al.
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, 2022; Qu et al. , 2022) bajo el efecto del pozo de potencial hipérbolosecante. El
diagrama esquematico del texto Kek-O se muestra en la Fig. 40(a). El Hamiltoniano

para este sistema (Beenakker et al. , 2018) estd dado por

Hyo =10 ® [vpo - p| + [AxoTe] ® 0, + 10 @ [V (2)0y) - (59)

Aqui, p = (ps,py) v 0 = (04,0,) son los vectores de momento y operadores de
Pauli, respectivamente. Las matrices de Pauli o,, 0y, 0. y la matriz unitaria oy
actian sobre el grado de libertad de pseudoespin, mientras que las matrices 7, 7,
7. ¥y To se expanden en el grado de libertad de valle. El potencial V' (z) definido en
la ecuacién (59) se calcula mediante la expresién (47). El dltimo Hamiltoniano se
escribe convenientemente utilizando el producto de Kronecker (Henderson & Searle,

1981; Loan, 2000) definido por

cuD - D
ceD=| + - | (60)

lep s Can

Aqui, C es una matriz mxn y D es una matriz px ¢q. Al igual que en el caso del grafeno
masivo descrito en la Seccién 8.1.1, utilizamos un conjunto de transformaciones para
encontrar una ecuacion diferencial desacoplada general. Por lo tanto, comenzamos

con la ecuacién estacionaria de Schrodinger:

HKO‘I’KO(&C, y) = SKO‘I/KO(Z', y), (61)

donde Hxo = Hgo/hr, Exo = Exo/hvr y después tenemos una expresion de

la forma: W ko (x,y) = exp (ikyy) 1 (x), ¥a(x), ¥s(z), ha(z)] ", que es un espinor de
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cuatro componentes. Nuevamente, k, es un nimero cudntico que describe los mo-
dos de propagacion en la componente y. Las componentes de este espinor son las
amplitudes en las subredes A y B para los valles K’ y K (Gamayun et al. , 2018;
Mojarro et al. , 2020), respectivamente. En esta parte, utilizamos la transformacién
unitaria Ugo = 7 ® (0, + 0.) /v/2 y la multiplicacién por la matriz 7y ® o,. Estas
operaciones solo afectan al espacio de pseudoespin y dejan invariante el grado de
libertad de valle. Por lo tanto, la ecuacién (61) se convierte en el siguiente problema

generalizado de autovalores
QKO’&KO('T) = EKO"&KO(x% (62)

donde la matriz Exo = Exo (1o ® 0.) y el Hamiltoniano de transformacién Hxo =

(1o ® 02) [UJ(OHKoU KO] tiene la forma explicita:

7’2}(0 = ﬁx (To & 0'0) + iAKO (Tx & O'y> + Zl{y (To ® Ux) + V(l') (TO & Tz) ) (63)

con Ayo = Awo/livp y V() = V(z)/hop. El espinor ¥, () = Uloth.o(2) en la

ecuacién (62) se define como:

Prol®) = [W1(2), a(e), G (), dala)] (64)

donde 5 j41(z) = [Pi(x) + i (2)]/V2y i =1, 3.

Posteriormente, utilizando las ecuaciones (62) y (63), podemos obtener la siguien-

te ecuacion diferencial:
d ~ . ~
%v,bxo(:v) + iHxo(x)t),(z) = 0, (65)
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donde la matriz funcién Hgq(x) se define como:
Hro(z) = [V(x) - &;] (7o ® 02) + iky (o @ 04) + iAko (1, @ oy) . (66)

De manera similar a la seccion 8.1.1, la ecuacién diferencial de segundo orden obte-

nida a partir de la ecuacién (65) se expresa como:

d* - ~

@@Z)m(x) + Fro(z)¢xo(z) =0, (67)
donde la funcién matriz Fy,(z) se define como:

Fro(z) = {z’di;f/(x)} (0 ® 02) + [(V(x) - 5Ko)2 - (k; + AK()?)} (70 a0) . (68)

Una vez mas, podemos escribir cada componente de la ecuacion diferencial de segun-

do orden anterior en un Unico componente de la siguiente manera:

2 - - 2 - ~
%W(;@) + {@'V%V(;p) + (V(m) - 5KO) - |/<;Ko|2] () =0, (69)
donde |7;7KO|2 = k; + A2xo. Aqui, el indice v = +1 se refiere a los componentes

del espinor ¢y 1(z) = P1(z) = P3(z) y ¥_1(z) = Yo(x) = 4(x). Esta ecuacién
diferencial (69) tiene la misma estructura que la del grafeno masivo (58). Presentamos

su solucion en la siguiente seccion.

8.2. Soluciones exactas

Para resolver la ecuacion diferencial (58) en el caso del grafeno masivo o Kek-O

(69), utilizamos el método reportado por (Hartmann et al. , 2010). Por lo tanto, la
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ecuacion diferencial de segundo orden para los componentes de la funcion de onda
¥, (x), en ambos sistemas, puede escribirse como:

dd_;/(;y(x) + {ZV%V(ZE) + (V((L’) — &, KO)>2 — |I~C(G, KO)|2:| @ZV(:L‘) =0. (70)

donde |l;;(c., ko)|? = /{;5 + A2 ko). La ecuacién (70) puede escribirse convenientemente
mediante las siguientes definiciones: £, ko) = Ae, V(x) = —w, sech(Az), w = Vg /A,
ky, = AT, A, xo) = ALy y IE(G, KOy = AL. Aqui, e, w, T, Iyy T son variables adimen-

sionales. Bajo estas definiciones, la ecuacién (70) toma la forma:

dd—;@/;y(x) + A2 {w% [wsech(Az)] 4 [wsech(Az) — ¢]® — f‘Q} U, (z) = 0. (71)
En analogia con la ecuacién diferencial del problema del oscilador arménico en la
mecénica cudntica no relativista (Shankar, 2012), la solucién exacta de la ecuacién
diferencial anterior nos permitird encontrar las expresiones analiticas de las funciones
de onda y el espectro de energia para el grafeno masivo o el sistema Kek-O. Por lo
tanto, las soluciones exactas (Hartmann & Portnoi, 2014) de la ecuacién (71) estdn

dadas por:

1

Gumnt) = 4, [T [e@) = 3| Hun(o), (™)

nde n = ...,m < n denotan modos de propagacién en ui n
donde 0,1,2,3,..., m < ndenotan los modos d agacion en la guia de ondas,
y A, es una constante de normalizacién. Los parametros k.., y fu,., €n la expresion

anterior se definen como:
n+1
Ry = W — 9 )

(73)

n
vin — — 5 &° 4
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La funcién H,. , ,(z) en la ecuacién (72) son los polinomios de Heun (Maier, 2007;

Olver et al. , 2010; Hartmann & Portnoi, 2014), cuya definicién es:

Hu;n,m(x) = H [aa Quin,my » au;nu 5u;na 7V;na 6V;n; C([E)] . (75>

donde
e~/ tanh(\z/2) + 1

@) =~ tanb(he/2) =i’

(76)

a es un pardmetro de singularidad; aw.p, Byin; Yuin, Ov:n sON parametros de exponentes
Y Quinm €S Un parametro accesorio (Olver et al. , 2010). Para generar estos polinomios

de Heun, los pardmetros que definen H,.,,,(z) deben ser:

a=s, (77)

S (79)

Qnm = j:in\/\fn,mP — KU;N? — MKy — g(l —v), (79)
Bym =2w—n—v, (80)

Voin = Opin = 2w — N, (81)

donde |T'n, m|? = I?n,m + I'2. Es importante destacar que debido a las condiciones
de los polinomios de Heun y las soluciones exactas de las funciones de onda, se

encuentran valores discretos para el parametro adimensional I'. La expresién para el
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espectro de Dirac (estados ligados de energia) en este sistema se da por:

Enmm = 1/ | Dom|? — K2, (82)

asociada a las funciones de onda (72). Los valores de ¢y (con v = +£1) en la

ecuacién (79) se determinan a partir del problema de autovalores:
det (Ty., — ¢nml) = 0, (83)

donde I es una matriz unidad de tamafio (n + 1) x (n + 1) y T,., es una matriz

tridiagonal (Hartmann et al. , 2010; Olver et al. , 2010) definida como:

—Qy"™  RY™ 0 0
Pt R 0

T, = 0 P Q5 : : (84)
1
00 P

con R = (§+ 1) +%m)/2, P/ = (G =1+ )i — 1+ B8n) y Q7" =330 —
L+ %m)/2 + 0u:n/2 — 2w]. La matriz T,,, en la ecuacién (84) surge de la relacién
de recursion de la solucion de la ecuacién diferencial de Heun a través del método
Fuchs-Frobenius (Olver et al. , 2010). Por lo tanto, a partir de la ecuacién (83), los

subindices en g, ,, se refieren al m-ésimo autovalor asociado al n-ésimo estado.

Ahora, utilizando las ecuaciones (79), (82) y (83), es posible encontrar la forma
explicita de las expresiones discretas para I',,,, y posteriormente para los estados

ligados de energia €, ,, en funcién de w y la brecha adimensional I'y. En particular,
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las expresiones discretas de I'y, ,,, pueden tomar valores negativos y positivos para un

valor fijo de w y I'y.

Las condiciones de contorno para la Ecuacién (72) son lim, 4 zﬁynm(z) =0 pa-
ra cada estado ligado de energia. Por lo tanto, a partir de las propiedades de los poli-
nomios de Heun(Maier, 2007; Hartmann & Portnoi, 2014), tenemos lim, _, 1o Hy.ppm () =
1y el término lim, 4o [((z) — 1/2]"" = (=1/2)* donde el exponente f,., puede
tomar valores negativos y positivos. Por tltimo, el término lim, 1 [V(m)] o

solo si Ky, > 0. A partir de esta condicién y la ecuacién (73), encontramos la si-

guiente regla para el nimero posible de estados ligados de energia:
0<n<2w-—1, (85)

y, por lo tanto, el estado mas bajo n = 0 para I'; = 0 indica la relacién minima
entre la profundidad y el ancho del potencial secante hiperbdlico para encontrar

estos estados ligados de energia, es decir, Vo > \/2.

De lo contrario, de las ecuaciones (54) o (65), es importante destacar que la

conexioén entre las funciones 9,1 () y 1_1(x) en la ecuacién (72) se da por:

~ ie—i@n,m ~ Z'e—ien,m 1 5 d ~
nm\T) = —= mm\L) = —= Enm — 7 | V(T) +i— —1,n,m\T ),
otnnls) = ) = T [ = 5 (7)1 )| Foran )
(86)

- je10nm 1/~ d -
Botnn@) = = e = 5 (V@) =i ) [ i) 6D

Ja
donde tan@,,, = I'y/I',,,. Por lo tanto, es posible determinar solo una de las si-
guientes soluciones, por ejemplo, 1;+1,n7m(x), y la solucién de i_lmm(x) se determina

mediante la ecuacién (87).
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Una vez mas, en analogia con el problema del oscilador arménico cuantico no
relativista, las funciones de onda tienen una paridad definida, es decir, funciones
pares e impares para cada nivel cuantico. En este sentido, las funciones de onda
V11 () ¥ ¥_1.nm () n0 son las funciones de onda simétricas asociadas al potencial
de pozo hiperbdlico secante (47). Para encontrar estas funciones de onda simétricas,

introducimos la siguiente transformacién:

. A )
wl,n,m(iw/l ~ U erl,n,m(m) , (88)

¢11;n,m($)/1411 1/;—1,n7m(1‘)
donde A; y Ap son dos constantes de normalizacién, y

1 ei@"’n,m efi®+n,m

USC:_

: (89)
\/§ ez@*n,m e—i@’n,m

es otra transformacién unitaria con ©Fn, m = 6n, m/2+(n/4) = arctan (I, /T,,,,) /2+

(w/4). Utilizando (89), las Ecuaciones (86) y (87) pueden reescribirse como

~ ~ 1 d |1 1
[V(I) + A’Fn,m| - Agn,m} A—H¢11’n7m($):| - @ [E¢17n7m($) = O, (90)

- - [ 1 d |1
|:V(:L‘) - >\|Fn,m| - )‘En,m:| Z¢I,n,m(x):| + % |:A_H77/1H,n,m(x) = 0. (91)

A partir del sistema de ecuaciones diferenciales anterior, podemos observar que
Y 1nm(T) ¥ Y 1inm(x) conservan una paridad definida. Por ejemplo, si cambiamos
r — —ux en las ecuaciones (90)-(91) y se cumple que ¥ 1,m(—2) = Y1nm(x),
Yiinm(—2) = = 1r.m(x), entonces este sistema de ecuaciones diferenciales per-

manece invariante bajo la paridad del potencial V(—z) = V(x).
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Figura 41: Espectro de energia de Dirac ¢, ,,, y valores discretos I';, ,,,. En los paneles
(a), (b) v (c), mostramos el espectro de energia de Dirac (82) (puntos cuadrados
azules) en funcién de los valores discretos I',,,, para n, m = 0,1,2,3,4,5, w = 3.2
y usando los valores adimensionales de la brecha: I'y = 0, I'y = 0.5, I'; = 1, respec-
tivamente. En el panel (a), los tridngulos negros corresponden a los valores de €, .,
calculados en Hartmann & Portnoi (2014). En el panel (d), mostramos el comporta-
miento de los valores discretos I',, ,, > 0 en funcién de la brecha adimensional I'y.

8.3. Espectro de energia y funciones de onda

En esta parte, discutimos los principales efectos de la guia de onda con pozo
secante hiperbdlico y la brecha en los sistemas 2D discutidos en la secciéon anterior.
Para obtener el espectro de energia y las funciones de onda a partir de soluciones
exactas, utilizamos la relacion entre la intensidad y la anchura del potencial de pozo
secante hiperbdlico, que tiene un valor de w = 3.2 (Hartmann & Portnoi, 2014). Por
lo tanto, utilizando la condicién (85), encontramos que n < 5.4 y los posibles valores

discretos son n =0,,1,,2,,3,,4,,5ym<n (m=0,,1,...,,n).

En las Figuras 41-(a), 41-(b) y 41-(c), mostramos el espectro de energia de Dirac
(puntos cuadrados azules) en funcién de los valores discretos I',, ,,, v para los valores

de brecha adimensional I'y = 0, I'; = 0.5 y I'; = 1. Dado que los portadores de carga
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Figura 42: Parte real de las funciones de onda Re[t); ,, ()] con i = I (rojo) e i =II
(azul) utilizando w = 3.2, I',, ,,, > 0, y para los valores adimensionales de la brecha
I'y=0,TI,=05yTI, =1 En los paneles (a), (b) y (c), mostramos Re[t); » m ()]
para I'y o y €10. Los paneles (d), (e) y (f) son Re[t); n.m(x)] paraI'1 1 y €11. En todos
estos paneles, las lineas solidas claras corresponden a Re[¢; . . (2)] dadas por (88),
y las lineas discontinuas indican la solucién numérica de las ecuaciones (90) y (91).

en sistemas bidimensionales como el grafeno y Kek-O son fermiones relativistas sin
masa, esto marca una diferencia al estudiar el efecto del potencial secante hiperbdlico
y sus estados ligados de energia. Una de las principales diferencias es que estos
estados ligados existen para energias simétricas positivas y negativas (Hartmann &
Portnoi, 2014). Este comportamiento es diferente para sistemas no relativistas en la
mecanica cuantica de portadores de carga con masa, donde los estados ligados estan
confinados en potenciales de pozo atractivos. Por lo tanto, en la Figura 41(a), los
puntos cuadrados azules son el espectro de energia para I'y = 0. Este espectro es
simétrico y degenerado para los valores discretos I'y, ,,, <0y I',,, > 0. En la figura
41, comparamos el mismo espectro (puntos triangulares negros) con el obtenido por
Hartmann & Portnoi (2014) en el caso del grafeno con I'y = 0 y para las soluciones
exactas. Las Figuras 41-(b) y 41-(c) muestran el espectro de energia paraI'y = 0.5y

I'y = 1, respectivamente. Estas figuras muestran dos efectos principales del aumento
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Figura 43: Parte imaginaria de las funciones de onda Im[¢; ,, . (2)] con i =I (rojo) e
i =II (azul) utilizando w = 3.2, T, ,, > 0, y para los valores adimensionales de la bre-
chal'y,=0,T, =0.5y I, = 1. En los paneles (a), (b) y (c), mostramos Im[¢) ; , ()]
para I'y g y €1. Los paneles (d), (e) y (f) corresponden a Im[¢);,,,,,(z)] para I'1; y
£11. En todos estos paneles, las lineas sélidas claras corresponden a Im[t); , m ()]
dadas por (88), y las lineas discontinuas representan la solucién numérica de las Ecs.

(90) v (91).

en la brecha de banda. En primer lugar, existen valores prohibidos de I',, ,,, y menos
estados de energia accesibles, lo cual se puede interpretar como una manipulacién
de los modos de propagaciéon en la guia de onda. En segundo lugar, los estados de
energia presentan una pequena traslacién hacia cero de Iy, ,, manteniendo su valor

para un valor fijo de w = 3.2.

En cuanto al comportamiento de I'y, ., en la Figura 41(d) mostramos su conducta
en funcién del hueco adimensional. Dado que k, = AI' = AI',,, y siguiendo la
ecuacion (53) para el grafeno con brecha, I';, ,,, debe ser un nimero real. Sin embargo,
estos estados con w = 3.2 tienen un valor real que posteriormente tiende a cero a
medida que I'y, aumenta. Para un valor més alto de I'y, I', ,,, se convierte en un
numero complejo. Esta transicién de un valor real a un valor imaginario en I, ,

genera estados prohibidos en el espectro de energia. Por lo tanto, esta es una forma
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directa de manipular el nimero de estados de propagacién aparte de la naturaleza

de la guia de ondas.

En la figura (42) y figura (43), trazamos la parte real y la parte imaginaria de
las funciones de onda v 1., (2) (lineas azules) y ¥ 11,n.m(x) (lineas rojas). En estos
paneles mostramos los casos en los que: I'y,,,, > 0, las brechas adimensionales son
I',=0,Ty;, =05y, =1,y los estados son €19 y €1,1. Ademads, incluimos la
comparacién entre las soluciones exactas dadas por las ecuaciones (72) y (88) (lineas
sélidas azules/rojas claras) y las soluciones numéricas correspondientes obtenidas a

partir de las ecuaciones (90)-(91) (lineas punteadas azules/rojas).

Podemos observar varias caracteristicas en el comportamiento de las partes real
e imaginaria de las funciones de onda. Primero, cambian su paridad al cambiar el
estado €, ,,. Este comportamiento es andlogo al caso no relativista para las funciones
de onda en el problema del oscilador arménico cuéntico. Segundo, los casos con I'y =
0 en las Figuras 42(a) y 42(d) para la parte real de las funciones de onda concuerdan
con lo reportado en Hartmann & Portnoi (2014). Tercero, otra caracteristica es su
comportamiento en relacion con la brecha adimensional. Gracias a la transformacién
unitaria (89), podemos observar que mantienen su paridad impar o par para los
diferentes valores de brecha. En el caso de I'y = 0.5 y I'y = 1, en comparacién con
I'y = 0, la amplitud de la parte real de estas funciones de onda disminuye mientras
que la parte imaginaria aumenta. Este otro efecto se debe a la ecuacién (89), ya que

ha .
+i®Tnm modifica la parte real

cambiar el valor de I'y en los elementos de la matriz e
e imaginaria de Y1, m (%) ¥ Yrenm (). Sin embargo, como mostramos en los paneles
de la Figura 44, la densidad de probabilidad |t 1,.m(2)[* + |0 110m(2)|? para 1 y

€1,1 permanece invariante bajo el valor de I';. Una vez mas, en esta Figura 44, la
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Figura 44: Densidad de probabilidad |1, m(2)|? + |¥11nm(7)]? para w = 3.2, T, ,, >
0, y utilizando los valores adimensionales de la brecha: I'y =0, I'y = 0.5 y I'y = 1.0.
En (a), (b) y (c), mostramos la densidad de probabilidad para I'y o y €1 0. Las figuras
(d), (e) y (f) corresponden a la densidad de probabilidad para I'y; y €11. En todos
estos paneles, las lineas sélidas claras corresponden a la densidad de probabilidad
obtenida a partir de las funciones de onda (88). Las lineas discontinuas representan la
solucién numérica utilizando las ecuaciones (90) y (91). A partir de estos resultados,
es claro que la densidad de probabilidad es invariante respecto al valor de I',.

linea gris sélida corresponde a la densidad de probabilidad utilizando las soluciones
exactas de las ecuaciones (72) y (88) y las lineas punteadas se obtienen a partir de

la solucién numérica de las ecuaciones (90) y (91).

En este capitulo presentamos el estudio de estados energéticos ligados y funciones
de onda en un sistema bidimensional con brecha en presencia de un potencial de pozo
hiperbdlico secante. Siguiendo el caso del grafeno sin brecha (Hartmann & Portnoi,
2014), aplicamos ciertas transformaciones en la ecuacién de Schrédinger estacionaria
para encontrar una ecuacion diferencial de segundo orden desacoplada para cada

elemento espinorial de la funciéon de onda. Luego, encontramos las soluciones exac-
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tas en estos sistemas 2D utilizando un conjunto de variables adimensionales. Estas
soluciones exactas son proporcionales a los polinomios de Heun y sus propiedades
nos permiten encontrar los estados energéticos ligados en funcion de la brecha del
sistema 2D. Mostramos que el niimero accesible de modos de propagacion depende
del ancho y profundidad del potencial, asi como del valor de la brecha del sistema.
En particular, estudiamos este comportamiento en un sistema de grafeno con brecha
y en grafeno deformado en forma de O con distorsion Kekulé. Después, encontramos
las soluciones exactas en estos sistemas 2D utilizando un conjunto de variables adi-
mensionales. Estas soluciones exactas son proporcionales a los polinomios de Heun
y sus propiedades nos permiten encontrar los estados energéticos ligados en funcién
de la brecha del sistema 2D. Mostramos que el nimero accesible de modos de pro-
pagacién depende del ancho y la profundidad del potencial, asi como del valor de la
brecha del sistema. En particular, estudiamos este comportamiento en un sistema de

grafeno con brecha y en grafeno deformado en forma de "O™ con distorsién Kekulé.
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9. Conclusiones

En resumen, hemos estudiado el transporte electronico en ZGNRs bajo el efecto
de guias de onda y la presencia de desorden en los bordes y en el bulto. Revisa-
mos los casos del pliegue por tension, pozo cuadrado, pozo secante hiperbdlico y
potenciales bipolares. Observamos que para E > 0, el nimero de canales balisticos
aumenta debido a los modos de propagacion en estas guias de onda. Estos canales
adicionales son estados de borde modificados por la guia de onda. En presencia de
desorden en los bordes y en el volumen, la conductancia disminuye; sin embargo,
existen modos de propagacién asociados a la guia de onda, que exhiben un trans-
porte cuasi balistico. En particular, los potenciales de pozo cuadrado, pozo secante
hiperbdlico y bipolares tienen modos protegidos més robustos, incluso al aumentar
la longitud de la nanocinta. Ademds, presentamos el estudio de estados ligados de
energia y funciones de onda en un sistema bidimensional con brecha en presencia
del potencial de pozo hiperbdlico secante. Siguiendo el caso del grafeno sin brecha
reportado por Hartmann & Portnoi (2014), aplicamos ciertas transformaciones en
la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria para encontrar una ecuacién diferencial de
segundo orden desacoplada para cada componente espinorial de la funciéon de onda.
Luego, encontramos las soluciones exactas en estos sistemas 2D utilizando un con-
junto de variables adimensionales. Estas soluciones exactas son proporcionales a los
polinomios de Heun, y sus propiedades nos permiten encontrar los estados ligados de
energia en funcion de la brecha del sistema 2D. Mostramos que el niimero accesible
de modos de propagacién depende de la amplitud y profundidad del potencial, asi
como del valor de la brecha del sistema. En particular, estudiamos este comporta-

miento en un sistema de grafeno con brecha y en el caso de grafeno con distorsién en
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forma de O de Kekulé. Esperamos que nuestro trabajo pueda contribuir a mejorar

los dispositivos electrénicos basados en grafeno. (Williams et al. , 2011).
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Apéndices

A. Calculo de los valores discretos de I’

En esta parte, mostramos la lista de valores discretos I',, ., y los autovalores &, ,
en funcién de los pardmetros adimensionales w y I'y para n = 0,1,2 y m < n

(m=0,1,....,n)

1
Lo = 5y/1— 402 —dw + 4o

1
T = im\/élw?’ — 8w? — 4T 2w + 5w — 1
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1
Ty = :l:m\/élaﬁ — 8w? — A2 + 5w — 1

1
Pao = ooy /4w — 1208 — 4120 + 1362 — 6w + 1
W

1
Doy = 5/40? = 12w — 4T3 +9

1
Doy = ooy /4w — 1208 — 412w + 1302 — 6w + 1
oy

€00 = 0
1 jw—1
£ = R JE—
10 2 w
1 jw—1
€ = —4/—
L1 2 w
1
20 = ——v4w2—6w+1
’ 2w
€21 = 0
1
€99 = —V4w?2—6w+1
’ 2w
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10. Publicaciones

= Robles-Raygoza, E. J., Ibarra-Sierra, V. G., Sandoval-Santana, J. C., Carrillo-
Bastos, R. (2022). Ballistic guided electrons against disorder in graphene na-

noribbons. Journal of Applied Physics, 132(16).

s [barra-Sierra, V. G. and Robles-Raygoza, E. J. and Sandoval-Santana, J. C.
and Carrillo-Bastos, R. (2023). Waveguiding in massive two-dimensional Dirac

systems. Journal of Applied Physics, 134(12).
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