UNIVERSIDAD AUTONOMA DE BAJA CALIFORNIA

FACULTAD DE CIENCIAS

ZIlv3ad V1 dHOd

w
@) C
a1]
>
o
I
=
T
(@]
Y

MULTIPOLOS ELECTROMAGNETICOS TOROIDALES

TESIS
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
FisICcO

PRESENTA:

RODRIGO SAAVEDRA ESTRADA

Ensenada, Baja California, México. Mayo 2016



MULTIPOLOS ELECTROMAGNETICOS TOROIDALES

TESIS PROFESIONAL

QUE PRESENTA

RODRIGO SAAVEDRA ESTRADA

Y APROBADA POR EL SIGUIENTE COMITE:

\J%()/@ A M/}ji}l@? veup, Co

DR. JESUS ALBERTO MAYTORENA CORDOVA
DIRECTOR DEL COMITE

|

A( !

1
DRA RISCILLAGLIZABETH DR. JOSE MANUEL
IGLESIAS VAZQUEZ LOPEZ RODRIGUEZ

SECRETARIA PRIMER VOCAL



RESUMEN de la Tesis de Rodrigo Saavedra Estrada, presentada para la obtencién de titulo
de fisico, Ensenada, Baja California, México, mayo de 2016.

MULTIPOLOS ELECTROMAGNETICOS TOROIDALES

Se considera un solenoide toroidal y se muestra que tal distribucién no posee ningiin momento
multipolar eléctrico 6 magnético asociado. El momento multipolar que corresponde a dicha
distribucién de corriente es el denominado dipolar toroidal, lo que plantea la existencia de
una tercer familia de multipolos electromagnéticos. A partir de una descomposicién de Debye
de campos y fuentes en las ecuaciones de Maxwell, se hace un desarrollo multipolar completo
en coordenadas esféricas que toma en cuenta no solo las contribuciones transversales de tipo
tangencial sino también las transversales de tipo poloidal. Esto permite considerar el ejem-
plo concreto del solenoide toroidal consistente con una corriente de cardcter exclusivamente
poloidal, ejemplo que no es estudiado normalmente en la literatura tradicional del electro-
magnetismo. El procedimiento seguido en esta tesis puede ser incluido en un curso avanzado

de electrodindmica cldsica para instruir a los alumnos al estudio de dicha tercer familia de

multipolos.

Palabras clave: electrodindmica clésica, desarrollo multipolar, solenoide toroidal, momen-

tos multipolares toroidales.
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Introduccion

En el electromagnetismo el desarrollo multipolar sirve como una herramienta para describir
potenciales o campos, generados por fuentes localizadas alrededor del origen, como una se-
rie de contribuciones asociadas a fuentes puntuales (denominadas multipolos) las cuales son
dadas por momentos de las fuentes originales. Tal serie se puede truncar a los primeros
términos para dar una aproximacién que sera buena si la fuente en estudio tiene un tamano
caracteristico pequeno en comparacion a la longitud de onda de los campos. En la litera-
tura tradicional del electromagnetismo [1,2] se han estudiado dos familias de multipolos:
los eléctricos y los magnéticos, los cuales son descritos respectivamente por distribuciones

puntuales de cargas eléctricas y espiras de corriente.

Por otra parte, también se ha reconocido un tercer tipo de multipolos que se han llamado
toroidales debido a que estan caracterizados por corrientes que fluyen alrededor de bobinas
toroidales [3]. Estos habfan sido descartados de la teorfa porque en el limite de onda larga se
muestran despreciables en comparaciéon a los multipolos eléctricos. Sin embargo, es posible
construir distribuciones de corriente eléctrica cuyos campos presenten unicamente contribu-
ciones debidas a multipolos toroidales y por tanto no se justifica que sean descartados del

desarrollo multipolar.

La existencia de los multipolos toroidales ya ha sido probada experimentalmente [5,7] y
ademas, en los ultimos anos, se han estudiado sus propiedades en el contexto de los meta-
materiales [4-7], de manera que en la actualidad podrian resultar de gran interés en cuanto
a sus aplicaciones [8]. Entonces, parece necesario que los estudiantes de éreas afines a la
ciencia y tecnologia comiencen a tener un conocimiento basico acerca de esta tercer familia
de multipolos. Dada tal necesidad, la meta de esta tésis es mostrar al lector de
qué manera surgen los multipolos electromagnéticos toroidales. Conseguir este en-
tendimiento puede resultar complicado si no se tiene la guia adecuada, pues la mayoria de

la informacién sobre el tema se encuentra dispersa en varios articulos, quizds ésto se deba a
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que los multipolos toroidales comenzaron a estudiarse apenas hace algunas décadas.

El interés por las corrientes dependientes del tiempo que fluyen sobre bobinas toroidales
surgié en 1861 del reconocido articulo de Maxwell On physical lines of force, en el cual
comenta que, para una bobina formada por un alambre sobre el cual circula una corriente
variable en el tiempo y que se envuelve alrededor de un anillo circular de secciéon uniforme, el
campo magnético externo es nulo [9]. Sin embargo, fue hasta varios anos después que surgi6

evidencia que refutaria tal comentario [10,11].

En 1957, Zel’dovich discute una violacién en la paridad de particulas elementales y postula
que las particulas de Dirac con spin 1/2 deben tener un “anapolo” [12]. A finales de 1960
y principios de 1970, Dubovik et. al. conectan el anapolo cuintico de Zel’dovich con la
electrodindmica clésica haciendo uso de lo que llaman momentos multipolares toroidales [13],
ademds muestran que éstos forman una tercer familia de momentos multipolares al igual que
los eléctricos y magnéticos, de manera que consiguen explicarlos en el lenguaje del desarrollo

multipolar [3].

En 1988, Van-Bladel discute varias distribuciones de corriente que requieren del concepto
de momentos toroidales para su entendimiento [14]. En los 90’s, Afanasiev et. al. publican
una serie de articulos donde analizan detalladamente los campos que producen los momentos
multipolares toroidales [15] y discuten distintas distribuciones de corriente especificas que
pueden generar momentos toroidales dindmicos [16]. En 2010, Dubovik et. al. discuten
acerca de medios continuos para los cuales se presentan los momentos multipolares toroidales
y entonces introducen el concepto de toroidizacion, cuya interpretacion es andloga a las

conocidas polarizaciéon y magnetizacién [17].

En 2002, Redescu y Vaman hacen un analisis muy detallado de las propiedades radiativas
de distribuciones arbitrarias de carga y corriente, incluyendo a los multipolos toroidales [18].
A principios del siglo actual, Zheludev, Fedotov et. al. trabajan en varias propiedades de
lo que llaman metamateriales toroidales, los cuales son materiales que presentan compor-
tamientos asociados a los multipolos toroidales, muestran que éstos tienen actividad optica,
lo cual da lugar a posibles aplicaciones [4], ademés en 2013 y 2014 fabrican estructuras no
radiativas [7] y capas delgadas [6] hechas de éste mismo tipo de materiales. También, en 2010,
Kaelberer et. al. hacen un experimento en donde miden la respuesta de dipolos toroidales
en un metamaterial [5]. Mds recientemente, se han encontrado propiedades asociadas a los

multipolos toroidales en algunas nanoestructuras [19,20].

Antes de comenzar a estudiar el desarrollo multipolar incluyendo a los momentos multipo-
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lares toroidales, es conveniente primero plantear su posible existencia. Una manera instruc-
tiva de hacerlo es mediante argumentos de simetria [21]. Notemos que ante una inversién
espacial » — —r, el momento dipolar eléctrico p cambia de signo, es decir se comporta
como un vector polar, mientras que ante una inversion temporal ¢ — —t se mantiene invari-
ante. Contrariamente, el momento dipolar magnético m se comporta como un vector axial
(también llamado “pseudovector”) ante una inversién espacial, y no cambia de signo ante una
inversion temporal. Entonces, es natural preguntarse si existe alguna cantidad similar a estos
momentos dipolares que se comporte como vector polar y que ademas cambie de signo ante
una inversion temporal, la cantidad que satisface tales propiedades corresponde al momento
dipolar toroidal t. Ademas, cabe mencionar que se ha predicho la existencia de un “momento
dipolar axial” g, el cual es un vector que permanece invariante ante inversiones espacial y
temporal, sin embargo dicha cantidad no serd tratada en esta tesis, algunos han planteado
que de hecho no es posible construir una distribucién de fuentes puntuales que posea tales

propiedades [22]. Las observaciones hechas se ilustran en la tabla a continuacién:

p m t g
r—--r — + - +
t——-t + — — +

Comportamiento de los momentos dipolares ante inversiones espaciales y temporales. El signo “+”
indica que la cantidad es “par” y el signo “—” indica “impar” ante las inversiones correspondientes.

La estructura que tiene la presente tesis es la siguiente: en el capitulo 1 se consideran
distribuciones de cargas estaticas y corrientes estacionarias, lo cual facilita la interpretacién
fisica del desarrollo multipolar de los potenciales electrostatico y magnetostatico, éstos se
describen como la superposicién de potenciales que son generados por fuentes puntuales a
las cuales se les llama multipolos, tal interpretacién puede ser extendida al caso dindmico,
el cual se trata en el capitulo 2. En éste, el desarrollo multipolar se deriva directamente
sobre los campos haciendo uso de la llamada descomposicion de Debye, entonces, se obtienen
descripciones “generales” para E y B, asi como para los momentos multipolares dinamicos,
los cuales permiten recuperar las expresiones obtenidas en el caso estatico. El procedimiento
utilizado en este capitulo fué retomado del articulo de C. G. Gray Multipole expansions of

electromagnetic fields using Debye potentials [23].

En el capitulo 3 se hace un analisis de la corriente estacionaria que fluye por un solenoide
toroidal y se calculan un par de cantidades: la magnetizacion y la toroidizacion, éstas des-

criben a la distribucién, al igual que lo hace la densidad de corriente. La magnetizacion co-
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rresponde a una densidad de momentos dipolares magnéticos, sin embargo para el solenoide
toroidal se obtiene que la suma total de éstos es nula, ademas para tal distribuciéon no se
definen cargas libres, por lo cual no se le pueden asociar momentos multipolares eléctricos ni
magnéticos. Entonces, se toma el limite puntual del solenoide toroidal y se nota que, en tal
caso, las cantidades que describen a la distribucién son tinicamente la densidad de corriente
puntual y la “toroidizacion puntual”, de la cual definimos al momento dipolar toroidal. Asi,
vemos que existe un tipo de distribucién de corrientes que no se puede interpretar a través

de multipolos eléctricos ni magnéticos, pero si a través de dipolos toroidales.

En el capitulo 4 se estudia de nuevo al solenoide toroidal pero esta vez se consideran
corrientes dindmicas. Se calcula el campo magnético de la distribucién y se obtiene su
desarrollo multipolar. Entonces, se hace una clasificacién de los momentos multipolares de
una manera distinta a la del capitulo 2, de modo que se incluyen también a los momentos
multipolares toroidales, los cuales se identifican como los tnicos asociados al problema del
solenoide toroidal. De esta manera, se obtiene un desarrollo multipolar para el solenoide
toroidal que es completo en el sentido de que considera a los tres tipos de familia de multipolos
electromagnéticos. Por tultimo, se toman casos limite para analizar algunas propiedades
que presenta el solenoide toroidal, y por tanto, los multipolos toroidales. Este capitulo
esta basado en el articulo de A. Géngora y E. Ley-Koo Complete electromagnetic multipole
expansion including toroidal moments [24], el cual ha sido citado recientemente por articulos
en revistas de alto impacto [6,8] y motivé la curiosidad de profundizar en el estudio de los

multipolos toroidales.

Al final se presentan las conclusiones del trabajo y se anexa un apéndice con los detalles

matematicos que se utilizan a lo largo de la tesis.



Capitulo 1

Desarrollo multipolar estatico

En el caso estatico, resulta sencillo dar una interpretacion fisica al desarrollo multipolar de los
potenciales que describen a los campos eléctrico y magnético. La motivacion de este capitulo
es explicar tal interpretacion, la cual podra ser extendida a otro tipo de contextos en capitulos
posteriores. Primero se obtendra el desarrollo multipolar de los potenciales electrostatico y
magnetostatico en coordenadas cartesianas y finalmente se derivara el desarrollo multipolar

del campo eléctrico en coordenadas esféricas.

1.1 El potencial electrostatico

Considérese una distribucién de carga estatica p con un tamano caracteristico d centrada
alrededor del origen de coordenadas en el espacio vacio. Ademas, los puntos de observacion
r se ubican en una region exterior a las fuentes, de tal manera que r’ < r, donde 7’ es un
vector que parte del origen a alguno de los puntos donde se define la distribucion de cargas
(ver figura 1). En este esquema, las ecuaciones de Maxwell relevantes son:
V-FE =47mp
(1.1)
VxFE=0.

Aqui, por el teorema de Helmholtz (ver apéndice A), la segunda ecuacién implica que el
campo eléctrico se puede escribir en funcién de lo que llamaremos el potencial electrostdtico

®, esto es E = —V®, cuya solucién formal para una region no acotada viene dada por:
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Figura 1: Distribucién estatica de carga con tamano caracteristico d centrada alrededor del origen.

_ p(r') 3,/
)_/V—]'I“—r’|d , (1.2)

donde la integral se toma sobre el volumen V' que ocupa la distribucion de carga. Vemos que
esta ecuacién depende de 1/|r — 7/|, lo cual se puede desarrollar como una serie de Taylor

alrededor de " = 0 y entonces la ecuacion (1.2) toma la forma:

1 0 1 1 H? 1
® = ' o(r’ S — A .
) /V ”’(”{Lr—rw] *ax;Lr—r'rLfﬁzax;@x;Lr—r'\Lf@“

1 ;
:_/vd?)rlp("“')Jrf /dSTW( )*%/‘/d?)?"lp( r)[3aal — o]+

r

(1.3)

donde 7,5 = 1, 2, 3, se utilizé notacién de suma sobre indices repetidos para las coordenadas
de los puntos de observacién (z,y, z) y los puntos fuente (2, %/, 2’). De esta dltima ecuacién,
podemos notar que hay un conjunto de contribuciones al potencial electrostatico (y por lo
tanto al campo eléctrico) que poseen una dependencia 1/r"*! donde n representa el n-ésimo
término en el desarrollo. Entonces, las contribuciones mas significativas son las no nulas de

orden mas bajo en 1/r, debido a que decaen en menor medida con la distancia.

A cada integral individual que aparece en la segunda igualdad de la ecuacién (1.3) le
daremos el nombre de momento multipolar y para distinguir cada una se les asociara un
nombre especifico de acuerdo a la potencia de ' que esté dentro de cada integral, entonces,

el nombre que le dariamos al n-ésimo momento multipolar seria “momento 2"-polar”, por
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ejemplo, para n = 3 tendriamos algo llamado “momento 8-polar” 6 momento octupolar y
para n = 6 tendriamos un “momento 64-polar” 6 momento hexacontatetrapolar [25]. Asi,
definiremos el momento monopolar (n = 0), el momento dipolar (n = 1) y el momento

cuadrupolar (n = 2) respectivamente, de la siguiente manera:

(

q= / p(r)d*’
/ ¥ p(r')d (1.4)

/(33:;30; —1r28;)p(r")dPr’.

p

Qij
\
Aqui definimos tnicamente los primeros tres momentos multipolares, sin embargo, es
posible continuar definiendo las expresiones para otros de orden superior, simplemente iden-

tificindolos de las integrales que aparecen en las demas contribuciones que no mostramos

explicitamente en el desarrollo del potencual electrostatico.

Reescribamos (1.3) utilizando las definiciones (1.4), esto es:

g p-r 1 TiT;
Or) = "+ 7 *522@1‘”—5]*--- (1.5)
i=1 j=1

Esta ecuacién muestra una relaciéon explicita entre ®(r) y los momentos multipolares,
decimos que representa un desarrollo multipolar del potencial electrostdtico. Para una dis-
tribucién de cargas cuyas dimensiones sean “macroscopicas’, es decir si r’ es apenas menor
a r, se necesitaran muchos términos de la ecuacién (1.5) para dar una buena aproximacién
al potencial electrostatico y para dimensiones de la distribucién cada vez menores a r se
necesitaran cada vez menos términos, de modo que, en el caso limite donde las fuentes estén
confinadas a una regién muy cercana al origen, es decir si r’ < r, solo hace falta la primera

contribuciéon no nula de la ecuacidn.

Analicemos a continuacién la interpretacién fisica de cada término en (1.5) bajo este
limite: a orden cero se tiene una expresion que involucra la carga total g de la distribucion,
si esta cantidad es no nula entonces el potencial se reduce al correspondiente a una carga
puntual centrada en el origen (ver figura 2a), a tal configuracién se le denomina monopolo
eléctrico. Ahora, si la carga total es nula para alguna distribucién en particular, el primer
término, que involucra al momento dipolar p, se vuelve el mas significativo y es posible

verificar que el potencial electrostatico corresponde al generado por un par de cargas de
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signos opuestos e igual magnitud separadas una distancia infinitesimal (ver figura 2b), a tal
configuracion se le llama dipolo eléctrico. Se pueden hacer analogias similares para las demas
contribuciones en el desarrollo (1.5), por ejemplo, para la tercera se obtiene la configuracién

fisica del cuadrupolo eléctrico y para la cuarta la del octupolo eléctrico (ver figuras 2c y 2d).

+

+ S
+ __>+ / 7\ \\:\:*
\* 1-"/\ /‘

(@) (b) (c) (d)

Figura 2: (a) Carga positiva situada en el origen, representa un monopolo eléctrico. (b) Dos cargas
de signos opuestos separadas una distancia infinitesimal, representan un dipolo eléctrico puntual.
(¢) Un par de dipolos alineados de esta forma representan la configuracién fisica de un cuadrupolo
eléctrico. (d) Un par de cuadrupolos alineados de tal manera representan una configuracion fisica
de un octupolo eléctrico.

Ya hemos descrito la configuracion de las fuentes que dan lugar a los primeros términos
del desarrollo multipolar dado en (1.5), sin embargo, deberiamos poder caracterizar también
las fuentes para ordenes superiores. Esto es posible a partir de la geometria conocida de
los multipolos de orden inferior, los cuales se pueden combinar de manera que construyan a
las configuraciones que generarian al potencial electrostatico correspondiente a cualquiera de
las contribuciones superiores en el desarrollo. Por ejemplo, a partir de dos dipolos alineados
adecuadamente podemos construir la estructura fisica de un cuadrupolo, a partir de un par
de cuadrupolos construir un octupolo, etc. Asi vemos que cada término en el desarrollo
multipolar es generado por una distribucién de cargas puntuales situadas en el espacio de

una manera especifica.

Para aclarar el lenguaje que utilizaremos posteriormente, haremos énfasis en llamar sim-
plemente multipolos a las configuraciones fisicas de fuentes puntuales, por ejemplo hablar
de un monopolo, un dipolo o un cuadrupolo, significa hablar de la distribuciéon de cargas
que estos representan, como las vistas en la figura 2, mientras que, a las expresiones que son
meramente matematicas y representan alguna cantidad les llamamos momentos multipolares,
por ejemplo, hablar de los momentos monopolar, dipolar o cuadrupolar, significa hablar de
las integrales en (1.4). También, diremos que cualquier campo, sea escalar o vectorial, tendra
una interpretacion multipolar si se puede escribir como un desarrollo en serie tal que cada

uno de sus términos se pueda interpretar como “generado” por una distribucion de fuentes
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discretas en especifico, es decir, por multipolos.

Como ultimo comentario de la secciéon notamos que, para obtener un desarrollo multipolar
del campo eléctrico, se necesita tomar el gradiente negativo de la ecuacién (1.5), para ésto
tendriamos que calcular el gradiente de cada término en el desarrollo, dicha tarea es sencilla
para las primeras contribuciones, sin embargo, para las de orden mayor podria resultar tedioso
de realizar analiticamente, ademés no se obtendria una ecuacién expresable enteramente en
una linea corta. Por esto, seria muy 1til obtener una férmula que nos permita calcular
cualquiera de los momentos multipolares de manera mas sencilla y que pueda ser escrita
de forma compacta. Tal problematica serd resuelta utilizando coordenadas esféricas en la

seccién 1.3.

1.2 El potencial magnetostatico

Ahora, analicemos lo que ocurre para el campo magnético B. Se tiene una distribucién de
corriente estacionaria J situada alrededor del origen de coordenadas (similar a la figura 1),
bajo las mismas consideraciones para r y 7’ tratadas en la seccién anterior. En este caso, las

ecuaciones de Maxwell relevantes son:

V-B=0
(1.6)
VxB:4—7TJ.
C

Aqui, por el Teorema de Helmholtz (ver apéndice A), una consecuencia de la primera
ecuacion es que el campo magnético se puede escribir como el rotacional de un vector que
llamaremos potencial magnetostdtico, esto es: B =V x A, cuya solucién formal viene dada

por:

_1 J(’I‘/) 37"/
Ar) = c/v|r—r'yd , (1.7)

en donde la integral se toma sobre un volumen V' que ocupa la distribucion de corriente.
Ahora vamos a introducir en la ecuacion (1.7) la serie de Taylor de 1/|r — 7’| alrededor de
r" = 0. Para simplificar los cdlculos, escribiremos la ecuacién solo hasta el primer orden,

tenemos entonces:
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1 T
A(r) = — d3T’J'r’+—,-/d3r'Jr’r’+... 1.8
) = g+ (r') (1.9

No es dificil notar que el término de orden cero en esta ecuacién se anula!, éste corresponde
al momento monopolar magnético y el valor que toma concuerda con la ecuacion de Maxwell
V - B =0, la cual es valida siempre. Entonces, la primera contribucion significativa en este
desarrollo viene dada por el primer término en (1.8), definamos la integral en éste como el

momento dipolar magnético, el cual puede ser escrito de la siguiente manera:
1 3,0 ! /
m= dr'r’ x J(r'). (1.9)
c

Introduzcamos esta definicién en la ecuacién (1.8) para reescribirla de una forma maés

canonica;:

A(r) = T (1.10)

ésto representa un desarrollo multipolar del potencial magnetostatico. Sise analizan puntos de
observacion lejanos a una distribucion de corrientes arbitraria centrada alrededor del origen
(es decir, si " < r) para la cual el momento dipolar magnético sea no nulo, los términos
de orden superior al primero en este desarrollo seran despreciables (debido a que decaen en
potencias més grandes que 1/7) y se recuperard el potencial magnetostético producido por
una espira centrada en el origen por la cual fluye una corriente eléctrica, tal configuracién
corresponde a un dipolo magnético. Es posible reconstruir los demés multipolos magnéticos a
partir del dipolo, éstos se veran como arreglos cada vez mas complicados de espiras circulares

de corriente (ver figura 3).

Notemos que para obtener un desarrollo multipolar del campo magnético con todos sus
términos, se tendria que tomar el rotacional de la serie infinita (1.10). Similar a lo que se
comento para el potencial electrostatico en la secciéon anterior, seria de mucha utilidad tener
una expresion que permita calcular cualquier momento multipolar magnético de manera

sencilla y que se pueda escribir de forma compacta, veremos que resolver ésto es complicado

Wemos que [d*r'Ji(r') = [d*(9x;/0x)J;(r') = [d*r'ziJ;(v") — [d*r'zj[0;(r") /0] = 0, donde
se integré por partes para obtener la segunda igualdad, en la cual el primer término es nulo dado que no
hay distribucién de corriente exterior al volumen de integracion, y la cantidad entre corchetes del segundo
término corresponde a la ecuacién de continuidad estatica V - J = 0, por lo cual el segundo término también
se anula.
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L%
%L

(2) (b) (c)

Figura 3: Distribuciones de corrientes de algunos multipolos magnéticos: (a) dipolo magnético,
(b) cuadrupolo magnético (c¢) octupolo magnético.

en el caso estatico, por lo que tendra que ser resuelto hasta el capitulo 2 para el caso dinamico

(que es més general) y después se recuperard una expresién vélida en el caso estatico.

1.3 Desarrollo multipolar en coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas se puede hacer uso del Teorema de adicién de los arménicos esféricos
para obtener un desarrollo en serie de 1/|r — 7/|, si reemplazamos éste en la ecuacién para el

potencial electrostético (1.2) obtenemos:

. dim lm @)
=3 3 e Nl o

en donde:

i = [ i 0ol ) (1.12)

corresponden a los momentos multipolares eléctricos en coordenadas esféricas. La diferencia
de éstos en comparacién a la ecuacién (1.5), es que ahora hay una sola expresién con la
cual, variando los coeficientes (I, m), podemos obtener los momentos multipolares a cualquier
orden. Pero notemos que, si bien los momentos multipolares estan escritos de una forma
distinta, no significa que su interpretacion sea diferente (aunque quizés si sea mas complicada
de intuir). Para mostrar que nada ha cambiado, a partir de la expresién (1.12) vemos que

se pueden recuperar los momentos multipolares que definimos para coordenadas cartesianas,
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explicitamente:

1 1
do,0 = \/T—W/dgrlp(rl) = \/T—qu (1-13)
3 3.1 / )
qi,—1 = . dryp(’r): Py
> (1.14)

3
47

G0 = \/g/dgrlzlp("“/) = %pz
Q1= \/g/d?’r’x’ ") = %

po =\ e [ —a =) - En

o1 — @ = \/T—5 / Pr(y's — a)plr') = )| @y @) [+ (115)

2= ma = 2 [y o o) = L R0 200 - G

la ecuacién (1.13) corresponde al momento monopolar eléctrico en coordenadas cartesianas,

3

mientras que las ecuaciones (1.14) y (1.15) corresponden a las componentes de los momentos

dipolar y cuadrupolar respectivamente.

Una ventaja que presenta el desarrollo multipolar descrito en (1.11), es que a partir de
éste se puede calcular el campo eléctrico de una manera sencilla, basta con tomar su gradiente

negativo. Se obtiene:

B(r) Z%:inlff—ﬁ{(Hl)f— 25— L 2ol (119
lo cual representa un desarrollo multipolar del campo eléctrico, a partir del cual se puede
calcular la contribucién que aporta cualquiera de los momentos multipolares eléctricos. Asi,
esta ecuacion ofrece una herramienta de mucha utilidad, pues permite prescribir el campo
eléctrico de una distribuciéon de cargas arbitraria (en general continua) como una super-
posicién de campos producidos por otras distribuciones puntuales mucho més sencillas (mul-
tipolos). También, de manera aproximada, se puede caracterizar una distribucién de cargas

que podria tener una geometria irregular dado su campo eléctrico como dato.

Por otro lado, si queremos obtener algo similar a la ecuacién (1.16) pero para el campo
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magnético, hace falta seguir un procedimiento un poco mas complicado. Podemos notar este
hecho si introducimos el desarrollo en armonicos esféricos de 1/|r — 7/| en la ecuacién para

el potencial magnetostético (1.7), vemos que:

47r Mim Yim (0, @)
ZZ2Z+1 P (1.17)

donde

M, = /d3r' (0,0 I (). (1.18)

Esta ecuacién tiene la forma de momentos multipolares, sin embargo, notemos que no
se pueden recuperar las componentes del momento dipolar definido en (1.9), ademds no
hay ninguna distribucién de corriente en especifico que de lugar a alguno de los términos
del desarrollo (1.17) [21], entonces podemos decir que tal ecuacién no tiene interpretaciéon
multipolar. La forma apropiada de definir a los momentos multipolares magnéticos en coor-
denadas esféricas requiere de un tratamiento distinto [23], atin asi, en el siguiente capitulo
obtendremos expresiones “generales” en el caso dinamico, de las cuales se puede deducir
una ecuacién similar a (1.12) para los momentos multipolares magnéticos y nos permitira

finalmente obtener un desarrollo multipolar de B.
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Capitulo 2
Desarrollo multipolar dinamico

A diferencia del capitulo anterior, ahora consideramos fuentes con tamano caracteristico d
que varian armoénicamente en el tiempo con frecuencia angular w, también definimos puntos
de observacion en el espacio vacio exterior a las fuentes (ver figura 4). Hacer un analisis
de fourier de las densidades de carga y corriente eléctrica tomando en cuenta una tnica
frecuencia no significa una pérdida de generalidad en el problema, por lo que escribiremos

estas cantidades de la forma:

(2.1)

se asume que los potenciales electromagnéticos y los campos poseen dependencia temporal con
la misma forma. En las ecuaciones posteriores se omitird el subindice w de estas cantidades

para simplificar la notacion.

Hay distintas maneras de derivar un desarrollo multipolar de los campos en este caso,
una de ellas es a partir de la solucién formal de los potenciales electromagnéticos bajo la
norma de Lorentz. FEn una region exterior a las fuentes solo es necesario conocer el potencial
vectorial A (no se debe confundir con el potencial magnetostatico utilizado en el capitulo

anterior) que se escribe como:

1 . eik\r—'r’| 5
A('r):g J(r)|r_rl|dr, (2.2)

donde k = w/c = 27/X con A la longitud de onda. Para obtener un desarrollo multipolar

15
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Figura 4: Distribuciéon de cargas y corrientes variables en el tiempo de tamaino caracteristico d
centradas alrededor del origen, se muestra el campo electromagnético (lineas onduladas violetas) y
la superficie de radio r > d de una esfera (en color gris).

de este potencial, podemos considerar diferentes regiones en el espacio: en el campo cercano
6 estédtico (d < r < A) es vilido el limite kr — 0, con el cual la exponencial en (2.2)
se aproxima a la unidad y el potencial vector se reduce a la conocida ecuacién (1.7), cuyo
desarrollo multipolar ya fue tratado en el capitulo anterior. En el campo lejano 6 de radiacion
(d < XA < r) se cumple que kr — oo, por lo que la exponencial en (2.2) oscila rapidamente,
aun asi, se puede aproximar el término |r—7'| >~ r—7-7’ para obtener una expresién de A que
se puede escribir como una serie de Taylor, con lo cual se obtiene un desarrollo multipolar
dindmico en cartesianas. En el campo intermedio 6 de induccién (d < r ~ \) se puede
introducir el desarrollo en armoénicos esféricos de la funcién de Green saliente en (2.2) (ver
apéndice B) para obtener una expresion del potencial vector que viene dada por una suma
infinita de términos, sin embargo ésta no tendra interpretacién multipolar, decimos entonces
que para esta regién no se puede derivar un desarrollo multipolar dindmico por medio de los

métodos convencionales.

Una vez obtenido el desarrollo multipolar de A solo hace falta determinar los campos, se

hace uso de las ecuaciones de Maxwell en el espacio libre de fuentes:

B=VxA
(2.3)

7 )
F = — B
ka
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con lo cual se obtienen desarrollos multipolares de B y E.

Esta metodologia brevemente descrita, es la que se presenta normalmente en la litera-
tura tradicional de electrodindmica clasica [1,2]. En la siguiente seccién se tratard una
metodologia alternativa que propone derivar el desarrollo multipolar directamente sobre los
campos (sin tener que lidiar con potenciales electromagnéticos), ésta se basa en una he-
rramienta matematica llamada descomposicion de Debye la cual permite separar un campo
vectorial en una componente longitudinal y dos componentes transversales, posteriormente
veremos que tal descomposicion resulta muy relevante en el estudio de los multipolos elec-

tromagnéticos toroidales.

2.1 Desarrollo de los campos via potenciales de Debye

Para fuentes y campos de la forma (2.1), las ecuaciones de Maxwell se escriben de la siguiente

manera:

(VXB:4—7TJ—ikJE
C
.B —
1Y 0 , (2.4)
V x E =ikB
(V- E =4mp

Podemos notar que estas ecuaciones estan acopladas, para desacoplarlas basta con tomar
el rotacional de la primera y en el resultado reemplazar la segunda y tercera, obteniendo
asi una ecuacion de Helmholtz para el campo magnético B. Similarmente, se puede tomar
el rotacional de la tercera ecuacion y en el resultado reemplazar la primera y cuarta, con
lo cual se obtiene una ecuacién de Helmholtz para el campo eléctrico E. Mediante éste

procedimiento se reduce el nimero de ecuaciones de Maxwell:

(V2 +k*)B = vy
¢ (2.5)

2 2 _ _4_7'(‘
(V2+E°)E = . ikd + 4w Vp.

Como en nuestro esquema consideramos que los puntos de observacion se ubican en una
region libre de fuentes, podemos utilizar un teorema el cual dice que, en tales condiciones,

los campos estan determinados completamente por su componente radial [23], esto significa
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que solo necesitaremos las cantidades r - B y r - E para calcular B y E. Queremos entonces
ecuaciones de Helmholtz que podamos resolver solo para esta componente de los campos, para
ello premultiplicamos la primera ecuacién en (2.5) por 7. Debemos tomar en cuenta que r y
V2 no conmutan, por lo que haremos uso de la identidad 7 - (V2F) = V2(r - F) — 2V - F,

tenemos entonces:

r-(V?+k)B=(V*+k*)r-B-2V-B,

es evidente que el segundo término del lado derecho de esta ecuacién se anula. Ahora, de

manera similar para la ecuacién de Helmholtz de E tenemos:

r-(VP+k)E = (V*+k)r -E—-2V-E,

en este caso, el segundo término de la ecuacién no es nulo ya que la Ley de Gauss nos dice que
V - E = 4mp. Combinados estos resultados con (2.5), obtenemos finalmente las ecuaciones

de Helmholtz para la componente radial de los campos:

4
(V24 k)r B=—"VxJ
C

., A (2.6)
(VE+k )T-E:—?zkr-J+47r(2—|—'r-V)p.

Para construir la solucién de estas ecuaciones, necesitamos hacer uso de la funcion de

Green saliente G(r,r’) que esta definida por:

(V2 4+ EHG(r,r") = —47o(r — 1) (2.7)
y tiene solucién en arménicos esféricos para una regién no acotada (ver apéndice B):

eiw\r—r’| . o l ‘ .,
ik Y Y ke hi(krs) Y, (6, Yim (6, ). (2.8)

=0 m=—1

G(r,r'") =

g
Con estas ecuaciones podemos escribir la solucién para (2.6) de la siguiente forma:

r-B— l/dBT/G(’I",T'/)’T‘/ . vl % J(’I‘/)
c
1 (2.9)
B [draea [’f T - 24V,
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A continuacion, mostraremos como obtener £y B a partir de - E y r - B. Para esto,
notamos primero de las ecuaciones (2.4) que, en la regién externa a las fuentes, se cumplen

las siguientes relaciones:

(B— _'vxE
=-7 X

7
E=7VXB (2.10)

V-E=0
|V.-B=0

Notemos también que los campos son de divergencia nula, también llamados campos
transversales, los cuales, de acuerdo a la descomposicién de Debye (ver apéndice C), se

pueden separar como:

B =LyP — 1V x LM

g , (2.11)
E:L¢M+EV><L¢E
esto satisface las ecuaciones (2.10) si se utiliza la identidad V x (V x L) = —LV? y se

demanda que, tanto ¥ como ¢M | satisfagan la ecuacién de Helmholtz homogénea. En (2.11)
la componente tangencial de los campos viene dada por el término que contiene al operador
L y la componente poloidal por el que contiene V x L, ademas, a las cantidades operadas

P y M se les denomina potenciales de Debye de los campos.

Ahora calculamos la componente radial de las ecuaciones (2.10), es decir, premultipli-
camos por r cada una de ellas y notamos que se anula su primer componente, lo cual hace
énfasis en su cardcter tangencial (son tangenciales al vector r, se puede notar directamente
de la identidad = - L = 0). Para la segunda componente, hacemos uso de la identidad

r-V x L =1iL? con lo cual obtenemos:

r-B= lL%pM
" (2.12)
r-E = —EL%E.

Para obtener un desarrollo multipolar, necesitamos encontrar expresiones para los campos

que sean dadas por una superposicion de términos, para conseguir ésto, aprovechamos que
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r-B,r-E, M v F satisfacen la ecuacién de Helmholtz homogénea en la regién externa
a las fuentes, por lo que tales cantidades se pueden desarrollar en armoénicos esféricos de la

siguiente manera:

r-B= Z(T - B) i hi(kr)Yim (0, ¢)

Iym

(2.13)
M (r) = bk hi(kr)Yim (0, ¢)

y se tienen desarrollos similares para r - E'y ¥, con coeficientes (7 - E);,,, y ¥, respectiva-
mente. Vemos que las ecuaciones (2.13), combinadas con la primera ecuacién en (2.12), nos

permite obtener una relacién directa entre M v (r - By

k
I(I+1)

Vi = (r - B)im, (2.14)
donde se utiliz6 la ecuacién de eigenvalores L?Yy,,, = [(I+1)Y},,. De manera similar, utilizando
los desarrollos en arménicos esféricos para r - E y ¥, se puede obtener una relacién entre

wz% y (”“ . E)zm, esta es:

—k

E _
d’lm_zuﬂ)

(- E)m. (2.15)

Los coeficientes 1 v ¥} pronto serdn identificados como los momentos multipolares
eléctricos y magnéticos, respectivamente. Sin embargo, como hemos visto en el capitulo
anterior, los momentos multipolares se deben definir por medio de alguna relaciéon con las
fuentes (més en concreto, se debe tener una integral sobre las fuentes), por esto, es necesario
identificar relaciones entre las ecuaciones (2.14, 2.15) y las fuentes (p, J). Tal tarea se
consigue haciendo uso del desarrollo en arménicos esféricos de la funcién de Green saliente

(2.8), la cual se puede introducir en las ecuaciones (2.9) para obtener:

4mik
r-B=%" [ ik / & ju(kr' )Y, (6, & )7 - V' x J(r’)] hu(kr)Yim (0, 0)
I,m

C

C

r-E = %; [‘mk / d*r' i (kr') Y, (0, ¢') (ik:r’ S J() =247 v’),o(r’))} h(kr)Yim (0, ),

éstas representan desarrollos en arménicos esféricos de la componente radial de los campos

de las cuales se puede hacer una identificacién de las expresiones escritas entre corchetes con
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los coeficientes (7 - B)y,, y (7 - E),. Una vez conocidos éstos, los podemos introducir en
(2.14) y (2.15) para obtener:

M Amik® 3./ NV (0l INat ’ /
V(1) = T a>r' i (kr" )Y (0, ' -V x J(x')
2.16)
47T2k2 /! - / * / / . !/ !/ / !/ / (
) =~ [0 i T() = (20 V().

Estas cantidades son los momentos multipolares dinamicos magnéticos y eléctricos, respec-
tivamente. Finalmente, podemos introducir estos momentos multipolares en los desarrollos
en armonicos esféricos de los potenciales de Debye ™ v ¥ que a su vez se pueden introducir

en las ecuaciones para los campos (2.11), con lo cual obtenemos:

B(r) = X [UE.EM(n)Yin0.9) — A7V x Din(in)¥in 0,5

I,m

B(r)=Y [wfmgv X Lhy(kr)Yin(6, ) + 01 L (kr) Vi 6, w)] .

Il,m

(2.17)

Esta descripcion representa un desarrollo multipolar del campo electromagnético para
fuentes dindmicas vélido en todo el espacio exterior a las fuentes (notemos que no se re-
quirié ninguna aproximacion de campo cercano r < A o de campo lejano r > A\ como en la
metodologia planteada al principio del capitulo), en este sentido, podria decirse que ahora

tenemos un desarrollo multipolar general de los campos.

Abreviemos las ecuaciones (2.17) de la siguiente manera:

B = B"” + BM

E=E"+E",
donde BY y E¥ tienen la propiedad de que B¥ es tangencial, debido a que es un término
que contiene al operador L, entonces a éstos campos se les llama transverso-magnéticos, por
otro lado, BM y EM tienen la propiedad de que EM es tangencial, por lo que se les llama

campos transverso-eléctricos. Estas caracteristicas son heredadas de la descomposicién de

Debye hecha sobre los campos en la ecuacién (2.11).

En esta seccién se obtuvieron las férmulas “generales” para calcular los momentos mul-
tipolares eléctricos y magnéticos, también se encontraron ecuaciones que determinan a los

campos generados debido a cualquiera de los multipolos eléctricos o magnéticos. Entonces,
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hasta este punto el desarrollo multipolar parece estar completo. Para aclarar el lenguaje que
utilizaremos posteriormente, de ahora en adelante hablaremos de multipolos usuales cuando
nos refiramos a las configuraciones puntuales de cargas y espiras de corriente que generen

cada término en el desarrollo multipolar de un potencial o un campo.

2.2 Limite de onda larga

En esta seccién analizaremos como son las expresiones para los momentos multipolares
dindmicos dados en (2.16) cuando ubicamos los puntos de observacién en la regién de campo
cercano (d < r < A), en la cual se cumple el llamado limite de onda larga. En otras palabras,
dada la condicién r < A\ = 27/k (que también se puede escribir como kr < 1), entonces,
para saber como se comportan las expresiones (2.16) en tal caso, se tiene que tomar el limite
kr — 0. Notemos que para (2.16) tal limite solo tendra efecto en las funciones j;(kr), las

cuales se sabe que toman la siguiente forma [1]:

(kr)’
(204 )1

entonces, es facil ver que ¥ en el campo cercano es:

Jilkr = 0) —

M 47Tik‘l+2 3. Iy * / N / /
¢lm(kT_>0)—>cl(l+1)(2l+1)!! a>r'r"Y (0,0 -V x J(x')

_ Amiktt?
20+ 1!

(2.18)
My (—k* = 0).

Ahora, para la ecuacién de ¥ en (2.16), notamos que su primer término es despreciable

) Im )
bajo el limite en consideracién, pues contiene ikr’ - J(r'), lo cual posee una potencia en k
mayor que el segundo término, por lo cual es despreciable. Entonces, tenemos que la ecuacion

para ¥ toma la forma:

E 47Tikl+2 3,0,y * /) / / /
_ —4mik!*? (2.19)
SR

En las ecuaciones (2.18) y (2.19) se definieron:
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Mip(—k? — 0) = (z%/dg ()Y x T ()

(2.20)
Qun(—k* = 0) ——/d3 SN+ V().

estas ecuaciones corresponden a los momentos multipolares eléctricos y magnéticos en el caso
estdtico, notemos que en su argumento aparece el término —k?, ésto con el fin de seguir con la
notacién dada por otros autores [24]. Si se integra por partes la ecuacién para Q,(—k* — 0),
es posible recuperar la expresién de los momentos multipolares eléctricos definida en (1.12).
Ademds, vemos que la ecuacién para M, (—k? — 0) satisface la necesidad de tener una sola
expresion de la cual se pueda calcular cualquiera de los momentos multipolares magnéticos,

recordemos que ésta no quedo satisfecha en el capitulo anterior.

Un aspecto interesante a destacar, es que los momentos multipolares dindmicos ¥ | F
bajo el limite de onda larga no son directamente los momentos multipolares estaticos, sino
que poseen un prefactor adicional, lo cual se puede identificar de (2.18) y (2.19). Entonces,
es conveniente definir cantidades normalizadas que si cumplan con la propiedad de recuperar
los momentos multipolares estaticos cuando se toma el limite de onda larga. Escribamos

entonces lo siguiente:

20+ 1!
Mlm<_k2) - m lM
47T7/kl+2 m (2 21)
) =121+ ! '
Ejm(—k) = iz Yim

donde My, (—k?) y Ej,,(—k?) se les llama factores de forma. De la primera ecuacién en (2.21)
se puede notar que bajo el limite de onda larga se recuperan exactamente los momentos mul-
tipolares magnéticos descritos en (2.20), mientras que para la segunda ecuacién se recuperan

los momentos multipolares eléctricos estéaticos, Ej,(—k* — 0) — Qun(—k* — 0).

En los siguientes capitulos hablaremos de momentos multipolares usuales cuando nos
refiramos a las cantidades (2.16) que son vélidas en el caso dindmico 6 (2.20) para el caso
estatico. Sin embargo, veremos que de hecho hay otra familia de momentos multipolares que
no han sido mencionados atin: los momentos multipolares toroidales, los cuales son distintos
a los que hemos llamado “usuales”. Por ésto podria pensarse que, en analogia a lo estudiado
en el capitulo 1, deberia existir un conjunto de distribuciones puntuales que describa a una

familia de “multipolos toroidales”.
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Capitulo 3

El dipolo toroidal

Como habiamos mencionado, la descripcién (2.17) contiene componentes tangenciales (o< L)
y poloidales (x V x L), lo cual es una consecuencia de haber aplicado la descomposicién de
Debye a los campos E y B. Recordemos que tal descomposicion es valida para cualquier
vector (ver apéndice C) y entonces resulta natural preguntarse que es lo que ocurre si ésta
se aplica sobre las fuentes, més en concreto, si se aplica a la densidad de corriente eléctrica
J. Ademis, la ecuacién (2.17) estd dada en parte por los momentos multipolares eléctricos
descritos en (2.16), veremos posteriormente que éstos contienen en principio a los “momentos

multipolares toroidales”.

Antes de comenzar con un estudio riguroso de éstos, se hard primero el analisis de una
corriente poloidal estacionaria fluyendo sobre un toroide de seccién recta circular y le asocia-
remos una cantidad llamada magnetizacion, la cual esta dada por una densidad volumétrica
de dipolos magnéticos, sin embargo, veremos que esta cantidad integrada sobre el volimen
del toroide es cero, lo cual indica que el momento dipolar magnético de la distribucion es
nulo. También veremos que es posible asociar todavia otra cantidad que quizas sonara menos
familiar: la “toroidizacion”, que en analogia a la magnetizacién, podria decirse que estd dada
por una densidad volumétrica de “dipolos toroidales” [26]. La toroidizacion integrada sobre
el voliumen del toroide sera distinta de cero, por lo cual la distribucién tendra asociado un

momento dipolar toroidal.

Finalmente, se tomara el limite puntual de la distribucién estudiada, es decir, sera reinter-
pretada como una fuente microscépica a la cual podremos llamar dipolo toroidal que veremos,
es un multipolo distinto a los usuales. Asi, este capitulo se trata de una motivacién para el es-

tudio de tal tipo de dipolo, ademas del planteamiento de la necesidad de obtener una férmula
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general con la cual sea posible calcular momentos multipolares toroidales de cualquier orden,

problema que sera abordado en el capitulo 4.

3.1 El solenoide toroidal: corrientes poloidales

Considérese un toroide de seccién recta circular en cuyo radio mayor d se colocan centradas
y paralelamente N espiras por las cuales fluye una corriente eléctrica estacionaria I, a tal
configuracion la llamaremos solenoide toroidal y a la corriente que fluye asi en él le diremos
corriente poloidal. Para describir ésta conviene introducir unas coordenadas (r,a, ) que
parametrizan al toroide y son vélidas en los intervalos 0 < r < oo, 0 < a <2mry 0 < ¢ <27

(ver figura 5).

- N

Figura 5: Proyeccién en el plano yz del solenoide toroidal con seccién recta circular, se muestra
la corriente poloidal (en azul), asi como las coordenadas (7, o, ¢) (en verde), los vectores unitarios
(7, &, ) (en rojo) y los pardmetros R, d (en morado).

Haciendo uso de los vectores unitarios en coordenadas cilindricas (p, @, 2), escribamos al

vector de posicion de la siguiente manera:

r=dp-+rcosap+rsinaz
= (d + rcosa)(cos p& + sin py) + rsinaz,
donde, en la segunda linea de esta ecuacién se utilizé que p = cos & + sin g con (&, Y, 2)

los vectores unitarios de las coordenadas cartesianas. Asi, podemos ver que las ecuaciones

de transformacién entre las coordenadas (z,y,2) y (1, a, ¢) son:
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z(r,a, @) = (d + rcosa) cos ¢
y(r, o, ) = (d+ reosa)sin g
z2(r,a, p) = rsina

cuyo determinante jacobiano es D(r, a, ¢) = r(d+rcosa) > 0. Entonces, en las coordenadas

(r, o, ) podemos escribir al vector de densidad de corriente poloidal como:

d(r—R)
J(r)=—-nNI
= N D )
donde 1 > 0 es una constante y & = — sin a(cos p& + sin pg) + cosaZ. La constante 1 se

puede calcular si integramos JdV = NIdl. Notemos que en la densidad de corriente poloidal
que escribimos se introdujo 6(r — R) porque queremos que esté definida sobre la superficie
del toroide, ademds se dividi6 entre (2m)? para cancelar las integrales sobre «, ¢ que van de
0 a 2w, y entre D(r, o, ) para cancelar el jacobiano de la integral de volumen. Entonces

VEIMos que:

/27r /% /OO {—nm r=F) 4 D(r,a, p)drdadp = NT " Rda(—é)
0 0o Jo (2m)2D(r, a, ¢) Y 0 ’

resolviendo esta ecuacién obtenemos que n = 27 R, finalmente podemos escribir la densidad

de corriente poloidal del solenoide toroidal como:

NI 4(r—R)

J(r) = 27 (d + rcos a)

a. (3.1)

Podria decirse que esta cantidad es suficiente para describir la distribucion, ya que se
puede integrar para obtener el potencial vector o el campo magnético, sin embargo, lo que
serd mas interesante, es notar que se pueden asignar todavia un par cantidades més que

hacen el mismo trabajo.

3.2 Magnetizacién y toroidizacién

Como consideramos fuentes independientes del tiempo, la condicién de continuidad de carga
en este caso es V -J = 0, por lo que podemos escribir la densidad de corriente como el

rotacional de un vector:
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J =cV x M, (3.2)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Es bien sabido que el vector M es la magnetizacion
del sistema, y su célculo es directo, basta con escribir su rotacional en las coordenadas (7, «, ¢)
(ver apéndice D) y utilizar la densidad de corriente escrita en (3.1), para la cual la tnica

componente no nula es J,. Entonces tenemos la igualdad:

NI 6(r — R) c 0 oM,
_ _ = M| — 22
21 d +rcosa d—l—rcosa(ar{(d—{—rcosa) 4 890)’

vemos que, por simetria en la componente ¢, el segundo término del lado derecho de la

ecuacion se anula y podemos reescribirla como:

0 2mc
6(7" — R) = E |: — m(d+TCOSO[)M<p:| s
pero sabemos que 0O(R —r)/0r = —4(r — R), con lo cual queda claro que la solucién a esta
ecuacién es:
NI O(R -
M(r,a,p) = (B 1) (3.3)

27 (d + 1 cos )

que es la magnetizacion del solenoide toroidal, aqui la funcién de Heaviside ©( R—r) indica que
la ecuacion es no nula sélo en el intervalo r < R. Es posible encontrar una correspondencia
entre las coordenadas (r,«, ) y las coordenadas cilindricas (p, g, 2) (ver apéndice D), en
este caso las relaciones que resultan ttiles son: p =d+rcosay r=+/(p —d)?+ 22, con las

cuales podemos reescribir la ecuacion (3.2) en coordenadas cilindricas de la siguiente manera:

M(p.g.2) = L OR - /(p—dF + D). (3.4)

- 2mep

A continuacién mostraremos como asignar a la densidad de corriente todavia otra canti-
dad. Para esto, notemos de (3.4) que se cumple V - M = 0 y dada tal condicién se puede

escribir M como el rotacional de otro vector, esto es:

M=vVxT, (3.5)

donde al vector T lo llamamos toroidizacion. Podria parecer ocioso definir ain otra cantidad
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(iif)

Figura 6: Regiones espaciales donde se calcula la magnetizacién (y la toroidizacién), las lineas
punteadas en rojo indican la frontera entre ellas.

que describa al solenoide toroidal pues tenemos ya la densidad de corriente y la magnetizacion,
sin embargo, veremos en la préxima seccién que la integral volumétrica de la magnetizacion
del solenoide toroidal es nula, lo cual significa que no hay un momento dipolar magnético
asociado a la distribuciéon y entonces veremos que el momento dipolar que si se puede asociar

es el toroidal, el cual corresponde a una integral volumétrica de la toroidizacion.

Para continuar notemos que la Ginica componente no nula en la ecuacién (3.4) es M, en-
tonces tomando el rotacional de T" en coordenadas cilindricas e introduciéndolo a la ecuacién

anterior obtenemos:

or, 0T,
Y 0z Op’
aqui, por simetria en el eje z, el primer término se anula, entonces para obtener la toroidizacién

hace falta resolver la integral:

dy
o / M,dp, (3.6)
P

donde T, (p > d;) = 0 porque demandamos que no exista toroidizacion en el infinito (p — 00).

De acuerdo a la ecuacién (3.4) se definen tres regiones en el espacio:

(i) Afuera del toroide d; < p, donde M, = 0.

(ii) Dentro del toroide d_ < p < dy, donde M, = NI/2mcp.
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(iii) Dentro del agujero del toroide p < d_, donde también M, = 0.

donde d_(2) =d — VR? — 22, d (2) = d+ VR? — 22 con |z] < R (ver figura 6). Ahora, si

introducimos (3.4) en (3.6) y resolvemos la integral se obtenemos:

NI

R L e R R e e L1
(3.7)

lo cual es la toroidizacion correspondiente a la distribucién que definimos. Hemos obtenido
entonces tres cantidades que describen al solenoide toroidal: la densidad de corriente (ver
figura 7a), la magnetizacion (ver figura 7b) y la toroidizacién (ver figura 7c). Es bien sabido
que la primera viene dada por una densidad volumétrica de dipolos magnéticos y, similar-
mente, veremos que la segunda cantidad viene dada por una densidad volumétrica de “dipolos
toroidales”. Para probar esto tltimo, en la siguiente seccién definiremos al momento dipolar
toroidal tomando el limite puntual de las dimensiones del solenoide planteado y entonces
verificaremos que integrar en volumen la toroidizacién ofrece el mismo resultado, lo cual se
interpreta fisicamente como que la toroidizacién corresponde a una densidad volumétrica de

fuentes puntuales.

W]
g, gy

Figura 7: (a) Toroide de seccién recta circular (en gris) con 16 espiras de corriente (en rojo) que
definen una densidad de corriente poloidal J. Es posible tener tantas espiras como sea necesario,
por ejemplo N — 0o, a esta configuracién se le llama solenoide toroidal (b) La magnetizacion M
(en verde) generada por la corriente poloidal. (c) La toroidizacién T (en violeta) asociada a la
magnetizacion.
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3.3 El limite puntual

El objetivo de esta seccion es tomar el [imite puntual de las cantidades “macroscépicas” J,
M vy T las cuales describen al solenoide toroidal, en otras palabras, confinaremos el tamano
caracteristico de la distribucién a una region muy cercana al origen de coordenadas, asi
obtendremos las cantidades “microscépicas” 3, m, t que son respectivamente la corriente
microscopica, el momento dipolar magnético y el momento dipolar toroidal asociados al

solenoide toroidal puntual.

Sabemos que, por ejemplo, podemos obtener el momento dipolar magnético a partir de
integrar en volumen la magnetizacién, pues esto ya ha sido tratado en el estudio bésico
del electromagnetismo [1]. Sin embargo, no podemos decir de antemano que lo mismo se
cumple para obtener el momento dipolar toroidal a partir de la toroidizacién, dado que
es una cantidad cuyas caracteristicas desconocemos hasta ahora. Entonces, para obtener el
momento dipolar toroidal necesitaremos tomar limites sobre las dimensiones que caracterizan
al solenoide toroidal. Antes de esto, se realizara el célculo del momento dipolar magnético
asociado a una espira circular de radio d por la cual fluye una corriente eléctrica I, por medio
de tomar los limites d — 0 y I — oo, lo cual confina las dimensiones de la espira a una regién
muy cercana al origen, por lo que diremos que tal situacién corresponde al “limite puntual

de la espira’”.

Partamos de la densidad de corriente de dicha distribucién, no es dificil ver que, en

coordenadas cilindricas, se escribe:

J =10(p—d)o(z)p,

entonces, utilizando (3.2) calculemos la magnetizacion asociada, obtenemos:

I M, M.
Blp = d)o(z) = 52 = %

por simetria en el eje z el primer término de esta ecuacién se anula y podemos reescribirla

C
CO1mo:

—5(p — d)d(2) = a% (§M> ,

por propiedades de la funcién delta de Heaviside es facil ver que la magnetizacién es entonces

M, = (I/c)©(p — d)d(z), lo cual reescribimos de una forma conveniente:
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00 - () 2ot - 0] 12

Si integramos sobre p esta ecuacion, el término entre corchetes toma el valor de la unidad,
podriamos sustituir tal expresién por la funcién §(p) que cumple con la misma propiedad, tal
sustitucién equivale fisicamente a tomar los limites d — 0, I — oo tal que I7d? se mantenga

constante. Aplicando ésto, la magnetizacion de la espira circular se convierte en:

_ 1 6(p)d(z),
1‘11}1:% M(p,z) = —Ac—— ——%& = mi(r),

donde

= _Ae'é?
c
es el momento dipolar magnético asociado a la espira circular, A, = 7d? es el 4rea encerrada
por la espiray 6(r) = d(p)d(z)/2m corresponde a su posicién en el espacio. Lo que hicimos con
este procedimiento fue tomar el limite puntual de M para obtener la cantidad m situada en el
origen de coordenadas. Se puede verificar que el momento dipolar magnético que calculamos

es el correcto si se integra en volumen la magnetizacién o si se aplica la ecuacién (1.9).

Ahora, para el momento dipolar magnético asociado al solenoide toroidal, veamos de la
ecuacion (3.4) que si se toma el limite R — 0 (lo cual es equivalente a confinar una de las
dimensiones del toroide), el término O(R — m se anula, por lo cual, siguiendo
la metodologia anterior, no resulta claro cual es el valor de m asociado a esta distribucion.

Entonces, en vez de eso utilizaremos la formula ya conocida:

m = /V Mdr. (3.8)

Introducimos aqui la magnetizacién asociada al solenoide toroidal dada en (3.4) y obte-

nemos:

m = / / / {27@ (/)—d)2+zz)¢(s@)]pdpdsodz

. (3.9)
= {/ —V(p—d)?+2?) pdde] [/ @(@)dw} =
o Jo 27TCP
dado que ¢ = —sin & + cos Y es evidente que se anula la integral sobre ¢ en la segunda

igualdad de esta ecuacion, por lo cual el momento dipolar magnético también es nulo. Quizas
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esto podria parecer extrano ya que vimos que el momento dipolar magnético de una espira
circular es una cantidad no nula y el solenoide toroidal de hecho esta formado por N espiras
circulares. Sin embargo es cierto que cada una de ellas posee momento dipolar individual-
mente, calculamos que el momento dipolar neto es cero. Por otro lado, el solenoide toroidal
no posee cargas eléctricas y es por lo tanto imposible asociarle cualquier momento multipolar

eléctrico, de modo que a aquél no se le pueden asociar momentos multipolares usuales.

(a) (b) (©

Figura 8: (a) Toroide de tamano “macroscépico” R ~ d descrito por los vectores J, M, T. (b)
Limite de espira R — 0. (¢) Limite puntual R — 0 y d — 0 descrito por j y t, en este caso m = 0.

Finalmente, continuaremos con el calculo del momento dipolar toroidal del solenoide en
consireacion, el cual se caracteriza por las cantidades macroscépicas J, M y T (ver figura 8a).
Ya hemos utilizado M para calcular el momento dipolar magnético nulo, ahora partiremos
de la toroidizacién (3.7). En este caso se tomardn los limites: R — 0, d — 0, I — oo tal
que I127%2R?d se mantenga constante. Esto lo haremos por partes, veamos que, si tomamos
primero R — 0, I — oo se cumple d, — d y también d_ — d, entonces la cantidad
O(p —d_)O(d, — p) se reduce a cero y ademas In(d_/d,) ~ —2v/R2 — 22/d. Con esto (3.8)

se reescribe como:

NI 2
lim T = —= — 2— 222
lim T(p,2) = 5——-0(d — p)VR? — 222
o NIdmR?[2 2 (3.10)
T

= ——|=06(d- —VR2— 222

2r ¢ 2 [d2 ( p)] |:7TR2 : ]z,
bajo el limite tomado la distribucién toma la forma de una espira (ver figura 8b). Notemos
que, si integramos sobre z esta ecuacién, el segundo corchete es igual a la unidad, asi que
podriamos sustituirlo por §(z). Ahora, si aplicamos el limite d — 0 ocurre lo mismo que
para la espira de corriente: el primer corchete en (3.12) puede sustituirse por d(p), con lo
cual obtenemos finalmente el limite puntual del solenoide toroidal (ver figura 8c) y entonces

la toroidizacién se convierte en lo siguiente:
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lim T = \% z =1t 3.11
lim (p, 2) PP s s (r), (3.11)
d—0
I—o0
donde
NI
t=_"1Vr% 3.12
4dre T2, ( )

es el momento dipolar toroidal y Vy = (mR?)(2md) es el voltimen del toroide. Por completitud,
hace falta decir cual es el limite puntual de la densidad de corriente (3.1), para esto notemos

de (3.2) y (3.5) que debe cumplirse la siguiente relacién:

J=cVx(VxT). (3.13)

Como ya conocemos el limite puntual de T, podemos utilizar la ecuacién (3.11) para decir

directamente que el limite puntual de J es:

) NI . .
%1_%) J(r) = EVTV x V x [20(r)] = 5 (r), (3.14)
I—o0

lo cual corresponde a una densidad de corriente “microscépica”. Las ecuaciones (3.9), (3.12)
y (3.14) son cantidades que caracterizan al solenoide toroidal en el limite de fuente puntual.
En el capitulo 1 se dijo que una cantidad que podia caracterizar a alguna distribucién bajo el
limite puntual era el momento multipolar no nulo de orden mas bajo, éstos se definieron como
integrales sobre densidades de carga y corriente, por ejemplo, el momento dipolar magnético
estaba definido por una integral sobre J como puede verse en la ecuacién (1.9), pero también
sabemos que éste puede calcularse a partir de una integral sobre M, como puede verse en la

ecuacién (3.8).

Considerando esto, podria argumentarse que, si el momento dipolar toroidal en verdad
juega un papel similar al de los momentos multipolares usuales, entonces también deberia
haber expresiones similares para éste. Algunos autores ya han resuelto tal problema [21] y

han deducido la siguiente expresion:

1
- / Tdr = [ (T v — 220 (3.15)
v 10c Jy
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Notemos de la segunda igualdad en esta ecuacién que el momento dipolar toroidal se
puede calcular por medio de una integral sobre la densidad de corriente de la distribucion,
en ese sentido significa una expresién anédloga a la obtenida en (1.9) para el momento dipolar
magnético. Por otro lado, la primera igualdad estda dada por una integral volumétrica sobre
la toroidizacién, entonces podriamos decir que es una expresion andloga a (3.8). Ademés,
podemos utilizar la identidad [ Ad*r = 1 [r x (V x A)d* para mostrar a partir de (3.15)

y haciendo uso de (3.5) que se cumple:

1
t= —/ r x Md’r. (3.16)
2 )y

Las ecuaciones (3.15) y (3.16) representan las relaciones del momento dipolar toroidal con
las cantidades macroscépicas que describen a una distribucién y es facil verificar que éstas se

cumplen para el caso del solenoide toroidal.

2P

g
4@

() (b) (©)

Figura 9: a) Dipolo toroidal. b) Cuadrupolo toroidal. ¢) Octupolo toroidal.

En conclusién, obtuvimos que al solenoide toroidal en el limite puntual no se le pueden
asociar momentos multipolares usuales, sin embargo se le puede asociar otra cantidad que
llamamos momento dipolar toroidal. En analogia a las distribuciones puntuales tratadas
en el capitulo 1 a las cuales se les asociaban momentos multipolares usuales, diremos que
el solenoide toroidal puntual representa fisicamente a un dipolo toroidal, entonces éste nos
puede dar una nocién de la geometria de los multipolos toroidales de orden mayor (ver Figura
9), los cuales representan toda una familia de multipolos. Lo que faltaria es calcular cémo
son los campos que generan estos multipolos, tarea que serd abordado en el capitulo siguiente

para una distribucién en particular.

Sin duda, en el desarrollo multipolar de los campos que llamamos “general” en el capitulo

2 no se obtuvo ninguna evidencia de los multipolos toroidales, el capitulo siguiente tratara
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el tema mas a fondo para el caso dinamico en donde se pueden derivar expresiones con las
cuales se calculan los momentos multipolares toroidales a cualquier orden y notaremos que

de hecho tales expresiones se encuentran implicitamente en (2.16).

3.4 Acoplamiento con un campo externo

Analicemos ahora cémo es la energia de interaccion de un dipolo toroidal con un campo
externo, lo cual es una caracteristica ya estudiada para los dipolos usuales pues se sabe que

W = —p - E®* para el dipolo eléctrico y W = —m - B™" para el dipolo magnético.

Consideremos un dipolo toroidal inmerso en un campo magnético externo, entonces, la
energia de interaccién sera la suma del flujo de campo magnético a través de cada una de sus

espiras [27]:

S ZBext S, (3.17)

donde B{** = B (ry,) es la densidad de flujo del campo magnético extérno en el centro de la
k-ésima espira y S} es un vector que apunta en direccion normal de tal espira, éste se puede
aproximar como Sy, & TR?*Ar,/|Ar|, donde |Arg| ~ 27d/N es un factor de normalizacion,

entonces (3.17) se puede escribir como:

TRINT & TR2NT
W =— Byt Ary ~ — B . 3.18
omde Z "k 2mde %M " (3.18)

donde Ar = 7d? es el 4rea interior al radio mayor del toroide, ademés, hemos aproximado una
distribucion discreta de espiras sobre el solenoide toroidal como una distribucién continua,
lo cual es valido si consideramos N — oo. Finalmente, si se aplica el Teorema de Stokes a
(3.18) obtenemos:

NI NI
W = —Q—C(Wde)ﬁ -V x B™' = —4—VTTL V x B, (3.19)

De esta ecuacion se puede identificar al momento dipolar toroidal que escribimos en (3.12),

de tal manera:
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W =—t-V x B, (3.20)

Entonces, decimos que el dipolo toroidal se acopla con el rotacional del campo magnético
externo, lo cual no es usual, pues el acoplamiento de los dipolos eléctrico y magnético es
directamente con alguno de los campos sin ningiin operador de por medio. De hecho, se
puede reescribir esta ecuacion para obtener una relacién para la energia de interaccion que
hay entre el dipolo toroidal y el campo eléctrico extérno, para ésto hacemos uso de la ecuacion

de Maxwell en la regién libre de fuentes:

ext
V % Bext — laE ,
c Ot
con lo cual podemos reescribir (3.20) como:
1 ) Eext
W=t (3.21)

De esta expresion se muestra que el dipolo toroidal se acopla con la variacion temporal del
campo eléctrico, lo cual tampoco sucecde con los dipolos usuales. En este sentido podemos
concluir que el acoplamiento del dipolo toroidal con los campos externos se comporta de

manera distinta a los dipolos usuales.

Podriamos preguntarnos ahora que es lo que ocurre si el campo eléctrico externo es una
. —i(k- —+wt <z ’
onda plana, es decir con la forma: E(r,t) = E, ikl a ecuacién (3.21) tomaria la

siguiente forma:

W = —(—ikt) - E™. (3.22)

En tal situacion, la energia de interaccién tiene la misma forma que la correspondiente
al dipolo eléctrico, pero esta vez para un dipolo de la forma —ikt. Podria decirse de esto
que el dipolo toroidal es distinto al eléctrico en un factor de k. Veremos que ésto se cumple
en el siguiente capitulo y que es el motivo por el cual tal dipolo toroidal es descartado en
la aproximacion de onda larga para una distribucién arbitraria de densidades de carga y de

corriente.
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Capitulo 4
Multipolos toroidales

En el capitulo anterior se resolvid el problema particular del solenoide toroidal con corrientes
estaticas al cual no se le pudo asociar ningtin tipo de momento multipolar usual, sin embargo
si se le pudo asociar una cantidad distinta a la cual se llamé “momento dipolar toroidal”.
Ahora se estudiaran a los momentos multipolares toroidales dinamicos y algunas de sus

propiedades haciendo uso una vez mas del solenoide toroidal.

La estructura del capitulo es la siguiente: primero, en la seccion 4.1 se consideran fuentes
y campos con dependencia arménica en el tiempo, las ecuaciones de Maxwell se resuelven
haciendo uso de la funciéon de Green saliente, de modo que los campos quedan dados por
integrales sobre las fuentes. Entonces, se aplica la descomposicion de Debye sobre J, con lo
cual B y E también quedan separados automaticamente y se obtienen relaciones entre los

potenciales de Debye de las fuentes y los de los campos.

En la seccion 4.2 se considera un solenoide toroidal y se construye la densidad de corriente
que fluye sobre él, en la seccién 4.3 se calcula su campo magnético, el cual corresponde a el
potencial de Debye toroidal de B. A diferencia del capitulo anterior, aqui el problema se

resuelve enteramente en coordenadas esféricas.

En la seccion 4.4 se analiza la region exterior a las fuentes como en el el esquema pre-
sentado en el capitulo 2, esto permite ver que el campo magnético del solenoide toroidal se
puede escribir como un desarrollo multipolar que se identifica como un caso particular del
desarrollo multipolar dindmico de los campos descrito en (2.17). Podria pensarse que los
momentos multipolares que surgen en este caso corresponden a los momentos multipolares

eléctricos dados en (2.16), sin embargo no es asi.

39
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En la seccion 4.5 se hace una clasificacion distinta de los momentos multipolares usuales y
se presentan tres familias independientes: los momentos multipolares magnéticos, los de carga
y los toroidales. Entonces, en la seccién 4.6 se analiza su limite de onda larga y se concluye
que, en tal situacion, a una distribucién como la del solenoide toroidal no se le pueden asociar

momentos multipolares eléctricos ni magnéticos, pero si momentos multipolares toroidales.

Finalmente se analizan algunas propiedades del solenoide toroidal, en la seccién 4.7 se
obtiene que en el limite estatico w — 0 el campo magnético esta confinado a una region interna
al toroide y en la seccion 4.8 se obtienen los momentos multipolares en el limite puntual de
la distribucion, de los cuales se deduce el momento dipolar toroidal cuya potencia radiada
promedio depende de la frecuencia como w® a diferencia de la dependencia w?* caracteristica
de la radiacién dipolar, también se muestra que los patrones de radiaciéon generados por los

multipolos eléctricos y toroidales son idénticos.

4.1 Potenciales de Debye de los campos eléctrico y

magnético

En (2.17) se describié un desarrollo multipolar donde los campos estaban dados por una
componente tangencial y una componente poloidal de acuerdo a la descomposicion de Debye,
sin embargo, tales desarrollos no presentan una relacion explicita con las fuentes, ésta viene
dada a través de los momentos multipolares definidos en (2.16). Veremos a continuacién
una manera de separar los campos en componentes de Debye de forma que si se note dicha

relacion.

Figura 10: Corrientes tangencial (en verde) y poloidal (en rojo) fluyendo sobre un solenoide
toroidal (en azul).
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Se consideran fuentes y campos con dependencia arménica en el tiempo de la forma (2.1)
situadas en el vacio. Las ecuaciones de Maxwell en este caso son las mismas que en (2.5) y
se pueden resolver haciendo uso de la funcién de green saliente definida en (2.7). Tenemos

entonces que la soluciéon formal para los campos es:

B(r) = % / Y % TG, )
(41)

C

E(r) = —/d3r’V’p(r’)G(r,r') + ik /dBT/J(’I"/)G(T,T'/).

La diferencia de esta ecuacién con (2.4) es que ahora la solucién es vélida en todo punto del
espacio, sin considerar iinicamente la componente radial de los campos. Lo anterior muestra
una relacion explicita entre las fuentes y los campos, por lo cual separar J por medio de
la descomposicion de Debye dara como resultado una separacion de E y B también en

componentes de Debye. Entonces, veamos primero la descomposicion:

J(r) = VEE(r) + LET(r) + V x LEV (1), (4.2)

donde £X(r), €7 (r) y £P(r) reciben el nombre de potenciales de Debye longitudinal, toroidal y
poloidal de la corriente. Al primer término en esta ecuacion se le llama corriente longitudinal
en el sentido de que es la parte irrotacional de J, mientras que los otros dos términos son de
de divergencia nula, es decir transversales, al segundo se le llama corriente tangencial y al

tercero corriente poloidal (ver figura 10).

Para continuar notemos de (4.1) que también es necesario calcular el rotacional de la

ecuacion anterior, esto es:

V x J(r) =V x LIg" (r)] + L[=V*¢"(r)], (4.3)

donde se utilizé que V - L = 0 en el segundo término. Ahora si, podemos sustituir las
ecuaciones (4.2) y (4.3) en la solucién de los campos (4.1), los cuales quedan separados de la

siguiente manera:
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B(r) =L / i [ - %v’?gl’(m} Glr, ) +V x L / i EgT(m] G 7)
%

B =¥ [ ¢ Few) e+ o [ e[
+VxL / a3 {%ﬁp(r')}G('r,r’).

A partir de estas ecuaciones, se pueden leer directamente los potenciales de Debye co-

§T(r’)} G(r,r") (4.4)

rrespondientes a los campos si se identifican a las cantidades operadas por V, L' y V x L,

explicitamente son:

bi(r) =0

Vi) = [ v - %V/pr(r’)} G(r, )

b (r) = / i :%gT(rq} Gl 7)

M) = [ @ :%fL(r/)—p(’r/)] G(r, ) 4
)= [ :%fT(r’)} G(r,v)

()= [ @ :%gp(r')] G, ).

Notemos de las expresiones entre corchetes en estas ecuaciones que ££(r) y p generan
tinicamente a el(r), mientras que ¢7(r) genera a ef'(r) y b(r), ademds £F(r) genera a
ef(r) y bT(r). También vemos que b*(r) es siempre nulo, lo cual es consistente con la no

existencia de monopolos magnéticos, es decir, con la ecuacién de Maxwell V - B = 0.

Las ecuaciones (4.5) representan relaciones entre los potenciales de Debye de las fuentes y
los de los campos, que permiten caracterizar al campo generado a partir del tipo de corriente
tratada, sea longitudinal, tangencial o poloidal. En la siguiente seccion se planteara una
distribucién que posee tnicamente corriente poloidal, por lo que el 1inico potencial de Debye
de la corriente que habra es £F(r), entonces deberfa esperarse que se obtenga solamente b' (7)

y e’ (r) para los campos.
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4.2 Densidad de corriente del solenoide toroidal dinamico

En el capitulo 3 se tratoé un solenoide toroidal de corrientes estacionarias al cual no se podia
asociar ningin momento multipolar usual, lo que sugiere que analizar distribuciones con tal
propiedad es una buena estrategia para hacer notar la existencia de los multipolos toroidales,
ésto es el objetivo general del capitulo. Por ese motivo, en esta seccion se plantearda un
solenoide toroidal dindmico, es decir, una distribucién de corrientes dependientes del tiempo

que tiene la geometria de solenoide toroidal.

Calcular el desarrollo multipolar de los campos para corrientes poloidales sobre un toroide
de seccién recta circular puede volverse una tarea complicada, pues implica hacer uso de las
coordenadas (7, a, @) que definimos en el capitulo anterior, lo cual agrega una dificultad
matematica al problema. Para evitar ésto, definamos la superficie de un toroide Sty como
la unién de cuatro partes: una superficie esférica interior Sg; (r = a,0y < 6 < 0y, ¢), una
esférica exterior Sgg (r = b,0y < 6 < 01, ), una cénica superior Scg (@ < r < b, = 01, p)
y una cénica inferior Sy (a < r < b,0 = 6y, ¢), de tal manera que Sy = Sg; U Sgp U
Scs U Ser (ver figura 11a). Esta geometria nos permitira resolver el problema enteramente

en coordenadas esféricas.

(a) (b)

Figura 11: (a) Geometria del toroide definido en coordenadas esféricas. Se muestra un plano Py
que lo corta verticalmente. (b) N = 16 espiras de corriente colocadas paralelamente sobre el radio
mayor del toroide, formando asi un solenoide toroidal.

Consideramos entonces N espiras de corriente dindmica de la forma (2.1), cada una
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colocada sobre la interseccién de la superficie del toroide y algtin plano Py definido por
(r,0,9 = pn) donde py es una constante diferente para cada espira, de tal manera que se
encuentren igualmente espaciadas en ¢. Esta configuracion describe a un solenoide toroidal
dindmico (ver figura 10b) cuyo vector de densidad de corriente tendré que ser construido

como una suma de cuatro segmentos para cada espira (ver figura 12).

Jcs Jex

Y

(a) (b)

Figura 12: (a) Espira descrita por cuatro segmentos ubicados en un plano Py, la geometria de
ésta es tal que se cumple a < by 0; < 3. (b) Una espira cuando 61 = 7 — 65.

Escribamos primero la densidad de corriente Jeg(r) de un filamento que se encuentra
en la interseccion de la superficie conica superior Scg del toroide y un plano P, dado por

(r,0,¢ = ¢p). Primero notemos que tendrd la siguiente forma:

Jes(r, 050 = o) = Incs(r,0)6(0 — 61)%,
donde [ indica la corriente que fluye por el filamento y §(6 — ) lo localiza en 6 = ;. Para
determinar ncg(r, §) tomamos una superficie S descrita por (r = rg, 0, ¢) cuyo vector normal
es paralelo a la direccién de la corriente y utilizamos la condicién I = [ J - dS, con la cual

Vemos que:

2w T
I= / / Incs(r,0)0(0 — 01)r? sin §dOde,
o Jo

de aqui se puede identificar directamente que la igualdad se cumple si elegimos ncg(r,0) =

O(r —a)O(b — r)/2mr?sinf, donde se escribieron las funciones de Heaviside para acotar la
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corriente al intervalo a < r < b. Tenemos entonces que:

Tos(r,0: 0 = o) = 5—g——36(6 — 0)8(r — a)O(b — r)#-
Es facil darse cuenta que serd similar la densidad de corriente Joy(r) para un filamento
que se encuentra en la interseccion del mismo plano Py y la superficie S¢y, la tinica diferencia
en tal caso es que 0(6 — 6,)F — —0(0 — 6)7. Ahora, para la corriente que fluye por un

filamento en Sgg N Py tenemos una densidad de la forma:

A

Jee(r,0,0 = po) = Inge(r,0)5(r — b)6.
Para determinar ngg(r,#) tomamos la misma condicién que usamos para ncg(r, 6), pero

ahora con una superficie S descrita por (r, ¢, = 6,) cuyo vector normal es paralelo a Jgg,

con lo cual se obtiene:

2m 0o
I= / / Inge(r,0)6(r — b)rsinfdrdyp,
o Jo

de donde podemos identificar que npg(r,d) = O(0 — 0,)O(02 — 0)/27rsinf. Entonces, la

densidad de corriente en este caso se escribe:

1 A

Jer(r,0;¢ = ¢y) = d(r—0)0(0 —60,)0(02 — 0)0

27rsin 6
y notamos que la densidad de corriente Jg;(7) de un filamento que se encuentra en Sg; N Py,
se escribe similarmente, con la diferencia en que para tal caso 0(r — b)é — —=(r — a)é.
Sumemos finalmente la densidad de corriente de cada filamento que conforma a la espira
sobre el plano Py y multipliquemos el resultado por N, lo cual indica el nimero de espiras
idénticas colocadas sobre el toroide en planos Py correspondientes. Asi obtenemos la densidad

de corriente del solenoide toroidal dada en coordenadas esféricas:

A

J(r) = % { [5(9 —01) —46(0 — 92)] O(r —a)O(b — T>£

+ [5(r—b) —5(r—a)]@(9—91)@(92 —e)é}. o

Esta densidad de corriente posee inicamente potencial de Debye poloidal, es decir, cumple
la descomposicién (4.2) con &8 = €T = 0y ¢ # 0, notemos de las ecuaciones (4.4) que
solo deberfan surgir contribuciones a los campos del tipo e y b7, lo cual verificaremos

posteriormente. Notemos que (4.6) es una corriente estacionaria, pero basta con multiplicarla
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~wt para convertirla en una corriente dindmica de la forma (2.1), esto no

por un término e
serd necesario en el tratamiento siguiente pues las ecuaciones (4.1) permiten simplificar tal

término.

4.3 Campo electromagnético del solenoide toroidal

Una vez obtenida la densidad de corriente del solenoide toroidal dindmico, ya se puede
introducir en (4.1) para calcular los campos E y B. Para realizar el calculo notemos primero

que se necesita el rotacional de (4.6):

V x J(r) = ﬂ{ d {5(7«—5) _5(r_a)] O(6 — 0:)0(6, — )

" onr dr sin 6

_;x%vw_eﬁ_MG_%W@Q—@@@—m}¢

Si sustituimos esta ecuacién en (4.1) y ademas introducimos el desarrollo en arménicos

sin 6

esféricos de la funcion de Green saliente que se muestra en (2.8) pero reescrito de una forma
conveniente (ver apéndice B) que permita realizar integrales sobre r, 6 y ¢ analiticamente,

podemos obtener el campo magnético:

27 i ') ;o o
B(r) = é\f_]/ / / ' sin @' dr'do'dy’ {% {5(# —b) =8 — a)} e(0 91')(3/(92 g')
TC Jo o Jo T sin
A

1
r’ df sin &’

O —a)0b—1) b @
| |

00 l
Amik » Y Gilkr Y hi(krs)Np, P (cos ') P (cos 6)(2 = Gmo) cos[m(ip — '),
=0 m=0

(4.7)
donde

20+1(l—m)!
4 (I4+m)V

N = (4.8)

Ji(kr<) y hy(krs) son las funciones esféricas de Bessel y de Hankel del primer tipo respectiva-
mente, ademds se introdujo la notaciéon r—- = min{r, '} y r~ = max{r,7’}. Para el solenoide

toroidal que definimos aqui, se consideran las siguientes regiones (ver figura 13):

(i) Regién interior a las fuentes r < a.
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(ii) Regién intermedia a < r < b.

(iii) Regidén exterior a las fuentes b < r.

Si resolvemos las integrales en 0 y ¢ de la ecuacién (4.7) (su célculo explicito se muestra

en el apéndice E), obtenemos:

B(r) = NI47TZ]{ZQOZN”PI (cos0) [Pl(cosel) Pl(coseg)}

=1

)
- k:2/ dr'v'hy(kr')ji(kr), r<a

{{j r(kr)) — k2 / } (k) (4.9)
/

b
[dd (rhy(kr)) + k? :|]l(k‘7‘)}, a<r<b

—k2/ dr'r’ j(kr"Yhy(kr), b <,
\ a

(iii)

Figura 13: Regiones en las cuales se calcula el campo magnético separadas por la linea puntada
(en rojo), la superficie del solenoide toroial (en azul) y los pardmetros a y b (en verde).

se puede notar aqui que, en la regién r < a se tienen las funciones j;(kr) que son regulares
en el origen, mientras que en b < r se tienen las funciones h;(kr) que son regulares en el

infinito, ésto es compatible con las condiciones de frontera en dichas regiones. Analicemos
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brevemente lo que ocurrié con las integrales calculadas: la integral en 6 dio lugar a un término
[P}(cos ;) — P!(cos b)) el cual es nulo para I = 0, por lo cual en (4.9) se descarté tal término
de la suma sobre [, la integral en ¢ dio lugar a una delta de Kroneker 4,,, la cual colapsa la
suma sobre m, anulando todos los términos salvo m = 1 (ademds anula a d,,0 que aparece
en (4.7)).

Lo que queremos ahora es identificar (4.9) con la solucién formal del campo magnético

dada en (4.4), para lo cual usaremos la identidad:

4m
20+1
y entonces es facil ver que (4.9) se puede reescribir como:

PP} (cos ) = (—iL)Yio(, p),

ATENT — A
B(r) :L( . ) > %—HNﬁ [le(COS 61) — P}’ (cos 92)} Yio(0,¢)
=1

r / i ki), < a
{{d%(rjl(k;r)) e / ' dr’r’jl(k:r’)] (k) (4.10)

a

— {%(rhl(kr)) + k2 / ’ dr’r’hl(kr’)] jl(k:r)} ., a<r<b

b
- k2/ dr'r'gi(kr" Y (kr), b <.

Veamos que en esta ecuacion aparece el operador L aplicado a una cantidad que se
puede identificar como el potencial de Debye toroidal del campo magnético b’ (r), ésto se
puede ver claramente si se inspeccionan las ecuaciones (4.4) y (4.5), lo cual concuerda con lo
que habiamos dicho para la ecuacién (4.6). Similarmente deberiamos esperar que el campo
eléctrico sea tal que solo tenga potencial de Debye poloidal ef’(r), pero no lo escribiremos
aqui por ahorro de espacio. En resumen, el solenoide toroidal posee una corriente poloidal
que genera un campo magnético tangencial y un campo eléctrico poloidal determinados por

los potenciales de Debye b%(r) y ef’(r) respectivamente.

Hasta ahora no se ha calculado el desarrollo multipolar de ningin campo, de hecho los
campos han sido calculados en todo el espacio, lo cual no es compatible con el esquema
tratado en el desarrollo multipolar dindmico exterior dado por las ecuaciones (2.17). Sin
embargo, si se puede obtener un desarrollo multipolar de (4.10) si se considera solamente la

region exterior a las fuentes b < r.
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4.4 Region exterior a las fuentes r > b: momentos mul-

tipolares asociados al solenoide toroidal

Para b < r, el campo magnético se puede leer directamente de la ecuacién (4.10). Si queremos

calcular el campo eléctrico, recordemos que en una region libre de fuentes:

1
FE=-— B.
ka

Los campos del solenoide toroidal se pueden escribir entonces de la siguiente manera:

B(b<r,0,0)=> tiLh(kr)Yo(0, )

S (4.11)
E(b<r.0,9) = ti-V x Liy(kr)Yi(6, ¢).

=1 k

donde

ATNIE 21+ 1 o
o = _CZEZ ) o [Pl(cos 01) — P(cos 62)] / dr'r'ji(kr'"). (4.12)

Los desarrollos de los campos escritos en (4.11) se pueden identificar con los desarrollos
multipolares generales (2.17) con m = 0 y ¢4/ = 0. Asi, podemos decir que (4.11) representa

un desarrollo multipolar de los campos del solenoide toroidal.

Para dar el problema por concluido, se podria identificar a los coeficientes ¢ en (4.12)
como los momentos multipolares eléctricos ¥, siendo éstos los tinicos que contribuyen a
los campos, pues como se dijo, para el solenoide toroidal los coeficientes 17 son nulos. Sin
embargo, hacer tal identificacion serfa equivalente a despreciar la existencia de los momentos

multipolares toroidales, como veremos en la seccién 4.6.

4.5 Los momentos multipolares toroidales dinamicos

Antes de hacer la identificacién adecuada de los momentos multipolares asociados al solenoide
toroidal, a continuacién separaremos a los momentos multipolares dindmicos dados en (2.16).

Notemos que ¥ posee dos términos, los cuales definiremos independientemente uno del otro
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como familias distintas de momentos multipolares, tenemos:

Amik? /- NVE (ol I\ / /
o= /d% ik )Y (8,9 -V I (1)
Q 47Tik2 3 7 - ! * VA ! !

ATk’ /- NVE (ol I\ /
U= s [ RN T,

donde los coeficientes 1l son los momentos multipolares dindmicos toroidales y z/zl?n los

momentos multipolares dindmicos de carga, tales que:

Vi = Ui + Ui, (4.14)

con ¥ son los momentos multipolares eléctricos usuales (2.16). Para caracterizar el tipo de
corriente que contribuye a cada momento multipolar, utilicemos la descomposicién de Debye

sobre J y notemos lo siguiente:

r-VxJ=(rxV)-J=iLVe" + L& +V x LEY] =i L%¢T
roJ =71 [V LT+ V x LEP =7 -V 47 -V x LED = v - VEr i L%¢T.
Estas expresiones permiten reescribir los momentos multipolares en (4.13) de la siguiente

manera:

4mik?
i = s [ R A )
Amik?
8 = T [ RO )2 ) (4.15)
47k
= iy [ R Y Ol - V) + L)

Examinando estas ecuaciones podemos darnos cuenta que los momentos multipolares
magnéticos ¥ son producidos por corrientes tangenciales, cuyo potencial de Debye asociado
es €7 los momentos multipolares de carga wl?n por densidades de carga p(r) y los momentos
multipolares toroidales 1] por corrientes longitudinales y poloidales, cuyos potenciales son

&F v €P respectivamente.
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4.6 El limite de onda larga

Ahora veamos que ocurre con los momentos multipolares que definimos en (4.13) cuando se
toma el limite de onda larga: primero, para ¥ notemos que ya se tiene el resultado en
la ecuacion (2.18), para wl?n es facil ver que se recupera el mismo resultado que el dado en
(2.19), ésto ocurre porque, para obtener tal ecuacién, se desprecié el término 9} debido a
que decaia en mayor medida que 1/}?72” por poseer una potencia mayor en k, sin embargo, para
una distribucion de fuentes sin densidad de carga p(r), como lo es el solenoide toroidal, (2.19)

no es un limite valido. Escribamos entonces cuales son los limites para wl?n y b

Q Amik!+? 3 1 Al * [l / /
Akt 5
= " i@t =0
T 471—]{:”3 3.0 / N ! (4'16)
Wy, (kr — 0) — A0 D@1 /d 'Y (60, ") - J(r')
47Tk‘l+3
=— T, (—k*
a5 D L= = 0),
donde
To(—k2 = 0) ——/d3 Y (O Q) T (), (4.17)

son los momentos multipolares toroidales estdticos, notemos ademds que el coeficiente Q,, (—k? —
0) escrito en (4.16) corresponde a los momentos multipolares eléctricos que se describieron

en la segunda ecuacién de (2.20).

Definamos ahora cantidades normalizadas de las ecuaciones (4.16), de tal manera que en
el limite de onda larga se recuperen los momentos multipolares estaticos sin ningin prefactor
adicional, es decir, escribiremos los factores de forma para los momentos multipolares (4.13),

tenemos entonces:

120+ 1)!!
2 M
Min (=) = ~grigre Vi
120+ 1)!!
Qun(—k*) = — A (4.18)
I
T (—k?) = cd2i+1)1 o,

4rki+3 TIm
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donde volvimos a escribir el factor de forma M;,,,(—k?) que ya se tenfa definido en (2.20).

Por completitud, veamos lo que ocurre con el limite de onda larga de 9f, descrito en
(2.16), el cual ya se habfa analizado en la ecuacién (2.19), pero esta vez no despreciaremos
el primer término, pues como vimos, eso equivale a descartar los momentos multipolares

toroidales, vemos asi que:

Amikit?
{1+ 1)(21+1
4’/Tkl+1
o204+ 1)

OF (kr — 0) —

I [ ity 0. {k LT — 2+ V)p(r')

[k:QTlm(—k:Q —0) — iwQm (—k* — 0)}.
(4.19)

Si normalizamos esta ecuacién podemos definir el factor de forma para los momentos

multipolares eléctricos:

cl(2l + 1)l

Elm(_kz) = A kl+1 lbzb;n = kzﬂm(_kQ) - inlm(_kz)v (420)

éste no debe confundirse con lo que se defini6 en la segunda ecuacién de (2.21), pues en este

caso si hemos considerado ] .

Notemos de (4.19) que en general se cumple Ej,(—k* — 0) — —iwQ,(—k* — 0),
pero para una distribuciéon que no contenga densidad de carga y en la cual el término »r - J
sea no nulo, entonces el limite correcto es Fj,(—k* — 0) — k*T},,(—k* — 0), que es
el caso para el problema del solenoide toroidal. Entonces, finalmente podemos hacer la
identificacién de los coeficientes definidos en (4.12) como ! en (4.13) con m = 0, es decir,
los momentos multipolares toroidales son los que describen al desarrollo multipolar de los

campos del solenoide toroidal.

En las siguientes secciones tomaremos el limite de onda larga del solenoide toroidal con el
objetivo de visualizarlo en dos contextos: como limite magnetostatico, donde w — 0 y como

limite de fuente puntual, donde kd < 1 con d el tamano caracteristico de la distribucion.

4.7 El limite magnetostatico

Hablamos de limite estético cuando w — 0, pero dada la relaciéon k = w/c = 27/, tenemos

que se cumple el limite A — oo, es decir, el limite de onda larga, por lo que volveremos a
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tomar kr — 0. Ahora, para obtener tal limite para el solenoide toroidal, de la ecuacion
para el campo magnético (4.10) que obtuvimos, podemos notar que se necesita conocer las
aproximaciones asintéticas de jj(kr) y hy(kr), mas concretamente, la relacién asintética de

su producto, ésta es:

— !
— < (4.21)

jl(k”f’ )hl(kﬂ“ ) .
= ” k(20 4 1) i1

kr—0

Notemos que en la region interior r < a y exterior b < r, el campo magnético es nulo, pues
atn con el limite (4.21) para las expresiones radiales, aparecen términos k% que se anulan

para k — 0. En la regién intermedia a < r < b, los términos radiales toman la forma:

d 11 [df1\], 2+1
Lh”(r )]rl“ {dr(r»}r_ ro

Entonces, el campo magnético bajo el limite estatico es:

o0

NI 20+ 1
Bla<r<b =—¢ E LP}(COS 0)[Pi(cosby) — P(cosbs)]
cr I(1+1)
=1 (4.22)
2NI .
= 000 6) - 66— 1)),

donde, para obtener la ultima igualdad, se utilizé la relacion de completitud de los polinomios
de Legendre y la integracion de la funcién de Heaviside (el calculo completo se muestra en el
apéndice F). Se dice que esta ecuacién representa el limite magnetostdatico del problema, en
éste el campo magnético es nulo en todo el espacio excepto en la region interior al toroide,
pues notemos que las funciones de Heaviside en (4.22) acotan a B justo a la parte interna

de la distribucién.

De esta manera, se tiene el campo magnético generado por una fuente puntual, pues se
tomd el limite de onda larga que también implica confinar el tamano caracteristico de la
fuente a una region localizada alrededor del origen. Podria decirse que el solenoide toroidal
puntual es andlogo al anapolo que postula Zel’dovich [12] debido a la caracteristica que posee

de no generar campo magnético en las regiones exteriores a la fuentes.
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4.8 El limite puntual

Si consideramos que el tamano caracteristico del solenoide toroidal es mucho més pequeno
que la longitud de onda, es decir, si d < A = 27/k, lo cual es equivalente a kd < 1, entonces
podemos tomar el limite kr — 0 para los coeficientes que identificamos como momentos

multipolares toroidales dindmicos en (4.12), tenemos entonces:

ATNTK*S 211 o —a't?
T(_}2 _ P 0) — P, )| — 75— (42
(o —0) — FIE L = ) (cos 61) )(cos 6) (+2) (4.23)

Si a partir de estos queremos calcular el momento dipolar dinamico, basta con tomar

[ =1, con lo cual obtenemos:

VI (=K = 0) — —/ — Vi = —y | —k*t,, (4.24)

donde V7 = (27/3)[cos 6 — cos 65][b® — a®] es el voltimen del toroide y ¢, la componente z del

momento dipolar toroidal:

t=—Vrz
dre T2

lo cual concuerda con (3.12). A partir de (4.24) es posible calcular el promedio temporal de

potencia radiada (P) que genera el dipolo toroidal, para ésto tomaremos la formula derivada
por C. G. Gray [23]:

dAll+1), g
P = ——
< > 877']{32 |wlm’ )

dado que se cumple ¥F =l + @/Jl?n, y para el solenoide toroidal zblcfn = 0, entonces podemos

introducir (4.24) en la ecuacién anterior para obtener:

4 2 4\ Wb
—,/?k‘*tz = (?) 4m5\t12. (4.25)

Es bien sabido que la potencia radiada promedio para el momento dipolar eléctrico y

2c
P pr—
(P) k2

magnético va como w* [1], sin embargo notamos que para el momento dipolar toroidal va
como w®. También es posible graficar los patrones de radiacién generados por los multipolos

de distintos ordenes a partir de la ecuacion:
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dpP c
(%) = S P 0.0 (4.26)

Debido a la separacién (4.14), se tiene que los patrones de radiacién de los multipolos
eléctricos y toroidales son idénticos (ver figura 14), pues su distribucién angular estd dada

por los arménicos esféricos.

(b)

Figura 14: Patrones de radiacién de los siguientes multipolos eléctricos 6 toroidales: (a) El dipolo.
(b) El cuadrupolo. (c¢) El octupolo.

De este capitulo podemos concluir que efectivamente existe una tercer familia de multi-
polos electromagnéticos la cual estd caracterizada por corrientes poloidales que fluyen alrede-
dor de solenoides toroidales puntuales. La introducciéon de esta familia de multipolos per-
mite describir cualquier tipo de fuentes mediante momentos multipolares, ya sea que tengan
densidades de carga o corrientes longitudinales, tangenciales y poloidales, ésto da lugar a
un desarrollo multipolar completo. Ademas, se encontré que un solenoide toroidal puntual
puede interpretarse como un anapolo, pues no genera campos externos a la fuente. También
se obtuvo que los patrones de radiacion de los multipolos eléctricos y toroidales son idénticos,

pero su potencia radiada difiere en un factor de w? .



CAPITULO 4. MULTIPOLOS TOROIDALES

o6




Conclusiones

Primero se estudié el desarrollo multipolar de los potenciales electrostatico y magnetostatico
en coordenadas cartesianas de lo cual se definieron a los momentos multipolares estaticos
usuales (eléctricos y magnéticos) y se mostrd su interpretacion fisica. Ademds notamos que
en tal caso no surgen naturalmente los momentos multipolares toroidales. Después, en el
caso dindmico, derivaron expresiones que describen a los campos en el espacio exterior a las

fuentes para cualquiera de los momentos multipolares dindmicos usuales.

Después, se analizaron corrientes poloidales fluyendo alrededor de solenoides toroidales,
los cuales no presentaron ninguna correspondencia con los momentos multipolares usuales.
Entonces, se hizo una clasificacion distinta de éstos, separando a los momentos multipolares
eléctricos en dos familias independientes: los momentos multipolares de carga y los momentos
multipolares toroidales, entonces se identificé que éstos ultimos son los que efectivamente

corresponden al solenoide toroidal.

En la literatura tradicional del electromagnetismo se descarta el término en la expresion
de los momentos eléctricos que contiene a los momentos toroidales, debido a que en el limite
de onda larga son despreciables en comparacién a los momentos de carga. Sin embargo,
mostramos que existen distribuciones de corriente en las que ésto no ocurre pues no poseen
momentos de carga, por lo cual no esta justificado despreciar a los momentos multipolares

toroidales.

Se defini6 la configuracion fisica del dipolo toroidal, a partir de la cual se pueden describir
a los multipolos de orden mas alto, con lo que se caracterizé fisicamente a la familia de
multipolos toroidales. También se trataron algunas propiedades que presentan los multipolos
toroidales, se obtuvo que el dipolo toroidal se acopla con el rotacional campo magnético
6 con la derivada temporal del campo eléctrico, también se mostré que los patrones de
radiacion correspondientes a los multipolos eléctricos y magnéticos son idénticos, sin embargo

la dependencia que tiene su promedio temporal de la potencia radiada respecto a la frecuencia

27
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angular difiere en un factor de w?.

El procedimiento seguido en esta tesis para mostrar la existencia de los multipolos elec-
tromagnéticos toroidales podria ser incluido en un curso de electrodinamica clasica, lo cual
ayudaria a los estudiantes a tener un punto de partida para profundizar en el estudio de
éstos. Aunque en los tltimos anos se han estado estudiando a los multipos toroidales cada
vez en mayor medida, ain quedan varios aspectos por investigar, por ejemplo, algunos au-
tores han probado recientemente que los multipolos toroidales no tienen un significado fisico
independiente a los multipolos eléctricos respecto a su acoplamiento con las ondas electro-
magnéticas [30] y otros han propuesto que debe estudiarse méas a fondo la posibilidad fisica
de construir microscépicamente al “dipolo axial” [21] que fue mencionado en la introduccién

de esta tesis pero no fue tratado con mayor profundidad.



Apéndice

A  Teorema de Helmholtz

Sea F' un espacio vectorial en una regién acotada V' C R? que es continuamente diferenciable,
y sea S la superficie que encierra al dominio V', entonces F' puede escribirse como la suma
de una componente irrotacional (también llamada tangencial) y otra solenoidal (también

llamada longitudinal) [28]:

F=-Vb+VxA, (A1)

donde

I / /
q)(,r,) 1 / d37ﬂlV F(r) i / dQTI,’»;L/ . F(’I")
1% S

T 4r

lr—r/|  Ar |r — /|
A2)
Ay = - [ TAC) L g A (
47t [y, |r — 7| 4t Jg lr — 7’|

Si el espacio V' es no acotado, entonces el segundo término en las ecuaciones (A2) se anula,
pues F' tiende a cero mas réapido que 1/r cuando r — oo, por lo cual el primer término es el

unico que contribuye a las ecuaciones y V' se vuelve una regiéon que ocupa todo el espacio.

29
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B Desarrollo en armonicos esféricos de la funcion de

Green saliente

La funcién de Green saliente, es una solucién a la ecuacién de onda con fuentes, y para una

sola frecuencia en el espacio de Fourier, se define como:

(V2 4+ EHG(r,v) = —4md(r — 7). (B1)

La funcion de Green saliente, por ser una funcién definida por una ecuacién de Helmholtz
homogénea fuera de las fuentes, se puede escribir como un desarrollo en arménicos esféricos

para las componentes angulares, esto es:

) l
- Z Z gl<r7 T/)}/l:n<9/7 Q/)Yim(a 90)7 (B2)
=0 m=-—1
si sustituimos este desarrollo en (B1), obtenemos una ecuacién para la parte radial g;(r,r’)

de la funcion de Green:

& 2d I(1+1 1
[—+——+k2—%]gz=——5(r—r'), (B3)

dr?  rdr 72

la solucion que satisface esta ecuacion, asi como las condiciones de regularidad en el infinito

y en el origen (que corresponden a una onda saliente) es:

a(r, 7"y = Aji(kr )R (krs). (B4)

Se puede mostrar que la constante adecuada para esta soluciéon es A = ik. Entonces,
sustituyendo (B4) en (B2), obtenemos un desarrollo en arménicos esféricos para la funcién
de Green:

ezk\r r’

G(r,r') = = 4mkz Z Gi(kr )by (krs) Y (6, @) Yim (0, ). (B5)

[r—/| "“’l
=0 m=-1

Ahora reescribiremos esta ecuacion de otra manera que resultard m&s conveniente para

resolver integrales en r, 0 y . Para ésto notemos que la sumatoria sobre m se puede reescribir
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CO1mo:

! 0 !

* * * *
m=-—1 m=—I m=0

donde hemos omitido la dependencia de los arménicos esféricos sobre 0" y ¢’ para simplificar la

notacién. Ahora, utilizaremos la relacion entre los armonicos esféricos reales y los polinomios

de Legendre que viene dada por:

( 2041 —mD! .
oy e sy, <o
20 +1
Yim (0, ) = 4—; Pi(cosf), m =0 (B7)
20+ 1(1—m)!
ﬁ\/ 4J7: EHZ;'BW(COSQ)COS(WO% m > 0,

ahora introduciremos esta ecuacién en (B6) para obtener:

0
> YinYin = D 2Ny ™ (cos 0') ™ (cos ) sin(|m| ') sin(|m] o)

m:—l m:—l

I
+ Z 2NE, P™(cos ') P™ (cos 0) cos(my') cos(mep)

m=0

— SmoN2, P™(cos 0') P (cos 0) cos(mep') cos(m) (B8)

I
= Z 2NZ, P™(cos0')P™(cos ) {sin(map’) sin(m) + cos(m') cos(mep)

m=0

— 6mo N2, P™(cos 0') P™ (cos 0) cos(my') cos(mep)

= Z N2 P™(cos8)P™(cos 0)(2 — 6mo) cos[m(p — ¢')],

m=0
donde hemos utilizado la identidad cos(b — a) = sin(a) sin(b) 4 cos(a) cos(b) e introducido los

coeficientes:

204+ 1 (1 —m)!
4 (IL+m)!

Nl2m = (B9)

Con (B8) finalmente podemos reescribir el desarrollo en arménicos esféricos de la funcién
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de Green saliente (B5) de la siguiente forma:

00 l
G(r,r") = 4mik Z Z Gi(kr hy(krs)NZ P™(cos 0')P™(cos 6)(2 — §mo) cos[m(e — ¢')].
=0 m=0

(B10)

C Descomposiciéon de Debye

De acuerdo al teorema de Helmholtz se puede separar un campo vectorial en una parte
longitudinal y una parte transversal. La descomposiciéon de Debye permite separar la parte
transversal del campo atin en otras dos partes més: la tangencial y la poloidal [29]. Entonces,

un campo vectorial F' se puede escribir como:

F =vVo¢r + Ly +V x Ly’ (C1)

donde L = —ir x V es el operador de momento angular, ¢* es el potencial de Debye
longitudinal asociado al campo vectorial F, )7 el potencial toroidal v x* el potencial poloidal.
Al término que contiene al operador V en esta ecuacion se le llama componente longitudinal,
al término con L se le llama componente tangencial y al término con V x L componente

poloidal.

Podemos obtener los campos escalares ¢ ¢! y x¥ operando sobre F de la siguiente

manera:

V.- F =V
L -F=1L*%" (C2)
r-F=iL*" + rgngL,

or

con esto podemos resolver para ¢ y ¥7 directamente, y después resolver para y*.
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D Coordenadas (7, a, )

Una forma conveniente de construir al vector de posicién es mediante las coordenadas cilindricas:

r=dp-+rcosap+rsinaz

(D1)
= (d 4 rcosa)(cos & + sin pg) + rsin az.
De donde se pueden obtener facilmente las ecuaciones de transformacion:
x(r,a, ) = (d+ 17 cos ) cos p
y(r,a, p) = (d+rcosa)sing (D2)
z(r,a, ) = rsina.
Sea F' un vector arbitrario se puede escribir como:
F=F++F,&a+ F,p, (D3)
donde los vectores base estan dados por:
( 7 Or/or cos a(cos & + sin pg) + sin az
= = cosq in ina
or /o] v oY
or/o
&= |8:;83\ = — sin a(cos & + sin pY) + cos a2 (D4)
P = or/0p _ sin & + cos pyY
\ |07 /0| .

Su divergencia es:

V.F = m {% (r(d + rcosoz)Fr> 4 % (er) 4 % ((d 4 rcosa)FaH . (D5)

Su rotacional:

| é. (d+rcosa)é, ré,
VXF = m 8/8r 3/8@ 8/804 . (DG)
F. (d+rcosa)F, rF,
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E Calculo del campo magnético dinamico del solenoide

toroidal

El propédsito de éste apéndice es mostrar la solucién de las integrales que aparecen en la
siguiente ecuacién para el campo magnético dindmico B(r,t) = B(r)e ™! donde B(r) estd

dado por:

27Tc/0 / /  sin 8'dr' o/ dip {dd [5(7" B s )} @(6’—9;31(2/(92—9)
1 d {5(0 — 0,) —5(9'—92)}@(7«’—60)@(19—7“’)}ga

r' df

sin 0’

00 l
Amik Y Y Gilkr hi(krs)Ni, P (cos ') P (cos 6)(2 = Gmo) cos[m(p — )],
=0 m=0

(E1)

notemos que esta ecuacién solo contiene funciones de una sola variable, entonces, se pueden
calcular sus integrales independientemente para r, 6 y . Para visualizar mejor la integracion

reescribamos (E1) de la siguiente forma:

B(r) = 2—7Tc4mkrzz {11 )J1(0) + L(r) J2(6) | K (), (E2)

=0 m=0

donde I 5(r) son las integrales sobre r, J; 2(6) las integrales en 6 y K(¢) es la integral en
¢. Dado que K(¢) es comin a los dos términos que aparecen en (E2), hagamos tal integral

primero, tenemos:

K(p) = /027r dy’ cos[m(p — ¢')]¢@’
= [Cos(m@) /0 ¥ dy’ cos(my’)e(y') + sin(mep) /0 ) sin(mey’) COS(sO')ly
- {COS(msO) /0 K dy' cos(my’) sin(¢’) + sin(me) /0 ) dy" sin(me’) Sin(w’)}i'

= { — sin(mep)& + cos(myp) 17r<5m1 = @TOm1-
(E3)

donde hemos utilizado las relaciones de ortogonalidad:
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2w 2m
/ dp cos(me) cos(np) = Toum, / dip cos(mep) sin(nyp) = 0.
0 0

Vemos aqui que aparece un término d,,;, por lo cual, la suma sobre m que aparece en
la ecuacién (E2) se colapsard a m = 1, asi, en las integrales restantes se tomard ésto en

consideracién. Ahora, la integral en 6 se tiene que hacer para dos términos, el primero es:

™ 02
— / o . 1 A o . 2 pn\1/2 /
71(0) /0 d9'0(6 — 0,)0(65 — 6) P} (cos ) /e d [ (1= cos? )2 Pcos )
0> d
= /01 do’ sin eld(cos HI)PI(COS 0') = Py(cosBy) — Py(cosb,)
(E4)
y el segundo
o d [6O —01) =40 —0 ,
J2(0) = /0 df’ sin 0 ﬁ[ ( 1iin9’( 2):|RI(COSQ)
_ T 00— 01) =60 =) d [ :
= Py(cos0) {5(9 —01) — (0 — 92)} ) —/0 df s w7 sin@' P, (cos §')
=1(l+1) [Pl(cos 0y) — Py(cos 91)}
(E5)
El primero término de las integrales en r viene dado por:
> 1 d / ’ .
Li(r) = / dr'r o {5(7“ —b)—0o(r' — a)] Jilkr)hy(krs), (E6)
0

donde r- = min{r, '} y r~ = max{r, v’} toman distintos valores dependiendo de la regién en
que se evalia el campo. Entonces (E6) tendra que ser resuelto para cada regién del espacio,

en r < a tenemos:

L(r < a) = ji(kr) / T L {5(# —b) — (' — a)} hy(r)

T
) /0 S [5(# by -0 — a)} % [r’hl(kr’)}

o0

— vk (kr) {w —b) o - C‘)}

0
b

Y
a

—_ j,(k;r)d% [rhz(/ﬂ“)}

(E7)
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enb < r:

L(b<r) = h(kr) / h dr’r’% [5(# —b) —8(r — a)] u(kr')

0 — hy(kr) /0 " [5(# —b)—8(r' — a)} % {r’jz(kr’ﬂ

o0

= vjulhr)h(kr) {w —b) = o - C‘)}

0
b

- _h,(kfr)d% [m’z(kr)]

a

(E8)
y finalmente en a < r < b:
d . a| .
Lia<r<b)=——|rh(kr) Jilkr) + — |rj(kr) hi(kr). (E9)
dr r=b dr r=a
Ahora, el segundo término de la integral en r esta dado por:
< dr' , , bdr
L(r) = 7jl(kr<)hl(k:7‘>)@(r —a)O(b—1") = Fjl(kr<)hl(k;r>) (E10)
0 a
y vemos que también tendra que ser resuelto para cada regién, entonces, en r < a:
b d?"’
L(r < a) = ju(kr) / k), (E9)
enb<r:
b dr/
(b <) = ulr) [l (E10)
y finalmente en a < r < b:
, b dr! , bdr
L(a <r <b)=j(kr) Fhl(k:r )+ hi(kr) Fjl(kr ). (E11)

Ya podemos introducir (E3-E11) en (E2) para obtener la solucién completa del campo

magnético:
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NI -
B(r) :T4m'k¢ Z N2 P! (cos ) {Pl (cosBy) — Py(cos 92)}

=1

—k2/ r'r'h(kr')gi(kr), r<a

{{j rj(kr)) / } J(r) (E12)
/

d b
[dr (rho(kr)) + k> | dr'r'hy(k 1]1(167“)}, a<r<b

— k‘2/ dr'r’ 5, (kr"Yh(kr), b <,
\ a

F Integracion de la funcion de Heaviside

El objetivo de este apéndice es reescribir la siguiente ecuaciéon en términos de funciones de

Heaviside:

NI 20+1

Ba<r<b) = - ll+1)

———P!(cos 0)[Py(cos b,) — P(cosby)], (F1)

para conseguir ésto utilizaremos la relacién de completitud de los polinomios de Legendre de

la siguiente manera:

N AL : :
SICEN! /5 0;)do" = ZT/ sin 0’ P,(cos 8") P(cos 0;)db
1=0 0

- g & ; 1Pz(COS 0;) { - /0 Py(cos §')d(cos 6/)} :

0

Para continuar resolvamos la integral que aparece entre corchetes en esta ultima ecuacion,

tomamos el cambio de variable x = cos 0:

1= | P = Palo) - Balo)] (F3)

donde hemos utilizando la identidad:
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1 d

P‘(x):2l+1%

Bra(z) = Pra(x) (F4)

y que P,(1) = 1. Ahora reescribamos la cantidad P,_;(z) — F,+1(x) haciendo uso de la
identidad anterior, de acuerdo a la cual se cumplen las relaciones (21—1) P, (z) = P/— P/ ,(x)
y (2l + 3)Pa(x) = P/ ,(x) — P/(x), donde los términos primados denotan su derivacién

respecto a x. Entonces obtenemos:

2(2[ + 1) , 1 , 1 )
(20 —1)(21 + 3) /() 20 —1 1—2() 2013 L2 (),

esta expresion se puede simplificar por medio de la definicion de los polinomios asociados de

Fi(z) = Pa(z) = (F5)

Legendre:

P = (1) (= ) Pi(), (F6)

en este caso tomamos m = 1 de esta ecuacién para poder hacer uso de la relacién P!(z) =

—(1 — 2?)Y2P/(z). Entonces reescribimos (F5) de la siguiente manera:

-1
(1—22)172(2 — 1)(20 + 3)

Ba(z)=Fra(r) = 2(2l+1)Pf(93)—(2l+3)Pf_2(90)—(25—1)le+2(w)]
(F7)

y ahora haciendo uso de la relacién de recurrencia:

[Py (z) — (20 + DaP/(2) + (1 + )P, (z) =0, (F8)

de acuerdo a la cual también se cumplen las relaciones ({+1)PY,—(21+3)z P | +(1+2)P' = 0
y (l—1)P'— (2l —1)zP', + [P}, = 0, podemos reescribir (F7) como:

—1

_ _ 1
b = = e - D@+ 3) {2(” O

— (21 +3) {Ql — 1)‘%3‘} - DA ] — @1 [(zl i 3)1;1(3;11 I) (1 +2)F
20+ 1 o9\1/2 1
= ey R

(F9)

donde hemos omitido la dependencia de x de los polinomios de Legendre para simplificar la

)
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notacién. Ya podemos reintroducir (F9) en (F3) para obtener la integral:

I(z) = - >(1 —2%)2P/(2) (F10)

y finalmente, volviendo a la variable original, podemos sustituir esta ecuacién en (F2) para

obtener:

= 241
CICEAES ;msm@ﬂ (cos0) P(cos b;), (F11)

puede descartarse el término m = 0 de la suma en esta ecuacién porque Fy(cosf) = 0.

Entonces, con esta ecuacién es facil ver que (F1) se puede reescribir de la siguiente manera:

2NT
crsinf

Bla<r<b)= {@(9 —0,)— 00— 06,)| . (F12)
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