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Resumen

En el presente trabajo de tesis se estudia el problema de sincronizacién de oscila-
dores cadticos. En particular, se abordara el problema de sincronizacién de osciladores
considerando el esquema maestro-esclavo con esquemas de controladores lineales con
ganancia estdtica y dindmica.

Los osciladores cadticos que se sincronizardn tiene la caracteristica de ser de tipo
Lure, es decir, su funcién puede ser separada en dos componentes, uno lineal y el otro
no lineal, esta caracteristica permite emplear herramientas matemadticas de la teoria de
control de sistemas no lineales.

En la literatura se han propuesto diversos esquemas de sincronizacién entre los que
estd el acoplamiento estatico. No obstante, este esquema presenta ciertas desventajas
en su desempeno como el reducido rango de valores de su ganancia de control y el he-
cho de que existen configuraciones entrada-salida para las cuales no existe sincroniza-
cion.

Estas limitaciones han llevado a la comunidad cientifica del 4rea de Sistemas Com-
plejos y Dindmica No lineal a desarrollar nuevas estrategias de control de sincroniza-
cién controlada, entre las que destaca el acoplamiento dindmico, en donde la ganancia
de control varia en el tiempo y es solucién de cierta ecuacién diferencial ordinaria cuyo
orden es preestablecido. Para este acoplamiento, se propone un esquema de sintoni-
zacion de las ganancias de control basado en diagramas de estabilidad en el plano de
parametros. También se introduce el andlisis de la estabilidad basado en la Teoria de
Sistemas Perturbados Lineales, la cual nos auxilia como herramienta para entender la
sincronizacién como un problema de control.

Por ultimo, el resultado principal del presente trabajo estriba en la introducciéon de
una ley de control novedosa basada en la combinacion de una ley de control estati-
cay una dindmica, a este esquema se le llama acoplamiento estatico-dindmico, el cual

toma las mejores caracteristicas de desempeno de los dos esquemas antes descritos pa-
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ra proporcionar un desempeno extraordinario para sincronizar osciladores caéticos. Se

presentan tanto resultados numéricos como analiticos.
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|
CAPITULO

INTRODUCCION

“Conducir por orden mis pensamientos, comenzando por los objetos mas
simples y més faciles de conocer, para ascender poco a poco, como por

grados, hasta el conocimiento de los mds complejos.”

René Descartes

1.1. Motivacion

El control de sistemas lineales invariantes en el tiempo mediante controladores esta-
ticos de salida estd bien desarrollado y se han establecido ampliamente las condiciones
suficientes para garantizar la asignacion de polos (Kailath 1980; C.-T. Chen 1999). Sin
embargo, el conjunto de sistemas que son estabilizables por realimentacion estatica de
salida no es genérico, como se sefiala en (Allwright et al. 2005; Syrmos et al. 1997). No
obstante, hace décadas surgi6 un interés por los controladores variables en el tiempo,
véase (R. W. Brockett 1983; Claude Samson 1993; Coron 1995). Brockett formaliz6 este
enfoque (R. Brockett 1999), y hoy en dia se conoce como el problema de estabilizacion
de Brockett, que se formula como: para las matrices dadas (A, B, C), en qué circunstan-
cias existe una matriz K variable en el tiempo tal que el sistema x = Ax + BK(#)Cx es
asintéticamente estable, donde x € R" y las matrices tienen dimensiones apropiadas.
Para la teoria de control, el problema de Brockett se considera un problema abierto.

No obstante, el problema de Brockett puede abordarse considerando ganancias pe-

riédicas en el tiempo K(¢) = K(z + T), véase (Meerkov 1980; Khargonekar et al. 1985; Ae-



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

yels y Willems 1991; Leonov 2001). Por lo tanto, el problema de estabilizacion se reduce
a un sistema lineal con coeficientes periodicos, donde la teoria de Floquet-Lyapunov
se aplica ampliamente y juega un papel central (Floquet 1883; Lyapunov 1992). A este
respecto, existe una amplia literatura sobre el tema, en particular, referirse a la monu-
mental obra de Yakubovich (Yakubovich y Starzhinskii 1975).

En consecuencia, el control periddico tiene que ver con el disefio y andlisis de con-
troladores periédicos en el tiempo para estabilizacién. Este enfoque no es nuevo, y se
remonta al famoso problema de estabilizacién de un péndulo en su posicién superior
haciendo vibrar su soporte resuelto hace décadas (Stephenson 1908; Kapitza 1951). Pos-
teriormente, Meerkov formaliz6 el planteamiento en su teoria del control vibracional
(Meerkov 1980). Desde entonces, varios aspectos teoricos del control periédico han si-
do ampliamente estudiados por un gran ntimero de investigadores, para méas detalles,
véase el vasto trabajo de Bittanti (Bittanti y Colaneri 2009) y las referencias en élI.

Aunque se ha investigado mucho sobre la teoria de control periodico (Bittanti y Co-
laneri 2009). La investigacion sobre su aplicacion en situaciones practicas es limitada, lo
que se deduce del reducido niimero de aplicaciones précticas, véase (Moriny C. Samson

1997; Hong 2002; Webb et al. 1991). Este hecho se debe a dos factores principales:

= En primer lugar, la naturaleza del control periddico es oscilatoria; por lo tanto, el
actuador debe ser capaz de manejar esta accién. En la préctica, la ganancia pe-
riddica utiliza funciones armonicas simples (Kapitza 1951) o constantes a trozos

(Ahmad 2010).

= En segundo lugar, la ganancia periodica se convierte en una excitacion paramé-
trica en el sistema dinamico, es decir, los coeficientes del sistema son funciones
variables en el tiempo. Estos sistemas se denominan excitados paramétricamente
(Nayfeh y Mook 1979), donde puede producirse el fenémeno de resonancia para-
métrica y provocar efectos perjudiciales en el comportamiento del sistema (Bolo-

tin 1964).

Con el fin de abordar este problema, en (Ayala y Luis Moreno-Ahedo 2021), se in-

trodujo el controlador de realimentacion de estado no lineal u = k.sign(x, X)x, donde
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sign(-) es la funcion de signo, x el estado, y k. la ganancia.

Esta estrategia se conoce como modificacién de la rigidez (Goh y Caughey 1985;
Onoda, Endot et al. 1991) y es bien conocida en el campo del control semiactivo de vi-
braciones (Onoda, Sanot et al. 1992; Fisco y Adeli 2011). En particular, la modificacién de
la rigidez aplicando reglas de conmutacién ha recibido considerable atencion en la ulti-
mas décadas (J.-C. Chen 1984; Ramaratnam y Jalili 2006; Ledezma-Ramirez et al. 2011; L.
Moreno-Ahedo y Diarte-Acosta 2019). El controlador u induce un fenémeno disipativo
no lineal denominado amortiguamiento histerético (Caughey y Vijayaraghavan 1970; Y.
Zhang e Iwan 2003) relacionado con el amortiguamiento en materiales (Reid 1956; Bert

1973). Este tipo de controlador, aunque efectivo tiene serias limitaciones.

Bajo este contexto, la principal motivacion del presente trabajo de tesis es desarrollar
leyes de control dindmicas en el tiempo para resolver problemas de estabilizacion en
sistemas dindmicos no lineales. De esta forma se pretende formular una alternativa de

solucidn al problema de estabilizacion de Brockett.

1.2. Definicion del problema

Dado un sistema de control en lazo cerrado con retroalimentacion de salida:
x = Ax+BK(#)Cx (1.1)

donde (A, B, C) son matrices de dimensiones apropiadas.

Encontrar la matriz de ganancias K(t) variable en el tiempo tal que el sistema lineal
(1.1) es asintoticamente estable considerando que K(#) es solucion de cierta ecuacion

diferencial ordinaria lineal.

Como sistema de control a estabilizar abordaremos el problema clasico de la sincro-
nizacion de sistemas, a saber, la sincronizacion de sistemas osciladores cadticos maestro-

esclavo.
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1.3. Objetivos de la investigacion

Se presentan los objetivos general y especificos de la propuesta de tesis

1.3.1. Objetivo general

Disefar un controlador dindmico lineal basado en realimentacién de salida para ga-
rantizar la sincronizacion maestro-esclavo en osciladores cadticos tipo Lure, mediante
el andlisis de estabilidad con funciones maestras de Lyapunov y la teoria de sistemas

lineales perturbados, que permita mejorar las condiciones de sincronizacién.

1.3.2. Objetivos particulares

1. Analizar la estabilidad del error de sincronizacién de osciladores caéticos tipo Lu-
re en configuracion maestro-esclavo mediante funciones maestras de Lyapunoy,
identificando las condiciones suficientes y necesarias para garantizar convergen-

cia asintética del error.

2. Analizar teéricamente la dindmica de los osciladores caéticos tipo Lure en con-
figuracion maestro-esclavo, usando la teoria de sistemas lineal perturbados para
identificar las condiciones suficientes para garantizar convergencia asint6tica del

€eITor.

3. Diseiniar un controlador hibrido basado en acoplamientos dindmico y estatico, de-

rivando un procedimiento semi-analitico para la sintonizacion de sus ganancias.

1.4. Hipdtesis

El disefio de un controlador hibrido conformado por un acoplamiento estatico mas
otro dindmico basado en realimentacién de salida, y sintetizado mediante la teoria de
sistemas perturbados, garantiza la sincronizacién maestro-esclavo en osciladores cadti-

cos tipo Lure con mayor robustez, en comparacién con esquemas de control puramente
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estaticos o dindmicos de primer orden.

1.5. Descripcion del trabajo y principales resultados

Se muestra en (Huang et al. 2009) que para acoplamiento unidireccional difuso, es
decir, un controlador con retroalimentacion de salida de ganancia estdtica, hay casos de
configuraciones de una entrada y una salida para los cuales este acoplamiento no puede
llevar a cabo la sincronizar maestro esclavo.

Ante esta problemadtica, en los tltimos allos se ha propuesto controladores de ganan-
cia dindmica, (Pena Ramirez, Arellano-Delgado et al. 2018; Buscarino et al. 2019; Arena
et al. 2020; Pena Ramirez, Garcia et al. 2020), donde la ganancia dindmica es solucién de
una ecuacioén diferencial ordinaria.

Este enfoque aunque novedoso fue estudiado por J. Suykens (Suykens y Vandewalle
1997; Suykens, Curran et al. 1999), donde la condicién de sector de la no-linealidad da la
funcional del sistema permite el uso de funciones de Lyapunov tipo Lure-Postnikov para
obtener condiciones de estabilidad como LMIs. Sin embargo, la condicién de sector es
restrictiva.

No obstante en citados trabajos (Pena Ramirez, Arellano-Delgado et al. 2018; Busca-
rino et al. 2019; Arena et al. 2020; Pena Ramirez, Garcia et al. 2020), no se usa esta res-
triccion, lo cual generaliza la aplicabilidad del controlador dindmico, pero remover la
restriccién no permite obtener resultados analiticos como los dados en (Suykens y Van-
dewalle 1997; Suykens, Curran et al. 1999). Es decir en (Pena Ramirez, Arellano-Delgado
et al. 2018; Buscarino et al. 2019; Arena et al. 2020; Pena Ramirez, Garcia et al. 2020) los
resultados obtenidos son meramente numéricos producto de aplicar el formalismo de
la funcién maestra de estabilidad definida por (Pecora y Carroll 1990).

El presente trabajo ademads de presentar una alternativa novedosa al problema de
estabilidad de Brockett, pretende subsanar las principales desventajas del control diné-
mico definido por (Pena Ramirez, Arellano-Delgado et al. 2018; Buscarino et al. 2019;
Arena et al. 2020; Pena Ramirez, Garcia et al. 2020), como lo es: una metodologia de

sintonizacion de las ganancias basada en los dominios estabilidad en el plano de paréa-
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metros y la prueba de estabilidad analitica mediante un teorema basado en los circulos
de Gersgorin, la abscisa espectral y cotas del valor propio mas grande de la solucién

matricial de la ecuacién de Lyapunow.

1.6. Capitulado
La presente tesis de divide en dos partes:

= Parte I referente al Marco Teorico el cual contiene los capitulos:

 Capitulo 2, en el cual relatamos brevemente la linea de tiempo de los princi-
pales hitos histéricos en el desarrollo de la teoria del caos desde el punto de
vista de sus protagonistas. A su ves describimos el fenémeno de caos utilizan-
do como caso de estudio el mapa logistico. Este caso de estudio es abordado:
analiticamente usando resultados tedricos, numéricamente usando algorit-
mos y experimentalmente implementando electronicamente la version ana-
l6gica del mapa logistico usando amplificadores operacionales. Esta triada
nos permite exponer los retos y la riqueza de los sistemas cadticos. Bajo esta
vertiente, también se introducen los osciladores cadticos y su implementa-
cion electrénica donde introducimos una metodologia general para imple-
mentar osciladores caéticos con electrénica analégica, la cual se basa en un

amplificador operacional algebrdico (sumador-restador)

* En el capitulo 3 exponemos los fundamentos teéricos una herramienta esen-

cial en el estudio de los sistemas caoéticos: el exponente de Lyapunov.

e Finalmente en el capitulo 4 abordamos los conceptos de sincronizacién de
sistemas y la funcién maestra de estabilidad como medida de la sincroniza-

cion de sistemas acoplados
= La parte de resultados de investigacion contiene los capitulos:

¢ El capitulo 5 define la problemadtica a resolver sobre la sincronizacion maes-

tro esclavo de osciladores cadticos de tipo Lure con acoplamiento unidirec-
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cional
* El capitulo 6 aborda las desventajas del acoplamiento estatico o difuso.

* El capitulo 7 define el acoplamiento dindmico de primer orden, a la ves que
se describen sus principales ventajas y desventajas. Introducimos una herra-
mienta de disefio de este controlador basada en dominios de estabilidad en

el plano de pardmetros.

* En el capitulo 8 introducimos nuestro principal resultado de investigacion
donde disefiamos un controlador que conjuga las ventajas de los controla-
dores estatico y dindmico, a la ves que definimos una técnica de disefio me-
diante un procedimiento dado por un algoritmo. Para la sintonizacion de las
ganancias del controlador introducimos una técnica semi-analitica basada
en parte en el criterio geométrico de la abscisa espectral y en el computo de
los dominios de estabilidad. Esta técnica esta justificada por el teorema de
estabilidad de nuestra autoria que proporciona las condiciones necesarias
para que el controlador estdtico mas dindmico aplicando a la dindmica del

error del sistema maestro esclavo lleve al error a cero.

e Por ultimo el capitulo 9 proporciona las conclusiones.

1.7. Metodologia de trabajo

La metodologia empleado en esta tesis corresponde al tipo de investigacion tedrica

propuesta por (Razo 2012):

La investigacion tedrica se enfoca en demostrar, mediante los resultados
obtenidos, la validez cientifica de teorias, leyes, conceptos o conocimientos
dentro de un érea de estudio especifica, lo cual constituye su objeto central
de andlisis. A través de este proceso, se busca establecer fundamentos soli-
dos que permitan confirmar, refutar o modificar los planteamientos teéricos

examinados.
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o Conclusiones
o Bibliografia
o Anexos

o Teorfas, conceptos y o Andlisis tedricos

conocimientos o Otros puntos
© Metodologias de investigacién
Métodos, téenicas de Aspectos

recopilacién y andlisis
o Soluciones, propuestas, comple-

instrumentos lllellt ar iOS

del tema
Aportaciones ¢ tema

tedricas
sobre el tema

Marco
tedrico epis-
temolégico

TEMA
TEORICO

o Planteamiento del problema
Investigacién tedrico
o Teorfa

t ca o« Conceptos
5 o Definiciones
del tema e

o Aportaciones

Fundamento  Conocimientos
o Andlisis tedrico epistemologico bésico

del tema.
o Anlisis y comprobacién de del tema

hipétesis, teorfas y conceptos
e Desarrollo de propuestas
o Andlisis de teorfas conceptos y

conocimientos tedricos

e Fundamentos teéricos de la
propuesta del tema

o Planteamiento teérico
epistemoldgico

o Metodologfas de investigacién
(del drea)

® Proposiciones tedéricas

® Delimitacion tedrica del tema

de investigacion

Figura 1.1: Planteamiento de una investigacion de caracter teérico.

Como consecuencia de este tipo de investigacion, es posible llegar a la
verificaciéon de una teoria, su rechazo por falta de consistencia o eviden-
cia suficiente, o incluso su reformulacién para ajustarla a nuevos hallazgos.
Asimismo, este enfoque puede dar lugar a la generaciéon de nuevos cono-
cimientos tedricos con aplicaciones potenciales en el campo de estudio, lo

que contribuye al desarrollo y evolucién del saber cientifico.

Es decir, la investigacion de tipo tedrica no solo evalda criticamente el conocimiento

existente, sino que también asienta cimientos para innovaciones conceptuales y avan-

ces disciplinares del area de estudio. En la figura (1.1) se presenta el esquema sobre c6-

mo plantear un tema de investigacién de cardcter teérico.

A continuacioén se presenta la metodologia de una investigacion de caracter tedrico:

= 1.Planteamiento del problema

e Planteamiento del problema
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¢ Definicién del problema de estudio
e Planteamiento y delimitacién teérico-conceptual

* Objeto de estudio
= 2, Antecedentes documentales de la problematica
= 3. Conceptos y definiciones sobre el tema
= 4. Proposiciones de la investigaci6n

* Hipdtesis

* Objetivos

e Planeacion de la investigacion
= 5. Delimitacién del marco teérico y conceptual del tema

e Marco tedrico
e Marco conceptual

¢ Referencias documentales

6. Disefio y recopilacion de informacion documental

7. Analisis de la informacion documental

8. Comparacién de posiciones documentales encontradas

e Comprobacién de hipotesis

* Posicién respecto a la problemética

9. Aportacién sobre el tema

* Leyes, teorias y postulados

¢ Difusion de resultados
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CAPITULO

CAOS

“El caos no es una condicién anémala, sino una ley del cosmos.”

Henri Poincaré

EN ESTE CAPITULO, se presenta una breve resefia sobre caos en sistemas dindmicos,
con el objetivo de introducir el concepto de sensibilidad a las condiciones iniciales
considerando la ecuacion logistica. Este concepto estd estrechamente ligado al caos. La

ecuacion logistica también permitird definir el concepto de exponente de Lyapunov.

2.1. Origenes historicos

Fue la década de 1970 a 1980 cuando el término "caos" comenzo6 a usarse amplia-
mente para describir ciertos fendmenos complejos ocurridos en sistemas dindmicos. El
término proviene de la palabra griega ydoc', segun la mitologia griega este se refiere a
un concepto primordial que representa el vacio o el desorden original del cosmos antes
de la creacion del mundo ordenado.

Una de las primeras referencias documentadas sobre el estudio del fenémeno caé-
tico en sistemas dindmicos se atribuye al matemaético francés Henri Poincaré, quien se
percat6é que en ciertos sistemas dindmicos (El problema de los tres cuerpos), las solu-
ciones pueden ser extremadamente sensibles a las condiciones iniciales. En su obra Les

Meéthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, él escribio:

Ipronunciado como xa.os segun la transcripcion fonética en el Alfabeto Fonético Internacional (AFI)

13
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Una causa muy pequefia que escape a nuestra atencion determina un efecto
considerable que no podemos dejar de ver, y entonces decimos que ese efec-
to es debido al azar. Si conociéramos exactamente las leyes de la naturaleza
y la situacion inicial del universo, podriamos predecir con la misma exacti-
tud el estado futuro de ese universo. Pero incluso si las leyes naturales ya no
tuviesen ninguin secreto para nosotros, solo podriamos conocer la situacién
inicial de manera aproximada. Si esto nos permite predecir el estado poste-
rior con la misma aproximacion, eso es todo lo que necesitamos, y decimos
que el fenomeno ha sido previsto, que estd gobernado por leyes. Pero no siem-
pre es asi; puede ocurrir que pequenias diferencias en las condiciones iniciales
produzcan estados muy diferentes, y entonces una pequeria causa puede des-

encadenar un gran efecto... (Poincaré 1892)

Aunque Poincaré se percato de la transcendencia de estos hechos, sus estudios sobre
el tema no tuvieron una continuacién adecuada, esto debido a diversos motivos. El pri-
mero de ellos eran las limitaciones tecnoldgicas pues no existian aun las computadoras.
Segundo, Poincaré era un matemaético polifacético que contribuy6 en diversas ramas de
las Matemadticas y esto desvio su intereses sobre el tema. Tercero, las prioridades cien-
tificas de la época concernientes a los conceptos de la relatividad y la fisica cuantica
emergieron revolucionando la fisica. Una excelente referencia historica sobre este tema
esta dada por James Gleick en (Gleick 1987).

Un hito en el estudio de los sistemas caoéticos, fue dado en el afio 1963, cuando E. Lo-
renz publicé su famoso articulo titulado 'Deterministic Nonperiodic Flow’. Este articulo
es ampliamente reconocido como el primer trabajo en el que se describe el concepto
de caos en sistemas deterministas. En €él, Lorenz introdujo el ahora famoso modelo del
"atractor Lorenz”, que muestra como sistemas dindmicos pueden exhibir un comporta-
miento cadtico y sensible a las condiciones iniciales, a pesar de ser deterministas.

Sin embargo, de la época de Poincaré al tiempo de Lorenz existié un gran nimero
de cientificos que contribuyeron al desarrollo de la teoria del caos. La siguiente lista
describe brevemente algunos de sus maximos y reconocidos expositores en la siguiente

linea de tiempo:
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Jacques
Hadamard.

(1898)

Aleksandr
Lyapunov.

(1892)

George David
Birkhoff.
(1931)

Mary
Cartwrighty

J.E. Littlewood.

(1942-1945)

Pierre Fatouy
Gaston Julia.

(1917-1920)

Andrey
Kolmogorovy
Vladimir
Arnold.
(1954-1963)

Hadamard trabaj6 en la dindmica de sistemas y mostr6é que una parti-
cula moviéndose sobre una superficie con curvatura negativa exhibiria
un comportamiento altamente sensible a las condiciones iniciales, lo

que mas tarde seria reconocido como comportamiento caético.

Lyapunov estudi6 la estabilidad de sistemas dindmicos y desarroll6 lo
que hoy se conoce como exponentes de Lyapunov, que miden la tasa
de separacion de trayectorias infinitesimalmente cercanas en un siste-
ma dindmico. Este concepto es fundamental para entender la sensibi-
lidad a las condiciones iniciales, una caracteristica clave de los siste-

mas caoticos.

Birkhoff, extendio el trabajo de Poincaré. Su famoso teorema ergodico
demostr6 la existencia de comportamientos impredecibles en ciertos

sistemas dindmicos, lo que seria una idea central en la teoria del caos.

En los anos 1940, Cartwright y Littlewood trabajaron en ecuaciones di-
ferenciales no lineales que describian el comportamiento de sistemas
electronicos. Estudiaron soluciones oscilatorias complejas que presen-
taban comportamientos cadticos. Este trabajo, aunque no fue identi-
ficado como teoria del caos en su momento, fue un precursor impor-

tante en el estudio de sistemas no lineales.

Estos dos matemadticos franceses investigaron las propiedades de fun-
ciones iteradas, particularmente las funciones racionales. Sus traba-
jos llevaron a la creacion de los conjuntos de Julia y Fatou, que son
ejemplos tempranos de comportamiento cadtico en sistemas dindmi-

cos complejos.

Kolmogorov y sus estudiantes, en particular Arnold, desarrollaron la
teoria KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser). Esta teoria aborda la estabi-

lidad de sistemas dindmicos hamiltonianos y muestra como, en mu-
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chos casos, los sistemas dindmicos no degeneran completamente en

caos, sino que pueden mantener islas de comportamiento periédico.

Benoit Aunque su trabajo sobre fractales se populariz6 mas tarde, Mandelbrot
Mandelbrot. comenz6 a estudiar la irregularidad y la auto-semejanza en la natura-
(1967) leza durante las décadas de 1950 y 1960. Su trabajo ayudé a descubrir

que los sistemas cadticos a menudo presentan estructuras fractales.

Edward Lorenz, un meteorélogo, descubri6é lo que ahora se conoce como el
Lorenz. (1963) ’efecto mariposa’ mientras modelaba el clima en 1963. El mostré cé-
mo pequeiias variaciones en las condiciones iniciales podian condu-
cir a diferencias enormes en los resultados a largo plazo, un comporta-

miento caracteristico del caos.

David Ruelley Estos fisicos propusieron formalmente que la turbulencia podria en-
Floris Takens tenderse como una transicion hacia el caos a través de una bifurcacién

(1971) de Hopf en sistemas dindmicos.

El caos estd relacionado con la sensibilidad de las condiciones iniciales, para enten-
der este concepto, introduciremos y analizaremos el mapa logistico (May 1976). Esta
sencilla ecuacion presenta en su dindmica varios fenémenos relacionados con bifurca-

ciony caos.

2.2, Caos en el mapa logistico

Se escogio esta ecuacion por su simplicidad. No obstante, su comportamiento di-
namico la hace idénea para explicar varios conceptos que serdn utilizados a lo largo de
este trabajo.

El mapa logistico fue estudiado por el bi6logo australiano Robert May en (May 1976),
este trabajo marco un hito en el devenir de la teoria del caos por la diversidad de com-

portamientos dindmicos que pueden presentarse. El mapa esta dado por:

Xpi1 =TXp(1—Xp) 2.1)
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donde n € Ny ademas:

= 7 20€R,llamado taza de crecimiento,

= X, eslapoblacion en la generacion n,

= X,+1 €sla poblacion en la siguiente generacion n + 1.
El mapa (2.1) se resuelve recursivamente dada una condicién inicial xj. Para diferentes
valores del pardmetro r la solucién' del mapa tiene un comportamiento caracteristi-
co. En el andlisis del mapa logistico se distinguen al menos tres comportamientos bien
diferenciados:

= Para r <1 la orbita x,, — 0, es decir, la poblacion se extingue,

= Para 1 < r <3 lapoblacion crece y alcanza un estado de equilibrio,

= Para r > 3 ocurre el fenémeno de bifurcaciones de duplicacién de periodo y even-

tualmente un régimen caotico.

r=3.3 _ _
07 09 ; r=28 ; r=3.3
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(a) Trayectorias. (b) Diagramas de telaraia.

Figura 2.1: Andlisis en el tiempo de las trayectorias de la ecuacion logistica.

2.2.1. Anadlisis numérico del mapa logistico

Por ejemplo, las trayectorias del mapa logistico paralos casos r =2.8, r =3.3, r =3.5
y r = 3.9 se muestran la figura (2.1a). Donde se observan los siguientes comportamien-
tos: convergencia hacia un punto de equilibrio cuando r = 2.8, sefial periédica de pe-

riodo N = 2 cuando r = 3.3, periodo N =4 cuando r = 3.5 y cadtica cuando r = 3.9. Por

'También se le conoce como trayectoria u orbita
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otro lado, se pueden utilizar un diagrama de telarafia', el cual es una representacion
para ilustrar el comportamiento de las trayectorias. Este diagrama es de utilidad para
visualizar cuando la trayectoria del mapa logistico converge hacia un punto fijo (equili-
brio o estado estacionario), es N-periddica o presenta caos, esto dependiendo del valor
del pardmetro r del mapa. En donde se gréfica la funcién f(x,) = rx,(1 — x,) del ma-
pa, las coordenadas (x;, x,+1) y la linea recta x, = x,+1 en cuya intercesién con f revela
los puntos de equilibrio del mapa. La figura (2.1b) muestra los diagramas de telarafa
para los casos arriba descritos. De la figura se observa, convergencia hacia un punto de
equilibrio, dos trayectorias periddicas y una caética.

Es obvio que el comportamiento de la trayectoria depende del parametro r, por lo
que resulta ttil determinar en un diagrama el comportamiento de la trayectoria para
un numero considerablemente grande de generaciones n conforme el pardmetro r se
incrementa. Este diagrama de bifurcacion del mapa logistico se muestra en la figura
(2.2), donde se muestra que conforme r se incrementa la periodicidad de la trayectoria
se duplica hasta llegar a un trayectoria cadtica, esto se conoce como ruta de duplicacion

de periodos hacia el caos?.

09

0.8

0.7 -

0.6~

05

Atractor

04

0.3 -

02

0.1

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacién del mapa logistico.

Por otro lado, el caos esta relacionado con la sensibilidad a las condiciones inicia-

1Cobwebs
2period-doubling route to chaos
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les para enfatizar esta caracteristica se analizard las trayectorias del mapa logistico para
varias condiciones iniciales ligeramente desviadas de una condicion inicial xy para di-
versos valores de r dados por r = 2.8,3.14, 3.5 y 3.8. Las trayectorias correspondientes se
muestran en la figura (2.3).

En particular, las trayectorias cuando r = 3.14 se muestran en la figura (2.3b), en
donde se observan que estas trayectorias divergen para condiciones ligeramente dife-
rentes y son impredecibles. A causa de esta divergencia que se dice que un principio
fundamental del caos es la sensibilidad a las condiciones iniciales.

En un sistema cadtico, la distancia entre dos trayectorias en el espacio fase a me-
nudo se incrementa exponencialmente en el tiempo. Si dj es la distancia inicial entre
dos condiciones iniciales, sea d(t) es la distancia después de algiin tiempo t dada por
d(t) = doe’”, donde A es llamado exponente de Lyapunov. Si A es positivo, las trayec-
torias divergen caso contrario convergen. Es decir, si A > 0 el sistema es cadtico. Una

definiciéon serd dada en las siguientes secciones.

0.8

—a—uz7 =03

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
n n

(b) r=3.14

(c)r=35 (dr=3.8

Figura 2.3: Sensibilidad a las condiciones iniciales.
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2.2.2. Anadlisis experimental del mapa logistico

Aunque el mapa logistico modela la dindmica de una poblacién de organismos vivos,
es posible implementar un circuito electronico que emule el comportamiento discreto
del mapa (L'Her et al. 2016). Para ello se hard uso de dos circuitos integrados el multipli-

cador analégico AD633AN y el muestreador-retenedor LF398.

La ecuacion que gobierna la etapa de multiplicacion del AD633AN es proporcionada

en la hoja de datos del fabricante y esta dada por:

W= (XI_XZ)(Yl—Yg) (R1+R2)+S

10V R1
1kQ < R1,R2 <100k

(2.2)

Considerando la configuracion del circuito de la figura (2.4), la ecuacion del multipli-
cador AD633AN dada en (2.2) y la ecuacion logistica (2.1), podemos escribir la siguiente

ecuacion:

R,,m) Vin(D(10 = Vi (D)) (2.3)

Vour =11+
out ( R 10

Donde R1 = R es una resistencia de valor fijo de 1k() y R2 = R,,, es un potenci6-
metro de 0-3k(). Note que R, y R conforman un divisor de voltaje cuya salida esta
conectada en la terminal Z del AD633AN. Mientras que V;;, es un voltaje de entrada

conectado entre las terminales Y1y X2. Mientras que Y4=0y X1 =10V.

+15V

x +0{1] x1 +Vs

8 @
IN(U:I‘ o[z x2 wh .
7 ADG633JN R1
¢ +o{a]v1 z[s
R2
'NPQT— o{4]v2 Vg [5
s
Vo.1uF

-15V

Figura 2.4: El multiplicado anal6gico AD633AN implementa la ecuacion logistica. Ima-
gen tomada de la hoja de datos
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Figura 2.5: Circuito para discretizar la ecuacion logistica (2.3), el buffer es un LF398.

La ecuacion (2.3) puede ser reducida a la ecuacion logistica (2.1) considerando el

siguiente cambio de variables:

Vi
"7 10
X =Vout
n+l = 10
———— 1+ Uar)
R

Por lo tanto, sustituyendo estas relaciones en la ecuacion (2.3) se obtiene una ecua-
cién que relaciona funcionalmente las diferencias x;, y x,+1. Sin embargo, tal relacién
no esta dada en tiempo discreto, para realizar la operacion de discretizacién del tiempo
utiliza un amplificador muestreador-retenedor' dado por el integrado LF398. La figura
(2.5) muestra el diagrama de conexion del muestreador-retenedor.

El diagrama esquemético completo del circuito que muestre las conexiones entre el
ADG633AN y LF398 se muestra en la figura (2.6), donde se ha afiadido elementos corres-
pondientes a: seguidores de voltaje implementados con los amplificadores operaciona-
les AD823 y un potenciémetro digital implementado con el MPC4131. El MPC4131 es
controlado usando el protocolo I2C, las instrucciones para proporcionar el valor del po-
tenciometro es establecido con un Arduino Uno.

Se realizaron tres experimentos en la plataforma experimental del mapa logistico
electronico dado en la figura (2.6), considerando distintos valores del pardmetro r del

mapa, a saber:

'Sample and hold amplifier
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Figura 2.6: Diagrama esquemaético del circuito que implementa el mapa logistico.
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1 Para r = 3.43, la 6rbita tiene dos puntos fijos dados por p; = 0.847, p, = 0.4446,
por lo cual se dice que la 6rbita es 2-periddica.

2 Para r = 3.481a 6rbita tiene cuatro puntos fijos dados por p; = 0.8694, p» = 0.8317,
p3 =0.4872y ps = 0.3951, por lo cual se dice que la 6rbita es 4-periodica.

3 Para r = 3.8 la 6rbita no presenta periodicidad, por lo cual se dice que es cadtica.

Los valores numéricos arriba mostrados se obtuvieron numeéricamente realizando si-

mulaciones del mapa logistico.

Por otro lado, la figura (2.7) muestra los resultados experimentales correspondientes
ala captura de datos con un osciloscopio. En la figura se muestran la 6rbita x,, mientras

que para el diagrama telarana el osciloscopio opera en modo XY con X, y X,41.

Aunque la simulacién numérica y la emulacién experimental son utiles para deter-
minar la naturaleza de las orbitas, es necesario una herramienta matematica que pro-
porcione un criterio para determinar la naturaleza de una 6rbita. Este enfoque nos per-
mite introducir formalmente el concepto de exponente de Lyapunov, dado a continua-

cion.

2.2.3. Exponente de Lyapunov como medida del caos

Se sabe que el mapa logistico estd definido por:

Xn+l = f(xn) =rxp(1-xy)

Se consideran dos trayectorias que parten de condiciones iniciales infinitesimalmente
cercanas Xg y X + 09, donde  es la distancia entre ellas. En el paso n + 1 la distancia de

separacion entre la trayectorias es aproximadamente:

df(x)
dx

Oni1=0p

X=Xp
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(e) Orbita x,, y Xp+1 parar =3.8. (f) Diagrama de telarafa.

Figura 2.7: Orbitas del mapa logistico electrénico y su diagramas de telarafia.
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donde f Y es la derivada de la funcién del mapa logistico, i.e., g(x) r(1-2x). La

distancia 6, entre las trayectorias evoluciona conforme la siguiente relacion:

df(x)
dx

n
5,1%501_[

i=1

X=Xi

Reescribiendo la ecuacién anterior como:

8, ~8peM

Entonces se puede determinar si las trayectorias divergen o convergen exponencial-
mente, segun el valor de A llamado el exponente de Lyapunov; el cual que mide la tasa
promedio de crecimiento o decrecimiento exponencial de la separacion de la trayecto-

rias. Por otro lado, tomando el logaritmo de las expresion anteriores, tenemos:

n
Ind, =Indo+ Zln‘d];;x)

i=1

X=Xi

Iné,, =Indy+ nd

Dividiendo por n y por simple analogia, cuando n — oo, obtenemos la definicién del

exponente de Lyapunov para mapas iterativos:

= lim Zl

n—oon

1 ‘df(x)

X=Xi

En particular, para el mapa logistico, el exponente de Lyapunov A se obtiene conside-

rando que la derivada es dﬁ;’o =r(1-2x), es decir:

1 n
A=1lim — ) 1 1-2x;
"E}on,; n|r(l-2x)|

donde x; es la trayectoria del mapa para un valor de r. La gréfica correspondiente de

A(r) se muestra en la figura (2.8).

De la figura cuando A > 0 la trayectoria del mapa logistico es caodtica,es decir, no pre-

senta periodicidad o patrén alguno, y la respuesta del mapa es sensible a las condiciones
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iniciales.

1.5

Figura 2.8: Exponente de Lyapunov A del mapa logistico versus el parametro r.

En la siguiente seccion se introduce un tipo de sistema dindmico en tiempo continuo

que presenta un régimen caotico.

2.3. Osciladores caoticos

Un oscilador caético es modelado matemdaticamente con un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales, el cual oscila en el tiempo sin predecibilidad, es de-
cir, sus trayectorias son intrincadas y no tienen un periodo determinado. A su vez, el sis-
tema es sensible a las condiciones iniciales. Estas dos caracteristicas ocurren aunque el
sistema sea determinista. Este hecho fue descubierto por Lorenz en 1963 (Lorenz 1963),
quien mostré co6mo un modelo matemadtico de un sistema meteorolégico simple podia
exhibir un comportamiento caético, dando consigo uno de los primeros descubrimien-
tos en el drea, ahora el modelo de este oscilador el llamado el oscilador de Lorenz.

Desde entonces, varios osciladores caéticos han sido descubiertos y estudiados en

diversos campos de conocimientos como la electrénica, biologia, mecénicay fisica. En-
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tre los que podemos encontrar es: el oscilador de Duffing, el péndulo cadético y el oscila-
dor de Van der Pol por mencionar algunos (Banerjee y Ranjan 2001).

Los osciladores cadticos a menudo exhiben lo que se conoce como atractores extra-
fios. Estos son conjuntos de trayectorias en el espacio fase (phase space) en los cuales la
dindmica del sistema eventualmente se establece. Estos muestran un comportamiento
complejo pero confinado en un espacio.

Usualmente, la dindmica de los osciladores caéticos depende en gran medida de los
valores de sus pardmetros, por lo que al variar estos el oscilador muestra transiciones
o bifurcaciones. Estas transiciones suelen ser descritas por diagramas de bifurcacion,
donde el sistema pasa de un comportamiento periédico a uno cadtico.

En resumen, los osciladores caéticos se pueden caracterizar por su: no linealidad,
sensibilidad a las condiciones iniciales, modelo matematico determinista, atractores ex-

trafos, impredecibilidad y bifurcaciones.

2.3.1. Galeria de osciladores caodticos

En esta seccion se describen los siguientes osciladores cadticos:

= Oscilador de Lorenz descrito en la figura (2.9)
= Oscilador de Rossler descrito en la figura (2.10)
= Oscilador de Chen descrito en la figura (2.11)

= Oscilador de Lu descrito en la figura (2.12)

Mientras que en la figura (2.13), se han graficado las trayectorias en el tiempo ¢ y las

proyecciones del atractor en los planos xy, xzy zy.

2.3.2. Implementacion electrénica de osciladores cadticos

Para la implementacién electréonica de osciladores caéticos es practica comun utili-
zar amplificadores operacionales' (Buscarino 2017). Dentro de los cuales encontramos
op-amps sumadores, amplificadores inversores para operar restas y op-amps integra-

dores. Sin embargo, en este trabajo se utilizard el sumador-restador algebraico descrito

! Abreviado como op-amps
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Descubierto por Edward Lorenz mien-
tras desarrollaba un modelo de convec-
cién atmosférica simplificado usando
un conjunto de ecuaciones diferencia-
les. Al realizar una simulacién del mo-
delo, Lorenz se percaté que pequeiias
variaciones en las condiciones iniciales
podian llevar a resultados muy diferen-
tes, descubriendo asi el caos determi-
nista.

xX=0(y—x)
y=x(p—-2)—-y (2.4)
z=xy-Pz

dondeo =10p =28, f=38~267

Figura 2.9: Atractor de Lorenz.

La ecuacion de Rossler. Propuesta por
el matemaético alemdn Otto Rossler en
1976. Rossler estudio el caos y la diné-
mica no lineal, y su trabajo se centr6
en entender como sistemas aparente-
mente simples pueden exhibir compor-
tamientos complejos.

X=-y—-2z
y=x+ay (2.5)
z2=6+xy—cz

dondea =0.2,6=0.2yc=5.7.

Figura 2.10: Atractor de Rossler.
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El sistema de Chen, fue propuesto por
el profesor Guanrong Chen en 1999 co-
mo una variante del sistema de Lorenz,
y exhibe un comportamiento cadtico
pero con diferencias sutiles en la es-
tructura del atractor cadtico.

Xx=a(y—x)
y=(—-a)x—xz+cy (2.6)
z=xy—-06z

dondea =35,6=3yc=28.

Figura 2.11: Atractor de Chen.

El oscilador cadtico de Lu se origina
del trabajo de Ching-Yao Lu, un inves-
tigador en dindmicas no lineales, quien
introdujo este sistema en 1999. El sis-
tema Lu se desarroll6 como parte de
una exploracién més amplia del com-
portamiento cadtico en sistemas auto-
nomos tridimensionales de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

x=a(y—x)
y=—xz+cy (2.7)
z=xy-6=z

dondea =36,6=3yc=20.

Figura 2.12: Atractor de Lu.
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Figura 2.13: Trayectorias y atractores de osciladores cadticos.
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en (Sheingold 1975) y el cual es poco conocido en libros de texto, esta configuracion
de op-amp tiene la ventaja de reducir en cierta medida en numero de op-amps utiliza-

dos en las operaciones algebraicas, la configuracion del op-amp sumador-restador esta

dado en la figura (2.14).

RPl
€p, o *
RPz
ep o AN Ro
+
Rp] ‘ b o UO
o NAN— -
L
Rnl B Rf
enl O

Ry

%
AN

Figura 2.14: Op-amp sumador-restador algebraico, ver (Sheingold 1975).

En el circuito sumador-restador de la figura (2.14) se tiene que ey, ep, -+ ep, repre-

sentan j-esimos los voltajes a sumar, y ey, ey, - -- €,, son i-esimos voltajes a restar, de

modo que el voltaje de salida v, esta dado por:

Vo = ai€p, + dgep, +- -+ ajep — (b1en, + bzen, +---+ biey,) (2.8)

donde a; € R™ son las ganancias de la terminal no-inversoray b; € R las ganancias
de la terminal inversora de las operaciones aritméticas involucradas.

Es decir:

= ep,,ep, - €p; son los voltajes que se suman y entran en terminal no inversora del

op-amp a través de las resistencias Ry, Rp,,...

= ey, ey, ey son los voltajes que se restan y entran en la terminal inversora del

op-amp a través de las resistencias Ry, Ry,, ...
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a, ap, as, ... son las ganancias de los voltajes sumados

by, by, bs, ... son las ganancias de las voltajes restados

Las resistencias R, y R; dependeran de los célculos

La resistencia Ry es de retroalimentacion

Los valores de las resistencias son encontradas de acuerdo a las siguientes reglas

(Sheingold 1975):

1. Se debe elegir una resistencia de carga equivalente R),. Esta corresponde a la re-

sistencia medida en los terminales de entrada del amplificador operacional.
2. Lasuma de los coeficientes positivos a; se denota como Za.
3. Lasuma de los coeficientes negativos b;mds uno se denota como Zb + 1.
4. Criterios de seleccion de resistencias:

s SiXa>ZXb+1,sedebeincluir Ry
m SiXa<Xb+1,sedebe incluir Rp

» SiXa=2Zb+1,noserequieren ni Ry ni Rp

5. Laresistencia de realimentacion Ry equivale al valor mayor entre (Xa, Zb+1) mul-
tiplicado por R,.
Ry =Rpymax(Za,Zb+1)

6. Laresistencia Ry 0 Rop se calcula como Ry dividido entre el valor absoluto de rela-

cion Zh+1-2a):
R
R=—_ I
IZb+1-2a|

7. Las resistencias de entrada Ry, y Ry, se determinan mediante:

Ry Ry
Rl’j :a_j Yy Ry :b_i
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Por otro lado, para la operacién analdgica de integracion se usard el op-amp integra-
dor inversor mostrado en la figura (2.15a). Donde la salida de voltaje V,,; esta dada por
la siguiente relacion:

1

Vo==c | Vindt 2.9)

Vee

%.WF Vee

AD633AN

X1 vs+ |

F X avst
L - —H
Vjo — - J_i | + Xz
Ve B
ApF I
y R
—
Rf
R C AN
“Vee
= (b) Configuracién del AD633N para obte-
(a) Op-amp integrator (Sheingold 1975) ner términos cruzados de las ecuaciones.

Figura 2.15: Circuitos auxiliarles para implementar osciladores electrénicos caoéticos.

Para implementar las ecuaciones (2.13) con el op-amp sumador-restador de la figura
(2.14) y el op-amp integrador inversor de la figura (2.15a), definiremos una R, igual para
cada una de las ecuaciones, segtn el paso 1 del procedimiento de disefio. También es
importante tomar en cuenta que la operacion de integracion invierte el sentido de la
operacion algebraica correspondiente, por lo que el signo de la operacién algebraica de
suma-resta se debe de escribir con el signo contrario.

Para obtener el valor de la multiplicacion de los términos cruzados de las ecuaciones,
se utilizé el multiplicador anal6gico AD633]JN, cuyo valor de salida del multiplicador

esta dado por:

_ (x1 —x2) ()1 —y2) iz
10

w (2.10)

donde usan las terminales x;, y; y 2 = x» = y» = z = Ov. Debido a que el multiplicador
divide entre 10 el voltaje de salida, se le agregdé un op-amp amplificador no-inversor de

ganancia 10, el diagrama se muestra en la figura (2.15b).
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Aunque en la hoja de datos del fabricante del AD633N no existe la recomendacion
de usar circuitos adicionales en la salida W, en la préctica se necesita un seguidor de

voltaje para tener una alta impedancia de salida, ver figura (2.15b).

2.3.3. Diseiio del oscilador electronico de Rossler

Para ilustrar el procedimiento para implementar un oscilador caético usando el op-
amp sumador-restador, se llevard a cabo el disefio, simulacién e implementacién en una

placa de circuito impreso (PCB)! del oscilador de Rossler dado por las ecuaciones:

X=-y-z
y=x+ay (2.11)

z2=6+xy—cz

El primer paso, es realizar un escalamiento de las variables para no saturar los op-amps,
para ello se define el cambio de variables dado por X = %, Y=5yZ= g, esdecir, x =2X,
y=2Yyz=2Z, porlo tanto:

X=-Y-Z

Y=X+aVY (2.12)

2

6
Z=§+2XY—¢'Z

Con fines précticos el oscilador serad considerado como un sistema forzado, para ello se
definen entradas en cada una de las ecuaciones dindmicas del oscilador escalado (2.12),

es decir:

X=-Y-Z+uy (2.13a)
Y=X+aY+u (2.13b)
.6

Z:5+2XY—L‘Z+ U, (2.13¢)

En cada una de las ecuaciones (2.13) utilizaremos como resistencia de carga el valor

de R, = 6.8k().

ldel inglés Print Circuit Board
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Rez
cZ —\W—
Vcc
Ry RO Rx Z
Y —W—u—q ” XZ—\W—w—
Vcc = Vcc
R Ray -Vce
Z —A\— « Ry v b =]
uz
X—W Uz~
ux Rux -Vce Ray -Vece = R¢
aY—\"W—u
R
L uy Ruy RL
R = i
(a) Ecuacién (2.13a). (b) Ecuacién (2.13b). (c) Ecuacioén (2.13c).

Figura 2.16: Circuitos para implementar las operaciones algebraicas de la ecuaciones
(2.13).

a Ecuacién (2.13a). La ecuacién a implementar es X = —(Y + Z — uy), por tanto las
ganancias, considerando la ecuacién (2.8), son: a; = 1, ap = 1y by = 1 respecti-
vamente. Por lo que se tienen las siguientes relaciones Xa; =2y (1 +Zb;) = 2.
Segun la metodologia de disefo se tiene Xa = (1+ Zb) por lo que las resistencias
Rr y R, no son necesarias. La resistencia de retroalimentacion se calcula como
Ry =R, xmax(Za,(1+2b)) = Ry x 2 = 6.7k} x 2 = 13.4kQ) = 12kQ). Por otro la-
do, las resistencias de entrada R; = /o, y Ry9; = ® /., Se calculan como Ry = R; =
Brh =12kQ), Rx = Ry =/ = 12kQ) y Ry, = Rio1 = ®/h = 12k(). La figura (2.16a)
muestra el op-amp sumador-restador que implementa la operacion algebraica de

la ecuacién (2.13a).

b Ecuacién (2.13b). La ecuacién aimplementares Y = —(X+a YV + uy) dondea =0.2,
por tanto, las ganancias son a; =0, byg; = 1, bygp2 = 0.2y byo3 = 1. Luego entonces,
2a; =0y (1+2b;) =3.2, de donde Za < (1 + Zb), por lo tanto la resistencia R,
es requerida. Para Ry = R, x méx (Za, (1 + 2b)) = 6.7k} x 3.2 = 21.44kQ) = 22kO).
Mientras que R, = ®/i+zp-xa = 214K/, = 6.7k(). Por otro lado, las resistencias de
entrada Rjg; = */n0;, s€ calculan como Ry = Ryg; = /1 = 22kQ), Rx = Rig2 = ¥lo2 =
110kQ) = 100kQ) y Ry, = Ryp3 = v/ = 22k(). La figura (2.16b) muestra el op-amp

sumador-restador que implementa la operacion algebraica de la ecuacion (2.13b).

¢ Ecuacién (2.13c). La ecuacién a implementar es Z = —(cZ — 6% —2XY - ug), don-
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de 6 = 0.2 y ¢ = 5.7. Las ganancias son a; = 5.7, bijo1 = 0.2, bipp =2y byps =1,
entonces, Xa; =5.7y (1+Zb;) = 3.2 de donde Za > (1 + Zb) por lo que R; es nece-
saria. Para Ry = R, xmax (Za, (1+2Xb)) = 6.7k(2 x5.7 = 38.19k() = 39k(), mientras
que Ry = Rrfussp-za = 31905 = 15.276 k() = 15k(). Las resistencias de entrada son
Ry = Ry =357 = 6.8421k() = 6.8k(), Rxz = Rig1 = #12 = 190k() =~ 200k(),
Ry = Rygz = %190, = 19kQ) = 20kQ) y Ry, = Ryo3 = %19/ = 39k(). La figura (2.16b)
muestra el op-amp sumador-restador que implementa la operacion algebraica de

la ecuacién (2.13b).

Para contar con una plataforma para la experimentacion de osciladores caéticos,
se ha realizado el disefio e implementacién de una placa de circuito impreso, esta fue
realizada con el software Altium Designer V24.8.2. En la figura (2.17) se muestra el es-

quematico del oscilador electronico de Rossler.

2.3.3.1. Simulacion (emulacion)

La simulacion del oscilador electréonico del esquematico (2.18) es llevada a cabo con
el simulador de circuitos NI Multisim 14.2, se utiliz6 este simulador pues contiene el
modelo SPICE! del AD633N. En la simulacién se utilizara el op-amp tipo FET TL082 y
para el op-amp integrador se ha usado R; = 1kQ y Ry = 9kQ. La tolerancia de las resis-
tencia es 0%, los capacitores de los integradores tienen condiciones iniciales iguales a
Vic = 0.5V. Los resultados de la simulacién se muestran en la figura (2.19), donde se ha
graficado el voltaje de las variables x, y, z en el tiempo, y la proyeccién del atractor en
los planos xy, xzy yz respectivamente. Como se puede deducir el resultado de la simu-
lacion SPICE de la figura (2.19) tienen correspondencia con la simulaciéon numérica del
sistema de Rossler (2.11) dada en la figura (2.13b).

Note que aunque los dos resultados expuestos en figuras (2.19) y (2.13b) son pro-
ducto de una simulaciones numéricas, el enfoque de cada una de las simulacion es con-
ceptualmente diferente. En sentido estricto la simulacién del sistema (2.11) es realizada
usando técnicas de solucién de ecuaciones diferenciales. Mientras que la simulacion del

circuito (2.18) usa SPICE.

ldel inglés Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis
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En particular, se ha utilizado el algoritmo de Runge-Kutta de Dormand-Prince! de
cuarto y quinto orden, en donde el paso de integracién se ajusta de manera adaptativa.
En Matlab el algoritmo se implementa con el comando ode45.

Por otro lado, una simulacién de circuitos usando SPICE se emplea el andlisis nodal
para establecer un sistema de ecuaciones que describe el circuito, aplicando las leyes de
Kirchhoff para cada nodo del circuito, lo que lleva a establecer un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales y no lineales que describen la relacion entre las corrientes y volta-
jes en el circuito. La simulacion SPICE se basa en estos seis ejes: (1) Ecuaciones nodales
modificadas. (2) Método de Newton-Raphson. (3) Métodos de integracién numérica. (4)
Modelado de componentes no lineales. (5) Método de resolucién de matrices esparci-
das. (6) Andlisis de puntos de operacion y convergencia. Por lo que, se puede decir que la
simualcién con SPICE es una emulacion de circuitos. Entendida la emulacién como un
proceso que permite a un sistema imitar el comportamiento de otro, haciendo posible

que el primero funcione como si fuera el segundo.

2.3.3.2. Experimentacion

Las mediciones experimentales se realizaron en un osciloscopio analégico de la dé-
cada de los 70’s, esto para evitar la discretizacion de los osciloscopios digitales moder-
nos. Los resultados experimentales se muestran en la figura (2.20), donde se proyecta el

atractor en los planos xy xz 'y yz respectivamente.

Dormand, J. R., & Prince, P. J. (1980). A family of embedded Runge-Kutta formulae. Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics, 6(1), 19-26.
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(c) Proyeccidn del atractor en el plano
xz.
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xy.
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(d) Proyecci6n del atractor en el plano
yz.

Figura 2.19: Simulacion del oscilador electrénico de Rossler dado en (2.18).
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)mY

A CH1 Oay?
PASO 11

#*RECALL 0001

#:RECALL 0091}

#=50.565 &

(a) Plano xy. (b) Plano xz.

A CH1 +DC 0eV?
PRSO 11 #:RECALL 0001}

(c) Plano yz.

Figura 2.20: Proyeccion del atractor del oscilador electronico de Rossler en un oscilos-
copio analdgico.
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[
CAPITULO

EXPONENTES DE LYAPUNOV

“La entropia mide la complejidad de la evolucién dindmica,

proporcionando un puente entre el orden y el caos”

Andrey Kolmogorov

ONSIDERANDO UN SISTEMA DINAMICO, a groso modo, los exponentes de Lyapunov
miden la tasa exponencial promedio de divergencia o convergencia de las trayec-

torias que inician su movimiento con condiciones iniciales cercanas, ver figura (3.1).

! al

22

q

Figura 3.1: Representacion de dos trayectorias de un sistema dindmico evolucionando
en el tiempo a partir de condiciones iniciales cercanas en el espacio-fase.

De la figura (3.1), la distancia entre las trayectorias como funcién del tiempo esta

dada por:

43
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1. dt
d(t) = dpe* — 1 = —log (0

; d_o (3.1)

Distinguimos tres casos

1. Si A >0, entonces las trayectorias divergen.
2. Si A <0, entonces las trayectorias convergen.

3. Si A =0, entonces la distancia entre las trayectorias no cambia.

Considerando el siguiente sistema no lineal autébnomao:
x =f(x) (3.2)

tal que la funcién f: E — R” esta definida en el dominio E c R" abierto, fe C'(E), xe R”,
. d .
X= Ex( t) y donde ¢ es el tiempo.

Si x(#) es la solucién de (3.2) que satisface la condicion inicial:
x(0) =xo 3.3)

entonces encontrar x(f) a partir de las ecuaciones (3.2) y (3.3) es conocido como el
Problema del valor inicial, (Perko 2001). La solucién x(¢) existe y es Ginica puesto que
fe CY(E).

Sea ¢(t,x) la solucion al problema del valor inicial definida en el intervalo solucién
denotado como I(xp), donde ¢ : R x R” — R”". Entonces, para ¢ € I(Xp) el conjunto de
mapas ¢ definido por

@ (Xp) = (£,Xo) (3.4)

es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (3.2).

La expresion ¢, es un mapa definido como ¢, : R” — R" con el tiempo ¢ parametri-
zado. Por otro lado, x(f) = ¢;(Xy) denota el estado del sistema en el tiempo ¢ iniciado en
X.

Si se mantiene X fijo con I = I(xy) entonces el mapa ¢(-,Xg) : I — E define una tra-

yectoria de (3.2). Por otro lado, si Xy € K varia a lo largo cualquier subconjunto K c E,
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entonces ¢; : K — R" puede verse como el movimiento de los puntos dentro de K, ver

(Perko 2001).

Figura 3.2: Representacion de una trayectoria ¢(-,Xq) y del flujo ¢, (xp) del sistema (3.2).

En general, el flujo ¢(f,x) del sistema (3.2) esta funciéon de ambas variables ¢ y x.
Donde sabemos que ¢ es diferenciable en ¢, puesto que el flujo es solucién de la ecua-
cién diferencial que pasa por la condicién inicial xg, es decir, la derivada en el tiempo
&(p(t,xo) existe. Por el teorema de la continuidad de las condiciones iniciales de la teo-
ria de existencia y unicidad de sistemas dindmicos, se sabe que ¢ es continua en x, Perko
(2001). No obstante, en necesario garantizar la existencia de la derivada con respecto a
X, es decir, %(p(t,xo) = Dx(cp(t,xo)) conocida como la derivada en el espacio. Usando el

teorema de condicion de suavidad de los flujos dado en Hirsch et al. (2004) es posible

: . 0 . .
mostrar que que tanto la derivada en el tiempo &(p(t,xo) como la derivada en el espacio

a—cp(t,xo) existen y son continuas.
X

La derivada espacial Dx(¢(t,Xo)) es el Jacobiano de la funcién x — ¢ (x). Sin embar-
go, para calcularlo no hay una férmula explicita para tal matriz, puesto que es necesario
conocer la solucién que pasa por X asi como las soluciones que pasan por todas las con-
diciones iniciales cercanas, Hirsch et al. (2004). Para sortear esta dificultad se introduce

la llamada ecuacion variacional.

Sea ¢(x*) una trayectoria particular del flujo ¢;, esta trayectoria es llamada fidu-
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cial'. La trayectoria fiducial sirve para medir las desviaciones de puntos infinitesimal-
mente separados. Para estudiar las trayectorias cerca de ¢(x*) se linealizard el campo
vectorial f alrededor de esta trayectoria. Recordando que en general el método de li-
nealizacion nos ayuda a determinar la estabilidad de una trayectoria encontrando los
eigenvalores de algtn tipo de matriz especial. Por ejemplo, cuando la trayectoria es un
punto de equilibrio x,4, la matriz Jacobiana es calculada, la cual nos auxilia para deter-
minar la naturaleza X, siy solo si x4 es hiperbdlico; por otro lado, si la trayectoria es
T-periédica x(t + T) = x(¢) la matriz de monodromia calculada por el teorema de Flo-
quet nos auxilia en determinar la naturaleza de tal trayectoria R. W. Brockett (1970). No
obstante, para una trayectoria aperiédica propias de sistemas cadticos evaluar alguna

matriz no funcionara Meiss (2017).

Para cada punto x € M c R", se considera Ty M que denota la coleccién de vectores
‘infinitesimales’ adjuntos a x, es decir, vectores tangentes a x y T, M es el espacio tan-
gente. Hacer uso del espacio tangente permite un caracterizacion fiel de los atractores,

Hao (1991).

QX" +evp)

Figura 3.3: Representacion de la divergencia de dos trayectorias que inician a partir de
condiciones iniciales cercanas.

Suponiendo que ¢ (x* + €vp) inicia cerca del punto fiducial x*, donde vy € T, M, ver

figure (3.3). Puesto que ¢; € C 1(E), entonces se puede expandir ¢;(x* + €vy) en serie de

ldel latin fiduciales que en este contexto significa estandar para comparacién
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Taylor alrededor de € y despreciando los términos de orden superior:
(X" +evo) = @, (x") + €Dy (X" Vo (3.5)
entonces la desviacién inicial del vector vg evoluciona de acuerdo a
V= Dy (X" (3.6)

Por lo tanto, se llega a la definicion de exponente de Lyapunov:

11 ” Dx(x* )V”

Ax,v) = tlgg) . og v (3.7)

Larelacion (3.7) esta dada por el hecho que la separacion exponencial de las trayectorias

1
esta dada por ||v]| = exp | vo|l entonces A = n log ™ /w1

El exponente de Lyapunov depende generalmente de las condiciones iniciales de la
trayectoria fiducial. Sin embargo, cualquier vector de condiciones iniciales puede ser
usado debido a que todos los vectores tendrdn algiin componente a lo largo de la di-
reccion del exponente de Lyapunov mds grande. Este hecho esta basado en el Teorema
Ergédico Multiplicativo de Oseledets' el cual garantiza la existencia del limite y justifica
el uso de condiciones iniciales arbitrarias para calcular el exponente. En la definicién
(3.7), el limite (lim) puede ser reemplazado por limite superior (limsup) para garantizar

la existencia del exponente del Lyapunov.

Noétese que Dxp,(x*) es la derivada en el espacio del flujo, es decir, para conocer la

0p(t,x*)
)

la cual no se conoce, para sortear este problema se introduce la ecuacién variacional

desviacion v se necesita la derivada parcial del flujo con respecto a x, es decir,

cuya solucién es v.

Para ello se sustituye la aproximacion ¢ (x* + evy) = ¢;(x*) + ev en la ecuacion (3.2)

y se expande f en series de Taylor alrededor de € despreciando términos de orden supe-

10seledets, V. 1. (1968). A multiplicative ergodic theorem. Lyapunov characteristic numbers for dyna-
mical systems. Transactions of the Moscow Mathematical Society, 19, 197-231.
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rior:
d * *
E((pt(x ) +ev) =f(px") +v)

d . dv . «
a(%(x ))HE ~ (¢, (x*)) + Dy, (x*) )V

(3.8)

donde Dfx((pt(x*)) es una matriz Jacobiana. Puesto que ¢;(x*) es la solucién de (3.2), el

término izquierdo de cada lado de relaciéon anterior se cancela, por tanto:

dv .

Se define A(#) = Df(¢,(x*)) donde la dependencia del tiempo esta dada por la trayectoria
fiducial, entonces se tiene
dv

O =A(H)v (3.10)

lo cual define una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes variantes en el tiempo.
La ecuacion anterior es llamada ecuacion variacional dado que su solucion v mide las
pequeiias variaciones con respecto a la trayectoria fiducial.

Para la ecuacion variacional (3.10) sean ¢ (£, ty), P2 (£, o) ... (£, ) un conjunto de
soluciones de (3.10) asociadas con las condiciones iniciales ¢ (fy, o) = e} = [1 0,,,0],
P2 (o, o) =€x = [0 1,_,0] y on(ty, to) =€, = [0 0_,,1]. Tal que, la matriz n x n definida

como

(1, 1) = [(,bl(to, to) (Pz(l‘o,l‘o)---(l)n(l‘oﬁo)] (3.11)

tal que (1, tp) = I donde I es la matriz identidad. La matriz ®(t, ty) es llamada la matriz
de transicion de estados.
La matriz de transicién de estados (¢, ) tiene las siguientes propiedades, (Furuta

et al. 1988):
(a) gq)(t o) =A(D)D(t, tp)
ot y L) — » L0

(b) v(£) = D(t, t)vo
(c) 3D(¢, 1)

(d) (12, tp) = P(12, 1) D(, o)
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(&) ®(t, 1) =D Lty )V ¢

t r T
(f) @, %) =1+ fA(r)dr + [ [A(11)A(r2)dT1dT2 +...

to to Lo

La propiedad (f) corresponde a la expansion sucesiva de Picard. Por la propiedad (b), la
solucion de (3.10) esta dada por v(t) = ®(t, £p)vp. Por lo tanto. la definicién de exponente

de Lyapunov (3.7) puede ser reducida a:

1 D(t, 1,
A V) = lim L logl 2L Vol (3.12)
t—oo t Ivoll

Para calcular (3.12) es necesario resolver simultaneamente y numéricamente las ecua-

ciones (3.2) y (3.10):
f(x)

X

(3.13)

\

A()v
con condiciones iniciales arbitrarias para x(0) =x¢ y ®(0,0) = L.

Sin embargo, la ecuacion (3.10) requiere ser resuelta numéricamente, (Parker y Chua
1989). Por tanto, se considera un intervalo de tiempo I = [0, #7] de la solucién (3.10) y
sea t € I el tiempo discreto tal que t; = kt;, donde t;, = % con NeNyk=0,1,2,...N,
entonces por la propiedad (d) de la matriz de transicién de estados, se puede expresar
la solucion en el tiempo ¢ = ¢ de la ecuacion variacional (3.10) como v(zf) = ®(zf,0)vg

donde ®(zr,0) esta dada por:
O(t5,0) = D(tr, tIN-1)P(EN-1, IN-2) - P (L2, 1) DP(£1,0) (3.14)

Se ha elegido una discretizacion del tiempo de paso fijo por simplicidad y aplicabilidad

algoritmica.

En resumen, el célculo del exponente de Lyapunov conlleva los siguientes pasos:

1. Linearizacion: Calcular la matriz Jacobiana J(¢) del sistema
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2. Evolucioén paralela: Resolver simultdneamente:

x=f(x) (3.15)

6x = J(x)0x (3.16)

3. Renormalizacion: Periddicamente reescalar 6x
4. Célculo del exponente:

1 Y |16 x| )
A= — E ln(— (3.17)
IN =y 10Xkl

Interpretacion de resultados:
= 1> 0: Sistema cadtico (sensibilidad a condiciones iniciales)
= A =0: Sistema marginalmente estable (e.g., limite ciclico)

= A <O0: Sistema convergente (atractor puntual)
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CAPITULO

SINCRONIZACION

“La sincronizacién es la danza espontdnea que surge cuando sistemas
individuales, siguiendo sus propias reglas simples, se alinean
misteriosamente en un ritmo colectivo. Es un fenémeno ubicuo, desde el
parpadeo sincrénico de luciérnagas hasta los latidos coordinados del

coraz6n humano”

Steven Strogatz, Sync (Capitulo 1)

4.1. Origenesy perspectivas

EL DIBUJO MOSTRADO en la Figura (4.1), a primera vista se puede dar por hecho
D que fue realizado por una nifia o nifio. Pero, por més inaudito que parezca, fue
realizado por el astronomo, fisico, matematico e inventor holandés Christiaan Huygens,
quien fue contempordneo de Newton y un gigante de su tiempo (Huygens 1893). En la
Figura (4.2) se muestra un retrato sobre 6leo de él.

Entre muchos otros logros, aportaciones y descubrimientos, destacan el descubri-
miento Titdn, la luna mds grande de Saturno, el desarrollo la teoria ondulatoria de la
luz, la formulacién de las leyes del movimiento pendular, el estudio matematico de la
cicloide. En esta historia se atafie el hecho de que Huygens inventd y patent6 en 1656 el
reloj de péndulo. Esto lo realiz6 en el siglo XVII, una época durante la cual la expansién
colonial de las grandes potencias europeas y el mercantilismo forjaban el devenir del

Orbe, y grandes cambios y conflictos se avizoraban en el horizonte.

51
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Figura 4.1: Simpatia de dos péndulos segiin Christiaan Huygens, ver (Huygens 1893).

Durante aquella época medir el tiempo era un imperativo, que de llegar a buen cau-
ce, garantizaria una ventaja encomiable sobre las naciones en pugna involucradas. Y se
podria afirmar que el invento de Huygens fue durante tres siglos la mejor manera de

medir el tiempo. Pero esta historia no termina con su invento.

Figura 4.2: Retrato de Christiaan Huygens de (1629-1695). Tomado de Wikipedia.

Medir el tiempo fue un desafio y un logro para el siglo XVII. No obstante, el comercio
maritimo planteé un nuevo paradigma: como medir el tiempo en los grandes barcos
mercantes. Lo anterior considerando estos barcos conformaban flojas maritimas que
surcaban los mares de Oriente a Occidente, y claro a la Nueva Espafia y sus extensos y
codiciados dominios en la América de Coldn.

Este problema recibi6 el nombre del Problema de la Longitud. El problema estriba-
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ba en determinar la Longitud en el mar (la distancia de este a oeste dado un punto de
referencia), este problema fue un asunto medular para la navegacion global de la época,
y la medicién del tiempo en los barcos fue el reto cientifico y técnico y por el cual el Im-
perio Britdnico, mediante la Ley de la Longitud, instauré un premio con una sustanciosa

recompensa monetaria.

oo
b AN ¢

Figura 4.3: Cronémetro marino de John Harrison inventado en 1761, ver (Sobel 1996).

El Problema de la Longitud, no era un asunto trivial, pues el reloj de péndulo no fun-
cionaba adecuadamente en los barcos, pues estos se encontraban sujetos a los embates
de las olas y los vaivenes de los mares. Usando el lenguaje moderno, podemos afirmar
que este problema era un problema de sincronizacion de dos relojes, uno en tierray el
otro colocado en los barcos.

Durante algiin tiempo el problema permanecio sin una solucién concreta y factible.
Hasta que este fue resuelto por el relojero inglés John Harrison con la invencién del cro-
németro marino en 1761, esto después de décadas de disefio y construccién, su invento
se muestra en la figura (4.3). Esta épica aventura de descubrimiento estd narrada de ma-
nera extraordinaria en el libro Longitud: La verdadera historia de un genio solitario que
resolvio el mayor problema cientifico de su tiempo de Dava Sobel (Sobel 1996).

Durante el tiempo que el problema no era resuelto, varias aproximaciones a la solu-
cién fueron propuestas. Huygens por su parte investigo6 el problema desde una aproxi-
macion empirica, su caracter era mas de un emprendedor que un cientifico en forma.

Huygens colg6 dos de sus relojes de péndulo a una tabla de madera sostenida por un



54 CAPITULO 4. SINCRONIZACION

par de sillas, como muestra el intrigante dibujo de la nuestra Figura (4.1). Hecho esto,
Huygens observo un fenémeno sin parangén: los péndulos siempre oscilaran sincréni-
camente en direcciones opuestas con respecto de si mismos sin importar la posicion
de donde inicien su movimiento pendular. Huygens perplejo anunci6 sus hallazgos en-
viando una carta a la ‘Royal Society of London’ relatando en ella este fenémeno y nom-
brandolo como “sympathy of two pendulum” o la “simpatia de dos péndulos”.

Huygens sospechaba que los péndulos ejercen algin tipo de fuerza mutua a través
de la tabla de madera a la que estaban sostenidos. Sin embargo, él no pudo més hipote-
tizar sobre las causas de este fendmeno, pues las herramientas matematicas del Calculo
estaban en ciernes y aun no serian publicadas por Newton y Leibniz sino veinte afios
después en la década de 1680.

Sin duda, Huygens fue un personaje simpético, descubri6 el fenémeno de la sin-
cronizacion tendido en su cama mientras convalecia de una enfermedad. Recordemos,
estamos en la década de 1660 y la peste negra ensombrecia mérbidamente a gran parte

de Europa.

Figura 4.4: Ejemplo de comportamientos en enjambres de especies. Imdgenes de Adobe
stock

Desafortunadamente, el descubrimiento de Huygens no suscit6 el interés de la co-

munidad cientifica de la época, y poco a poco fue relegado por el Problema de la Lon-
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gitud, pues una guerra comercial y militar por la supremacia maritima se libraba. A este
respecto, ;cuantos fenémenos de simpatia pasaron desapercibidos y perdieron la opor-
tunidad de ser estudiados debidamente de manera curiosa e inquisitiva como nuestro
simpdtico Huygens lo hizo?.

Por ejemplo, en 1680 el explorador aleméan Engelbert Kaempfer durante un viaje a
la mitica Siam, hoy Tailandia, observé el centelleo coordinado de enjambres de luciér-
nagas posadas en los drboles las cuales titilaban con regularidad y exactitud, ver figura
(4.4). Este centelleo sincronizado fue un misterio cientifico por muchas décadas, inclu-
so en el siglo pasado este fen6meno no era del todo entendido. Este desconocimiento
incluso fue producto de articulos de investigacion, por ejemplo, en la revista Science de
1917 un cientifico escribié <que algo asi ocurra entre los insectos es ciertamente contra-
rio a todas las leyes naturales>.

A decir verdad, los fenémenos de simpatia no son hechos aislados, pues existe una
similitud entre el comportamiento de otros agrupamientos de especies animales como

parvadas, colonias, cardimenes y manadas, ver Figura (4.4).

Figura 4.5: Ejemplos de robética de enjambres. Imagenes de Adobe stock

No obstante, aunque incipiente y latente, la idea planteada por Huygens germina-
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ria, pues solo bastaban nuevas formas de analisis para que los fen6menos de simpatia
pudieran ser reconocidos como fenémenos de Sincronizacién. De hecho, podemos afir-
mar que la Sincronizacién es una rama de la matematica.

“Y nadie echa vino nuevo en odres viejos” escribe Lucas 5:36, asi pues, para cap-
tar la relevancia de los fenémenos de ‘simpatia’ se necesit6 de renovados brios. Muchas
décadas después de Huygens, cientificos de diversas latitudes del orbe y disciplinas se
abocaron en estudiar fendmenos tan aparentemente disimiles como los péndulos de
Huygens, las oscilaciones en los sistemas fisiol6gicos, el titilar de las luciérnagas, colo-
nias de abejas y hormigas, las redes de neuronas, oscilaciones en reacciones quimicas

por mencionar algunos casos de estudios.

Entre los cientificos exponentes de estos exhaustivos estudios se encuentra a (Glass
y Mackey 1988; Winfree 2001; Watts 1999; Kuramoto 1984; Strogatz 2003). Dentro de
todos estos estudios, se coloca el trabajo de Steven Strogatz y su libro Sincronizacién:
Coémo el orden emerge del caos en el universo, en primer lugar por ser una fuente in-
igualable de divulgacion e inspiracién sobre el tema.

A la par que se desarrollaban los conceptos de sincronizacién de sistemas que ocu-
rren en la naturaleza, el cientifico ruso Ilya I. Blekhman, publicé su libro seminal (Ilya
Izrailevich Blekhman 1988), donde establece que “la sincronizacién juega un papel fun-
damental en la ciencia y la tecnologia...” y desarroll6 la idea de sincronizar sistemas
hechos por el hombre, entre ellos obviamente se encuentran los robots (Bonabeau et al.
1999). Estas ideas dieron inicio al desarrollo de aplicaciones del campo de la inteligencia
artificial a la robotica (Murphy 2000).

Hoy en dia, este activo campo de investigacion permite la sincronizacién de robots
moviles, robots manipuladores y vehiculos aéreos no tripulados por sus potenciales

aplicaciones entre las que destacan:

Agricultura de precision

Control de calidad

Logistica y almacenamiento

Manufactura y ensamblaje
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= Busqueda y rescate en entornos industriales

= Inspecci6n y mantenimiento

Asi se puede hablar de robots con IA. La diferencia bésica entre un robot con IA y un
robot convencional es la capacidad del robot con Al junto con su software para tomar
decisiones, aprender y adaptarse a su entorno basdndose en los datos de sus sensores.

Para ser un poco mas especificos, se estd dejando atrds el mundo del disefio de ro-
bots pre-programados, es decir, en vez de programar todos los comportamientos po-
sibles del robot, un robot IA aprendera de los ejemplos que se le proporcionan o de la
interaccién con el mundo exterior y utilizard su proceso de aprendizaje para hacer pre-
dicciones sobre el entorno y como alcanzar objetivos, y luego usara esas predicciones
para generar comportamientos y que genial idea es que sigan comportamientos inspi-
rados en la naturaleza de los enjambres para realizar tareas cooperativas.

Arquimedes afirmo6, <dadme una palanca y moveré el mundo>. De igual manera po-
demos afirmar que Huygens descubrié un fenémeno para el cual no tuvo explicacion
alguna en su tiempo, pasarian siglos para que tal extraordinario fenémeno cobrard una
relevancia de tal envergadura; que sin menor a dudas podemos afirmar que la idea de
Huygens mueve al mundo tal cual se vislumbra hoy en dia y proyecta ideas de un futuro

promisorio, alucinante y fascinante.

4.2, Sincronizacién: fenéomeno natural y tecnolégico

La palabra sincronizar se us6 por primera vez en 1624 con el sentido de ocurrir al
mismo tiempo. Viene del griego: el prefijo cUv (juntos) y la palabra ypcdvoc (tiempo).
Mas tarde, en 1806, adquiri6 el significado de hacer que algo sea sincrénico (Boccaletti
etal. 2008).

La sincronizacion es un fenémeno cooperativo fascinante presente en sistemas bio-
l6gicos, quimicos, fisicos y sociales. Su estudio se remonta a observaciones histéricas,
como las de Huygens con los péndulos, y desempefia un papel crucial en la superviven-
cia de especies, el funcionamiento de células cardiacas, neuronas, procesos cognitivos

humanos e incluso en el procesamiento consciente. Por ejemplo, en humanos, los es-
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timulos conscientes generan sincronizacion de oscilaciones gamma en dreas corticales
distribuidas, mientras que los inconscientes solo producen oscilaciones locales. Ade-
mads, fen6menos como el brillo sincronizado de luciérnagas o los aplausos coordinados
en una audiencia demuestran su impacto en la interaccion social. Sin embargo, la sin-
cronizacion también estd asociada a enfermedades neurolégicas como la epilepsia.

En la Ingenieria, conceptos similares son fundamentales en computacion distribui-
da, teoria de control y telecomunicaciones. Por ejemplo, en redes de sensores, los nodos
pueden necesitar calcular funciones comunes, como promedios, mientras que en siste-
mas multi-agente, los agentes coordinan su velocidad y direccién para alcanzar consen-
so. Asi, la sincronizaciéon no solo es esencial en la naturaleza, sino también en aplicacio-
nes tecnoldgicas avanzadas.

Es decir, la sincronizacion se refiere a un estado en el que sistemas, que estdn conec-
tados de cierta forma predefinida, se coordinan, ajustando sus ritmos para funcionar de
manera organizada. Es un fenémeno que surge de la interaccidon entre procesos y estd
relacionado con la auto-organizacion de la materia, como cuando varios elementos se

regulan para trabajar en armonia.

4.2.1. Tipos de acoplamiento

Cuando dos sistemas dindmicos no estan conectados, cada uno funciona de manera
independiente, manteniendo su propia dindmica sin afectar al otro. Matemdticamente,
sus dindmicas se describen por separado, sin términos de interaccion. Esto significa que

sus fases y frecuencias evolucionan sin sincronizacién ni ajuste mutuo.

x=F(x)
(4.1)
y=G(y)
Un sistema dindmico acoplado unidireccionalmente se describe mediante:
x=F(x)
(4.2)

y=G(y) + Kx,y)
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donde K(x,y) es una funcién diferente de ceroenxyy.

Un sistema dindmico acoplado bi-direccionalmente se describe mediante:

Xx=FXx) + K;(y,x)
4.3)

y=G(y) + Kx2(x,y)

donde K;(x,y) son funciones diferente de ceroenxyyconi=1,2.
La funcién de acoplamiento puede adoptar miltiples formas, siendo el acoplamien-
to difusivo el mas comun:

Kx,y)=0(HX) —y), (4.4)

donde 0 < 0 < 1 is la la fuerza de acoplamientoy H es una funcion de respuesta. En
el presente trabajo abordaremos solamente acoplamiento unidireccional tipo difusivo

aplicado a osciladores cadticos.

4.2.2, Sincronizaciéon completa

El concepto de sincronizacion se extendio a los sistemas cadticos a partir de los tra-
bajos pioneros de (Fujisaka y Yamada 1983) quienes demostraron que dos sistemas cao-
ticos idénticos pueden pasar de comportamientos independientes a oscilaciones per-
fectamente sincronizadas al aumentar su acoplamiento.

El tipo més fuerte de sincronizacién en estos sistemas es la sincronizacién completa
(o idéntica), estudiada por (. I. Blekhman 1964). Aqui, sistemas idénticos —que parten
de condiciones iniciales distintas— terminan reproduciendo exactamente sus trayecto-
rias con el tiempo. Esta propiedad, sorprendente en sistemas cadticos (donde pequenas
diferencias iniciales suelen amplificarse), ha permitido aplicaciones como comunica-

cion segura, control del caos y monitoreo de dindmicas complejas.

4.3. Medidas de sincronizacién completa

Para determinar cuando dos sistemas acoplados exhiben sincronizaciéon completa

es necesario contar con un medida para discriminar la efectividad de la técnica de sin-
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cronizacion. Para ello mencionaremos tres técnicas comunes para tal efecto:

Error de sincronizacion

Considerando dos sistemas acoplados unidireccionalmente con acoplamiento difu-

sivo, estos presentan una sincronizacion completa si se satisface la siguiente relacion:
lim |x(£) —y(1)| =0 (4.5)
t—o00

Esta condicién se puede verificar monitoreando a lo largo del tiempo el error de sincro-

nizacion definido como e(f) =x-y.

Correlaciéon cruzada

La sincronizacién completa también puede estimarse utilizando la correlacién cru-
zada entre las variables de estado x(¢) y y(¢), la cual esta dada por la integral de convo-
lucion:

C(1) = /oo x*(Ny(t+7)dt (4.6)

donde * denota el complejo conjugado y T es un desplazamiento temporal entre las dos

senales.

En situaciones practicas en las que s6lo se puede acceder a una variable por siste-
ma, la correlacion cruzada puede calcularse a partir de series de tiempo escalares de las

variables disponibles x(t) e y(t) de los sistemas acoplados, es decir:

Cr) = ([x(0) = x(N[y (£ +7) = (YN @.7)

([x(8) = {y(2))

donde los paréntesis angulares denotan la media en el tiempo. Ambas cantidades son
utiles para estimar la calidad de la sincronizacion. La sincronizacién completa se logra

cuando e(t) — 00 C(r) — 1 para t — oo.
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Exponente de Lyapunov

Un marco de trabajo bastante eficiente, elegante y ampliamente utilizado para eva-
luar la estabilidad de estados sincronizados es la funcién maestra de estabilidad (MSF)!
, introducida por (Huang et al. 2009). La cual se basa en los conceptos del Exponente de
Lyapunov y la ecuacién variacional

La MSF mide la desviacion exponencial en el que una perturbacion infinitesimal, es
decir la MSF proporciona el mayor exponente transversal de Lyapunov de la sincroni-
zacion. Una condicion necesaria para que la sincronizacién ocurra es que la este expo-
nente de Lyapunov sea negativa.

Consideremos el sistema dindmico completo que consiste de osciladores no lineales
descrito por

dx

ar =F(x) (4.8)

donde x es un vector n-dimensional y F(x) es el campo de velocidad. El escenario mas

comun es considerar una red de N osciladores acoplados es

dxi
dat

N

=F(x;)—¢€)_ GjjH(xj) (4.9)
j=1

donde H (x) es una funcién de acoplamiento, € es una pardmetro de acoplamiento y G es

una matriz de acoplamiento determinada por la topologia de conexion. Para el sistema

descrito en la ecuacién (4.9), la ecuacion variacional que gobierna la evolucién en el

tiempo del conjunto de vectores infinitesimales sobre la solucién sincronizada 6 x; (¢) =

X; (t)—s(t) es

d5yl'

N
- =DF(s)*6x;—¢ ) G;jDH(s) *6x; (4.10)

j=1

donde DF (s) y DH (s) son las matrices jacobianas de las correspondiente funcién de
vectores evaluadas en s (1).
La trasformada 6y = Q! * 6x, donde Q es una matriz cuyas columnas son el con-

junto de eigenvectores de G, conduce a la forma de bloque desacoplada diagonalmente

1(MSF siglas en inglés)
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de la ecuacion (4.10)
ddyi
dt

=[DF(s)—eu;DH(s)| 8y; (4.11)

Tenemos que K; = eu; (i =2,...,N) es un conjunto especifico de valores de un para-
metro de acoplamiento normalizado K. Esto nos guia a la forma genérica de todos los
bloques acoplados

doy

e [DF (s)—KDH (s)] *0y (4.12)

El exponente de Lyapunov més grande determinado en la ecuacion (4.12) es la MSF
Y (k).

Si ¥ (k) es negativo, una pequefia perturbacion del estado de sincronizacion dismi-
nuird exponencialmente de modo que la solucién sincronizada sea estable, al menos
cuando los osciladores inicien en su vecindad. La solucion sincronizada es inestable si
K es positivo porque pequenas perturbaciones del estado sincronizado conducird a tra-
yectorias que divergen de estado.

Para la red de osciladores acoplados (ecuacion (4.9)), una condicién necesaria para
la sincronizacién es entonces que todos los pardmetros de acoplamiento normalizados

K;i(i=2,...,N) caen en un intervalo de K, donde K es negativo.
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CAPITULO

SINCRONIZACION MAESTRO-ESCLAVO

N ESTE CAPITULO, se formula el problema de sincronizacién maestro-esclavo de
E osciladores caéticos como un problema de estabilidad de sistemas perturbados
lineales. Se analizan estrategias de control basadas en controladores de salida con ga-
nancia estatica y dindmica de primer orden en la cual la ganancia dindmica es solucién
de cierta ecuacion diferencial de primer orden. Basandose en estas dos leyes se propone
una ley de control que es combinacion de ambas, denotada como controlador estético-

dinamico.

Para determinar cuando la sincronizacion de los osciladores ocurre, en primer lugar
se emplearad el calculo del exponente méximo de Lyapunov; este enfoque es completa-
mente numérico. Para abordar el estudio de la sincronizacién bajo un aspecto analitico,
se utilizara el Teorema de sistemas perturbados lineales; este enfoque se basa en el he-
cho de que los osciladores puedan ser escritos en la Forma de Lure, la cual basicamente
permite que la funcién de un sistema dindmico pueda ser escrito en dos componentes
uno lineal y otro no lineal, la componente no lineal serd denotada como la perturba-
cion del sistema lineal. Este enfoque permite emplear herramientas de andélisis como el

Teorema de estabilidad de Lyapunov.

65
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5.1. Formulaciéon del problema de sincronizacion

Sea 11 un oscilador caético dado por:

Xm= FXm)
(5.1)

Ym= C'Xp

donde x;,, € R” es el vector de estados, y;, € R es la salida, ¢" € R” es un vector columna
que representa la salida, (-)T denota la operacion de transposiciéon de una matriz, el pun-
to denota diferenciacién con respecto al tiempo ¢y F: D — R es una funcién Lipschitz
continua por pedazos definida en el dominio D es que contiene el origen. El sistema 771
es llamado el sistema maestro.

Considerando un oscilador idéntico al maestro pero con una entrada forzada llama-

do el sistema esclavo &'

X,= FX;)+bu
8 (5.2)

Ys= CTXg
donde b € R" es el vector de entrada 'y u € R es el controlador a ser definido.

Las ecuaciones (5.1) y (5.2) definen el sistema (/71&) maestro-esclavo, el cual es un
sistema SISO! no lineal con dindmica caética. También puede ser definido como pro-
blema de regulacion en la salida para sistemas lineales (Pavlov et al. 2006).

En el sistema maestro como esclavo, se asume que ambos son sensibles a las condi-
ciones iniciales y que las trayectorias estdan acotadas.

En general, una funcién F : R” — R” se dice que es Lure cuando F se puede se separar

en una parte lineal y otra no lineal, formalmente damos la siguiente definicion:

Definicion: Forma de Lure

Una funcién F(x) se dice de tipo Lure cuando F(x) = Ax+ g(x, t), donde A € R"**"

y & : R" x R — R" es una funcion no lineal acotada

Por tanto, para el sistema del sistema 7718, se asume que la funcién F se considera

1SISO: Single Input - Single Output o Entrada Unica - Salida Unica
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que obedece a la forma de Lure, formalmente:

Suposicién: Forma de Lure en el sistema /71$

En el sistema 7718, la funcién F obedece a la forma de Lure.

A pesar de esta restriccion sobre F, el nimero de osciladores que pueden ser expre-
sados en la forma de Lure es amplia. Por ejemplo, los osciladores de Rossler, Chua y
Lorenz, por mencionar algunos.

La condicién de funcion acotada de la perturbacion g se satisface de manera directa
debido al hecho que por definicién la funciéon de ambos sistemas F(x) es una funcién
Lipschitz (Khalil 1996).

Es importante no confundir la forma de Lure dada en la definicién anterior con el
problema de Lure, el cual es un problema clasico en teoria de control (Aizerman y Gant-
macher 1964; Lefschetz 1965). Este problema consiste en analizar la estabilidad de una
clase particular de sistemas no lineales compuestos por un sistema lineal interconec-
tado a una no linealidad en en la lazo de retroalimentacion, esta clase de sistemas se
llaman de tipo Lure, (Khalil 1996). La no linealidad obedece a una condicién de acota-
miento conocida como de sector, en la cual dada una no linealidad ¢ : R" — R" se dice
que ¢ estd acotada por el sector [k k»] € R si la desigualdad k; [x]|?> < xT¢p(x) < ko [Ix]|? se
satisface para todo x € R”, donde |-|| denota una norma en R".

La sincronizacién maestro-esclavo de sistemas tipo Lure fue estudiada por Suykens
en (Suykens y Vandewalle 1997; Suykens, Curran et al. 1999), donde la condicién de sec-
tor permite el uso de funciones de Lyapunov tipo Lure-Postnikov para obtener condi-
ciones de estabilidad como LMIs!.

Para ilustrar como un oscilador puede escribirse en la forma de Lure, se considera el
oscilador de Rossler dado por:

X=-y-z
y=x+ay (5.3)

z2=b+xy—-cz

!Linear Matrix Inequalities, es decir, Desigualdades matriciales lineales
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T
donde el vector de estado esta definido como x(#) = [ Xy z] € R3, y los valores de los
pardmetros son a = 0.2, 6 = 0.2 y ¢ = 5.7 respectivamente.

Reescribiendo el oscilador de Rossler en la forma de Lure, se tiene:

X 0 -1 -1||x 0
yl=11 a of|y|+| o (5.4)
z 0 0 ¢ ||z 6+xz
0 -1 -1 0
donde A=[1 a 0|ygxDn= 0
0 0 ¢ 6+xz

La ecuacién anterior corresponde en forma matricial a x = Ax,, + g(x, #).

Por otro lado, para el sistema 7718, los estados disponibles estan dados por las va-
riables de salida (y,, ys). Se define el error de salida como e = y,,, — ys = cTe(t) donde
e(1) =X,, — X, corresponde al error de sincronizacion.

La sincronizacién que se estudia estd dada por la siguiente definicién, (Boccaletti

2007):

Definicién: Sincronizacién completa

Se dice que el sistema 7718 exhibe una sincronizaciéon completa cuando el error

de sincronizacién se va a cero conforme el tiempo se incrementa, i.e., tlim e(r) =0.
—00

Empleando la definicion de error de sincronizacion se puede definir la dindmica del
error como:

é=F(x,,) — F(x;) — bu (5.5)

Un esquema del acoplamiento maestro-esclavo se muestra figura (5.1):

La ecuacion (5.5) permite definir el problema de sincronizacion:

Problema: Problema de sincronizacion

Para el sistema de error (5.5), encontrar el controlador u adecuado tal que e — 0

conforme t — oco.
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Sistema maestro

@L Controlador [—*

i

‘ Sistema esclavo

u(e, t)

Figura 5.1: Sincronizacién Mestro-Esclavo.

Considere que el controlador depende del error de salida e, es decir, u = u(e) =
u(c’e). Entonces, el problema de sincronizacién consiste en encontrar una regla de asig-
nacion adecuada u que relacione el error de salida tal que }erolo e(?) = 0. Para ello, se es-
tudiaran dos tipos de controladores, ver (Suykens, Curran et al. 1997; Buscarino 2017;
Pena Ramirez, Arellano-Delgado et al. 2018; Arena et al. 2020; Pena Ramirez, Garcia et

al. 2020):
1. Controlador de ganancia estética
2. Controlador con ganancia dindmica

Basado en ambos esquemas se introduce un novedoso controlador llamado controlador
estdtico-dindmico para la sincronizacion maestro-esclavo. En las siguientes secciones se

abordara las principales caracteristicas de ambos controladores.
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CAPITULO

ACOPLAMIENTO ESTATICO

Durante sus inicios la sincronizacién de sistemas consider6 usar el llamado control
estatico por retroalimentacion de salida, el cual se conoce como acoplamiento estatico

y esta definido como:

Cs { us= u= ks(Yym—ys) = kscTe (6.1)

donde ks € R es llamada fuerza de acoplamiento. El acoplamiento (6.1) es unilateral, es
decir, solo el sistema esclavo recibe retroalimentacién. En este caso, el acoplamiento
maestro-esclavo se denomina acoplamiento estdtico porque k; es constante en el tiem-
po. Por otro lado, es posible tener en cuenta ganancias dindmicas, es decir, ks = k;(f)
entonces ug = u = k;(t)c'e donde k; : R — R es una ganancia dindmica a definir. En es-
te caso, el acoplamiento maestro-esclavo se denomina acoplamiento dindmico (Arena

etal. 2020).

Aplicando el acoplamiento (6.1) al sistema de error (5.5), se obtiene:
é=F(x,,) - Fx) - ksbc'e. (6.2)

El diagrama a bloques del sistema 771§ aplicando el acoplamiento estético (6.2) se es-
quematiza en la figura (6.1).

En la ecuacidn (6.2), la dupla (b, cT) puede tener varias combinaciones. Sin embargo,
para conveniencia matematica, es costumbre analizar los casos minimos en los cua-
les solo uno de los estados es medido, mientras que la acciéon de control es retroali-

mentada a una de las ecuaciones de estado, ver (Huang et al. 2009). En otras palabras,

71
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U = bk.,cTe

Figura 6.1: Diagrama a bloques del sistema 771§ acoplado con el controlador Cs.

b=ejyc’= e} donde {ey,...,e;} denota los vectores de la base canénica de R”, i.e.,
e=10 0 ... 1 ... 0 T. Por brevedad, la dupla (b, c") se escribe como b; — c;. Por
ejemplo, la combinacién b; — ¢, en R significa by = [1 0 0] ' ye, = [0 1 0] respec-
tivamente.

Bajo la consideracion anterior, el problema de control de la ecuacion (6.2) es deter-
minar los valores de k; tales que el error converja a cero para una dupla dada b; — c;.

Por un lado, entre las estrategias de control para definir u es considerar el proble-
ma de control estatico por retroalimentacién de salida'. Sin embargo, este problema es
considerado como un problema abierto en la Teoria de Control, ver (Syrmos et al. 1997;
H. Narayanan y Hariharan Narayanan 2019). En el presente trabajo, no se aborda este
enfoque. No obstante, se utiliza el enfoque de la funcién maestra de estabilidad descrito
en capitulos anteriores, el cual nos permite determinar los valores de ks para los cuales
el exponente transversal mas grande de Lyapunov satisface A, ,, < 0. Para calcular A},
resolvemos numéricamente la ecuacion variacional de la dindmica del error (6.2) la cual
es obtenida como sigue.

Considerando e + 6e, donde de es la variacion del error e, entonces, de la relacion
e = X,; — X; se obtiene x,;, = X; + e + de. Sustituyendo en la ecuacién (6.2) se obtiene
é+oe=F(x;+e+de)—F(x;)—ksbcT(e+0de), expandiendo el término F (x;+e+Jde) en series
de Taylor y despreciando los términos de orden superior se obtiene F(x,,) + DF (x;;)0e
donde DF(-) denota la matriz Jacobiana de la funcion F yx,, = X; + e. Entonces, € + 6& =

Fx;,;) + DF(x,;)0e— F(Xs) — ks;bcT(e+de) usando la ecuacién (6.2) 1la relacion anterior se

IStatic output feedback
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reduce a:

ds
d—te = (DF(xn) — ksbcT)Se (6.3)

oe
donde 6é = a5 La ecuacion (6.3) se emplea para calcular los exponentes de Lyapu-

nov A. El exponente transversal mas grande de Lyapunov 1}, ,, se define como A},,, =

In|de(t)| —In|de(0
max(A) donde el exponente de Lyapunov A se define como A = tlim nloe()| " nloe(0)| .

Para ilustrar como el acoplamiento estatico logra la sincronizacién maestro-esclavo,

se considera el caso del oscilador de Rossler, el cual reescrito en la forma de Lure esta

dado por:
X -y-z 0 -1 -1|(x 0
y|=| x+ay [=]1 a O0]||y|+]| O (6.4)
z b+z(x—r¢) 0 0 —c||= b+xz

.
dondex(t):[x y z] eR3 a=02b=02andc=5.7.

T T T
Considerando e(?) = |e, e, ez] ,xm(t):[xm Vm Zm] yxs(t):[xs Vs Zs]’

el sistema de error para el oscilador de Rossler esta dado por:

éx 0 _1 _]. ex 0
éy| =111 a 0 |—ksbc"||e,|+ 0 (6.5)
é, 0 0 - e, e Xm—ex(e;—zm)

donde el término de perturbacion se obtiene utilizando x; = x,,, —e. Observe que la per-
turbacién depende tanto del error de sincronizacion como del estado del sistema maes-

tro.

Por otro lado, la ecuacion variacional (6.3) para el oscilador de Rossler se reduce a:

0 -1 -1
a 0 —ksbc' | e (6.6)

zm() 0 xp(f)—c

Notese que en la ec. (6.6) la matriz Jacobiana DF(x,,) depende del estado maestro.

En general, el enfoque de la funcién maestra de estabilidad requiere resolver la ecua-
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cion variacional y el oscilador maestro simultdneamente. Normalmente, la integracion
numérica se realiza utilizando métodos de tamafio de paso fijo para un tiempo de in-
tegracion final relativamente largo para permitir que el sistema alcance el atractor. Sin
embargo, la solucion divergira rapidamente si el sistema tiene un exponente de Lyapu-
nov positivo, entonces, se requiere normalizar periédicamente la solucién en cada paso
del tiempo de integracion utilizando el proceso de Gram-Schmidt, ver (Vallejo y Sanjuan
2017) para més detalles.

Para calcular los exponentes de Lyapunov se utiliza el método Runge-Kutta de cuarto
orden, para el cual el error de truncamiento local es O (h°) mientras que el error global
es O(h*) donde  es el tamafio del paso. Ademds, el método es convergente, es decir, la
solucién numérica se aproxima a la solucién exacta a medida que el tamafio del paso h
disminuye, pero esto aumenta el coste computacional dado por N(4C¢+12n) donde C¢
es el coste de la evaluacion de la funciéon f y de la dimension del n del sistema, y N es el
numero total de pasos. Cuando N es alto, el coste es aproximadamente proporcional a
O(Nn). Para el método de Gram-Schmidst, la complejidad asintética es O(nm?) donde

n es la dimension de los vectores y m es el nimero de vectores a ortogonalizar.

Para calcular 1},,,, se resuelve numéricamente (6.6) usando el método de Runge-
Kutta de cuarto orden con un tamafo de paso de At = 1 x 1073, un tiempo final de
integracion de ff = 1 x 10* y las condiciones iniciales son aleatorias pero satisfacen
l6e(0)|l <1y lx,0)] < 1; para més detalles sobre la aplicaciéon, véase (Vallejo y San-
juan 2017). Se calcula el exponente A},,.(ks) para cada ks perteneciente al intervalo
Insr = 10, Ky, el cual se dividié en N = 500 puntos equidistantes con una distancia de
Aks=*/vy el valor K para cada caso de b; — c; es preestablecido.

La Fig. (6.2a) muestra para cada caso de b; — c;j las gréficas de A;,,,(k,), donde el
color verde indica los valores de ks tales que A},,, < 0. Esta figura muestra que la sin-
cronizacién MS se logr6 para tres casos: by — ¢; con ks € (0.192,4.614), by — c3 con
ks >54.36y b, — ¢, con ks> 0.157.

Aunque el enfoque MSF proporciona las condiciones de sincronizacién, su aplica-
ciéon requiere mucho tiempo de cdlculo. No obstante, la estabilidad de la solucién trivial

de la ecuacion (6.2) puede analizarse el teorema de sistemas lineales perturbados (SLP)
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(b) Gréficas del lugar geométrico de las raices.

Figura 6.2: Condiciones de estabilidad para la sincronizacién MS del oscilador de Ross-
ler utilizando acoplamiento estatico.
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como sigue.

De la ecuacion de la dindmica del error (6.2), si se expresa la funcién F en la forma
de Lure se obtiene €& = Ax,, — AX; — k;bcTe + g(x,,) — g(X). Pero el error estd dado por
e=X,;, —X;, €= (A-ksbc")e+ g(x,,) — g(x;). Donde el término g(x;) puede ser reescrito
g(x;) = g(x,, —e) puesto X; = X, —e. Entonces, la expresion g(x,,) — g(x,, —e) puede ser
definida como g (e, x;) £ g(x,) — gx;, —e) de tal manera que la dindmica del erro es
reducida a:

e=Ase+ g(e,x,), (6.7)

donde A; = A— kgbcT.

A partir del Teorema SLP, el origen de la ecuacién (6.7) asintéticamente estable si
As es una matriz Hurwitz y § es una perturbacion desvanescente, es decir, g satisface
1
tanto g(0,X,,) = 0 como || (e, x| < yllel donde y < ———— con P como solucion de
2/117’161)6 (P)
la ecuacion de Lyapunov de Ag. Observe que el valor A4, (P) corresponde a la abscisa
espectral de P = PT; es decir, A;qx(P) = 0(P) = méx{ReA| A € p(P)}, donde p(P) es el

espectro de la matriz P.

Es importante notar que la perturbacién g no es autbnoma porque depende del es-
tado del oscilador maestro, es decir, g(e, ), como se discute en (Arena et al. 2020; Pena
Ramirez, Garcia et al. 2020). No obstante, se prefiere emplear la notacién g(e,x,,) por-
que la dependencia del estado del oscilador maestro juega un papel importante en la

estabilidad como se ver4 a continuacion.

El teorema SLP impone un cota y ala perturbacién g determinada por el sistema li-
neal nominal. Sin embargo, la perturbacion tiene un limite inherente porque la funcién
F es Lipchitz, la cual no es trivial de calcular. De hecho, las técnicas de anélisis lineal no
pueden utilizarse directamente para verificar que g es una perturbacién desvanescente.
No obstante, el teorema SLP ofrece un enfoque alternativo e interesante para determi-
nar las condiciones de sincronizacion, ya que permite la aplicacién de varias técnicas de
andlisis lineales, como el método del lugar geométrico raiz, el criterio de Routh-Hurwitz
y el método de D-particion (Parks y Hahn 1993). Sin embargo, las condiciones de esta-

bilidad obtenidas pueden ser conservadoras porque la perturbacién puede no ser des-
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vaneciente, como se muestra a continuacion.

En la ecuacion (6.7), se dice que la matriz As es Hurwitz si su polinomio caracteristi-
€O p4,(s) es estructuralmente Hurwitz, es decir, si existe un subdominio del espacio de

pardmetros para el que p 4, is Hurwitz, ver (Lehnigk 1966).

El polinomio caracteristico p 4, de la matriz A del sistema lineal nominal de la ecua-
cion (6.7) esta dado por p (s) = det(A —sl— ksbic]T.)el cual usando el complemento de
Schur se reduce a:

pa,(s) =det(A-sI) - ksc]T. adj(A-sDb;, (6.8)

donde adj(-) denota la matriz adjunta. Nétese que, utilizando el método de Faddeev-
Leverrier, se puede demostrar que el orden del segundo término en p 4 (s) es menor que

n.

Para el polinomio caracteristico p 4, resultante (6.8) del sistema de Rossler, se aplica
el método del lugar de la raiz para obtener en la Fig.(6.2b) las correspondientes graficas
del lugar geométrico raices para todos los casos de b; — cj, donde las ramas estén colo-
readas segun los valores numéricos de kg, mientras que las cruces (x) y los circulos (o)
representan los polosy ceros del sistema de lazo cerrado. De la figura (6.2) se deduce que
la matriz A es estructuralmente Hurwitz sélo para dos casos: by — ¢; con ks — (0,2.5) y

by — ¢, con ks> 0.2.

Las condiciones de estabilidad determinadas anteriormente no garantizan que el
origen de la ecuacion (6.7) sea asint6ticamente estable, porque la perturbacién puede
no desvanecerse para algunos valores de k. Esto puede verificarse comparando las con-
diciones de estabilidad proporcionadas por los enfoques MSF y SLP en las figuras (6.2),
en las que se observa una discrepancia entre los intervalos de k. Por ejemplo, en el caso
de b; — c1, el intervalo de estabilidad correspondiente, calculado utilizando el enfoque
MSF es k € Inisp = (0,192,4,614), véase la figura 6.2a, mientras que para el enfoque SLP

el intervalo obtenido es k; € Is;p = (0,2,5), véase la figura 6.2b.

Esta discrepancia se produce porque la perturbacién no se desvanece para ciertos
valores de k;. Esto se debe principalmente a que la perturbacién g depende de los esta-

dos del oscilador maestro. Para entender cémo esto afecta a la estabilidad, se debe in-
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vestigar como la desigualdad || gle,x) || —7llell <0 se comporta en el tiempo calculando
la solucién numérica de la ecuacion (6.2) para dos casos particulares pero ilustrativos.
Considerando el caso de by — c; para los valores de k; tales que ks =2.0 € In;sp N Isipy
ks = 4.8 ¢ Ipssr donde Y|k3:2.0 =0.1633y 7|k3=4.8 = 0.0073155 con y aproximada como
. La figura (6.3) muestra para ambos valores de k; los graficos correspon-

Y=o
Z/lmax (P)
dientes del error e, la desigualdad, el controlador u y los estados del oscilador maestro.

De la figura (6.3), se deduce que para k; = 2.0 la desigualdad se cumple en todo el
intervalo de tiempo de la solucién. Sin embargo, para ks = 4.8, la desigualdad se vio-
la en varios instantes de tiempo; por lo tanto, el término g no se comporta como una
perturbacion desvanescente. En consecuencia, no se puede alcanzar el estado de sin-

cronizacion.

Observe que los instantes de tiempo en los que se viola la desigualdad coinciden con
los picos del oscilador maestro, véanse los graficos ii-iv en la Fig. (6.3b). Para compren-
der el efecto de los picos en la sincronizacion, se relaciona los instantes temporales de
los picos con las proyecciones de las trayectorias del sistema MS en los planos (x,, x;),
(Ym» ¥s) ¥ (zm, z5) respectivamente. La figura (6.4a) muestra esta relacion, donde se mar-
ca y numera los picos del estado z,, del oscilador maestro y luego se asocian con las
proyecciones de las trayectorias. De la figura se deduce que el efecto de los picos es acu-

mulativo, por lo que no se consigue la sincronizacion.

La aparicién de estos picos o eventos instantdneos es intrinseca a la dindmica de los
sistemas caoticos. Este comportamiento complica el andlisis y disefio de controladores
para lograr la sincronizacion de los sistemas maestro-esclavo. Por lo tanto, se requie-
re un controlador que considere y reduzca el efecto de los picos de una perturbacién

acotada.

Teniendo en cuenta el andlisis anterior, se puede concluir que el acoplamiento es-
tatico tiene dos inconvenientes importantes. En primer lugar, el nimero de casos de
b; — c;j donde se produce la sincronizacion es limitado. En segundo lugar, el rango de
valores de la fuerza de acoplamiento puede ser reducido. Por otra parte, determinar las
condiciones de sincronizacion en el espacio de parametros requiere emplear el enfoque

MSE pero este procedimiento consume mucho tiempo de célculo. De ahi que el princi-
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Figura 6.3: Simulacién numérica de la ecuacion (6.2) considerando el oscilador de Ross-

ler paralos casos by — ¢; con ks =4.2y ks =4.8.
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Figura 6.4: Andlisis numérico de la sincronizacién MS del sistema Rdssler con acopla-
miento estatico para el caso de b; — c;.
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pal objetivo del presente estudio sea abordar estas cuestiones. Para ello, se formulan las

siguientes preguntas de investigacion:

= ;Como se pueden mejorar los controladores lineales para lograr la sincronizacion

maestro-esclavo de los sistemas Lure?

= ;Se puede utilizar el teorema del sistema lineal perturbado como una herramienta

matemadtica fiable para establecer condiciones de estabilidad validas?

La primera cuestion tiene que ver con el disefio. En los ultimos afios, varios inves-
tigadores han propuesto emplear controladores dindmicos lineales para mejorar el de-
sempefio de los controladores de ganancia estatica (Buscarino et al. 2019; Pena Ramirez,
Garcia et al. 2020; Arena et al. 2020). Por lo tanto, en el presente estudio, se revisa bre-
vemente estos controladores. Sin embargo, se introducen algunos aspectos originales
como el célculo de los dominios de estabilidad en el espacio de pardmetros para deter-
minar las ganancias de control, un andlisis comparativo empleando los enfoques MSF y
SLP, y una regla de disefio para la sintonia basada en la abscisa espectral. Ademads, tam-
bién se proponen un controlador novedoso que comprende el acoplamiento estatico y
dindmico para contrarrestar los principales inconvenientes del controlador de ganancia
estdtica para la sincronizacién MS.

La segunda cuestion plantea un reto, ya que se pregunta en qué circunstancias pue-
de aplicarse el andlisis de estabilidad lineal para establecer condiciones vélidas para la
estabilidad de la solucion sincrona en los sistemas acoplados. En general, la idea de em-
plear un método lineal para analizar sistemas no lineales es similar a la de utilizar el
método de linealizacién de Lyapunov para explorar la estabilidad local de sistemas no
lineales.

Para responder a estas preguntas de investigacion, el andlisis anterior proporciona
las siguientes ideas clave. En primer lugar, asumimos que la cota y de la perturbacién

puede aproximarse como y = En segundo lugar, si un controlador dindmico

zamax(P)
lineal puede aumentar 7y, entonces la perturbacion se desvanece en un dominio mas

amplio de R". Por lo tanto, el problema de control puede formularse como un problema



82 CAPITULO 6. ACOPLAMIENTO ESTATICO

de optimizacion, es decir, jcudles valores de los pardmetros del sistema producen una
cota y maxima?

Observe que la cota y aumenta cuando A,,4x(P) disminuye. Sin embargo, A4 (P)
requiere el calculo de la solucion P de la ecuacién de Lyapunov, para lo cual se han de-
sarrollado varios métodos bien establecidos (Barnett y Storey 1970; Gaji y Qureshi 1995).
Sin embargo, cuando se requiere una expresion en términos de los parametros del sis-
tema, la solucion P se vuelve engorrosa e inmanejable para sistemas de alto orden. No
obstante, podemos emplear estimaciones de A, (P) que proporcionan ciertas relacio-
nes entre los coeficientes de la ecuacion de Lyapunov (Mori y Deresei 1984; Kwon et al.

1996). Por ejemplo, considerando Q = I, una cota ttil es:

1

maxp = ’
A (F)= 2maxRe{A;(A)}

(6.9)

donde 1;(A) son los valores propios de la matriz A. Observe que el denominador corres-

ponde ala abscisa espectral de A, es decir, 0 (A) = max[Re{A;(A)}], por lo tanto, se puede

20(A)
Puesto que y < 1/21,,,.:(P), la cota y puede ser estimada mediante la siguiente relacion:

escribir A4, (P) =

Y < -0(A). (6.10)

Noétese que la estimacion A, 4, (P) es conservadora y la investigacion para determi-
nar limites més precisos continda (Mori y Kokame 2002; Lin y T. Zhang 2022). No obs-
tante, la estimacion dada arriba proporciona una regla de sintonizacion sencilla con un
significado geométrico. Por ejemplo, considerando el esquema de acoplamiento esté-
tico del sistema de Rossler para el caso de b; — c;. Para determinar el valor de k; para
el que la cota de y es maximo, se calcula numéricamente y para k; € (0,2.5). La figura
(6.4b) muestra el grafico de y versus kg, donde se emplean las aproximaciones y = /24,...»)
y Y = —0(A). De la figura se deduce que la expresion (6.10) no proporciona una buena
aproximacion de la cota de perturbacion, pero sugiere qué valores de k; la cota y puede

aumentar.
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CAPITULO

CONTROLADOR DINAMICO LINEAL DE PRIMER ORDEN

En el capitulo anterior, se emple6 un controlador de ganancia estético para lograr la
sincronizaciéon MS de osciladores cadticos. Sin embargo, el anélisis de estabilidad revel6
algunos inconvenientes. En el presente capitulo, se analizara el desempefio del contro-
lador dindmico lineal de primer orden y se demostrard c6mo permite un incremento en
la cota de la perturbacion. En este controlador, su ganancia dindmica es la solucién de
una cierta ecuacion diferencial lineal de primer orden prescrita. Se realizard un anéli-
sis de estabilidad aplicando y comparando los enfoques MSF y PSL para determinar los

dominios de estabilidad en el espacio de parametros.

Para mejorar las condiciones de sincronizacion, se permite que la ganancia k; se
convierta en dindmica kg = h(t), donde & : R — R. Por lo tanto, el controlador se escribe
como u = h(t)c'e, y aplicdndolo al sistema lineal nominal de la ecuacién (5.5), obtene-
mos € = (A— h(t)bcT)e. Por tanto, se puede formular el problema de control para este
sistema lineal con coeficientes variables en el tiempo en términos del llamado proble-
ma de estabilizacién de Brockett (R. Brockett 1999), el cual se formula de la siguiente
manera: Dadas las matrices (A, b, cT), ;bajo qué circunstancias existe una ganancia h(t)

dependiente del tiempo tal que el sistema sea asint6ticamente estable?

El problema de estabilizacién de Brockett se considera un problema de control abier-
to. Sin embargo, para abordar este problema, se puede formular un enfoque practico

considerando el controlador u = u; = h(e, t), donde h es la solucién a la ecuacién dife-

83
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rencial de primer orden dada por:

Ug = _h(t)y
Cy (7.1)

h =-ah- kycTe,

donde k4, @ € R son las ganancias del controlador a determinar con & > 0 para asegurar

que h — 0 cuando e — 0.

T = F(zm) Tm ¢ CT‘{kd %h J
]
|
Gy = F(z) + U |
T 5
U — —bh(t) h

Figura 7.1: Diagrama de bloques de la sincronizacion MS con acoplamiento dindmico. .

El controlador (7.1) implementa un acoplamiento dindmico de primer orden para la
sincronizacién MS de osciladores caéticos. La Fig. (7.1) muestra el diagrama de bloques

correspondiente, y la dindmica de error (5.5) puede escribirse como:

e=F(Xm) — F(xs) + bh(1),
. (7.2)
h=-ah-kyc'e.
Por lo tanto, el problema consiste en determinar los dominios de estabilidad en el espa-
cio de pardmetros (kg, @) € R?.
Para ello, se aplica el enfoque de la MSF al sistema (7.2), cuya ecuacion variacional

es:

(7.3)

oe DFx,,) b ©
Sh -k -« 5h.

Se resuelve la ecuacion (7.3) utilizando el método Runge-Kutta de cuarto orden ta-

mafo de paso fijo A7 = 0.001 y un tiempo final de integracion ¢ = 10,000 y calculamos
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Alax para cada punto (k;, @) enR donde R es una malla rectangular de N x N puntos
equidistantes, con N = 100 donde el tamafio de R es prescrito para cada caso de b; — c;.

Para mostrar el desempefio del acoplamiento dindmico de primer orden, se analiza
la sincronizacién MS del oscilador de Rossler. Los graficos de estabilidad correspondien-
tes para todos los casos de b; — ¢; se muestran en la Fig. (7.2a), donde las regiones de
estabilidad son contornos verdes en los que A),,,, < 0.

Comparando las condiciones de estabilidad para el acoplamiento estdtico propor-
cionadas en la Fig. (6.2a) con las de la Fig. (7.2a), se deduce que el controlador dindmico
no s6lo aumenta el nimero de casos de b; — c¢;j enlos que se alcanza el estado de sincro-
nizacion, sino que también amplia el rango de valores de las ganancias del controlador.
Esto es el resultado de un aumento de la cota y tal que la perturbacion se desvanece.

Los gréficos de estabilidad de la Fig. (7.2a) proporcionan una herramienta de disefio
para sintonizar el controlador dindmico. Sin embargo, cabe mencionar que la aplicacion
del enfoque de la MSF requiere una cantidad significativa de tiempo computacional,
porque se calcula A, ,, para cada punto (kg, @) € R.

Por otro lado, también se analiza la estabilidad del origen del sistema (7.2) aplican-
do el enfoque SLP. Para ello, se expresa la funcion F(x) en la forma Lure, esto permite

escribir el sistema de error (7.2) como:

é=Aze+Glexy), (7.4)
. e A b A
donde & = eR" xR, Ag = es una matriz de bloques y G(e,x;;) =
h kg —«a
g(e,xp)
0

De acuerdo al Teorema de SLP, 1a solucién trivial del sistema (7.4) es asintoticamente
estable si la matriz A; es Hurwitz y el término G(e,xm) es una perturbacién desvanes-

cente. El polinomio caracteristico de A, es:

A—sl b
pa,(s) =det , (7.5)
—kycT —a-s
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(a) Anélisis mediante el mayor exponente de Lyapunov transversal. @sin-
cronizacion. O no sincronizacion.
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(b) Analisis mediante el criterio de Routh-Hurwitz. @ Ay es Hurwitz. 0 A

no es Hurwitz.

Figura 7.2: Graficos de estabilidad en el espacio de parametros (kg4, a) para la sincroni-
zacion MS del sistema de Rossler utilizando acoplamiento dindmico de primer orden.
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que puede reducirse, aplicando la férmula de Schur, a:
pa,(s) =—det(A—sD(s+a)—kgcTadj(A—sDb. (7.6)

Para la sincronizacion MS del sistema Rossler, la figura (7.2b) muestra para cada caso
de b; — c; los correspondientes graficos de estabilidad de la matriz A; como contornos
de la abscisa espectral o(Ay), tal relaciéon permite explicar la correspondencia entre los
contornos en las figuras (7.2a) y (7.2b). De la figura se deduce que el polinomio pa (s es
estructuralmente Hurwitz en varios casos de b; — c;. Sin embargo, esto no garantiza la

estabilidad asint6tica del origen de la ecuacion (7.2).

Para aumentar la cota de y, se buscé los valores de los pardmetros que minimizan la
abscisa espectral. Aumentar la cota de y permite que la perturbacién sea desvanecien-
te, lo que puede inducir sincronizacion. Esta tltima afirmacion expresa una condicién

necesaria, pero no suficiente.

Por ejemplo, comparando los graficos de estabilidad mostrados en las figura (7.2a)
y (7.2b), se observa que el enfoque SLP indica la existencia de dominios de estabilidad
para los casos bz — c1,2. Sin embargo, el enfoque MSF revel6 que la sincronizacion no
se produce en estos casos. En otras palabras, los dominios de estabilidad de las figuras
no coincidian. Por lo tanto, para el presente controlador dindmico de primer orden, el
enfoque SLP no se puede utilizarse para determinar validas condiciones de sincroniza-
cion.

Considerando el dominio de estabilidad para el caso de b; — ¢; mostrado en la figu-
ra (7.2b), donde se indic6 en el espacio de parametros (a, k;), los puntos: P; = (4,3.6) y
P, =(1.2,4). Para estos puntos, las simulaciones numéricas correspondientes de la ecua-
cion (7.2) son gratificadas las figuras (7.3a) y (7.3b), donde se ha graficado el error e, la
desigualdad con respecto al error extendido &, el control u = h(f) y el estado del osci-
lador maestro x,,. Para estos puntos, las cotas correspondientes y se aproximan como

Y|p, =0.1340y y|, ~0.03387.

De la figura (7.3), se observa que el error llega a cero para ambos puntos; es decir,

se alcanza el estado de sincronizacion. Estas simulaciones nos permiten destacar dos
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Figura 7.3: Simulacién numérica de la ecuacion (7.2) considerando el oscilador de Ross-
ler para el caso by — c¢; para dos puntos del espacio de parametros (a, k).
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aspectos importantes. En primer lugar, en principio, el controlador dindmico lineal de
primer orden deberia incrementar el limite de la perturbacion; sin embargo, este incre-
mento no puede compararse con el limite del acoplamiento estédtico porque los sistemas
son diferentes en el sentido de que para el control dindmico de primer orden, el orden
del sistema a sincronizar se incrementa en uno. En segundo lugar, para el punto P, la
desigualdad se viola en varios instantes de tiempo, pero se logra la sincronizacién. Este
hecho demuestra que la estimacion de la cota corresponde al peor de los casos previs-
tos por el Teorema SLP, esto en relacion con la aplicacion del teorema de estabilidad de
Lyapunov.

De la discusion anterior, se concluye que un controlador dindmico lineal de primer
orden puede mejorar las condiciones de sincronizacion. Un paso mds para mejorar estas
condiciones es considerar aumentar el orden del esquema de acoplamiento, como lo
proponen (Pena Ramirez, Arellano-Delgado et al. 2018; Pena Ramirez y Nijmeijer 2019;
Buscarino et al. 2019). Sin embargo, hasta la fecha, no existe un procedimiento bien
establecido para seleccionar el modelo matemaético de un controlador dindmico de alto
orden o una técnica de ajuste para el controlador. Es importante sefialar que aumentar
el orden del controlador dindmico puede aumentar los pardmetros del sistema.

En consecuencia, en lugar de aumentar el orden del esquema de acoplamiento, aqui
se propone un nuevo controlador que incorpora los acoplamientos estatico y dindmi-
co de primer orden. Ademas, este controlador logra la sincronizacién, de modo que la

técnica de sintonizacion de los pardmetros es matemadticamente manejable.
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[
CAPITULO

CONTROLADOR DINAMICO LINEAL MAS ESTATICO

Considere la ley de control u que comprende el acoplamiento estético y el acopla-

miento dindmico de primer orden dados por:

U= us+ug,
us= ksbcTe,
Csa % (8.1)
ug= —bh(1),
h= —-ah- kyc'e,

donde la tupla (b, ¢") y la ganancia ks proporcionan un lazo de retroalimentacién para el
acoplamiento estético, mientras que la tupla (b, ¢7) y las ganancias («, k;) proporcionan
un segundo lazo de retroalimentacién para el controlador dindmico de primer orden.
El diagrama de bloques correspondiente del sistema MS acoplado utilizando el contro-
lador dindmico lineal mads estatico (8.1) se muestra en la figura (8.1). Este tipo de con-
trolador fue primero propuesto en (Suykens y Vandewalle 1997). Sin embargo, nuestro

controlador difiere sustantivamente de tal como se vera a continuacion.

El controlador (8.1) incorpora dos componentes: u; y ug. El propésito de u; es esta-
bilizar el sistema lineal nominal de dindmica de error determinando los vectores apro-
piados (b, ") y la ganancia k;. El objetivo de 1, es alcanzar el estado de sincronizacién
determinando el par apropiado (b, c") y calculando los dominios de estabilidad en el

espacio de parametros (&, kg).
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Tm
i = F(wm) )

Us

| ] o
U = k,beTe — bh(t) Ud

Figura 8.1: Diagrama de bloques del esquema de sincronizacién MS propuesto con la
combinacién de controladores estaticos y dindmicos.

La dindmica de error correspondiente viene dada por:

é=F(x,,) — F(x;) — ksbéTe+ bh(1),
. (8.2)
h=-ah-kyc'e,

Expresando la funcién F en la forma de Lure nos permite reescribir la ecuacion anterior

en forma matricial:

é= Az e+Glexy,), (8.3)
e A—ksbe™ b .
donde e = ER"xR, Agy = es una matriz de bloques y G(e,x,,) =
h ks —a
gle,xp)
0

En la matriz a bloques Agg, la matriz A; = A — ksbeT corresponde a la matriz de lazo
cerrado del acoplamiento estético. Para el controlador estatico-dindmico (8.1), la matriz
A, se elige de modo que sea Hurwitz utilizando los vectores (b,c") y ks. Mientras, que los
dominios de estabilidad en el espacio de parametros (a, k) se determinan utilizando el
enfoque MSE esto implica resolver la ecuacion variacional de (8.2) dada por:

se DF(x,,) —ksbé™ b | | <

| = . (8.4)
oh —kycT —-al| |6h
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Por lo tanto, la implementacion del controlador (8.1) implica utilizar el criterio de
Routh-Hurwitz para determinar el par (b, ¢7) y la fuerza de acoplamiento ks que genera
A Hurwitz. Posteriormente, se emplea el enfoque MSF para calcular los dominios de
estabilidad en el espacio de parametros (a, k;). El siguiente algoritmo proporciona una

descripcion general de los pasos necesarios para aplicar el controlador.

Algoritmo 1 Procedimiento para la puesta a punto del controlador estatico mas dindmi-
co propuesto (8.1)

1: Encontar (b,&7) y k talque A, sea Hurwitz > Aplicar de métodos de andlisis lineal

2: Calcular los dominios de estabilidad en el > Aplicar del enfoque MSF
espacio de parametros (a, k) para cada b; — c;

3: A partir de los resultados obtenidos en el Paso 2, elija los valores de a y k; para los
cuales el mayor exponente transversal de Lyapunov, calculado a partir de la ecuacion
variacional Eq. (8.4), sea mds negativo.

Por ejemplo, para la sincronizaciéon MS del sistema Rossler usando el controlador
(8.1). Primero, para determinar los vectores (b,¢") y la ganancia kg para los cuales la
matriz As es Hurwitz, se emplean los resultados proporcionados por el método del lu-
gar de las raices aplicado al sistema lineal (Ag, b, ¢T) mostrado en la Fig. (6.2b), donde
se muestran los graficos del lugar de las raices para los casos de b; — 5]T.. De la figura,
para simplificar, se elige el caso de b; — ¢, y la ganancia k; = 2. En segundo lugar, para
calcular los dominios de estabilidad en el espacio de parametros (a, k), se aplica el en-
foque MSF a cada caso de b; — c]T. utilizando el procedimiento descrito en las secciones
anteriores. Los diagramas de estabilidad correspondientes se muestran en la Fig. (8.2a),
donde se observa que el nimero de casos en los que se alcanza el estado de sincroniza-
ci6én ha aumentado y el 4rea de los dominios de estabilidad es mas amplia. Este notable
resultado se debe al hecho de que la cota y de la perturbacion ha sido aumentada por el
controlador dindmico (8.1).

En la figura (8.2a), se marcan los puntos: P; = (kg,a) = (-3.5,7.5) y P, = (4.5,7.5).
Estos puntos pertenecen a un dominio de estabilidad en el que se alcanza el estado de
sincronizacién. Sin embargo, para P; el exponente transversal de Lyapunov mds grande
es A, = —0.4443, mientras que para P», es A}, = —0.1483. La simulacién numéri-

ca correspondiente de la ecuacion (8.3) se muestra en la figura (8.3) para estos puntos.
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Figura 8.2: Andlisis de estabilidad de la sincronizaciéon MS del sistema Rossler con el
acoplamiento estatico mas dindmico lineal (8.1). Claramente, el controlador propuesto
induce sincronizacion para todas las combinaciones de vectores de entrada-salida. Por
lo tanto, tiene un rendimiento superior en comparacién con los controladores estéticos
y dindmicos de primer orden, para los cuales los resultados obtenidos se muestran en
las Figuras 2 y 6, respectivamente.
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Figura 8.3: Simulaciones numéricas de la ecuacion (8.3) muestra el rendimiento del aco-
plamiento estdtico mas dindmico del oscilador de Rossler para el caso b; — c¢; paralos
puntos P; y P, de las gréficas de la figura (8.2a).
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Como se puede ver en la figura (8.3), para el punto P; el error de sincronizaciéon decae

a cero exponencialmente mads rapido que en el punto P,. Para obtener una medida de

este hecho, se utiliz6 el Error Absoluto Integral Ponderado en el Tiempo (ITAE) dado por

ITAE = . Yy :fot- le; ()| dt. Por lo tanto, el ITAE para P; es ITAEp, = 2.8463 mientras que
i=x,y,2

para P, es ITAEp, = 41.2726. Esta simulacién muestra como seleccionar los parametros

del controlador de acuerdo con el Paso 3 del algoritmo (1).

Por otro lado, también se aplic6 el enfoque SLP para analizar la estabilidad del origen
de la dindmica del error (8.3). Por lo tanto, por el Teorema SLP, el origen de la ecuacion
(8.3) es asint6ticamente estable sila matriz de estado A, es Hurwitzy su parte no lineal
es una perturbacion que se desvanece. Para determinar los dominios de estabilidad en
los que Ag; es estable, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz a su polinomio caracteris-

tico (8.6) dado por:

A—ksbe"—sI b
pa,,(s) =det , (8.5)
—kgcT -a-—=s

que se reduce, aplicando la férmula de Schur, a:
pa,,(s)=—det(A—ksbe™ —sI)(s+a) — kgcTadj(A - ksbe™ — sD)b. (8.6)

Los diagramas de estabilidad correspondientes se muestran en la figura (8.2b), donde
se nota su semejanza con los obtenidos utilizando el enfoque MSE mostrado en la Fig.
(8.2a). Una conclusién importante con respecto a este resultado es que el enfoque SLP

se puede utilizar para establece condiciones de estabilidad validas

El resultado anterior confirma que el controlador estatico mas dindmico lineal (8.1)
aumenta la cota de perturbacién y. Para probar esta afirmacién analiticamente, se for-

mula el teorema de nuestra autoria dado a continuacién.



97

Considere el esquema de sincronizacion:

Xm= FXn),

Ym= CXpm,

XS = F(XS) + U)

8 (8.7)

yS = CTXS;

U =ksbcTe—Dbh(t),
Csa 3

h =-ah- kicTe,

donde x.) € R", y,h € R, F: D — R" es Lipschitz, los vectores b, c’ b, ¢ € R", y los

parametros ks, kg, a €R, a <0y el error e = X, — X;

Teorema: Sobre la estabilidad del controlador estatico-dinamico

El controlador Cy, aplicado al sistema 7718 y sintonizado aplicando el algoritmo

1 alcanza el estado de sincronizacién incrementando la cota

1

< — 8.8
2A max(P) (6.8)

Y

de la perturbacion desvanescente G asociada con la dindmica de error del sistema

perturbado lineal del esquema (8.7):

é= Az e+Glexy,), (8.9)
X T A—ksbe" b . .
donde é = [e h] , Asg = , P es la solucion de la ecuacion de
—kijcT -«

Lyapunov para Ag; considerando Q = I y Ay denota el valor propio maximo o

minimo.

Segtin (Moriy Deresei 1984), una cota superior para A4, (P), considerando Q = I, se
da en términos de la abscisa espectral A4 (P) = —'/20,0. Por lo tanto, se puede estimar

1
la perturbacion y utilizando y £ ————— < —0(Asq). Esta relacion simple sirve como
2Amax(P)
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una regla de disefio, donde se seleccionan los parametros del sistema tales la abscisa
espectral o (A;4) de la matriz Ag; se minimice, garantizando un incremento de la cota y.
Ademads, la estimacion de y proporciona un significado geométrico relacionado con el
margen de estabilidad del sistema lineal nominal y se emplea en la prueba del teorema.
Amax(P) =0 (P) =méx{ReA| A€ p(P)}
Para demostrar el teorema anterior, se emplea el teorema de los circulos de Gersgo-

rin dado a continuacion:

Teorema: Circulos de Gersgorin

Para una matriz A = [a;;] € R™*" sus valores propios A; satisfacen la relacién
Ai(A) € U;’lei, donde D; son los circulos de Gersgorin definidos por D; =

{s€C:|s—a;i|l < R;} centrado en a;; conradio R; =¥ j; | aij|

Expresando las matrices A; y Agg como A = [afj] e R-Ux(n=1) y A ) = [af;i] €
R™ . En la matriz de bloques Ay, la submatriz A; = A — ksbeT es estable debido a la
seleccion apropiada tanto de la tupla (b, ") como de la ganancia estética kg, como des-
cribe el algoritmo 1. Como A es Hurwitz, los centros de sus circulos de Gersgorin se
encuentran en el semiplano complejo izquierdo C~. Ademas, la tupla (b, €7) y la ganan-
cia ks se pueden elegir de manera que la abscisa espectral o(A;) sea minima, mientras

que la tupla (b, ¢7) y los pardmetros (a, k;) se eligen de manera que & — 0.

La prueba del teorema sobre la estabilidad del controlar estatico-dindmico

Para A = [al? j] los centros de los circulos de Gersgorin son afl.. Por suposicion,

A es una matriz de Hurwitz, lo que implica que a;, € C~ Vi =1...n—1. Como

sd _
nn —

sd

a @ < 0 esto implica que a;;

= al?l. UaeC yAi(Asq) € U?:1 D;. Por lo tanto,
debido a la continuidad de los valores propios con respecto a los parametros del

sistema, existe mino(Ay) € C™ para el cual la cota y < —0(Agq) aumenta.

El teorema propuesto proporciona solo una condicién necesaria porque algunos pa-

rametros del sistema pueden producir mino (Agg) € C™ pero € /~ 0. Esto se puede de-
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mostrar con un contraejemplo simple proporcionado por los dominios de estabilidad
de la Fig. (8.2), donde se observa que los diagramas de estabilidad en algunos casos de
b; — ¢j no coinciden; en otras palabras, los dominios de estabilidad en la Fig. 8.2b ase-
guran que mino (Agg) € C™ pero este hecho no garantiza que € — 0 como se muestra en
la Fig. 8.2a. Incluso si se satisface 1;(A;4) € C, no implica que & — 0.

Para fines comparativos, se aplica el controlador estdtico mds dindmico (8.2) a la

sincronizacion maestro-esclavo del sistema Lorenz dado por:

x=a(y—x)
y=x(b-2)-y, (8.10)
Z=Xxy-—cz

dondea=10,b=28yc=2

Para el componente estédtico del controlador (8.2), se utiliz6 by — ¢, con ks = 20.
Por lo tanto, el diagrama de estabilidad correspondiente para todos los casos b; — c;
se muestra en la figura (8.4a), donde se puede observar que el estado de sincronizacion
se puede alcanzar para todos los casos de b; — ¢; y los dominios de estabilidad son
amplios. Adicionalmente, en la misma figura, se indica el punto P; = (k;, a) = (5,3) para
el casode b; — ¢;.

La simulaciéon numérica correspondiente del sistema de error (8.2) para el oscila-
dor de Lorenz (8.10), considerando b; — & con ks = 20 y by — ¢; con (kg,a) = (5,3) se

muestra en la figura (8.4b). En donde se puede observar que el error se acerca a cero.



100 CAPITULO 8. CONTROLADOR DINAMICO LINEAL MAS ESTATICO
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Figura 8.4: Resultados numéricos para la sincronizacion maestro-esclavo del oscilador
de Lorenz (8.10) aplicando el controlador estdtico méds dindmico (8.2) considerando
b, — ¢, con ks =20y b; — c; con (kg,a) = (5,3).
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Este estudio se ha centrado en el andlisis y disefio de controladores lineales para
la sincronizacién maestro-esclavo (MS) de osciladores caéticos. Aunque es bien sabido
que los controladores de retroalimentacion de salida estédtica pueden no lograr la sin-
cronizacién MS para algunos vectores de entrada y salida tnica, aqui, con la ayuda del
teorema de sistemas lineales perturbados (SLP), se demostrado que esta falla se debe
al hecho de que la acotacién de la perturbacién asociada con la dindmica del error se
viola localmente. Esto se ha ilustrado utilizando el sistema de Rossler. Nuestro anadlisis
ha revelado que la acotacion de la perturbacién que desaparece juega un papel crucial
en el establecimiento de las condiciones de sincronizacion; por lo tanto, se requiere un

controlador que aumente este limite.

Se ha demostrado que un primer paso para mejorar la sincronizacion es reempla-
zar el controlador estdtico por un controlador dindmico gobernado por una ecuaciéon
diferencial lineal de primer orden. Se ha realizado un andlisis de estabilidad aplican-
do los enfoques de la funcién de estabilidad maestra y SLP. Este andlisis proporciona
los dominios de estabilidad en el espacio de pardmetros como contornos en términos
del exponente de Lyapunov més grande y la abscisa espectral. Sin embargo, los gréficos
obtenidos correspondientes al enfoque SLP indican que en algunos casos, el controla-
dor dindmico de primer orden también falla en lograr la sincronizacién MS porque la
perturbacion no desaparece. Por lo tanto, se requiere una mejora adicional en el contro-

lador.

Para este fin, se ha introducido una ley de control compuesta por una parte estdtica

101
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y una parte dindmica de primer orden. El controlador de ganancia estatico se ha utili-
zado para estabilizar el sistema lineal nominal de la dindmica de error, mientras que el
controlador dindmico de primer orden mejoro las condiciones de sincronizaciéon. He-
mos demostrado que el controlador estdtico mas dindmico logra la sincronizacion MS
en varios casos de los vectores de entrada-salida, en los que los dominios de estabili-
dad tienen una regién mds amplia en el espacio de pardmetros, porque el controlador
aumenta el limite de la perturbacion, lo que permite que la perturbacion desaparez-
ca en un dominio mds grande del espacio de estados. Este resultado se ha demostrado
mediante la introduccion de un teorema basado en el teorema de los circulos de Gersh-
gorin. Ademas, se demuestra que el criterio de Routh-Hurwitz nos permite esbozar los
dominios de estabilidad y se introduce una regla de ajuste para las ganancias de control
relacionadas con la abscisa espectral.

En definitiva, los resultados presentados aqui han demostrado que la combinacién
de control estatico y dindmico mejora las propiedades de sincronizabilidad del sistema
considerado. Creemos que el controlador propuesto puede ser aplicable a otros oscila-
dores cadticos en los que los controladores puramente estaticos o puramente dindmicos
fallan.

Por otro lado, como trabajo futuro se propone: 1) Mostrar la robustez de los controla-
dores propuestos cuando existe discrepancia en los valores nominales de los pardmetros
en los osciladores utilizando la ecuacién diferencial de sensitividad. 2) El formalismo de
la funcién maestra de estabilidad es aplicado cuando no existe discrepancia en los va-
lores nominales de los pardmetros de los sistemas maestro esclavo, hasta la fecha no
existe un enfoque bien establecido que defina la funciona maestra de estabilidad para

este caso, este problema se conoce como la funcién maestra de estabilidad extendida.
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