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PARA UN POTENCIAL ATRACTIVO

Resumen aprobado por:

Ve i

DR. ROBERTO ROMO MARTINEZ

DR. JORGE A. VIZYAYVICENCIO AGUILAR

Se realiza la extension de un tormahsmo de estados resonantes para 1Ncorporar las con-
tribuciones de estados ligados y estados antiligados en la descripcion del coeficiente de
transmision para potenciales unidimensionales de alcance finito. Como resultado de dicha
extension, el desarrollo de la amplitud de transmisién en estados resonantes incluye adicio-
nalmente un nimero finito de términos asociados a las contribuciones de los estados ligados
y de los estados antiligados del sistema. Aplicandolo al caso de un potencial atractivo de
anchura y profundidad finitas, se realiza un estudio sistematico de la evolucion de los po-
los de la amplitud de transmisién y sus efectos en la convergencia de este desarrollo. Se
encuentra que existe un régimen en el cual todos los estados ligados y todos los antiligados
resultan esenciales para la descripcion del coeficiente de transmisién, y un segundo régimen
en el cual la contribucién de los estados antiligados es muy pequeiia resultando suficiente
la incorporacion de los estados ligados.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

En 1928, George Gamow realizé un estudio teérico del fenémeno de decaimiento
cuantico utilizando un modelo simple unidimensional de doble barrera de potencial
(Gamow, 1928). Aplicando condiciones de frontera de onda saliente apropiadas pa-
ra describir el escape de particulas, Gamow demostré que las eigenfunciones de la
ecuacion de Schrodinger en este problema correspondian a eigenvalores complejos.
Estas eigenfunciones, conocidas en la literatura como funciones de Gamow, ademas
de su importancia histérica en el problema de decaimiento cudntico, han demostrado
ser muy utiles debido a sus propiedades matemaéticas en otros contextos de la fisica,
tales como la teoria de dispersién y problemas diversos de tunelaje cuantico. En
particular, se han utilizado como funciones base para obtener desarrollos en serie de
propagadores de Green de las amplitudes de probabilidad en sistemas cuanticos con

resonancias. Debido a que los eigenvalores complejos resultan ser las resonancias del

14



Capitulo 1.  Introduccion 15

sistema, estas eigenfunciones son también conocidas como estados resonantes. En la
década de los 70s, Garcia Calderén y Peierls demostraron que las funciones de onda
del continuo se pueden expresar como un desarrollo en serie en términos de los polos
complejos de la matriz de dispersion y sus correspondientes residuos, resultando estos
ultimos proporcionales a las funciones de Gamow (Garcia-Calderén y Peierls, 1976).
Posteriormente, estas ideas fueron traidas al contexto del transporte electrénico en
estructuras unidimensionales resonantes de barreras y pozos de potencial, introdu-
ciendo un desarrollo en serie de la funciéon de onda unidimensional y los estados
resonantes (Garcia-Calderén y Rubio, 1987). Dicho desarrollo se conoce como desa-
rrollo de estados resonantes, y ha sido exitosamente aplicado al estudio del tunelaje
resonante tanto en el régimen estacionario (Garcia-Calderén et al., 1993; Garcia-
Calderén y Rubio, 1987) como el transitorio (Garcia-Calderén y Rubio, 1997; Romo
y Villavicencio, 1999; Romo et al., 1999; Villavicencio y Romo, 2000). El desarrollo
de estados resonantes antes mencionado, ha sido aplicado en sistemas que involucran
solo resonancias. Para potenciales que se anulan fuera de un intervalo finito, es bien
sabido que el propagador de Green del sistema tiene polos en los estados cudnticos
del sistema, los cuales ademas de resonancias, pueden ser estados ligados o estados
antiligados (Garcia-Calderén y Villavicencio, 2005). La diferencia entre estas especies
de estados cuanticos la determina su ubicacion en el plano complejo del niimero de
onda k. Los estados ligados se encuentran en el eje imaginario positivo, mientras que

los antiligados (también conocidos como estados virtuales) se encuentran en el eje
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imaginario negativo. Las resonancias por su parte, son polos que poseen tanto parte
real como imaginaria diferentes de cero, y se encuentran distribuidas simétricamente
en el tercero y cuarto cuadrante del plano-k. La variedad de potenciales en los que
se presentan estos tres tipos de estados es muy amplia. En el presente estudio nos
enfocaremos en uno de los mas simples, el cual consiste en un potencial de pozo
finito. El desarrollo de estados resonantes debera ser modificado de tal forma que
incluya términos adicionales que contengan las contribuciones de los estados ligados
y los antiligados. Las expresiones matematicas de dichos términos se determinaran
como parte de los objetivos de este trabajo. En general, las posiciones de los po-
los de la funcién de Green dependen de los parametros del potencial, y al variar
dichos parametros, los polos cambian sus posiciones siguiendo ciertas trayectorias
en el plano complejo. Diversas cantidades fisicas de interés (entre las que podemos
mencionar, la amplitud de transmisién, amplitud de reflexion, tiempos de tunelaje,
funcién de onda dentro y fuera del potencial, entre otras) pueden expresarse como
desarrollos en serie en términos de los polos de la funcién de Green, y por lo tanto
son susceptibles de experimentar efectos notables cuando dichos polos se mueven en

el plano complejo.



Capitulo 2

Marco Teorico

Los desarrollos en serie que involucran conjuntos discretos de funciones base han
probado ser herramientas poderosas para describir amplitudes de onda, propagado-
res, y cantidades fisicas relacionadas. Un conjunto especial de funciones base que
han sido muy ttiles al desarrollar propagadores de Green y amplitudes de proba-
bilidad son las llamadas funciones de Gamow (Gamow, 1928). En el contexto del
decaimiento cuantico, corresponden a eigenfunciones complejas de la ecuacién de
Schrodinger con condiciones de frontera de onda saliente. A lo largo de décadas, las
propiedades y aplicaciones de las funciones de Gamow han sido tema de investiga-
cion, principalmente en el contexto de la fisica nuclear y la teoria de dispersion. La
proporcionalidad entre los estados de Gamow y los residuos en los polos complejos
fue demostrada por Garcia-Calderén (Garcia-Calderén y Peierls, 1976), obteniendo-
se expresiones analiticas de funciones de onda continuas en términos de los estados
resonantes para sistemas tridimensionales. Estas ideas fueron importadas (Garcia-
Calderén y Rubio, 1987) al contexto del transporte electrénico en heteroestructuras

17



Capitulo 2. Marco Teorico 18

semiconductoras unidimensionales, introduciendo una representacién de la funcién
de Green en términos de funciones de Gamow en una dimension, y su conexién con la
funcién de onda estacionaria v (z, k). Lo anterior constituye la base de un formalismo
de estados resonantes, el cual ha sido satisfactoriamente aplicado para el estudio de
tunelaje resonante en potenciales de forma arbitraria en una region finita 0 < z < L,
tanto en el contexto estacionario como el dinamico. Las propiedades de convergencia
de la funcién de onda ¢(x,k) a lo largo de la regién de transmisién (x > L) y la
region interna 0 < z < L han sido recientemente analizadas mediante el desarro-
llo de estados resonantes. Sin embargo, la mayoria de estos estudios solo han sido
desarrollados en casos que involucran resonancias. En el presente trabajo, ademas
de las resonancias, nos interesa investigar la contribucién de los estados ligados y

antiligados en la convergencia de la funcién de onda.
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2.1. Desarrollo de la funcion de onda en estados

resonantes

En esta seccién se mostrarda el procedimiento analitico para la obtencién del
desarrollo en estados resonantes para la funcién de onda en la region interna. Para
ello consideremos a continuacién un procedimiento que involucra el desarrollo de la
funcion de Green en términos de sus polos y residuos. Con base en este desarrollo,
demostraremos que es posible desarrollar la funciéon de onda del sistema en términos

de estados resonantes (Garcia-Calderén y Rubio, 1987).

La funcién de Green G a lo largo de la regién interna de un potencial de ran-
go finito V(z) con forma arbitraria, que se extiende sobre un intervalo espacial,
0 <z < L, puede ser descrito usando el desarrollo analitico que se muestra a conti-
nuacion. Partamos de la integral de Cauchy en el plano k,

1 Gt (z,2'; k)

[ = —

= dk’. 1
211 C k/ — k ( )

La funcién de Green G (z,2';k) es analitica en todo el plano complejo k, i.e. la
funcién de Green es meromorfa y posee un niimero infinito de polos distribuidos en

el plano k, como es descrito en la figura 1.
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Im(k)

Plano k

> Re(k)

Figura 1: Contorno cerrado C' en el plano complejo k utilizado para obtener el desa-
rrollo en estados resonantes de G*(x,2'; k). El contorno C' estd compuesto por el
contorno Cr de radio R centrado en el origen, orientado en el sentido de las ma-
necillas del reloj, los contornos C), que encierran a los polos complejos k,, v Cy que
encierra al polo k' = k, ambos orientados en direccién contraria a las manecillas del
reloj.

En la figura 1 observamos el contorno de integracién C, el cual estd compuesto
de un contorno cerrado Cr de radio R desde el origen, en el sentido de las manecillas
del reloj, el cual excluye a todos los polos de la funcion, ya que estos tultimos son en-
cerrados por contornos circulares infinitesimalmente pequenos. Las resonancias estan
encerrados por los contornos C,, y el polo k' = k por el contorno C}, en donde los
contornos de los polos siguen la direcciéon contraria a las manecillas del reloj. Usando
el hecho de que el integrando es analitico en el interior de C', utilizamos el teorema

—ik'x

de Cauchy, el cual establece I = 0, y sustituimos G*(z, z'; k) por GT(0, z; k)e
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por lo que de (1) obtenemos:

1 GH(0, x5 k)e~ k' 0 x; k‘
I — y by E dk./ 2
211 /CR k' — k n_oo/ (2)
+ . —ik'x
_/ G <O7 lxﬂ k)e dk/ — 0
o K —k

Las integrales a lo largo de los contornos €, y C se evalian mediante el teore-
ma del residuo. La primera integral de la ecuacién (2) se anula en el limite cuando
R — oo debido a que en el limite |k| — oo, GT(0,2;k) — oo (Siero, 2000). La
férmula para el calculo del residuo r en un polo simple z = z; de una funcién F(z)

es:

r= lim(z — 29)F(2), (3)
Z—20
por lo tanto, los residuos correspondientes a los polos k,, estan dados por la expresion:

G—l—(o T k)e—ik’x
14 I (ad]

(4)

la cual podemos reescribir como:

—tknx

lim (K — k,)G*(0,z; k). (5)

r—
k, — k K=k,
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Una vez evaluado el limite en (5), la expresion para el residuo es:

6—z’knx, (6)

donde r,, corresponde a los residuos de (k' — k,)G*(0, z; k) en cada uno de los polos

complejos k.

De igual forma el residuo correspondiente al polo k' = k es,

r=GT(0,z;k)e ™. (7)

Una vez aplicado el teorema del residuo de Cauchy para evaluar las integrales a
lo largo de los contornos C,, y Cj en la ecuacién (2), obtenemos la siguiente expresion

analitica para el propagador:
G0, 2; k) = e (8)

Como se menciond anteriormente, las cantidades r,, corresponden a los residuos
de (k' —k,)G*(0, x; k), para las resonancias. Los residuos r,, se expresan en términos
de los estados resonantes del sistema (Garcia-Calderén et al., 1991), los cuales se

definen mas adelante. Los residuos r, estan dados explicitamente por:

o) = 2] g+ i) e} @
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el procedimiento detallado para la obtencién de los residuos r, se muestra en el
apéndice C. Aqui las funciones u,(x) son los estados resonantes del sistema (tam-
bién llamadas funciones de Gamow). Dichos estados son soluciones de la ecuacién de

Schrodinger independiente del tiempo;

dQZZE@ + {kQ - Q—mv} () = 0, (10)

con condiciones de frontera de onda saliente,

du, .
ud(:r;) = —ikyun(x) :
d $( )x:O =0 (11)
i = ikyu, ()
d[L‘ x=L x=L

Dichas condiciones de frontera conducen necesariamente a considerar eigenvalores
complejos de la energia, como fue demostrado por (Gamow, 1928). Estas eigenfun-

ciones u,(x) tienen una condicién de normalizacién diferente a la usual, esta es:

/0 u? (x)dw + ;Tn[ui(()) +ui(L)] = 1. (12)

Sustituyendo (9) en la ecuacién (8) obtenemos el desarrollo en estados resonantes

para la funcién de Green G*(0,2'; k), dado por:

N Uy (0)uy, ()60

G (0,2;k) = Z 2k = FJ ek (13)
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Para obtener el desarrollo en estados resonantes u,, de la funcién de onda ¥ (x, k)
a lo largo de la region interna del potencial, utilizamos la relacion entre la funcion
de onda ¥ (x, k) y la funcién de Green G*(0,z; k). El desarrollo para esta relacién
se muestra en el apéndice D y estd dado por la ecuacién (127). Combinando las
ecuaciones (13) y (127) obtenemos el desarrollo de la funcién de onda en estados

resonantes,

> —iknT
Pl k) =ik Y “”(2)?]:@;) ekt 0<az<L. (14)

Finalmente, utilizando la relacién (128) obtenemos el desarrollo para la amplitud de
transmisién del sistema. En la practica, se considera un nimero finito N de estados

resonantes, entonces la amplitud de transmisién ¢y (k) es,

) =ik 32 )
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2.2. Desarrollo de la funcion de onda en estados

resonantes, estados ligados y antiligados

El desarrollo en estados resonantes para la funcién de onda en el caso de un
potencial en donde ademas de las resonancias existen estados ligados y estados anti-
ligados requiere un analisis similar al presentado en la seccién 2.1. El procedimiento
analitico para la obtencién del desarrollo en estados resonantes incluyendo la apor-
tacion de los estados ligados y los estados antiligados, parte de la integral de Cauchy
en el plano k,

1 Gt (z,2'; k)

[ = —

= dk’. 16
211 C k'/ — k ( )

La funcién de Green G (z,2’; k) posee un nimero infinito de polos distribuidos en
el plano k, en este caso, ademas de las resonancias, existen estados ligados y anti-
ligados, como se muestra en la figura 2. En esta figura observamos el contorno de
integracién C, el cual estd compuesto de un contorno cerrado C'r de radio R desde
el origen, recorrido en el sentido de las manecillas del reloj, el cual excluye a todos
los polos de la funcion, ya que estos tltimos son encerrados por contornos circulares
infinitesimalmente pequenos. Las resonancias estan encerradas por los contornos C,,,
los estados ligados por C, los estados antiligados por C,, v el polo k' = k por el
contorno CY%, en donde los contornos de los polos siguen la direccién contraria a las

manecillas del reloj.
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Plano k

> Re(k)

Figura 2: Contorno cerrado C en el plano complejo k, utilizado para obtener el
desarrollo de estados resonantes, estados ligados y antiligados de G*(x,2';k). El
contorno C' estd compuesto por los siguientes contornos: C'r de radio R centrado en
el origen, orientado en el sentido de las manecillas del reloj, los contornos C,, que
encierran a los polos complejos k,,, C; vy C), los contornos que encierran a los estados
ligados k; y antiligados k,, respectivamente y C}, encierra al polo k' = k.

Usando el hecho de que el integrando es analitico en el interior de C', utilizamos
el teorema de Cauchy, el cual establece que I = 0, y sustituimos G*(x,z'; k) por

G*(0,2; k)e~** entonces de (16) obtenemos:

I:—,

211

GH(0, 25 k)e~ k' 0 x; k‘
— dk’/
s [

n=—oo

L

G*(O,az;k‘)e’ik/ 0 T k —ike
_Z/cl s Z/ a’ (17)

=1
_/ L k>€_m/xdk’ 0.
Ck

K —k
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A continuacién se aplica el teorema del residuo para evaluar las integrales a lo
largo de los contornos C,,, C}, C,, y C. La férmula para el calculo del residuo r en

un polo simple z = zy de una funcién F(z) esta dada por la ecuacién 3.

Como se vio en la seccion 2.1, los residuos correspondientes a los polos k,, se calculan
mediante las ecuaciones 4-6, lo que nos permite obtener los residuos que correspon-

den a los polos k; y k,:

r=-——e hT (18)

g~ tkme. (19)

de igual forma el residuo correspondiente al polo k' = k es,

r=GT(0,z;k)e ™. (20)

Una vez aplicado el teorema del residuo de Cauchy para evaluar las integrales a
lo largo de los contornos C,,, C}, C,, y Cj en la ecuacién (17), obtenemos la siguiente

expresion analitica para el propagador:
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Las cantidades r,, 7, y 7, corresponden a los residuos de G*(0,x; k), en cada uno
de los distintos polos. Los residuos r,, estdn dados por la ecuacién (9) mostrada en
la seccién anterior. En el caso de los residuos 7(x, 2") y r,,(z, 2’), atin no existe una
representacion formal en términos de funciones que incluyan a los estados ligados y
antiligados, por lo que llamaremos v;(x) y w,,(z) a las funciones asociadas a éstos.
Entonces, los residuos ri(x,z’) y rp(z, ') quedan expresados:

o) = WP [yt g s @)

Tz, 2") = %wmm(x’){ /0 w? (z)dx + ﬁ[wfn(O) + wfn(L)]} (23)

El procedimiento para la obtencién de r,(z,z'), r(x,2’) y rp(z, ') es mostrado
en el apendice C. Estas nuevas funciones v;(x) y w,,(z), tienen a los estados ligados y
antiligados como eigenvalores complejos de la energia y son soluciones de la ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo con condiciones de frontera de onda saliente.

Las funciones v;(z) y w,,(z) poseen la misma normalizacién que las funciones u, (),

| itada+ 50RO + 0] = 1 (24)
/0 w? (x)dx + %[w?n(O) +w? (L)] = 1. (25)

Es necesario enfatizar en estas nuevas funciones, ya que son una aportacion im-

portante en este trabajo por el hecho de incluir los estados ligados y antiligados.
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Finalmente, sustituyendo (9), (22) y (23) en la ecuacién (21) obtenemos el desarrollo

en serie para el propagador de Green G (0, x; k) dado por:

N ' B o0 un(o) n —iknx ’UZ(O) —ikx
G0z = n;)o 2 +; S — kl
+ Z wm m 6 ikm eik:r: (26)
2k (k — ko) ‘

Utilizando la relacién entre la funcién de onda v¢(z, k) y la funciéon de Green
G*(0,z; k) dada por (127), obtenemos el desarrollo en estados resonantes, estados

ligados y antiligados para la funcién de onda 9 (z, k),

00 —iknx L —ikx
ooy =i 30 e g e
n=—00 =1
M wm(o)wm x)e—zkmx ikx
—i—m:l o — Jon) e (27)

Por 1ltimo, utilizando la relacién (128) obtenemos el desarrollo para la amplitud de
transmision del sistema. En el cual, para fines practicos, se considera un numero

finito N de resonancias, entonces la amplitud de transmisién ¢y (k) es:

) —ikn L ) —ik; L

Yy (0)un (L CagY
tn(k) = ik n 1
wik) =i ;_:N Fon (ks — i) +; kl =

M Wy, (0)wy, (L) e~ Hm L
+mZ:1 (kjn(k <_ ])W . (28)
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Las relaciones anteriores son la primera representacion del desarrollo en estados
resonantes, estados ligados y antiligados en forma explicita de la funcién de onda
U(z, k) y la amplitud de transmision ¢(k), para el caso de un pozo de potencial. El
desarrollo anterior de la funcién de onda, es una de las aportaciones mas importan-
tes de este trabajo, al ser el primero en incluir explicitamente la aportacién de los
estados ligados y los estados antiligados. Este desarrollo puede ser utilizado para
cualquier potencial de rango finito, en la region 0 < z < L, que contenga estados
resonantes, estados ligados y antiligados. Estos resultados son muy importantes por-
que nos permiten una representacién alternativa para la funcion de onda ¥(z, k) y

la amplitud de transmision t(k).
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2.3. Polos de un pozo de potencial

Para estudiar los efectos de los estados ligados y antiligados es necesario analizar
los polos de la amplitud de transmisién del pozo de potencial de profundidad finita.
Para esto es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
y obtener la expresién exacta para la amplitud de transmision, mediante la cual,
podemos estudiar el tipo de polos asociados y su respectivo comportamiento. La
solucién de la ecuacion de Schrodinger se muestra en el apéndice A, en donde se ob-
tiene la amplitud de transmisién dada por la ecuacion (67). Los polos de la amplitud
de transmision, dependiendo de las carateristicas del potencial utilizado, pueden ser
de tres tipos: resonancias, estados ligados y estados antiligados. Cada uno de ellos
esta distribuido en el plano complejo k de la siguiente manera: los estados ligados se
encuentran ubicados en la parte positiva del eje imaginario, los estados antiligados
en la parte negativa del eje imaginario, y las resonancias se encuentran en el tercero
y cuarto cuadrantes del plano k (Taylor, 1972). La posicién de los polos en el plano
k estd en funcién de los pardametros del potencial y dependiendo de la variacién de
estos parametros, los polos seguiran ciertas trayectorias en el plano k.

El procedimiento mostrado a continuacién fue desarrollado por Nussenzveig (Nus-
senzveig, 1959) para determinar el tipo de polos pertenecientes a una barrera y un
pozo de potencial en 3-D. Este procedimiento es adaptado aqui para el pozo de po-

tencial en una dimension.
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Partimos de la expresién para los polos de t(k), la cual corresponde a los ceros

de mq1, el cual es obtenido en el apéndice B al utilizar condiciones de frontera de

onda saliente,

donde k = \/2mE/R* q = \/2m(E+ Vo)/h?, donde L es la anchura del pozo.

Desarrollando y factorizando algunos términos en la ecuacién (29) obtenemos las

siguientes ecuaciones,

e E(k+q) = 5 (k —q) =0, (30)

e_iqé(k +q) + eiq%(k —q)=0. (31)

Reescribimos las ecuaciones (30) y (31) respectivamente,
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Definiendo las variables:
gL L [2m
=—=—/—=(E+W
Q 2 2 h2 ( _I_ 0)7
kL L [2m
= — = — —E
=y TVt
L [2m
= /=W 32
7 2 hg 0 ( )
podemos reescribir nuevamente la ecuacién (30) en la forma,
acota =1if (33)
Similarmente, reescribimos la ecuacién (31) como,
atana = —if. (34)

Resulta conveniente reescribir las ecuaciones (33) y (34) como funciones sélo de «

eliminando 5. Tomando en cuenta la relacion,

B == -, (35)
obtenemos respectivamente,
1 1
—sina = £—, (36)
a Y
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1 1

Ahora procedemos a calcular las raices de la ecuacion (36). Primero sustituimos
a = x + 1y en dicha ecuacién y separamos la parte real e imaginaria. Después de

realizar algunas operaciones algebraicas simples obtenemos,

(2 +°)
[z sinz coshy + y cos zsinhy| — [y sinx coshy — x cos xsinhy| = £——=. (38)
Por lo tanto, para la ecuacién anterior encontramos los siguientes casos:
itanxz%}tamhy (1),
) (@40, y#0) (39)
y = arccosh| ——| (II),
v sinx
y =0,
(40)
sinx = if,
v
xz =0,
(41)

sinhy:g (0<~y<1).
Y

La ecuacién (41), correspondiente al caso (x = 0), no tiene raices para vy > 1.
Para cada valor de =y en el intervalo de 0 a 1, (41) tiene una sola raiz; cuando ~y

aumenta de 0 a 1, el valor de y disminuye de oo a 0.
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Las raices de las ecuaciones (39) y (40), dadas en el caso (z # 0, y # 0) y
(y = 0) respectivamente, pueden ser encontradas graficamente o mediante un progra-
ma computacional. La ecuacién (II) representa una familia de curvas que dependen
del pardmetro «. Para cada valor de 7 las raices de (39) estan dadas por los puntos
de interseccién entre las curvas (I) y (II).

Ahora calculemos las raices de la ecuacién (37). De igual forma sustituimos o =

x + 1y y separamos la parte real e imaginaria de la ecuacién, con lo cual obtenemos,

[z sin(z + §) coshy 4 y cos(z + §) sinh y]+

2 2
+i[z cos(x + §) sinhy — ysin(z + §) coshy] = lL(x +y )
~

(42)

De lo anterior observamos que no hay soluciéon para x = 0, por lo tanto tenemos:

Ltan(z + %) = itanhy (1),
’ @A0 y£0)  (49)
y = arccosh| ——— | (1r,
ysin(x + §)
y =0,

(44)

CcoST = 42

Y

Las raices de las ecuaciones (39), (40), (41) y las de (43) y (44) conforman todo
el tipo de polos en este sistema. Las ecuaciones (39) y (43) contienen a las reso-
nancias (también llamados polos complejos), los estados ligados y antiligados estan
contenidos en (40), (41) y (44), el nimero de estos tltimos depende del valor de ~.

Cabe mencionar que este procedimiento fue utilizado tiempo despies para una
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barrera de potencial en una dimensién (Villavicencio, 2000), pero hasta ahora no
habia sido utilizado para un pozo de potencial en una dimensién.

En el capitulo 3 se utilizaran las ecuaciones anteriores para analizar los diferentes
tipos de polos y estudiar su comportamiento al variar los parametros del potencial,

enfatizando el andlisis en la variacion del valor de ~.
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Resultados

En la primera seccién de este capitulo analizamos el comportamiento de los polos
en el plano complejo k al variar los parametros del pozo de potencial, utilizando los
resultados analiticos obtenidos en el capitulo 2. Veremos que las diferentes especies de
polos presentes en este potencial siguen un comportamiento bien definido. Estudia-
mos los casos mas relevantes explorando su evolucion en el plano k. Consideraremos
varios ejemplos que incluyan distintos ntimeros de estados ligados y antiligados en
funcion del parametro . Especificamente, realizaremos una variacion de ~ de tal
forma LV, permanezca constante, lo que simplificara la visualizaciéon del compor-
tamiento de aparicién en el plano complejo, de cada uno de los estados ligados y

antiligados.

En la segunda seccion del capitulo se analiza la contribucién de los polos del pozo
de potencial en el desarrollo de estados resonantes, estados ligados y antiligados,
para el coeficiente de transmision. Se muestran comparaciones del coeficiente de
transmision del pozo de potencial, calculado por el método de matriz de transferencia,

37
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con el coeficiente de transmisién dado por el desarrollo de estados resonantes, estados
ligados y antiligados obtenido en el capitulo 2. En particular se analiza la relevancia
de los estados ligados y antiligados en el desarrollo para la correcta reproduccién
del coeficiente de transmision exacto, destacando la importancia de cada especie de

estado para diferentes valores de ~.

3.1. Polos de la amplitud de transmision del pozo
de potencial

Considerando un pozo de potencial con ancho L = 500 A y profundidad Vj, = 0.03
eV utilizamos las ecuaciones (39) y (43) para obtener el valor de los polos complejos,
las ecuaciones (40) y (44) para los estados ligados y antiligados respectivamente. Se
obtiene la distribucion de los polos en el plano k, que se ilustra en la figura 3, en
donde para un valor dado de 7, existe una cantidad finita de estados ligados (circulos
rojos) k; y estados antiligados (circulos azules) k,,, los cuales se encuentran respecti-
vamente en el eje imaginario positivo y negativo del plano k. En contraste, el niimero
de resonancias es infinito, y se encuentran distribuidas simétricamente en el tercer y
cuarto cuadrante del plano k. Las resonancias del tercer cuadrante (también llama-
das anti-resonancias) estan relacionados con las del cuarto cuadrante por k_,, = —k

(n=1,2,3,...). En 3 se muestran 10 resonancias k, y 10 anti-resonancias k.
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Figura 3: Distribucién de los polos del sistema en el plano complejo k con pardmetros:
L=500A4,Vy=0.03eVy~=5.75. En el tercer y cuarto cuadrante se encuentran las
10 primeras resonancias k, y anti-resonancias k_,, respectivamente. Para este valor
de v se aprecian cuatro estados ligados k; en la parte positiva del eje imaginario y
dos antiligados k,, en la parte negativa del mismo.

En la figura 3 observamos que para el valor v = 5.75 existen solo cuatro estados
ligados y dos antiligados, y se muestran varias resonancias y anti-resonancias. Esta
distribucién de polos depende del aumento o disminucion del pardametro ~, como lo

ilustraremos a continuacion.

A medida que v aumenta, las resonancias empiezan a aproximarse entre si y a
posicionarse més cercanas al eje real como se aprecia en la figura 4. En la figura 4 (a)
donde v = 0.99, aparecen cierto nimero de resonancias. Si aumentamos vy vemos que
en la figura 4 (b), donde v = 1.19, el nlimero de resonancias en esa regién aumenta. Si
incrementamos més el valor de 7, como se muestra en la figura 4 (c) donde v = 1.4y

en la figura 4 (d) donde v = 1.57, la concentracién de resonancias y anti-resonancias



Capitulo 3. Resultados 40

aumenta.

Los estados ligados y antiligados también siguen un comportamiento bien defi-
nido, el cual ilustraremos al realizar una variacién de v de 0 a co. Para un analisis
mas claro del comportamiento de estos polos, se varia v tal que el area LV, del pozo
se mantiene constante. En la figura 4 (a) donde v = 0.99, aparecen un estado ligado
y un estado antiligado. El estado ligado se obtiene de la ecuacién (44) y el estado
antiligado de la ecuacion (41). El primer estado ligado en aparecer al aumentar -y
desde 0, siempre va a estar asociado a la ecuacién (44), dicho estado se muestra en
la figura 4 (a), en la parte positiva del eje imaginario. Para 0 < v < 1, la solucién
de la ecuacién (41) corresponde a un estado antiligado, el cual se mueve desde —ioo
en el plano k, conforme v aumenta desde 0 hasta 1. En la figura 4 (a) se observa
la posicién que toma el estado antiligado antes de que deje de ser solucién de la
ecuacién (41). En la figura 4 (b), donde v = 1.19, el estado antiligado es ahora solu-
cién de la ecuacién (40), dado que v > 1. Este estado antiligado se aproxima al eje
real conforme v aumenta. La primera solucién que tenga la ecuacién (40) al variar
desde 0, siempre serd un estado antiligado. Por otro lado, en la figura 4 (b) el estado
ligado que sigue siendo raiz de la ecuacién (44) comienza a acercarse al antiligado.
En la figura 4 (c) el comportamiento de los polos continta igual, esto es, el estado
ligado y antiligado se van acercando entre si. Si el valor de 7 sigue incrementando,
el estado antiligado asciende a la parte positiva del eje imaginario y se vuelve un

estado ligado, como se muestra en la figura 4 (d). Este nuevo estado ligado ain es
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solucién de la ecuacién (40), y cambia de estado

~v = 1.5707.
0.1 . b
0 L -
E L]
T 02 1
_04 - . ° * * . R i
2 -1 0 1 2
Relk]
(a) L=15 A, Vy=1¢eV y~y=0.99.
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(d) L=375A,Vy=04eVyy=1575.

Figura 4: Comportamiento de los polos aumentando v. A medida que v aumenta,
las resonancias se acercan al eje real y comienzan a aproximarse entre si. Los estados
ligado y antiligado también se acercan entre si, de tal forma que en (d) el estado
antiligado se vuelve un estado ligado.
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En la figura 5 (a) donde ahora v = 2.57, las resonancias contindan subiendo y
acercandose entre si, al igual que los dos estados ligados. Al seguir incrementando +,
las resonancias siguen el mismo patrén, con la diferencia de que la primera resonan-
cia y la primera anti-resonancia comienzan a aproximarse entre si, como se puede
observar en la figura 5 (b). Mientras « siga incrementandose, la resonancia y anti-
resonancia se fusionan y luego se separan en dos polos, que se mueven en direcciones
opuestas en el eje imaginario. Esta transicion la podemos apreciar claramente al ir de
la 5 (b) ala5 (c), en donde se observa el nacimiento de un par de estados antiligados
como resultado de la fusién de una resonancia con una anti-resonancia. Estos dos
nuevos polos en el eje imaginario son estados antiligados que estan asociados a la
ecuacion (44), la cual para este valor de 7 tiene tres soluciones: un estado ligado y
dos estados antiligados. En la figura 5 (d) los dos nuevos estados antiligados siguen
avanzando en direcciones opuestas en el eje imaginario, hasta que el que se mueve en
direccion positiva, cruza el eje real y se vuelve un nuevo estado ligado. Este nuevo
estado ligado asociado a la misma ecuacion tiene su cambio de estado antiligado a
ligado, cuando v = 3.1416. Observamos que en la figura 5 (e) el comportamiento en
las resonancias, los estados ligados y los estados antiligados se mantiene igual, vemos
como el ciclo se repite y otro par resonancia con anti-resonancia se fusionan para dar
lugar al nacimiento de dos nuevos estados antiligados. Dichos estados seguiran con
su avance en direcciones opuestas y uno de ellos sera un nuevo estado ligado cuando

cruce el eje real, como se observa en la figura 5 (f).
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(a) L =100 A, Vo =0.15 eV y vy = 2.57.
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() L=133.92 A, V; =0.112 eV y v = 2.97.
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(e) L =300 A, Vo =0.05eV y v = 4.45.

(b) L=132.74 A, Vo = 0.113 eV y v = 2.96.
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(d) L=150 A, V; =0.1 eV y v = 3.15.

0.06

0.03

ImK]

-0.03

-0.06

[ ]
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
Re[k]

(f) L =500 A, Vo =0.03 eV y vy =5.75.

Figura 5: Comportamiento de los polos aumentando . Para valores méas grandes
de 7, mayor cantidad de estados ligados y antiligados aparecen en el plano k, en
(b) los primeros estados resonantes se acercan hasta que en (c) se vuelven estados
antiligados, en (d) estos estados siguen en movimiento hasta que uno de ellos sube a
la parte positiva y pasa a ser un estado ligado. El movimiento de los polos comienza
a seguir el mismo comportamiento en (e) y en (f).



Capitulo 3. Resultados 44

Utilizando las ecuaciones (44), (40) y los resultados obtenidos al analizar el compor-
tamiento de los polos, es posible encontrar una relaciéon general para el nimero de
estados ligados y antiligados respecto a 7. En la figura 4 (d) vimos que el estado
antiligado de la ecuacién (40) paso a ser un estado ligado en v = 1.5707 = 7, si ana-
lizamos el movimiento de polos hasta v = 4.712 = 37”, esto volvera a ocurrir. Por lo
tanto, podemos escribir una relacién para los (n+1) estados ligados correspondientes
a (40),
1

3
(n+§)7TS’y< (n+§)ﬂ-, n:07172a3)"‘ (45>

En la figura 5 (d), un estado antiligado solucién de (44), se convirtié en un estado
ligado en v = 3.1416 = 7. Si seguimos analizando valores mayores de 7, este cambio
se repetira, por lo que podemos escribir la siguiente relacién para los (n+ 1) estados

ligados que son solucién de (44):
nt <y <(n+1)m, n=0,1,2,3,... (46)

Con las relaciones anteriores podemos conocer cuando un estado antiligado pasa a la
parte positiva del plano k y se vuelve un estado ligado, y el niimero de estados ligados
para cualquier valor del pardmetro . Al conocer el comportamiento de las resonan-
cias y su transicion a estados antiligados, también es posible conocer el ntimero de

estados antiligados con las relaciones previas.
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3.2. El coeficiente de transmisién del pozo de po-

tencial

En esta seccion analizamos la convergencia del desarrollo de estados resonantes,
estados ligados y antiligados dado por la ecuacién (69). Para ejemplificar mejor los

resultados obtenidos, se calculan gréaficas del coeficiente de transmision exacto vs k,

para un pozo de potencial con diferentes parametros, donde k = 4/ 2mE/h2, y se

2 con base en el

realizan comparaciones con el coeficiente de transmisién 7' = |t(k)]
desarrollo (28). Las comparaciones se realizan para distintos pardmetros de un pozo
de potencial, variando la cantidad de estados ligados y antiligados. Utilizando el
parametro v podemos analizar las diferentes configuraciones de un pozo de potencial

respecto a un solo pardmetro y visualizar mejor la importancia de los estados ligados

y antiligados en el desarrollo.

Como vimos en la seccion anterior, para 0 <y < 7, existe un estado ligado y un
estado antiligado. Empecemos el analisis con casos de v entre esta regiéon. Conside-
remos un pozo de anchura L = 15 A y profundidad Vj = 1 eV, el cual corresponde
a v = 0.99. Para este valor de v sélo hay un estado ligado y un estado antiligado
en el pozo, como se muestra en la figura 6. En este ejemplo, el estado antiligado se
encuentra en un dominio de v en donde dicho estado es raiz de la ecuacién (41),

como vimos en la seccién anterior.
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Figura 6: Distribucién de los polos del pozo de potencial en el plano complejo k, con
pardmetros: anchura L = 15 A y profundidad V; = 1 eV correspondiente a v = 0.99.
En el tercer y cuarto cuadrante se encuentran las primeras ocho resonancias k,, y k_,,
respectivamente (circulos negros). En la parte negativa del eje imaginario aparece
un estado antiligado k,, (circulo azul) y un estado ligado k; (circulo rojo) en la parte
positiva.

En la figura 7 se muestra la comparacién del coeficiente de transmisiéon exacto (a),
con el coeficiente de transmisién calculado mediante el desarrollo en estados reso-
nantes (b) de la ecuacién (15), donde se utilizé N = 400. Como podemos apreciar
al comparar ambas graficas, el desarrollo de estados resonantes (15) estd muy lejos
de reproducir el valor exacto del coeficiente de transmisiéon, no obstante de que se
incluyé un buen niimero de resonancias. Como vimos en la figura 6, el pozo de poten-
cial con estos pardametros, ademéas de los estados resonantes, tiene un estado ligado

y un estado antiligado, que no estan en el cdlculo de la figura 7 (b).
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Figura 7: Comparacién del coeficiente de transmision exacto (a) dado por(69) (linea
roja continua), con el coeficiente de transmisién utilizando el desarrollo de la ecuacién
(15) (linea azul punteada) (b), en el cual se utiliz6 N = 400. Parametros del pozo de
potencial: anchura L = 15 A y profundidad Vy = 1 €V correspondiente a v = 0.99.

Con el proposito de analizar la importancia de los diferentes estados, en la figura
8 se muestran cinco casos de la comparacién del coeficiente de transmision exacto
dado por la ecuacién (69), con el coeficiente de transmisién producido por el desa-
rrollo en serie de la ecuacién (28). El primer caso es el inciso (a), donde se muestra
el coeficiente de transmisién utilizando N = 0, L = 0 y M = 1. Como podemos
apreciar, si solo se incluye el estado antiligado, el coeficiente de transmisiéon es un
orden de magnitud mayor que en la figura 7 (b), pero atin estd muy lejos de la curva
exacta. En el inciso (b) se utilizé N =0, L =1y M = 0 en el desarrollo, donde ve-
mos que al incluir el estado ligado en vez del antiligado, el coeficiente de transmisién
tiene un incremento considerable, a tal punto que la aportacion del estado ligado
en el desarrollo es tan grande que sobrepasa al coeficiente de transmision exacto

para valores de k aproximadamente mayores que 0.1. En el inciso (c¢) fue utilizado
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N =0,L=1y M =1 en el desarrollo, lo que provoca que la grafica adquiera un
comportamiento diferente al del inciso (b), pero es aiin més parecido al exacto. En
(d) se utiliza N =20, L =1y M =1y observamos que ambas gréficas coinciden
casi por completo. En (e) se utilizo6 N =400, L =1y M = 1, y las curvas resultan

indistinguibles entre si.
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Figura 8: Comparacién del coeficiente de transmisiéon usando el desarrollo de la
ecuacion (28) (linea azul punteada), con el cdlculo exacto dado por (69) (linea roja
continua), para un sistema de pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 15 Ay
profundidad V = 1 eV correspondiente a v = 0.99, donde ademas de las resonancias
existe un estado ligado y uno antiligado. El nimero de términos utilizados en el
desarrollo de cada caso fueron: (a) N =0, L=0y M =1, (b) N=0,L =1y
M=0,(c) N=0,L=1yM=1,(d) N=20,L=1y M =1, (e) N =400, L =1
y M =1.
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Como se mostré en la seccién anterior, al seguir aumentando el valor de v a va-
lores mayores de 1, el estado antiligado que se encontraba en 7 < 1 pasa de ser
solucién de la ecuacién (41) a serlo de (40), este es un caso importante que debe ser
analizado para determinar si este cambio afecta o no, a la descripcion del coeficiente
de transmision.

En la figura 9 se muestra la distribucién de los polos para v = 1.4. Para este
valor de 7, la configuracién de polos es similar al de la figura 6 (correspondiente a
v = 0.99) excepto por el hecho de que el estado antiligado es solucién de (40) y se
encuentra muy cerca del eje real, y a punto de cruzarlo si v se incrementa un poco

mas.
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Figura 9: Distribucion de los polos del pozo de potencial en el plano complejo, con
pardmetros: anchura L = 30 A y profundidad V = 0.5 eV correspondiente a v = 1.4.
En el tercer y cuarto cuadrante se encuentran las primeras diez resonancias k,, y k_,,
(circulos negros) respectivamente. En la parte negativa del eje imaginario un estado
antiligado k,, (circulo azul) y un estado ligado k; (circulo rojo) en la parte positiva
del mismo.
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En la figura 10 se muestra la comparacion del coeficiente de transmisién exacto
(a), con el coeficiente de transmisién calculado mediante el desarrollo en estados
resonantes (b) de la ecuacién (15), donde se utilizé N = 800. Al comparar ambas
graficas, el desarrollo de estados resonantes no logra reproducir el valor exacto del
coeficiente de transmisién, como ocurre también en la figura 7. Como vimos en la
figura 9, este sistema tiene un estado ligado y un estado antiligado, los cuales no son

utilizados en el calculo de la figura 10 (b).
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Figura 10: Comparacion del coeficiente de transmision usando el desarrollo de la
ecuacion (15) (linea azul punteada) (b), en el cual se utilizé N = 800, con el calculo
exacto (a) dado por(69) (linea roja continua). Para un sistema de pozo de potencial
con pardmetros: anchura L = 30 A, profundidad Vi = 0.5 €V correspondiente a
v=14.
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En la figura 11 se muestran cinco casos de la comparacién del coeficiente de trans-
misién exacto dado por la ecuacién (69), con el coeficiente de transmisién producido
por el desarrollo en serie de la ecuacién (28). En (a) se muestra el coeficiente de
transmision utilizando en el desarrollo: N = 0, L = 0y M = 1. En este caso, en
comparacién a la figura 8 (a), el estado antiligado tiene una aportacién mayor al
desarrollo. En el inciso (b) se utiliz6 N =0, L =1y M = 0 en el desarrollo. Al
igual que el estado antiligado, el estado ligado aporta una cantidad méas grande al
desarrollo que en la figura 8 (b). En el inciso (c) se utilizaron los estados ligado y
antiligado, esto es N =0, L =1y M = 1. En este caso la grafica es muy parecida
a la de la figura 8 (c), pero debido a que los estados ligado y antiligado cambiaron
de posicién, la grafica cambia ligeramente. En (d) se utiliza N =20, L=1y M =1
y observamos que la comparacién de ambas graficas sigue siendo buena como en
la figura 8 (d), pero al comparar los dos casos, notamos que en el de la gréfica en
cuestion, el caso aproximado es menos parecido al exacto, que en la figura 8 (d). En
(e) se utiliz6 N = 800, L = 1y M = 1, lo que resulté en que ambas graficas se
traslapen, pero fueron necesarias el doble de resonancias que en el caso de la figura

8 (d) para obtener este resultado.
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Figura 11: Comparacion del coeficiente de transmision usando la solucién aproximada
de la ecuacion (28) (linea azul punteada), con el cdlculo exacto dado por (69) (linea
roja continua), para un sistema de pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 30
A, profundidad Vi = 0.5 eV, correspondientes a v = 1.4, donde ademés de las
resonancias existe un estado ligado y uno antiligado. El nimero de términos utilizados
en el desarrollo de cada caso fueron: (a) N=0,L=0y M =1, (b) N=0,L =1
yM=0,(c) N=0,L=1yM=1,(d) N=20,L=1y M =1, (¢) N =800,
L=1y M=1.
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En las figuras 7 (b) y 10 (b) vemos que no es suficiente solo considerar las resonan-
cias para describir adecuadamente el coeficiente de transmisién, ain considerando
un gran numero de estos estados. Por lo tanto, al utilizar el desarrollo de la ecua-
cién (15), no es posible obtener una reproduccién del coeficiente de transmision, sin
importar el nimero de resonancias que se incluyan en el desarrollo. Por otro lado,
en las figuras 8 (e) y 11 (e), las gréficas del coeficiente de transmisién aproximado y
el exacto coinciden entre si, debido a que se utilizé el desarrollo de la ecuacién (28),
donde se incluyen los estados ligados y antiligados del sistema. En estos dos casos
de un pozo de potencial, aparece un estado ligado y uno antiligado en su correspon-
diente distribucion de polos, por lo que el comportamiento del desarrollo al incluir
estos polos es similar. En las figuras 8 (a) y 11 (a), observamos que la aportacién
del estado antiligado en el desarrollo de (28) es menor que lo que aporta el estado
ligado de las figuras 8 (b) y 11 (b), esto se debe a que el estado ligado se encuentra
posicionado més arriba que el estado antiligado en el eje imaginario del plano k. Al
incluir ambos estados en el desarrollo, como vemos en las figuras 8 (c) y 11 (c), en
vez de que la grafica se eleve maés, ésta se ajusta a una forma mas parecida a la del
coeficiente de transmisién exacto. Esto se debe a que al calcular el modulo cuadrado
del desarrollo para obtener el coeficiente de transmision, el término de interferen-
cia del estado ligado con el estado antiligado genera una contribucién negativa que
ocasiona que la grafica no se eleve atin mas, como se esperaria. Dado lo anterior, es

necesario incluir muchas mas resonancias que en los casos anteriores para tener una
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descripcion correcta, pero el estado ligado y antiligado son indispensables.

En los dos casos anteriores vimos que es necesario utilizar todos los estados co-
rrespondientes a la configuracién del pozo de potencial para obtener el resultado
deseado, ahora veamos que pasa con valores de v un poco mayores. En la seccién
anterior vimos que para v = 7 hay dos estados ligados, por lo que el estado antili-
gado de los casos anteriores cruza al lado positivo del eje imaginario k£ al aumentar

un poco el valor de 7.

Al continuar aumentando el valor de ~, el estado antiligado que aparece en el
ejemplo anterior para v = 1.4, sube a la parte positiva del eje imaginario positivo y
por lo tanto se vuelve un estado ligado. Con el proposito de estudiar si este cambio
de estado antiligado a estado ligado tiene repercusion en el desarrollo, veremos el
caso para v = 1.81, donde este cambio ya ha ocurrido. En la figura 12 se muestra la
distribucién de los polos para v = 1.81. El estado antiligado que esta presente en la
figura 9, sube por el eje imaginario hasta convertirse en un estado ligado, mientras
que las resonancias continuan subiendo y acercandose mas entre ellas como en los

casos anteriores.
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Figura 12: Distribucién de los polos del pozo de potencial en el plano complejo k
con parametros: anchura L = 50 A, profundidad Vj = 0.3 eV, correspondientes a
v = 1.81. En el tercer y cuarto cuadrante se encuentran las primeras diez resonancias
k. v k_, (circulos negros) respectivamente. En la parte positiva del eje imaginario

aparecen dos estados ligados k; (circulos rojos), donde el estado ligado [ = 1 es raiz
de la ecuacién (40) y el estado ligado | = 2 de la ecuacién (44).

En la figura 13 se muestra la comparacién del coeficiente de transmisién exacto
(a), con el coeficiente de transmision en el que se utiliza el desarrollo en estados reso-
nantes (b) de la ecuacién (15), donde se utiliz6 N = 1500. Como podemos apreciar
al comparar ambas graficas, de igual forma que en los casos anteriores, el desarrollo
de estados resonantes (15) no logra reproducir el coeficiente de transmisién exacto.
Como vimos en la figura 12, el pozo de potencial con estos pardmetros ademds de

los estados resonantes tiene dos estados ligados.
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Figura 13: Comparacion del coeficiente de transmision usando el desarrollo de la
ecuacion (15) (linea azul punteada)(b), en el cual se utiliz6 N = 1500, con el calculo
exacto (a) dado por (69) (linea roja continua). Para un sistema de pozo de potencial
con pardmetros: anchura L = 50 A, profundidad V5 = 0.3 eV, correspondientes a
v =181

Ahora veremos la influencia que tienen los estados ligados en el desarrollo de la
ecuacion (28) para la previa configuracién de pozo de potencial. En la figura 14 se
muestran cinco casos de la comparacién del coeficiente de transmisién exacto dado
por la ecuacién (69), con el coeficiente de transmisiéon producido por el desarrollo
en serie de la ecuacién (28). El primer caso es el inciso (a), donde se muestra el
coeficiente de transmision utilizando los siguientes terminos en el desarrollo: N = 0,
L =1y M = 0 donde se incluy6 el estado ligado [ = 1. En este caso, en comparacion
a la figura 8 (a) y la figura 11 (a), el estado ligado (estado antiligado en los casos
anteriores) tiene una aportacion aiun mas grande en el desarrollo. Esto se debe a que
el polo a incrementado de posicién en el plano k y a que el valor de v es mayor. En
el inciso (b) se utiliz6 N = 0, L = 1y M = 0 donde se incluy6 el estado ligado

[ = 2. El estado ligado en este caso aporta una cantidad mas grande a la grafica que
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en la figura 8 (b) y la figura 11 (a). Aunque este estado haya disminuido de posicién
en el eje imaginario del plano k, su contribucién al desarrollo ha ido aumentando,
debido al incremento de . En el inciso (c) se utilizaron los dos estados ligados, esto
esN=0,L =2y M = 0. En este caso la grafica es muy parecida a la del coeficiente
de transmison exacto, debido a que la aportacién que le falta al desarrollo es la de
los estados resonantes de la figura 13 (b), y esta aportacién es muy pequena, En (d)
se utiliza N = 20, L = 2y M = 0 y observamos que la compraciéon de ambas graficas
sigue siendo buena como en las figuras 8 (d) y 11 (d), pero debido a que los esta-
dos resonantes tienen una aportacion menor en el desarrollo conforme v aumenta,
es necesario agregar mas de éstos. En (e) se utilizé N = 1500, L =2y M =0, lo
que resulté en que ambas graficas coincidan, pero se incluyeron més resonancias al

desarrollo.
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Figura 14: Comparacion del coeficiente de transmision usando la solucién aproximada
de la ecuacion (28) (linea azul punteada), con el cdlculo exacto dado por (69) (linea
roja continua), para un sistema de pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 50
A, profundidad Vi = 0.3 eV, correspondientes a v = 1.81, donde ademés de las
resonancias aparecen dos estados ligados. El niimero de términos utilizados en el
desarrollo de cada caso fueron: (a) N =0, L =1y M = 0 donde se incluy? el estado
ligado [ =1, (b) N =0, L =1y M = 0 donde se incluyé el estado ligado [ = 2, (c)
N=0,L=2yM=0,(d) N=20,L=2y M =0, (e) N=1500, L=2y M =0.
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En la distribucion de polos para el caso previo, la cual se muestra en la figura 12,
vemos que a diferencia de los casos anteriores de las figuras 6 y 9, aparecen dos esta-
dos ligados. A pesar de este cambio, sigue siendo imposible aproximar el coeficiente
de transmisién utilizando el desarrollo de estados resonantes (15), como se observa
en la figura 13. El hecho de que ahora haya dos estados ligados en vez de un estado
ligado y uno antiligado, no provoca un cambio relevante en la aportacién que tienen
en el desarrollo, lo que provoca un cambio, es la posiciéon que el estado tiene en el
eje imaginario del plano k, asi como el valor v del pozo. En la figura 14 (a) vemos
que la aportacion del primer estado ligado es mayor que el coeficiente de transmisién
exacto, y en la figura 14 (b) vemos que la aportacién del segundo estado ligado es
mayor que la aportacion del primer estado ligado, debido a que el segundo estado se
encuentra mas arriba en el plano k. En la figura 14 (¢) ocurre lo mismo que en las
figuras 8 (c) y 11 (c), el término de interferencia entre los estados ligados provoca
que la grafica se ajuste y tome una forma parecida al coeficiente exacto, por lo que

solo es necesario incluir los estados resonantes en el desarrollo de la ecuacion (28)

para reproducir el coeficiente de transmision, como es mostrado en la figura 14 (e).
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El siguiente caso ocurre si aumentamos ain mas el valor de v a v = 3.15, donde
aparece un estado ligado y un estado antiligado mas, los dos pertenecientes a la ecua-
cién (44). En la figura 15 se muestra la distribucién de los polos para el parametro
~v = 3.15, las primeras diez resonancias k,, y k_,, los tres estados ligados k; y el tinico
estado antiligado k,, se muestran en la figura. Como vemos en la figura, este caso es
completamente distinto a los anteriores y es importante analizarlo para observar si el
comportamiento en el desarrollo de estados resonantes, estados ligados y antiligados

sigue siendo similar.
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Figura 15: Distribucién de los polos del pozo de potencial en el plano complejo k, con
pardmetros: anchura L = 150 A, profundidad V5 = 0.1 eV y v = 3.15. En el tercer y
cuarto cuadrante se encuentran las primeras diez resonancias (circulos negros) k,, y
k_, respectivamente. En la parte positiva del eje imaginario se encuentran 3 estados
ligados (circulos rojos) k; y en la negativa del mismo, un estado antiligado (circulo
azul) k,,. Los estados ligados [ = 1, [ = 3 y el estado antiligado m = 1 son dados
por la ecuacién (44) y el estado ligado [ = 2 por la ecuacién (40).
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Primeramente corroboramos si es posible reproducir el coeficiente de transmision
exacto al utilizar el desarrollo de estados resonantes (15). En la figura 16 se muestra
la comparacién del coeficiente de transmision exacto (a), con el coeficiente de trans-
misién en el que se utiliza el desarrollo en estados resonantes (b) de la ecuacion (15),
donde se utilizo6 N = 3000. Como vimos en la figura 6, el pozo de potencial tiene
tres estado ligados y un antiligado, ademas de los estados resonantes. Por lo tanto,
al utilizar el desarrollo de la ecuacién (15), no es posible reproducir correctamente
el coeficiente de transmision, porque es necesario incluir los estados ligados y antili-

gados, como ya se observo en los casos anteriores.

12 : : : 0.009
1h
0.8 K/vv 1 0.006 | ' 1
- - e
: ‘l"\/\ ___________________________
04 | 1 0.003 | + " E
/
0 oL ‘
0 0.1 0.2 03 0.4 0 01 02 03 04 05
k k
(a) (b)

Figura 16: Comparacion del coeficiente de transmision usando el desarrollo de la
ecuacion (15) (linea azul punteada) (b), en el cual se utiliz6 N = 3000, con el calculo
exacto (a) dado por (69) (linea roja continua). Para un sistema de pozo de potencial
con pardmetros: anchura L = 150 A, profundidad Vy = 0.1 eV, correspondientes a
v =3.15
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Con la finalidad de comprobar la aportacion de cada uno de los estados del caso
de la figura 15 en el desarrollo, en la figura 17 se muestran cinco casos donde se
compara el coeficiente de transmision exacto (69) con el desarrollo de la ecuacién
(28). El primer caso es el inciso (a) donde se utilizé como término del desarrollo
el tunico estado antiligado, N = 0, L = 0y M = 1. En este caso vemos como la
aportacion del estado antiligado es muy pequena, debido a que el estado antiligado
se encuentra muy abajo en el eje imaginario del plano k, y conforme v aumenta
esto influye mds en la contribucién al desarrollo de (28). En (b) se utilizé el primer
estado ligado [ = 1 en el desarrollo, estoes N =0, L =1y M = 1. En este caso el
estado ligado aporta mucho mas al desarrollo que el estado antiligado, debido a que
se encuentra en una posicion mayor del plano k. Por lo tanto en los incisos (c) y (d)
donde se utiliz6 respectivamente N =0, L =1 y M = 0 incluyendo el estado ligado
=2y N=0,L=1y M =0 incluyendo el estado ligado | = 3, al tener un valor
mayor en el plano k, su aportacién es mucho mas grande que la del estado ligado
[ = 1. En (e) se utilizaron los tres estados ligados y el estado antiligado. En esta figura
vemos que al agregrar todos los estados, la grafica del desarrollo se corrige hasta tener
una forma parecida a la grafica exacta, debido a los términos negativos que aparecen
al calcular el modulo cuadrado de la amplitud de transmisién del desarrollo. En (e)
se utilizo en el desarrollo N = 3000, L = 3 y M = 1, y observamos que la gréafica
del desarrollo coincide con la grafica del coeficiente de transmisién exacto, pero fue

necesario agregar muchas més resonancias que en los ejemplos anteriores.
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Figura 17: Comparacion del coeficiente de transmision usando el desarrollo de la
ecuacion (28) (linea azul punteada) y el calculo exacto dado por (69) (linea roja
continua), para un sistema de pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 150
A, profundidad Vp = 0.1 eV y v = 3.15, donde ademas de las resonancias existen tres
estados ligados y uno antiligado. El nimero de términos utilizados en el desarrollo
de cada caso fueron: (a) N=0,L =0y M =1, (b) N=0,L =1y M =0, con
el estado ligado [ =1, (¢) N =0, L =1y M = 0, con el estado ligado [ = 2, (d)
N=0,L=1y M =0, con el estado ligado I =3, (¢) N=0,L=3y M =1y (f)
N =3000, L=3,y M =1.
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Como vimos en la figura 17 (a), el inico estado antiligado del sistema tiene una
aportacion muy pequena al desarrollo debido a su baja posicion en el plano k, y
conforme el valor de v aumente los estados antiligados tendran una menor relevan-
cia. En la figura 18 vemos que si no incluimos el estado antiligado en el desarrollo
de la ecuacion (28) la grafica del desarrollo aproximado es muy similar a la exacta
pero aun es necesario incluir el estado antiligado para tener una buena aproximacién,

como se vio en la figura 17 (f).

1.2
T e
0.8 | ]
'_
0.4 |
0 I
0 0.1 0.2 0.3 0.4

(a)

Figura 18: Comparacion del coeficiente de transmisiéon usando el desarrollo de la
ecuacién (15) (linea azul punteada), en el cual se utiliz6 N = 3000, L = 3,y M =
0, con el cédlculo exacto dado por (69) (linea roja continua). Para un sistema de
pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 150 A, profundidad Vy = 0.1 €V,
correspondientes a v = 3.15
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Para verificar qué ocurre con las aportaciones de los estados antiligados en valores
de v mayores a 7, analizamos el caso de la figura 19, donde se muestra que para el
valor de v = 5.75 aparecen cuatro estados ligados y dos estados antiligados, ademas

de las resonancias.

0.02 | : 1
K e
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001" te

. K
-0.02 | . -
008  -0.04 0 004  0.08
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Figura 19: Distribucién de los polos del sistema en el plano complejo k con pardme-
tros: L = 500 A, Vj = 0.03 eV y v = 5.75. En el tercer y cuarto cuadrante se
encuentran las 10 primeras resonancias (circulos negros) k, y anti-resonancias k_,
respectivamente. Para este valor de v aparecen cuatro estados ligados k; (circulos
rojos) en la parte positiva del eje imaginario y dos antiligados k,, (circulos azules)
en la parte negativa del mismo.

Para poder observar las aportaciones de los estados ligados, nuevamente grafica-
mos el desarrollo de la ecuacién (28), como se observa en la figura 20. En el inciso
(a) de la figura se compara el coeficiente de transmisién exacto con el coeficiente
de transmision aproximado, utilizando 6000 resonancias y los cuatro estados liga-

dos. Como vemos las dos gréficas coinciden en la regién gaficada. En el inciso (b) se
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comparan nuevamente los coeficientes de transmision, pero esta vez se utilizo en el
desarrollo 6000 resonancias, los cuatro estados ligados y los dos estados antiligados.
Como es de esperarse las dos graficas coinciden, ya que se utilizan todos los estados

ligados y antiligados.

1.2 ‘ 1.2
1 1r
0.8 R 0.8 R
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Figura 20: Comparacion del coeficiente de transmision usando el desarrollo de la
ecuacion (28) (linea azul punteada) y el calculo exacto dado por (69) (linea roja
continua), para un sistema de pozo de potencial con pardmetros: anchura L = 500
A, profundidad V; = 0.03 eV y v = 5.75, donde ademads de las resonancias aparecen
cuatro estados ligados y dos antiligados. El nimero de términos utilizados en el
desarrollo de cada caso fueron: (a) N = 6000, L =4y M =0, (b) N =6000, L =4
y M = 2.

En la figura 20 vemos que para el valor de v correspondiente, los estados antiliga-
dos no fueron necesarios para lograr la reproducccion del coeficiente de transmisién
exacto del pozo de potencial. En base a lo observado en la figura 18, conforme
aumenta, los estados antiligados aportan una menor cantidad en el desarrollo, hasta
que dejan de ser necesarios para reproducir el coeficiente de transmisién. Por otro

lado, como se observa en las figuras 17 (b), 17 (¢) y 17 (d), los estados ligados tienen

un valor mayor en el desarrollo mientras mayor sea su posicién en el eje imaginario
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del plano k.

En general, la contribucién de cada uno de los estados ligados y antiligados en
el desarrollo de la ecuacién (28), depende unicamente de la posicién en la que se
encuentre cada polo en el plano k, y de que tan grande es el valor del parametro
~. Si v aumenta, la aportacién de cada polo en el desarrollo aumenta, y si el polo
se mueve en direcciéon positiva del eje imaginario k, la aportacién también aumenta.
Por lo tanto, en valores grandes de v donde hay varios estados ligados y antiligados,
los estados ligados son los que tienen mas importancia para reproducir el coeficiente
de transmision de un pozo de potencial. En las regiones de v donde los estados an-
tiligados se encuentran por debajo de las resonancias, éstos tienen una contribucién
muy pequena en el desarrollo, debido a su posicién tan baja en el eje imaginario del
plano k. De igual forma, podemos decir que para 0 < v < 7, los estados ligados y an-
tiligados son cruciales para la correcta descripcion del coeficiente de transmision. En
cambio para valores de v mayores a 7, los estados antiligados dejan de ser relevantes
para la descripciéon de la transmisién conforme v aumenta. No obstante, los estados
ligados mas cercanos al eje real del plano-k, conforme el valor de v aumenta, también
dejaran de ser relevantes. Resumiendo, los estados ligados y antiligados son funda-
mentales para la reproduccién del coeficiente de transmisién, pero la importancia de

cada uno de éstos radica en su posiciéon en el plano k y el valor de v asociado.
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Conclusiones

En el presente trabajo se realiz6 un estudio de un formalismo no-hermitiano capaz
de describir, mediante formulas analiticas, la amplitud de transmisién y cantidades
relacionadas en sistemas que presentan un espectro de energias que consiste de esta-
dos resonantes, estados ligados y estados antiligados. Como punto de partida se tomé
como base un formalismo de estados resonantes desarrollado por Garcia-Calderdn,
el cual se extendi6é para potenciales que ademas de resonancias en su espectro, inclu-
yen estados ligados y estados antiligados. Mediante este enfoque analitico, es posible
representar la funcién de onda en la regién interna del sistema por un desarrollo en
términos de los polos complejos de la amplitud de transmisién (polos de la matriz
S) v de los residuos en dichos polos. La extensién de este desarrollo es una de las
principales aportaciones del trabajo de tesis. Las férmulas analiticas desarrolladas,
son de cardcter general para potenciales unidimensionales de alcance finito. En este
trabajo se aplico el formalismo extendido al caso particular de un potencial atractivo
dado por un pozo de potencial de profundidad y anchura finitas.

69



Capitulo 4. Conclusiones 70

Para el calculo de los polos complejos se implementé un método analitico inspi-
rado en el trabajo de Nussenzveig (Nussenzveig, 1959) para un pozo tridimensional,
mediante el cual fue posible obtener expresiones analiticas para cada una de las
especies de polos del sistema: resonancias, estados ligados y estados antiligados. Pa-
ra resolver dichas ecuaciones se implemento un algoritmo basado en el método de
Newton-Rapshon para raices complejas. Lo anterior nos permitié estudiar la evolu-
cién de los polos complejos en el plano k como funcién de los parametros relevantes

del sistema: la anchura y la profundidad del pozo.

En este trabajo se pone de manifiesto la importancia de la evolucién de los po-
los en el estudio de la convergencia del desarrollo del coeficiente de transmisién. Se
demuestra que la evolucion de los polos en el plano complejo puede caracterizarse
mediante un pardmetro gamma (y = %, / Zh—Z‘VO), el cual es proporcional al producto
de la anchura y de la profundidad del pozo. Dicho pardmetro permite identificar dos
regimenes importantes en la evolucién de las distintas especies de polos. El primero
de estos corresponde al régimen de valores de 0 < v < 7, en donde se encuentra que
los estados ligados y antiligados son cruciales para lograr una descripcion correcta
del coeficiente de transmision. En otras palabras, en este régimen, una descripcién
de T(k) basada en un desarrollo que solo incluya resonancias, es insuficiente, sin
importar el nimero de resonancias consideradas en éste. El segundo régimen corres-
ponde a v > 7, en donde se encuentra los estados antiligados dejan de ser relevantes

para la descripciéon de la transmisién conforme v aumenta. No obstante, los estados
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ligados mas cercanos al eje real del plano-k, conforme el valor de v aumenta, también
dejardn de ser relevantes en la descripcién correcta de T'(k). Esto es, se demuestra
que en este régimen, conforme v aumenta, el coeficiente de transmision es descrito
adecuadamente con un desarrollo que incluye a los estados ligados que se encuentren
mas arriba en el eje imaginario del plano-k, es decir, no siempre seran necesarios to-
dos los estados ligados para estos valores de 7. Sin embargo, es necesario considerar
un numero cada vez mayor de resonancias conforme v aumenta.

En resumen, se obtiene un desarrollo que permite reproducir el coeficiente de
transmision exacto para potenciales que exhiban espectros con resonancias, estados
ligados y antiligados. Los desarrollos presentados en este trabajo de tesis pueden ser
utilizados para describir coeficientes de transmision en sistemas de superredes finitas
que incluyan un numero arbitrario de pozos y barreras de potencial. Una secuela
interesante de los desarrollos presentados en este trabajo, seria su aplicacion en el
campo de los fenémenos transitorios, en donde mediante el modelo de obturador
cuantico seria posible describir la evolucion temporal de ondas cuanticas en la regién

de transmision de superredes finitas con pozos.



Apéndice A

Amplitud de transmisién para el
pozo de potencial

En la siguiente seccion resolveremos la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo para el pozo de potencial mediante el método de la matriz de transferencia,

para encontrar el coeficiente de transmision.

_V0

Figura 21: Pozo de potencial.

Partimos de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo:

P dPU(x)
2m  dx?

V()T (2) = EV(2), (47)

La solucién de la ecuacién (47) para las regiones I, IT y I1T mostradas en la figura 21
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estan dadas por:

\IJI _ eikm + Tefikx; T S O, (48)
Uy = e + fe %, 0<z>1L; (49)
Uy = te'*?; r > L, (50)

donde k = \/2mE/R?, ¢ = \/Qm(E +Vo)/h* y r, a, By t son coeficientes a deter-

minar.

Aplicamos las condiciones de frontera entre las funciones de onda para cada
region.

W[(O) - @[[(O)

l+r=a+p (51)
(a—p) (52)
et 4 el — et (53)

—tettl = qet — etk (54)

Sumamos y restamos las ecuaciones (53) y (54) y respectivamente obtenemos,

t . k

o = §€ZL(kiq) (1 + 5) 5 (55)
t . k

8= 562L<k+q> (1 - E) : (56)

Las ecuaciones (55) y (56) se pueden escribir en forma matricial como:
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« t
= M , (57)
6] 0
donde,
L1 4 kyeil(k—a)
My = i( Z) iL(k (58)
51— Bt g
Ahora de igual forma con las ecuaciones (51) y (52) obtenemos,
o q\ , P q
=50+ D)+50-1),
5 + 5 + 5 ? (59)
o a\ , b q
5 (-5+36 )
r=5( )5 (i (60)
Las ecuaciones anteriores las podemos escribir de forma matricial como:
1 «Q
— M2 5 (61)
r B
donde,
lpypay 14
Mg _ i( k> i( k:) (62)
(=4 2(1+3)
Sustituyendo (57) en (61) resulta,
1 t
- M , (63)
r 0
donde,
M = MyM,, (64)

es la matriz de transferencia.



Apéndice A. Amplitud de transmision para el pozo de potencial 75
De la ecuacién (63) tenemos,
1= mllt, (65>
r = 7TL21t. (66)
En la ecuacién (65) vemos que la amplitud de transmision ¢ es:
1
t=—, (67)
mi
donde mq; es,
1 k qN\ ir(n_ 1 q k\ .
—(14+% (1 —) iL(k=q) 4 = (1 . —) 1 D) el (68
Finalmente el coeficiente de transmisién T = [t|* es:
1
T= (69)

) (e e r (- (18 s
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Calculo de las eigenfunciones uy(x),
v(z) y wm(x)

Para calcular las eigenfunciones resonantes y las eigenfunciones correspondientes
a los estados ligados y antiligados, resolveremos la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo con condiciones de frontera de onda saliente, utilizando el método

de la matriz de transferencia.

_V0

Figura 22: Pozo de potencial.

Nuestra ecuacion a resolver es,

—_h2 d*u(x)
2m  dx?

+ V(z)u(x) = Eu(x). (70)
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Las soluciones de la ecuacion (70) para las regiones I, II, III estdn dadas por:

ur(x) = Are™®  Bre~ne, z < 0; (71)
ug(z) = Ape'™ + Bye ", 0<z>1L; (72)
wp(z) = Agre™™® + Be™*n*; x> L, (73)

donde k,, = 4/ 2mE, /R, ¢, = \/QW(En +Vo)/R® y A, Arr, Arr, Br, Bir, Brpp son

coeficientes a determinar. Las condiciones de frontera son,

ur(0) = un(0); (74)
up(0) = u (0); (75)
ug (L) = ug(L); (76)
uy (L) = uiy (L), (77)

Si A; =0y By =0, de las ecuaciones anteriores, se obtienen las siguientes relacio-

nes matriciales,

dado M; como:

=
I

’ (79)
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y
0 A
7 (80)
By By
donde M, es:
lpypay 14
M2 _ i( k> j( k> (81)
213 (1+7)
De las ecuaciones (78) y (80) tenemos,
0 A
_ v or (82)
By 0
tal que,
M = M, M,, (83)
es la matriz de transferencia del sistema. De la ecuacién (78) tenemos,
Ap = M{"Apy (84)
y
By = M Ay, (85)

mientras que de la ecuacién (82) tenemos,

0=muAm
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Br = maAnr. (87)

Para determinar los coeficientes Ay, Ay y B es necesario determinar Ay por lo

que utilizamos la siguiente condicién de normalizacién]]|,

| @+ b0 + ) - 1 9

tomando la funcién de onda para la region interna tenemos:

L L
I= / u? (v)dr = / [Age" ™" + Bpe ""*]du, (89)
0 0

de donde resulta:

2
_ AH

" 2ig,

. B2 ;
I (621an o 1) + 22;1 (1 o e*QZan) + QLAHBH, (90)

de las ecuaciones (84) y (85) la ecuacién (90) resulta:

A? , A? ,
= L 1) + SV - ) £ 2L AR MM, (o)

como Ay =0, de (71) obtenemos

u; (0) = B% = (m21)2A%II' (92)
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Por otro lado de (73), como By = 0 tenemos,
ul(L) = Afge*™t. (93)
Sustituimos las ecuaciones (91), (92) y (93) en la ecuacién (88) y obtenemos,
1 2
A - 1142 2142 94
i (Igilqn) (627;an —1)+ (1‘2{_1(1") (1— e—Zian) Jr2[]]\/[111]\4121 + 2]2" [(ma1)? +e2z’knL] ( )
Finalmente, tendremos que las eigenfunciones nos quedan como,
ur(z) = moy Agre™*n®; <0 (95)
UH(Z') = MlllAH[@iq"x =+ M121A][[€_iqnx; 0<r< L (96)
U[[[(l’) = A[]]@iknx; i Z L. (97)

Las cuales se expresan como funcién de algunos elementos de matriz y de Ajy.
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Determinacion de los residuos de

la funcion de Green en los polos

En esta seccion mostraremos la determinacion de los residuos de la funcién de
Green para los polos complejos k,, los estados ligados k; y los estados antiligados
k.. Estos residuos, originalmente calculados para los polos complejos k,,, fueron ob-
tenidos por Garcia-Calderén (Garcia-Calderén y Rubio, 1997). La funcién de Green

asociada al Hamiltoniano H satisface la ecuacion

aa—;G+(rc, 2 k) + [K = V()]G (x, 2 k) = 0(x — ), (98)

con condiciones de frontera x = 0 y x = L dadas, respectivamente por

[£G+(3§,x'; kz)] = —ikGT(0,2"; k) (99)
Ox =0
y
0 / . /
{—G*(w, z'; k;)] =ikGT(L,2'; k). (100)
Ox ol

Para una resonancia k, podemos escribir:

G* (4’5 k) = T x(@, 2l k), (101)
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donde r,(z,2'; k) es el residuo correspondiente al polo y x(x,z'; k) es una funcién

regular. Sustituyendo la ecuacién (101) en (98), obtenemos

1 0*rp(z,2') ) ,
k_kn{ ) V(@)

+{—82X(§§” D 1 12 - V@), k)} (102)
0

—0(x —a') =

Al sumar y restar k2r,(z,z')/(k — k,) en la ecuacién (102) y tomar el limite k — &,

obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

O?rp(x, ")

22 + [k = V(@)lra(z,2’) =0 (103)

o "k,
PMELE) | iz v(@)lx(eatsh,) + 2hrea’) = 0@ — o). (104)
x
Ahora sustituyendo la ecuacién (101) en las condiciones de frontera dadas por las
ecuaciones (99) y (100), sumando y restando ik, (z, ') /(k—k,) y tomando el limite

k — k,, obtenemos:

0
—Tn(x,x')] = —ik,r,(0,2"), (105)
{837 o0
8 / . / - /
{—X(:p, x'; kn)] = —ik,x(0,2"; k,) — ir, (0, 2"), (106)
Ox =0
{gr (z x’)} = —ik,r,(L, 2" (107)
a$ n Y ol n'n 7 )
6 / . / . /
—x(z, 2 ky) = —ik,x(L,2"; k) — ir, (L, 2"). (108)
Ox el
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Observamos que la expresién r,(z,2") cumple las condiciones de frontera de onda

saliente (99) y (100), por lo tanto, proponemos:
ro(z, 2") = u, () P(2)). (109)

Como 7,(x,2") cumple con la ecuacién (103) por tanto u,(x) la cumple también:

d*u,,(z)

FE R (k2 — V(2)]u,(z) = 0. (110)

n

Entonces u,(z) cumple también con las condiciones de frontera de onda saliente

siguientes:
[%un(m)} =ik (111)
{%un(a:)} = ikan(D) (112)

Podemos obtener una expresién explicita para P(z’) multiplicando la ecuacién (104)
por u,(z) y la ecuacién (110) por x(x, ', k,), restandolas e integrando desde x = 0

ax=L:

+2ky, /OL U (x)rp(x, ") dx (113)

= /OL Up(2)0(z — 2')dx.

Usando las ecuaciones (111), (112), (106), (108) y (109) en la ecuacién (113) resulta:

P(') = n(') (114)

2kn{ /OL uZ(z)dz + i[u2(0) + ui(L)]/an}
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Entonces el residuo de la funcién de Green G*(x,2’; k) para una resonancia k, estd

dado por:
/ up () un (2') by Lo 2
(7)) = ———— Uy (@)d + o= [ur (0) + ug, (L)] s (115)
2k ; 2k
donde las funciones u,(z) tienen la siguiente normalizacion:

/DL w2 (z)da + z’%ﬂ“i(m =1 (116)

Realizando el procedimiento anterior para un estado ligado k; y un estado antiligado
k., podemos obtener los residuos de la funcién de Green

r(z,2') = %Z(x,){ /0 v? (z)dx + QLkl[vlz(O) + U?(L)]}, (117)

/ L :

ety = O [C e Sz w200 1)
e, ; 2%

donde las funciones v;(x) y v, (z) corresponden a un estado ligado y un estado

antiligado respectivamente y siguen la misma normalizacién que las funciones u, (x).



Apéndice D

Relacion de la funcion de onda con

la funcion de Green

Podemos derivar una relacién entre la funciéon de onda ¥(z, k) y la funcién de
Green G (z,2'; k) del sistema. Esto permite establecer una conexién entre los pro-
blemas de dispersién y el espectro del sistema para potenciales de alcance finito.
Dicha relacién fue obtenida por Garcia-Calderén (Garcia-Calderén, 1987), y surge
como un resultado matematico después de manipular la ecuaciéon de Schrodinger
independiente del tiempo para un potencial arbitrario V' (z). En mecéanica cuéntica,
el problema tipico de dispersion en una dimensién de una particula de momento k,
involucra la solucién de la ecuacién de Schrodinger, la cual puede escribirse como:

20 (x, k)

—5+ [k? — V]¥(z, k) =0, (119)

perteneciente a una particula que incide sobre el potencial por un lado, con una am-
plitud de transmision ¢(k) y una amplitud de reflexién r(k), donde hemos definido
V = [2mV (x)/h*]. Consideremos el pozo de potencial unidimensional de profundi-
dad V(z) = =Vj en 0 < x < L. Fuera de la regién del potencial, la solucién es una

combinacién lineal de funciones e™** v e~ las cuales podemos escribir como:
)

U(w, k) = e** 4 rehe z <0, (120)

85
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U(x, k) = te'*® x> L. (121)

Por otro lado, la funcién de Green satisface la siguiente ecuacion diferencial,

d>GT (x, 2"} k)

5 W = VIGT (2, k) = 6(x — ). (122)

La funcién G*(z,2'; k) satisface las siguientes condiciones de frontera de onda sa-

lienteenz =0y x =1L,

+ /.
dGT(0,2" k) _ —ikGT(0,2'; k), (123)
dx
+ /.
W = ikG* (L, 2"} k). (124

Multiplicamos (119) por ¥(z, k), (122) por G*(x, 2’; k), y las restamos para obtener:

Gt (x, 2’5 k)
dx?

d?V(z, k)

dx?

U(z, k) — Gt (z, 2" k) = U(x,k)d(x —2'). (125)

Integramos lo anterior en la regién del potencial y obtenemos,

dGt(L,z'; k) d¥ (L, k)
w L ) ) _ + L /. )
( 7k) dx G ( 71'7]{‘1) dSE
dGH (0,2 k) o, dU(0,k)
—U(0, k)T+G (O,I,k)T = U(2', k). (126)
Aplicando las condiciones de ¥(x) y fl—‘i’ en los extremos del sistema, y las condi-

ciones de frontera de onda saliente para la funcién G*(x,z'; k), después de algunas

manipulaciones algebraicas obtenemos la expresion,
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V(2! k) = 2ikGH(0,2'; k), 0<z<L. (127)

Esta relacion fue derivada por Garcia-Calderén (Garcia-Calderén, 1987) y su
importancia radica en que es posible conectar el problema de dispersion y el de
estados resonantes. Evaluamos W (2, k) y (121) en L para obtener la relacién para la

amplitud de transmision,
t(k) = 2ike”*GT(0, L; k). (128)

Utilizando el desarrollo en serie para el propagador de Green G (z, 2’; k) de la ecua-
cién (21), y las relaciones (22), (23) y (9), podremos obtener los desarrollos en estados
resonantes, estados ligados y antiligados para la funcién de onda ¢ (x, k) y la ampli-

tud de transmisién ¢(k).
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