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I. Resumen

Una de las metodologias mds socorrida al modelar la propagacion de oleaje en
aguas de profundidad variable es la que se conoce como la aproximacién de
Pendiente Suave (Mild-Slope en inglés). Esta aproximacion permite obtener una
ecuacion integrada verticalmente relativamente sencilla. No obstante, ya que el fondo
se supone como localmente plano, el potencial obtenido por los primeros modelos de
pendiente suave no satisface la condicién de frontera del fondo.

Se ha propuesto resolver esta cuestion en términos de potenciales de velocidad
que incluyan modos de oscilacion no propagativos. En el presente trabajo se propone
una solucién en términos de una trasformacion del espacio fisico de propagacién por
un espacio ortogonal curvilineo que se adapte a la geometria del ambiente. EI
resultado obtenido es una ecuacién diferencial lineal de segundo grado con
coeficientes variables, la cual se resuelve numéricamente.

Para corroborar la validez del modelo, se comprobé que es posible reproducir
de forma casi idéntica los resultados generados por los modelos con modos
evanescentes a partir de la solucién de sistemas de ecuaciones entre 3 y 6 veces mds
pequefios. Esto sin duda hace m4s eficiente la implementacion y solucion en cuanto
al tiempo de computo y los requerimientos de memoria.

Sin embargo, el modelo se restringe a situaciones en las que la derivada de la
funcion del fondo sea continua, debido a que se requiere resolver una ecuacidn
diferencial por el método de caracteristicas. Esto impide que el modelo se pueda
aplicar sobre batimetrias irregulares, como son cambios abruptos de profundidad,
picos o escalones. Sin embargo, esta dificultad se puede salvar aproximando el

contorno en el piso por una funcion con derivadas continuas.
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1. Introduccion

El entendimiento de la infinidad de procesos que ocurren en la zona costera es
de vital importancia por ser ésta la region en donde se produce la mayor interaccién
del hombre con el océano. Aqui se producen centenares de relaciones que afectan la
actividad humana desde distintos 4ngulos: pesca, turismo, ecologia, acuacultura,
transportacion, entre otros.

Una de las materias de interés fisico mas importante en la zona costera es sin
lugar a duda el estudio del oleaje. El oleaje es un aspecto a tomar en cuenta en
aplicaciones tan diversas como el diseflo y construccién de estructuras marinas
(puertos, marinas, rompeolas, espigones), navegacion, dispersion de contaminantes,
transporte de sedimentos, dindmica de poblaciones biol6gicas y otras (Maa, Hsu et
al., 1998).

A medida que las olas se aproximan a la costa, los efectos de la variacion del
fondo se hacen presentes. La ola que originalmente se desplazaba sin restricciones
relativas a la profundidad, comienza a ser frenada por friccién con el fondo; esta
fricciéon trae como consecuencia fendmenos como someramiento, refraccion,
reflexién y ruptura. Ademds, la interaccién de la ola con las fronteras (playas,
paredes, rompeolas) genera a su vez difraccion y disipacion de energia (Silva, 2004).

Debido a la alta no linealidad de los procesos antes mencionados, su estudio
resulta ser matemdticamente muy complicado. Se ha intentado resolver este
problema en base a varias aproximaciones de las ecuaciones de movimiento, siendo
las mas comunes las que se conocen como aproximaciones de Boussinesq y los
modelos de Pendiente Suave (Mild Slope en inglés) (Dingemans, 1997). La

diferencia fundamental entre ambas aproximaciones es que los modelos de




Boussinesq conservan algunos términos no lineales mientras que los modelos de
pendiente suave son del todo lineales.

En el presente trabajo se presenta un modelo de“propagacion de oleaje que
cumple las condiciones propias de la Pendiente Suave (Berkhoff, 1972). Este modelo
se genera en el marco de un sistema de coordenadas curvilineas que permite empatar
el espacio fisico con el espacio computacional en el que se resuelven las ecuaciones;
con esto se busca mejorar los resultados obtenidos respecto a los modelos cartesianos
sin incrementar demasiado la complejidad de las ecuaciones, ni afiadir demasiados

puntos para obtener mejor resolucion.

1.1 Antecedentes

Peregrine (1967) parti6 de las ecuaciones no lineales de Boussinesq en aguas de
profundidad constante para estudiar una ola solitaria desplazdndose lo largo de un
canal con profundidad variable. Més tarde, G. Wei y J. T. Kirby (1995) proponen
una variacion del modelo de Boussinesq, incluyendo en la ecuacién de movimiento
términos correspondientes a adveccion y gradiente de presion, y términos dispersivos
no lineales con derivadas espaciales y tempqrales. El estudio de ecuaciones de este
tipo ha cobrado gran importancia en Ultimas fechas, de la mano del desarrollo de
nuevas técnicas computacionales que hacen mas eficiente el cédlculo numérico;
podemos resaltar por ejemplo el Modelo FUNWAVE (Kirby, Wei et al., 1998), el
cual se basa en las ecuaciones de Boussinesq. Aquellos interesados en conocer mas
el tema pueden referirse a una buena recopilacién de trabajos sobre modelos de

Boussinesq hecha recientemente por Kirby (2003).



Por otro lado, estdn los modelos lineales de pendiente suave, como el modelo
del cual nos ocuparemos en el presente trabajo. El primer modelo de pendiente suave
para la prediccion de oleaje en zona costera fue propuesto por Berkhoff (1972); en
ese trabajo, Berkhoff partié de la ecuacion de continuidad escrita en términos del
potencial de velocidad y la modificé haciendo dos suposiciones fundamentales: i)
que la estructura vertical del potencial de velocidad se aproxima localmente al de una
onda propagandose sobre un fondo plano y ii) que los efectos debidos a términos de
orden cuadrado y superior que incluyan la pendiente y la curvatura del fondo son
despreciables.

Después de establecer las dos condiciones que forman la base de los modelos
de Pendiente Suave, Berkhoff integré las ecuaciones en la vertical para eliminar la
dependencia de esta coordenada de la ecuacion de movimiento resultante, y que esta
quedase Unicamente en funcioén de las coordenadas horizontales. De esta forma el
potencial de velocidad queda descompuesto en dos partes “independientes”: la
componente horizontal (ya sea en una o dos dimensiones) que se obtiene al resolver
la ecuacién de pendiente suave, y la componente vertical que esta detenn_inada de
antemano por una funcion del tipo coseno hiperbdlico; en realidad las componentes
no son del todo independientes, ya que la componente vertical depende del nimero
de onda, el cual a su vez depende de las variaciones horizontales del fondo.

La misma ecuacién de Berkhoff fue derivada por otros métodos en los trabajos
de Smith y Sprinks (1975), Lozano y Meyer (1976) y Booij (1981). El rango de
validez de la suposicion de pendiente suave fue estudiando por Booij (1983), quien
encontré que la ecuacién de Berkhoff coincide con la teoria lineal para valores de

pendiente hasta de 1/3.




Con el paso del tiempo, la Ecuacion de Pendiente Suave (EPS) se fue
fortaleciendo, como en los trabajos de Booij (1983), Kirby (1983) y Kirby (1984), en
los que se incluye la interdccion del oleaje con corrientes y términos disipativos. Mas
tarde, Kirby (1986) introduce una variacién de la EPS para reproducir los datos
experimentales obtenidos por Davies y Heathershaw (1984) del comportamiento de
un tren de ondas viajando sobre un fondo ondulado. En su trabajo, Kirby supone que
las ondulaciones (de amplitud pequefia) estan sobrepuestas en un fondo de pendiente
suave y obtiene una ecuacién que difiere sélo en un término (relacionado con las
ondulaciones del fondo) de la ecuacion de Berkhoff.

Casi diez afios después del trabajo de Kirby, Chamberlain y Pdrter (1995)
proponen la Ecuacion de Pendiente Suave Modificada (EPSM), la cual es una
generalizacion de la EPS en cuya derivacién se incluyen los términos de segundo
orden y de curvatura que habian sido eliminados por Berkhoff. El resultado es una
ecuacion mas completa que incluye como casos especiales la EPS'y la ecuacion para
fondo ondulado de Kirby. La EPSM ha demostrado ser una herramienta muy
poderosa para determinar la evolucién del oleaje cercano a la costa. Como ejemplo
podemos citar dos modelos de propagacion de oleaje que se basan en esta ecuacion:
el Modelo RIDE (Maa, Hsu et al., 2002) y un Modelo generado en el Instituto de
Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México, el WAPO2D (Silva,
2004).

Una vez propuestas las ecuaciones, queda el problema de resolverlas. En su
forma original, tanto la EPS como la EPSM son ecuaciones diferenciales elipticas del
tipo de la ecuacién de Helmholtz. Hasta el momento, es imposible encontrar una

soluci6on analitica a las ecuaciones; la tnica solucion posible se obtiene




numéricamente, sin embargo dado que en general las matrices que resultan de la
discretizacion de la EPS y la EPSM no son diagonalmente dominantes, no es viable
resolverlas por métodos iterativos simples (Lynch, 2005).

De entre los mecanismos utilizados para enfrentar esta dificultad, destacamos
los siguientes:

- Radder (1979) introdujo una parabolizacion de la EPSﬁque se restringe a los
casos en los que la onda sigue una direccién de propagacion preferente y los efectos
de reflexién son despreciables; toda vez que la ecuacion se convierte en parabolica,
es posible implementar métodos iterativos simples de solucion. Esta aproximacion ha
sido utilizada en varios trabajos como el de Kirby y Dalrymple (1983), Kirby (1986)
y Dalrymple (1988), y es la base del modelo de propagacion de oleaje conocido
como REF/DIF 1 (1994).

- Ebersole (1985), Copeland (1985) y Li y Wang (1999) propusieron cambiar la
EPS por un sistema hiperbdlico de ecuaciones en donde se busca calcular la amplitud
y fase de una funcién de potencial de velocidad. Esta aproximacion se puede resolver
también por métodos iterativos simples, sin embargo reproduce sélo los efectos de
difraccion y refraccidn, pero no de reflexion.

- Se ha propuesto también la utilizacion de métodos iterativos més avanzados.
Un ejemplo es el método de Mallas miltiples de Li y Anastasiou (1992). Otro |
ejemplo es el de Oliveira y Anastasiou (1998), quienes compararon los resultados
obtenidos al aplicar el método del Gradiente Bi-Conjugado Estable vy el de Residuos
Minimos Generalizados encontrando que el primero converge de manera mds rapida
y eficiente que el segundo. Otros trabajos resuelven el problema transformando la

ecuacion diferencial eliptica en un par de ecuaciones integrales (Chamberlain, 1993;




Chidlow, 2005), encontrando incluso un algoritmo para medir el error relacionado
con el calculo.

- Un mecanismo de solucién més bésico y sencillo es el resolver el problema
numérico directamente por eliminacién gaussiana. El problema de este método es
que dada la enorme demanda de memoria, sélo puede utilizarse en el estudio de
regiones pequefias. Maa et al. (1997) propusieron una forma de librar esta dificultad
con un método que cambia la necesidad de espacio de memoria interna por espacio
de disco duro.

En el presente trabajo se decidi6 utilizar el método de eliminacién gaussiana
para resolver las ecuaciones obtenidas; dado que los dominios de propagacién
estudiados no son demasiado grandes, este método es aparentemente el mds sencillo
y répido de implementar. De momento se dejé de lado investigar si es o no la
eleccion Optima.

Se ha dicho anteriormente que la EPSM es una version mejorada de la EPS
original, en la que se incluyen los efectos debidos a la curvatura y términos de
segundo orden de la pendiente del fondo. Sin embargo, en 1993, Massel (1993)
introdujo una aproximacion que ademads incluye la presencia de modos de oscilacion
no propagativos (llamados evanescentes) deduciendo un sistema de N+1 ecuaciones
(que incluye N modos no propagétivos y un propagativo) por el Método Galerkin de
Eigenfunciones; esta misma idea fue retomada por Porter y Stazikér (1995)
utilizando un método variacional para obtener la que se conoce como Ecuacién de
Pendiente Suave Extendida (EPSE). Los autores afirman que el incluir modos no

propagativos mejora perceptiblemente los resultados obtenidos en comparacién con




las ecuaciones anteriores, y ademas asegura que el flujo de masa sea continuo a pesar
de que la pendiente del fondo no lo sea (Porter and Staziker, 1995).

Pese a su superioridad sobre la EPSM y la EPS, la EPSE comparte una
deficiencia con sus antecesoras. Esta deficiencia viene de la misma suposicién de
pendiente suave: la estructura vertical del potencial de velocidad se aproxima
localmente al de una onda propagéndose sobre un fondo plano. De esta manera, es la
componente vertical del potencial de velocidad en el fondo la que se hace cero, y no
la componente perpendicular al fondo como lo exige la condicién de frontera sobre
suelo impermeable; la diferencia entre la direccion vertical y la direccién
perpendicular se hace mas evidente a medida que la pendiente del fondo se vuelve
mayor.

Dos problemas surgen a partir de este punto: i) las velocidades calculadas por
estas ecuaciones cercanas al fondo se tornan bastante imprecisas y ii) se pierde la
conservacién de energia de la onda. Athanassoulis y Belibassakis (1999) propusieron
la inclusién de una nuevo modo de oscilacion al que llamaron modo de la inclinacion
del fondo (sloping-bottom mode), ademés de derivar un sistema acoplado de
ecuaciones en el que no es necesario predeterminar la forma funcional del potencial
vertical.

En contraparte, Chandrasekera y Cheung (2001) propusieron un esquema mas
sencillo que el de Athanassoulis y Belibassakis, el cual consta de sélo un par de
ecuaciones acopladas derivadas de la condicién de frontera en el fondo y la ecuacion
de Laplace; en este trabajo sin embargo, se toma la forma funcional tradicional del
potencial vertical y se agrega un factor que concuerda con la condicién de frontera en

el fondo. Kim y Bai (2004) a su vez, proponen una nueva ecuacién de pendiente




suave (a la que llamaron Ecuacién de Pendiente Suave Complementaria) en términos
de la funcién de corriente y no del potencial de velocidad; al cambiar la funcién de
corriente por el potencial, la condicién de frontera en el fondo se convierte en una
condicion de Neumann. Finalmente, Chamberlain y Porter (2006) por medio de una
transformacién de variables obtuvieron una aproximacién multi-modal mds sencilla
de la ecuacién de pendiente suave.

A pesar de que estas ecuaciones han demostrado reproducir satisfactoriamente
la evolucién de una onda propagandose sobre un fondo variable, distan cada vez més
de la simplicidad del la EPS original. La complejidad introducida hace que el costo
computacional y el trabajo para resolver las ecuaciones sea cada vez mayor.

El presente trabajo deduce una ecuacién de propagacién de oleaje en fondo
variable cuya solucion satisface la condicién de frontera en el fondo. La idea original
fue planteada por Biggs y Chamberlain (2006) y consiste en transformar el espacio
cartesiano de propagacién en un espacio curvilineo en el que el fondo sea
representado como una recta horizontal; de esta forma la condicién de frontera en el
fondo se transforma en una simple condicion de Néumann.

La idea de mezclar ecuaciones de propagacién de oleaje y coordenadas
curvilineas no es del todo nueva. Anteriormente se han utilizado este tipo de
transformaciones, principalmente para lidiar con fronteras laterales irregulares.
Algunos ejemplos del uso de coordenadas curvilineas en modelos de Boussinesq los
encontramos en Shi, Dalrymple et al. (2001), y en Shi, Kirby et al. (2003). Hay
también trabajos que combinan el uso de ecuaciones de bendiente suave y
coordenadas curvilineas, por ejemplo, Zhang, Zhu et al. (2005) utilizan la

aproximacion hiperbdlica de la EPS para obtener una ecuacién en coordenadas




curvilineas con dispersion de energia; Shi y Kirby (2005) transforman la
aproximacion parabolica de la EPS incluyendo efectos de corrientes externas;
finalmente, Porter y Porter (2006) persiguiendo el mismo interés que el presente
trabajo, aplicaron técnicas de mapeo conforme (conformal mapping) para deducir
una aproximacién (“simple” segin sus palabras) para ondas propagindose sobre
cualquier tipo de batimetria.

La ecuacién deducida en este trabajo por medio de la transformacién del
espacio de propagacién en coordenadas curvilineas recupera la forma de la EPS, por
lo que simplifica en gran medida los célculos y permite la utilizacién de esquemas
anteriores de solucién; ademas, incluye un término en el que se pueden contar
efectos de disipacion de energia. Por supuesto que se debe pagar un precio por esta
simplificacion: a diferéncia de la EPS, los coeficientes de esta aproximacién
dependen de las métricas de la transformacion y deben integrarse numéricamente.
Aln asi, el resultado es bastante satisfactorio, como se vera mas adelante.

En la segunda parte de este trabajo se deriva la ecuacién de pendiente suave en
coordenadas curvilineas junto con las condiciones de frontera lateral, y se muestra la
forma de la solucién numérica; en el dltimo capitulo se comparan los resultados

- arrojados por esta ecuacion con los obtenidos por otros autores.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General

Generar un modelo lineal de propagacion de oleaje costero en coordenadas
curvilineas capaz de cumplir la condicién de frontera para el potencial de velocidad

en el fondo.




1.2.2 Objetivos especificos

Deducir las ecuaciones de movimiento para el potencial de velocidad de una

onda monocrématica en coordenadas curvilineas.
Obtener y resolver el problema con condiciones de frontera que resulta de aplicar
la aproximacién de pendiente suave a las ecuaciones de movimiento en

coordenadas curvilineas.

Comprar los resultados arrojados por este modelo con ejemplos estudiados por
otros autores. Particularmente se busca mostrar que el presente modelo rescata la
simplicidad de los primeros modelos de pendiente suave, sin perder con esto

efectividad.
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2 Ecuaciones rectoras

A continuacién presentamos las ecuaciones de movimiento que rigen el
desplazamiento unidimensional de una onda monocromdtica sobre una batimetria
variable. Primeramente, en la seccién 2.1 se muestra la derivacién de las ecuaciones
utilizando coordenadas curvilineas para satisfacer la condicién de frontera en el
fondo; después, en la seccion 2.2 se incluye el esquema numeérico empleado para la

solucidn de las ecuaciones deducidas.

2.1 Derivacién _de las ecuaciones de movimiento en coordenadas curvilineas

ortogonales.

Consideremos una onda desplazdndose en la superficie de un fluido
incompresible y homogéneo sobre un fondo de profundidad variable z = -h(Biggs
and Chamberlain). Bajo estas condiciones el movimiento puede considerarse
irrotacional y modelarse matematicamente en términos del potencial de velocidad @,
el cual se define por medio de las componentes cartesianas de la velocidad
I?z(Vx,Vy,Vz) como:

6D oD oD

—=Vz.
Ox oy 7 0z ‘

En el resto de esta seccion emplearemos la notacién de subindice para denotar

o (x,,7)

derivadas parciales, es decir, f, = 2
x

Sustituyendo el potencial de velocidad en la ecuacién de continuidad

obtenemos la ecuacidn

Va®+®,, =0, -h<z<0 Ec.2.1a
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en donde V, es el operador gradiente horizontal.

La condicién de frontera en el fondo estd dada por la ecuacién:
Q,+V,D-V, h=0, z=-h Ec. 2.1b
mientras que la condicion de frontera en la superficie la escribimos del mismo modo

que Zhang, Zhu et al. (2005) como

0,

N
i
[

) jacb
—_— Ec. 2.1¢

+| —+W =
£®; (at ot

en donde W es el término en el que se puede incluir disipacion de energia y cuya
forma funcional se puede determinar posteriormente, aunque de momento no nos
ocupa en este trabajo.

A fin de simplificar el desarrollo del problema, supongamos que la profundidad
varfa unicamente en la direccién de x, es decir, A=h(x); de esta forma eliminamos
toda dependencia de y del problema. Supongamos ademas que podemos expresar el

potencial de velocidad como una funcién armonica de la forma
O(x,7,) = Relp(x,2) ™}, Ee. 22

en donde w es la frecuencia angular de la onda.

Sustituyendo la ecuacién para el potencial (2.2) en las ecs. (2.1) obtenemos:

Py + 07, =0, -h<z<0, Ec. 2.3a
¢z +¢Xh, =0, z=-h s Ec. 2;3b
gp, —0'p=ioWg, z=0, Ec. 2.3¢

en donde /' denota la derivada total dh/dx.
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Siguiendo el procedimiento de Biggs y Chamberlain (2006), buscamos ahora
trasladarnos a un sistema de coordenadas (£¢) que nos permita resolver las
ecuaciones (2.3) con una mayor precisién de la que permiten las coordenadas
cartesianas (x,z). La figura 2.1 muestra graficamente como la malla curvilinea se
convierte en un espacio computacional homogéneo.

Para obtener las nuevas coordenadas en funcién de la geometria, hacemos que
el nuevo sistema de coordenadas se adapte a las variaciones del fondo hrx)

proponiendo la siguiente transformacion:

zH

=, Ec. 2.4
h(x)

¢

en donde A es un factor de escalamiento. De esta forma tenemos que =0 cuando
z=0 y {=-H cuando z=-h(x). Ademds, queremos que & y { generen un sistema
ortogonal, es decir, que cumplan la condiciéon V&V =0. Sustituyendo la ec. (2.4)

en esta condicién de ortogonalidad obtenemos
W&, —h&, =0. Ec. 2.5

Utilizaremos el método de caracteristicas (Tveito and Winther, 2005) para
resolver la ec. (2.5); s6lo resta definir la condicién de valor inicial. En este caso

fijamos la condicién como &=x en z=0. Asi, tenemos el siguiente problema:

dx(z) __z A (x)

dz h(x) Ec. 2.6
x(z =0) =x,,

para un valor xy dado. De esta forma tenemos que &=x(z).
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El problema de valor inicial dado por la ec. (2.6) lo resolvimos por medio de la
funcién oded5 de Matlab 6.5, la cual se basa en una formula explicita de Runge-

Kuttas

Figura 2.1. Ejemplo del cambio de coordenadas. En el sistema (&,¢) la linea constante
¢=-H corresponde a la curva A(x) en el sistema (x,z).

Una vez obtenido £y ¢ escribimos las ecs. (2.3) en términos del nuevo sistema

de coordenadas, esto es:

)+ 20 ) =0, —m<e<o,
[24
¢
g, =0, ¢=-H, Ec. 2.7b
w* w
¢¢ -y, —¢ =i, —W¢, ¢ =0, Ec. 2.7¢
g g

en donde a’z%fx, y ap es igual a « evaluada en £=0. Cabe destacar que la

condicion de frontera en el fondo se convirti6 en una simple condiciéon de Neumann
gracias al cambio de coordenadas.

Después de sustituir las condiciones de frontera 2.7b y 2.7¢ en la ecuacién 2.7a,

el potencial de velocidad ¢ adquiere la forma

$(E,8) = (Ae”‘f +Be™* )cosh(o:k({ +H)), Ec. 2.8
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en donde 4 y B son constantes. El Apéndice I muestra detalladamente la forma en la

que se obtiene (2.8).

- Finalmente, sustituimos la ec. (2.8) en la condici6n de frontera (2.7¢) para

obtener
@* = gk -tanh(kh) Ec. 2.9

la cual es la relacién de dispersion para una onda monocrématica que relaciona la
frecuencia angular @ con el nimero de onda k.

Supongamos ahora que el fondo se comporta como la funcién

h, x<0
h(x) =< h(x) O<x</{ Ec. 2.10
h, xx!

en donde 4y y A, son constantes y se cumple ademds que 4'(0) = A'(¢) =0. Bajo estas

suposiciones, definimos el valor de H de la ec. (2.4) como H=h,.

Aplicando un procedimiento andlogo al que se sigue para obtener la ecuacién
de pendiente suave, supongamos que la estructura “vertical” (recordemos que ¢ no es
precisamente vertical) del movimiento se conoce de antemano y esta dada por la

ecuacion

F(&,&)=cosh(ak({ + 1)), Ee. 2.11

de tal suerte que podamos recuperar la ec. (2.8) cuando la profundidad no varia. Esta
funcién f depende de ¢ sin embargo depende también de forma indirecta de & a

través de 'y k. Escribimos ahora el potencial de velocidad 4 en términos de fcomo

#(5,6)=f(£,8)-9($), Ee. 2.12

en donde ¢ corresponde a la variacién horizontal del potencial.
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Ahora, dado que la dependencia de ¢ es conocida, podemos eliminarla del
problema integrando con respecto de esta variable. Asi, integrando el producto de la

o

ec. (2.7a) con la funcién £, obtenemos

f; {(“9’5:):*("1“%)} S d&=0. Ec. 2.13
L) 5 o ¢

Por dltimo, sustituyendo el potencial (2.12) en (2.13) y evaluando las integrales
usando las condiciones de frontera (2.7b) y (2.7¢), después de un poco de algebra

llegamos a la ecuacion

(@) 0,), +v(&) -9 =0, e, 2.14

en donde las funciones u(¢$) y v(&) se definen como

[

- Lo » w0 [re), L i (22,

En el caso en el que /’=0, es decir, una pendiente muy poco inclinada, tenemos

que &=x, {=z y or=1; haciendo las sustituciones correspondientes obtenemos
2
RN
u(x)= fh,,fzdz vy v(x) :f;)z (*—g—-+l—g—WJ-— fhonZdZ .

Después de evaluar las integrales resultantes y dividiendo todo entre fi7,
podemos escribir # y v como

cc, KCC, oW

+ ,

u(x) = y v(x)=

en donde C se refiere a la velocidad de fase de la onda y C, a la velocidad de grupo.

Finalmente, encontramos que la ec. (2.14) se reduce a

(cc, oy), +kCCp=-iaWop,
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la cual es la ecuacién de pendiente suave con disipacion de energia (Dingemans,

1997).
El problema que nos ocupard en adelante serd el resolver la ecuacién (’2.14),

con la relacién de dispersion (2.9), las cuales reproducimos aqui en forma de

resumen:
@& ¢;), +v(&)-p =0,

con

(&) = fafdg“ v w(&)= f[ lef.), ——~f§ }d{ fo(——-+zEW)

®® = gk-tanh(kh),

ademas

a= —Z;fx y  f(&,&)=cosh(ak(C +hy)).

Con el fin de simplificar la solucion de estas ecuaciones, apliquemos la

transformada de Liouville a la ec. (2.14) para eliminar el término que contiene o: . El

desarrollo se muestra en el apéndice II. Asi, se obtiene

S +0(6)’6=0, Eec. 2.15
en donde Q(&)? =~‘i+—1— He| Lty , y ademds
u du) 2w
s=u-p. Ec. 2.16

Queda entonces la cuestion de resolver la ec. (2.15) en la regiéon 0< &< ¢ sin
embargo, para encontrar una solucién que sea Unica es necesario establecer las

condiciones que deberan cumplirse en los puntos £=0 y &=/,
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El Apéndice III muestra como se obtienen las condiciones de frontera,

resultando:

u.(0)
2u(0)

Ge (O)+[z’k0 - )g(O) = 2iky~Ju(0) A~

s Ec. 2.17

y
c:(9) —(ik[ + ;iigjg(@ = _2l‘klm Ate ikt

en donde 4, y k,son los nimeros de onda que corresponden a las profundidades A,

y h, en (2.10) respectivamente. Ademds, las amplitudes complejas 4* son

conocidas y pertenecen a ondas incidentes que se propagan desde & =+ .
Por tltimo, suponiendo, sin pérdida de generalidad, que no hay onda incidente

viajando desde & =+, es decir, que 4" =0, tenemos
S +O(E)’6 =0, en 0<E<

2
v 1ju ) lug

con O Tz[‘u‘) 2w

y con condiciones de frontera

¢ 0+ ik, =D\ 0) = 21k, Jat) 4
¢ 2u(0) )°
_ y
¢
50 —({ke s Jga’) =0

Ahora, es posible calcular la elevacion superficial 7 a partir del potencial de

velocidad ¢ en z=0 como:

3 2iw
g‘A,_ ’

en donde o es la frecuencia angular de la onda, g es la aceleracion de la gravedad, i

Ec. 2.18

es el nimero imaginario y 4~ es la amplitud de la onda incidente.
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En la siguiente seccién se describe como es resuelto numéricamente este
problema.

2.2 Solucién numérica

Dado que el problema planteado en la seccién anterior no tiene, en general,
solucidn analitica, es necesaria la utilizacién de métodos numéricos. Para lograr esto
debemos sobreponer al espacio fisico continuo un espacio computacional discreto en
cuyos puntos se buscara la solucién. Asi, generamos una malla cuadriculada de m
renglones y n columnas para las coordenadas £y ¢ como en la figura 2.1.

Se mencioné anteriormente que no buscamos plantear un nuevo esquema de
solucién a la EPS; en cambio, tomando en cuenta que los casos a estudiar se
restringen a espacios reducidos, simplemente optamos por implementar la solucién
numérica mdas sencilla: Discretizacion por Diferencias Finitas (DDF). La
implementacién por DDF, permite ademads el ficil mantenimiento y actualizacién de
los cédigos, contrario a otros métodos como Elementos Finitos, en donde cada
actualizacion requeriria la reescritura de todo el codigo.

Utilizamos la discretizacién por diferencias centradas de segundo grado, y con
el fin de simplificar los cédlculos, adoptaremos la siguiente notacién: al evaluar una
funcion fen el punto (£¢) la representaremos por fj;, mientras que al evaluarla en
(E-AEL, Q) la representaremos por fi;j, y asi sucesivamente, como se muestra en la
figura 2.2. jCuidado! No se debe confundir esta notacién con la notacién de las
derivadas parciales de la seccion anterior.

En vista que la ecuacion 2.15 depende s6lo de la variable & eliminamos el

subindice j de la notacion anterior y la escribimos en forma discreta como:

Sin T (As': Q- 1)§,~ +6,, =0, Ec. 2.19
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mientras que las condiciones de frontera lateral dadas en 2.17 quedan como:

. Ue 0) , -
G +20¢] ik, — G — G = 2iky\ju(0) A4 Ec. 2.20
o 2u(0)
20E] ik, +2 © 0 22
T 1 i =G = U, Ec. 2.21
g1+l 13 21,{([) gz gz—} C

Para la evaluacion en los nodos i=/ e i=n, combinamos las ecs. 2.19 y 2.20, y

2.19y 2.21, respectivamente.

CHAG i fi 41 fi+1j+1
fi1;
= 1 fij fisg j
C_AC ..... . fi-li—1 . fij—-l | fi+lj——l
§-A8 g E+AE

Figura 2.2. Notacién dada a la funcién f evaluada en los puntos alrededor de (£,¢) El
subindice / se refiere al desplazamiento de la coordenada &, mientras que el subindice ;
corresponde a &,

Esta discretizacion genera un sistema de n ecuaciones con #n incégnitas que

puede ser escrito en forma matricial como:

Ax=b, Eec. 2.24

en donde 4 es una matriz tridiagonal de nxn, x es el vector columna con las »

incognitas ¢, y b es el vector columna de dimensi6n » cuyas entradas son todas cero

excepto por la primera que incluye la onda incidente.

Salvo el primero y tltimo, la matriz 4 estd formada por renglones de la forma:
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1 (ag20-1) 1;

ahora, dado que en Q el término dominante esté relacionado con el niimero de onda
(el resto se refiere a cambios del mimero de onda, velocidad de fase y velocidad de
grupo), podemos aproximar a Q por &°. De esta forma, podemos ver que en general la
matriz 4 no es diagonalmente dominante ((4&k)°—1< 2), por lo que no es posible
implementar un método iterativo simple para resolver el problema (Tveito, 2005).
Sin embargo, como se ha resaltado antes, las matrices utilizadas hasta el momento
son pequefias (se trabajé con matrices de 100x100 cuando muy grandes), por lo que
resulta fécil aplicar un método directo de solucién. En este caso se recurrio a la
herramienta provista en el programa MATLAB 6.5 la cual resuelve el sistema de
ecuaciones Ax=>b por eliminacién gaussiana mediante la instruccion 4 \ b.

Previo a la solucién del problema, esta por supuesto 1;1 evaluacion de los
coeficientes u($) y v(&) definidos en la ecuacién (2.14), los cuales se obtienen al
integrar en la vertical la ecuacién de movimiento. La integral se evalda
numeéricamente utilizando una versién mejorada de la Regla de Simpson (Press,

1986) de acuerdo a la siguiente formula:

5 13 13 5
AG =| —fii+—=fi 2+ st fiat S L A—F +—F .
J'fé’ (12./;1 12-}‘;2 i3 f.;4 j;m—z lzf;m—-l lzf;m)Ag

En el siguiente capitulo se muestran algunos ejemplos de la aplicacion del
presente modelo y se comparan con resultados obtenidos previamente por otros

autores utilizando modelos distintos.
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3. Resultados y Discusion

En este capitulo presentamos y discutimos una serie de resultados obtenidos
con el modelo deducido en el capitulo anterior y los comparamos .con resultados
similares obtenidos por otros autores. Cabe sefialar que, siguiendo el ejemplo de los
trabajos que sirven como referencia del presente modelo, Gnicamente presentamos y
comparamos resultados graficos, y no numeéricos.

Como se ha dicho, los modelos de pendiente suave son de gran utilidad por ser
relativamente faciles de implementar: basta resolver una sola ecuacion en derivadas
parciales dé segundo orden. Sin embargo, las aproximaciones tendientes a linealizar
las ecuaciones introducen un factor de error muy grande al suponer la superficie de
propagacién como localmente plana. Esto genera que la solucién obtenida no cumpla
del todo la condicidn de frontera en el fondo, situacién que se agrava a medida que la
inclinaciéon se hace mayor. Athanassoulis y Belibassakis (1999) propusieron una
solucion al problema incluyendo modos de oscilacién no propagativos, de entre los
que resalta lo que llamaron el modo de la inclinacion del fondo. Este procedimiento
sin embargo complica el problema pues ahora no sélo hay que resolver una ecuacién
sino un sistema de ellas (dependiendo del nimero de modos es el nimero de
ecuaciones).

El modelo presentado en este trabajo resuelve el problema de la condicién de
frontera transformando el espacio fisico de propagacion en un espacio curvilineo en
donde el fondo variable se convierte en un fondo plano. De esta forma la condicion
de frontera del fondo pasa a ser una condicién de Neumman simple, la cual puede ser
satisfecha completamente por la solucién. A diferencia del modelo de Athanassoulis

y Belibassakis, la transformacién del espacio resulta en una sola ecuaciéon como en
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los modelo de pendiente suave originales e incluso se reduce a la ecuacion de
Berkhoff (1972) en pendientes muy pequefias. La unica complicacién que surge es la
integracion numérica para el célculo de los coeficientes definidos en la ec. 2.14, sin
embargo, esto es mucho mds simple que resolver el sistema de ecuaciones que
resulta en los modelos con modos de oscilacidn no propagativos.

No obstante la ventaja de tener que resolver una sola ecuacién, un
inconveniente surge de la forma en que se ha planteado la transformacion. Dado que
la transformacién de coordenadas conlleva la solucién de una ecuacién diferencial
por el método de caracteristicas, es requisito que tanto la funcidén que determina el
fondo, A(x), como su derivada sean continuas (Lynch, 2005). Esto imposibilita la
aplicacion del presente modelo a batimetrias con picos o escalones; ademas, el paso
de profundidad constante a variable debe ser suave y progresivo, de lo contrario, el
sistema transformado tendrd secciones que se traslapen.r

A continuacion se presentan los resultados obtenidos al aplicar este modelo (al
que en adelante nos referiremos como MCC: “Modelo de pendiente suave en
Coordenadas Curvilineas”) en tres tipos de fondos distintos: fondo plano,
disminucién rapida de la profundidad y disminucion rapida con ondulaciones. Los
dos ultimos casos fueron estudiados de manera extensiva por Athanassoulis y
Belibassakis (1999), quieheé ademds compararon los resultados obtenidos por su
modelo (al que Ilamaron Représentacio’n Mejorada: RM) con aquellos obtenidos
utilizando el modelo de Porter y Staziker (1995) (llamado Ecuacién de Pendiente
Suave Extendida EPSE) y el modelo de Chamberlain y Porter (1995) (Ecuacién de

Pendiente Suave Modificada EPSM).
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3.1 Fondo Plano

El primer caso que se estudié fue simplemente para verificar la funcionalidad
del MCC. Se considerd un fondo plano bajo las condiciones de aguas profundas y
aguas someras, es decir, valores de profundidad 4 y longitud de onda A tales que
W2>0.5 y WA<0.05 respectivamente. Los resultados obtenidos se muestran en la

figura 3.1. Cabe resaltar que la elevacion de superficie libre se calcula a partir del

(2)

him)

<o
-~ L
(7]
—
(233
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x{mj

(b)

[
14

=\

him)

L
1

[
[=2
[
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Figura 3.1. Las gréficas muestran los resultados arrojados por el MCC para un fondo
plano. La linea oscura muestra la elevacién de la superficie del agua mientras que los
contornos corresponden al potencial de velocidad; la linea punteada muestra el valor de
longitud de onda. (a) Caso de aguas profundas: A=12m, #=6m, 4#/1=0.5, con una frecuencia
de 2.26/s. (b) Caso de aguas someras: A=18m, A=1m, #/2=0.05, con una frecuencia de 1.07/s.
En ambos casos la amplitud de la onda incidente fue de 0.3m.
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valor del potencial de velocidad en z=0 utilizando la ec. 2.21; por ésta razén los
contornos de potencial pueden quedar por arriba o por debajo de dicha superficie.

Es claro que el modelo reproduce de forma satisfactoria la propagacion de una
onda tanto en agua profunda como en agua somera; la longitud de la onda que resulta
del MCC corresponde a la que se espera conforme al célculo en aguas profundas y
someras, y la amplitud nunca excede la amplitud inicial. Es importante resaltar que
en ambos casos las lineas equipotenciales son perpendiculares al fondo; esto quiere
decir que la velocidad en el fondo es cero, cumpliendo asi la condicién de frontera.

Los resultados que se presentan aqui son idénticos a los que se pueden obtener
con cualquier modelo de pendiente suave en un fondo horizontal (los resultados

obtenidos con la EPS no se presentan aqui por ser idénticos a los que se muestran en

la fig. 3.1).

3.2 Disminucién Rapida de la Profundidad

La parte medular de este trabajo es el presentar una solucidn alternativa en
situaciones en las que los modelos de pendiente suave fallen. Massel (1993) presentd
uno de estos casos, en donde los modelos de pendiente suave tradicionales eran
incapaces de cumplir la condicion de frontera en el fondo. El estudio de Massel

corresponde a un fondo dado por la siguiente ecuacion:

h=6m, x<a=0

h(x)=h, (x) = -;-(h, +h3)—~;—(h,—-h3)tanh(37r(%~—%n, a<x<b; Ee. 3.1
hy=2m, x>b=20m

la cual corresponde a una profundidad que permanece constante fuera del intervalo

(a,b), y que disminuye de manera abrupta dentro del intervalo, aunque la variacién
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de la pendiente sea gradual (es decir, se cumple que la derivada de la profundidad sea
continua). La figura 3.2 muestra la gréfica de la funcion del fondo, lo mismo que la
malla generada de acuerdo con las eeuaciones 2.4 y 2.6; la pendiente maxima del
fondo es de 0.94, mientras que la pendiente promedio es 0.2. La malla curvilinea se
ajusta perfectamente al fondo, a diferencia de una malla cartesiana, en la que el
fondo tendria que aproximarse por medio de pequefios escalones.

Se simul la propagacién de una onda con frecuencia de 2s™'; esto es, una onda
cuya razén #/A varia desde 0.4 (cercano a aguas profundas) en la parte mas profunda

hasta 0.17 (cercano a aguas someras) en la menos profunda. La amplitud inicial de la

onda fue de 1m (0.5m sobre el nivel medio).

a2 4 B 8 10 12 14 1B 18 20
x(m)

Figura 3.2. Gréfica de la funcién de fondo dada por la ecuacién 3.1 (linea oscura) y
malla utilizada par el célculo del potencial de velocidad. Las lineas de la malla muestran
sitios en los que las coordenadas £y ¢ son constantes.

El comportamiento de la onda se puede observar en las figuras 3.3 y 3.4, en
donde es posible comparar la diferencia entre un modelo convencional de pendiente
suave en coordenadas cartesianas y el presente MCC.

Las diferencias entre el uso de coordenadas cartesianas y las coordenadas

curvilineas son claras; en tanto que ambos modelos son casi idénticos cerca de la

26




superficie, la desemejanza se hace patente a profundidades cercanas al fondo en la

region en la que la pendiente es mayor: el modelo EPS genera lineas equipotenciales

que intersectan. o

(2)

T H '

zimi

] b J 1 L 1 1 A, .

e
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Xim;
(b)
T T T T T
0 .———-‘—.-\—"“‘—h
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_g_ T
4} i
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0 2 4 5] 3 10 12 14 16 18
Xim)

Figura 3.3. Lineas equipotenciales del campo de oledje que se propaga sobre el fondo
dado por la ec. 3.3; la linea superior corresponde a la elevacién de la superficie. Ambas
graficas se obtuvieron por medio de la EPS . (a) Corresponde a la parte imaginaria del

potencial de velocidad (b) Parte real del mismo potencial.

al fondo de manera vertical mientras que las lineas equipotenciales del MCC son

perpendiculares al piso, cumpliendo asi la condicion de frontera dada en la ecuacion

2.1b.

Athanassoulis y Belibassakis (1999) encontraron resultados similares al

comparar su RM con versiones anteriores de modelos de pendiente suave. Tanto la
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EPSM y la EPSE generan contornos de potencial que intersectan de forma vertical al
fondo, lo cual, como ya se ha discutido, es sintoma de inconsistencia con la
condicién de frontera. La figura 3.5 se hizo bajo las mismas condiciones que la

figura 4 enel

(a)

T T

Zimj}

.
\

0 2 4 8 3 10 12 14 16 13 20

Xim)
(b)
] \\*\—“%/mm i = \4/
-2
£ \/
~N 4 i |
-5 .

0 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20
x{mj}

Figura 3.4. Similar a la figura 3.3, pero estas graficas se obtuvieron utilizando el
MCC.

trabajo de Athanassoulis y Belibassakis, la cual se incluye en el Apéndice IV a fin de
comparar los modelos.
Los resultados obtenidos por el RM'y el MCC son practicamente idénticos: en

ambos casos las lineas equipotenciales presentan un comportamiento andlogo y lo
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mds importante, en ambos casos estas lineas son perpendiculares al fondo; de igual
forma, la elevacion de la onda en la superficie es la misma. Cabe resaltar el hecho de

que es posible reproducir los resultados obtenidos por el RM, que para este caso
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Figura 3.5. Similar a la figura 3.4, aqui se muestra Ginicamente el intervalo de 6 a 12m.
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necesitd la inclusién de 6 modos de oscilacién distintos, generando la necesidad de
resolver un sistema de ecuaciones 7 veces mds grande que el sistema resuelto por el
modelo MCC.

En promedio, se estima que para tener una buena resolucion en los resultados
numéricos, es necesario introducir entre 20 y 30 puntos por longitud de onda en la
discretizacion (Athanassoulis and Belibassakis, 1999). Para resolver el presente
problema generamos una matriz tridiagonal de 100x100, a diferencia de
Athanassoulis y Belibassakis, quienes tuvieron que resolver un sistema de 700x700.
Esta es una notable ventaja del MCC contra los modelos que incluyen modos no
propagativos de oscilacion; ademds no es necesario determinar la convergencia o no

convergencia de la solucion.

3.3 Disminucion Rapida de la Profundidad con Ondulaciones

Este es otro de los casos de estudio presentados por Athanassoulis y
Belibassakis (1999) con el fin de entender mejor el comportamiento del RM. Este
ejemplo fue también retomado por Chamberlain y Porter (2006) en su Aproximacidn

Multi-Modal de una onda sobre fondo variable (AMM).

La funcién que representa el fondo es una variacion del caso anterior, y esta

dado por la ecuacién:
h(x) = h, (x) + hg (x) = h, (x) = 0.67 exp(=0.05(x — 12.5)*) cos(x —~ 12.5)m, Eec. 3.2

en donde Ap corresponde a la disminucion rdpida de profundidad dada porlaec.3.1y-
hs a la una ondulacioén suave alrededor de los 12.5m y que termina con un fondo

horizontal. Cabe resaltar el hecho de que la ecuacién que aparece en el trabajo de
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Athanassoulis y Belibassakis (ecuacién 6.3) tiene un error de signo, el cual ha sido
corregido en este trabajo.

En la figura 3.6 se puede ver la forma que toma esta nueva batimetria, asi como
la malla utilizada en esta ocasion. En este caso la funcién tiene una inclinacidn

mayor que el ejemplo anterior, alcanzando una pendiente maxima de 1.2 cerca de x =

11m.
D i 1 1 I:
1 1 { -1
iy ' : = 2
£ ' 7
"\.'\—J’ -l o v ’
4 A%"
2%
i
5

a 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
x{rm) '

Figura 3.6. Grafica del fondo generado por la ecuacién 3.2. Esta es la malla generada
para el célculo del potencial de velocidad como en la figura 3.2. Esta malla tiene 90 puntos
horizontales y 30 verticales.

Los resultados en coordenadas cartesianas y curvilineas se presentan en las
figuras 3.7y 3.8.

De nueva cuenta se observan resultados similares en los puntos alejados de la
zona en donde la pendiente es pronunciada; por el contrario, en la vecindad de la
ondulacién, se observa gran diferencia en los contornos equipotenciales. En
coordenadas cartesianas (fig. 3.7) sobresale a la vista que las velocidades no
satisfacen la condicién de frontera del fondo; la velocidad vertical en este caso es

cero, no asi la velocidad perpendicular a la superficie. La implementacion de las
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coordenadas curvilineas nuevamente corrige el error y genera velocidades que
cumplen la condicion de frontera.

Ahora bien, comparemos los resultados en la figurg 3.8 con los resultados
presentados en la figura 7 de Athanassoulis y Belibassakis (la cual incluimos en el
Apéndice [V) y la figura 4 de Chamberlain y Porter. Salvo diferencias en cuanto al
namero de contornos, los contornos equipotenciales son iguales. Esto quiere decir
que el MCC es capaz de reproducir los resultados de los otros dos modelos, claro

esta, a un costo menor.

(a)
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Figura 3.7. Potencial de velocidad y elevacién de la superficie en coordenadas
cartesianas, similar a la figura 3.3 pero para el fondo dado por la ecuacién 3.2.
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Como se ha dicho anteriormente, el RM supone la existencia de modos de

oscilacién no propagativos que afectan el comportamiento de la onda al desplazarse

sobre un fondo variable. Matemdaticamente hablando, cada uno de estos modos

introducen una nueva ecuacién que es necesario resolver, lo mismo que nuevos

parametros a calcular (como el nimero de onda por ejemplo). Ademas, es necesario

establecer la
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Figura 3.8. Potencial de velocidad y elevacion de la superficie en coordenadas
curvilineas, similar a la figura 3.4 pero para el fondo dado por la ecuacién 3.2.

convergencia de la solucién y determinar el nimero de modos necesarios para cada

problema; en el caso estudiado en esta seccidn, utilizaron 6 modos de oscilacién, es
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decir, generaron un sistema de siete ecuaciones, y por consiguiente, una matriz siete
veces mds grande que la utilizada en este trabajo.

En el caso de la AMM, Chamberlain y Porter mostraron que pueden obtener el
mismo resultado que el RM con sélo un modo no propagativo y el modo de
inclinacién del fondo de Athanassoulis y Belibassakis, es decir, tienen que resolver
un sistema de tres ecuaciones (casi la mitad de tamafio que el RM). Esta
simplificacion, aunque importante, requiere la solucién de un sistema tres veces
mayor al de nuestro MCC. Ademds, la simplificacién de la AMM viene de una
transformacion del potencial de velocidad, para la cual es necesario el calculo de las
entradas de la matriz de transformacion; este trabajo es similar al que se necesita
hacer para la transformacion de coordenadas en el MCC.

Podemos decir entonces que la transformacién a coordenadas curvilineas
sustituye de manera efectiva la inclusién de modos de oscilacién no propagativos
(incluido el modo de la inclinacién del fondo), retomando asi la simplicidad de los
primeros modelos de pendiente suave. Sin embargo, no debemos dejar de tener en
cuenta la restriccion de este MCC respecto a la continuidad de la derivada del fondo.
Esta limitacién impide que el modelo sea aplicado de forma directa en un entorno
real, en donde muy seguramente existirdn picos o escalones entre otras superficies
irregulares. Aun asi creemos que el MCC sigue siendo una herramienta muy Gtil en

el estudio de la evolucién de oleaje en zona costera.
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4. Conclusion

En el presente trabajo se estudi¢ la propagacién de oleaje cercano a la zona
costera, en donde las variaciones del fondo se traducen en efectos de refraccidn,
difraccién y reflexion. En este sentido, se propuso un modelo de propagacion que
pertenece al tipo de los llamados modelos de pendiente suave. Estos modelos en su
forma mas simple, resultan sencillos y practicos, sin embargo, dada la naturaleza de
las aproximaciones hechas en su derivacion, son muy poco precisos en cuanto al
calculo de velocidades cercanas al fondo. A dltimas fechas, autores como
Athanassoulis y Belibassakis (1999) y Chamberlain y Porter (2006) han propuesto
una solucion al problema de las velocidades en el fondo al modificar los modelos que
incluyen varios modos evanescentes ((Massel, 1993) y (Portér and Staziker, 1995))
incluyendo un modo de oscilacién relativo a la inclinacion del fondo. Sin embargo,
estos modelos multimodales implican la solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales, perdiéndose asi la simplicidad de los modelos de pendiente suave
originales.

En este trabajo, siguiendo la idea de Biggs y Chamberlain (2006), se propuso
una solucién altemativé al problema de las velocidades: una trasformacion en
coordenadas curvilineas ortogonales del espacio fisico de propagacién a un espacio
computacional en el que el fondo permanezca constante. Al tener un fondo siempre
horizontal, la aproximacién de pendiente suave que supone la superficie de
propagacién como localmente plana se satisface a cabalidad. Ademds, esta
trasformacién nos permite reproducir la evolucién de la onda en base a una sola

ecuacion, recobrando la sencillez original.
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Se mostré que la ecuacién derivada se reduce a la ecuacién de pendiente suave
de Berkhoff (1972) en casos en los que la pendiente es pequefia. Ademds, se
revisaron casos estudiados de forma extensiva por Athanassoulis y Belibassakis, y
Chamberlain y Porter; se comprobd que es posible reproducir de forma casi idéntica
los resultados generados por los modelos con modos evanescentes a partir de la
solucién de sistemas de ecuaciones entre 3 y 6 veces mas pequefios. Esto sin duda
hace més eficiente la implementacion y solucion en cuanto al tiempo de cémputo y
los requerimientos de memoria.

Uno de los puntos débiles del modelo es sin duda la restriccién con respecto a
la derivada de la funcién del fondo. Dado que en el proceso de la transformacién de
coordenadas se requiere resolver una ecuacién diferencial por el método de
caracteristicas, es necesario que la derivada del fondo sea continua. Esto impide que
el modelo se pueda aplicar sobre batimetrias irregulares, como son cambios abruptos
de profundidad, picos o escalones, a diferencia, por ejemplo, del modelo de
Chamberlain y Porter, en donde esta restriccién no se toma en cuenta. Sin embargo,
esta dificultad se puede salvar aproximando el contorno en el piso por una funcién
con derivadas continuas.

Esta es una primera version de un trabajo que encierra la idea de 'mejorarse en
el futuro. Es deseable expandir el modelo para variaciones del fondo no s6lo en una
sino en dos dimensiones. Ademds, se buscari explorar a detalle la naturaleza de
términos disipativos que puedan ser incluidos en el modelo, como friccidén con el
fondo y ruptura de la ola, ya que de momento todos los calculos se realizaron sin

tomar en cuenta pérdidas de energfa.
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Apéndice I. Derivacion del perfil vertical del potencial de velocidad

En regiones de profundidad constante, h=cte, tenemos que los ejes x y &
e 3 h
coinciden; ademds tenemos que « =—§ es constante. Podemos entonces resolver el

sistema de ecuaciones (2.7) por separacién de variables; suponiendo que

¢ =E(E)-Z($) vy sustituyendo ¢ en (2.7a) obtenemos

1d2_ 1 42
EdE o’z dct

Como el lado izquierdo de esta ecuacion es funcion sélo de £y el lado derecho
es funcidn sélo de ¢ igualamos ambos lados a la constante —&°. Tenemos entonces el
par de ecuaciones

E +k’E=0 y Z,-a’k’Z=0,
cuyas soluciones generales son

E(¢)=4e™ +Be™  y
Z({)=Ce™ + De™*.

Resta sustituir estas funciones en las condiciones de frontera. De la ec. (2.7b)

obtenemos

I

N | —

C,

~akH okH
Ce = De

en donde C es una constante. Después de reemplazar el valor de C y D en la
ecuacion para Z, encontramos
Z(¢)=C -cosh(ak(¢ + H)).

Por tltimo llegamos a que el potencial de velocidad ¢ adquiere la forma:
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#(E8) = (Ae”‘f +Be ™ )cosh(ak(é’ +H)),

en donde la constante C fise incluida en el valor de 4 y B.

o
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Apéndice II. Transformada de Liouville

Escribamos la ec. (2.14) como: .
Per + (S, +9($)p =0, Ec. AIL1
u v
con p(§)=—= » a&)=—.

Definamos una nueva funciéon ¢ que cumpla ¢=g~exp[——é— f p(n)dn]

Sustituyendo en la ec. (AIl.]) obtenemos

Ser +Q(§)2g:0,

2
en donde Q(¢&)? :_‘14.1 “e _}__li{f_
u 4 u 2 u

Ahora, al evaluar la integral que aparece en la definicién de ¢, encontramos

que
[ p(n)dn = Lnfu);
por lo tanto, tenemos que

c=u-p.
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Apéndice I11. Condiciones de frontera

Supongamos que la solucién para los segmentos de profundidad constante
definidos en (2.10) se compone por la superposicion lineal de dos ondas. De acuerdo

con la ec. (2.8) tenemos que

A e™ +Be™¢ en £<0

] . Ec¢. AIIL1
A*e™ L Bre*E  ep &= ’

p(&)= {
en donde k, y k,son los niimeros de onda que corresponden a las profundidades #,

Yy h, en (2.10) respectivamente. Ademdas, las amplitudes complejas A* son
conocidas y pertenecen a ondas incidentes que se propagan desde &=z
respectivamente; por el contrario, las amplitudes complejas B* son desconocidas y
corresponden a ondas salientes que se propagan hacia & = o0 respectivamente.

En términos de la nueva funcién ¢ definida por la ec. (2.16), la ecuacién

(AIIL.1) puede escribirse como

(7e™* + B e | fu(0), en E£<0
(A‘Le"”"‘f +B*e™ L fu(), en Exo’

Para definir las condiciones de frontera, recordemos que ¢ representa la

5($) ={ Ec. AIIL2
variacién en & del potencial de velocidad, por lo que ¢ y @, deben ser continuas en

&=0 y &={. Ahora, se debe cumplir que u sea continua aunque su primera
derivada no lo sea. Podemos expresar estas condiciones de continuidad para P

como
2.0 =0,(+0) y @, (-0)=0,(+0),

que en términos de ¢ quedan como
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1 us(+0)-5(0)

Ce (-0) :§§(+0)“5 #(0)

y

—0Y. (¢
s:(+0=g,; (—Z)—iw .

2 u(®)
Sustituyendo (AIIL.2) en las dos ecuaciones anteriores obtenemos las

condiciones de frontera

Ug (0)
2u(0)

c:(0) -i-(ikO - JQ(O) =2iky\Ju(0) A~

Yy
gﬁ(ﬁ)“(’k‘+Zig)g“):‘2szm Are
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Apéndice IV. Grificas de otros textos
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Figura AIV.1 (Figura 4 en Athanassoulis y Belibassakis (1999)). Lineas
equipotenciales del campo de oleaje y elevacién de la superficie libre en una region de
batimetria variable, obtenido con ———, el modelo ER Y - - - -, el modelo SR,
respectivamente. La profundidad estd dada por la ecuacién (3.1). La frecuancia angular de la
onda incidente es @ =2 rad s—1 y su altura = 1 m. (a) Parte real del potencial de onda @(x;
z) =—0.5(igH/w) ¢ (x,2) y la elevaién de la superficie libre 7(x) = 0.5H @ (xz = 0). (b) Parte

imaginaria del potencial de onda y elevacion de la superﬁc1e libre.
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Figura A1V.2 (Figura 7 en Athanassoulis y Belibassakis (1999)). Similar a la figura
ATV .2, pero para el fondo dado por la ecuqcion (3.2).
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