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RESUMEN.

En el presente trabajo se realiza un estudio biblo-
grafico acerca del problema del movimiento de un electrén en
un o poatencial periddico en presencia de un campo eléctrico
homogéneo, lo que resulta en una estructura periddica en el
espectro de nilveles de energia del electrén, conoclda como
Escaleras de Stark. Se discute la exizstencia de las esca-
leras de Stark mediante el Tformalismo de Hamiltonianos Equi-
valentes, conslderado como el enfoque  antiguo del problema,
para concluir con el enfoque actual que es la interpretacidn
de  estas como resonancias, estudiando ademéas la posibitidad
de observarlias experimentalmente en heteroestructuras,

Finalmente, se presentan resultados obtenidos numérica-
mente a partir de un modelo unidimensional de potenciales
delta,
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ABSTRACT.

In the present work we review the problem of the motion
of an electron in a periodic potential in the presence of a
homogeneous electric field, which results in a reriodic
structure in the electron energy spectrum, known as Stark
ladders. The existence of Stark ladders is discussed by
means  of  eftfective Hamilltonlan theories, considered as the
old approach of the problem, and concluding with the modern
approach which interprets them as resonant states, studying
in addition the possibility of experimentally observing them
in heterostructures.

Finally we present numerical results based on a one-
dimensional model of delta function potentials.
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CAFITULO I

INTRODUCCION.

Desde gque el formalismo de la mecanica cuantica fué
introducido para describir Jla dinaAmica de electrones en
solidos, el problema de electrones de Bloch en presencia de
un  campo eléctrico homogéneo ha resultado extremadamente
dificil  de tratar. El estudico de las propledades de la
ecuacién de Schréddinger para este tipo de sistemas se puade
remontar hasta la década de los treinta con las aportaciones
de Bloch[“ . C.Zennefﬁmy W.V.Houston[m. En 19049 Siater-(‘“
utilizando teoria de representaciones y basado en los
resultados de Wannier[ 89 ]int.r-oduc:e el concepto de
Hamiltonianos efectivos para eztudiar el movimiento de
electrones en presencia de perturbaciones externas,
est.ableciendo las bases para estudios posteriores de este
problema. Dentro de este contexto en la década de los afios
sesenta, G.H.Wannier™ ™ argumenta que para e! problema de
un electrén moviéndose en un potencial periddico de la red
cristalina  (VOGO=V(xt+ad> en presencia de un campo eléctrico
& Y ut.ilizando 1a aproximacién de una banda, el
cuasicontinuo de estadosm que forman la banda de energia {en
ausencia de 8D, se reemplaza por una serle de nivelezs de
energia separados poxr AE=eZa al aplicarse el campo

eléctrico, resultado conoacldo como las escaleras de Stark.




Estos resultados fueron obtenidos simultaneamente por

EO.Kane™  an la  representacidn CMR. (Crystal Momentum

Representation?, La existencla de esta estrouctura en el

espectro de niveles de energia se wvidé inmersa en una

contbtrovertida dizcusidn entre J.Zakuo S Y G.H,

(12,191

Wannier finallzando hasta en 1983 con los estudio=s

numéricos efectuados por Bentosela et at.**

quien demost.ré
que  los resultados obtenidos originalmente por Wannier eran

egenclabmente correct.os, El estudio de la=s ezscaleras de

Stark dentro de la teoria de representaciones se puade

consziderar cCOmoe el enfogque antiguo del problema.
Posteriorment.e surgieron do= principales lineas de
investigacidén del prohlema: el eztudio en sistemas
- (15 } . 163
multibandas efectuado por Pukuyama 7,  Saitoh y

L.McKinnon“ﬂy la interpretacién de las escaleras de Stark

como estados metaestables debida a J.Avponumy Bentosgsela et

{14)

al Sin embargo, en el tLerreno experimental laz

excaleras de Stark distaban muche de s=er observadas en

estructuras cristalinas no obstante las evidencias
experimentales presentadas a favor de su existencla por
Gallawayumy Koss et at*®? squienes reportaron la

manifestacién del fendmeno a manera de oscilaciones en el
coeeficiente de absorcidn éptlica de un digpositivo
gemiconductor de GaAs. El problema para observar las

escaleras estriba en que para ari=stales tipicos la




separaciéon de los niveles de las escalerass es muy pequefia en
comparacién con las dimensiones de la banda de energia. Si
se desea que los efectos de la red periddica y el potencial
debido al campo eléctrico =ean comparables, es necesario
aplicar campos eléctricos muy intensos lo que resulta
experimentalmente muy complicado. Es curioso que aungue en
1970 L.Esaki'®* }int,bodujo el concepto de superred
semiconductora para estudiar t.unela je resonante, 1a
introduccién de este tipo de estructuras para el estudio de
lag escaleras fue considerado hasta en la década de los

ochent.a por Voisin et al.MZJquien ezstablece la posibilidad

de observarlas en superredes, siendo verdificado

(23 )
. . Esto se debe

experimentalmente por Méndez &t al
esencialmente ‘a que en este tipo de estructuras aparecen la
llamadas minibandas de energia cuyas dimensiones son tales
que hacen posible la existencia de las escaleras de Stark
para valores del campo eléctrico acce=sibles
experimentalmente.

El objetivo de esta tézmis es realizar una revision
bibliogratica del problema de lasx Escaleras de Stark para
tener un panorama actualizado., Con el propésito de que este
trabajo sea autocontenido ez necesario hacer un repaso de
conceptos baAsicos de mecénica cuantica y teoria cuantica de

s6lidos, como teoria de representaciones y teoria de

Hamiltonianos Eguivalentes:, de lo= cuales hacemos una
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revisién en el capitulo II. BEn base a estos formalismos, en
el capitulo III =se obtienen las escaleras de Stark en la
representacién de Wannier haciendo uso de la aproximacién
cuasiclasica y comparando los resultados con la  versidn
cuantica.

En el capitulo IV =me estudia la evolucién de los
formallsmos, hasta legar a 1la interpretacion de las
escaleras de Stark como estados wmetaestables, que  es  la
aceptada actualmente. Ademas, =e realiza un revisién del
fenémenc en superredes semiconductoras en virtud de que
resultados experimentales confirman su existencia en
heteroestructuras., Finalmente en el capitulo ¥ =se efectas
un  caleulo numérico a partir de un modelo unidimensional

para obtener las escaleras de Stark.




CAPITULO 1L

CONCEPTOS BASICOS.

Comprender el fendmeno de las escaleras de Stark en
criztales exige un conncimiento previo de la dinadmica de
electrones en campos externos. El aspecto dinamico
generalmente =e estudia emplea.ndo Teoria de Hamiltonianos
Equivalentes de una manera muy similar a los desarrollos
realizados originalmente por Slater*’. Analizaremos la
Leoria de Hamiltonianos Equivalentes en las representaciones
de Wannier y CMR (¢ Crystal Momentum Representation> La
primera es muy importante ya gue gracias a ella se predice
por primera vez la existencia de las escaleras de Stark y la
sepunda representa un enfoque alternativoe mateméticamente
mas simple.

El material que =e presenta a continuacién puede ser
encontrade en cualquier libro estdndar de teoria del estado
=élido St #? Y mecaénica cuantica \Y se incluye en este
trabajo con la finalldad de hacerlo autocontenido.

& 2.4.~-CONSECUENCIAS DE LA INVARIANCIA TRASLACGIONAL,

Definiremos wuna red cristalina infinita como un medio
infinito que posee simetria traslacional. En virtud de esta
simetria, cada punto de una celda elemental puede compararse
con uno equivalente correspondiente a otra celda elemental.
La po=zicidn de estos puntos se caracteriza por el vector de

la red,




fwlg + mb + nd donde: Ly n, son
enteros y el conjunto de vectores 5, b ¥ ¢ forman una red
espacial.

A continuacion estableceremos algunas de las
prvoplosboutess ponerabery e by obgenvaliaeon vy odgoniamcloney
de Hamiltonianos invariantes ante traslaciones por un vector
E de la red.

Para Hamiltonlanos periddicos toda funcidén fistcamente

significativa de K debe ser periddica en el espacio

reciproce vy puede expanderse en series de Fourier,en

general:
kY = Z@(B)-exl)[iﬁ-fﬁl (2.1
5]
Las elgenfunciones son funciones de Bloch, las cuales

Lo o
2on ondas planas moduladas por un factor wu k> gque guarda
n

la periodicidad de la red,

g
VICP TS

u GLKD @.2>

El vector K por lo general =se expresa en una regién
finita en el espacio-R conocida como la primera =ona de
Brillouwin. En una dimensién esta =zona =e representa
usualmente por un intervalo centrado alrededor de k=0 Ii.e.
~nts/as kS psa, en donde se encuentran todas las propiledades
bi=sicas del espacio—l_('. El numerc "n" que toma =sblo valores

enteros =e conoce come el indice de banda, y su presencia

compensa en clerta forma la restriccién de K a la primera
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zona de Brillouin.

o de los resultados mas importantes de la
Invariancia traslacional se refiere al espectro de energias,
qua consiste en wun continuoe llamado banda, separado  por
regiones de energilas prohibidas conocidas como brechas. La
estructura de bandas de energia en un sdédlido se puede ver
como  la relacién que existe entre la energia Eﬂ(ll') y el
momento de un electrdn en un sdélido, y para cada indice de
banda en particular, la energia =seria una funclén continua vy
diferenciable de K como se puede observar en el caso de un

arreglo de pozos de potencial (Fig.i)

b2 "oy
ra

4
Hophi )

Figi~adEstructura de bandas en so6lidos {(esquema reducido).

biBandas de energia para una cadena de pozos de poten-
cial.

£2.2~-REPRESENTACGION DE WANNIER.

El anAlisls de las diferentes representaciones permitira
comprender la evolucidn histdérica del problema de la=
escaleras de Stark desde sus inicios. Histéricamente las

escaleras de Stark surgen de un modelo basado en la




B

(5,6,8] (23}
repregent.acién de Wannier cuyas funciones base

(conocidas  actualmente como  funciones de Wannier> fueron
introducidas en 1937 en el estudio del problema del espectro

de energia de un electron excitado en una banda de energia,

permitiondo el uso de estados localizados para descaribir el
. . [y

selesboeziia, ki 1949 Nlater cenplea 1oy resullados de Wannlernr

Yy con este formalismo deriva las eaquaciones de movimient.o

para un electrén en presencia de perturbaciones externas,
Posteriorment.e Adams ' ?* J{;cs,merali?:.a la representacidén de
Wannier y muestra gque el tratamiento puede ser desarrollado
de una manera exacta y =mencilla en la representaciéon CMR;
E.0Kane' Zlutiliza estos resultados para obtener paralela-
mente con Wannler las escaleras de Stark. Hay que =efialar
que la eleccitdn de una representacién en particular se hace
por conveniencia matematica. En esta seccidon desarrollaremos
la  representaciton de Wannier y en el apéndice A, la
reprezentacidtn GMRE.

A  continuacién analizaremos como se construyen las
funciones base en la representacién de Wannier y las
ventajas que presentan =obre otro tipo de funcicones base
comunmente utilizadas, que son las funciones de onda
atdmicas.

Basaremos el estudio del problema de electrones de
Bloch en presencia de campos externos en la ecuacidn de

Schrddinger dependiente del tiempo,




[9@0 + U(?E)]nycii,w = § ho WL <2.3>
at
donde 980 ez el Hamiltoniano gque contiene un potencial
periddico ¥ Y es la perturbacién externa.
Uno pensaria que para describir los efectos dinadmicos
de un electrén en un cristal bastaria tan sélo construir una

funcién de onda dependiente del tiempo,

WCK D Zf(?,t).f)n(;’(—-?\) 2.4>

3
r

Las d)n(;-—g) zon funciones de onda atdédmicas localizadas
alrededor de la posgiciéon atdmica r N %x es el vector de
posicién  donde sme calcula la. funcidon de onda. La funcidn
o, LD Juega el  papel de una funcion envolvente. Sin
embargo, el problema no es asi de =sencillo, ya Jque al
abtener una ecuacidén diferencial para f(it,t.) nos enfrentamos
con el hecho de que las funciones (pn no son ortogonales. 5i
se construyen dos estados con la misma K perno con estados
atdmicos diferentes, existiran términos de traslape que
evit.an la ortogonalidad. Para evitar este tipo de problemas
se introducen nuevas funciones gue son generalizaciones de
lag funciones de onda atdmicas, llamadas funciones de

Wannier.
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Wannieptsglconﬂtruyé un nueveo conjunto de funciones =a
partir de funciones de Bloch que tuvieran la propledad de
sey localizadas, contrario a lo que sucede con las funciones
de Bloch que estan extendidas en todo e! cristal. La

combinacién lineal de las funclones de Bloch para todas las

bandas'?%as la slguienteo:
o -+ ik x
x G6LEY z o KB GELED ;W GLED m ou KR, EdeE T
n 4 1] n n ™
k 2.
donde las an(fz) factores de fase de la forma

an{E)—————)Aepril:('-itJ. La forma exponencial de las an(g) es
para regular el factor de fase ei'i:': que aparece en las
funciones de Bloch trasladadas por un vector de la red
directa I y lograr asi que estas se sumen constructivamente.
Para lograr que las funciones ‘IJn()_E,E) den su contribuclidn
maxima en la primera celda unitaria identificada por i:m(), 1a

172

normalizacidén de las x()?,lnc’) conduce a gque o=N donde N es
N

g2l nimero de celdas unitarias. Cuando esto sucede,
- > > 172 ik
x, GLEY = a g:‘é,k) = N Zu et (2.6
n
Para la j-ésima celda unitaria definimos una funcidn
ahj similar donde r sera un vector de posicidén que localiza
la  j-¢ésima celda unitaria. Esto conduce a la expresién

general:
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i . F L A
e Iy A GhE> m NP Lu GiP Eyetk roer
™

n nj

=4

2.7
Estas funciones de Wannler sblo dependen de 1n
posicién., Si hacemos Heoh Xt I ;
a_ k50w ack,ikd €2.8>
nj no
Esto significa que la funclén en la j-é=sima celda
unitaria se¢ comporta exactamente igual que la funcidn en

r=0. Por lo tanto ahj es funcién sblo de -1 Yy puede senr

ezcrita omitiendo la dependencia en K:

S
a P = a c;‘z—;)mN‘“zZ e Ty it €2.9>
nj n n
r
k
Si nos ale jamos de 1a celda, |ah, | decrece

rapidamente, debido a que existe interferencia destructiva.
Es en este sentido en gue anj esta localizada en la jJ-ésima
celda unttaria.

La condicién de ortonormalidad de las funciones de

Wannier se sigue de las  condiclones usuales para las

runclone:s:: do Bloch,

-

Ja’f‘ G-Fda -Ra’% w6

S (2.10>
n mn rr
Ceonocidas las propliedades de las funciones de Wannier

proponemos una solucién para la  ecuacidén de Schridinger

dependiente del tiempo (ec.2.3),
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BGLLY = Zf cﬁ,wanc?&-—fi) ¢2.41)
1a)

+
n,nr»

donde 1 (;,t) ex la funcidtn envolvente de las funciones de
n
Wannier. Sustituyendo esta solucién en la ecuacién 23> y

multiplicando por a#(i'—it) para luego integrar sobre todo el
N

. [24)
cristal, nos conduce a la ecuacidn :
é [(5 W s s+ kU - ]f(%,t) = Lar (r,LD €2.12>
nn n,r-r"- nnt o, rr” n =, N
at
-+
" r
donde  los elementos de matriz del  potcencial externn UKD

estan dados por:

nn,rr-

U o= |5 G-ROUGHa- a2
" n €2.13)

4 W » 5 es la transformada de Fourier de la energioa del
r—r

»

cazo no perturbado,
i 4
k-r

W o= 1/NZW et €2.14>
N, r n
e
k
La ecuaciétn (212> es la ecuacién de Schrodinger en la

representacidén de Wannier.

§2.3.-TEORIA DE HAMILTONIANOS EQUIVALENTES.

En las secciones  anteriores nos ocupamos de las

consecuencias de la invariancia traslacional en un cristal y
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analisis nos  dara el espectro de niveles de energia con

zeparacion eda conocido como las FEscaleras de Stark.

a.- Bl Hamiltoniano Efectivo,

FEl Hamiltoniano real del sistema esta dado por,
x = oo -ed-x €3.11>
donde el Hamiltoniano periédico 8‘(‘0 Ltiene como eigenfuncicnes
a las Tfunciones de Bloch ch?é;:?),

® b GGEdEW Db GLRD (3.12)
0 q q LS

¥y  ademé=, de los resultados de el §2.1, la energia del

sistema Wq(k) puede desarrocllarse en serie de Fourier,
s .
W c1'€>=Zw et P (3.13>
a q
-r
o

donde ,5 es un vector de la red directa y g el indice de
banda. Las funciones de Bloch se pueden expresar en términos

de laz funciones de Wannier,

-
b <52;1‘<’>==Z e F Pa - (3.14)
q a

—

o

Ahora se estA& en posibilidades de operar sobre las funciones

de Wannier con el Hamiltonlano de la ec.(3.11),
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de laz funclones que representan a los electrones moviéndose
en potenciales periddicos. El modele gque consideraremos es
el de un-electrdn, que. conslste en tratar a los electrones
como particulas independientes wmoviéndose en un potencial
bien definide en el cual se supone estdn implicitas las
interacciones electrén-electrén y las correspondientes al
elegtréon con la red idnica, Un mét.odo frecuentemente
empleado en la descripciéon de la dindmica de eleclLrones en
cristales es el método de la masa efectiva, que cae dentro
de un enfogque mas goneral gque o el de la Lteoria de
Hamiltonianos Equivalentes. El métodoe consiste en aproximar
la relacidtn de dispersion ECK> del cristal {que en general
ex una funcidn complicada de K> al caso mas simple, que e=s
la relacién de dispersion parabdlica | E(E)Elﬁ]zl tipica del
electrédn libre. Este método permite prescindir del potencial
periddico del cristal mediante la introduccidn del concepto

(27) # .
m , reduciendo el problema al de una

de la masa efectiva
particula libre.

La aproximacién anterior =se extiende =al caso de una
perturbacidén externa dependiente de la posicién actuando
=obre el sistema., En principio también es posible prescindir
de la influencia del potencial periédico v  reducir el
problema al de wun electrén libre en presencia de un campo

externo.

El Hamiltoniano equivalente en la representacion de
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Vannier se obtiene a partir de lJa ecuacidn (2125, La
solucidn de la ecuacliéon resultante para la funacion
envolvente fn(i:,t) resulta complicada v lo ideal seria
convertirla en una ecuacidén diferencial considerando ya no
una funcién que esté definida en las pos=icidnes atdmicas I
sino una funcién continua en X que =e propague a través del
cristal i.e. fn(?:,t,). Esto es posible =i consideramos el
argumento de plausibilidad que consiste en  analizar las
propiedades del operador Wﬁ-—i‘?) que se obtiene sustituyendo
K+ ~i¥7 en la transformada de Fourier inversa de (2.14)>,

eL:-c—i%f

GO 215>
r

W <~e.\?)f<>’<’>=z W oo
n T,

-+
r

Al desarrollar la funcién exponencial en serie de
potencias en el operador ¥ de la ec.(2.15), obtendremos una
ecuacion donde se ldentifica el dezarrollo de Taylor de la

funcién f(§+i:), por lo que la ecuacién (2150 se reduce a,

wﬁc—wn‘(?{)me S LG 216>
™, T

hx
T

Lxte resultado permilte exprosar la ec (Z2.12) como,

[w AR, - iharf ,<§,L>]+ 4+ E u
n I X=r nno,r
ETR
-
n r

€217
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LLa otencién del Hamiltoniano equivalente a partir de la
ec.{2.17> requiere ma  serde de aproximaciones sobre el
potencial externo UCx>. Una de ellas eostablece que es
posible  describir satisfactoriamente el movimientoe de un
elegtrén  utilizando exclusivamente estados correspondientes
a una banda de energia. Esta es la aproximacién de una
banda[4'24'261, que en clerta forma es una restriccién a la
inten=sidad de la perturbacién externa, vya que =i es muy
intensa, existe la probabilidad de transicion interbanda
dando lugar al efecto Zener' o La aproximacién consiste en
considerar dessproeciables o olementos  de matbpeliz Unn'-:-:/
para los cuales n#n’.

La =egunda aproximacién =se refierve a la variacién del
potencial; =i dste varia lentamente COon la=s po=iciones
atémicas dadas por =T, la perturbacién real del sistema UCKD
puede reemplazarse por UCEY, En el caso de una perturbacién
debida a un campo eléctrico %, el potencial es U(ﬁ)xeﬁ-ﬁ, v
la =uposicién de que el potencial varia lentamente con la
posicibn‘za]implica que % puede reemplazarse por su valor en
el centro de la funcién de Wannien an()_z—it), de tal manera

que UrY se convierte en un potencial de tipo escalera {(cf.

Fig.2).
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A A AN

V@) e

Fig.2.-Aproximacién del potencial U por un  potencial
Ut que varia lentamente con la posicidn,
Esta aproximacién permite expresar los elementos de
matriz del potencial dados por (213> como!
U aa s=UE=RdE4 €2.18)
nn,rr’ rr’

Finalmente la ecuacidn (2.17) se reduce,
[wnc—iw - iha/at,]fnck’,w -+ uci‘~>fr<§,t,>=0 219>

Al conocer W<K> en una banda, podemos conocer los
efectos dindmicos de la perturbacidén ignorando el potencial
de la red. El Hamiltoniano de la ec.{2.19> descaribe un
problema  andlogoe al  del elecirdn libre sujelo e} und
perturbaciédn  externa. Hemos obtenido lo que se llama un
Hamiltoniano equivalente. Esto es, el Hamlitonlano de la
ecuacién de Schridinger se aproxima por el Hamiltoniano de

una banda,
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9 = 0 AUCRIn B2 = W COHURD . <2200
3] o n

En la expresion anterior denotamos con e al
eq

Hamiltoniano eguivalente en la representacién de Wannier.




CAPITULO IIIL

ESCALERAS DE STARK EN CRISTALES.

En este capitulo obtendremos las escaleras de Stark en
base al formalizmo de lo= Hamiltonianos equivalentes
(§2.3>, considerado como el enfogue antiguo del problema. En
el 5341 anallzaremos una de las aplicaciones mas sencillas
de la teoria de Hamiltonianos equivalentes: la aproximacién
cuasiclasica 2t 2

Mediant.e este enfogque, £1 movimiento del electrdnm en
presencia de un campo eléatrice resulta periddico en una
banda vy su cuantizacién da lugar a las escaleras de Stark
i.e. una =serie de niveles discretos separados wuna distancia

eda, donde "a" es el parametro de la red. Sin embargo, los

resultados obtenidos no son satisfactorios debido a la forma

aproximada del Hamiltoniano utilizado. En el £3.2 Se
estudian los tratamientos an L& representacidn de
Vannier' ® ] bazados principalmente €r la obtenciton de

funciones de Houston como solucicnes de la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo cuya periodicidad da
lugar a las escaleras de Stark. Los resultados obtenidos por
E0Xané” en la representacion GMR. =e presentan en el

Apéndice A

iB




1w

§3.1.~ LA APROXIMAGION GUASIGLASICA.

Los elementos necesarios para estudiar la dinamica de
e¢lectrones en una banda en presencia de un campo eléctrica
homogéneo  son  los  resultados obtenidos en el §2.3, en
particular el Hamiltoniano efectivo en la representaciéon  de
VWannier. Una de las maneras de obtener informacion o partie
del Hamiltoniano equivalent.e e mediant.e ia aproximacion
cuaziclazica. La eleccidén de este tLratamiento se justifica
debido a que las bandas de energia para un =6lido estan
formadas: por un «:u;ﬂ:&:tconl,lnuo[32]quc.- poSee un numero may
grande de estados con los cuales en general se pueden formar
paquetes de onda que se comportan como particulas clasicas
sujetas a las ecuaciones de movimiento generadas por el
Hamiltoniano. La equivalencia entre los formalismos clasico
v cuantico esta dada por el principio de correspondencia de
Bohr con el cual identificamos los pel-fodos cla=ico=z con
espaciamientos  cuidnticos en la  energla. Este tratamiento
limitado a una banda requiere de un par de variables
conjuzadas, gque =on £l momento del cristal hi y el vectLor de
la red cue deffine las pos=iciones atdmicas el cual =se
convierte en un operador cuantico’ ?’ cuyaz elgenfunciones
son laz funciones de Wannier,

(I Dda k-Tdmra (-1 31>
°op q qa
donde % es el vector de posicion de los electrones.

El Hamiltoniano equivalente de Wannier estia dado por la




ec. (2.20),
W om W KD+ UG (3.2
[eae] q
Utilizande el principio de correspondencia ¥, sera la
eq
f'uncion Hamiltoniana claica donde las ecuaciones de
movimiento estaran dadas por:
o= g X D= oW 308D
ap ar
donde p=hk. Sustituyendo el Hamiltoniano dado por la
ec. (3.2 en las ecs.(3.3) se tiene finalmente:
e = WD , Bk = - JUCD 3o, b))

ok Jr

El potencial debido a un campo eléctrico uniforme 3
tiene la forma: UGD=-e? . Si  ademas el campo eléctrico
estAa en la direccién E=3T obtenemos de la ecuacién (3.40D

el resultado,

kK ~e¥t. =k = ate, (3.5
¥ - o
h
51 el campo eléctrico esla en la direccién de un
3
vector de la red reciproca con un periodo a , entonces el

— . o+ s o 4s 7
movimiento en el aspacio-k resulta periddico en ¢l tiempo
ie. la wvariable k serid restaurada a =su  wvalor inicial ko
después de un tiempo,

Tsha'= 2nh
e8 e8 - A {3.6)
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FPor otro lado, integrando la ec.(3.4a>, ohtenemos el
result.ado,

r (Limpr (O)4 1/e% [wciZ)—wd{ )] (3.7
X X q q 0

de donde se observa gue despues de cada periodo T, el
cleactrén retorna a sy posicidn original r <03 ie. la
®

periodicidad en el espacio-k da lugar & una periodicidad en

el espacio de las configuraciones. Este proceso se visualiza
mediant.e el esquema de bandas de energia en presencia de un
campo externo, Iintroducido por Zener'[z}(fig.S). El  electrén
efectuara un movimiento oscilatorio con  un periddo T,
confinado a una regidén del espacio delimitada por las
fronteras de la banda de energia permitida y de dimensiones
L=V//e%. LEste fendmeno se conoce en  la  literatura como

aoscilaciones de Rloch.

Fig.3.- Movimiento oscilatorio del electrén en una
banda de energia.
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Las conclusiones obtaenidas hast.a egi.e momento son

suficientes para interpreatar Lt situacion cuantica. =i
utilizamos =3 principio de corresxpondencla de Bohr, el

periodo de oscilacién T dado por la ec<3.6) se manifiesta
comoe un desdoblamiento Stark en cada bandag con un ancho
Al=h/T=efa. A este resultado se le conoce como las Escaleras
de Star}a[ﬂ].

Una forma de ver eslLe espaciamiento es a partir del

analigis de la funcién amplitud o que ez golucién  del
n

Hamiltoniano LEquivalenbe de Wannler dado por la ec. (3.2,

[w(ic’) - e'g-;]f OI=ET <) (3.8
q n n

la funcién 4R es solucidn  del mismo  Hamilt.oniano sdlo
i2]

que con un desplazamiento dado en la energia (E+teBad:

[wcib - e‘g-f\]f (r+ads(E+redadf (r+ad 3.9
q n n

La razon de que estas pruebas cuanticas no Ssean
zatisfactorias es que el Hamiltoniano real del sistema no es
(3.2> =ino,

= wgfo - ed % €3.10>
nét.ese que en el Hamiltoniano {3.2> es=ta implicita la
aproximacién de que el potencial varia lentamente con las
posiciones atdmicas dadas por 3, resultado Jque permitidé

simplificar notablemente lo= elementos de matriz del
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potencial {esto=s resultaron ser diagonales @n ta
representacion de Wannier). Para una perturbacidén gue varia
>
con  respecto a las posiciones de los electrones ®, no es
facil simplificar los elementos de matriz del potencial.
En el §3.2 se tratara el modele en forma exacta segan
. [a)] . .
Vannier Yy se demostrara la validez del formalismo creado

para una sola banda.

£3.2.- ESCALERAS DE STARK EN LA REPRESENTACION DE WANNIER.

En la seccién anterior nos dimos cuenta que el problema
de electrones en una red periéddica en presencia de un campo
eléctrico homogéneo podia tratarse mediante la teoria de
Hamiltonianos efectivos obteniéndose buena informacion
respect.o a la dinamica de los electrones confinando su
movimiento a una banda de energia Mediante la aproximacion
cuaziclasica =e intentd dar una explicaclién satisfactoria
del aspecto cuantico, pero esta no fué del todo correcta en
virtud de que el Hamiltoniano analizado no representaba el
probiema real. En esta seccidén enfocaremos nuestra atencién
al problema ‘“exacto” ("exacbte" en el sentido que veremos
como  opera el Hamiltoniano real del sistema (ec.3.10> sobre
lag funciones de Wannier)> lo gue conducird a la obtencién de
un Hamiltoniano equivalente con el que construiremos

21

. {
soluciones a manera de funciones de Houston de la

ecuacidn de Schraodingenr dependiente del tiempo, cuyo
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analisiz nos dara el especlro de niveles de energia con

geparacién eda conocido como las Escaleras de Stark.

.~ El Hamiltoniano Efectivo.

El Hamiltoniano real del sistema estA dado por,
g owm g -e¥-X 311>
donde el Hamiltoniano periéddico 9(’0 tiene como eigenfunciones
a las funciones de Bloch bq(ﬁ;ﬁ),

% b (xkO=W Edb GHED {3.12>
o q q q

y ademas, de los resultados de el 824, la energia del

gistema W (k> puede desarrollarse en serie de Fourier,
q
s
v <E>=§ w (Pretk P €3.13>
q q
-

o

donde ,3 es un vector de la red directa y g el indice de
banda. Las funciones de Bloch se pueden expresar en términos

de las funciones de Wannier,

. ‘P. -~
b (ﬁ;k’>=z etk paq(i:’-é) €3.14>
=1

-

el

Ahora se estéd en posibilidades de operar sobre las funciones

de VWannier con el Hamiltoniano de la ec.(3.11),
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Seaqc;zﬂz‘)m qu(?ﬁr‘-z')aq()?—g’) - eg-:ﬁaq(:—z—(—%) €3.15>
%
el primer +término del lado derecho de la ec.(3.45) resulta
de operar 960 saobre | la funcién de Wannier aq(:_z'-f;). El
resultado de operan ¥ sobre las funciones de Wannier y los
correspondientes desarrollos matematicos se confinan al
apéndice B, donde obtenemos,

b b 9

D> >
-* + -+ -+ > 3 atkP 5
- -+ ;
xaq(x Fod L] paq(x Fo L AV €-1) ) \[ e z bm(x,k)fqu kK
m

{3.16>

donde,

F o Ju*cﬁ’;ﬁ)wu&’;bd”%’df’i (317>
mq ™m . a9
3k
representa la interaccién interbanda.

Con este resultado la ecuacion (3.15) se e=cribe,

9eaq<§w,‘5>= Z wch—ﬁ*)aqc:‘i—ﬁ’) -

-+

o’

A .4
~ed-pa -5 -ed wrcam? J atke Z b KdE d7F
q ™m mq
Th

{3.18>
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En la expresién dada por la ec.<3.18> Wannier[mpostula
que no hay elementos interbanda, lo que permite prescindir

del Oltimoe términe de la ecuaclén (3.18) y escribir,

[ geome%'-c:’!—nb ]aq(iE—B)mZ wq(&;‘%*}aqcﬁmso <3.19>
-

o’

Para recuperar la forma de Bloch de esta ecuacién hay

¥
que multiplicar la ecuacidn 319> por elk £ Yy =Sumar socbre
Z) para obtener finalmente,
[9(’ -ed - Gtria )]b Gok=W UOb GGl 3.20)
o 7 q q 9

que es el Hamilltoniano efectivo de Wannier' "’ para una banda
propuesto por primera vez en 1985 y derivado posteriormente

2:6/421  Gon este resultado sera posible

en varlos articulos
construlr en la siguiente seccldn soluciones de la ecuaciéon

de: Schrodinger dependiente del tiempo a manera de funciones

de Houston.

b.-Ezcaleras de Stark.

’

Wannier'™ Jcc»nst,:wl.ljfn.e soluciones para la ecuacién de
Schrédinger dependient.e del tiempo,

[96’0 - e%- ?:] WO, £ O=1 BT, 1D €3.21>
BT
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a partir de laz funciones bq(;;;lz) dadas en la ecuacidn
(3.20>. Las socluciones =e construyen a manera de funciones
de Houston[g], que para este problema se expresan,

k teBth

Ox

(3,4 dab cﬁ;ﬁmﬁo+e§t/h>exp [—-i/eﬁ f W (fc)dkx €a.22>
q 1 .

k
ox

donde ch?:;ic’) y wqclb son soluciones de la ec.(320> y el
campo eléctrico ¥ se aplica en la direccién x,

La solucidn dada por la ec.(3.22) implica que las
funclones de Bloch usuales en presencia de un campo
eléctrico 2 evolucionan en el tiempo en 1a rforma
b(ﬁ;fc’mi{*o-&-egt/h) ie. como funcicones de Bloch con un vector
de onda K que depende linealmente del tiempo. En el apéndice
G se demuestra con ayuda de algunas relaciones entre los
operadores de tLrazlaclon '1‘(,3) de la red cristalina, gque la
evolucién temporal de las funciones de Bloch en presencia de

un campo eléctrice cumplen con el teorema de Bloch.

Las Escaleras de Stark se obtienen mediante el analisis
de Fourier de la funcién de Houston dada por la ec.(3.22),
51 el campo eléctrico ¥ esta en la direccidn de la red
reciproca con un periodo a*, la periodicidad de la funcién
en k (kr:(:kx-l-?.ﬁa) permite analizar el factor exponencial de la

ex.{(3.22> vy escriblir una expresidn para la energia,
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K+ 20a
0

E = 1 W k>dk  + neg €3.23>
an # q X —
21a a
k
0

En la ec<3.238> el primer término del ladoe derecho
representa el valor promedio de la energia en la banda g y
el wmegundo un sistema de niveles de energias igualmente
esxpacliados. Este resultado se conoce como las Escaleras de
Stark.

La existencia de estos niveles de energia fué propuesta

{(5,6,12)

por  Wannier en una =serie de articulos los cuales
desencadenaron controversias que se pueden resumir en la
disputa entre @H. Wannier >’ y I Zak'' " Pacerca de
la validez del formalismo empleado por Wannier para

demostrar la existencia de este fendmeno. La esencia de las
controversias radica en que JZak pone en tela de juicio el
argumento de wannter'” (que consiste an  s=uponer  gue el
primer término de la ecuaciédn €3.23> es una constante bien
definida dando lugar a una estructura de niveles discreta.
VWannier verifica la validez de este argumento al efectuar la
prueba formal de los resultados (3.20)> y <3.22). Tal prueba
se basa en el hecho de gque para electrones en potenciales
periddicos en presencia de un campo eléctrico es posible
construir funciones del tipo Bloch a partir de las funciones

Bloch usuales que =satisfagan la ecuacién de Schriddinger
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dependiente del tiempo dada por (321 El procedimiento ez
muy similar al del apéndice C.

Aungque esta discusién no arroja resultados concluyentes,
surge un  aspecto relevante que es la suposicidn de
Wannier?’ de que las escaleras de Stark sean estados
metaestables, conjetura gque seria comprobada posteriormente

por J.Avrontm] v Bentosela et at*




CAPITULO TV,

INTERPRETACION ACTUAL DE LAS ESCALERAS DE STARK.

En  este capitulo efectuaremos un resumen de log
resultados originalmente obtenidos pob Wannier v la
posterior interpretaciétn de las escaleraxs de Stark como
estados metaestables.

La interpretacién formal de este fendmeno, es la
mencionada anteriormente, sin embargoe experimentalmente las
escaleras de Stark resultaron imposibles de obzervar en
estructuﬁ*as semiconductoras cristalinas. La construcclén de
un nuavo tipo de estructuras semiconductoras'=*
(heteroestructuras) han permitido la observacion
experimental de este fendmeno, reportada reclentemente por
Méndez et al?¥ (cf. §4.3). Esto nos conduce a efectuar
una  revisién del problema de las escaleras de Stark en
superredes semiconductoras, basandonos fielmente en los

a7

resultados de Bastard™ (cf. §4.25.

&4.1 ~ESCALERAS DE STARK COMO ESTADOS METAESTABLES.

Conforme a loas formalismos del CapldIl y el apéndice A,
las escaleras de Stark resultan ser =soluciones de la
ecuacién de Schridinger,

z_2
( hV" + Vx Eex]‘lszlP C4.4>

Zm
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en la aproximaciéon de una banda. En particular, Vannier
demostrd que el cuasicontinuo de estados due forman una
banda de energia en un cgristal en ausencia de un campo
eléctrico =me convierten, en presencia del campo, en una
merie de esgstados discretos con separacidén constante e8a
donde “a" es el parametro de la red, ie. en ausencia de
tunela je Zener > el Hamiltonlane del sistema posee estados
ligados=s.

5in embargo, argumentos en contra de la existencia de
las escaleras se basaron fuertemente en que la consideracién
de la interaccién interbanda resultaria en la desaparicién
del eape‘c:t.ro. Ciertamente, el concepto de las escaleras de
Stark como estados ligados del sistema resulta errdneo, como

fué  demostrado por J- Avron™? y Bentosela et al

(141
quienes egstablecen que lag excaleras s0n estados
metaestables, verificande de esta manera las con Jjeturas
hechas originalmente pox WannletS A continuacién se hara
unas revisién de los resultados maAs relevantes de este
enfoque ya que este es el aceptado actualmente.

Para visualizar Jlo gque es un estado metaestable ' *"
consideremeos el pozo cuantico de la Flg.4.a, gue posee n
estados ligados .c:n. 51 reducimos las dimensiones de este
sistema hasta obtener el caso de la doble barrera de

potenciat  (Fig.t.b> iam energlas  de lo=s estados Hgados

coincidiran con los estados del continuo: =i el ancho de
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las  barreras “d" no ez muy pequefio los estados ligados se
convierten en cuasiligados es decir, estados que tienen una
vida media relativamente larga, caract.erizados por un
egpectro de energias cuazidiscreto gque consta de una serie
de niveles cuyas anchuras se determinan por: [Mshst, donde T
el periocdo de vida. Si confinamos a un electrén en uno de lo
eztados cuasiligados del pozo este tendra una probabllidaa
finita de desligarse y eventualmente salir del sistema. Por
otro lado, =i hacemos incidir un electron desde afuera de
las barreras de la Figh a una de las energias £ estos
penetraran las barreras sin sufrir reflexién, Estas energias
sEe aonocen como energlias de resonancia del =istema. En caso
de aplicar un campo elécitrico ¥ al pozo de la Flgd.a, los
estadosz ligados se convierten en estados del continuo, Vva
que siendo ¥ de poca intensidad, la energia potencial deblda
la campo puede ster muy grande al incrementar el valor de .
Esto pareceria indicar la ausencia total de estados
ligados. Sin embargo, resultados tedricos vy experimentales
muestran que con campos eléciricos del orden de 2210°Vom los
pozos cuanticos exhiben estados que =e comportan como =i
fueran ligados los cuales en el limite %40 se convierten en
los  estados lgados verdaderos. Los estados para este
sistema pueden considerarse como metaestables (Fig.4.c) vya
que el electrdn tendrAdA una probabilidad finita de tunelaje

de la regién "a" a la regién "b",




............

b
GBX J\
\ &
a, r\\o‘ 'x
- TSNS

Fig.4.- adPotencial de pozo cuadrado. b) BEstados resonantes

(—>.clAparicidn de estados cuasiligados al aplicar
un campo eléctrico ¥ al pozo cuadrado.
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Estos estados metaestables (i.e. estados no
estacionarios) son soluciones de la ecuacidn de Schrddinger
dependiente del tiempo y se caracterdizan por tener energias
comple jJas, donde la parte real de la energia corresponde a
las energias de la solucién de la ecuacidén de Schridinger
(41> y la parte imaginaria al ancho de las resonanclas. Una
manera de calcular estas resonancias es mediante el calculo
de los polos de la funcidtn de Oreen del sistema; este

formalismoe fué utilizado por J.Avrontm

! gquien analiza un
modela matematico donde la=z escaleras de Stark se
manifiestan como un conjunto de elgenvalores complejos a
manera de escalera distribuidos paralelamente al eje real de
las energlas, Los resultados colnciden en clerta forma con
loss de Wannier debido a que cuando las rescnancias son lo
suficientemente pequefias,son indistingulbles de los estados
ligado=s verdaderos.

Siguiendo este mizmo formalismo, Bentosela et

(1413
al,

obtiens mediante un calculo ndmerico los polos de la
funcién de Green para un potencial finito, formado por una
cadena de funciones delta de Dirac y el potencial de e=scalén
de Heavyside muy similar al utilizade en nuestro calculo
numérico en el capitule V, obteniendo las energias complejas
correspondientes a las resonancias las cuales exhiben la
periodicidad de las escaleras tal y como fué propuesto por

{e5,81

VWannier, Un resultade importante es gue el ancho de
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tales resonanclias es pequelio 10" “evd comparado con  su

espacliamiento 2aB57x10” "

eV C(donde ¥ es el campo aplicado y a
el parédmetro de ia redd lo que supuestamente permitiria
obhaervarlas en virtud de gque tal valor es mas grande que la
reselucién de un buen espectrémetro,

Otra forma de encontrar los estados metaestables de la
ec.{4.1) conziste en calcular el coeficlente de transmision
T(E> para un electrén incidente sobre el sistema, en donde
las resonanctas del cqe_ﬁc'iente de transmisién describen el

confinamiento de las particulas dentro del pozo cguantico b

el cual estudiaremos en el capitulo V.

§4.2.-ESCALERAS DE STARK EN SUPERREDES.

El fenémeno de las escaleras de Stark presenta un
ligero problema al levarse al terrenc experimental. La
generacién de campos eléctricos muy intensos 10%-V/cmd es
difficil de lograr y tan sdlo es posible obtener separaciones
entre los niveles de energia de las escaleras del orden de
10" %ev para cristales tipicos {¢ancho de banda = 2eV), de tal
manera que para «aristales la posibllidad de observar las
escaleraz de Stark es muy remota., En 1970, LEsaki vy

24

R.Tsu' ]proponen el disefio de lo que hoy conocemos con el

nombre de superred semiconductora, que es una estructura
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artificial formada ( con analogia a la red periddica de un
cristald por una variacién periddica de capas muy delgadas
de materiales semiconductores VY SUsS aleaciones. Estas
estructuras exhiben dos periodicidades: la correspondiente
al arreglo periéddicoe de capas y la asociada a la estructura
cristalina. Ademés, la periodicildad de estas estructuras
puede disefiarse arbitrariamente y oscila alrededor de 100 A
¢ eg. hay que recordar para un aristal la perlodicidad es
del orden de 6A>. La magnitud de estos periocdos tiene
consecuencias muy importantes, ya que implica uné
modificacién de lo que conocemos como bandas de energia,
Debido a la periodicidad de las capas que forman la superred
la primera =zona de Brillouin del cristal ~n/a<k<rsad se
reduce a una serie de minizonas dande lugar a minibandas de
energia (comparemos el anche de las minibandas (70 meV)> con
los ZeV para un cristal). Las dimensiones de ezstas
minibandas ofrecen condiciones favorables para observar
fendmenos como las escaleras de Stark, oscilaciones de Bloch
v la conductividad diferencial negativa (N.D.CJ.),[.2 “len
virtud de que a este nivel los= éfectos de un campo eléctrico
moderado =31 son apreciables. En efecto, sera posible
demostrar (cf. §4.2-bd> que la separacidtn entre los niveles
de energia de las escaleras de Stark son del orden del ancho
de la minibanda. Estos nuevos resultados permitieron en el

terreno experimental, 1a observacion indirecta de las
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2z

escaleras de Stark por Voisin'*®'y  Méndez et al.'*"

an
superredes de GaAs-GUal(ADAs, como se discutirad en el §4.3,

A continuacién se hard un estudio de las escaleras de
Stark en superredes utilizando un método similar al empleado
originalmente por Wannier-[m, basado en la aproximacién de

una banda, donde, para obtener resultados mas reallstas,

consideraremos la aproximacién de Amarre Fuerte.

a.~Minibandas de Energia en la aproximacién de Amarre

Fuerte.

Una superred unidimensional puede representarse por una
cadena de pozos de potenclal Figh.ad donde VxI=Vixind) es
el potencial del pozo éuadrado aislado centrado en x=nd y
“d" el perlode (FigS5b > El esquema de bandas es similar
al estudiado para cristales en el §22 con la diferencia de
que las minibandas aparecen en el perfil de potencial
formado en las fronteras de la banda de conduccién de la
heteroestructura‘gé{ Ademas, este efecto se refleja en una
subdivisién de la primera =zona de Brillouin en una =serle de

minizonas como se aprecia en la Figb.o,
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Fig.8.-a> Pozo cuadrado con energias E y E_.bJ)Esquema de
minibandas para una superred. c>Divisién de la primera
zona de Brillouin en minlzonas.

y aparece también un nuevo indice de banda para etiquetar
la=s minibandas. En el poZo alislado de la Fig.B.a =1

consideramos el movimiento de electrones en la direccién de
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¥, exigtird una cuantizacién de la  energia CEh) en esta
direccion tal como esperariamos en el caso de la particula
en una caja, mientras que en el plano paralele al movimlento
el electrdédn se comporta como =1 estuviera libre, con una
energia cinética dada por hz(kiﬂ-kj)/Zm. En una dimensidn
si formamos  un arreglo periddico con estos potenclales
surglra wna estructura de minibandas formadas a partir de
los estados Emy Ecz y laz cuales se Iidentifican por Eb1 y

Ebzen la FigBb. Una manera de calcular las minibandas de

energia es mediante la aproximaclén de Amarre Fuerte!”’'La

eleccién particular de este modelo es debldo a =11
gimplicidad y a que ofrece una descripcitn cualitativa del
problema. Es importante seflalar que aunque la situacidn
fisica es algo diferente, el problema es matematicamente
analogo al caso de un cristal. Para log wvecinos mas
cercanos, la energia de Jla minibanda dentro de ezta
aproximacién se expresa,

en(k)aEn —2|k|coskd 4.2a0
si consideramos el caso de la banda mas baja de energia
(n=1),

51(k)==E1-2 |>\ | coskd (4.2b>
donde E1 =erad la energia del primer est.ado Hgado del pozo
cuadrado alsladoe (Fig.6.ad). El ancho de la minibanda se
representa por Amdg|A| y |A| es la integral de traslape entre

las funciones de onda vecina=z.
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b~Ezscaleras de Stark en la aproximacion de una banda,

La aproximacién de wna banda de energia se logra a
partin de la formacién de una superred partiendo de pozos
cuanticos aislados los cuales soportan tan sola un estado
ligado £, Gonsiderando los estados de una banda de energia
se procederid a establecer la ea. de Schrddinger del sistema
que consiste en una superred de periddo “d" en presencia de
un campo eléctrico 3. Posteriormente se utilizaran algunas
propledades de los operadores de traslacién T(B) discutidos
en el apéndice G, para obtener las escaleras de Stark. Con

este TFormalismo obtendremos informacién de las funciones de

onda, su localizaclén, y efect.uaremos un analisis
comparativo entre lo= resultados para superredes Yy
cristales.

El Hamiltoniano del sistema esta dado por,

H=T+2 Vix-ndd> + e8x €4.3>

n
donde VOr-nd> es el potenclal del pozo cuadrado centradoe en
x=nd y ¥ el campo eléctrice. Consideremos el operador de
ipjd-sh

traslacién Tjdﬂe cuyo efecto sobre una funcién ¥ es,

T, ¥ OGOl Ced jdd (4.45
ja v v .




41

donde ¥ es smoluclén de la ec. de Schrodinger,

HlIJ(x)wsolIfo) <4.5>
Aplicande Jjmn veces el operador de tLraslacién T;d a la
ecuacion de Schridinger (4.5) y utilizando el resultado,
tT‘JT g HI== jeF‘dT}' 4 4.6
obtenemos,
HIIJ(x-nd)m[£0+neFdJlP(x“nd) <4.7>
lo que da lugar‘ a la esqalera,
sn=£o+nef"d {4.8>

donde £, es la energia promedic de la banda, tal y como fué

fe,01
demostrado por Wannier ' ’

& = d/erJ& {kodk <4.9>
o} 1
z.b
v sgk) es la minibanda de energia de la =superred. Si
utillizamos la aproximacién de Amarre Fuerte dada por la
ecuacién (4.2b> obtenemos inmedlatamente el resultado: somEi,

que  as la energia del pozo alslado, El procesc puede

{lustrarse esquematicamente de la siguiente manera:
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an b)

d>

c)

Fig.6.~adPozo cuadrado con un estado ligado.b> Formacién de
la minibanda de energia.cd Aplicacién de un campo elég-
trico % a la superred.d> El incremento de la intensidad

de 8 genera niveles de energia discretos separados por
eéd (Escaleras de Stark.)
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Bl analisis cuantitativoe de estos resultados ayudard a
entender el porqué las escaleras de Stark son dificiles de
observar en cristales y en qué forma la introduccléon de
superredes permite la observacién de este fendmeno.

En un cristal el ancho de banda es del orden de 2eV con
un parametro de la red a=m6A. Si se aplica un campo eléctrice
“8&"—105 Vscm, la separacién entre los niveles de energia de
las escaleras de Stark es del orden de e8d>6x10"eV. Este
resultado implica que el efecto del campo eléctrico sobre el
cristal exs pequefio comparado con el de la red periddica. La
separacién entre niveles es mucho menor que el ancho de la
bhanda de energia y adema&s como en un aristal el parametro de
la red es fijo, para obtener una separacldon de niveles del
orden del ancho de la banda son necesarios valores muy
grandes del campo eléctrico, dificiles de obf.-ener
experimentalmente. En cambio para una superred con un ancho
de minibanda de 70 meV y un periodo d=60A, la separacién
entre los niveles de energia es e%das0 meV, siendo en este
caso los efectos debidos al campo eléctrico y al potencial
de la superred comparables en magnitud. En estas estructuras
no tenemos la restriccidn de un parametro de la red fijo, ya
que  para superredes las dimensiones pueden ser diseladas
arbitrariamente lo que permite utilizar campos eléctricos no

muy intensos,
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.= Localizacion de lag funciones de onda,

Oty»o resultade Importante es la forma de las funciones
de onda \I‘v(x). A  contlinuacién veremos que son funclones
completamente localizadas en cada pozo de potencial. Para
esto consideremos a las llfv(x) desarrolladas en funcién de
las  funcienes base ¢x-ndd> las cuales son elgenfunciones
para el caso de pozos cuantlcos alslados i.e,

Hoq')(x)mE &Cxd <4.100
por lo que,

N7 “E ¢ B<z~ndd C4.11>

v np
sustituyendo en la ec. de Schrddinger,

HY¥ Godme ¥ (0 (412>

v vow

y utillzando el mismo procedimientoe del apéndice A para la

representacién CMR, se llega a la ecuacién:

c ) v+ [« -*Ei-e&nd]c v + 1 vm()
nt v n n €4.13>

(>

que es una ecuacién recursiva para las funciones de Bessel,
de donde se obtiens por un lado el espectro,
e:uaEi-i-e‘&nd {4.145

¥y por otro lado,

c =y, [—-z [x |J €4.15)>

ed
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que es una funcldén de Bessel de primer tipo. Resultados
similares fueron obtenidozs por Hacker vy Obermair' °"'en la
aproximacién de Amarre Fuerbe para una banda de energlia en
un cristal, resultados oque serviran para estudlar
comparativamente la localizacién de las funciones de onda en
crigstales vy superredes. Sus resultados indican que la
funclén de onda oscila periddicamente en la banda de energia
y decae exponencialmente en las reglones prohibidas (¢f.
Fig.7.a>. Un pardmetro atil para estimar la regidon donde
oscila la funcidn de onda { extensidn espacial) esth dado
por L={Ancho de bandads/e€ que =e le conoce tamblen como
“longitud de Stark"”. Para el cristal estudiado L~333a, esto
impica gque la funcién de onda no esta concentrada en una
posicidén de la red como lo=s estados atédmico= ni
complet.amente deslocalizada en el cristal como las funciones
de Bloch (cf Fig.7.ad En el cazo de la superred, la
localizacién es diferente. CGomo a este nivel el ancho de la
banda y eé&d =on comparables en magnitud, no ez dificil ver
que la funclén de onda se localiza totalmente en una regidn
de la superred (L=~d). Cuando e8dzA (A ez el ancho de bandad
la funcion de onda Efvse localiza completamente en cada pozo

de potencial y la energia se cuantiza formando una escalera

de niveles.
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§4.3.~EVIDENCGIAS EXPERIMENTALES SOBRE LA EXISTENGIA DE LAS

ESCALERAS DE STARK.

Loz primeros intentos dentro del terreno experimental
para observar las escaleras de Stark fueron efectuados por
Koss vy Lambert®®’basados en la teoria de Callaway tfmla
cual predice su aparicién en dispositivos semiconductores a
manera de oscilaciones en el goeficiente de absorcién Gptica
asoclado a las transiciones entre bandas.

Aundgue los resultados experimentales de Kos=s y
Lambert,.' 20](191 calculo de 1a abgsoraion optica de un
semiconductor GaAs en presencia de un campo  eléctrico
€821.6X10°V em concuerdan con lo esperado tedricamente,
la pequefiez del efecto (e.g. para tales valores del campo se

obtiene una separaclén entre los niveles de las e=scaleras

del orden de imeVD no se considera COMo un& fuerte

evidenacia.
Reclentemente las escaleras de Stark han =ido
ob=servadas experimentalmente por Méndez et at."*?'en

superredes de GaAs-GaAlAs, mediante el estudio de las
transiciones &pticas entre los diferentes niveles de las
escaleras correspondientes a las minibandas de valencia y
conduceién, proceso que puede ser cuantificade mediante

espectros de foteoluminiscencia.
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Las escaleras de Stark se estudiaron en superredes
definidas  por los perfiles de potencial de las fronteras
superior e inferior de las handas de valencia vy conduccidén
respectivamente (Fig8). En virtud de que cada material
utilizado para construlr la hetercestructura posee un ancho
de banda distinto (Fig.B.a), es de esperarse que exista una
discontinuidad abrupta en la interfaz de los materiales la
cual se manifiesta con una distorsion de la banda en  esa
vecindad, El@ efecto total puede describirse gatisfactoria-
mente por una distorsién a manera de una cadena de pozos de
potencial. El movimiento en este pexrtil de potencial da
lugar a minibandas que es precisamente donde estudiaremos
los efectos del campo eléctrico {Filg.B.cd.

En la Flg.B.d podemos apreciar los efectos del campo
eléctrico & sobre la heteroestructura. Para valores
moderados del campo eléctrico (8—_"—‘2){10_4ch_1) el gistema =se
comporta como una serle de pozos no acoplados los cuales
exhiben niveles discretos separados una distancia e%d

(Ezscaleras de Stark).
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El objetivo del experimento es mostrar la existencia
de transiciones entre los niveles de energia de las
ezcalerasx correspondiente a la mindbanda de conduccidén con
un nivel filjo de la escalera correspondiente a la minibanda
de valencia.

Para diferentes valores del campo eléctrico se inducen
diferentes tipos de transiciones las cuales =e muestran en
la Fig.B.e. Para valores muy bajos del cacampo eléctrico
o < s=<1x10® ch_i), las energias correspondientes a las
transiciones se medirian como la  diferencia entre laz
Mronteras inferior vy superior de - las minibandas de
conduccién y de valencia respectivamente.

Pal;a valores moderados del campo eléctrico
(1.2}{1045‘&55.2){104) apareceran dos  tipos de transiciones:
verticales y oblicuas. Las transiciones entre electrones vy
hoyos localizados en el mismo pozo cuantico son conocidas
como  Lransiciones verticales y las ldentificamos por <0D.
Las transiciones oblicuas corresponden a transiciones entre
hoyos v electrones localizados en diferentes pozos
cuanticos, de tal manera que -1> y (-2> representan las
tranziciones que corresponden a un nivel de la escalera de
la minibanda de valencia <J(escogido arbltrariamente) con los
niveles situados a wuno y dos periodos en la minibanda de
conduccién  respectivamente. Para valores muy intensos del

campo eléctrico (5.6x10°<2> solo son posibles transiciones




verticales,

Ciertamente, de ser posible las transiciones entre los
diferentes nivelex de las ezcaleras de Stark, la=
transiciones ocblicuas deben manifestarse como desplaza—
mientos hacia energias menores del orden de tedd, X28d,
medidas respecto a la transicién vertical., Ademas:, para
valores muy intensos del campo eléctrico, 1a energia
correspondient.e a la transicidon vertical (de un pozo
cudntico en particular) debe experimentar un incremento del
orden de (AC+AV)/2 donde AC Y Av corregponden a los anchosg
de la banda de conduccidn y de valencia. Esto se debe a que
los niveles que integran las escaleras de Stark que estan
localizados en cada pozo cuaniico se encuentran centrados en

1a minibandafa !

Los resultados de Méndez et al.'”?’rueron obtenidos en
una superred construida por la variacidén periddica de 60
capas de OGaA=z con espesores de 30A con 59 capas de
Ga‘ GSAI.SSAS de un espesor de 35& dando lugar a un periddo
de la superred de d=654.

En la Fig.?, los resultados experimentales =se muestran
en las graficas de la intensidad de fotoluminiscencia en
funcién de la energia para diferentes valores del campo
eléctrico. ¥ en efecto, para valores moderados del campo

4

€1.2X10 °£8<5.2X16°*> el espectro exhibe una serie de

maximos correspondlentes a las transiclones 0), (-1) y (-2
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los cuales se comportan de manera diferente con &l campo,
Los méximos 1) vy -2 se dezplazan Hnealmente hacia
energias menores a razdon de = .58-meV/CkV.cmd ¥
=1.38-meV/(kV. cm) respectivament.e. Estos desplazamientos
coinciden con los esperados tedricamente para la estructura

de pozos en la PFig8, -e¥d y -28d ie. dizsminuciones =a razén
de -.65 y ~1.30-meV/(kV cm) rezpectivamente,

Por otro lado, el corrimlento efective en la energia
correspondlente a la  transicién vertical <O para campos
intensos, se deduce de las energias de los maximos de la
Fotoluminiscencia para  3=0 1 Bm6X10? después de  haber
realizado una correccidn debida a la energia de enlace de
los  excitones. Los resultados tedricos coinciden con  los
experimentales, ie, el maximo correspondiente a la
transicién (0> se desplaza 14 meV a la parte azul del
espectro, como era de esperarse, dado que (A3+AV)§28 meV,
Ezt.os resultados S0n una clara evidencia de que las
escaleras de Stark pueden ser observadas en

heterocestructuras.
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CAPITULO V.

CAL.CULO NUMERICO.

Una de las maneras de estudiar el problema de las
escaleras de Stark ez a partir de un modelo unidimensional
que consiste en considerar el movimiento de un electrdn en
un potencial periédico Vn(x) formado por una cadena de N
funciones delta de Dirac espaciadas una distancia 'a: e
intensidad constante o,

N
V(D = o O6(x — nad 5.1>
n=o
bajo la presencia de un campo eléctrico homogéneo 4. La
ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo para este

=sistema es,

_ h%d%p00 + WOOpo = EpGo (5.2a>
2m dx
W(x)maZcSCx—na) -Fx (5.2b>
n

En la ec.(82b> el potencial electrostatico es ~Fx
donde F=e¥ y ¢ es el campo eléctrico aplicado. Un paramet.ro
atil es LG=(N-1a) que representa la longitud del sistema.
El analisis numérico de este modelo se basa en el método de
la matriz de transferencia M que consiste en conectar los

coeficientes de las funciones de onda evaluadas a la

izquierda (p.(x=03> y a la derecha (p (xwmlL>>» del potencial
L pd
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de la forma,

pdCXﬁL)WMpt(xm()) {5.3>

donde M es una matriz de 2X2 que contiene la informacién del
potencial 5.2b)> Y que se const.ruye imponiendo las
condiciones de acoplamiento de la funcidén de onda Yy Su
derivada en los puntos de discontinuidad del potencial. E)
método permitiréd observar las escaleras de Stark como
resonancias en el coeficiente de transmisién en funcién de
la energia del electrén incidente E.

Una manera de simplificar el modele es mediante la
aproximacién de -e¥x por un potencial de escalera Segun

Bent.ogela et alfid']que permite expresar a (5.2b> como,

W(x)naZ&(x"naD - F.aZ@Cx-(n+1/2)a) 5.4>
n n
1 x>0 .

G funcidn unitaria de Heavyside.
0 *#<0

cuya grafica vemos en la Fig.10,
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Fig.10.-Grafica del potencial WG con la aproximacién de
escalera,

La eleccién de <5.4> simplifica los elementos de la
matriz M y evita ademas el manejo de las funciones de Alry
que  resultan como solucidén exacta de <¢8.2) y cuyo calculo
numérico presenta ciertas dificultades computacionales.

Podemos plantear las =solucicones de la_ ecuacion de
Schrédinger (5.2a) a la izquierda ¥y a la derecha del sistema
como combinaciones lineales de ondas plana=s, Conslderando un
haz incldente por la lzquierda del sistema de amplitud uno
Yy unidades de hz‘ =1 se tienen las soluciones,

Zm
p o = etH g paik 5.5

pd(x) = TeikN




857

donde kNﬂ w/l“ + ed(N-1>a . Ademas r vy T son las
amplitudes de reflexién v transmision respectivamente,

Mediante la ec.(5.3) y el resultado (8.5)> podemos expresar,

T M“ Mm 1
o 5.6>

o M M by
21 12

La forma explicita de los elementos de matriz (M1j> para

el caso de una cadena de potenclales delta de Dirac pueden

verse en el tratamiento de P RojasMOJ. La amplitud de
transmisién estsa dada por,
T=det.(M D B8.7ad
M
22

Como la corriente asoclada a plx) se conserva para un estado

estacionario,

DetdM > =k sk {5.7b>
ij 1 N

Uzando la definicién usual del coeficiente de transmisién

a1 .

TukN IT |2
"“'i‘ 5.8>

y de los resultados (5.7a-b) obtenemos finalmente,
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{3.9>

Se implementa un programa en Fortran-77 para hacer el
calculo numérico y los resultados se presentan en graficas

del coeficiente de transmisién en funciédn de la energia.

El  analisis de los resultados del calculo numerico =se
basa principalmente en el uso de criterios establecldos en
la  literatura al estudiarse los espectros de energia en
cadenas de potenclales periédicos en presencia de campos
electricos constantes. En base a lom resultados obtenlidos

(141
. » la  condicién  para observar las

por- Bentosela et al
escaleras de Stark correspondientes a la n-ésima banda de

energia es que la longitud del sistema <LD> Zéea mayor que la

liamada "longitud de Stark" (LQ) dada por ng(E:uP—E:M)/F‘,

sup ( inf)
E P
n

donde es la energia del extremo superior

{nferior)> de la n-ésima banda.
La presentacién grafica de los resultados pretende
llustrar que dada una longitud flja del sistema <L), existen

clertos valores criticos del campo eléctrico que satisfacen

la condicién CEBUP*E:M)/L<F para los cuales el fendmeno de

n

las escaleras de Stark se pone de manifiesto.




39

La interpretacitn de los: rezultados se =implifica
notablemente wi se anallzan los efectos de un Incremento
gradual del campo eléctrico sobre el ya conocido espectro
de bandas de energia del potencial peritddico dado por la
ecuacidén 5.1> Umodelo de Kronig-Penney), Para esto
efectuaremos el analisis de coeficlente de transmisién TCES
en  ausencia del campo eléctrico consziderando diferentes
longitudes del sistemsa, En la Fig. 11 Sse muestra el
coeficiente de. transﬁlisién para L=10,50 y 100 para un
intervale de energlas 0<E<40 mantepniendo fijos los
parametros a=a=1i y efectuando un barrido de 1000 puntos en
1a eneprgia, En ezte cagso se de=cribe el modelo de
Krondg~Penney de longitud finita, donde se aprecia  la
aparicion del esquema de bandas pemrlitidéus: CT#00 Yy
prohibidas (T=0>. El hecho de que las bandas de energia mas
bajas sean muy estrechas =se debe a que el efecto tdnel es
menos probable para energias pequef'iastzpj.

El esquema de bandas presentado en la Fig11,c sera
utilizado para analizar lo= efectos del campo eléctrico
mediante un incremento gradual de F, que toma lo= wvalores
F=.08,.16,.32,.5,.8,1.5, Dada 1a longitud finita del sistema
(LY y el ancho aproximadoe de las bandaz de energia en la
Fig.1l.c, es facil estimar los valores del campo eléctrico

para los cuales en principlo las escaleras de Stark pueden

=er observadas.
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La aplicacidén de campos eléctricos débiles  (O<F<.16)
2e manifiesta por una destruccién de las bandas de energia
mas bajas, en el =sentido de que estas emplezan a hacerse
mas estrechas y eventualmente desaparecen dehido a que los=
eigenvalores EZFL son los mas afectados (Fig=s.12.a~¢),

Para valores moderados del campo eléctrico C16<F=E.82,
aparecen una  serie de resonancias en el coeficiente de
transmision a manera de una estructura periddica do;mde la=
posiciones de las resonancias de TCED) pueden describirse
por,

1w B 4 Fa 5100
J O

donde el superindice '"n" indica a que banda corresponde tal

estructura, conoclda como las escaleras de Stark.

En la Fig12.d se aprecia solamente la escalera L‘1 que
}
corresponde a las energlas [ET”',ETGXJ% 1,91, =in embargo

en la Fig.iZ.e, es evidente la escalera F2 para las energlas
3

min _max

EE2 ,[22 112,401, de tal manera que es posible observar
una escalera de Stark asociada a cada banda de energia,

En la secuencia de graficas de la Flgi13 se estudia el
efecto del campo eléctrico en un intervalo mas grande de
energias O0<CE<300 para valores de F=.6,8. Es de esperarse la
augencia de la escalera correspondiente a la tercera banda
de energia ({E;““,E’:‘”‘Jz{zts,sm]) ¢ Figi3.ad en virtud de

que dada la longitud del sistema L=100 no se satisface la

condicién necesaria para su observacién ie, F>.9,




inalment.e en la secuencia de graficas de la Figi4 se
realiza una variacién simultanea de los valores F y L
manteniendo fijo el parametro FL=60. Nuestro analisis nos
permite  dar una interpretacién al criterio de Bentosela

[1:4)
ot al.

R para ob=ervar las eacaleras de Stark: El
parametro FlLzctenos indica que existe un  intervalo de
energiaz dentro del cual es posible observar un ntmero
finito de escaleras siempre y cuando este no sea mayor que
la energia ganada por el electron en su paso por el sistema
SSUp inf .
le. <E - F:1 <L, En otras Pralabras, las ezcaleras
Ea3
aparecen en regiones de la energia donde los efectos del
campo eléctrico son mayores que los del potencial periddico.
Nuestros resultados coinclden eon los de un estudio
r41]
numérico similar reallzadoe por J. Flores y G. Monsivails

donde se analizan cgualitativamente las escaleras de Stark

incluyendo los efectos del desorden.
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CONCLUSIONES.

Se devéd a waabo una revisién del problema de las
propiedades de transporte elecirdnico en sistemas periléddicos
en presencia de un campo eléctrico. Lo que resulta es una
estructura periddica en el espectro de niveles de energia
conocida como Escaleras de Stark.

Esencialmente, el estudic del problema se realizd
considerando lo=s efectos de un campo eléctrico en
egtructuras cristalinas y superredes semiconductoras. En
cristales, el estudio del fendmeno se clasificé en dos
etapas importantez en virtud de los diferentes formalismos
empleados para su interpretacidn: el enfogue antiguc, basado
en la teoria de Hamiltonlanozs equivalentes en diferentes
representaciones, que permiti¢ un estudic detallade de las
versiones semiclédsica y cuantica del problema en el capitulo
IIT. En el -.enfoque actual de las escaleras de Stark como
estados metaestables se emplean modelos cuya descripcién se
basa en la interpretacién de las resonanciaz en términos de
los polos complejos de la funcién de Green, resultados dque
fueron discutidos cualitativamente en el capitulo IV.

Por otra parte, avances tecnoldgicos recientes en el
campo de 1a microelectrénica han hecho po=sible 1a
construccién de dispositivos de dimensionalidad restringida

{e.g. heterocestructuras, pozos cuadnticos, alambres cuanti-
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cosd en donde lo= efectos cufnticos determinan =U
funcionamiento. BEs por ello que g;x\a:.'; parte del capitulo YV
se dedicé al estudio de los aspectos tedricos de las
escaleras de Stark en superredes, complementando con una
discusion cualitativa de los resultados experimentales de E,.
Méndezrzg]que confirman por vez primera la existencia de
este Fendmeno.

Gomo complemento al capitulo IV, en el capitulo V ge
realizd un aAlculo numérico a partir de un modelo
unidimensional mediante al método de la matriz de
transferencia, en donde =se pone de manifiesto a las
escaleras de Stark como estados metaestables,

Finalmente es importante seRalar que a partir de las
observaciones experimentales, para un estudic mas realista
del problema de las escaleras de Stark en superredes es
necesarlio considerar la interaccidn elect.rén-hoyo <(exciténd,
lo que hace que el problema deba de ser estudiado en
sistemas cuya descripeién requiere Teoria de muchos cuerpos

y no de modelos simples como el del electrén independiente.
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APENDICE A,

ESCALERAS DE STARK EN LA REPRESENTACION CMR.

Partimos de ia ecuacion de Schridinger en la

representacién QMR A%,

[Endc’) ~ihe ],ondé’) + § Iphcﬁ'><nk”;U|;~vk”>d3E = 0

ot CA1D

n-

donde los elementos de matriz del potencial estan dados

por,

<nK U |n’ED> = J\IJ:CQ,Q)UIP CR*,3%0a” % CA.2D
.

Para estudiar el movimlento de electrones en un campo
eléctrico constante consideraramos una perturbacién de la
forma Use3x donde 3 es el campo eléctrico en la direcclén x.

Necesitamos el valor de los elementos de matriz del

. > > > >
potencial: <KK}jUln’k”> = e%<nk|x|n’k’>. EIl problema =e reduce

a calcular los elementos de matriz de ®,
<R x]BE> = J-m:‘gﬁ',})anck’,bdaﬁ CA.3D

que mediante la sustitucién de las funciones de Bloch se
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exXpregan,

-3
r

s o )
R x| B> = fe”k"k PTG owa o CAA>

Una manera de calcular los= elementos de matriz esx

mediant.e el método utilizado por Blountmmque consiste en

derivar respecto a 1a variable k 1a condicién de
ortonormalidad de las funciones de Bloch, le cual nos

conduce a,
» '(l-c’ ic’) x L a
e + -k -
i<n’ Kk’ ]x]ﬁk') * Je-l *u gﬁ',:baucfé,;ém X=H
n N
dk
X

nn

9 SR~k
Ik

X

{ABD

despe jando .los elementos de matriz de x de la ec.(A.B),

L
HRx|BR > = 4 [ Je“k“k’ CWMRY Do, a6 o 5cic’n1‘<")]
ak”
x

CA.6D

La periodicidad de la funcién ugf’c",k’)ay_r(‘ic',;) permite
dk

X

expresar los elementos de matriz como,




73

-y

BRFx|R R > = 16 8 s@-B'> + X s> <A
"

b d

donde,
X =icz2m® [u€ hroudk,wra’s CA.B>
nn — n a1 ]
Q ok”

Sustituyendo (A7) en (A1),

4 . o+ ., = ! 34
[En(kD 11(;% ]pnv(k) + 1e§gpn(k) -+ egzxnn’pw(k) = 0
X

™

{A.9D>
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,

se emcribe,

i . + o -

B +q 3 + + E : <
[Eh(k) e'(t;g_ exxm] pn(k) e’ xnn’pn’(k) e Epn(k)
X n*n

CA.10D

donde el término: e3 1 X, P ,(Q 2 representa la interaccién
n
n n

int erbanda.

Bajo la aproxmacién de una banda la ec.¢A10) se

ezaribe,
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[E > +ieBd +esy Jb"hﬁ') = ESUE

X

AL

donde ident.ificamos por p:)Ck) a la soluciétn del caso

estacionario.
~ . (4}-» =¥ . s
Si definimos: En =g ko +e<‘$xn 1a ecuacién Se
n n
reduce,
[E“&E) +ie8d ]E:‘%Ié) = BOMED CA.12D
N T n ™
dk
x
cuya =olucidn es,
k
P
o tkdan Fexp [—-i‘[ [E-E *EE1al ] CA.13)
n . EE 2l X
o

donde # ez una constante de normalizacion.
De 1la pericdicidad de la funcién en el espacio»ﬁ

tenemos que,

N2
-1—J (E-E 1t>1ditY =2un CA14d
M bal b4

w2

Integrando la ecuacién anterior nos conduce:




o2

B = 2vned + 1[ B dk CAIBD
k4 n

RS2

que =on los elgenvalores de la energia.

El empectro de energia dado por C(A.18) consiste en una
serie de niveles separados por 2red, bajo la =suposicién de
que la integral en la ecuacién (A15) es una constante bilen
definida. Si el parémetro de la red es ra, tendremos que
x=2n/a, lo que impllca que la separacién entre niveles es
del orden de e8a. A esta estructura de niveles de energlia =me

le conoce como Escaleras de Stark.




APENDICE B.

OPERACION DE X SOBRE LAS FUNCIONES DE WANNIER.

Las funciones de Wannier s=se obtienen al invertir la

ecuacion (3.14),

A
a G5 = w e Pp ira’ B.1>
q ;n.fl q

aplicando el operador x a la ecuacién (B.1D y notando que

xe‘kxzmi(_'?_e"kx podemos reesaribir convenlientemente,
ak
®
-+ J_: O iK% ANt
" iR - . 3.
¥a_(x=pd = pa -p> + iw e ¥ PN 5k a™E
4 a dr° £

¢B.2>

Nos interesa desarrollar la integral de la ec.<(B2) de tal
manera que exhiba la interaccién interbanda., EBEsto resulta

facil =1 =e considera un desarrollo para la funcién

Qu(i’,z),
oK

OuGH,K> = § u c?E)Ju’“c;I' >oulx’ »d %’
: " " Bk B.3>
gk ™




e

la cual se puede encontrar en el texto de Smi’t,l‘;mf)J
51 ademas se define al término E como el responsable de la
mq

interaccién interbanda,

¢ = «;Iu*ciéf daudt’ >a%
"4 " k3 <B.4>

la ecuacién (B.2) finalmente se expresa,

xaq (%’hg)wpaq(ﬁﬁﬁ)ﬁg

8n

.
sfe'“‘ PZ b iy dR
" e B.5>

m

Para el caso 5*-‘»10 se  reproduce un resultado =similar  al

obt.enide por Blount?®’




78

APENDICE C.

EVOLUCION TEMPORAL DE LAS FUNCIONES DE BLOCH EN PRESENCIA DE
UN CAMPO ELECTRICO.

Sabemos que la solucidén de la e de Schridinger (3.21)
a un tiempo t esm,
WCRS L me wpl-1/hIeL IECS, 0D CAad

e~ N <C.1bd

Si en lugar de tener una funcién arbitraria 1;[1(;:',0) tenemos
una funcién de Bloch la cual denotamos por b()?;l_c’o) en  t=0,
entonces b(}_(’;lz) nos dard el comportamiente de b(ﬁ;l’c'o) a un
tiempo t.,
b(k’;l‘c‘):exp[—mt/mbcx’;’k;) Q.2
La ecfl2> determina la evolucién temporal de una
funcién de Bloch, la cual =se puede ver también en términos
del propagador OCLImexpl-i9et.~h). Ahora, sa tiene que
demostrar que la funcién dada por la ec.(G.2> es una funcién
de Bloch. Esta se hace analizando el cambic en un pequelio
intervalo de tiempo de la funcién CG.2), dado por,
bKKORU-/h gdt) bcﬁ;ic’()) €G3

Aplicando el operador de traslacién 'l‘(i:’))exp[ig-ﬁ/h] a la
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funciéon  .3> y  utilizando ademas el hecho de que el
operador de traslacion '1‘(,3) no conmuta con el Hamlitoniano,

[TCH), 900 d - AT S
tenemos que,

TCEOb O Kdmexpl-i e~ od - 5)dt,]expri|2(-)53b<§ ;iE0> G5

la expresion anterior ge puede e=saribir como,
TCOILOGKdmexplik « S1b Gt CCL6D
observando que el vector de onda Kk de la ec.{C6) tiene 1a
forma E=E0+e‘gt/1‘u. Por lo tanto b(iz;l-c’) es una Jfuncién de
Bloch con vector de onda ﬁﬂfc’°+e‘gt/h. Por otro lade la
dependencia temporal de K también se puede ver a partir de
la  dependencia que guardan los operadores de traslacién
T(E)) considerando la relacién usual,
(0CA2,50mthdTCS> (R D)
dt
lo que nos conduce con ayuda de <(C.4) a que,
hdT(Du-ed - ST¢5> <C.B>
dt.
Se puede ver de la ecuacién <OL8D que el vector K puede
cohziderarse dependiente del tiempo y que cumple con la
relacién,
dk L9

b O o o K=k + et h
dt (o]




