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Dinamica de paquetes de ondas en grafeno con textura Kekulé-Y

Resumen aprobado:

Grafeno depositado en un sustrato de Cobre(111) puede desarrollar una llamada
distorsion Kekulé-Y. A bajas energias, esta modificacion periddica en forma de Y de
la red de grafeno fija el momento de los electrones al grado de libertad de valle en un
fenémeno llamado bloqueo valle-momento. Como resultado, se rompe la degeneracion
entre los valles de Dirac caracteristicos de la estructura de bandas de grafeno mientras
se preserva el comportamiento pseudorelativista de los electrones en grafeno pristino.

En el presente trabajo se estudi la dindmica de paquetes de ondas gaussianos en
grafeno Kekulé-Y bajo varias condiciones iniciales de momento, pseudoespin de su-
bred e isoespin de valle. Utilizando métodos numéricos para calcular la evolucion tem-
poral de la funcion de onda, se mostré que el rompimiento de la degeneracion de valle
permite que paquetes de ondas se propaguen a dos velocidades de Fermi distintas de-
terminadas por las quiralidades relacionadas al pseudoespin de subred e isoespin de
valle. El andlisis de la dindmica en la representacion de Heisenberg muestra que la
interaccion intervalle introducido por la distorsion Kekulé-Y manifiesta una oscila-
cioén violenta llamada zitterbewegung de valle en los valores esperados de la posicion
y velocidad de los paquetes de ondas, adicional al zitterbewegung de pseudosespin
caracteristico de grafeno pristino.
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Dr. Ramoén Carrillo Bastos, Director

II



Agradecimientos

Creo que todos somos producto de nuestro entorno; la interaccién entre nosotros y
las personas y los objetos que nos rodean produce un ciclo constante de resolucion y
conflicto interno y externo que nos cambia como personas. Si no encuentras tu nombre
aqui, no lo tomes como un reflejo de tu valor como amigo y colega; Si alguna vez elegi
pasar tiempo contigo, debes saber que has tenido un impacto positivo en mi vida y este
trabajo no seria posible sin ti. Dicho esto, debo dedicar unas palabras a aquellos sin los
cuales no estaria donde estoy y no seria quien soy.

Al Dr. Carrillo, quien creo que ha crecido junto a mi como maestro y alumno.
También debo agradecer al Dr. Mireles y la Dra. Iglesias por sus contribuciones y
su orientacion durante la realizacion de este trabajo. Gracias a ustedes por ser tan
pacientes y comprensivos.

A Adriana Guzman, por ayudarme a salir de mi propio camino.

A mis compafieros de clase, en especial a Karen, Fernanda, Melissa y Sharai, por
ser personas tan extraordinarias y por su apoyo que me permitié seguir adelante dentro
y fuera del salon.

A Vladimir, my brother-in-arms. Gracias por tu sabiduria y por siempre impulsar-
me a ser mi mejor yo.

A mi familia Santacruz y mi familia Casillas, por su amor y apoyo que se puede
sentir desde el otro lado del universo. Gracias por ensefiarme como disfrutar de la vida.

A la mujer mas ejemplar que he conocido, mi madre, por ensefiarme el verdadero
significado de amor y por estar siempre orgullosa de mi.

Por dltimo, al mejor maestro que he tenido en mi vida, mi padre. Cuando la gente

me ve, ven los hombros del gigante sobre los que me paro.

111



Indice
1. Introduccion

2. Marco Teorico
2.1. Cristalografiade grafeno . . . . . . . . .. ... ... ...
2.2. Estructura de bandas electrénicas . . . . . . . . . . . ... ... ...

2.3. Fermiones relativistas y zitterbewegung . . . . . . .. .. ... ...

3. Antecedentes
3.1. Rompimiento de simetrias mediante deformacionesdered . . . . . .
3.2. Ladimerizacionde grafeno . . . . . . . . .. ... ... ... ..
3.3. Ladistorsiéon Kekulé-Y . . . . . ... ... o000

3.4. Modelo unificado para las distorsiones Kekulé . . . . . . . ... ...

4. Resultados y Discusiones
4.1. La simetria de superred y fermiones quirales . . . . . . .. ... ...
4.2. Ecuaciones de movimiento y zitterbewegung . . . . . . .. ... ...

4.3. Dindmica con acoplamiento valle-momento . . . . .. .. ... ...
5. Conclusion
Appendices
A. Metodologia en la representacion de Schrodinger

Referencias

1A%

10
17

19
21
25
32
36

42
42
44
48

58

60

60

62



Indice de figuras

A

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.

Comparacion de la estructura cristalina de grafito y grafeno . . . . . . 5
Método de Wigner-Seitz aplicado a grafeno . . . . . . .. ... ... 6
Red de grafeno compuesta de dos redes triangulares interpenetrantes . 7
Zona de Brillouin y vectores primitivos de la red reciproca de grafeno 9
Esquema de las bandas de energia de un conductor, semiconductor y

aislante . . . .. Lo L 11
Hibridizacién sp? caracteristico de grafeno. . . . . . ... ... ... 12
Estructura de bandas de grafeno pristino . . . . . .. ... ... ... 14
Distorsion de Peierls en cristales unidimensionales . . . . . . . . .. 23
Ordenamiento de los enlaces en grafeno pristino y grafeno la distorsién

Kekulé . . . . . . . o 26
Acoplamiento de los valles de Dirac debido a la distorsiéon Kekulé . . 27
Distorsion Kekulé en grafeno dopado con litio . . . . . . . ... ... 28

Plegado de la zona de Brillouin de grafeno debido a la distorsion Kekulé 29

Mosaico de Kekulé en grafenodopado . . . . . . .. ... ... ... 31
Imagen STM de la distorsion Kekulé-Y en grafeno epitaxial . . . . . 34
Modelo DFT de grafeno epitaxial y observacién experimental . . . . 35
Modelo general de las distorsiones Kekulé-O y Kekulé-Y . . . . . .. 37
Relacion de dispersion de grafeno con distorsion Kek-Y . . . . . . .. 41

Dispersién de un paquete de ondas gaussiano en grafeno pristino y
grafenoKek-Y . . . . ... Lo 50
Dindmica de un paquete de ondas gaussiano con momento paralelo al
pseudoespin e isoespin . . . . . . ... ..o 52
Dindmica de los paquetes de ondas variando la direcciéon de momento 55
Zitterbewegung de pseudoespin e isoespin de paquetes de ondas gaus-

SIANOS . . . . . . e e 57



1. Introduccion

Pocos materiales han tenido un impacto tan profundo en la academia y la industria
privada como el grafeno. El grafeno es un al6tropo bidimensional de carbono caracteri-
zado por su patron cristalino en forma de panal de abeja. El grafeno se us6 inicialmente
como una construccion tedrica para estudiar el grafito, el mismo material que se en-
cuentra en la punta de un l4piz. El grafeno aislado es un tipo de s6lido muy singular
llamado semimetal que permite que los electrones se conduzcan a través de su super-
ficie a cualquier nivel de energia (Wallace, 1947). Después de 60 afios el grafeno pudo
producirse y caracterizarse en su forma aislada en 2004 (Novoselov y cols., 2004). A
bajas energias, el comportamiento de los electrones en grafeno se puede describir me-
diante las teorias de particulas sin masa (pseudo) relativistas. Al comportamiento tinico
de los electrones en el grafeno se le ha atribuido muchas de las deseables propiedades
caracteristicas del grafeno (Neto, Guinea, Peres, Novoselov, y Geim, 2009), mismas
que se confirmaron en estudios posteriores. Varias de estas cualidades son de interés
para la creacion de la préxima generacion de tecnologias y, por tanto, se ha dedicado
una enorme cantidad de investigacion al estudio del grafeno desde entonces.

Sin embargo, gran parte de las tecnologias actuales se basan en materiales semicon-
ductores que permiten controlar el flujo de electrones a través de un circuito a través
de la manipulacién de su banda prohibida, la energia minima requerida para conducir
electrones. Debido a que el grafeno es un semimetal, el grafeno no tiene una banda
prohibida, por lo que las mismas propiedades que lo hacen especial van en contra de
la propuesta que el grafeno se pueda usar para crear componentes electrénicos de 16-
gica convencional. Por lo tanto, una parte significativa de la investigacion del grafeno
ha tratado de descubrir un proceso mediante el cual el grafeno pueda convertirse de
un semimetal a un semiconductor. Un enfoque prometedor consiste en una modifica-
cioén periddica o distorsion de las distancias interatomicas de los dtomos de carbono

(Chamon, 2000). Esta modificacién llegé a conocerse como distorsion Kekulé-O (Kek-



O) debido a sus similitudes con el patrén de longitud de enlace alternante en forma de
O del benceno encontrado por August Kekulé. En teoria, la distorsion Kekulé-O abre
una brecha de banda en el espectro de energia del grafeno, transformando el grafeno
en un semiconductor.

La distorsion Kekulé, sin embargo, no ocurre naturalmente en el grafeno. Para in-
ducir tal deformacién, Cheianov et al. (2009) mostré que al introducir &tomos de otro
elemento en la red, se puede producir una estructura de Kekulé. Posteriormente, Gutié-
rrez et al. (Gutiérrez y cols., 2016) produjo grafeno con una nueva estructura Kekulé,
Kekulé-Y (Kek-Y), depositando una sola capa de d&tomos de carbono (grafeno) sobre la
superficie de un cristal de cobre. Se creia que la distorsion Kek-Y también deberia pro-
ducir grafeno semiconductor, sin embargo, este no fue el caso. El modelo general para
grafeno con distorsion Kekulé (Gamayun, Ostroukh, Gnezdilov, Adagideli, y Beenak-
ker, 2018) muestra que Kek-Y, a diferencia de Kek-O, no genera por si solo una banda
prohibida en el grafeno. En cambio, a bajas energias la distorsién Kek-Y acoplan el
momento al llamado isoespin, el espin intrinseco asociado al grado de libertad de valle
en grafeno, en un fendmeno conocido como bloqueo valle-momento. La relacién de
dispersion resultante muestra que los electrones pueden viajar a dos velocidades de
Fermi distintas en lugar de solo una como en el grafeno (Gamayun y cols., 2018).

Aunque no logrd su objetivo previsto, un estudio realizado por Andrade et al.
(2020) ha demostrado que se puede manifestar el efecto tinel resonante en nanocintas
de grafeno Kek-Y, lo cual abre la posibilidad de disefiar dispositivos basados en gra-
feno Kek-Y. Por otro lado, el grafeno distorsionado con Kek-Y es de interés académico,
ya que la distorsion Kek-Y conserva el comportamiento foténico de los electrones en
grafeno pristino. Debido a esta propiedad, se ha propuesto que el grafeno (Geim y No-
voselov, 2010) y otros materiales bidimensionales con propiedades similares pueden
utilizarse como modelos (2+1)-dimensionales para estudiar fenémenos relativistas. En
particular se han utilizado estos sistemas para estudiar un fendmeno llamado zitterbe-

wegung. Zitterbewegung (alemédn para “movimiento tembloroso’) se refiere a oscila-
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ciones violentas en la evolucion temporal de las observables fisicas de particulas de
Dirac libres, como posicion y velocidad, descubierto por Erwin Schrodinger (1930).
La interpretacién de estas oscilaciones eran contraintuitivas porque implicaban que
las particulas se aceleraban en la direccion transversal a su momento sin una fuerza
externa, con velocidad instantanea de =+c, la velocidad de la luz, en conflicto con la
relatividad especial.

A pesar de que no se ha podido verificar zitferbewegung en experimentos de altas
energias, la mecdnica cudntica relativista de ciertos sistemas de materia condensada
puede manifestar un efecto andlogo al zitterbewegung. Para estudiar zitterbewegung,
se ha utilizado ampliamente la dindmica de paquetes de ondas electrénicos en sistemas
como los pozos cudnticos de heteroestructuras semiconductoras (Schliemann, Loss, y
Westervelt, 2005), nanoestructuras semiconductoras (Ochoa, 2015) y grafeno (Rusin
y Zawadzki, 2007; Maksimova, Demikhovskii, y Frolova, 2008). En general, los me-
canismos relativistas que generan el efecto zitterbewegung acoplan el momento de los
electrones a grados de libertad que se comportan como momentos angulares intrin-
secos (David y Cserti, 2010), como las interacciones espin-6rbita de Rashba y Dres-
selhaus en nanoestructuras semiconductoras o el acoplamiento pseudoespin-momento
en grafeno.

Este trabajo parte de la hipétesis de que el bloqueo valle-momento manifestado
por la distorsion Kekulé producird oscilaciones asociadas al grado de libertad de valle
andlogas a zitterbewegung. Para probar la hipétesis, se estudia la dindmica de paquetes
de ondas electrénicas generada por la distorsion Kekulé-Y, caracterizando la evolucion
temporal del paquete de ondas numéricamente en las representacion de Schrodinger y
la evolucion temporal de los valores esperados de posicién y velocidad en la represen-
tacion de Heisenberg, bajo diferentes condiciones iniciales de momento, pseudoespin
de subred e isoespin de valle.

La tesis esta organizada de la siguiente manera; en el capitulo 2, se muestran las

bases del grafeno como su estructura cristalina y espectro de energias. Se termina este
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capitulo discutiendo brevemente la relatividad especial y el zitterbewegung del gra-
feno. En el siguiente capitulo (3), se discute el origen y la justificacion de la distorsion
de Kekulé y su teoria. También se presenta el modelo general de las distorsiones Ke-
kulé con el cual se desarrollo la teoria alrededor de la distorsion Kek-Y. En el capitulo
4 se muestran los resultados del andlisis numérico de la dindmica de la densidad de
probabilidad y el anélisis analitico de la posicidn y velocidades esperadas de paquetes
de ondas gaussianas con diferentes condiciones iniciales de momento, pseudoespin e

isoespin. Finalmente, en el capitulo 5, se presenta las conclusiones del trabajo.

2. Marco Teorico

El estudio del grafeno se remonta hasta inicio de mitad del siglo XX, es entonces
cuando los fisicos comenzaron a estudiar el grafito, una forma cristalina tridimensional
del carbono, por la versatilidad de sus propiedades eléctricas y térmicas. Uno de los
primeros estudios fue el estudio tedrico de P. R. Wallace (Wallace, 1947), donde Walla-
ce utilizo lo que se conoceria como grafeno para analizar tedricamente las propiedades
electrénicas del grafito.

El grafito estd compuesto por multiples capas u hojas de 4tomos de carbono apila-
das en las que los d&tomos de carbono estan dispuestos en un patrén hexagonal (véase
1). La distancia interplanar entre estas capas es de aproximadamente 3,37 A, lo que
es grande en comparacion con la distancia entre los &tomos vecinos inmediatos en una
misma capa (1,42 A). Wallace argument6 que, para una aproximacién de primer orden,
las interacciones interplanares se pueden omitir, asi solo se tienen que considerar las

interacciones dentro de la misma capa (Wallace, 1947).



Figura 1: Esquema de la estructura de grafito (izquierda) compuesto por multiples
capas de grafeno (derecha). Extraido de Castro Neto et al. (2009).

Asi, Wallace encontré que la monocapa de carbono exhibe caracteristicas de un
semiconductor, sin embargo la energia de activacion (energia de Fermi), la energia
requerida para conducir electrones a través de su superficie, es cero. Esto lo convierte
en un semi-metal. Posteriormente, amplié su modelo para incluir la interaccion entre
capas, concluyendo que el grafito es también un semi-metal. De esta manera, el grafeno
surge Unicamente como un modelo tedrico para simplificar el estudio del grafito.

El término grafeno se ha utilizado para describir cristales de grafito de mas de
una capa debido a que los electrones en estas matrices hermanas se comportan de
manera similar, si no idéntica, a una ldmina de grafito. Estas otras formas de grafeno
se diferencian en la literatura por un descriptor precedente, como monocapa, bicapa,
pocas capas, etc., que se refieren al niimero de capas de carbono apiladas. Sin embargo,
solo el grafeno monocapa, el modelado por P.R. Wallace, se le denomina comtinmente

como grafeno.

2.1. Cristalografia de grafeno

El grafeno es bastante tnico en comparacion con otros cristales, por lo que es per-
tinente repasar primero algunos conceptos fundamentales del estudio de los cristales
en general. Llamamos cristal a cualquier arreglo altamente ordenado de moléculas o
atomos, utilizando como criterio para determinar si es altamente ordenado el poseer

periodicidad espacial. Es decir si podemos hacer la siguiente construccion. Represen-



tamos cada molécula como un punto en el espacio y nos referimos al conjunto de todos
estos puntos como la red cristalina. Las traslaciones que nos llevan de un punto en la
red a otro, se pueden escribir en términos de un conjunto de vectores de red a;, co-
mo sigue: R = ZZN n;a; con i = 1,2,3,..., N, N la dimension del cristal y n; son
nimeros enteros. Una red generada de esta manera se llama red de Bravais. Para un
cristal bidimensional, como el grafeno, la red de Bravais se puede definir usando solo

dos vectores de traslacion a; y as, asi
R = nia; + neas, (D

La eleccion de los a; no es dnica, lo que plantea la cuestion de cudles vectores de la red
son los mas adecuados para describirla. En general en un cristal uno desea encontrar
la estructura de repeticion (celda) mas pequeia y por tanto elige los vectores a; que
permitan esta definicidn. Se acostumbra elegir estos vectores de traslacion basandose
en lo que se conoce como la celda de Wigner-Seitz de la red. La celda de Wigner-
Seitz es tnica en el sentido de que la regién que describe estd compuesta por todos los
puntos mds cercanos a esa particula que a cualquier otra particula. El método practico
para obtener la celda de Wigner-Seitz es trazar lineas que bisecan los enlaces entre las
particulas (Kittel, McEuen, y McEuen, 1996). La geometria encerrada por estas lineas

trazadas es la celda de Wigner-Seitz.

Figura 2: Diagrama del método para obtener la celda de Wigner-Seitz. Extraido de
Andrade (2018).



Para el grafeno, el método Wigner-Seitz se visualiza en la figura 2. Considerando

una distancia interatémica de a¢g = 1,42 A, los vectores de red son
a1 = (3,V3), ax =3 (3.-V3). @)

Sin embargo, la celda de grafeno de Wigner-Seitz contiene dos dtomos, donde cual-
quier celda primitiva deberia contener solo uno. Esto se debe a que el grafeno no es
una red de Bravais, sino dos. Aunque, la celda de Wigner-Seitz puede llenar todo el
espacio de la red repitiéndolo en las direcciones proporcionadas por la ecuacion 2, el
patrén de panal de abeja de grafeno no satisface las condiciones para ser una red de
Bravais ya que los dos 4tomos encerrados no son equivalentes. No existe un conjunto
finito de traslaciones discretas que pueda moverse entre los dos dtomos encerrados,
por lo que la red no permanece invariante. Sin embargo, ambos dtomos individualmen-

te forman su propia red de Bravais con sus respectivos dtomos equivalentes.

Figura 3: Estructura hexagonal de grafeno compuesta por dos redes triangulares inter-
penetrantes. Figura extraida de Casto Neto et al. (2009).

En la figura 3 se muestran dos subredes triangulares interpenetrantes etiquetadas
como Ay B, respectivamente. Las subredes comparten la misma celda primitiva y

los mismos vectores de traslacion. Para movernos entre las subredes, se utilizan los



Ilamados vectores de primeros vecinos descritos por
Qo ap
51:5 <17\/§)7 6223 (17_\/§>7 53:—610 (170)7 (3)

Dado que una red cristalina permanece invariante ante traslaciones sucesivas, todas
las propiedades fisicas que describen el cristal reflejardn tales simetrias. Felix Bloch
(Bloch, 1929) demostré que la funcién de onda 1/ de los electrones en un potencial pe-
riédico, como los de las estructuras cristalinas, también es periddica, especificamente
mostro la propiedad

¥ (r+ R)=e*RU(r), 4)

donde k es el vector de onda y U es una funcién periddica que satisface U(r + R) =
U(r). Debido a esta periodicidad, podemos caracterizar la fisica del cristal comple-
tamente analizando en una sola celda, de ahi que se elijan las celdas con el drea mds
pequeia, es decir, las llamadas celdas primitivas. La manera natural de aprovechar la
periodicidad espacial del sistema es realizar una transformacion al espacio de Fourier.
Es decir, pasar de una descripcion en espacio real a una en el espacio de momentos,
espacio reciproco o el espacio de frecuencias espaciales.

Este espacio de momentos (o de Fourier), surge de manera natural al escribir la
funcién de onda de la celda de Bravais f(r), como una funcién periédica general (suma

de Fourier), en términos de coeficientes a determinar c; y un vector K, como sigue
f(r)= E ;e (5)
J

con la condicién f(r + R) = f(r), donde R = nja; + nsas es un vector de red
arbitrario con los n;’s niimeros enteros. De aqui se sigue que podemos escribir k =

k1b; + koby donde los vectores b; son los vectores de la red reciproca y cumplen

bj cA; = 27'('(51‘]', (6)



con ¢;; la delta de Kronecker. Entonces, de la ecuacién (2), los vectores de red recipro-

COS son

b= - (1.V3), b,

?)CLO

(1 —\/5). (7

Clo

Los vectores de red reciprocos definen el equivalente en espacio reciproco de la red
real. Si la red en espacio real es una red de Bravais, entonces la red reciproca es también
red de Bravais. En particular, el reciproco de la celda de Wigner-Seitz en espacio real

es otra celda de Wigner-Seitz en espacio reciproco llamado la zona de Brillouin.

Figura 4: Zona de Brillouin y vectores primitivos de la red reciproca de grafeno. Ex-
traido de Castro Neto et al. (2009).

En la figura 4 se emplea el método de Wigner-Seitz para visualizar la primera
celda primitiva generada por los vectores reticulares reciprocos del grafeno centrados
alrededor del origen de momento I'. La red reciproca de una red de panal de abeja es
otra red hexagonal. En las esquinas de la zona de Brillouin se encuentran dos puntos
K y K’ de particular importancia. Estos puntos no son equivalentes entre si, de forma

similar a los puntos de la subred A y B. Los puntos estan ubicados en

2 2
K=-"(,1), K =1
3&0

(1,-1). ®)

3@0

Segtn el teorema de Bloch, la periodicidad de la red se refleja en la periodicidad

de la funcién de onda. Especificamente, la funcion de onda es la misma entre las zonas



de Brillouin, salvo por una fase adquirida debido a las traslaciones en los intervalos de
los vectores de red reciprocos. Por lo tanto, la utilidad de la zona de Brillouin es que
ofrece una descripcién completa y concisa del comportamiento de los electrones para
cualquier momento k al mapearlos nuevamente en la zona de Brillouin que contiene a
I'. Esta celda se conoce como la primera zona de Brillouin o simplemente la zona de
Brillouin. A partir de aqui, se procede a caracterizar las propiedades de los portadores

de carga en la zona de Brillouin determinando su estructura de bandas.

2.2. Estructura de bandas electronicas

Una estructura de bandas electronicas es un diagrama de los niveles de energia
discretos disponibles para portadores de carga en sélidos. En materia condensada, nor-
malmente estudiamos sistemas donde el nimero de dtomos es del orden del nimero
de Avogadro (6,022 x 10?%) (Kittel y cols., 1996). Asi contienen una gran cantidad de
particulas ubicadas muy cerca unas de otras, y por tanto los niveles de energia describe
efectivamente un continuo de valores propios de energia llamado banda de energia.
Las bandas de energia, en el contexto de la teoria de la materia condensada, describen
la energia de los portadores de carga en funcién de su momento, es decir, las bandas de
energia describen una relacion de dispersion. Las propiedades electrénicas generales
de un sélido pueden deducirse en gran medida por la estructura de esta relacién de
dispersion.

Los sélidos se clasifican a partir de la relacién entre las bandas de valencia y con-
duccidn. Estas dos bandas son los rangos de energia mds cercanos al nivel de Fermi,
el nivel de energia del orbital de electrones ocupado mds energético al cero absoluto
de temperatura; por encima del nivel de Fermi se encuentra la banda de conduccién y
por debajo la banda de valencia. La banda de valencia esta formada por los orbitales
atdmicos mas externos (o de valencia), mientras mientras a la banda de conduccién la

conforman los orbitales vacios mds bajos o mds cercanos a la energia de Fermi. En la
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figura 5, se muestra una version simplificada de las bandas de conduccién y valencia
para los tipos de solidos comunes: conductores, semiconductores y aislantes. Un elec-
trén que reside en la banda de valencia se puede promover a un electrén conductor si
se le da suficiente energia y es libre de saltar de un atomo a otro. En el caso de un
conductor, las bandas se superponen o se llenan parcialmente, lo que significa que los
electrones pueden acceder facilmente a los estados de mayor energia y comenzar un
flujo de electrones. En otros casos, las bandas estan separadas por un rango de energia
sin estados disponibles llamado banda prohibida o brecha de energia donde no pueden
existir electrones. Para conducir electrones en tal sistema, tendria que administrarse
una cantidad de energia al menos equivalente la brecha de energia. Los sélidos con
brechas de banda pequefias se conocen como semiconductores, y cuando la brecha es

grande se conoce como aislante.

A
Banda de
Conduccion
3
[TT]
conductor semiconductor aislante

Figura 5: Esquema de las bandas de energia de un conductor, semiconductor y aislante.
La banda por encima de la energia de Fermi £ se llama banda de conduccion y la de
abajo se llama banda de valencia.

La estructura de las bandas de valencia y conduccién son determinadas por la es-
tructura atémica de las capas de valencia del sélido. Las capas de valencia de un dtomo

de carbono consiste de cuatro orbitales: el 2s, 2p,, 2p, y 2p., donde este ultimo es per-

11



pendicular al plano de la 1dmina de carbon. Debido a la proximidad de los otros 4tomos
de carbono en grafeno, los orbitales 2s, 2p,, y 2p, se hibridizan y forman un orbital
llamado sp? (véase figura 6). Los orbitales hibridos se encuentran de extremo a extre-
mo con sus tres orbitales sp* vecinos, combindndose aun mas para formar orbitales o
y 0¥, o enlace y anti-enlace, robustos. Esto genera la red planar trigonal que manifiesta
el patron de panal de abeja. Los orbitales de enlace y anti-enlace generan las bandas
oy o* que muestran una energia de enlace grande (Charlier, Blase, y Roche, 2007).
Esta es la razon detrds de la fortaleza del grafeno y otros al6tropos de carbono (Neto y
cols., 2009). Los orbitales 2p, perpendiculares al plano interactdan a través de enlaces
m laterales y anti-enlaces 7. Los orbitales combinados 2p, generan las bandas 7 y 7*,
correspondientes a las bandas de valencia y conduccidn, respectivamente. Los datos ab
initio han demostrado que las bandas o-0* estdn muy alejadas del nivel de Fermi para
tener un efecto significativo en la fisica del grafeno (Charlier y cols., 2007). Mientras
tanto, los electrones 7 estdn més cerca del nivel de Fermi, por lo tanto, para modelar al

grafeno es posible limitarse a considerar sélo estas bandas 7.

Orbital 2p, Orbital 2p,

Orbital sp?

Enlace w

Enlace
g

Figura 6: En el grafeno, un orbital s y los dos orbitales p coplanares se hibridizan en un
solo orbital llamado orbital sp?. Los orbitales sp? a su vez se unen entre los dtomos de
carbono y forman el cristal. Los suborbitales p restantes fuera del plano se unen entre
si formando enlaces tipo 7 (Neto y cols., 2009). Extraido de Yang. et al. (2018).

Se puede aproximar la estructura de bandas del grafeno utilizando el enfoque de
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amarre fuerte. La precision de este método depende del grado en que los electrones
interactian con los 4tomos circundantes y entre si. Como su nombre lo indica, amarre
fuerte asume que los electrones estdn fuertemente unidos a su dtomo padre y tiene una
interacciéon muy limitada con el potencial electrostdtico de los atomos circundantes.
Esto implica que es poco probable que los electrones salten a los &tomos mads alld de
los vecinos mds cercanos.

Se consideran a] y by, s, los operadores de creacién y aniquilacién en el sitio r y
r + ¢0; de la subred A y B, respectivamente. El hamiltoniano de amarre fuerte para
grafeno, entonces, es una suma sobre todas las posibles transferencias de electrones

entre vecinos proximos. Esto se escribe de la forma

H==>" toalbrss, + hoc., )

donde ¢ es la energia requerida para la transferencia de electrones entre 4&tomos cono-
cida como la amplitud de transferencia o salto, y h.c. el hermitiano conjugado. Toman-
do la transformada de Fourier de los operadores de creacién y aniquilacion se obtiene

que el hamiltoniano en espacio reciproco es
H = —e(K)afbs + h.c., e(k) =tg» e*% (10)

cuyos eigenvalores estan dados por

E(k) = £ |e(k)| = j:to\/?) +2 cos(x/gk:xag) + 4 cos (\/gkxao/2> cos(3kyao/2).
(11
Al graficar la relacion de dispersion en la figura 7, observamos que las bandas de
energia positiva y negativa correspondientes a las bandas 7* y 7, respectivamente, se
tocan en seis puntos diferentes a energia cero llamados los puntos de Dirac. Esta es una

ocurrencia rara fuera del grafeno. A diferencia de un conductor, la banda de valencia
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del grafeno no se superpone con la banda de conduccion ni tiene estados parcialmente
llenos. Tampoco tiene una brecha de energia como un aislante o un semiconductor. El
grafeno es un sélido especial llamado semimetal de Dirac. Si mapeamos la estructura
de la banda en la parte superior de la zona de Brillouin, se ve que estos puntos se

encuentran en los puntos Ky K'.

Figura 7: Izquierda: Estructura de bandas de grafeno pristino. Derecha: Valle de Dirac.
Figura extraida de Castro Neto et al. (2009)

Centrados alrededor de los puntos de Dirac se encuentran los valles de Dirac que
habitualmente se etiquetan K y K’. A bajas energias, se puede aproximar la ecuacion
de dispersi6n mediante la expansién de €(k) alrededor de los puntos de Dirac hasta
primer orden. Dado que hay dos conjuntos de puntos de Dirac, existen dos copias del
hamiltoniano aproximado. Para vectores de ondas cerca a uno de los valles, se toma
k = Kp + p/h, donde K p puede ser K o K’y p/h < 1. El Hamiltoniano efectivo

para el valle K es entonces

Hg = vs(o - p), (12)

y para el valle K’,

Hygr = —vs(o™ - p), (13)

donde vy = % ~ 1 A/fs es la velocidad de Fermi, P = (ps, py) €l vector de momento

y o = (04, 0,) el vector de Pauli en el plano. Las matrices de Pauli se asocian tipica-
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mente con el espin electrénico. Este grado de libertad no es el espin convencional sino
otro que surge debido al grado de libertad de la subred llamado pseudoespin, con el
pseudoespin actuando de manera anédloga al espin intrinseco. De manera prominente,
las cuasiparticulas son descritas de manera efectiva por dos hamiltonianos semejantes
que satisfacen los requisitos para una ecuacion de Dirac para particulas sin masa. Esto
coloca al grafeno en una clase especial de sistemas de materia condensada llamada
materia de Dirac. Los hamiltonianos linealizados dan una relacién de dispersion tipica

de los materiales de Dirac, que es

Ey = tuy|p|. (14)

Evidentemente, la dispersion de los electrones cerca de los puntos de Dirac es des-

crita por dos estructuras conicas llamados conos de Dirac. El gradiente de los conos %
dicta que los fermiones viajan a una velocidad de grupo igual a la velocidad de Fermi
vy. Este espectro de energia difiere de manera significativa a la energia de particulas
masivas libres que es proporcional al cuadrado del momento e inversamente propor-
cional a la masa. Los fermiones de baja energia en grafeno tienen desde este punto de
vista mds en comun con fotones que con electrones libres. Ambos comparten una rela-
ciéon E — k lineal, excepto que los fotones se dispersan a la velocidad de la luz c. Por
esta razon, los fermiones de Dirac en grafeno (y en otros semi-metales) son compara-
dos con particulas sin masa. La justificacion de esto sera discutida mas adelante. Una
observacion importante es que los electrones 7 (£_) y 7" (£) viajan en direcciones
opuestas. La manera mas apropiada de caracterizar este comportamiento es mediante

la helicidad de los fermiones K y K'.

La funciones de onda correspondiente en espacio de momento para fermiones en
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el valle K tiene la forma

1 o—i0p/2

- 1
wi,K (p) \/5 :l:eiep/27 ) ( 5)

y, similarmente para los fermiones en el valle K’

1 0ifn/2

Vi K ('p)zﬁ o | (16)

donde 6, = tan~*(p,/p.) y el indice + en la funciones de onda corresponde directa-
mente al signo de sus valores propios. El principal factor que decide la velocidad de las
funciones de onda K y K" es su helicidad. Una caracteristica importante del operador
de energia es su dependencia del operador o - p. Asi, el hamiltoniano es proporcional
a una especie de operador de helicidad que mide la proyeccion del pseudoespin con
el operador de momento. En general, la helicidad de una particula sigue la regla de la
mano derecha, esto es, la helicidad se define positiva cuando el espin y el momento son
paralelos y negativo en el caso opuesto. La helicidad en forma de operador se escribe
como

o1
h=-o. 2 (17)

2 |p|

de lo cual se deduce directamente que las funciones propias del hamiltoniano cumplen

con
N 1
hwi,K = i?ﬁi,K, (18a)
A 1
h@Di,K' = :F§¢i,K'~ (18b)

Por lo tanto, la base propia del operador de helicidad de pseudoespin, y por ende los
operadores de energia (12) y (13), consiste de fermiones cuyo pseudoespin esta alinea-
do en paralelo o anti-paralelo al momento. Se refiere a este tipo de fermiones como

fermiones helicoidales. Mas atin, los estados propios no evolucionan con el tiempo,
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lo cual lleva al fenémeno conocido como bloqueo pseudoespin-momento, donde la di-
reccién de pseudoespin y momento estan fijos a lo largo del mismo eje. Esto permite
una abreviatura del cardcter de los fermiones de grafeno en funcion de su helicidad. Es
claro que para K (K') los fermiones en la banda 7* son estados helicoidales positivos

(negativos) que viajan a vy (—vy), mientras que para fermiones 7 el signo es el opuesto.

2.3. Fermiones relativistas y zitterbewegung

La categorizacién de grafeno como materia de Dirac y la naturaleza ‘sin masa’ de
sus electrones ha atraido la atencién de muchos tedricos. Sin embargo su realizacion
experimental (Novoselov y cols., 2004) ha hecho que los estudios de grafeno pasen de
ser un ejercicio puramente académico a uno que investiga incluso lo fundamental de
la electrodindmica cudntica. A continuacion se desarrolla mas a fondo la dispersion de
tipo fotén de los fermiones de Dirac en grafeno.

Segun Dirac, la energia total de un fermidn se describe mediante la relacion energia-

E = +4/p?c® + mic, (19)

donde m, es la masa en reposo, c es la velocidad de la luz, y el signo corresponde a

momento de Einstein,

particulas (positivo) y antiparticulas (negativo). También segtin Dirac, la mecanica de

los fermiones relativistas es descrita por su hamiltoniano homénimo

H = co - p + fmoc?, (20)

donde o = (o, oy, ;) y [ son hermitianas e involutivas, y obedecen las relaciones
de anticommutacion {«;, o;} = 26;;14 y {c;, 8} = 0 con I, la matriz de identidad con
dimensiones 4 x 4. En el caso hipotético de un fermién sin masa, el hamiltoniano de
Dirac se reduce a

H=ca-p. 201
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Tal fermidn sin masa cumpliria con la relacién £/ = =+cp, que es similar a la energia de
un fotén & = cp. Tal relacién implica que la velocidad de un fermidn sin masa es una
invariante de Lorentz e igual a c. No se ha observado tal particula experimentalmente,
sin embargo, dado que las matrices de Pauli obedecen las mismas condiciones, los
hamiltonianos aproximados de grafeno en las Ecs. (12) y (13) son consistentes con
una ecuacion pseudo-relativista de Dirac para particulas sin masa donde la velocidad
de las particulas de Dirac es la velocidad de Fermi.

La experimentacion de fenémenos relativistas es mucho mds viable en el grafeno
que en el vacio, ya que la velocidad de Fermi es unas 300 veces mds lenta que la ve-
locidad de la luz. Es comun en los experimentos que la resolucion de los fendmenos
electrodindmicos observados sea inversamente proporcional a la velocidad de la luz
(Geim y Novoselov, 2010). Uno de esos fendmenos es zitterbewegung (alemén para
"movimiento tembloroso"), las oscilaciones violentas de particulas de Dirac en el va-
cio. Erwin Schrodinger (1930) encontré que el operador de posicidn evolucionado en
el tiempo para fermiones relativistas libres contiene un término rectilineo consistente
con particulas clésicas libres y uno de oscilacion relacionado a una interferencia en-
tre soluciones con energia positiva y negativa, o particula y anti-particula. Esto ocurre
sin la ayuda de un campo externo, violando la segunda ley de Newton. Sin embargo,

el periodo especial de la oscilacion es la mitad de la longitud de onda de Compton

h
2moc

. ) 2 . . . . .
equivalente a una frecuencia de MT?C ~ 10%! Hz. Asf, visualizar oscilaciones

asociadas al zitterbewegung en particulas relativistas es inviable hasta el presente.

Sin embargo, el estudio tedrico de Schliemann et al. (2005) en materiales bidimen-
sionales, y los primeros experimentos realizados por Gerritsma et al. (2010) en gases
atomicos ultrafrios y Leblanc et al. (2013) en condensados de Bose-Einstein, han de-
mostrado que la mecdnica cudntica relativista de ciertos sistemas de materia conden-
sada pueden utilizarse para simular la interferencia entre particulas y antiparticulas ca-
racteristica de zitterbewegung. En general, el zitterbewegung que se encuentra en estos

sistemas es generado por mecanismos que acoplan el momento de las particulas emer-
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gentes con grados de libertad que se comportan como momentos angulares intrinsecos
(David y Cserti, 2010), como la interaccién espin-6rbita de Rashba en pozos cuanticos
de semiconductores (Schliemann y cols., 2005) y nanoestructuras de semiconductores
(Ochoa, 2015). Los estudios tedricos de la dindmica de paquetes de ondas electrénicos
en grafeno realizados por Rusin y Zawadzki (2007) y Maksimova et al. (2008) de-
muestran que el fendmeno conocido como bloqueo pseudoespin-momento genera una
oscilacion andloga al zitterbewegung descubierto por Schrodinger. En este ultimo es-
tudio, se encontr6 que la dindmica, y por ende el zitterbewegung, de paquete de ondas
gaussianas es intensamente sensible a los pardmetros iniciales de pseudoespin, donde
la direccion del movimiento del centro de masa y la amplitud de las oscilaciones esta
determinada por la polarizacion de la pseudospin de la subred con respecto a la direc-
cién del vector de momento. La frecuencia del zitterbewegung en grafeno, aunque no

calculada numéricamente por Maksimova et al., puede inferirse que es muy cercano al

QmOvJ%
h

valor tedrico (Cserti y David, 2006).

3. Antecedentes

Las propiedades electronicas del grafeno han sido muy atractivas para el desarro-
llo de una nueva generacion de tecnologia. Sin embargo, se creia que la existencia del
grafeno era una imposibilidad, pues se sabe que los cristales unidimensionales y bidi-
mensionales no pueden existir debido a la inestabilidad termodindmica; la temperatura
de fusion de un cristal disminuye drasticamente a medida que disminuye el nimero de
capas (Landau, 1937; R. Peierls, 1935). La razén por la que el grafeno puede existir
es porque en realidad no es plano, sino mds bien ondulado con picos de hasta 1 nm,
lo que proporciona al grafeno la dimensionalidad necesaria para compensar la fusién
de su red. El mecanismo exacto de este fendmeno no estd muy bien estudiado, pero
se planteé que las corrugaciones y dobleces del grafeno en estado libre son en parte

responsables de su estabilidad mecdnica y térmica (Meyer y cols., 2007). Este meca-
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nismo, a pesar de ser omnipresente en las muestra de grafeno, no impide la presencia
de fermiones. Incluso con la presencia de corrugaciones Novoselov y Geim (2004) pu-
dieron identificar los aspectos relativistas en los espectros de los niveles de Landau de
muestras de grafeno. Esto se extiende a hojuelas de grafeno nanoscépicas y (Barnard
y Snook, 2008), lo que respalda la idea de que la nanotecnologia basada en grafeno
puede ser factible.

Sin embargo, el grafeno carece de la caracteristica banda prohibida de semicon-
ductores que se utiliza para controlar el flujo de los portadores de carga, por ejemplo
en transistores y diodos. Por lo tanto, gran parte de la investigacién sobre el grafeno en
vista de las aplicaciones en electronica se dedica a la ingenieria del grafeno semicon-
ductor. En semiconductores, la banda prohibida puede manipularse mediante métodos
como el dopaje quimico, la adicién de sustancias extrafias (impurezas) que se unen
a la red cristalina. Las impurezas manipulan la estructura electrénica al introducir un
exceso o deficiencia de electrones que alteran el orden de enlace de la red cristalina.
En grafeno, los experimentadores favorecen el crecimiento de monocapas de carbono
colocando dtomos de carbono en la parte superior de una red cristalina adecuada en un
método llamado epitaxia. Con una red de sustrato epitaxial coincidente, deberia produ-
cirse un espacio considerable debido a la interaccion entre los electrones y el potencial
de Coulomb del sustrato (Geim y Novoselov, 2010). Si bien el grafeno epitaxial ofrece
la mejor ruta para las aplicaciones electronicas del grafeno (Geim y Novoselov, 2010),
este y otros métodos no son los mds confiables o eficientes en términos de producir
obleas de alta calidad de grafeno pristino o dopado. El factor limitante en muchos de
estos casos es la eficiencia de produccion; hay un nivel de artesania involucrado en la
produccién de grafeno pues los mecanismos utilizados implican mucho ensayo y error
o un alto grado de precision. Sin embargo, un método basado en la teoria de cristales

unidimensionales de Rudolf Peierls (1996) para la ingenieria de bandas prohibidas.
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3.1. Rompimiento de simetrias mediante deformaciones de red

Considere el cristal mds simple: una cadena monoatémica con longitud L bajo
un potencial i6nico periddico U(z). No es necesario especificar la forma exacta del
potencial. Es razonable esperar que los 4tomos se organizaran a una distancia a entre
si, por lo que U(x +a) = U(z) y L = aN, donde N es el nimero de dtomos en
la cadena. El hamiltoniano de este modelo es simplemente H = H, + U(x), donde
Hy = % es el hamiltoniano de una particula libre con soluciones de onda plana de la

forma

k)0 = etk (22)

con condicion de frontera k = %T” Utilizando la teoria de perturbacion, las soluciones
para el hamiltoniano se pueden aproximar usando las soluciones del hamiltoniano de
particula libre. El potencial perturbativo U genera interacciones entre los estados |£)(®)
y contribuye a la energia del sistema. Primero, se toma la transformada de Fourier del
sistema; el ‘vector’ reciproco es b = 27” y la zona de Brillouin es el rango de momentos
k € [—%b, +%b}. Por definicién, el periodo en espacio de las k es la magnitud del

vector reciproco, entonces U (k + b) = U(k). La expansion de Fourier de U(z) es
Ulz) = e (23)
nez

donde los coeficientes de Fourier u,, estdn dados por

1 [ ‘
Uy = ~ / U(x)e ™ dg. (24)
0

a

La interaccién entre dos estados |k)(© y |£)(©) pueden calcularse de la siguiente ma-

nera:

/ 1 (k' —k)x
HUW) = [ ¥ U@) = 3 b es)

nez
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Asi, los Unicos términos que no desaparecen serdn aquellos cuyo momento esta sepa-
rado por un mdltiplo del periodo de la red, es decir kK — k' = nb. Se observa que la
condicién impuesta por la periodicidad del potencial define un tipo de vector de disper-
sién al implicar que el estado |&)(“) interactuard con los estados |k +nb)(®). También se
observa que la interaccién alcanza un punto critico en k., = :I:%b = +7%, el borde de la
zona de Brillouin. Estos estados estarian degenerados porque la dispersién de particula
libre es simétrica bajo una inversion de paridad (K — —k). Sin embargo, la perturba-
cién genera una interaccion entre estados degenerados, por lo tanto separdndolos en
energia por una cantidad +2|U ()|, de este modo rompiendo la degeneracion. El rom-
pimiento de la degeneracion se ve como brechas de energia a cada multiplo de numero
onda critico k. que divide la estructura de bandas en dos bandas distintas, separando
cada zona de Brillouin. Es evidente del modelo de Peierls’ que las brechas es un fené-
meno intrinseco a todo cristal, sin embargo no todos los cristales son semiconductores.

De la condicion de frontera, se sabe que la primera banda entre —% y = permite
hasta [V estados dentro de este rango. Para N dtomos, una cadena monovalente tendra
N electrones a su disposicion para llenar los estados energéticos hasta el nivel de Fer-
mi. No obstante, el principio de exclusion de Pauli dicta que cada estado energético
admite hasta 2 electrones. Esto implica que la primera banda solo se llenara hasta la
mitad hasta kr = 7., los puntos de Fermi. Las bandas llenadas parcialmente deja que
los electrones sean acelerados ya que los estados més energéticos tienen acceso a los
estados por encima del nivel de Fermi. A pesar de la presencia de una banda prohibida,
el cristal unidimensional es un metal.

Peierls subray¢ el vinculo crucial entre la distribucion espacial de los puntos de la
red y las brechas de energia en cristales. Es 16gico pensar que los potenciales perturba-
tivos con una periodicidad adecuada podrian generar propiedades electronicas desea-
bles al desplazar el perimetro de la zona de Brillouin para que se encuentren con los
puntos de Fermi. Esto se llama anidacion de la superficie de Fermi, la superficie des-

crita por todos los puntos de Fermi. El periodo requerido para anidar la superficie de
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Fermi se puede calcular imponiendo sobre la condicion de interaccion la dispersion de
estados deseada, en este caso |k.| = |kr|. El nuevo periodo es ' = 2|kp| = T, la mitad
del periodo original. de lo que se sigue que un potencial que duplica la periodicidad de
lared @ — 2a anidaria la superficie en la zona de Brillouin.

Peierls descubri6 que esto es algo natural en los cristales unidimensionales. A me-
dida que el cristal se enfria a temperaturas cercanas a cero Kelvin, los 4&tomos comien-
zan a reorganizarse de manera que todos los demds 4&tomos se emparejan con su vecino
en un proceso denominado dimerizacion. A medida que los 4tomos se acercan, la ener-
gia del sistema se reduce mediante la ruptura de la degeneracién al mover los estados
de energia cerca de los puntos de Fermi en la primera banda hacia abajo. Aunque este
proceso cuesta energia eldstica, la energia ahorrada debido a la deformacién de la red
AF es mayor, alcanzando un punto de inflexién cuando los atomos se trasladan una
distancia a, duplicando el periodo como se muestra en la figura 8. La dimerizacién de
cristales unidimensionales se llama la distorsion de Peierls. El periodo duplicado anida
la superficie de Fermi y haciendo la transicion del cristal de un metal un semiconductor

en un proceso llamado la transicion de Peierls.

E(k) (@ E(k) ®
. . e o o
L . | : [ .
I T T T T
a a a 2a 2a a

0> <«0—0>» <0

Figura 8: Relacion de dispersion de un cristal unidimensional a medida que pasa de
ser un metal (a) a un semiconductor (b) debido a la distorsion de Peierls. Obtenido de
Streltsov et al. (2017).
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Para sistemas de dimensiones superiores, la perturbacién de estados degenerados
debe analizarse con mas cuidado, ya que las dimensiones agregadas pueden introducir
multiples degeneraciones. Dado que la transicién de Peierls depende de la dispersion
de estados degenerados, todos deben tenerse en cuenta. En la figura 7, la superficie de
Fermi de grafeno que consiste los dos puntos de Dirac aparentemente ya estd anidada
en el perimetro de la zona de Brillouin. En efecto, los conos K (K’) son degenerados
con respecto a los otros conos K (K') formando una triada degenerada por su cone-
xi6n via los vectores reciprocos. Sin embargo, existe una degeneracion persistente que
se manifiesta de una simetria entre los dos valles que no permite que el grafeno haga
la transicion de semimetal a semiconductor.

Como toda simetria, la simetria de valle viene de la conservacion de una variable
fisica. Considere una transformacion con respecto al indice de valle que promulga el
cambio K — K. De acuerdo a la ecuacién (18), esta transformacién implica una
inversion de la helicidad de pseudoespin. En cambio, esto implica una reversion en la
direccion del momento (véase las ecuaciones 15 y 16; uno es el complejo conjugado
del otro). Evidentemente, el cambio K — K’ es equivalente a una transformacion de
paridad kK — —k. La invariacion bajo una transformacion de paridad de un fermién de
Dirac se le conoce como simetria quiral.

Simetria quiral es un término prestado de la fisica de particulas que, como la helici-
dad, es discutida en términos de la proyeccion del espin y momento. De igual manera,
una particula de mano derecha tiene quiralidad positiva y negativa para una particula
de mano izquierda. Esta equivalencia entre quiralidad y helicidad no aplica para par-
ticulas masivas. A pesar de que la helicidad es en general una propiedad conservada,
en principio un observador puede moverse de un marco inercial a otro que se mueve a
una velocidad mayor que la particula de tal manera que su momento se invierte. Por lo
tanto, el observador mediria la imagen de espejo de la particula. Por otro lado la qui-
ralidad no es una propiedad conservada pero se define por su invariancia de reflexion,

entonces esta diseflada para ser una invariante de Lorentz. Para particulas sin masa, la
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relatividad especial dicta que ningtin observador puede moverse con velocidad mayor a
la velocidad de la luz, o en este caso la velocidad de Fermi. Asi, la proyeccion del espin
sobre el momento permanece fijo para todo marco inercial. En este y solo este caso, la
helicidad y la quiralidad son iguales y la conservacion de la helicidad se extiende a la
quiralidad para particulas sin masa.

La presencia de un fermién quiral en grafeno indica que una distorsién similar
a la de Peierls no ocurre de manera natural en grafeno. No obstante, la teoria quiral
demuestra que un mecanismo que rompe la simetria quiral forzosamente va generar
fermiones sin masa, lo que hace este mecanismo de produccién de masa un buen mé-
todo para la ingenieria de bandas prohibidas en materiales de Dirac. La metodologia
esta dada por la teoria de Peierls: para romper la simetria quiral se requiere que la red
sea deformada de tal manera que la periodicidad de la distorsion sea igual al vector de

onda formado por la dispersién de fermiones con quiralidad opuesta.

3.2. La dimerizacion de grafeno

Trabajando bajo esta premisa, Claudio Chamon (2000) postul6 que la dimerizacion
de la red de nanotubos de carbono podria producir una transicion de tipo Peierls. Entre
la estructuras propuestas estaba la la distorsion Kekulé. Este patrén de enlaces cortos y
largos alternantes se parece a la estructura del benceno descubiertas por August Kekulé
en 1865. Como se muestra en la figura 9, el ordenamiento de enlaces de forma Kekulé
arruina la uniformidad de la red hexagonal, generando tres familias distintas de celdas,

llevando a la triplicacién de la celda unidad.
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Figura 9: Ordenamiento de los enlaces en grafeno con la distorsion Kekulé propuesta
por Chamon. Los enlaces cortos se denotan con una doble linea y los largos una sola
linea. Extraido de Chamon (2000)

En el modelo de amarre fuerte, el desplazamiento debido a la textura Kekulé se pue-
de acomodar mediante un término de modulacién de la amplitud de salto entre vecinos
proximos 60t, 5, que codifica la textura deseada de la red hexagonal. Chamon demostré

que la dimerizaciéon Kekulé puede acoplar todos los puntos en la zona de Brillouin

separados por el vector de onda Kekulé G = K, — K_,donde K = + ( 3\%@0 , O)
son dos puntos de Dirac situados en extremos opuestos de la zona de Brillouin. Luego,
demostré que la interaccion quiral entre K. en efecto genera una banda prohibida.
Después, Chang-Yu Hou (2007) en colaboracién con Chamon y Christopher Mudry,

retomarian esta discusion, extendiendo el concepto para toda estructura cristalina se-

mejante al grafeno, donde la modulacién tiene la forma
Otps, = A(r)eBE+%eCT /3 4 c e, (26)

donde c.c. denota el complejo conjugado. El parametro de ordenamiento complejo
A(r) permite la fluctuacion espaciales de los enlaces C-C, donde la fase de A(r)

controla la amplitud de salto. El hamiltoniano de la red distorsionada puede escribirse
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como

Hyep ==Y Y (t+ 6tys)albers, + hoc. (27)

a K3

Hasta primero orden en la expansioén de H., se muestra que un pardmetro de
Kekulé A(r) = Ay elimina la degeneracién de valle. En la funcién de dispersion del

grafeno con distorsion Kekulé, escrita como

Es(p) = £4/vPP + Ao, (28)

la banda prohibida resultante (véase la figura 10) tiene una anchura igual a la magnitud
del desplazamiento debido a la textura Kekulé A,. Aunque A, puede ser un numero

complejo, la masa adquirida por la brecha es real sugiriendo que la fase es redundante.

Figura 10: Acoplamiento de los valles K en la primera zona de Brillouin por el
vector de Kekulé G. La dispersion de los fermiones de grafeno alrededor de los puntos
de Dirac ahora son asimétricos con respecto a la quiralidad, manifestando una brecha
igual a 2|A¢|. Extraido de (Hou y cols., 2007).

En los afios que siguieron a la publicacion de los trabajos de Chamon y Hou et
al., varios esfuerzos lograron avances con respecto a la fabricacién de grafeno dime-
rizado utilizando rutas como el dopaje quimico. Farjam y Rafii-Tabar (2009) hicieron
un descubrimiento inspirdndose en los efectos inductores de brecha de la adsorcion de
metales alcalinos en el grafito. Su método se basé en la configuracion estricta de los
atomos de un metal alcalino absorbidos. Se acept6 que los atomos dopantes alcalinos

se posicionarian en los sitios huecos de la red de grafeno; en sus calculos se utilizo litio
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(Li). El modelo de grafeno dopado con litio, que llamaron C¢Li, consistia en la colocar
un dtomo de litio en cada tercer sitio hueco. Sus calculos del funcional de la densidad
(DFT, por sus siglas en inglés), cuando se considera la relajacién de los enlaces C-C,
mostrd que la amplitud de salto entre vecinos proximos coincidia con el patrén de di-
merizacion Kekulé propuesta por Chamon. La nueva ‘superred’ CgLi, visualizada en
la figura 11, es descrita por vectores primitivos a; que se pueden ver como un estira-
miento por un factor de /3 y rotacién de 30° con respecto a los vectores primitivos de
grafeno c;, triplicando la celda unidad. Se dice que la ‘supercelda’ es una configura-
cién (v/3 x v/3) R30° de la celda primitiva de grafeno. Esta se aplica inversamente a la
zona de Brillouin de grafeno. Los vectores reciprocos de Cg¢Li (b;) son una contraccién

y rotacién por 1/+/3 y 30° de los vectores reciprocos de grafeno d;.

Figura 11: Estructura de la red de grafeno dopado con litio (Cg¢Li). El dopante de
litio (puntos rojos) ocupan el hueco de cada tres hexdgonos. La textura de enlaces
alternantes describe exactamente la estructura de la distorsion Kekulé propuesta por
Chamon (2000). La celda primitiva de grafeno y CgL1 se forman a partir de los vectores
primitivos ¢; y a;, respectivamente. Se relacionan entre si por una expansion de los
vectores de red por un factor de v/3 y una rotacién de 30°. (Recuadro) Los vectores
reciprocos que definen la zona de Brillouin de grafeno (d;) sufren la misma rotacién
pero su magnitud se reduce en un factor de V3. Los vectores reciprocos de CgLi, b;,
coinciden con los puntos de Dirac K, K’ de grafeno. Asi, la degeneracion de valle se
rompe. Extraido de (Farjam y Rafii-Tabar, 2009).
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Los nuevos vectores reciprocos se conectan los puntos de Dirac de grafeno y el
centro I' (véase el recuadro de la figura 11) haciéndolos equivalentes y rompiendo la
degeneracion de valle en el proceso. En la figura 12, se muestra que, debido al teorema
de Bloch, la superficie de energia en la zona de Brillouin de CgLi es efectivamente ma-
peado sobre si mismo. La interaccion de los fermiones quirales es entonces un sintoma
del plegado de las esquinas de la zona de Brillouin (figura 12B). Por lo tanto, los valles

de Dirac se sobreponen en la punto neutro (figura 12C).

A B C

energy v
. Kd i
> Z =

Figura 12: (A) La zona de Brillouin de grafeno pristino con los valles de Dirac en sus
esquinas. (B) Plegado de la zona de Brillouin debido a un ordenamiento tipo Kekulé
de los enlaces de grafeno. (C) El acoplamiento de los valles de Dirac por los vectores
reciprocos de CgLi manifiesta las interacciones intervalle requeridas para romper la
simetrfa quiral y por ende la apertura de una brecha en I'. Extraido de (V. Cheianov y
cols., 2009).

Sin embargo, Farjam y Rafii-Tabar admitieron que este arreglo de impurezas en
grafeno no ha sido observado. La cuestion permanecia, ;jes posible adaptar grafeno
de manera consistente con el ordenamiento de Kekulé propuesto por Chamon? En un
trabajo anterior, Cheianov y Fal’ko (V. V. Cheianov y Fal’ko, 2006) determinaron que
atomos absorbidos, o addtomos, pueden generar una dispersion entre valles en su pro-
ximidad debido a la ruptura de la simetria de traslacion. La dispersion de entre valles
local luego genera un efecto ondulante en la densidad de electrén llamado oscilaciones
de Friedel (FO) que decaen lentamente con la distancia de la fuente de las oscilaciones.
Al enterarse de que la dimerizacién de Kekulé podria lograrse mediante la adsorcién

de atomos en grafeno, Cheianov et al. se dieron cuenta de que su trabajo podia ayu-
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dar a eludir este problema por completo. Cheianov et al. (V. Cheianov y cols., 2009)
luego mostraron que la ondulacién que emana de cada uno de ellos puede provocar
interacciones en pares de impurezas que se encuentran cerca. Las oscilaciones de Frie-
del heredan la periodicidad perteneciente al vector de dispersion Kekulé debido a la
dispersion quiral. El periodo de Kekulé implica que la FO de un adatomo estard en
fase con otros FO solo si estdn separados por un multiplo del vector de Kekulé. En el
espacio real, esto se traduce en una correlacion entre las posiciones adatom donde las
FO estan en fase si sigue un patrén de celdas Kekulé.

En la figura 13, Cheianov et al. visualizan una red de grafeno dopado con el mismo
elemento quimico, donde las células han sido coloreadas de una manera consistente
con el ordenamiento Kekulé y donde los adatoms adoptan el color de la celda sub-
yacente. En un arreglo aleatorio (figura 13A) las oscilaciones de cada impureza estan
en su mayoria fuera de fase e interfieren destructivamente. Estd claro que el estado
desordenado tiene una correlacion minima segun el patrén de Kekulé (figura 13C).
Esto no es beneficioso ya que se minimizan los efectos de ruptura de simetria de la
superestructura adatémica. Por otro lado, cuando los 4tomos adsorbidos ocupan celdas
equivalentes (del mismo color) (figura 13D), las FO estardn en fase y se amplificard
su amplitud. El efecto de largo alcance de las FO significa que los adatoms se pue-
den colocar a numerosas longitudes de celda aparte y, sin embargo, el resultado es la
globalizacién del efecto de ruptura de la simetria quiral local de una sola impureza en
la red en su conjunto y una dimerizacién retroactiva del grafeno, identificado por la
triplicacion de la celda hexagonal en la figura 13B. Cheianov et al. lo llam¢ el Ordena-
miento Oculto de Kekulé (HKO, en inglés) de los addtomos ya que este fendmeno solo

es aparente cuando se distinguen las células por su posicion en el mosaico Kekulé.
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Figura 13: Tlustracién de la red de grafeno dopado con dtomos del mismo elemento que
estan coloreados (rojo, azul, verde) para revelar su posicion dentro del orden mosaico
Kekulé. Comparando la estructura de la red de una aspersion aleatoria de adatoms (A)
con el estado ordenado (B), estd claro que el estado ordenado altera los enlaces de
manera uniforme, lo que indica que la amplitud de las oscilaciones de Friedel aumenta
enormemente en esta disposicion. Pintar el mosaico de Kekulé, (C) y (D) demuestran
que esto ocurre cuando los adatoms estdn sincronizados espacialmente con el orden de
Kekulé, es decir, los adatoms se colocan sobre mosaicos de un solo color. Extraido de
Cheianov et al. (2009)

Por lo general, dada una muestra de grafeno salpicada al azar de impurezas, uno
asumiria correctamente que la disposicidn de los addtomos es en gran parte aleatoria
y que sus FO no estarian sincronizados. Cheianov et al. demostrd, sin embargo, que
la interaccién mediada por las FO entre adatoms auto-ordenard la estructura adsor-
bente. Para addtomos suficientemente moéviles, es decir, para una salpicada diluida de
impurezas, las perturbaciones termodindmicas de la superred se reordenardn hasta que
la posicion de los addtomos esté correlacionada al méximo. Calcularon que, para una
cobertura del 1% de grafeno, la transicién de un estado desordenado a HKO se pro-

duce a una temperatura critica comparable a la temperatura ambiente. El resultado es
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una dimerizacién Kekulé organica del grafeno que pliega la zona de Brillouin y, por
lo tanto, abre una banda prohibida a bajas energias. Como tal, la dimerizacion exitosa
del grafeno a través del dopaje deberia ser identificable experimentalmente a través del

HKO.

3.3. La distorsion Kekulé-Y

Recientemente, Bao et al. (2021) reprodujo con éxito la dimerizacion Kekulé en
CeLi utilizando los métodos de Farjam y Rafii-Tabar (2009), donde se confirmé y ca-
racteriz6 la brecha de energia predicha por Chamon (2000). Dicho esto, hay varios
factores que deben tomarse en cuenta, tales como el costo de los materiales, el tiem-
po, la eficiencia y la reproducibilidad, antes de que el grafeno Kekulé pueda declararse
una base viable para nuevas tecnologias. Como una solucién parcial a estos problemas,
los experimentales han utilizado una técnica de fabricacion llamada epitaxia como un
método alternativo para fabricar y estudiar el grafeno y otros materiales. Sin embar-
go, incluso en el caso del grafeno epitaxial hay varios obstidculos que deben superarse
primero. Por ejemplo, las peliculas de grafeno que se crecen epitaxialmente en mate-
riales convencionales a través de la deposicion quimica de vapor (CVD, en inglés) no
logran formar consistentemente una alineacién cristalina uniforme a gran escala. Las
peliculas generalmente se componen de granos que pueden ser relativamente grandes,
sin embargo, los granos vecinos rara vez estin orientados de manera idéntica (Brown
y cols., 2014). El caricter de multi-grano de la muestra no es propicio para aplicacio-
nes electronicas, ya que la interfaz entre los granos orientados aleatoriamente deja la
zona de Brillouin como un desorden de valles de Dirac girados aleatoriamente sobre I’
(Avila y cols., 2013).

Sin embargo, la preparacion cuidadosa del sustrato epitaxial puede mitigar estos
y otros problemas. La idea es que la cristalinidad del compuesto que crece epitaxial-

mente se controla mediante el ordenamiento cristalino del sustrato. A medida que los
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atomos se empaquetan sobre el sustrato, este sirve como plantilla para los 4tomos de-
positados y debe complementar la geometria y la simetria espacial del cristal deseado.
Por lo tanto, lo mejor para los experimentadores es preparar o adquirir sustrato de la
mas alta calidad. Desafortunadamente, la preparacion del sustrato en si puede ser un
proceso muy costoso y complejo, sin mencionar el proceso de exfoliacion del cristal
para otras aplicaciones. Sin embargo, Brown et al. (2014) fabric6é con éxito ldminas
de carbono ultra planas y atdmicamente delgadas con orientacién uniforme en la cara
(111) de laminas de cobre disponibles comercialmente. El procedimiento consiste en
el recocido cuidadoso de una ldmina de cobre que genera un solo dominio Cu(111),
verificado en escalas de longitud en decenas de centimetros. El resultado sigue siendo
una hoja policristalina de grafeno pero con una orientacién espacialmente uniforme
que conduce a espectros electrénicos compatibles entre granos que forman un tnico
espectro de Dirac.

Sobre la cuestién de la ruptura de la simetria quiral, grafeno depositado sobre
Cu(111) fue un gran avance cuando fue explorado mds a fondo a través de micros-
copia de efecto tinel (STM, en inglés) por Gutiérrez et al. Sus tomografias revelaron
multiples anomalias atomicas ("atomic features’ o AF, en inglés), como Gutiérrez et al.
les llamaron, sobre los cuales se formé un patrén de enlaces atipico en forma de Y en la
superficie de la muestra. En la figura 14A, Gutiérrez et al. presentan una imagen STM
enfocada en un grupo de enlaces alterados, destacadas en amarillo, mostrando que es-
te patrén Y’ genera una superestructura (v/3 x v/3)R30°. Superponiendo el mosaico
de celdas tricolor en la figura 14B, las imdgenes STM muestran que la magnitud del
parametro de salto alrededor de estas anomalias exhiben un ordenamiento Kekulé de
largo alcance por toda la muestra. En la figura 14C, la transformada de Fourier (FT) de
la imagen STM revela que el sistema tiene tres periodicidades, dos de ellos son impor-
tantes para esta discusion. Ademads de los picos en amplitud a frecuencias relacionadas
con la red reciproca de grafeno (circulos rojos exteriores, () prqq4), 10s seis picos de en

medio (circulos amarillos, () k) ubicados en los puntos de Dirac de grafeno son una
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sefal de la dispersion tipo Bragg de estados de valle. Esta es la marca en FT de una
simetria quiral rota debido a dispersion entre valles. Entonces, a pesar de su presenta-
cion inusual, toda la evidencia apunta a que la muestra se encuentra bajo una especie
de textura Kekulé llamado Kekulé-Y (Kek-Y) por su estructura de enlaces en forma
de Y. La distorsién Kekulé original se le llama Kekulé-O (Kek-O) por su patrén de

dimerizacion circular.

High

apnydwy |4

Figura 14: (A) Imagen tomada con un microscopio de efecto tinel (STM) de una
muestra de grafeno crecido epitaxialmente sobre Cu(111), con los enlaces alterados
destacados con amarillo. Estos enlaces forman un superestructura de superceldas (trio
azul de hexdgonos) que es una reconfiguracién (\/3 X \/§)R30° de la estructura de
grafeno pristino (trio rosa de hexdgonos mas pequeios). (B) Patrén de mosaico HKO
sobrepuesto en la imagen STM mostrando que la configuracién cumple con la teoria
de Cheianov. (C) La transformada de Fourier (FT) de los datos STM muestran que
los picos de mayor amplitud corresponden a la dispersion de Bragg debido a la red
reciproca pristina (circulos rojos). Los picos de en medio (circulos amarillos) ocurren
en los puntos de Dirac, lo que indica una dispersion entre estados de diferentes valles.
Extraido de (Gutiérrez y cols., 2016).

La novedosa distorsiéon Kek-Y renuncia por completo la necesidad de impurezas
en favor de las anomalias atomicas. Ademas, los datos de STM sugieren que el meca-
nismo fisico que impulsa a Kek-Y es experimentalmente indistinguible del de Kek-O.
Una reconstruccion tedrica del grafeno-Cu(111) usando un modelo DFT relajado, que
se muestra en la figura 15A, determiné que las caracteristicas atdmicas son vacancias
en la capa interfacial de la red de cobre. Las vacancias son muy mdviles durante la fase

de enfriamiento del proceso de CVD y se les permite vagar hasta que se ubican debajo
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de los sitios de carbono de la capa epitaxial en vez de los huecos de las celdas hexa-
gonales que se ve en Kek-O. Los dtomos registrados generan una regién de distorsion
Kek-Y que contrae los enlaces de sus tres vecinos mds cercanos. Las imdgenes STM
simuladas del modelo DFT (figura 15B) muestran que esta interpretacion esta en ex-
celente acuerdo con sus resultados experimentales (figura 15C). Una vez enfriado, las
vacancias de cobre estdn protegidas por la red de grafeno, lo que significa que Kek-Y
es estable incluso cuando se expone a las condiciones ambientales. En este modelo, las
vacancias moviles cumplen la misma funcién que la adsorcién de d&tomos, reemplazan-
do por completo los addtomos de la teoria HKO con una densidad diluida de vacancias

de cobre denominadas adatomos "fantasma".

Graphene CO=00 00=00 00=00-=00
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Figura 15: (A) Modelo DFT relajado de grafeno cultivado via CVD encima de
Cu(111). Vacancias en el sustrato de cobre contrae los enlaces (blancos) de sus tres
vecinos proximos. (B) Tomografias STM simuladas con el modelo DFT. (C) Tomo-
grafia STM experimental. Obtenido de (Gutiérrez y cols., 2016)

La ruptura de la simetria quiral debido a los addtomos fantasma debe traducirse a la
generacion de fermions con masa. En sus tesis doctoral, Gutiérrez (2015) calcul6 que el
espectro a bajas energias de la distorsion Kek-Y, sefialando que la masa también estaba
caracterizada por el parametro de Kekulé A,. Concluyé que la interaccion intervalle
en Kek-Y debe manifestar la misma brecha que en grafeno Kek-O. Sin embargo, este
no es el caso ya que Gamayun et al. (2018) luego mostraron que sus célculos eran

erroneos.
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3.4. Modelo unificado para las distorsiones Kekulé

Las distorsiones Kekulé pueden ser unificadas bajo una sola estructura matemaética
mediante la generalizacion de la amplitud de salto entre vecinos proximos desarrollada
por Chamon et al. tomando en cuenta las diferencias entre ambas fases de grafeno.

Gamayun et al. (2018) propusieron una textura Kekulé de la forma

tri/to = 1+ 2Re[Ae P~ DK+ oG] (29)

con ty = 2,8 eV la amplitud de salto sin perturbacién, A = Aye? la amplitud de
acoplamiento de Kekulé, G = K, — K _ el vector de onda Kekulé que conecta los
puntos de Dirac K, r el vector de posicion, d; el vector de vecinos proximos y
p,q € Zs. Enlafigura 16, Gamayun et al. muestran que la textura de salto generalizada

reproduce ambas distorsiones Kek-Y y Kek-O y estdn caracterizadas por el indice

v=1+q—pmod 3. (30)

Notablemente, la dimerizacion Kekulé original se recupera cuando p — ¢ = 1 =
v = 0. Los indices ¥ = %1 corresponden a dos variantes de la fase Kek-Y que difieren
por la subred (A o B) sobre el cual se genera la fase Kek-Y; las dos variantes son
imégenes espejo una de la otra. Las observaciones experimentales eran correctas en
cuanto que la distorsién es un configuracién (v/3 x v/3) R30°, igual que Kek-O. Esto
significa que la celda primitiva reciproca es idéntica en ambos casos. Ambos tipos de
ordenamiento de enlaces acoplan los valles de Dirac y pliegan los esquinas hacia el

centro creando una zona de Brillouin menor rotada 30 grados.
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Figura 16: Ordenamiento Kek-O y Kek-Y de la red hexagonal, asumiendo que la dis-
torsion actia de manera isotépica ¢ = 0. Los enlaces negros y rojos distinguen los
enlaces con diferente amplitud de salto. Kek-O (v = 0) es descrita por la dimerizacién
circular, mientras que Kek-Y contrae los tres enlaces mas cercanos de la subred A o B
(v = #£1). Las tres variaciones acoplan los puntos de Dirac de grafeno pristino (pun-
tos verdes) en K. y los dobla hacia el centro de la zona de Brillouin de la superred
(hexdgono amarillo).Obtenido de (Gamayun y cols., 2018).

La amplitud de salto generalizada se introduce en el hamiltoniano de amarre fuerte
de la red hexagonal en términos de operadores de aniquilacién de la subred A a, en el

sitio 7 y operadores de creacién en la subred B b, 5, en el sitio r + §, para obtener

H==> ") trialbpss, + h.c (31)
r [
Para estudiar el acoplamiento de valles, se toma la transformada de Fourier del hamil-
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toniano. El resultado, reescrito para mayor claridad, es

H(k) = —e(k)alby — Ac(k + (1 — v) K )a), g

—A'e(k — (1 -v)K)al,_gbk + h.c., (32)

con aL (bx) el operador de creacion (aniquilacién) de un estado con momento k. El
intercambio sefialado por CLL L bk indica una dispersion de estados cerca de los puntos
de Dirac impuesto por el término ¢’¢"" de la amplitud de salto (29). La funcién ¢ es la

dispersién de grafeno pristino

e(k) =to Y ™o (33)

El hamiltoniano de Kek-O en espacio-k (v = 0) sefiala que los fermiones ubicados
en los puntos de Dirac sufren una dispersiéon como si fuesen particulas con momento
k + K, debido a el plegado de los valles hacia I'. Este no es el caso para la distorsion
Kek-Y. La funcién de dispersion es periddica con respecto a traslaciones en momento
en multiplos del vector de onda Kekulé, esto es (k) = ¢(k+nG). Por lo tanto, exclu-
yendo los efectos del acoplamiento debido a la distorsion, la dispersion de electrones
para v = *1 parecerd indistinta del caso pristino. Hasta primer orden en la expansion

de £(k), el hamiltoniano de seis bandas se reduce al hamiltoniano efectivo de cuatro

bandas
vwp-o  AQ,
= | @ (34)
A*Q wvp-o
con A = e2milPtO/3A y
3too, si v=20,
Q. = (35)

ve(vpy —ipy)og st |v| =1,
donde o; son las matrices de Pauli, o = (0,,0,) es el vector de espin de Pauli en el
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plano, y vy = %toao /h la velocidad de Fermi. El hamiltoniano efectivo actda sobre el

espinor de cuatro componentes escrito en su forma isotdpica en valle como

|‘I’>T = (—YB,x, Yax, Vak, VBK), (36)

con el primer y ultimo par de componentes los espinores de dos componentes pertene-
cientes a los fermiones en los valles K’ y K, respectivamente.

El hamiltoniano efectivo de Kek-O Hp.,_o puede ser escrito de forma explicita
como

HKeka = ’UfT() X (0' . p) + 3t0A07’x X Ty, (37)

donde la interaccion entre valles se hace evidente por la manifestacion de un segundo
juego de matrices de Pauli 7; que actiia solamente en el grado de libertad de valle. Se
observa que el indice de valle a bajas energias se manifiesta como un espin efectivo
llamado isoespin de valle y distingue a las particulas en diferentes subredes. El primer
término en (37) es el hamiltoniano no perturbado de grafeno. Nétese que en la repre-
sentacion elegida, el hamiltoniano sin perturbacion trata igual a ambos componentes
de valle a pesar de tener helicidad opuesta. En cambio, el signo adquirido opuesto y
reordenamiento de las componentes del valle K’ con respecto a las componentes del
valle K componentes conservan este detalle. Del hamiltoniano Kek-O, se recupera la

estructura de bandas de la dimerizacién Kekulé propuesta por Chamon et al.:
E? = vf|p|* + (3too)?, (38)

donde se identifica el primer término como el espectro sin perturbacién de grafeno.
Es claro que la apertura de una brecha en Kek-O es debido al segundo término en
Ec. (37) pues esta es la responsable de generar las interacciones entre valles (nétese
la matriz 7,). La introduccién de este término de masa brinda una masa de reposo

equivalente a la energia F/ = 3ty a las cuasiparticulas en grafeno Kek-O, rompiendo
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la simetria quiral. Debe sefialarse que los valles en si permanecen degenerados pero el
hamiltoniano ya no respeta la inversion de paridad. En este caso, se dice que la simetria
quiral se rompe explicitamente, separando las bandas de conduccidn y valencia.

Asumiendo v = 1, el hamiltoniano efectivo para Kek-Y se puede escribir como

H=1v,(8"-p)+v. (8 -p), (39)

donde p = (p,,py,0) es vector de momento. Se tomo la libertad de reescribir las
matrices de pseudoespin e isoespin como S’ = H®0 y S” = T®0, respectivamente,
con Ty o representando el vector de Pauli de tres componentes que actiia solamente en
el grado de libertad de valle () y subred (o), respectivamente. Se refiere a v, = |p|vy
y v = |p4|vs como las velocidades de subred y valle, respectivamente. El factor
p+ es una renormalizacion de la velocidad de Fermi vy que corrige esta forma del
hamiltoniano Kek-Y para que sea vélida para todo orden en la magnitud de A y el
angulo de fase ¢ de la modulacién de Kek-Y (consulte el apéndice B en su trabajo
(Gamayun y cols., 2018)). Sin perdida de generalidad, se asume que el acoplamiento
Kekulé es débil (Ay < 1) e isotrépico (¢ = 0 Kek-Y). Como tal, la velocidades se
aproximan a v, = vy y vr = Qgv,.

La distorsion Kek-Y complementa el término de bloqueo de pseudoespin-momento
con un término de bloqueo de momento adicional que amarra el isoespin de valle al
momento, mezcla los estados de valle y rompe la degeneracién de valle. El bloqueo
valle-momento define otra helicidad. Esta nueva helicidad de los electrones con baja
energia sigue la norma de mano derecha donde las particulas de mano derecha (izquier-
da) tienen helicidad positiva (negativa). Con esto, una relacion uno a uno se establece
entre la dispersion y destreza de los fermiones efectivos. Esta relacion y la degenera-
cién de valle rota pueden verse en los eigenvalores de energia correspondientes, resu-
midos en la ecuacion

E? = (v, £0,)% |p|*. (40)
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En la figura 17, se grafica la energia con los valores esperados de pseudoespin (flechas
purpuras) e isoespin (flechas anaranjadas) para los conos de Dirac con energia positiva.
La orientacién del pseudoespin permanece paralelo al momento para +|F| tal como
en el caso pristino. Sin embargo, la distorsion Kek-Y distingue entre particulas con
pseudoespin de mano derecha debido a la mezcla de estados de valle. El efecto del
término de valle es aumentar o disminuir la velocidad de las cuasiparticulas en una
cantidad igual a la velocidad de valle +v... El signo que le corresponde a la velocidad
de las particulas es determinado por si el isoespin es paralelo (+|v,|) o anti-paralelo
(—v,) ala direccién de movimiento. Ambas especies de distorsion Kekulé anidan los
valles en el centro de la zona de Brillouin pero el rompimiento de la degeneracion
de valle debido a la distorsiéon Kek-Y habilita los portadores de carga a viajar a dos
velocidades distintas dados por el gradiente el espectro de energia. Evidentemente,
la separacién de los valles de Dirac provocado por la nueva distorsion efectivamente
elimina la degeneracién de valle y, por ende, la simetria quiral. Sin embargo, el espectro

permanece sin brecha, contrario a las esperanzas de Gutiérrez et al.

Energy

Pz Py

Figura 17: Relacion de dispersion descrita por la ecuacién (40) y la direccidn esperada
del pseudoespin (flechas purpuras) y el isoespin (flechas anaranjadas) para los conos
con energia positiva. Para los conos inferiores, la direccion del los espin son invertidas.

41



La separacién de los valles dado por v, |p| crece linealmente con el momento
tanto para particulas diestras como zurdas y deja a los valles degenerados en p =
0. Entonces, la degeneracién de valle no se rompe para los estados de energia mas
bajos, llamados modos cero. Més aun, Gamyun et al. explican que esta variante de
la distorsion Kekulé respeta una nueva simetria de inversion de paridad gracias a la
helicidad de valle. Esta simetria se caracteriza por una doble transformacién sobre los
indices de valle y subred de la forma (0, ® 7,)Hger—y (0, ® T,) = —Hgep—y. El
resultado es que los conos de Dirac permanecen en contacto entre si en el nivel de

Fermi y los electrones con baja energia conservan su naturaleza sin masa.

4. Resultados y Discusiones

4.1. La simetria de superred y fermiones quirales

Para empezar el andlisis, se investiga mas a fondo el trabajo de Gamayun et al.
y se discute los detalles de su modelo de Kek-Y relacionados con la mecénica de
los cuasiparticulas. Los términos de bloqueo de pseudoespin e isoespin-momento en
el hamiltoniano Kek-Y proyectan los grados de libertad de espin efectivos sobre el

momento de las fermiones efectivos. Se puede definir un par de operadores de helicidad

de la forma
1
he=-8".2 @1)
2 P
y
1 P
BT =-87. %, (42)
2 P

donde p = /p2 + p:. La conservacién del espectro sin brecha significa que la quira-
lidad y helicidad son conceptos intercambiables en este sistema. Por lo que se puede
entender que la distorsién Kek-Y genera dos tipos de particulas quirales. Para que sea

claro, se abstiene de referirse a la helicidad del pseudoespin como una quiralidad, en
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cambio solo se utiliza el término para referirse exclusivamente a la simetria de in-
version en el valle. Resulta conveniente reescribir los dos términos del hamiltoniano
Kek-Y como

H? =2v,ph®y H™ = 2v.ph”, 43)

En el régimen de acoplamiento Kekulé débil e isotrépico, se puede identificar /7 como
el hamiltoniano de grafeno pristino y A7 como el potencial perturbativo debido a la
modulacién de los enlaces C-C.

La simetria de la superred descubierta por Gamayun et al. se puede explicar a partir
de las simetrias de los dos operadores de helicidad. Considere el indice o que repre-
senta o o 7, entonces el hamiltoniano de la ecuacién (43) obedece una transformacion

de paridad impar de la forma general

SeHOSY = —He. (44)

Tomando o« = ¢, la ecuacién describe la conocida simetria de subred conocida de
grafeno pristino. Esta transformacion intercambia un fermién con otro de helicidad
opuesta. La simetria de subred y simetria de inversion temporal en grafeno sefiala que
la inversion del pseudoespin de los fermiones en grafeno es equivalente a un intercam-
bio particula-antiparticula. Reescribiendo la relacion de dispersién en la Ec. (40) en

términos de la Ec. (43) como

E = sgn(h?)v,p + sgn(h")v,p, (45)

se observa que la helicidad determina si la particula se considera un electrén o un
hueco, o fermién o antifermion, tal como en el caso pristino. La separacion de valle
provocado por el operador de quiralidad genera la simetria de valle (o« = 7). Tal como
la simetria de subred, la simetria de valle puede ser vista como el intercambio entre

fermiones con quiralidad diestra y zurda. Sin embargo, ambas simetrias son rotas por
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Kek-Y ya que el hamiltoniano no anticonmuta tanto con S como S7. No obstante, el
hamiltoniano Kek-Y es antisimétrico respecto a una transformacion simultdnea sobre
ambos espin S, = 7, ® 0,. De esta manera, la simetria de la superestructura Kek-Y
puede interpretarse como un intercambio entre las especies de fermiones y antifer-
miones quirales. Lo que distingue estas dos particulas en términos mecdanicos es la
velocidad a la que viajan. Un fermidn (antifermién) diestro (zurdo) se mueve con rapi-
dez vy = vy + v, (v, = —v, — v,) mMientras que su pareja inversa, es decir un fermién
(antifermion) zurdo (diestro), tendrd una rapidez de v, = v, — v, (Vg = —Vs + V7).
De manera similar a la simetria de subred, la simetria dos-en-uno no permite que
la textura Kek-Y separe las bandas de energia y la dispersion pseudo-fotonica de las
cuasiparticulas perdura. Entonces, la cinematica de los fermiones Kek-Y no difiere del
caso pristino; es enteramente caracterizada por el acoplamiento del momento con su
respectivo espin. Sin embargo, S, no conmuta con el hamiltoniano Kek-Y. Entonces
se le puede llamar verdaderamente una simetria a la simetria de la superred pues las
matrices S¢ pueden variar con el tiempo. Esto indica que existe un intercambio conti-
nuo de particulas con helicidad y quiralidad opuesta. Debido a que la cinemaética de las
cuasiparticulas es determinada al final de cuenta por su helicidad y quiralidad, ahora
se enfoca el andlisis en las propiedades dindmicas de los fermiones quirales bajo la

textura Kek-Y.

4.2. Ecuaciones de movimiento y zitterbewegung

Se sigue el procedimiento estandar para calcular los operadores evolucionados en
el tiempo en la representacion de Heisenberg. La derivada temporal de un operador de

tipo Heisenberg A esta dada por

d 1 0
CA() = = [AG), H] + 2 A(r). (46)
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Se reescribe el hamiltoniano Kek-Y de la ecuacién (39) como la suma de los hamilto-

nianos en (43) y se sustituye en (46) para obtener

d 1 " 1 L0
EA(t) =z [A(t), H?] + g [A(t), H™] + EA(t)’ 47)

donde las matrices de los espin efectivos satisfacen las relaciones de anticonmutacién

de la ecuacion de Dirac:

[5¢,5¢] = 2iegSy, (48)

[S¢.pj]l = 0 paratodai,j k=1,2,3, (49)

para o = o, 7. De inmediato se puede verificar que la fase Kek-Y conserva el momento
lineal, esto es
d

7P=0 (50)

como se espera de una particula libre. Las matrices de pseudoespin e isoespin conmu-
tan,

[S7,57] =0, paratodo i, j = z,y, 2. (51)

Entonces es evidente que la evolucion temporal de las matrices de pseudoespin no
dependen del isoespin y vice versa. Por este motivo, se sustituye A(t) por el vector de
matrices de espin efectivo generalizada S“(¢) en la Ec. (47) para obtener una ecuacion

de movimiento para ambos grados de espin de la forma

d qosn 2V N

Esta ultima ecuacién es la expresion analitica del fendmeno de acoplamiento espin-

momento, y es equivalente a la ecuacién de movimiento de un dipolo magnético en un

ra® . 2 .z . n
campo magnético (haciendo % — —7B, con 7y la relacién giromagnética), como

se encontrd para el caso pristino (Mecklenburg y Regan, 2011). De esta manera, las
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componentes de S precesan alrededor del vector de momento, con expresiones dadas

por

Sa(t) = $+%$m@m
"’% (szg — py5§) [1— cos (wat)], (53a)
sety= 5% —2gogin (wat)
Yy Yy P z [
Pa N N
3 (PS5 = 2S5 [1 = cos (wat)] (53b)
1 .
S2(t) = » (paSy — pyS2) sin (wat)
+57 cos (wat) (53c¢)

donde w, = 2pv,/h es la frecuencia angular de la precesion y las S del lado derecho
estan en la imagen de Schrodinger. Este movimiento de precesién mantiene constante
la componente de S“ colineal al momento, como se puede demostrar proyectando

ambos lados de la Ec. (52) sobre el momento y usando Ec. (50), para llegar a

d. . 204 o B

Es decir que la helicidad (o« = o) y la quiralidad (o« = 7) son propiedades conservadas,
a pesar de que el espin no se mantiene constante en el tiempo.
El operador de posicién » = (x,y) se puede obtener a partir de su relacién con el

operador de velocidad v dado por la Ec. (47)

d

r(t) = 0,87 () + v, 87 (¢). (55)

Se observa que el operador de velocidad para grafeno Kek-Y consiste de la suma de dos
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operadores de velocidad proporcionales a los espin de subred y valle, respectivamente.
Asi, el desplazamiento de los fermiones también depende de los vectores de pseudo-
espin e isoespin, no solamente en el momento como lo es normalmente para particulas
libres no relativistas. La precesion de los operadores S“(¢) conducird a oscilaciones
en la posicion de la particula. El operador de posicion se obtiene sustituyendo las Ecs.
(53a) y (53b) en (55) e integrando. Asi la solucién para la dependencia temporal del

operador de posicion es

T(t) = rine(t) + Y &%(1) (56)

a=o0,T

donde 7;,.(t) un operador que describe el movimiento rectilineo andlogo a una parti-

cula libre no-relativista cuyas componentes son

xlibre(t) = To + UUth + UTtS; +

h p o o

2 > p_g (p:5, _pysz)wat] , (57a)
Yuibre(t) = Yo + vgth + thS; —

h Dz for o'

3|2 5 (S —pySgg)wat] | (57b)

Mientras los operadores £(¢) describen movimientos temblorosos y estan dados por

« . hpy « -
gz (t) - 9 p2 Sz [1 cos (wat)]
h .
_5% (poS2 — p,S2) sin (wat) (58a)
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hp,
(6% — __ & (6% 1 o
(t) = 5 2SZ [ cos (wat)]

ot (paSS — pySY) sin (wat) . (58b)

Las oscilaciones en la posicion descritas por las Ecs. (58a) y (58b) son conocidas como
zitterbewegung por analogia con la oscilacién en la posicién de fermiones relativistas,
descubierta por Schrodinger (Schrédinger, 1930; Barut y Bracken, 1981). Entonces,
para grafeno Kek-Y se manifiestan dos zitterbewegung independientes: uno debido al
acoplamiento del momento con el pseudoespin, £7 (), que oscila con frecuencia w, y
otro que resulta del acoplamiento del momento con el valle, £ (¢), con frecuencia w, .

De acuerdo con la teoria de zitterbewegung introducida por David Y Cserti (2010),
el acoplamiento de un grado de libertad de tipo momento angular con el operador
de momento lineal genera un zitterbewegung que se caracteriza como una oscilacion
producto de la interferencia entre estados con energia distinta; donde la frecuencia
de oscilacion es proporcional a la diferencia en energia entre los estados. En el caso
de grafeno pristino, el acoplamiento del momento se da con el grado de libertad de
pseudoespin y consecuentemente el zitterbewegung se genera a partir de la interac-
cién entre estados con energias positivas y negativas (helicidad opuesta) (Maksimova
y cols., 2008). En grafeno Kek-Y, ademas del acoplamiento pseudoespin-momento,
se tiene un acoplamiento entre el momento y el valle (o isoespin); entonces, ademds
del zitterbewegung producto de la interferencia entre estados de energia positiva y ne-
gativa, aparece un zitterbewegung adicional que se produce de la interferencia entre

estados de valles distintos (quiralidad opuesta) con energia del mismo signo.

4.3. Dinamica con acoplamiento valle-momento

Ahora se calcula la evolucion temporal de la densidad de probabilidad y los valores
esperados de los operadores de posicion y velocidad de un paquete de ondas. Se con-

sidera un paquete de ondas inicial (! = 0) con la forma de una gaussiana ambulante,
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representado como
2
1 il +ik0-'r|

AT

con r = (z,y) el vector de posicion, A, la incertidumbre respecto al la posicién de la

w(r)

T) @ o), (59)

distribucién gaussiana, ko = kg (cos 6, sin6,) el vector de onda inicial y el producto
|7) ® |o) representa las condiciones iniciales de valle (|7)) y subred (|o)). Recordando
que o = 7,0, se describe de manera general a las condiciones iniciales de valle y

subred utilizando el formalismo de la esfera de Bloch como

o) = cos (04/2) |2, +) + e sin (0,/2) |z, —) (60)

donde 6, es la colatitud y ¢, el dngulo azimutal del vector de pseudoespin (o = o)
e isoespin (& = 7) y |z,%) los eigenvectores de la z-ésima matriz de Pauli. Esta
eleccion de condicion inicial permite evaluar los valores esperados de los términos
de operadores de posicion y velocidad que son funciones de los operadores p; y las
S¢ como el producto de los valores esperados de una funcién dependiente de p; y
otra dependiente de S{*. Mas aun, los valores esperados de las S en la imagen de

Schrodinger estan dadas por

(S%) = (sin b, cos @, sin b, sin @, cos O, . (61)

Se evalia numéricamente la evolucion temporal del paquete de ondas gaussiano
mediante la discretizacion apropiada del operador de evolucién temporal de la repre-
sentacion de Schrodinger. Se utiliza este operador para calcular la funcién de onda
evolucionada un paso en el tiempo 0t a partir de la condicidn inicial dada por la Ec.
(59), iterando hasta alcanzar el tiempo final deseado. Para determinar la trayectoria
promedio del paquete de ondas, se obtuvo el valor esperado de los operadores x(t) y
y(t) a partir de la transformada de Fourier de la condicién inicial [Ec. (59)]. En todos

los casos se considera Ay = 0,1 y posicién inicial 7y = 0 para la gaussiana. Se con-
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sidera A, = 20 A~! para la dindmica en la imagen de Schrodinger y A, = 200 A~
para la dindmica en la imagen de Heisenberg. Para la metodologia numérica, véase el
apéndice A.

Para el primer caso, considere un paquete gaussiano inicialmente estatico (p, = 0)
con el pseudoespin e isoespin apuntando en la direccion z positiva, esto es 6, = 0, =
0 cuya densidad de probabilidad a tiempo ¢ = 25 fs se muestra en la figura 18 en
grafeno Kek-Y y pristino. La polarizacion (inicial) del paquete de gaussiano en la
direccién perpendicular al plano implica que la relacién de incertidumbre respecto
a la proyeccién del pseudoespin y el isoespin en el plano se maximiza; la medicién
del pseudoespin e isoespin en la direccién x y y encontrard que el paquete de ondas
estd en una superposicion de estados de pseudoespin e isoespin en cada direccién en
el plano zy. Més atin, un paquete de ondas con forma de gaussiana en espacio real es
también una distribucién gaussiana en espacio reciproco que, en este caso, es simétrico
alrededor de p, = 0; la medicién del momento mostrara que el paquete de ondas se
encuentra en una superposicion de todos los estados de momento en el plano zy.

(a) x1o'5 (b) x10°
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Figura 18: Densidad de probabilidad |¢'(z, y)|? de paquete gaussiano con incertidum-
bre A, = 20 A inicialmente estético (ko = 0) at = 25 fs con 6, = 6. = 0 en grafeno
pristino (a) y grafeno Kek-Y (b).

El paquete de ondas existe, entonces, como una superposicion de cada combinacién

posible de estados de momento, pseudoespin e isospin, incluyendo los estados cuyo
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momento es colineal con los vectores de pseudoespin e isospin. Asi, el paquete de
ondas contiene soluciones de tipo fermion y antifermion de quiralidad derecha y zurda.
Cada una de estas soluciones debe respetar los fenémenos de bloqueo pseudoespin-
momento y valle-momento expresados en la Ec. (52). A pesar de (p) = 0, se observa
que la densidad de probabilidad se dispersa uniformemente en todas las direcciones.
La dispersion uniforme del paquete de ondas en grafeno pristino, que se muestra en la
figura 18(a), forma un anillo con una velocidad de grupo asociada igual a la velocidad
de Fermi. En la figura 18(b), se manifiesta la ruptura de degeneracion del valle: se
muestra que la densidad de probabilidad del mismo paquete de ondas en el grafeno
Kek-Y desarrolla dos anillos concéntricos. De manera similar a como la ruptura de
la degeneracion del valle en Kek-Y puede verse como una divisién de los conos de
Dirac, el anillo formado en grafeno pristino puede pensarse como si fuese dividido
por la ruptura de la degeneracion del valle pues permite que el paquete de ondas se
disperse a dos velocidades diferentes. El anillo mas externo corresponde a la densidad
de probabilidad de fermiones y antifermiones con quiralidad diestra con una velocidad
de grupo v, = %(v, + v, ), mientras que el anillo mds lento corresponde a la densidad
de probabilidad de fermiones y antifermiones con quiralidad zurda con velocidad de
grupo v, = +(v, — v,).

El paquete de ondas también es una superposicion estados cuyo momento es or-
togonal al pseudoespin e isoespin. Inspeccionando los operadores S¢(t) en Ecs. (53),
los vectores de pseudoespin e isoespin de estos estados precesardn alrededor de cero
a medida que se propaguen. Dado que el operador de velocidad es proporcional a los
vectores de pseudoespin e isospin dependientes del tiempo, el signo de la velocidad
de estos estados cambiard rdpidamente entre valores positivos y negativos. La dindmi-
ca de paquetes de ondas relativistas unidimensionales (Thaller, 2004) muestra que la
rapida inversion de la velocidad de estados con diferentes fases genera ondulaciones
(ripples’, en inglés) en la densidad de probabilidad. Esto también es cierto en el gra-

feno pristino y Kek-Y; las ondulaciones generadas por la precesion de pseudoespin e
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isospin hacen que una parte de la densidad de probabilidad se separe de las estructuras
del anillo, que se puede ver en la figura 18 como una sombra anular (azul claro) que
viaja detrds de los anillos (amarillo-verde).

Aunque se genera las ondulaciones, la posicion promedio del paquete de ondas
no manifiesta zitterbewegung; la posicion esperada del paquete de ondas permanece
estdtica en el origen, es decir (r(t)) = ro = 0. Dado que la funcién de onda es un
multiplo escalar de los operadores S7 y S7, el paquete de ondas no sufre alglin cambio
bajo una transformacion de subred y valle entonces la funcién de onda no respeta la
simetria de superred (véase Ec. (44)). Asi, solamente la direccion del vector de mo-
mento determina la helicidad y quiralidad de los estados que componen el paquete de
ondas. De esto, la interferencia entre los estados con momento opuesto también condu-
ce al zitterbewegung. Sin embargo, se observa que los unicos términos contribuyentes
al zitterbewegung (Ecs. (58); los términos proporcionales S¢) son funciones impares
del momento. Entonces, en casos como este donde el paquete de ondas es simétrico
en espacio de momentos (¢)(p) = 1(—p)), la ondulacién de los estados de momento

positivo se cancela con la ondulacién de los estados de momento negativo.
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Figura 19: Dindmica de un paquete de ondas gaussiano con ko = 0,05 A1, 0, =0
(flecha blanca) y el pseudoespin e isoespin alineados con el momento (0, = 0, =
/2,6, = ¢, = 0) en grafeno Kek-Y. (a) Densidad de probabilidad del paquete de
ondas a tiempo ¢t = 25 fs. (b) Valor esperado de los operadores de zitterbewegung
en grafeno Kek-Y (linea solida) y grafeno pristino (linea punteada) bajo diferentes
incertidumbres en posicion (color).
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Abhora considere un paquete de ondas en grafeno Kek-Y cuyo momento (ky = 0,05
A, pseudoespin e isoespin apuntan en la misma direccion, especificamente la direc-
cionz (0, = 0,0, =0, =7/2,y ¢, = ¢, = 0). Al fijar el momento del paquete de
ondas paralelo a los vectores de pseudoespin e isospin a t = 0 fs, La mayoria de de los
estados que componen el paquete de ondas son de tipo fermién con quiralidad diestra.
Esto se refleja en la figura 19(a) donde se muestra que los paquete de ondas evolucio-
nadas en el tiempo (f = 25 fs) se propaga en la direccion del momento (representado
por una flecha blanca). Ademads, los valores esperados de los operadores movimiento
rectilineo (7;,.(t)) muestra que el paquete de ondas se mueve a una velocidad muy
cercana a v, + v,, sin embargo, debido a la presencia de estados con momento orto-
gonal a la velocidad, la velocidad promedio fluctia rdpidamente con el tiempo en la
direccion del movimiento.

En la figura 19(b), se caracteriza el zitterbewegung de paquetes de onda cuyo mo-
mento promedio es paralelo al pseudoespin e isoespin (inicial) en grafeno Kek-Y (li-
neas solidas) y grafeno pristino (lineas punteadas) pero con diferentes incertidumbres
en posicion A,. Ya que la funcién de onda es simétrica sobre p, en espacio reciproco
(¢ (py) = ¥ (—py)), la evolucién temporal de la funcién de onda también es simétrica
sobre el eje x en espacio real (¢)(y) = ¥ (—y)). En este caso, no existe zitterbewegung
en la direccién y, esto es (§,(¢)) = 0. En cambio, el movimiento promedio del paquete
de ondas muestra zitterbewegung solo a lo largo del eje x. Este tipo de oscilacion se
ha denominado zitterbewegung longitudinal pues la oscilacion ocurre en la direccién
de movimiento. En grafeno pristino, la interferencia se produce inicamente entre esta-
dos con helicidad opuesta lo que conduce al conocido zitterbewegung de pseudoespin
con una frecuencia caracteristica w, = 2v,p/h. En grafeno Kek-Y aparece un movi-
miento oscilatorio adicional con una frecuencia mucho mas lenta w, = 2v,p/h, donde
w,/ws = Ay. A esta oscilacion le llamamos zitterbewegung de valle porque se debe a
la interferencia de estados con quiralidad opuesta.

Se observa que la amplitud del zitterbewegung de valle disminuye a medida que
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aumenta la incertidumbre en la posicion del paquete de ondas. Una gaussiana en el
espacio de momento es una funcién creciente de la incertidumbre en el momento A,
entonces la amplitud del zitterbewegung también debe aumentar monétonamente con
respecto a A,,. A partir del principio de incertidumbre de Heisenberg, sabemos que
la incertidumbre en el momento A, de una gaussiana es inversamente proporcional
a la incertidumbre en la posiciéon A,: a medida que A, aumenta, A, disminuye. Por
lo tanto, la amplitud tanto del zitterbewegung de valle como pseudoespin es menor a
medida que el gaussiano se extiende mds en el espacio real.

También se observa que el zitterbewegung de pseudoespin y valle del grafeno Kek-
Y son de naturaleza transitoria. Se demostro tedricamente que la amplitud de zitterbe-
wegung de particulas relativistas localizadas se desvanece como ¢ — co (Lock, 1979).
Segun Rusin y Zawadzki (2007), zitterbewegung ocurre siempre que haya una superpo-
sicion significativa de los subpaquetes en el espacio real (los componentes V4,5 i/ K
en este caso) y disminuye conforme se alejan. Esto implica que la tasa de atenuacién
de zitterbewegung esta relacionada con la velocidad a la que los estados con helicidad
y quiralidad opuestas se separan. De hecho, queda claro de la figura 19(b) que el zitter-
bewegung de valle se atenua mucho mas lento que el pseudoespin y que esto se debe
al hecho de que v, /v, = Ay. Para Ay = 0,1, el zitterbewegung de valle se amortigua
diez veces mds lento que pseudoespin zitterbewegung y, por lo tanto, en principio seria

mas facil detectar zitterbewegung experimentalmente en grafeno Kek-Y.
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Figura 20: Dinamica de los paquetes de ondas variando la direccion de momento, don-
de 0, es el dngulo de separacion entre el momento y el eje horizontal. (a)-(e) Propaga-
cion de la densidad de probabilidad |+)|? de los paquetes de ondas a t = 25 fs con sus
respectivos vectores de momento representados con flechas centradas en el origen y la
amplitud de || es expresada segtin la barra de colores. (f) Trayectorias promedio de
paquetes de ondas gaussianas en grafeno Kek-Y (lineas sélidas) y grafeno pristino (li-
neas punteadas) con el tiempo final para la integracion ¢y = 110 fs. Todos los paquetes
de ondas han sido preparadas con pseudoespin e isoespin polarizados inicialmente en
la direccién z positiva (6, = 7/2, ¢, = 0) y z negativa (6, = 7), respectivamente, y
ko = 0,05 A~

En la figura 20 se muestra la dindmica de diferentes paquetes de ondas con pseudo-
espin e isoespin apuntando inicialmente en la direccién z positiva (0, = 7/2, ¢, = 0)
y z negativa (f, = ), respectivamente, y ko = 0,05 A-'. En las figuras 20(a)-(e),
se muestran las densidades de probabilidad de los paquetes de ondas a ¢ = 25 fs en
grafeno Kek-Y donde las flechas representan la direccion del vector de momento y el

color de las flechas corresponde a un dngulo 6, distinto segtin la leyenda en 20(f). En la
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figura 20(f), se presentan las trayectorias promedio correspondientes de los paquetes de
ondas en (a)-(e) en grafeno Kek-Y (lineas s6lidas) y grafeno pristino (lineas punteadas)
como referencia. Tome en cuenta que la incertidumbre en la posicién se ha aumentado
de A, = 20 A en (a)-(e) a 200 A en (f) para visualizar mejor los zitterbewegung.

En la figura 20(a), el promedio del vector de momento del paquete de ondas estd
alineado con el vector de pseudoespin pero ortogonal al vector de isospin. El paque-
te de ondas luego se propaga en la direccion z, pero las componentes de quiralidad
diestra y zurda de la densidad de probabilidad se separan por a sus diferentes velo-
cidades de grupo. El movimiento rectilineo promedio ({r(¢))) del paquete de ondas
en el grafeno Kek-Y, que se muestra en 20(f) (linea sélida azul), es muy cercano a la
trayectoria del mismo paquete de ondas en grafeno pristino (linea punteada azul) pues
v /v, = Ag < 1. A medida que alejamos el vector de momento promedio de la ho-
rizontal en las figuras 20(b)-(d), la tendencia es que el paquete de ondas evolucionado
en el tiempo sigue la direccién del momento. Sin embargo, los kets de pseudoespin e
1soespin se pueden reescribir como una superposicion de estados de pseudoespin e iso-
espin que son colineales con el impulso promedio. De ello se deduce que la densidad
de probabilidad de los estados con quiralidad y helicidad opuestas aumenta en funcién
de 0, y se propaga en la direccién opuesta de (p). Como resultado, las trayectorias
promedio en 20(f) sigue aproximadamente la direccién del momento, la distancia ra-
dial promedio del paquete de ondas disminuye a medida que aumenta 6,,. Cuando los
vectores de velocidad y momento son ortogonales, como en la figura 20(e), la posi-
cion promedio del paquete de ondas no se mueve radialmente, sino que la dindmica se

describe completamente mediante zitterbewegung.
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Figura 21: Valores esperados de los operadores de zitterbewegung con el pseudoespin
e isoespin polarizados inicialmente en la direccién x positiva (0, = 7/2, ¢, = 0) y z
negativa (6, = ) respectivamente, variando el dngulo polar 6, del vector de momento
(ko = 0,05 A~1). (Superior) Zitterbewegung de pseudoespin y valle en la direccién
x de los portadores de carga en grafeno Kek-Y. (Medio-superior) Zitterbewegung de
pseudoespin y (Medio-inferior) Zitterbewegung de valle aislados. (Inferior) Zitterbe-
wegung de pseudoespin y valle en la direccion y.

Se puede visualizar zitterbewegung mejor si se resta la contribucion rectilinea al
movimiento y se grafica solo los operadores zitterbewegung como funcién del tiem-
po. En la figura 21, se traza la contribucion oscilatoria a la posiciéon esperada de los
paquetes de ondas de la figura 20(f). En las figuras 21(a) y 21(b), se muestra el valor
esperado del zitterbewegung de pseudoespin y valle en la direccion z y y ((&.(2)) y
(€,(1))), respectivamente. En las figuras 21(c) y 21(d) se aisla el zitterbewegung de
pseudoespin e isoespin en la direccion = ((7(t)) y (£2(1))).

Debido al hecho de que la densidad de probabilidad de los estados con helicidad
(quiralidad) opuesta aumenta en funcién del &ngulo entre los vectores de momento pro-
medio y pseudoespin (isospin). Al polarizar el pseudoespin en la direccién z, el dngulo
entre el momento y el pseudoespin es precisamente ¢,. En la figura 21(c) la amplitud

de la oscilacién a lo largo del eje z aumenta con el dngulo polar 6, del vector de mo-
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mento promedio. Sin embargo, el isoespin esta inicialmente en la direccion z. Como
vimos en la figura 18, la quiralidad para los estados que son multiplos escalares de
ST se determina completamente por su momento. Por lo tanto, zitterbewegung de valle
también es una funcién creciente de 6,,.. En la figura 20(f), se vio que el movimiento del
paquete de ondas es completamente oscilatorio cuando 6, = 7/2. Aqui, en 21, se ve
que la oscilacién es puramente en la direccién ortogonal al momento, especificamente
la direccion z. Esto se conoce como zitferbewegung transversal, ya que ocurre en la
direccién ortogonal a la direccién del movimiento. Se ha demostrado entonces que la
amplitud de zitterbewegung a lo largo de un eje dado aumenta a medida que el vector
de momento promedio apunta mds lejos de él.

Sin embargo, hay una excepcién notable en el caso del pseudoespin zitterbewegung
en la direccién y. Desde |(S7)| = (S;), el término gobernante de & (t) es proporcional
al operador p,p, y por lo tanto es simétrico a lo largo de la linea 45°. La amplitud
del zitterbewegung en este caso es una funcién creciente de 7/4 — 6,. También se
debe mencionar que el zitterbewegung de pseudoespin no desaparece por completo
cuando ¢, = 0. Recordando la figura 19, se estima que la amplitud del pseudoespin
zitterbewegung longitudinal es aproximadamente dos 6rdenes de magnitud menor que

su zitterbewegung transversal en este caso.

5. Conclusion

Aunque la distorsion Kekule-Y rompe la degeneracién del valle del grafeno pris-
tino, la dimerizacién Kekule-Y del grafeno introduce una simetria de superred que es
producto de las antisimetrias de subred y valle. Debido a la simetria de superred, se
pueden construir un par de operadores de helicidad, uno para el pseudoespin y otro
para los grados de libertad del isospin. Se mostr6 que estas dos helicidades son propie-
dades conservadas e indica que el grafeno Kek-Y obedece a una simetria de paridad.

Se argumentd que esta simetria de paridad deja los modos cero de Dirac degenerados

58



en p = 0y las particulas emergentes de baja energia en el grafeno Kek-Y conservan su
comportamiento pseudo-relativista del caso pristino. Sin embargo, utilizando métodos
numéricos para resolver la dindmica de paquetes de ondas gaussianas en la representa-
cion de Schrodinger, se mostré que la ruptura de la degeneracion del valle debido a la
dimerizacion Kekule-Y del grafeno permite que los paquetes de ondas se propaguen a
dos velocidades de grupo distintas determinadas por sus dos helicidades.

También se analizé la dindmica en la representacion de Heisenberg y se encontrd
que el bloqueo momento-valle introduce un zitterbewegung secundario al conocido
zitterbewegung de pseudoespin que se encuentra en el grafeno pristino. De manera si-
milar a zitterbewegung de pseudoespin, este nuevo zitterbewegung es generado por la
precesion del grado de valle (7) alrededor del momento con una frecuencia angular ca-
racteristica wyau = Agw,,, donde Ay < 1 es la constante de acoplamiento Kekule y w,
es la frecuencia angular renormalizada del zitterbewegung de pseudoespin en grafeno
Kek-Y. Mientras que el zitterbewegung de pseudoespin se debe a la interferencia entre
los estados de energia positiva y negativa, este zitterbewegung de valle se debe a la
mezcla de estados de valle con la misma energia.

Se ha demostrado que el zitterbewegung de valle comparte las mismas propiedades
que el zitterbewegung de pseudoespin. Su amplitud aumenta a medida que aumenta
el dngulo entre el isoespin y el momento, y se amortigua a cero para tiempos sufi-
cientemente grandes para paquetes de ondas. Sin embargo, su frecuencia de oscilacioén
menor conduce a una severa disminucién en la tasa de amortiguacion del zitterbewe-
gung, aproximadamente A, veces mds lento que en el grafeno pristino. Por lo tanto, es

mas viable usar grafeno Kek-Y que otras alternativas para probar zitterbewegung.
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Appendices

A. Metodologia en la representacion de Schrodinger

El operador de evolucién temporal continuo U (¢; ty) = e~ #(~%) se puede apro-

ximar utilizando el operador de evolucidn temporal discreto
U(6t) = e~ w0, (62)

donde H es el hamiltoniano y dt es la cantidad que el operador U(6t) desplaza la
funcién de onda en el tiempo. Para ¢t suficientemente pequefio, se puede calcular la
funcion de onda a un tiempo arbitrario aplicando U (dt) sucesivamente. Sustituyendo

(39) en (62), el operador de evolucion temporal para grafeno Kek-Y es

U = e ety 63)

donde v; = v,S7 + v,;S] son los operadores de velocidad de la Ec. (55) en la repre-
sentacion de Schodinger.

A partir de (63), se sigue un procedimiento muy similar al de Carrillo-Bastos et al.
(2018) donde utiliza la formula de Zassenhaus para evitar diagonalizar al hamiltoniano
en cada paso de tiempo. La formula de Zassenhaus establece que para dos operadores

no conmutativos Ay B

SHA+B) _ A B S A,B] 5 (B ABI+AAB]) (64)

Entonces, se aproxima U (dt) hasta segundo orden en §t como

) ) 512
U~ 6—%pwvxéte—%pyvyételﬁfgpzpy[vzﬂ)y]7 (65)
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donde [v,, v,| es diagonal. Se utiliza la forma de Cayley para operadores exponenciales

para obtener

Ut ~ 1 — £p,v,6t
- 1+ %vamét

(1 - %pyvyét)
x | — 22
1+ +pyv,ot

. S42
y ( 1+ z%pxpy[vx, ] > ' 66)

1 — i858 papy[ve, vy

Este método asegura la unitaridad de la densidad de probabilidad y es robusto hasta
el cuarto orden en dt. Asi, la funcién de onda dependiente del tiempo |¢)(t + t)) se
puede obtener en términos de |¢)(t)) a través de aplicaciones sucesivas del operador
de evolucion temporal como [¢(dt)) = U(dt). Para facilitar la implementacién de este
método, resulta conveniente colapsar el producto de los operadores en su forma de

Cayley, definiendo

. S42
_ L4 i papy[vs, vy

|2 —7 [U(1)), (67a)
1 - Z%pxpy[vm vy
1 — ip,v,ot
ly) = —h———1z). (67b)
1+ Epyvyét

Entonces, la funcién de onda desplazada en el tiempo por una cantidad dt se puede
calcular como

1 — £p,v,6t

[W(t+dt)) = m@% (68)
h TvT

utilizando algoritmos similares calcular los kets |2) y |y) y luego calcular |i)(t + dt))
en el espacio definido por una malla de grafeno discretizada. Minimizamos los errores
asociados con las aproximaciones de Zassenhaus y Cayley utilizando un pequeiio paso

de tiempo ot = 0,1 fs.
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