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ESTUDIO DE CONVERGENCIA DE LA FUN{JI@N
DE GREEN Y DESARROLLO DE LA FUNCION DE
ONDA EN UNA DIMENSION

Resumen aprobado por:

Sl
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DR. JORGE ALBERTO VILLAVICENCIO AGUILAR

Con base en una expresion analitica exacta se demuestra la canvergencia
del desarrollo de Cauchy de la funcién de Green en términos de estados
resonantes para el caso particular de una barrera de potencial. Se extiende
dicho desarrolio a la funcién de onda en la regién inferna, utilizando la
relacién matemética fundamental que existe entre la funcién de onday el
propagador del sistema.
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I. INTRODUCCION

1.1 Antecedentes.

La investigacion de las pré;ﬂedades de transporte electronico en estructuras cuanticas
artificiales tiene su origen en cl trabajo pionero de Tsu y Esaki (1970), quicnes co-
inciben la posibilidad de disenar tanto tedrica como experimentalmente superredes
semiconductoras. Ciertamente, la reducida dimensidn de dichas estructinvas puso de
manifiesto fendmenos nuevos de naturaleza cudntica, los cnales poseen interesantes
aplicaciones tecnoldgicas en el contexto de la llamada electrénica cudntica (Weisbuch,
1991}, En particular, los fendimenos relacionados con los mecanisinos de transporte,
los cuales ocurren mediante tunelaje o tunelaje resonante, han sido objeto de intensos
estudios tanto a nivel basico como aplicado (Capasso y Datta, 1990; Capasso et al.
1986).

Si bien es cierto que el tunelaje resonante ha sido ampliamente estudiado en la lit-
cratura con base en descripciones estacionarias basadas en la ccuacion de Schrodinger
independiente del tiempo (Tsu y Esaki, 1973; Ricco y Azbel 1986), las ventajas de
utilizar representaciones alternativas de la funcién de onda han sido ampliamentie
demostradas (Garcia-Calderén et al., 1993; Romo y Garcia-Calderén, 1994; Garcia-
Calderdn et al., 1994; Romo, 1995}. En particular nos referimos al formalismo desar-
rollado originalmente por Garcia-Calderén y Rubio (1987), el cual permite describir
la solucidn de la ecuacidn de Schrodinger independiente del tiempo para potenciales

arbitrarios de alcance finito, con base en soluciones analiticas las cuales involueran los




polos complejos de la matriz S, y los estados resonantes del sistema. Dicho formal-
ismmo ha permitido describir las propiedades de transporte eleclrénico en polenciales
unidimensionales con distintas geometrias (Romo, 1995; Garcia-Calderdn et al., 1993;
Romo y Garcfa-Calderdn, 1994). In particular ha pernitido obtener parametriza-
ciones de cantidades fisicamente relevantes, tales como el (:oofi(.‘,ienf.e de transmision
y la corriente electrénica (Garcia-Calderdn et ol., 1994) las cuales han resultado her-
ramicntas ttiles en la investigacion de diversos aspectos del tunclaje.

Uno de los aspectos fundamentales en los ciales se basa ¢l formalismo antes men-

cionaco, es la relacion existente entre la funcién de onda ¥ (k) y la hincidn de

Green del sistema Gt (z,2'; k) oblenida por Garcia-Calderén (1987) i e. W (z,k) =
2ikG™ (0,2, k), donde k corresponde al momento de la particula incidente, Dicho sea
de ofra manera, se cstablece matematicaimente una profunda conexién entre el proceso
tipico de dispersién caracterizado por la funcion de onda ¥ (z, k), y ¢l decaimiento
cuantico el cual es descrito por el propagador del sistema G* (0, z; &), Explotando las
propiedades analiticas de Gt (2, 2'; k) es posible obtener un desarrollo de Cauchy del
propagador en {uncién de los eigenestados resonantes u,(x) y los polos complejos de
Gt (0, a; k); en consecuencia se tiene un desarrollo también para la funcién de onda
U (z, k). Los estados resonantes, los cuales son los ingredientes esenciales en estos
desarrollos, fueron infroducidos originalmente por Gamow {1928) para describir el
fendmeno de decaimiento «; dichos estados corresponden a soluciones de la ccuacidn
de Schrodinger independiente del tiempo con condiciones de {ronlera de onda saliente,
lo cual conduce a considerar necesariamente eigenvalores complejos de la energia.

I%s pertinente mencionar que el formalismo desarrollado en una dimension tiene su




origen en el trabajo realizado en el contexto de la fisica nuclear por Garefa-Calderon
y Peierls (1976). Dichos autores obtuvieron un desarrollo de la funcidn de onda en
estados resonantes para el caso tridimensional a partir de un desarrollo de Cauchy
del propagador del sistema: Mas atin, demostraron rigurosamente mediante el em-
pleo de las propiedades de la matriz S del sistema, fa validez del desarrollo de Cauchy
para potenciales tridimensionales arbitrarios de alcance {inito. Para ¢l caso de po-
tenciales unidimensionales esto no ha sido demostrado aiin y constituye un probletna
matematico abicorto; llevar a cabo la demostracién para el caso general de un potencial
arbitrario de rango finito es un problema no trivial, el cual involucra un conocimiento
profundo de las propicdades analiticas del propagador y de la matriz de dispersion
del sistema, asi como de la conexién de esta 1iltima con la matriz de transferencia.
No obstante que estos aspectos foriales de la teoria avin no han sido completamente
explorados, los desarrollos de la funcion de onda cn estados resonantes a los cuales con-
duce, se han aplicado con éxito a potenciales unidimensionales particulares con el fin
de estudiar las propiedades del tunelaje resonante, donde se han estudiado sistemas
de doble barrera, triple barrera, y multibarreras. Los resultados de estos trabajos
constituyen verificaciones a posteriori de la validez de los desarrollos de Cauchy en
cada caso.

Lia demostracién formal para el caso general, como se menciond anteriormente,
es un. problema de complejidad considerable; la demostracion para algin potencial
particular constituye un primer paso en esta direccion, y marca la pauta para una
generalizacién posterior.

1.2 Planteamiento del problema.




on este trabajo demostraremos formalinente la existencia del desarrollo de Cauchy
del propagador en términos de estados resonantes, para el caso particilar de una
barrera de potencial; ésto nos permite demostrar la convergencia del desarrollo cn
estados resonantes para la funcién de onda en dicho sistema.

Con la finalidad de gue nuestro trabajo sea antocontenido, en el capitulo I se pre-
sentan una serie de conceplos basicos referentes al formalismo de estados resonantes,
asi como el desarrollo de Cauchy para la funcién de Green en términos de dichos
estados. IEn ¢l capitulo III se presenta la derivacidon de una relacion matemditica
fundamental entre la funcién de onda y la funcidén de Green, obtenida por Garcia-
Calderén (1987). Es preciso aclarar que al final de dicho capitulo se discutirdn desde
un punto de vista matematico una serie de objetivos particulares asi como las es-
trategias que nos permitirdn desarrollar las metas originalmente planteadas. En el
apitulo I'V se obliene una expresién analitica para el propagador asociado a una
barrera de potencial. Asimismo, con base en el comportamicnto asintético del propa-
gador del sistema, se demuestra la existencia del desarrollo de Cauchy para este caso
particular y se extiende dicho estudio al caso de la funcién de onda. Finalmente, en

el capitulo V se presentan las conclusiones de nuestro estudio asi como las secuelas

mas importantes.
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IT. DESARROLLO DE CAUCHY PARA LA FUNCION DI GREEN.

In el contexto de la fisica nuclear, Garefa-Calderén y Peierls (1976) obtuvieron
para el caso de un potencial radial de rango finito, un desarrollo de la funcién de
Green del sistema cn términos de sus estados resonantes. La extension de dicho
formalismo al caso de un potencial unidimensional V() definido en una regiodn finita,
0 < 2 < L, fue desarrollada por Garefa-Calderén y Rubio (1987) en el contexto del
tuneloge resonante cn estrucluros cudniices unidimensionales.

5l propésito de este capitulo es presentar el procedimiento analitico para la ob-
tencion de dicho desarrollo, el cual se signe a lo largo de las misinas lineas que cu
cl caso tridimensional; sin embargo, existe una dilerencia fundamental entre ambas
situaciones fisicas. ISsto es, la condicién a la frontera cn el origen para el potencial
radial, consiste en la anulacidn de la funcién de onda en dicho punto, mientras que
en el caso unidimensional se tienc una condicién de onda saliente en & = 0: es decir,
cl caso unidimensional posee dos fronteras abiertas, una en = 0 y otra en o = L.

El planteamiento para el caso unidimensional parte de la integral de Cauchy,

VoG (a,ahik)
I= 5{4 Tk W

donde C es un contorno simple cerrado en el plano complejo &, y que excluye todas
las singularidades en el integrando de la ecuacién (1). Es importante mencionar que
la funcién de Green posee un mimero infinito de polos simples y es analitica en todo

el plano complejo &, 4. e. la funcién de Green es meromérfica.




Utilizando el teorema de Canchy obteneinos,

1 G {a, 2’y k) G4 Mo k) G (i, 2y k) _
I:ﬁ / 1’ / v u = p
Gk 5 i — [ 2= | o (2)

2 =
o = e
donde €' representa un cireulo de radio 22 centrado on ¢f origen . Il contorno ',
encierra a cada uno de los polos simples de la funcién de Green G+ (i, a'; k) situados
dentro del contorno C; el contorno Cy encierra al polo & = k. El conforno € sec toma
cn sentido confrario al de las manceillas del reloj, mientras que los contornos C,, Ci.

sc recorren en ol sentido de las manecillas del reloj, ver figura 1.

I (k)
plano-k
* R .
C
Cy
T —
" Re (k)

Ol
[ONN IO

0 . .

Figura 1: GContorno simple cerrado C' en el plano complejo k.

A continuacién utilizaremos el teorema del residuo para evaluar las integrales a lo
largo de los contornos €, y C}. La férmula para el calculo del residuo & en un polo

complejo z = z de una [uncién F(z) es,

b= 2milim,_,, (2 — z) I"(z) . (3)




Por o tanto, los residuos correspondientes a los polos {A,} estan dados por la ex-
presion,

Gt (x,2'; k)

b = 2milimys ., (K — k) o

la cual podemos reeseribir como,

1
b= 2milimg g, Ly g, (K — J) Gt (x, ' k). (5)

b=k

Una vez evaluados los Hmites en (5), la expresion para ol residno cs,

. Pu
b= 2m— 4]
) mkn s (6)

donde p, corresponde a los residuos de G (2, @5 k) en cada nno de los polos complejos
k,. Como veremos mas adelante, dichos residuos son expresados cn términos de los

estados resonantes del sistema.

Siguiendo un procedimiento similar al discutido lineas ariiba, el residuo corre-

spondiente al polo & = £k es,

b =2miGY (z,2' k) (7)

Finalmente, una vez aplicado el teorema del residuo de Cauchy para evaluar las
integrales a lo largo de los contornos {Cn} y Ci en la ccuacién (2) se obtiene la
siguiente expresién analitica para el propagador,

o0 S TR i

p?! 1 G (:L! T ) L) /
Gtz a' k)= ——+——~—_fw—~dk. 8
(w, 75 4) Zkuk,, 2 b —k (8)

1

=1




Como se menciond anteriorimente, los g, corresponden alos residuos de GV (w, 2, &),
en cada uno de los polos complejos k,. Los residuos p,, se expresan en términos de los
estados resonantes del sistema (Garela Calderdn, 1973). Iin ¢l caso unidimensional

los residuos estdan dados explicitamnente por

1

fn = %—) {ui () dz + 2;;_'! [ui (0) -+ 'U?,_ (L)] , (9)

como fue demostrado por Garcia-Calderon ef of. (1991). Aqui las funciones w, () son

los estados resonantes del sistema. Dichos ostados son las soluciones de la ecnacion

de Schrodinger independiente del tiempo;

2m

12 i (L
un (z) | [’»‘3 - "E'E“V} uy () = 0, 1o

dx?

con las condiciones de frontera de onda saliente,

duy, (x) B o ‘

: = ik, (2), (11)
dug (€) A
ayrelie ikpt, (T) .

Dichas condiciones de frontera conducen necesariamente a considerar eigenvalores
complejos de la encrgia, como fue demostrado por Gamow (1928).

Istas eigenlunciones u, (z) tienen una condicién de normalizacién diferente a la

usual, esta es,

L .
f'u'ﬁ (z)dz + i[uﬁ (0) + 2 (L) = 1. (12}
0 n




Sustituyedo (12) en {9), y (9) en (8), nos condnce a la sighicnte expresidn para la

funcion de Green,

22wy () uy, (o 1 G (x,2'; k)
GV (2! ) = 3 e o)t () _/______’ K2 13
(7,2, ) };1 D (k) " 2mi) Rk (13)

De la expresion anterior, es claro que el desarrolio de la funcién de Green en
términos de los estacdos resonantes existe sicmpre y cuando la integral en la ecuacion
(13) sc anule en ¢l Hinite en que & crece en todas la direcciones del plano comnplejo; ésto
no ha sido demostrado formalmente para potenciales unidimensionales, y hacerlo para
el caso particular de ta barrera rectangular constituye el objetivo principal del presente
trabajo de tesis. La anulacidn de la integral en la ecuacion (13) serd demostrada para
el caso particular de una barrera de potencial; dicho problema se discutird en el
capitulo IV. Con ello habremos demostrado que es posible obtener formalmente un

desarrollo para el propagador en términos de los estados resonantes del sistema.

.
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II1. RELACION DE LA FUNCION DE ONDA CON LA FUNCION DE
GREEN

En esla scceion sc presenta la derivacion de una relacidn imatematica entre la
fimecidn de onda W (z, k) y la funcion de Green G (x,2'; k), lo cual permite la
conexion entre los problemas de dispersion y de decaimiento cudntico para potenciales
de alcance finito. Dicha relacion fue obtenida por Garefa-Calderén (1987}, y surge
como un restiltado matematico despuds de manipular adecuadamente la ccuacion de
Schrodinger independiente del ticipo para ui potencial arbitrario 1'/ () (0<a < L).

[In mecanica cuantica el problema tipico de dispersion en una dimension de una

particula de momento £, involucra la solucién de la ecnacién de Schrodinger,

d*V (z, k)

e (17— V] W (e, k) =0, (14)

donde hemos definido V = {2mV (z)/h?). La soluciones que describen el problema

tipico de dispersion estan dadas por:

Wz, k) = &% pre it x <0, (15)

Wz, k) = te', x> L,

donde r y ¢ son la amplitud de reflexiéon y transmisién, respectivamente.

La ecuacién correspondiente para la [uncion de Green se escribe como,




11

d*GY (w, 2" k) 4 - ‘ '
B + {h — V] Gt{x,a"s k) =6(x—a'). (16)

La funcién G¥ (z, z'; k) salisface las siguientes condiciones de frontera de onda
¥ 1

salienteen . =0y z = L,

dG* (0,2, k)

! = kGt (0,3 k), (17)
dx
G (L2 k) = kGt (L, 2" k)

dx s

A continuacién multiplicanos a la ecuacidn (14) y la ccuacion (16) por G (z, «; k)

y W (x, k), respectivamente. Esto nos conduce al siguiente par de ecuaciones:

2 . s

T o i) + [ V] W (0 )G (k) =0, (1)
)!2 + ,t.!...
TCTR) g (@) + 1= V] G (003K 0 (oK) = 6 @ — o) 0 (o). (19)

dz?

Restando las ecuaciones (19} y (18) e integrando la expresidn resultante en el

intervalo de 0 a L, obtenemos,

L L 2
d*G (z, 2’} k) d*V (z, k)
[ - [ SRR e = e - en. @
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La integracion directa nos conduce al siguiente resultado,

dG™* (L, «'; k) dG* (0,25 k)
e AL
(L, , 1w (0, k ,
“(—“(—26'* (L,a' k) + L_,M(ﬁ 0,28y = W (' k) (21)

da da

Para evaluar la expresion anterior es necesario contar con los valores de W () y
sus correpoidiontes derivadas en los extremos del sistema. Sustituyendo en (21} las
expresiones para la funcion de onda y su derivadas evalnadas en @ = 0y z = [,
asi como las condiciones de frontera de onda saliente para la funcién G+ {a,x' k),

dadas por la ce. (17), obtencmos después de algunas manipulaciones algebraicas la

expresion,

W(a', k) = 20hGT (0,2, k), 0<ae<L. (22)

Esta relacién fue derivada por Garcfa-Calderén (1987) y su importancia radica
en que cs posible conectar el problema de dispersién y el de estados resonantes.
En particular, es posible obtener la expresién del propagador encontrando primero la
f6rmula explicita de la funcién de onda ¥ (z, k) para después utilizar la ccuacién (22),
lo que nos conduce directamente a la expresién analitica del propagador G (z,2"; k).

Los detalles de este cdleulo se reservan para la seccién IV.1.
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IV. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FUNCION DE

GREEN PARA UNA BARRIERA DE POTENCIAL

In este capitulo encontraremos la expresion analitica del propagador para el caso
particular de la barrera de potencial. Dicha expresion se obticne a partir de fa relacién
fundamental {cc. (22)) entre ¢l propagador G y la Tuncién de onda ¥; esto nece-
sariamente involucra o cdleulo exacto de la solucion eslacionaria W (2, k) (seccidn
IV.1). Una vez enconlrada la expresion analitica para el propagadpr (seccidn 1V.2),
analizaremos su comportaniento asintdtico en todas las direcciones del plano coum-
plejo. Esto nos permitivd demostrar la anulacion de la integral en la ecuacién (13),
lo cnal es condicién suficiente para la existencia del desarrolio de la funcién de onda
W (2, k) en estados resonantes (scccién IV.3).

IV.1 Calculo de la expresidn analitica del propagador.

" Obtendremos una expresién analitica para la funcién de Green a partir de la
relacién de W(z, k) = 20kG*(0,2; k) presentada en el capitulo 111, BEs claro que
para obtener la expresién analitica del propagador G*(0,z;k), se debe calcular
explicitamente la funcién de onda en la regién interna del potencial, lo cual se re-
aliza a continuacién.

Primero consideremos las soluciones de la ecuacién de Schrédinger independiente

del tiempo para una barrera de potencial V), correspondientes a las tres diferentes

regiones indicadas en la figura 2:




Figura 2: Barrera de potencial unidimensional en donde se indican las regiones dis-

cutidas en ol texto.

Uy (2, k) = '™ 4 peike z < (), (23)
Uy (x, k) = ae® + Be™ 97, 0<a</, (24)
Uy (2, k) = te, x> L (25)

k es el momento de la particula incidente y ¢ = (V — k%2, donde hemos definido

V = (2mVp/h?); los coeficientes » y & son la amplitud de reflexién y de transmisién,

respectivamente.

A continuacién aplicamos las condiciones de acoplamiento para la funcién de onda

y sut derivada en los extremos del sistema, dichas condiciones son,

Wy (0) = Wur (0); Wy (0) = ¥, (0); (26)




Iy, (L) = Y,y (L), ‘I’:,] (L) = \I‘:;” (L) (27)

Después de un dlgebra simple obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para

ay 3

0~ a (1 _ (1) i g (1 b Lj) 3 (29)

ik ik

Por lo tanto, las soluciones para a y § son:

{1 — L) esl
g2 2 (30

g

k
2 9 3
() (1 1) e

2(1+£)
(1+8) eor— (1-8) ent

(31)

a =

Entonces, la solucién para la regién interna del potencial es,
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U (x, k) — 2(1+ %) (ff”“'"“ -2(1- %.‘ e'f("—-"'-). )
(148) er—(1-3) en

Utilizando ahora la conexidn existente entre la funcién de onda W (2, &) y la funcion

de Green G (ec. (22)), obtenemos,

1 ) e -]e
G (0,2;k) = — b 5 5 - {(33)
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1V.2. Convergencia del desarrollo de Cauchy de la funcion de Green.

En la presente seccién demostraremos la convergencia del desarrollo de Cauchy
de la fancion de Green GF para el caso particular de una barrera de potencial. Una
condicion suficiente que garantiza la existencia de dicho desarrollo es la anulacién de
la integral en la cxpresion (13). Aqui utilizaremos la expresién analitica del propa-
gador obtenida en la seecidn anterior y analizaremos si comportamiento asintotico en
el plano complejo k. IEn particular, se¢ demostrard que en el Iimite cuando [k] — oc,
la funcién G (0, z; k) — 0, lo cual garantiza la anulacion de la inLegml antes men-
cionada. Il método que utilizaremos a continnacién y que constituye una de las
aportaciones originales de este trabajo, consiste en estudiar las propicdades analiticas
del propagador asociado a una barrera de potencial, el cual es caleulado en forma
analitica.

Con la finalidad de simplificar nuestro andlisis, estudiaremos el comportamiento
asintético de G+ en plano complejo & considerando los siguientes casos: Caso 1
(Im(k) < 0); Caso Il (fm(k) > 0) y Caso II (Im(k) = 0). Nuecstro punto de

partida es la expresién (33),

1 O._*_C—q(l,~:c) — T cq{L-—z)

ik ale 1l — g?etl

Gt (0, z; k) (34)

la cual hemos simplificado introduciendo los coeficientes oy = (1 ¢/ik), donde

g=(V — k)2

A continuacién se discutirdn los casos arriba mencionacos:




i8

o Caso I [Im(k) < 0]: en ol Hmite en que el médulo de b = (Fh, — iky) tiende
a infinito, 7. e. |k| — oo, la variable ¢ — ik = (Fik; -+ &,) donde &y, — 0.
Al analizar la funcién (34) vemos que los términos dominantes corvesponden
a los factores de la forma o_e?tt=7) y o2 ™ ésto se lundamenta en el hecho
de que las hinciones 0% y efd que aparecen en los factores exponenciales,

crecen a infinito mas rdpidamente que cualquier potencia del cocficiente (1/o_).

Utilizando argumentos similares es posible demostrar que la contribucion de los

factores aye” %47 y o? =% ¢s despreciable, Por lo tanto, cuando jk| crece mds

alla de toda cota, el propagador puede expresarse comno,

o

GH (0, k) > ——. (35)
tha_
Sustituyendo el valor de o_ en la expresién anterior, oblenemos,
ik -
GV (0,z; k) ~ (—?-Eﬁ)e—'”; (36)

en el limite jk| — oo (7 — ik), la expresién asintdtica para el propagador finalmente

se escribe como,

2tk .
Gt (0,z; k) ~ H—E/—e”"m. (37)

Una vez conocido el comportamiento asintético de G, procederemos a determinar
el limite cuando & tiende a infinito en todas las direcciones del plano complejo. Para

realizar esta tarea utilizaremos la representacion polar de la variable & 7. e. & = pet®,
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donde p = |k| y # < ¢ < 2x. Sustituyendo el valor de & en la ccuacion (37) y

definiendo ik = py, donde v = ei(f‘f’+%), el limite de G (0, z; k) cuando [k — oo cs,

—2
limp—ea G (0,25 k) = (??fv'n,,_m%%} = 0. (38)

En la expresion anterior, s clavo que G* (0,2; &} tiende a cero en el limite cuando

p — oo, debido a que el término exponencial en dicha expresion tiende a infinito mas

rapidamente que p.

o Caso IL [[m(k) < 0] en o limite en que ef médulo de b = (Fhy, + iky)
tiende a infinito, @ ¢ |k — oo, Ja variable ¢ — ik = (Fik — k,) donde
k. , — oo. En este caso, siguiendo un razonamicnto similar al discutido en cl
Caso 1, observamos que los términos dominantes estdn dados por los factores

gy rr'ie"'f". Esto nos permite expresar al propagador como sigue:

gz
(0,2 k) ~ 39
G (0, k) ko’ (39)
Sustituyendo el valor de oy cn (39},
— ik
Gt (0,z; k) ~ %z—)e”"‘“, (40)

Por lo tanto de la expresién (40) es claro que G (0, z; &) tiende a cero en ¢l limite

cuando |k| — o0, esto es,

E’Z’-T?I.‘H_.OOG+ (O,IE, nlv) = (. (41)
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o Caso LI [/m(k) = 0]: acontinacion analizaremos el comportamicnto asintético
de G a lo largo del eje real del plano complejo k. Cuando [k — oo (¢ — ik),
vemos que o, — 2y o — 0. Después de algunas manipulaciones algebraicas

en la ecuacion (34), tenemos gue:

(,—ikr.
G'+ 0 a !l i - 42
( H ! ) 2?}[‘. ( )
Finalmente, como cn oste caso k = £k, observamos que cuando by — 00, ol
Hmite de a expresion anterior tiende a cero:
:t(,;kr'klsn
Cimpg—ecGT (0,25 k) = Limy, oo—7— =05 (43)

ik,
por lo tanto, la funcién de Green se anula a lo largo del cje real en el limite considerado.
Finalmente, hemos demostrado que el propagador Gt asociado a una barrera de
potencial, se anula en todas las direcciones del plano complejo en el limite cuando
k| — oo. Esta es una condicién suficiente que garantiza la anulacién de la integral
en la ecuacién (13) en el limite en que el radio @ del contorno €' tiende a infinito, ver
Fig. 1. Por lo tanto, podemos afitmar que el desarrollo de Cauchy converge para cl

caso de la barrera. Dicho desarrollo se expresa como,

n=1
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IV.3. Desarrollo de la funcién de onda W (x, £) en estados resonantes.

Con base en los resultados del capitulo anferior, demostrarcimos la convergencia
del desarrollo en estados resonantes para la funcidn de onda ¥ (2, k) asociada a una
barrera de potencial. Para llevar a cabo osta tarca utilizaremos la relacion existente

entre la funcion de Green y la fincién de onda obtenida en el Capitulo 11T (ce. (22)),
Wz, k) = 2kGT (0,2, k). {45)

Sustituyendo of desarrollo de Gt (ee. (44)) en la ecuacion (45) obtenemos final-

inente,

oy — o |5 i (0) 1 (i)
W (w, k) = 24k )_:1 % = a ol (46)

IZs preciso aclarar que el resultado anterior es la primera demostracion formal de la
existencia del desarrollo en estados resonantes de la funcién de onda W {(z, k), para ¢l
caso de una barrera de potencial unidimensional. Dicho resultado constituye una de
las dportaciones mas importantes del presente trabajo. La expresién (46) nos provee
de una representacion alternativa para la funcidn de onda estacionaria W (z, k), la
cual es relevante en el desarrollo de un formalismo (Garcia-Calderdn et al.,, 1997)
que ha permitido desecribir con base en expresiones analiticas exactas, la evolucién
temporal de la funcién de onda en una barrera de potencial {Garcia-Calderén, et al.
1999; Villavicencio, 2000).

IZs importante mencionar que las ventajas de contar con este tipo de representa-

ciones para el caso de potenciales con geometrias mas complicadas ha sido ampli-

amente demostrada (Garcia-Calderdn y Rubio, 1987; Garcia-Calderén, et al. 1991;
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Romo, 1995); en éstos trabajos se ha mostrado que con una eleccidn apropiada de
un subconjunto finito de N de términos en el desarrolio (46), se puede obtener una

excelente descripeion para el caso de multibarreras.
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V. CONCLUSIONES

Se demuestra para el caso particular de una barrera de potencial la convergencia
del desarrollo de la funcién de Green en estados resonantes, propuiesto por Garcla-
Calderén y Rubio (1987). Se demostré la amlacién del propagador G (0, z; k) enando
[k| tiende a infinito en todas las direcciones en cl plano complejo &, lo cual es una
condicién suficiente para la existencia de tal desarrollo. Para ésto fue necesario
obtener la expresién analitica de G, a partir de la relacion fundamental entre el
propagador y la funcién de onda cuya expresién es bien conocida para potencial
considerado. Una vez demostrada Ja convergencia del desarrollo de Cauchy para la
funcién de Green G (0, 2; &), dicho resultado sc extiende a la funcién de onda U, k)
para la regién interna del potencial en virtud de la refacién antes mencionada, lo cual
constituye ¢l objetive fundamental de este trabajo.

[is importante destacar que hasta ahora sélo se contaba con evidencias nimericas
de la convergencia de dicho desarrollo; la primera demostracion formal para el caso
de una barrera de potencial es la que se presenta en este trabajo. Las extension del

presente estudio a potenciales unidimensionales con geometrias mas complicadas {e.

g. doble barrera y multi barreras) es una de las secuclas mas importantes.
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