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Resumen

Se presentan las soluciones analiticas para la elevacion y la velocidad de
las ecuaciones de aguas someras linealizadas, sin rotacién y sin viscosidad,
en un canal rectangular con fondo curvo. La metodologia se basa en mode-
lar la batimetria mediante una funcién analitica y considera las soluciones
como series de potencias generalizadas. Se examinan dos tipos de forma
batimétrica, una de ellas se modela a partir de una funcién cuadratica y
la segunda se modela a partir de una funcién continua a tramos, cada seg-
mento estd representado por una funcién cuadratica. Las condiciones de
frontera tipo Robin son impuestas para hallar la solucién en ambos esce-
narios. En la batimetria modelada por una funcién cuadratica se verifica
que las soluciones de elevacién y velocidad cumplan con la teoria de on-
das y que sean convergentes alternantes. Se observa que batimetrias con
formas de escaldon o cambios muy bruscos en su pendiente no pueden ser
modelados por una funcién cuadratica. En la batimetria modelada por una
funcién continua a tramos se determinan las soluciones de la elevacién y
la velocidad como serie de potencias, ademas se consideran las condiciones
necesarias para que dicha funcién sea continua para los tramos de funcio-
nes cuadraticas. Lo anterior permitié identificar que abordar el problema de
una funcién continua a tramos, por un nimero finito de funciones cuadrati-
cas acopladas, es posible y que puede ser abordado en estudios futuros.

Palabras clave: Ecuaciones de aguas someras, ecuaciones en derivadas
parciales, series de potencia, modelo analitico, batimetria.
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Capitulo 1

Introduccion

Es de suma importancia realizar estudios oceanograficos en las zonas
costeras debido a que es alli donde se concentran las grandes areas metropo-
litanas y los impactos en estas zonas pueden significar graves consecuencias
en la poblacion, la economia y las obras civiles, como lo afirma el programa
de Fisica Oceanografica financiado por la Fundaciéon Nacional de Ciencias
de Estados Unidos [Fringer et al., 2019]. En dicho programa se alude a la
necesidad de reducir la subjetividad y mejorar la reproducibilidad en la
modelacion de los procesos fisicos en el océano costero, haciendo énfasis en
que la modelacién de la batimetria de zonas costeras permite entender y
determinar cambios debido a diferentes procesos fisicos e hidrolégicos, lo
que se puede utilizar para estudios de conservacion de sistemas naturales
y de plataformas costeras. De igual forma Li et al., (2018) y Gao et al.,
(2019) afirman que la batimetria es uno de los factores fisicos més impor-
tantes en la propagacion de olas en aguas someras, debido a que, un cambio
en este representa un cambio en la frecuencia y en la longitud de onda de
los modos naturales de oscilacién.

Es por ello que entender y modelar los flujos de aguas someras, delimita-
das por fronteras topogréficas, es de gran importancia para comprender la
dindmica y los efectos de resonancia de algunos ecosistemas naturales como
presas, lagos, lagunas y ambientes costeros [Hernandez-Walls et al., 2017].

Aunque diversos estudios han permitido encontrar soluciones numéri-
cas a las ecuaciones de aguas poco profundas, indicando como puede ser
la solucién a problemas hidrolégicos y ambientales, algunos de ellos atin
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carecen de un modelo analitico para ser validados, puesto que el grado de
dificultad que presentan hace dificil esta posibilidad [Delestre et al., 2013].

A la fecha, se han publicado varios modelos analiticos de flujos de aguas
someras linealizados y sin rotacién, con caracteristicas especificas de la ba-
timetria, permitiendo establecer los modos resonantes de la zona de estudio;
entre las batimetrias que cuentan con un modelo analitico se encuentra el
fondo plano y el inclinado [Hernandez-Walls et al., 2017], el fondo exponen-
cial [Wang et al., 2015|, el fondo parabdlico [Shao et al., 2016] y el fondo
coseno hiperbdélico cuadrado [Wang et al., 2014].

Los modelos analiticos mencionados usan modelos de funciones ma-
teméticas complejas [Olver et al., 1986], por ejemplo, para un puerto de
forma rectangular, Wang et al. (2014) utilizan la ecuacién diferencial de
Legendre y consideran un fondo marino coseno hiperbdlico cuadrado, y
Wang et al. (2015) usan la ecuacién de Bessel y consideran un fondo ma-
rino exponencial. Los modelos analiticos planteados por Hernandez-Walls
et al. (2017) usan diferencias finitas para generar un sistema tridiagonal de
ecuaciones que simplifica considerablemente la solucién numérica usando
una ecuacion recursiva.

Los modelos analiticos constituyen una herramienta de gran valor en
la ciencia de la modelacién, ya que permiten obtener una sélida compren-
sién fisica de la dindamica de las ondas y llevar a cabo investigaciones pa-
ramétricas sobre la influencia de los principales parametros del sistema en
el ascenso maximo de las ondas [Renzi and Sammarco, 2016].

Encontrar una funcién sencilla que describa la batimetria del fondo
marino es uno de los problemas mas complejos en el area de modelacién,
ya que no hay funciones que se adapten exactamente a la forma encontrada
en la naturaleza. A pesar de dicha dificultad, en esta tesis se explora la
posibilidad de trabajar con una serie de funciones cuadraticas acopladas,
de tal forma que nos permita definir una funcién continua a tramos, cuyos
tramos sean un conjunto finito de funciones cuadraticas y puedan describir
un fondo marino complejo.

El problema de encontrar una solucién analitica, que se reduzca a una
forma sencilla, para un sistema de ecuaciones de aguas someras, se abordd
en dos partes. La primera parte corresponde al caso donde la batimetria
es modelada por una sola funcién cuadratica. Para dicha funcion se han
calculado las soluciones de las ecuaciones diferenciales para aguas someras,
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a partir de las condiciones de frontera tipo Robin [Ragab and Fayed, 2018].
Las soluciones para la elevacion y la velocidad son deducidas a partir de
series de potencia cuya convergencia determina la batimetria que puede
ser descrita por la solucion encontrada. El segundo punto parte de los ha-
llazgos y resultados obtenidos con una sola funcién cuadratica, se aborda
partiendo de dos funciones cuadraticas acopladas, conservando las condi-
ciones de frontera y adicionando a estas condiciones aquellas que permiten
la continuidad entre los diferentes puntos de la funcién a tramos, es decir,
fijar ciertas condiciones en el punto de interseccién entre los dos tramos de
batimetria, descritos por funciones cuadraticas, que permite que la funcién
a tramos sea continua. De igual forma se plantean las soluciones para la
elevacion y la velocidad como serie de potencias.

La tesis esta dividida en seis capitulos. El capitulo 1 corresponde a
la introduccién y presentacién del problema a desarrollar; el capitulo 2
concierne al desacople de las ecuaciones diferenciales parciales de aguas so-
meras linealizadas, sin rotacién y sin viscosidad, de tal forma que se puedan
determinar las soluciones para la velocidad y la elevacién separadamente.
Adicional a esto se consideran las condiciones de frontera que limitan el
problema de estudio y que deben ser satisfechas por las soluciones.

El capitulo 3 muestra las soluciones de la elevacién y la velocidad para
el sistema de ecuaciones diferenciales de aguas someras, sin rotacién y sin
viscosidad, cuando la batimetria es descrita por una funciéon cuadrética y
por tres puntos que definen esta funcién, teniendo en cuenta una profundi-
dad inicial Hy para el canal rectangular y la elevaciéon con la que viene la
onda desde el mar abierto. La ecuacion cuadratica se define a partir de tres
puntos que estan sobre el lecho marino. Las soluciones para la elevacion y
la velocidad son series de potencias alternantes infinitas. En este capitulo
se presentan todos los calculos matematicos para llegar a las soluciones.

El capitulo 4 determina las soluciones de la elevacién y la velocidad
para el sistema de ecuaciones diferenciales de aguas someras cuando la ba-
timetria es descrita por dos funciones cuadraticas acopladas; cada funcién
cuadratica es definida por tres puntos en el fondo batimétrico y el tercer
punto de la primera seccion y el primer punto de la segunda seccién coinci-
den en un punto comtun que debe cumplir ciertas condiciones para satisfacer
la continuidad de la funcién que describe todo el fondo batimétrico. Las
soluciones para la elevacién y la velocidad son representadas como serie
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de potencias alternantes infinitas. En este capitulo se presentan todos los
calculos matematicos requeridos para llegar a las soluciones.

En el capitulo 5 se analiza la convergencia para las soluciones encontra-
das en el capitulo tres, a partir de la definicién de aguas someras relacionada
con la velocidad de las ondas a cualquier profundidad, que cumpla las pro-
porciones para los valores considerados en nuestro sistema de ecuaciones
diferenciales iniciales. También se analiza la convergencia de las series de
potencias anternantes infinitas que representan las soluciones para la eleva-
cién y la velocidad, para diferentes batimetrias del espacio de convergencia.

Por 1ltimo, el capitulo 6 muestra las conclusiones a las que se llega en
el presente trabajo, de acuerdo con su impacto y los futuros estudios que
se derivan de este.



Capitulo 2

Ecuaciones de aguas someras

Las ecuaciones diferenciales estudiadas en este capitulo, parten de las
ecuaciones de movimiento para un fluido compresible en una tierra en ro-
tacion, representado en coordenadas cartesianas con el eje z positivo hacia
arriba [Neumann and Pierson, 1966] para lo cual se desprecia la rotacién y
la viscosidad, obteniendo las ecuaciones y 2.2).

La teorfa de aguas someras linealizadas, sin viscosidad y sin rotacién,
y con el movimiento del fluido invariante en la direccién y, se reduce a
resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas
[Tinti, 1980]:

ou  On 91
ot~ Jor 21)

9 _ 00 OH

o~ Hor "o (22)

Donde u(z,t) es el flujo de velocidad promedio que varfa con la posicién
y el tiempo; 7(z, t) es la elevacién del nivel medio del mar que cambia con
respecto a la posicién y el tiempo; H(x) representa la topografia del fondo
y g es la aceleracién de la gravedad (ver Fig. . Se define el sistema de
coordenadas x, z como se muestra en la figura [2.1] en la cual se ejemplifica
el movimiento, en direccién x, de una onda armonica simple.

Para poder resolver el sistema de ecuaciones y (2.2)) primeramente
lo desacoplamos. El primer paso en el proceso de desacoplamiento es derivar
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Figura 2.1: Modelo de un fluido, en un canal de aguas someras. Interseccién al
oceano, por la izquierda del canal, linea de costa, por la derecha del canal.

la ecuacién (2.1]) con respecto al tiempo,

0% a (0n
oz~ o (m) : (23)
Posteriormente la Ec. se sustituye en la Ec. para obtener
Pi_ 0 ( jou oH
a2z~ Jox or Bz
0 ou o (. .0H
_ 62@_’_11@ + %@+A82H
~ I\ oz oz Ox? I\ or oz " V022 )

por lo que, la ecuacion diferencial para la velocidad es,

@ <H82a OH 04 A82H>'

o2 I\ H oz T2, 00 T Vo (2:5)

Siguiendo los mismos pasos realizados anteriormente pero aplicados a

la ecuacion (2.2)) y tomando en cuenta que H(z) no depende del tiempo,
tendremos lo siguiente:

Py _ g0 (oa\ 0 ( 0H
o2 = Toat\oz) ot \Vor

S @j) - @:) @1;[) . (2.6)
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Posteriormente la Ec. (2.1)) se sustituye en la Ec. (2.6|), para obtener

0?1 0 on on 0H
oz~ Hy, <‘gax> - (‘gax) (m-) : (27
por lo que, la ecuacién diferencial para la elevacion es
0?7 0’7 OnoH
i (Haxﬁaxax) (28)

Partiendo de las ecuaciones (2.5)) y (2.8) teniendo en cuenta que la ele-
vacion y la velocidad pueden ser representados por una onda plana con
frecuencia angular w, y cuya amplitud solo depende de la posicién tendre-

mos que '
iz, t) = u(z)e™", (2.9)

(a.t) = (). (2.10)
Usando el método de separacién de variables para las ecuaciones ([2.9)) en
(2.5)), y dado que hay un cambio de dominio, del temporal al de frecuencias,
tenemos que
02 (u(x)e™?) _ <H 0? (uéx);w) OH O(u(x)e™?) + (u()e ) 82H>
x

ot? + 2% Oz Or?

» , d*u dH du d’H
- N2 twt iwt
u(iw)“e™" = ge <de2 + e do + ud$2> (2.11)
_L(UQ_H@_F djdﬁ+ud2H
g  dx? dz dx dz?’

Al igual que hicimos para obtener la ecuacién para la velocidad u(z),
reemplazamos la funcién (2.10]) en la ecuacién ([2.8) obteniendo

2 T eiwt 2 T eiwt T eth
f}(nétg) _i? (77({()93)2 )+98(n(al ) ((?91:)‘ (2.12)

Asi, tenemos que

; d*n dn ;..dH

2 \2 t __ t t

77(7/W) 67,&) — gHwelw _,_g@ezw E
m? _ g, dndH

=H—+ — . 2.1
g dz? = dx dt (2.13)



8 CAPITULO 2: ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS

Asi se tiene el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas
para las ecuaciones de aguas someras

w? d*n(z) dH dn(x)
— ) = e T (2.14)
_iz (z) = 2d£du(x) +Hd2u(:n) o )d2H (2.15)
gua:— dr dz dz? W T ’

Para las funciones n(x) y u(x) se establecen las condiciones de frontera
Robin que deben ser satisfechas [Ragab and Fayed, 2018],

d

rT=a: ’ylé—i—ﬁlf:al, (2.16)
d

r="0: ’}/Q£+ﬂ2f:ag, (2.17)

donde, para nuestro caso de estudio, a toma el valor de cero mientras que
b toma el valor de 1. En la tabla se pueden observar los valores para
los demés parametros.

Funcion ‘:U"}/‘ﬂ‘ o} ‘
., 01011 70
Elevacion TT1 10 0
g9
Velocidad 010 1]m Ho
11011 0

Tabla 2.1: Condiciones de frontera de Robin para el canal de aguas someras, sin
rotacion y sin viscosidad.

De acuerdo con las condiciones de frontera descritas para un canal de
aguas someras, se interpreta que la elevacién de la onda que viene de mar
abierto incide con una amplitud determinada, n(0) = 71y, que luego se
refleja completamente en la linea de costa pero permitiéndole el movimiento
vertical en la pared del lado derecho, que en forma matematica se escribe
como 3—2(1) = 0; la velocidad de la columna de agua que viene de mar
abierto la podemos representar en funcién de la elevacién, la profundidad

del canal en este punto, y la aceleracién de la gravedad, por la ecuacién
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u(0) = no+/g/Hp y una vez que llega a la linea de costa el flujo no puede
continuar por lo que la condicién de frontera para la velocidad debe ser
u(1) = 0, permitiendo que la onda se refleje sin pérdida de energia.

Es asi como se establecen las condiciones de frontera, para la elevacién
v la velocidad, en un canal de aguas someras, que permitiran la solucién
analitica del problema en el siguiente Capitulo



Capitulo 3

Batimetria modelada por
una funcién cuadratica

En el presente capitulo se consideran tres puntos de una batimetria con
forma curva que puede ser modelada por una ecuacién cuadratica, esta
funcién es determinante en la obtencién de las soluciones para la elevacién
y la velocidad de las ecuaciones de aguas someras.

Este capitulo se desarrolla en tres subsecciones que corresponden a to-
dos los cdlculos para obtener la solucién de la elevacién, seccién la
solucién de la velocidad, seccion y el uso de las condiciones de fronte-
ra, seccion que permiten determinar las soluciones en funcién de serie
de potencias alternantes infinitas y sucesiones de una manera amplia y de-
tallada. Una versiéon mas simplificada de este desarrollo puede ser revisada
en el Capitulo

La curva de la figura se puede describir por la ecuacién general

H(z) = A+ Bz + Ca?, (3.1)
cuya forma particular se puede determinar a partir de los tres puntos

PO(Oa HU))
Pi(r,sHy), Vrse[0,1], (3.2)
Po(1,0).

Existen curvas cuya forma sera determinada por un valor de s > 1, para

10
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Z4 N=n(x)

Figura 3.1: Modelo de aguas someras para un fondo batimétrico ajustado por una
funcién cuadratica. La funcién cuadratica es definida por los puntos Py, Py y Ps.

el interés particular de nuestro analisis estamos tomando solo los valores
donde s € [0,1].

De acuerdo con la ecuacién y el conjunto de puntos , resulta
el sistema de ecuaciones

Hy = A,
sHy = A+ Br + Cr?, (3.3)
0=A+B+C.

El anterior sistema de ecuaciones lo solucionamos usando el método de
Cramer, tomando el sistema matricial Mx = N. Asi, el sistema escrito en
forma matricial es:

10 0 A Hy
1 r r? B | = | sHp (3.4)
11 1 c 0
tal que
[ Hy 0 0 ]
My= | sHy v 72 |, (3.5)
| 0 1 1 |
1 Hy 0]
Mp= |1 sHy r* |, (3.6)
|1 0 1 |
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1 0 Hy
Mc= 1|1 r sHy |, (3.7)
11 0

se calculan los determinantes para las matrices M, Ma, Mg y Mc para
luego calcular los coeficientes A, By C.

_ Det(Ma)  Hor(l—r)
~ Det(M)  r(1-—7)

= HO?

_ Det(Mp) _ sHy — Hp(1 —r?) _ Ho(s —1+712%) (3.8)
Det(M) r(l—r) r(l—r) 7 )
_ Det(Mc) _ Ho(1 —r)—sHy _ Ho(l—r—ys)
Det(M) r(l—r) r(l—r)
tal que
A= H(], B= H()l/, C= HoT, (39)
donde
Z/_(s—1+r2) T_(l—r—s)
or(l—7r) (1l —r) (3.10)

de esta forma obtenemos la ecuacién particular, para la ecuacién general

(3-1)

H(z) = Hy(1 + va + 72?). (3.11)

Teniendo en cuenta el sistema de ecuaciones desacoplado para aguas
someras

w? d’>n  dH dn
W, g% dHan 3.12
g g dx? * dz dx’ (3.12)

2 dH d d? d’H
BRI St & +U—F,
dx?

— 3.13
g dz dz dx? (3.13)

y reemplazando en este sistema la batimetria descrita por la ecuacion
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(3.11]), se tiene que

2 d*n d
—%7] = Ho(1 +va + 722 )d 3 +H0(u+27':n)d2
d*n dn
= (1 + vz + 722 )W+(V+2 :r)da; (3.14)
w? d*u du
——u=Ho(l+ve+r1x )d 5 + 2Ho(v + QTx)d— + 27 Hou
g
d? d
=(1+vr+r7x )d 7; +2(v+ 27’3:)% + 27u, (3.15)

teniendo en cuenta que el nimero de onda, para la onda que viene de mar
abierto, que cumple con las condiciones de frontera impuestas, corresponde
a k? = w?/gHy, se obtiene el sistema reducido

d*n dn
2. 2
, oy d2u du

Las ecuaciones y son ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales de segundo orden que se utilizaran para encontrar las soluciones
para la velocidad y la elevacién, respectivamente, del problema descrito.

Para encontrar las soluciones de la elevacion y la velocidad, se proponen
serie de potencias para describir la elevacién y la velocidad, ya que este tipo
de funciones son continuas y derivables de cualquier orden, y corresponden
a la serie de Taylor de cualquier funcién conocida.

3.1. Elevacién

Una serie de potencias que represente a la elevacién puede ser

= i anz”, (3.18)
n=0
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las respectivas derivadas de la elevacién, con respecto a la variable z, son

dm o <Z anx ) = nzz;)nanajnl (3.19)

n=0

d n - n—
T2 = a2 (Z anx ) Zn(n— Danz" 2, (3.20)

n=0

que, dichas derivadas, al ser reemplazadas en la ecuacion ([3.16)) se obtiene

o0 o0
k22an1: +( 1—1—1/1"—1—7'3: Z n(n—1)a,z" +(1/—|—271‘)Znanx”_1 =0.
n=0

n=0
(3.21)

Luego, al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
par los términos semejantes en x, se obtiene que

(o) o o
k2 Z apx” + 7 Z n(n — 1)apz" + 27 Z na,x"” +
n=0 n=0 n=0
o (0.]
v Z n(n — a2t +v Z napz" " +
n=0 n=0

o0

Z n(n — Daz" 2 =0, (3.22)

n=0

Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
de variable en el indice de la sumatoria,

(e.) (0.] o
K2 Z anx” + 7 Z n(n — 1)apa™ + 27 Z napx” +
n=0

o0

v Z nn+ 1)ap12" + v Z (n+ Dapy12"™ +
n=-—1 n=-—1
o0
> (n+2)(n+ 1)ap 22" =0, (3.23)
n=—2

Dado que, para los indices n = {—2,—1} los valores de la serie son
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nulos, se tiene que
[o¢] o0 o0
k2 Z anx™ + 7 Z n(n — apx™ + 27 Z napz" +

oo o0
v Z n(n+ 1)ap+12" + v Z(n + Dapi12™ +

n=0 n=0
> (n+2)(n+ apsoa™ =0. (3.24)
n=0

Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable
x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, teniendo
lo siguiente

o

Z [(n(n+1)7 + E2)an + (n+1)vans1 + (n 4 2)(n + Danta] 2™ =0,

n=0
lo que corresponde a tener
(n(n+1)7 + k:2) an + (n 4+ 1)2van1 + (n+2)(n+ 1)apys = 0.

De la anterior ecuaciéon despejamos a,42 y se obtiene la sucesién

Upto = ( 1 [(n(n+ )7+ k*) an + (n+1)*van41] . (3.26)

n+2)(n+1)

Para determinar la solucién para la elevacién, es necesario contemplar
dos casos donde ag y a1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso de-
terminara una solucién que sumadas formaran la solucién general para la
elevacién, esto es,

n(@) =m(z) + na(z). (3:27)
CASO 1: ag#0y a; =0
Teniendo en cuenta la ecuacion (3.26[), dada por

-1

G i DT+ k2) ap + (n+ 1)2vanss]
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y la condiciéon a; = 0, si n = 0 se tiene que,
-1 )
ag = - k a
i () o
k2
=—ag |—|-
o[3]
Si sustituimos n = 1 y utilizamos la condicién a; = 0, se tiene

-1
(1+2)(1+1)
—1
= ﬁ [(2)2I/a2] 5
-5 e -2,

- [£]

Se nombran los términos

az = [(1+1)*vay],

—~
[\)

—
o
[\

X

k2

W2 = ?7

/{72
W — Vg

3=V

de tal forma que
az = —agWa,

as = a0W3.

Si consedarmos que n = 2,
-1

“=EroeD

[(22+ D)7 + k%) ag + (2 + 1)*vas]

—1
= E [(67’ + kz) [—CLQWQ] + 9v [CLQW;),]]
67 + k2 3
= —ap _(6r£#) T12 )WQ + ZVW?’

= —a0W4.
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Para n = 3,

~1
(B3+2)B+1)

_ ;T} [(127 + &?) [agW3] + 16v [~agW4]]

05 = (3B + 1) +4?) ag + (3 + 1)*vay]

B (127 + k?) 4
— ao — 20 W3 + 5VW4
Para n = 4,
—1
a5 — [(4(4 4 1)7 + k%) as + (4 + 1)%vas]

4+2)(4+1)
-1 [(207 + k%) [—aoWa] + 25v [agW5]]

=30
B (207 + k?) b
= —aq |— 30 W4 + 61/W5
Para n =5,
-1

4 = 5(5+1)7 + k%) a5 + (5 + 1)*vag)]

Gro6+D L

= 43 [(307 + K?) [agW5] + 360 [~ a0 V]|

B (307 + k?) 6
= ay —TWE) + 7VW6

Para los primeros valores que toma n se puede determinar siguiente la
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sucesion

WO - _17
Wi =0,
k2
W2 - ?7
k‘2
W3 = V?’
-1 —1)(n—2 2
w, ==y D=2, Vn > 2,
n n(n—1)
ap = ao(—l)”+1Wn Vn > 1,

De tal forma que para la elevacion, cuando ag # 0 y a3 = 0, la solucién

estard dada por

oo
m=>_ "
n=0
o
= apz® + a1z + Z anx”
n=2

oo
=ap+ Z ao(—1)" W,z
n=2

=ag |14 (1) Wna"|. (3.28)
n=2

CASO 2: ag=0y a; #0

Teniendo en cuenta la ecuacién (3.26|) dada por

-1
An42 = (

DD (OO DT ) (e 1] (3.29)
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v la condicion ag = 0, si n = 0 se tiene que,

ag = _71 [(1)2ya1]

(2)(1)

~-uls)

Si sustituimos n = 1, se tiene

-1
1+2)(1+1)
—or+ 1o+ [ (2)]

o [

az = (DA + D)7+ k) a1 + (14 1)%vas]

6 3

Se nombran los términos

v
V2 - 57
%:7(274—]{2) 1/727
6 3
de tal forma que
az = —ay Vs,
az = a1V3.

Si consideramos que n = 2,

-1

“=EroeTD

[(22+ D)7+ k%) az + (2 + 1)*vas]

-1
— ﬁ [(67’ + k2) [—aﬂfg] + 9v [a1V3H
67 + k> 3
= - |- v o

= —a1V4.

19
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Para n = 3,

1
(3+2)3+1)
_ ;T} [(127 + k%) [a1 V3] + 160 [—a1 V4]

B (127 + k%) 4
- 0 stV

as = [(3(3+1)7 + k%) az + (3 + 1)%vaa)
= a1V5.

Para n =4,

-1

- = [(4(4+1 k2 4+1)?
%= Gryasy [(HEF DR et (D)
-1
=3 [(207 + &?) [—a1 V4] + 250 [a1 V3]
B (207 + k?) 5
- 30 atgrVs
= —a1 Vs.
Para n =5,
-1
ar = [(5(5+ 1)7 + k%) a5 + (5 + 1)*vag]

GGy
L rsor + k?) [a1Vs] + 36v [—a1 V)]

D [(
307 + k2 6
= ai (42)‘/5 + ?V‘/G

=a1V7.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
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sucesion,

Vo =0,

Wi=1,

v

Vo = 3’

V=GR

Vv — n_luvn,lf (n—1)(n —2)7 + k2 Vi Vn > 2,

n(n—1
y
ap, = (—1)”+1a1Vn Vn>1,

de tal forma que para la elevacién, cuando ag = 0 y a1 # 0, la solucién
estard dada por

o0
No = g anxT"
n=0

o0
= apz® + a1z + E anx"

n=2

oo
=a1r+ Z (=1)"ay Va2
n=2

(3.30)

:al

x + Z (=1)" V2"
n=2

Dado que la solucién general de la elevacion esta dada por la ecuacién

(3.27)), al sustituir en ella las ecuaciones (3.28)) y (3.30) se tiene

n(@) =ag |1+ Y (~1)"Wea™ | +a1 |2+ Y (—1)" V™| . (3.31)
n=2 n=2
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3.2. Velocidad
Una serie de potencias para la velocidad puede ser de la forma

= i bpz™, (3.32)
n=0

las respectivas derivadas de la velocidad, con respecto a la variable z, son

ng e (Z bpa" > = inbnxnfl, (3.33)
lexa =23 (Z bpz" ) = Z (n — 1)bpx™ 2, (3.34)

n=0

Si se sustituyen las derivadas anteriores en la ecuacién (3.17)) se obtiene

(1+ vz + 72%) Z n(n — 1)b,a™ 2 +
n=0
2(v + 27x) Z nbpx™t + (21 + k?) Z bz = 0. (3.35)
n=0 n=0

Luego, al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
par los términos semejantes en x, se obtiene que

T i n(n — 1)bya™ + 47 i nbpx™ + (27 + k%) i bz +

o¢] o0
v Z n(n —1)b,z" " + 2v Z nbpz" 1+
n=0 n=0
oo

Z (n—1)bpz"2=0.  (3.36)

Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
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de variable en el indice de la sumatoria,

T i n(n — 1)bpz™ + 41 i nbpa™ + (21 + k?) i b +

n=0 n=0 n=0
VZnﬂ—Fl Yop12" —1—21/2 (n+ 1)bpy12™ +
n=-—1 n=-—1
> (n+2)(n+ Dbproa™ =0.  (3.37)
n=—2

Dado que para los indices n = {—2, —1} los valores de la serie son nulos,
se tiene que

T Z n(n — 1)bya™ + 41 Z nb,x™ + (21 + k%) Z b +
n=0 n=0 n=0

oo oo
v Z n(n+ 1)byy12" + 2v Z(n + Dbppiz™ +

o0
D> (n+2)(n+ 1bpypa" =0.  (3.38)
n=0
Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable
x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, teniendo
lo siguiente

i [(n+2)(n+ )7+ E*)by + (n+ 2)(n + 1)vbyyq] 2 +

n=0
ST +2)(n+ 1bpsa]a™ =0, (3.39)
n=0

lo que corresponde a tener
(n42)(n+ D)7 + k)b + (n+2)(n + Dby + (n+2)(n+ 1)bpyo = 0.
De la anterior ecuacién despejamos b,12 y se obtiene la sucesién
-1

m [((n +2)(n+ 1)1 + kb, + (n + 2)(n + 1)ybn+1] .

(3.40)

bn+2 ==
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Para determinar la solucién de la velocidad es necesario contemplar dos
casos donde by y by tendran valores nulos o no nulos. Cada caso determinara
una soluciéon que sumadas indicaran la solucién general para la velocidad,
esto es,

u(z) = ui(x) + uz(z). (3.41)
CASO 1: by #0y by =0
Teniendo en cuenta la ecuacién (3.40|), dada por

-1
bn+2 -
(

CEDICE) [(n+2)(n+ )7+ Ek*)by + (n+2)(n + 1)vbpia]

y la condicion b; = 0, si n = 0 se tiene que

1
by = @) [(2)(1)T + k’Q)bO}

2
. [27—1—%].
2

Sin =1, con la condicién by = 0, se tiene
-1

by:ajzﬁr;ﬁﬁl+@ﬂ+lwm]

92 2
By = T+k ’
2
27 + k2
F3 = ( Tt )V,
2
de tal forma que
by = —boFy,

by = by F.
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Para n = 2,
-1

SCESTCE

((242)(2+ 1)7 + k?)bo + (2 + 2)(2 + 1)vbs]

71 [(127’ + k’Z) [—boFQ] + 12v [boFgH

T 12
(127 + k?)
= —by |—
12

Fy +vE3

= —boF).

Para n = 3,
-1
(3+2)(3+1)

1 ((20r +47) ] + 200 [

bs = [(B+2)(3+ )7 + k?*)bg + (34 2)(3 + 1)vba)

~ 20
(207 + k?)
=by |— F F
0 20 3+ vily
= b0F5.
Para n =4,

~1
(A4+2)(4+1)
~1

b = [(4+2)(4+ D)7+ k*)bs + (44 2)(4 + 1)vbs)

=3 (307 + k%) [—boFy] + 30v [bo ]|
307 + k2
:—bo —( 30 )F4+VF5
= —boFG.
Para n =5,

-1

SCESTcEn

(54+2)(5+1)7 + k?)bs + (5+2)(5 + )b

=5 [(427 + K?) [bo F5] + 420 [—bo Fy) |
427 + k2
= by —( 7_42 )F5+VF6

= boF.
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Para los primeros valores que toma n se determina la sucesién,

F():_lv
Flzoa
2
F2:2T+k,
2
21 + k2
F3:I/T+ ,
2
nin — 1)1 + k2
Fn:VFn—l_(n(n)_l)Fn—Zv Vn > 2
y
by = (—1)" by Fy, Vn > 2

de tal forma que, para el caso de la velocidad, cuando by # 0y by =0, la
solucion estard dada por

ui(z) = i bpz"
n=0

= boz" + byz + Z bz

n=2

=bo+ Y _(—1)"hoFpa”
n=2
=bo [1+ ) (1) Fa|. (3.42)
n=2
Teniendo en cuenta la ecuacién (3.40f), dada por

bny2 = ( _ (n+2)(n+ 1)1 + k)b, + (n+2)(n+1)vbpyi],

n+2)(n—i—1)[
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v la condicion by = 0, si n = 0 se tiene que,

by = === [(2)(1)vb]

Considerando n = 1,

(1+2)(1+1)[

-1
= F [(67’ + ]{2)[)1 -+ 61/1)2]

= {67+ Kby + 60 [y (0]

(6T‘gk2)+yz _

by = (L+2)(1+ 1)7 + &%)y + (1 +2)(1 + 1)wbs]

:bl —

Se nombran los términos

G2 =V,
G3:_(67—+k2) 27
6
de tal forma que
by = —b1Go,
by = b1Gs.
Para n = 2,
-1
= [((2+2)(2+1 2 24+ 2)(2+1
by CEDCESY [(242)(2+ 1)7 + k*)ba + (2+2)(2 + 1)vbs]
-1
=3 (127 + &?) [-b1G2] + 120 [11G3]]
12 2
S— _w% + Gy

12
= —b1Gy.

27
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Para n = 3,
-1
by = — 2 1 k)b 2 1)vb
ST B+2B+1) [(B+2)B+ 1)+ F)bs + (3+2)(3 + 1)vby]
-1
= 55 (207 + k%) [b1Gs] + 200 [~b1G4]]
207 + k2
=b —(720)G3+1/G4
:blG5.
Para n =4,

-1

bg = Ty [((4+2)(4+ 1) + E2)by + (4 + 2)(4 + 1)vbs]
_ ;T)l (307 + k2) [~b1Gl] + 30w (b1 Gs]]
=—-D —(307—3—(’)—kQ>G4 +vGs
= —bG.

Para n =5,

b= L [(542)(5+ 1)+ k)bs+ (5+2)(5 + 1)he]

EEICE)
-1 [(427 + K?) [01G5) + 420 [~ b1 G

~ 42
(427 + k%)

=b |— 19 G5 + vGg

= b1Gy.
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Para los primeros valores que toma n se determina la sucesion,

GO = 07

Gy =1,

G = v,

2
Gy =1%— M7
6
_ 2
G = vGy — [nml)fﬂf] Grw  Wn>2,
n(n—1)
y
by = (=1)""b,G,, Vn > 2,

de tal forma que, para el caso de la velocidad, cuando by = 0y by # 0, la
solucién estard dada por

ug(z) = i by x"
n=0

[e.e]
= box’ + bz + Z bnx"

n=2

=biz+ Y (-1)""b1Gpa”
n=2

= b (3.43)

oo
x + Z(—l)"HGna:”
n=2

Dado que la solucién general de la velocidad esta dada por la ecuacién

(3.41)), al sustituir en ella las ecuaciones (3.42)) y (3.43) se tiene que

u(a:) = b() + b1

o
1+ ()" Fan
n=2

T+ i(—l)”“an"] . (3.44)
n=2
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3.3. Condiciones de frontera

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera para la elevacién (Tabla

2.1)) y la ecuacién (3.31)) se tiene que

T) = ap 1+Z(—1)"+1Wn:c" + ax $+Z(—1)”+1Vn:§" ,

n(0) = ap |1 +O]+ao[0+0]

= aop,

por lo tanto
ap = 1o- (345)

Se calcula la derivada con respecto a la variable x de la solucién de la

elevacién (ec. (3.31))), obteniendo

dn > n+1 n—1 = n+1 n—1
o= a0 7;2(—1) nWoz" 1| +a 1+nz::2(—1) nV,z" 1|, (3.46)

nuevamente, considerando las condiciones de frontera (Tabla [2.1)), se tiene
que

dn S n+1 n+1 n—1
G = |2 W 1+Z ,
dn(1) [ & ntl, 1)"+n
=0 ;( 1) + ay 1+Z
0 = ap Z( 1)n+1 +ay 1_|_Z n+1 ’
Ln=2

ao § : n+1

a] = . (347)

1+Z n+1
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Sustituyendo la ecuacién ([3.45) en la ecuacion (3.47)) se tiene que

o Z n+1

ap = . (348)

1+Z n+1

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera para la velocidad (Tabla

y la ecuacién (3.44)), se tiene que

x)=by |1+ Z(—l)"HFnaz” +b1 |z + Z(—l)"‘HG,@"
n=2
u(0) = bg [1 4+ 0] + b1 [0+ 0]
= bO7
por lo tanto
g
by = = A4
0 7o H[)’ (3 9)
y
D) =by |14+ (~D)" ' F,| + by |14 > (-1)"'G,
n=2 n=2
0=bo |1+ 3 (-1 | +b1 14> (-G,
n=2 n=2
tal que
bo [+ (-)"'F,
by = — =2 . (3.50)

14> (-)"a,

n=2
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Sustituyendo la ecuacién (3.49) en la ecuacién (3.50)) se tiene que
oo
w1+ 35 o,
n=2
o
14+ Z (_1)n+1Gn
n=2

De acuerdo con las constantes ag, a1, by y b1, obtenidas en las ecuaciones
(3.45), (3.48) y (3.49), (3.51)), se tiene que las soluciones para la elevacién
v la velocidad, respectivamente, son

by =

(3.51)

(@) =[no] |14+ (=) Wha"| +
WOZ n+1 .
4y ()" (3.52)
1_|_Z 7”L+1 n=2
— i - _1\n+1 n
u()—[nm/HO 1+n§_:2( " Eam| +
oy |1+ D (=1, -
n=2 z+ Y (-)"Ha (3.53)
n=2

1+ (-1)"a,
n=2

Asi, se ha obtenido la solucién de las ecuaciones de aguas someras linea-
lizadas, sin rotacién y sin viscosidad, para un fondo batimétrico modelado
por una funcién cuadrética. La funcién cuadratica H(z) se define por tres
puntos determinados de acuerdo a las necesidades del problema. Las solu-
ciones de la elevacion y la velocidad son descritas como serie de potencias
y son obtenidas al final de este capitulo con sus respectivas operaciones
algebraicas.




Capitulo 4

Batimetria modelada por
dos funciones cuadraticas
acopladas

En el presente capitulo se consideran dos curvas que acopladas forman el
fondo batimétrico del canal. Estas curvas definidas por tres puntos cada una
poseen una condicién particular y es que el punto final de la primera curva
es el punto inicial de la segunda curva, ademés este punto en comin debe
garantizar que las dos curvas consecutivas generan una funcién continua a
tramos.

Este capitulo se desarrolla en tres subsecciones que corresponden a to-
dos los calculos para obtener la solucién de la elevacion y la velocidad en
la curva 1, seccién la solucién de la elevacién y la velocidad de la curva
2, seccion y el uso de las condiciones de frontera y las condiciones en el
punto medio que intercepta las dos curvas, secciéon que permiten deter-
minar las soluciones en funcion de serie de potencias alternantes infinitas y
sucesiones de una manera amplia y detallada. Una version més simplificada
de este desarrollo puede ser revisada en el Capitulo

La batimetria en la figura |4.1] estd descrita por las dos curvas Hy y Ho,
dadas por las ecuaciones generales

H; :Al—l—BliL'—l-Cl.’L'Q, (41)

33
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Z 4 n=n(x)

i u=u(x) P, P,

Figura 4.1: Modelo de un fluido en un canal de aguas someras. Batimetria descrita
por dos curvas. Cada curva se define por tres puntos.

Hy = Ay + Box + 021‘2, (42)

cuya forma particular se puede determinar a partir de los cinco puntos

Curva 1 Curva 2
Po(O,Ho) PQ(TQ, SQH())
Pi(r1,51Hp) Ps(r3, s3Hp)
PQ(’I“Q, SQH()) P4(1, 0)

donde 74, s; € [0,1] para i =1,2,3.

De acuerdo con la ecuacion (4.1]) y el conjunto de puntos para la curva
1, resulta el sistema de ecuaciones, tal que
Hy = Ay,
s1Hy = A1 + Bir1 + ClT‘%, (43)
soHg = A1 + Birs + 017‘5.

El anterior sistema de ecuaciones se resuelve por el método de Cramer,
tomando el sistema matricial M7z = N7. Asi, las matrices del sistema son

1 0 0 Ay Hy
1 r 7 By | = | s1Hy |, (4.4)
1 T9 7“% Cl 82H0
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tal que
Hy 0 O
.7\4,41 = 81H0 1 7’% s (45)
SQHO 9 r%
(1 Hy 0]
]\431 = 1 81H0 7“% 5 (46)
| 1 s2H)p T% i
(1 0 Hy |
MCl = 1 1 81H0 . (47)
L 1 2 SQH() i

Se calculan los determinantes de las matrices My, Ma,, Mp, y Mc,
para calcular los coeficientes A1, By y Ci.

_ Det(MAl) 7“17“2H0(7“2 — ?“1)

A — e — H ,
! Det(Ml) 7‘1’/“2(7“2 - 7‘1) 0
B, — Det(Mpg,) _ Ho(slrg — 521"%) — Ho(rg — t%)
Det (M) rira(ry —r1)
_H, (5173 — sarf) — (r§ — 1)
rira(re — 1) ’
c = Det(Mc¢,) _ Hy(risg —res1) + Ho(ra —11)
Det(M;) rira(ra — 1)
_ H[) (T182 — 7‘281) + (TQ — 7"1)
rira(re — 1) ’
tal que
Ay=Hy, Bi=Hy, Cy=Hym, (4.8)
donde
by — (5173 — s91%) — (r3 — 2) i (risg —rasy) + (re — 1) (4.9)
rira(rey — 1) ’ rire(ry — 1) T

de esta forma se tiene la ecuacién particular, para la ecuacién general (4.1)),

dada por
Hl(l') = Hy + Hovix + HoTl.Q;‘Q. (4.10)
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De acuerdo con la ecuacién (4.2]) y el conjunto de puntos para la curva
2, resulta el sistema de ecuaciones, tal que

soHy = Ay + Barg + 027%7
s3Ho = As + Borg + Car3, (4.11)
0= Ay + By + Cs.

Se utiliza el método de Cramer para resolver el anterior sistema de
ecuaciones tomando el sistema matricial Msx = Ns. Asi, las matrices del
sistema son

1 T9 7“% A2 82H0
T3 r% By | = | s3Hy |, (4.12)
1 1 Cy 0
tal que
H, 2
Sollp T2 T
Map, = | s3Ho 713 7‘?2) , (4.13)
0 1 1
1 82H0 T’%
Mp,= |1 s3Hy 73 |, (4.14)
1 0 1
1 79 SQH()
M02 = 1 T3 SgHO . (415)
1 1 0

Se calculan los determinantes de las matrices My, M 4,, Mp,, Mc, para
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calcular los coeficientes Ao, By v Cs.

- Det(MAz) o 827“3H0(1 — Tg) — SgTQH(](l — ’1“2)

Az = Det(My) — (1—r3)(1—ra)(rs — ra)
_ . 52r3(1 —73) — sara(l —1a)
S ) (=) —ra)

B, — Det(Mp,) B ssHp(1 — r%) — s9Hp(1 — r%)

2= Det(My) (1 —73)(1 —72)(rs — 1)
_H, s3(1—12) — s9(1 —13)
(1 — Tg)(l — 7”2)(7"3 — 7“2)’
02 _ Det(MCQ) _ 82(1 — 7'3) — 83(1 — Tg)

DCt(MQ) (1 — 7'3)(1 — T2)(7’3 — 7"2)
82(1 — 7’3) — 83(1 — 7“2)
0 (1 — 7”3)(1 — 7”2)(7’3 — 7’2)’

tal que
Ay = Hola,  Bo = Horo, Cy= Hymo, (4.16)
donde
_ sara(L —7r3) — szra(l — 1)
G2 = (1—r3)(1 —72)(rs —ra) (4.17)
B s3(1 — r%) — s9(1 — T%)
T A=) (1 —ra)(rs —12) (4.18)
o 82(1 — 7’3) — 53(1 — 7"2)
[ G Y y (4.19)

de esta forma se tiene la ecuacién particular, para la ecuacién general (4.2]),
dada por
HQ(JZ) = H0€2 + H()I/Q.CC + H072x2. (4.20)

Teniendo en cuenta las ecuaciones particulares para las dos curvas aco-
pladas ec. y (4.20) usadas en el sistema de ecuaciones desacoplado
para aguas someras ec. y (2.15)), se procede a determinar las solucio-
nes de la elevacion y la velocidad para cada una de las curvas.
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4.1. Curval

Partiendo de la ecuacién particular (4.10) vamos a calcular sus deriva-
das, hasta el orden dos, esto es

Hl(.%') = Hy + Hovi1x + HoTlmQ, (421)
dH
dl(:”) = Hovy + 2Hom 2, (4.22)
X
d2H1(x)
7 == 2HOT1. (423)

Reemplazando estas derivadas en el sistema de ecuaciones desacoplado
para aguas someras, ec. (2.14) y (2.15), se tiene

2 2
w 2,47 dn
_gHon =(1+4+viz+mnz )@ + (1 + 27'1.1:)%, (4.24)
§ d? d
—gi{ou =1+uvz+ Tlxz)d—xg +2(v + 27‘11’)£ + (2711)u. (4.25)

Teniendo en cuenta que el nimero de onda corresponde a k? = w?/Hyg,
se obtiene el sistema reducido

d? d
—k*n= (14w + Tlx?)dixz + (v + 27130)%, (4.26)
2
—ku=(1+urz+ 7’1$2)% +2(v + 27‘11‘)% + (211)u. (4.27)

Para la elevacién y la velocidad, en la curva 1, que se denotard con el
superindice en el lado izquierdo de la variable, sus soluciones pueden darse
como funciones en serie de potencias

) =Y ana”, (4.28)
n=0
1 > 1
u(z) = bpx". (4.29)
n=0

Estas serdn usadas en las ecuaciones (4.26) y (4.27)) para determinar

las soluciones mensionadas.
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4.1.1. Elevacién

La elevacion esta dada por la serie de potencias
1 > 1
n(x) =Y anz”, (4.30)
n=0

las respectivas derivadas de la elevacién, con respecto a la variable z, son

d d 00 00
an - < 1anm”) = nlangpn_l, (4.31)

n=0

d? 2 [& -

an_ 4 ( lanq;n> = Zn(n -1) lan:rn72. (4.32)
n=0

Al reemplazar las anteriores derivadas y la funcién de la elevacién en

la ecuacién (4.26) se tiene que

o0

(1+ vz + 12?) Z n(n —1) a4
n=0
> 1 > 1
(v1 +27mx) Z nanx™ "t 4 k2 Z anz" = 0. (4.33)
n=0 n=0

Luego al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
pando términos semejantes en x, se obtiene que

o0 o0 (o]
k2 Z lanaz" + 71 Zn(n -1) lanx” + 27 Zn lan$” +
n=0 n=0 n=0
o o0
1 1
2 Z n(n—1) az™ ' + 1 Z n apz™ !
n=0 n=0
s 1
Z n(n—1) a,z" 2 =0. (4.34)
n=0

Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
de variable en el indice de la sumatoria, este cambia el inicio del indice, de
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tal forma que

oo oo o0
K2 Z 1ana:" +7 Z n(n—1) 1ana:" + 271 Z n lanx" +
n=0 n=0 n=0

o o
v Z n(n+1) lan+1m" + 1 Z (n+1) 1an+1a:"
n=-—1 n=-—1
oo
1
S n+2)(n+1) anpoa” =0 (4.35)
n=-—2

Dado que, para los indices n = {—2,—1} los valores de la serie son
nulos, se tiene que

oo oo oo
k2 Z lana:" + 7 Z n(n—1) 1ana:" + 2711 ananx” +
n=0 n=0 n=0

o0 oo
v Z n(n+1) a1z + 1 Z(n +1) 1an+1x"

n=0 n=0
> 1
Y (n+2)(n+1) anpez” =0.  (4.36)
n=0

Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable
x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, asi se
tiene que

> [(n(n F D1 4+E) an+ (n+ 1% ansr + (n+2)(n+ 1) lam} 2" =0,

n=0

(4.37)
lo que corresponde a tener

(n(n+1)m + k2) “ap + (n+1)%1 lanﬂ +(n+2)(n+1) lan+2 =0.

. 1 . .
Despejamos ay12 y se tiene la sucesion

1 1

ap4+2 = _(

(n+2)(n+1) [+ D7+ 82) a4 (0410

(4.38)
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Para determinar la solucién de la elevacién, para la curva 1, se contem-
plan dos casos donde 1a0 y "1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso
determinara una solucién que sumadas indicaran la solucién general para
la elevacidn, tal que

1 1

n(z) = m(z) + na(z). (4.39)

CASO 1: 1ao;«éO y ‘a1 =0

. . . ey 1 .
Teniendo en cuenta la ecuacién 1) y la condiciéon a; =0,sin =0
se tiene que

1a2 = —(2)1(1) [(k:2) lao}

1 k2
= — Q ? .

. . 1
Sin =1y teniendo en cuenta que a; = 0, entonces

1 1

as = — ) [(1 +1)%y laQ}

1+2)(1+1)
- -t[ern-w S]]

1 [ulkT
= .
0173

Se nombran los términos

k2
W2 = 57
v1k?
WS - 13 )
de tal forma que
‘ag = — " agWa,
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Paran =2
1
fay = SCFTICESY) [(2(2 + 1)+ k) ag+ (24 1)1 lag}
1
= [6m + #2) [ aoma] + 901 [ aos]|
671 + k2 3
_ 1(10 |:_(7_112)I/V2 + 41/1W3:|
= — 1a0W4.
Sin=
1
5= Gy Eay (GG In 8 st 3+ 1) )
1
=—35 [(127’1 + kz) [laoW3] + 1611 {— 1CL0W4H
1271 + k2 4
e, {_<7120>W3 i 5y1w4]
= 1a0W5.
Sin=4
1
‘ag = ~ATDaTD [(4(4 +F 0 4R e+ (44 1) 1as)}
1
=3 [(207’1 + kz) [— 16L0W4] -+ 2511 {1CLOW5H
20 k2 5
= ag [—(T;’;_)V[Q + 6V1W5]
= — 1a0W6.
Sin=5
1
o= gt (06 1n ) a4 55 18 )
1
) [(307’1 + k?) [laoW5] + 361 {— 1CLOI/VGH
307 + k2 6
= o[- Dy 8]

1
= CLQW7.
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Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
sucesion

Wy =1,
Wi =0,
]{?2
WQ - _?7
v k2
Wa= g
-1 —2)(n—1 2
Wn = (n )VIWn—l - (n )(n )Tl Tk Wn—2 n > 25
n n(n —1)
y
1an = (=1)"*! 1a0Wn Vn > 2.

de tal forma que para la elevacién, cuando lao #0y ‘o = 0, la solucién
estard dada por

oo
1 1
m = E anxn
n=0

o
1 0 1 1 n
= ar + 41T+ E anT

n=2

o
="ag+ Z (—1)"+t L agWa"
n=2

oo
=ap+ ag (—1)" W,z
n=2
(o)
=ag |1+ (—=1)" W | . (4.40)
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CASO 2: 'ayp=0y ‘a1 #0

Teniendo en cuenta la ecuacion 1' y la condicién ag =0,sin =0
se tiene que,

"o (2)1(1) (02w
g
Sin=1
Lag = _(1+2)1(1+1) {(1(1 F0)m + ) a4 (14 1) 1a2}
_ _é [2n+#2) "ar + 401 [ [2]]]

21 + k2 1
= lal [—(16) + 3V%] .

Se nombran los términos

v
Vo=,
2m + k%) 1
‘/3:_(7—1 ) 71/127
6
de tal forma que
1612——1611‘/27
az = a1V3
Paran =2
1 1 1 1
= e+ 1)+ ) e+ 2+ 1) a]
! (2+2)(2+1)[(( k) a2+ 1% gy

—% [(67’1 +k?) [—1a1v2} + 91 ralv?)ﬂ

67 + k2 3
=—'o [—(112)‘/2 + 4V1V3}

1
= — a1V4.
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Sin=3
o v 2) ! vy
BETBIBTD (33 + 1)+ #7) "ag + (3 + 1) a4
1
=55 {(127’1 +k?) [laﬂ/g} + 1614 [—IG1V4H
127 + k2 1
:”4‘(T5)%+5“”]
= 1CL1V5.
Sin=4
R 2) ! 2uy !
6T T AT E [(4(4+1)ﬁ+k ) as+ (@4 +1)°n “5]
1
=3 [(2071 +k?) [—1a1V4} + 2514 [1a1V5H
207 + k? 5
= — 1a1 [—(7—130)‘/4 + 6V1V5]
e —10/1‘/6.
Sin=25
R 2) ! vy
T2+ ) [(5(5 + 1) +4) "a5 + (5+ 1)1 "ag)

= _i {(3071 + k%) [1a1V5} + 3614 [— 1(11V6”

307 + k2 6
=W{—(L)%+7“%]

1
= a1V7.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente



46 Dos funciones cuadréticas

sucesion
Vo =0,
Vi =1,
v
V=, 2
Vs = —(QTIGH:) + %v%,
V. — n; 1V1V7%1 B (n— 132(81__21))71 + k2 Vo Vn > 2,
y
1an = (—1)"Jrl laan Vn > 2.

De tal forma que para la elevacién en la curva 1, cuando lao 20y
Yar = 0, la solucién estard dada por

o0

1 1

N2 = E anx"”
n=0

o
1 0 1 1 n
= aoTr + a1 + E anT

n=2

o0
— lalm + Z (—1)”+1 laanm”
n=2

= qz+ a (—1)"+1Vn:c"
n=2
) o0
= ay [z 4+ (1) (4.41)
n=2

Dado que la solucién general de la elevacion, en la curva 1, estd dada

por la ecuacién (4.39)), al sustituir en ella las ecuaciones (4.40) y (4.41) se
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tiene
n(x) ="ag |1+ i (=) Wz | + ay |2+ i (=) Ve
) (4.42)
4.1.2. Velocidad
La velocidad estd dada por serie de potencias
= i ", (4.43)
n=0

y las respectivas derivadas de la velocidad, con respecto a la variable x, son

d:E == (Z: bpz" > = inlbnxnl, (4.44)
d21 > 1
(Z bpa" ) => n(n—1) bpa"> (4.45)

n=0

Al reemplazar las anteriores derivadas y la funcién de velocidad en la
ecuacién (4.27) se tiene que

[e.@] oo
k> Z bz + (1 + vz + 112?) Z n(n —1) b2
n=0 n=0

2(v1 +2m12) Y 1 bpa" 4 (211) D bpa” =0, (4.46)
n=0 =

Luego, al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
pando términos semejantes en x, se obtiene que

o0 (o] (o]
(21 + k2) Z lbnx” + 71 Z n(n—1) lbnx” + 47 Z n lbnx” +
n=0

21/1271 b l—i-Vlz (n—1)
(0.]

> n(n—1) bpa™ % =0. (4.47)

n=0
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Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
de variable en el indice de la sumatoria, este cambia el inicio del indice, de
tal forma que

(211 + k?) Z bz + 1 Zn(n -1) "bpa™ 4 47 Z n bpa” +

n=0 n=0 n=0
o
211 Z (n—|—1) bp+1x™ + 11 Z (n+1) n+1x"—|—
n=-—1 n=-—1
[o¢]
1

Y (n+2)(n+1) bpyoa" =0, (4.48)
n=-—2

dado que, para los indices n = {—2, —1} los valores de la serie son nulos,
se tiene que

(211 + k?) Z bz + 1 Zn(n -1) "bpa 4 47y Z n' bpa” +

n=0 n=0 n=0
> 1 s 1
211 Z(n +1) b1z + 11 Z nn+1) bpp12" +
n=0
> 1
D (n+2)(n+1) bygoa™ =0. (4.49)
n=0

Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable

x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, asi se
tiene que

[e.e]

3y [((n +2)(n+ V)7 + k) by + (n+ 1)(n + 2)1n lan] 2"+
n=0

> [+ 2)(n+1) 'buss| 2 =0, (4.50)

n=0

lo que corresponde a tener

(n+1)(n+2)71 + k) but(n+1)(n4+2)11 byyr+(n+2)(n+1) bypo = 0.
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. 1 . .,
Despejamos b, 42, v se tiene la sucesién

[((n + 1) (n+2)m +52) by 4+ (n+ 1) (n+ 2w bups
(n+1)(n+2)

Para determin?r la scilucién de la velocidad, en la curva 1, se contemplan

dos casos donde by y b1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso

determinard una solucién que sumadas indicaran la solucién general para
la velocidad, tal que

1
bn+2 = -

. (4.51)

1 1

w(z) = u(z) + uglz). (4.52)

CASO 1: by £0y b1 =0
Teniendo en cuenta la ecuacién l) y la condicién lbl =0,sin=0
se tiene que

1 1 !
b=~ LOEm 1) ],

_ _1b |:271+k2:|
= 0 — |

Si n =1y teniendo en cuenta que 1b1 = 0, entonces
1 1

b= ——— ——

T Du+®[(

=~ (OO &)

[

:bo [(zn + k2)y1] |

1+1)(1+2)n 1b2}

" +

—~

c:\»—k

2

Se nombran los términos

211 + k2
F2:1T7

(211 + k)1

F3: 9 )
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de tal forma que

1b2=—1boF27
by = by Fs.
Paran =2
1 ]. 1 1
by=—— [ ((2+1)(2+2 k) b 24+ 1)(2+2)1y b
= GTDETY) [(( F 12+ 27 +F) b+ 2+ 1)(2+2)m by

= = [(2n + 1) [ 00k + 1201 [bo ]|

1 [ (127‘1—|-k2)

F F
12 2+ 11 3}

b5 = —(3+1)1(3+2) [((3 +1)B+2)m + k%) b3+ B+ 1)(3+ 2w by
_ _% [20m + 1) [ b 3] + 200 [~ "0 P |
' [_<20+k>

F: F
20 3+ 4}

= "boF5.

Sin=4

"bg = —(4+1)1(4+2) [((4 +1)(4+2)71 + k?) by + (44 1)(4+2)11 by
5 (0m ) [ ] 30 [
o (3071 + &%)
Y L

Fy+ V1F5}

= "boFp.



4.1. CURVA 1 51

Sin=25

by = —(5+1)1(5+2) [((5 +1)(5+2)1 + k) by + (5+1)(5 +2)w1 b
= _é [(4271 + k%) [lboF5} + 421 [— 1boF@H
'y [_<42+k>

F: F
19 5+ 11 6]

— b Fy.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
sucesion,

FO = _17
Fl =Y,
271 + k2
F2 12 )
P = (21 + k2)1/1’
2
-1 k?
Fy=wnkF,1- n(n )Tl ki F, 2 Vn2>2,
n(n—1)
y
1 ﬂ,+11
by = (—1)" by, Vi > 2.

De tal forma que para la velocidad en la curva 1, cuando 1bo 0y
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1b1 = 0, la solucioén estara dada por
o0
lul(x) = Z "bpa”
n=0

(o]
= 1bogvo + lblx + Zlbnaz”

n=2

[o.¢]
="by+ Y (~1)" hpFa”
n=2

= by + boZ( 1)n+1ann
n=2

="bo |1+ D (1) Fa” (4.53)
n=2

CASO 2: 'by=0y b #0
Teniendo en cuenta la ecuacién 1} y la condicién 1bo =0,sin=0

se tiene que,

1 1 1
b= (W@ b

1
= — b1V1.

b= _<1+1>1<1+2> (4 D+ 27+ 82) b+ (L D1+ 2w by
_% |:(67'1 + kz) lbl + 611 |:— lblljlﬂ
2
_ 1b1 |:_(67—12_k)+y%:| )

Se nombran los términos

G2 = U,

6 k2
G3=—W:)+V%a
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de tal forma que

by = — 'b1Gy,
by = bGs.
Sin=2
1 ]_ 1 1
by=—— | ((2+ 1)(2+2 k) b 2+ 12+ b
= GTDETD [(( F1)2+2)m + ) ba+ (24 1)(2+ 2w by

— _11—2 [(127’1 + k%) [— 1b1G2] + 1214 [1b1G3H

1 |: (12T1+k2)

B Gao + V1G3]

"bs = —(3+1)1(3+2) [((3 + 1B +2)m k%) by + 3+ 1B+ 2w by
= —% [(2071 +k?) |:lblG3] + 201, [— 11?1G4H
_ [_<2O+k>

50 Gs+ 11 G4:|

— '0,Gs.

Sin=4

S
0T T U+ 1)(A+2)
_ _% (307 +k2) [="01Ga | + 300 [ 1G5 |
__lb _M
- 1 30

[((4 F 1A+ 207 +K2) b+ (4 + 1)(4+ 2 bs

G4+ Vle]

= — 'b,Gs.
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Sin=5
! = _; 2\ 1 1
= BTG [((5+1)(5+2)n +£%) b+ (5+1)(5+2)v1 bg

1 . )
- [(4271 +£?) [ b1G5} + 420, [— blGGH
42 k2
— 1b1 |:—(TZ;_)G5+V1G6:|
= "bGr.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
sucesion

Go =0,

Gy =1,

Gy =1,

6 k2

G3 = _(7-1;) + 1/12,
-1 k2

G =Gy =M DT s,
n(n —1)

y
by = (=)™ by G, Vn > 2.

De tal forma que para la velocidad en la curva 1, cuando 1bo <0y



4.2. CURVA 2 55

1b1 = 0, la solucién estara dada por
o
1u2(ac) = Z 1bnm”
n=0

= 1bl;zc + Z (—1)"Jrl 1b1an"
n=2

[e.e]

= b+ by (-1 Gpa”
n=2
="by |z + Z (—1)”+1Gna;"] : (4.54)
n=2

Dado que la solucién general de la velocidad, en la curva 1, estd dada

por la ecuacién (4.52)), al sustituir en ella las ecuaciones (4.53)) y (4.54)) se

tiene

x + Z (_1)n+1ann

n=2

“u(z) = by +'b . (4.55)

o0
1+ (=) Fpan
n=2

4.2. Curva 2

Partiendo de la ecuacién particular para la curva 2 (ec. 4.20) vamos a
calcular sus derivadas, hasta el orden dos, esto es

Hy(z) = Hola + Hovax + Homoa?, (4.56)
dH.
d?(gc) = Hovy + 2Hym, (4.57)
X
dQHQ(w)
7 == 2H07_2. (458)

Reemplazando estas derivadas en el sistema de ecuaciones desacoplado

para aguas someras, ec. (2.14)) y (2.15)) del capitulo |2} se tiene

2 2
w 2, A7 dn

T (G2 + vz + T )@ + (1o + 27230)%, (4.59)
2 d2 d

—7;;{0U = ({2 + 1oz + T2x2)d7;2b +2(vy + 27’2.%)% + (272)u. (4.60)
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Teniendo en cuenta que el nimero de onda corresponde a k% = w?/Hyg,
se obtiene el sistema reducido

N dn
k0= (G + vaw + mox )d 3+ (vo 4 2ma) (4.61)
2 d*u du
—ku = (G 4 vow + 13%) 5 4 2ve + 2m) 4 (2m)u. (4.62)

Para la elevacién y la velocidad, en la curva 2, que se denotaréd con el
superindice en el lado izquierdo de la variable, sus soluciones pueden darse
como una serie de potencias

n(z) =) apz", (4.63)
n=0

2u(av) = Z2bnx”. (4.64)
n=0

Estas serdn usadas en las ecuaciones (4.61) y (4.62)) para determinar
las soluciones mencionadas.

4.2.1. Elevacién

La elevacién estd dada por la serie de potencias
o0
= E anx",
n=0
las respectivas derivadas de la elevacién, con respecto a la variable z, son

d:c e (Z anx ) = inzanx”_l, (4.65)

2

d:z:Z =3 (Z an ) Z n(n—1) S a2, (4.66)

n=0
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Al reemplazar las anteriores derivadas y la funcién de la elevacién, de
la segunda curva, en la ecuacién (4.61) se tiene que

o0 o0
k2 Z C Az + (Co + o + o) Z n(n —1) Canz" 2 4
n=0 n=0
> 2
(vo + 27101) Z n apz" 1l =0. (4.67)

n=0

Luego al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
pando términos semejantes en x, se obtiene que

o0 o0 (o]
2 2 2
k2 g anx”™ + T g nn—1) a,x"™ + 279 g n apz” +
n=0 n=0 n=0
o0 (o]
2 _ 2 _
V9 E n(n—1) apz™ "t + 1o E n apx™ 1t +
n=0 n=0

oo

G2 Z n(n — 1)2ana:"*2 =0. (4.68)

n=0

Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
de variable en el indice de la sumatoria, este cambia el inicio del indice, de
tal forma que

(o] (o] o0
k2 ZQanx” + 7 Zn(n — 1)2an3§" + 279 ZnQanx” +

1%) Z (n+1) an+1:1: + 9 Z n+1) api12” +

n=-—1 n=—1
)

@Y (n+2)(n+1) an0a" =0,  (4.69)

n=-—2

dado que, para los indices n = {—2, —1} los valores de la serie son nulos,



58 Dos funciones cuadréticas

se tiene que

[o¢] o0 o0
k2 Z Qanxn + 7 Z n(n — 1)2an:c" + 27 Z n2an$" +
n=0 n=0 n=0

oo [e.e]
Vo Z n(n + 1)2an+1m" + 1 Z (n+1) CQny1a™ +

n=0 n=0
> 2
(2> (n+2)(n+1) apiaz" = 0. (4.70)
n=0

Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable
x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, asi se
tiene que

o)

Z [ n+ 1)+ k) an + (0 4+ 1)%0 angs + G+ 2)(n+1) “apye| 2" =0,

(4.71)
lo que corresponde a tener

(n(n+ 1) + k:2) an + (n+1)%vy Qanﬂ + G(n+2)(n+1) 2an+2 =0,
despejamos 2an+2 y se tiene la sucesion

2a _ 1 (n(n+1)7'2+k2) za n (n+1)2V2 2a
T T )t 2) G " G

(4.72)

Para determinar la solucién de la elevacion, para la curva 2, se contem-
plan dos casos donde 2a0 y 2a1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso
determinara una solucion que sumadas indicaran la soluciéon general para
la elevacion, tal que

n(z) = "m(z) + na(). (4.73)
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CASO 1: “ag #0y ‘a1 =0

. .2 e, 2 .
Teniendo en cuenta la ecuacién 1) y la condicién "a; =0,sin =0
se tiene que

. . 2
Si n =1y teniendo en cuenta que “a; = 0, entonces

kQ
Wy = —,
272
Wi = — k=,
3¢
de tal forma que
2a2 = — 2&0Wé,
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Paran =2

> 1 (224 1)1 + k%) » (24122
RCERCES) G Gt @

L O ) 2 P

6 k2
= —"ag _wwé 3va
12¢2 4G

=

2 /

Sin=3

) 1
BT TBIDE+2)

(127-24jk2) [ 0W3] + CT { 2aoI/VZJ

1279 + k2 4
= 2a0 [_(TZ)Wé V2 W4]

G2 “ G2

BB+ Dra+kY) 2 (3+1) w2 ]
+F— s

1

20

161/2

20¢2 5 (o

2 1

T @t nA+2)

(2073 + k%) 251
G2 G2

2 (20T2+k2) dva__,
= Cao |- w4+ 22w,
"’Ol 306G

2 2
(4(4 + 12272 +k)a L +Ci) vy 20,5]

L
30

[— 2a0W41] + [2a0Wg}
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Sin=>5
2 1 (5(54 1)1 + k%) » (54+1)%1 2
ay = — as +—— ag
G+16+2) G G2
1| (38024 k) 2 1 36vap 2
VTl a0t + o [~ a0
2 (30m2 + k%), 6ua__,
="ap |- LW+ - =W,
" [ 26 0T TG0
== 2a0W§.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente

Vn > 2,

sucesion
Wy = —1,
Wl' =0,
k2
Wy = —,
2720
Wé = —=k°,
3¢
W = noovr (n—1)(n—
" n-1)¢ " n(n
y

“a, = (—1)"tt 2a0W7'L

Vn > 2.

De tal forma que para la elevacién, en la curva 2, cuando 2a0 #0y
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2 ., ’
a1 = 0 la solucién estara dada por

1+ (—1)”+1W,,;x"] . (4.74)

CASO 2: “ap =0y ‘a1 #0

Teniendo en cuenta la ecuacién 1| y la condicién a9 =0,sin =0
se tiene que,

ME) L ¢
— 2 VQ
——a 3]
Paran =1
2 1 1(1+1)T2+k‘2 2 14+1)2%0 2
AR CEr) ( G Vo <2) ]

11](2 k2 4
_ L etk A [fal [WH
6 G2 G2 2¢2
_ {_@Tﬁk?) N 11/%] |
6(2 3 CQ
Se nombran los términos
r_ 2
Vs, %’
(2m2 + k%) 1v3
V3, - _ -2
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de tal forma que

2a2 _ 72a1V2',
as = 2&1‘/3/
Sin=2
2 1 (2(2 + 1)7’2 + k‘2) 2 (2 + 1)21/2 2
a4y = — a+——F— a3
2+1)(2+2) © Co
1 (67'2 + k‘2) 2 y 91/2 2 /
g [ e 22
2 (67’2"1'/{2) / 31/2 ’
e T ERE A T
= —2a1V4/.
Sin=3
2 1 (3(3 + 1)7’2 + ]{?2) 2 (3 —+ 1)2V2 2
as = — a3+ -—— a4
B+1)(B+2) Co Co
1| (2 +E)p 1 16mwp =
—w | g L]+ ]
2 (12 + k%), 4uy_,
= —_ Vo + -=V
MG BTEG
= 2a1V5'.
Sin=4
2 1 (4(4 + 1) + k?Q) 2 (4+ 1)21/2 2
ag = — aq + — as
(4+1)(4+2) G2 G2
1 (207’2 + k2) 2 , 2519 T2 ,
= —% 7C2 |:— Q1V4:| -+ CQ* |: Q1V5:|
2 (20m + k%), 51n_,
= — V, —V
M50 e
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Sin=5
1 505+ 1)1 + k2 541)2
2a7:— ( ( )72 )2a5+7( T )V22a6
(5+1)(5+2) G G
1 [ (80 +k*) 2 7 36va 2
T T[“%}* R
2 (30T + k%), 61y,
= - V4 — 2V,
TR e
:—2(11‘/7/.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
sucesion,

VE)/:O’
‘/1/:1’
12
vy = 2
2 2(27
V,g,_ (27‘24—/{2) 1V722

2

an = (—1)"! 2a1Vé

Vn > 2.

., 2
De tal forma que para la elevacién, en la curva 2, cuando "ag = 0 y
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2a1 # 0, la solucién estard dada por

2772 _ Qan”
n=0
2 > 2
= alx—i—Z( DM a Vi
n=2
2 2 >
= amz+ ar Y (—1)"TVia"
n=2
(e 9]
="a [z + ) (—1)"MVa" (4.75)
n=2

Dado que la solucion general de la elevacién esta dada por la ecuacién

(4.73), al sustituir en ella las ecuaciones (4.74) y (4.75) se tiene

217(:1:) ="ao |1+ Z ()" wlam | + ‘ar |z + Z (—1)" Ly gn
n=2
(4.76)
4.2.2. Velocidad
La velocidad estd dada por la serie de pontencias
=3 baa™, (4.77)
n=0

las respectivas derivadas de la velocidad, con respecto a la variable x, son

da: e (Z bpz" ) = inbnwn_l, (4.78)
_ @ (Z bn$n> Z n(n — 1)bpa™ 2. (4.79)
n=0

n=0
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Al reemplazar las anteriores derivadas y la funcién de la velocidad en

la ecuacién (4.62)) se obtiene

oo

(Co + voz + Tox?) Z n(n—1) b +
n=0

o0
2(vy + 2mox) Z n’ bzt
n=0

27 + k) D “bpa™ = 0, (4.80)
n=0

Luego al realizar las operaciones algebraicas correspondientes y agru-
pando términos semejantes en x, se obtiene que

o o oo
(279 + kz) Zanx” + 47 anbnx” + 7 Z n(n—1) 2bnx" +
n= n=0 =0

o oo
Vo Z n(n—1) ana:"_l + 2u9 Z ngbnac”_1 +

n=0
Y n(n—1) ba"? =0. (4.81)
n=0

Para obtener el mismo exponente de la variable x se realiza un cambio
de variable en el indice de la sumatoria, este cambia el inicio del indice, de
tal forma que

(275 + k?) Z2bnm” + 4719 Znanx” + T Zn(n —1) anx" +

n=0 n=0 n=0
> 2
Vo Z nin+1) n+1x" + 2u9 Z (n+1) bppx™ +
n=-—1 n=-—1
s 2
G Y (n+2)(n+1) byyoa™ =0, (4.82)
n=—2

dado que, para los indices n = {—2, —1} los valores de la serie son nulos,



4.2. CURVA 2 67

se tiene que
o) o o0
2 2 2
(273 + k?) Z bpx™ + 41y Z n bpx" + Z n(n—1) bya™ +
n=0 n=0 n=0

o0 o0
Vo Z n(n+1) 2bn+1x" + 21 Z(n +1) 2bn+1x" +
n=0

n=0
G (n+2)(n+1) buyaa™ = 0. (4.83)
n=0

Como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable
x, la anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria, asi se
tiene que

o0

Y [((n +2)(n+ 1)+ £2) *by + (0 + 1) (n + 2)1a Qb,m} 2"+

n=0
S [0+ 1)+ 2)6 Buga] e =0, (4.84)
n=0

lo que corresponde a tener
(n+2)(n+ )72 + k2) “byt(n41) (n4+2)va b1 +(n+1) (n4+2)Ca by = 0,

. 2 . .
despejamos by, 12, v se tiene la sucesién

[((nJrQ)(ng;l)Terk?) b, + (n+1)(n+2)E 2bn+1}

(n+1)(n+2)

2
bn+2 = -

(4.85)

Para determinar la solucién de la velocidad, en la curva 2, se contemplan
2 2 ,
dos casos donde by y b1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso
determinard una solucién que sumadas indicaran la solucién general para
la velocidad, tal que

w(z) = "u(z) +  usl). (4.86)
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CASO 1: “bg £ 0y ‘b1 =0

Teniendo en cuenta la ecuacion (4.85) y la condicién 2b1 =0,sin=0
se tiene que

2 _ 1 [((2)(1)72+k2) 2b:|
ENOIE) G °
2 |:(272 + kz):|
=—"bhy | ——|.
262
Sin =1y teniendo en cuenta que 2b1 = 0, entonces
2 1

Vo 2

o ol

Se nombran los términos

FQ, _ (27’2 -+ k2)’
2¢2
B = (279 —1—52)1/27

de tal forma que
2

by = — boF3,
“by = "boFY.
Paran =2

2 1 (2+2)(2+ 1)1 + k?) 2 Vo 2
b4——(2+1)<2+2)[ 2 by + (24 1)(2+2)—= b3

G ©)
_ ! [(127-24: K) [—zboFQI} + 12% [2boFéH

2 (1272—|—k2) , ,]
=—b|——F5— K+ F
”[ 126, 2 G0

= —"boF}.
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Sin=3
2 1 (34+2)B+ 1)1+ k?) 2 vy 2
bs = (3+1>(3+2)[ & b3+(3+1)(3+2)C2 ba

1 [(20m +EY) 2, o, Vol o2, o,

- [@[bgFg} +20 ¢ B b0F4H

2 (20m9 +K%) , o,

- [

= "boFY.

Sin=4
2, 1 (4+2) 4+ 1)1+ k2 - vy 2
be = (4+1)(4+2)[ 2 b4+(4+1)(4+2)§2 bs

1 (3072+k2) 2 , vy T2 ,

- [@ [— bOF4} 30 [ bOF5H

2 (302 + k%) , 1o,

= |- R )

= b F}.

Sin=5
2, 1 (5+2)(54+ 1)1 +k?) 2 vy 2
by = (5+1)(5+2>[ 2 b5+(5+1)(5+2)<,2 be

1 [(4279 + Kk?)
42 [ G2

2 (427‘2—|-k2) , 12 ,:|
="py |22 Ry 2R,
0[ 20, 0 G°

boFs] + 42% - QbOFéH

= "bo .

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
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sucesion

=1,

F{ =0,

Fé _ (27’2 + kz)’

2C2
Fé _ (27’2 +§?2)V27
2¢3
V9 n(n — 1) + k?
F =—=F ,— F’ Vn > 2,
n CQ n—1 TL(TL _ 1)C2 n—2 n =

y

2

by = (—1)" by F vn > 2.

De tal forma que para la velocidad, para la curva 2, cuando 2bo #0y
2b1 = 0 la solucién estara dada por

2u1(x) = Z2bnx”
n=0

o0
="by+ Y (~1)" b Fpa”
n=2

_ Qbo i 2b0 Z (—1)n+1F7{L$n

n=2

= by [T+ (-1 (4.87)
n=2
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CASO 2: by =01y ‘b #0

Teniendo en cuenta la ecuacién (4.85)) y la condicién by = 0, si n=0 se
tiene que,

2 1 vy 2
=" [(1)(2)@ bl]

_ V2
— [CJ.

Paran=1
2 1 1+ 1)1+ 2)me + k22 Vo 2
by = — by 4+ (1+1)(1+2)="b
’ <1+1><1+2>[ & DA+ 2)E b
1[6m+k22 V2|: 2 [1/2”}
= |/ 462 =y | =
6{ R R
6C2 Cz
Se nombran los términos
G) =2,
TG
al — _(67‘2 +k2) L%
3 6C2 227
de tal forma que
by = — 01Gh,
“by = b1 G
Sin=2
> 1 (24+1)(2+2)m2 + k2> vy 2
by = — by 4+ (2+1)(2+2)=="b
' <2+1><2+2>{ & 2+ @+ DE+2)E b
1 1275 + k2 2 , vy [2 ,
--% {@ [— b1G2}+12C—2[b1G3]
2 12 +k2 , ,]
=—"b |-———GL+ =G
1[ 126, 270

= "G,
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Sin=3

Vo 2
5 b3+(3+1)(3+2)g ba

2 1 [@+ﬂﬂ&+mm+k%
T B+ 1(B+2)

_% [2072(; k2 [leag} + 20% [— leGgH

2 2070 + k%, vy ,}
——F— G5+ =G
[ 206 0 & !

ba+ (44 1)(4 +2)2 s

2 1 [@+4x4+mm+k%
G2 2

b= T urDE )
1 [3079 + k2 2 , V2 [2 /
e AR (A
2 30 + k2, e ,}
' [ 306 4TG0
= —"0,Gy.

Sin=5

2 1 [(5+1)(5+2)72+k22
by = —
(54+1)(5+2)
1 [e2n+ R
o 42 G

2 4272+]{32 ’ 1) ,:|
Sl S AT
[ 26 ° e °

5 b5+(5+1)(5+2)22b6

(] + 422 [ 0G|

="b,GY.

Para los primeros valores que toma n se puede determinar la siguiente
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sucesion
6 =0,
/1 =1,
r_ 2
2 <27
, 679 + k2 1/22
Gy =——"77— =5
6C2 2
12 n(n — 1) + k?
G;m = 5 ;1—1 - n(n — 1) G%—Q Vn 2 27
y 2 2
by = (=1)"" "0 G Vn > 2.

De tal forma que para la velocidad, en la curva 2, cuando 2b0 =0y
21)1 = 0 la solucion estard dada por

2u2(x) = Zanx"
n=0

00
= 2b13} -+ Z (_1)n+1 leG;x"
n=2
00

="biz + by Z (-1)" Gz

n=2

="b |z + Y (-G (4.88)
n=2

Dado que la solucién general de la velocidad, en la curva 2, estd dada

por la ecuacién (4.86), al sustituir en ella las ecuaciones (4.87)) y (4.88]) se

tiene que

211,(1’) = 2b0 +2b1

o0
1+ ()" Ean
n=2

T+ i (—1)”+1G;Lx"] . (4.89)

n=2
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4.3. Condiciones de frontera

Para determinar las constantes relacionadas en las soluciones de la ele-
vacion y la velocidad para la curva 1, , , y la curva 2, y
, se partird de las condiciones de frontera de Robin impuestas para
la elevacién y la velocidad (tabla y del punto que intersecta a las dos
curvas, en este caso serd el punto P, que se muestra en la figura

La condicién de frontera izquierda se tratara con la ecuacién para
la solucién de la elevacién 177(0) y con la ecuacién 1' para la solucién
de la velocidad 1u(O) de la curva 1. Estas condiciones estan dadas por

1

n(0) = no, (4.90)

"u(0) = no Hio. (4.91)

Asi, se tiene que

177(:1/:) ="ap |1+ Z (=) W,z | + ‘ay |z + Z (=) V2|
n=2 n=2
"0(0) ="ag[1+ 0] + a1 [0+ 0]
= ICLO,
la(] = 7o, (492)
y
fu(z) = b |14 (1) R 4 by o+ D (1) Ga |
n=2 n=2
"u(0) = "bo [1+0] + b1 [0+ 0]
1
= b(]v
"bo = 104 | L. (4.93)
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La condicién de frontera derecha se tratard con las ecuacion (4.76)) para
la solucién de la elevacion 27](1) y con la ecuacién (4.89) para la solucién
de la velocidad 2u(l) de la curva 2. Estas condiciones estan dadas por

d 2
L W] =0, (4.94)
“u(1) = 0. (4.95)
Asi, se tiene que
d > 0
%[277(33)] ="ag [Z (=)™ W na" 1| +%ay |1+ Z (—1)”+1V7;nm”_1] ,
n=2 n=2
%[an] ="ap [Z (0™ |+ e (143 (~1)" ey
n=2 n=2
0= 2&0(5() + 204(51,
de donde se obtiene,
2
0
Yag = -2, (4.96)
do
y
“u(@) ="bo |1+ Y ()" EL" | 4 by o+ Y (1) G
n=2 n=2
u(1) =" |14+ S (1) EL b (1) ()G,
n=2 n=2
0= 2b060 + 2b1€1,
obtenemos,
“bie
by = ———. (4.97)
€0

Ahora, vamos a determinar las constantes de la elevacién y la velocidad
en el punto P, que es dénde coinciden las dos curvas. El valor de = en este
punto es ro y este valor es el que serd usado para los calculos.
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Las ecuaciones consideradas para este caso son

1

n(z)

"n(r2)

de donde,

“n(z)
")

de donde

1

1
:ao

2
:ao

2

se obtiene,

S
n=2

1+ (
n=2

1+§:(—
n=2

—1)"H W,y

1) Wy

LS
n=2
1+ (-
n=2

1

n(rs) = "n(r2),

)] = 2Pt
“u(ra) = "u(ra),
() = S Culra)l,

1
+ a1

n=2

1
+ a1

n=2

1
+ a1

n=2

177(7“2) =00+ a161,

1)n+1W7/an + 2(11

n=2

1)”+1W7/lr§ + 2a1

n=2

2 2
n(r2) = aopo + aipi,

1)”“‘/}13:"

x4+ Z (—
DY

7"2+i(—

)" Vg

7‘2+Z(—

1)n+1vrixn

x-l—Z(—

Vg

T2+Z(—

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

Y

9

(4.102)

Y

9

(4.103)
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d e oo
dx [177(37)] = 1C"O [Z (—1)n+1anx"’1 + 1&1 1+ Z (_1)n+1nvnwn1] 7
n=2 n—2
d i - S .
— [17’](7"2)] = 1a0 [Z (—1)n+1anT121 1 + 1@1 1+ Z (_l)n—i—lnvnrQ 1]
n=2 n=2

= [Z (=) W, rh |+ ‘o |1+ Z (—1)”+1nVnr;Ll] ,
n=2 n=2
simplificando,
d
—n(r2)) = xo + arxa, (4.104)
d > >
[27”([[})] _ 2a0 [ (—1)n+17’LW7IL$n_1 + 2a1 1 + Z (_1)n+1nvyg$n—1] 7
dz n=2 n=2
9 e(ra)] = *ag [ ()" Wiy + a1+ (—1)"+1nVn’,r§1] :
dz n=2 n=2
obtenemos,
d
—n(r)] = "ano + aréy, (4.105)
lu(:c) ="by |1+ Z (=) LRz | + by |2+ Z (-G |,
n=2 n=2
“ulra) = bo |14 Y ()" Ea | 4+ by |r2+ Y (1) Gurl
n=2 n=2
- /Hi 1+ > ()" Fal | + b |2+ > (—1)”“Gnr§] :
0 n=2 n=2

sustituyendo las expresiones en corchetes, obtenemos

“u(ra) = o+ biy, (4.106)
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2u(a;) = by |1+ Z (=) R 2|+ by |z + Z (=) TGl 2™,
n=2 n=2
“ulre) = "bo |14+ (“D)"MEE | 4 b e+ (<L) G
n=2 n=2
de donde, , , ,
u(rg) = bopg + bip1, (4.107)
d o0 oo
%[lu(m)] ="'bo [Z (=) nFz" ] + by |1+ Z (—1)"+1nancn_1] ,
n=2 n=2
d o o0
%[IU(TQ)] _ 1b0 !Z (—1)n+1nFnT‘§_1 + 1b1 1+ Z (_1)n+1nGnT§L—1]
n=2 n=2

+1b1

g - n+1 n—1
=Ny = E -1 nkyr
o H, L2 (—1) 2

simplificando la expresién anterior, sustituyendo las series dentro de los
corchetes por sigma

o
1+ Z (—1)"+1nGnr;‘_1] ,
n=2

d

[ u(r2)] = o0+ "bion, (4.108)
di[zu(a:)] ="by ! ()" HpE "+ by |14 Z (—1)”+1nGlnfL’"_1] ,
x
n=2 n=2
d > 0
—[u(r)] ="bo [ ()" nEry | 4+ 14+ (—1)n+1nc;;rg—1] ,
n=2 n=2
obtenemos,
d 2 2 2
Sl ur2)] = "bodo + bign. (4.109)

Sustituyendo las ecuaciones (4.102) y (4.103)) en (4.98) se tiene que

1 2 2
0o+ a1601 = aopo + ain

2 2
1 appo + aipr — 0o
a1 = .
01

(4.110)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.104) y (4.105]) en (4.99) se tiene que

1 2 2
Xo+ aixi1 = aoéo+ a1&
2a§ —i—2a & —
lay = 20T G151 T X0 (4.111)
X1

Igualando las ecuaciones (4.110) y (4.111) se tiene que

01 X1
2 2 2 2
< appo + aipn — 90) X1 = ( aolo + a1&1 — Xo) 01,

2 2 2 2
appox1 + arpixi — box1 = aolobh + a1£161 — xobh,

2

2 2 2 2
aopo + arpr — 0o apfo + a1&1 — xo

2 2 2
aopox1 — aofobh = “a1&101 — xo0b1 — “arpix1 + Goxi,
2 2
ao (pox1 — &ob1) = a1 (&161 — pixa1) — xob1 + Goxi,
2
0, — — Yof 0
40 = ar (§&101 — pix1) — xob1 + oX1 (4.112)
tox1 — &b
Igualando las ecuaciones (4.96) y (4.112]) se tiene
Cad - Car (©01 — paxa) — xofh + foxa
50 pox1 — &obh

—“a6, (mox1 — &obh) = <2a1 (&101 — pix1) — xob1 + 90X1> do,

9

— a8y (pox1 — &ob1) = a1 (€161 — p1x1) 8o — X06180 + Gox100,
*a161 (rox1 — &obh) + “ay (§101 — p1x1) do = xo0thdo — Box1do,
“a1 [(tox1 — €061) 61 + (€161 — px1) 8o] = x06160 — Box160,

0y = (X061 — 6ox1) do
(mox1 — &ob1) 01 + (£101 — paxa) do
(4.113)

Sustituyendo la ecuacién (4.113)) en la ecuacion (4.96|) se tiene
00 = — (xob1 — fox1) do )
(mox1 — &obh) 01 + (§&101 — paxa) do | do
(x001 — Box1) 61

T (pox1 — &01) 01 + (6161 — pax1) 6o (4.114)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.113) y (4.114]) en (4.110) se tiene

61 — Oox1) 01
0y + Y6, = — (X0 +
‘ e (tox1 — &obh) 01 + (£&161 — paxa) 50H0
(X061 — 6ox1) do
(mox1 — &ob1) 01 + (§101 — paxa) do

(x0bh — box1) 9110

M1,

1
fot b = (rox1 — &obh) 01 + (&161 — paxa) do
(x0f1 — Oox1) dopu
(rox1 — &ob1) 1 + (§1601 — paxa) oo’
'y = — (xofh — Box1) 1110
(ox1 — &obh) 01 + (&161 — paxa) do
(x0f1 — Oox1) op 0
(ox1 — &061) 01 + (€161 — pux1) do
oy = — (xoth — Box1) 1110 N
(Hox1 — &obh) 0161 + (§161 — paxa) dobs

(X001 — fox1) dor b
(rox1 — &ob1) 0161 + (£101 — pixa) 661 01

(4.115)

Sustituyendo las ecuaciones (4.106) y (4.107) en (4.100)) se tiene que

1 2 2
o + b1y = bopo + bip1,

e “bopo + bip1 — o
1= .
(a1

(4.116)

Sustituyendo las ecuaciones (4.108) y (4.109) en (4.101)) se tiene que

o0+ bioy = bodo + b1,

o “bogo + b1y — o0
1= .

(4.117)

01
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Igualando las ecuaciones (4.116)) y (4.117) se tiene que

“bopo + bipi — o bodo+ bidi — o

L o1
(25000 + b — %) o1 = (25()(150 + bigy — Uo) (P
“bopoo + bipror — ooy = bodots + bidriy — oot
“bopoot — “bodor = bigir — oot — bip1or + oo
“bo (poory — dotpr) = bi (¢141 — pron) + Yoo — oo,

2y — “by (191 — pro1) — o0th1 + ?/)001. (4.118)

P01 — Go1

Igualando las ecuaciones (4.97)) y(4.118) se tiene

_25161 b (191 — pro1) — oot + Yoo

€0 pPoo1 — Po1
—“brer (poo1 — dothr) = <2b1 (P11 — pro1) — 001 + ¢001> €0,
— b1 (poo1 — dovn) €1 = by ($191 — p101) €0 — Toi€n + Yoorco,
“by (poo1 — dotbn) €1 + by (13901 — pron) €9 = oohreg — oo o,
“b1 [(poor1 — dothn) 1 + (61901 — pro1) 0] = ootbren — Yoo,

)

2 (001 — hoo1) €0 (4.119)

(poo1 — goh1) e1 + (¢1¢1 — p1o1) €0
Sustituyendo la ecuacién (4.119)) en la ecuacion (4.97)) se tiene

by = — (001 — Yoo1) €0 e
0 (poo1 — doth1) €1 + (d11 — p1o1) €0 €o
—_ (cot1 — Yoo1) €1
a (poo1 — dotn) €1 + (91901 — p1o1) 0’ (4.120)

Sustituyendo las ecuaciones (4.119) y (4.120) en la ecuacion (4.116)) se
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tiene
1 L (o0t1 — o) €1
Yot biyn = (poo1 — ¢o1) €1 + (P191 — p101) €0 po
(001 — Yoo1) €0
(poo1 — ¢o1) €1 + (P191 — p101) e’
1 _ (o011 — too1) €1p0
Yot biyn = (poo1 — o) €1 + (P191 — p101) €0
(o011 — Yoo1) €0p1
(poo1 — ¢otp1) €1 + (¢1991 — pro1) €0’
oty = — (0091 — Poo1) €1p0
i (poo1 — ¢ov1) €1 + (P191 — p101) €0
(001 — Yoo1) €0p1 Ly
(poo1 — Got1) €1 + (1901 — prot)eg
o (001 — Yoo1) €1po N
' (poo1 — ¢otn) €191 + (P1901 — pr01) €01
(001 — Po01) €0p1 Yo (4.121)

(poo1 — otb1) €191 + (11 — pro1) e Y1

De esta manera, se ha obtenido la solucién para la elevacién 177(x) y
“n(x) y para la velocidad "u(z) y “u(z) de las ecuaciones de aguas someras
linealizadas, sin rotacién y sin viscosidad como serie de potencias, para un
fondo batimétrico ajustado por dos funciones cuadraticas acopladas Hi(z)
y Hs(x), definidas por cinco puntos. Ademas, se establecen las condiciones
bajo las cuales estas dos funciones forman una funcién continua.



Capitulo 5

Analisis del modelo

En el presente capitulo se realizard un anélisis de las soluciones de
la elevacién y la velocidad obtenidos en el capitulo |3| para una batimetria
modelada por una funcién cuadratica de un sistema de ecuaciones de aguas
someras linealizadas sin rotacién y sin viscosidad.

Tomaremos en cuenta las aproximaciones necesarias para determinar la
velocidad de la onda en cada uno de los tipos de aguas, que nos permita
llegar a la definicién de velocidad de onda para aguas someras. A partir
de esta definicion se verificard que el modelo analitico cumpla con la teoria
de aguas someras. Luego, dado que las soluciones para la elevacién y la
velocidad estan dadas en serie de potencias alternadas infinitas, se anali-
zaran los lugares en el canal donde el modelo analitico es convergente y el
comportamiento de dichas soluciones en diferentes batimetrias.

La velocidad de la onda se define como una relacién matemaéatica que
vincula la funcién tangente hiperbodlica con la longitud de onda, el periodo
de las ondas y la altura de las ondas, que de acuerdo con las diferentes
aproximaciones que se consideren para la funcién trigonométrica, determi-
nara el tipo de agua en el que se mueve la onda, ya sea aguas profundas,
transicionales o someras. De igual forma, la profundidad del canal tiene
un gran efecto en la velocidad de la onda debido a la interaccién con el
fondo marino, lo que hace que dicho pardmetro sea fundamental a la hora
de expresar la velocidad de la onda.

La velocidad de la onda a cualquier profundidad estd dada por la ecua-

83
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cién

o @ 27THO
c—\/zwtanh< 3 ) (5.1)

Teniendo en cuenta el comportamiento de la funcién tanhz (fig. [5.1))
cuyo dominio es todos los reales, se presentan dos casos de aproximacién,
cuando el argumento representa un valor casi nulo 0 < x < 0.05 cuya apro-
ximacion es usada para definir las aguas someras, y cuando el argumento
representa valores mayores a 7, aproximacion utilizada para las aguas pro-
fundas. Para el primer caso, se tiene que |[tanhz — x| < 4 x 1072 lo que hace
que la funcién sea aproximadamente su argumento, tanh z ~ x, este valor
de x se muestra con una linea vertical azul en la fig. Para el segundo
caso para todos los valores de x tal que = > m, se tiene que tanhx —1 = 0,
lo que hace que la funcién sea aproximadamente la unidad, tanhx ~ 1, el
valor de = a partir del cual se cumple esta aproximacién se muestra con
una linea vertical roja en la fig. [5.1} Las anteriores aproximaciones se tie-
nen en cuenta para la relacion existente entre la profundidad del canal y la
longitud de onda [Wright et al., 1999).

En aguas mas profundas que la mitad de la longitud de onda, Hy > A/2,
llamadas aguas profundas, la velocidad de la onda depende de la longitud de
onda, y se utiliza la aproximacién tanh z ~ 1 para determinarla. Aplicando
dicha aproximacién a la funcién tangente hiperbdlica de la velocidad de la

onda se tiene o]
tanh( W/\ 0> ~ 1, (5.2)

de donde la velocidad de la onda viene dada por

gA
c=\/=—. 9.3
o (5.3)
En aguas mucho menos profundas que la vigésima parte de la longitud
de onda, Hy < A/20, conocidas como aguas someras, la velocidad de la
onda se determina por la profundidad del agua y se utiliza la aproximacién
tanh x ~ x. Al aplicar dicha aproximacién a la funcién tangente hiperbdlica

de la velocidad de la onda se obtiene
27THO ~ 27THO

~

tanh
anh — T

(5.4)
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0.2 I

-0.2 I

-0.4 I

|—tanh(x) —x=0.05 —x=r|

Figura 5.1: Grafica de la funciéon tanh z. La lineas verticales indican los valores del
dominio de la funcién que determinan la clasificacién en aguas someras (x = 0.05
en color azil) y aguas profundas (x = 7 en color rojo).

lo que genera una velocidad de la onda dada por,

g\ 2mHy
.= <2ﬂ) o (5.5)

que se reduce a
¢ =+/gHp. (5.6)

Para aquellas aguas someras donde la profundidad se encuentra de-
terminada por la longitud de onda entre los valores A\/20 < Hy < A/2,
llamadas aguas transicionales, se utiliza la ec. .

A continuacion y con la finalidad de trabajar con datos adimensionales
y poder comparar entre los resultados, se normalizan las medidas de la
profundidad y el ancho del canal respecto a sus valores iniciales indicados
en las condiciones de frontera (Tabla.

Para saber si el modelo analitico se comporta de acuerdo con la teoria de
aguas someras, como dos ondas desfasadas un dngulo de 7/2, es necesario
analizar el comportamiento de las soluciones de la elevacién y la velocidad
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de acuerdo con la teoria de ondas superficiales de gravedad. Para dicho
analisis tomaremos valores particulares de la profundidad Hy, la elevacién
1o y longitud de onda A\ que nos permita observar el comportamiento de
los nodos en ambas soluciones.

Para determinar si las soluciones al sistema de ecuaciones de aguas
someras son convergentes, ec. de la elevacion y ec. de la velocidad
obtenidas en el capitulo[3] se ha observado si después de un ntimero finito de
sumas parciales la diferencia entre dos términos consecutivos de las sumas
parciales es menor a un valor permitido, este valor lo llamamos tolerancia
(tol = 0.001), es decir, que si la diferencia entre las sumas parciales es
mayor a esta tolerancia decimos que la serie es divergente.

Para determinar el nimero de sumas parciales suficientes para que las
soluciones convergentes cumplan con la teoria de ondas superficiales de
gravedad fue necesario observar como se comportaba la convergencia para
8,16,32, 64,128 sumas parciales, la cantidad de sumas parciales fue deter-
minado a partir de un formato binario para no generar errores mayores y
coincidir con la forma de trabajar del software utilizado.

Para las constantes r y s (ec. que son los puntos que definen la
forma de la batimetria (Fig. [3.1) y su ecuacién cuadratica (ec. 3.3), se
les asignan valores desde cero hasta uno, en incrementos de 0.005, para
determinar los puntos del canal (r,s) que corresponden a las batimetrias
convergentes.

Se puede observar que, aunque para pocas sumas parciales (n = 8, 16)
las soluciones pueden ser graficadas, estas no corresponden a un comporta-
miento de teorfa ondas superficiales de gravedad (figuras [5.2f(a) y [5.2|b)),
esta situacion puede atribuirse a los pocos términos de la sucesién de sumas
parciales de tal forma que el limite del término n-ésimo de la sucesién no
es aun alcanzable numéricamente.

En el caso de las sumas parciales paran = 32, 64 (figuras[.2{c) y[5.2(d))
ya comienza a verse un desfase de 7/2 entre la elevacién y la velocidad hacia
la parte del canal que conecta con aguas profundas, aunque para la zona
cercana a la linea de costa presenta un comportamiento que no cumple con
esta condicién. Lo anterior advierte que en un ntmero mayor de sumas
parciales el limite del término n-ésimo de la sucesién puede ser obtenido
numéricamente.

Para el caso de n = 128 términos de sumas parciales ya se puede ob-
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Figura 5.2: Soluciones de la elevacién y la velocidad, para un caso particular y
diferente niimero de sumas parciales, normalizadas con 7y y ug respectivamente.

servar un comportamiento ideal para las soluciones de la elevacion y la
velocidad (figura (e)) y que pueden corresponder con el desfase de /2
buscado. Lo anterior indica que este nimero de sumas parciales es suficien-
te para determinar la convergencia de las series de potencias alternadas
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infinitas y realizar las verificaciones correspondientes al andlisis del mode-
lo.

Hacemos una ampliacion a la figura (e) en la figura y podemos
observar de manera mds clara las soluciones de la elevacién (panel superior)
y de la velocidad (panel inferior) junto con sus respectivas envolventes,
marcadas con lineas punteadas, de tal forma que se puede identificar la
onda estacionaria y visualizar los nodos y las antinodos de cada solucién.

Elevacion
15

10

o

Elev. spf. del agua

o
\
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8 aof N
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Ancho del canal

Figura 5.3: Soluciones de la elevacién y la velocidad, para un caso particular con
128 sumas parciales. Variables normalizadas con 7y y uo respectivamente.

Para determinar de una manera clara el desfase de 7/2 o cuadratu-
ra entre la solucién de la velocidad y la elevacion es necesario considerar
una grafica de fase, una figura similar a las conocidas figuras de Lissajous
[Cortés Osorio et al., 2008, [Flemming and Hornes, 2013], ya que permite
observar la trayectoria de un punto mévil cuyas coordenadas rectangulares
se describen por movimientos armoénicos simples.

De acuerdo con la figura [5.4] se observa que, efectivamente, hay un
desfase de m/2 entre la velocidad y la elevacién y que, justo cuando la onda
se acerca a la costa, cambia la relacion entre las frecuencias angulares del
movimiento, tanto de la elevacién como de la velocidad. Se puede observar
que, mientras mantenian una relaciéon de frecuencia angular 1:1 como se
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Velocidad vs. Elevacion
T T T
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Figura 5.4: Grafica de fase para las soluciones de la velocidad y la elevacién.

observa en las elipses concéntricas, parece cambiar a una relaciéon 3:4 o 3:5
para el mismo desfase, lo que se identifica en la figura como un bumerén.

Para n = 128, como un nimero adecuado de sumas parciales para el
analisis del modelo, se determina la zona de convergencia en el canal tal que
las batimetrias que se encuentren dentro de esta zona tanto la elevacion y
la velocidad son convergentes, bajo el criterio que se definié anteriormente,
esto se puede observar en la figura la zona pintada con negro.

Se toman algunas batimetrias representativas dentro de la zona de con-
vergencia que cumplen con la condicién de aguas someras (ec. , de
tal forma que se pueda determinar si hay un patrén de comportamiento
en las soluciones de elevacion y velocidad. Como batimetria de referencia
consideramos aquella que es descrita por la ecuacién H(x) = = que corres-
ponde a un plano inclinado 45 grados. De esta batimetria de referencia nos
movemos en forma vertical y horizontal de tal forma que se determinen
diferentes batimetrias contenidas en la zona de convergencia y que faciliten
la interpretacién (Fig. . Se dibujan sus respectivas envolventes, lineas
punteadas en la gréafica, con el fin de observar la onda estacionaria.

De acuerdo con las figuras se puede observar que a medida que la
batimetria se hace méas profunda, batimetrias en el orden B, A y D de
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Figura 5.5: Zona de convergencia para la solucion de la elevacién y la velocidad en
un canal de aguas someras. Cinco diferentes batimetrias en la zona de convergencia
para la elevacion y la velocidad. Puntos B, A y D representan el cambio vertical.
Puntos E, A y C representan el cambio horizontal.

la figura que pasa de tener una forma céncava a una forma convexa,
la batimetria céncava que estd por encima de la batimetria de referencia,
presenta valores mayores para la elevacion y la velocidad y disminuye para
la batimetria de referencia siendo atin menor para la batimetria convexa.

De igual forma, observando la figura se puede afirmar que al pasar
de la batimetria E, por la batimetria A hasta la batimetria C, como se
indican en la figura [5.5, se observa el mismo cambio de concavidad que
en el cambio vertical, la batimetria concava que esta por encima de la
batimetria de referencia, presenta valores mayores para la elevacion y la
velocidad y disminuye para la batimetria de referencia siendo ain menor
para la batimetria convexa.

De acuerdo con las figuras y se puede afirmar que para bati-
metrias con formas céncavas, aquellas que al ser dibujadas en el plano del
canal de aguas someras estaran por encima de la batimetria de referencia,
tendran mayores valores para la elevacién y la velocidad en comparacién
a las batimetrias convexas que estardn por debajo de la batimetria de re-
ferencia, estas se pueden observar como las lineas azules en cada gréfico.
Mientras que las batimetrias que se encuentran por debajo de esta bati-
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Figura 5.6: Cambio vertical. Linea azul batimetria B, linea verde batimetria A (de
referencia), linea roja batimetria D, de acuerdo con las distinciones en la figura
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Figura 5.7: Cambio horizontal. Linea azul batimetria E, linea verde batimetria A
(de referencia), linea roja batimetria C, de acuerdo con las distinciones en la figura

R

metria de referencia presentan los valores mas bajos para la velocidad y
elevacion.
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De todo lo anterior se observa que la solucién analitica en serie de
potencias para la elevacion y la velocidad de las ecuaciones linealizadas de
aguas someras, sin viscosidad y sin rotacién, son una forma facil y rigurosa
de abordar la complejidad del problema planteado y que cumple con la
teoria de onda en aguas someras.



Capitulo 6

Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta tesis parten de las ecuaciones de movi-
miento para un fluido compresible que desprecia la rotacion y la viscosidad,
y se reduce a resolver analiticamente un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales acopladas. La elevacién y la velocidad son representadas por me-
dio de ondas planas que al usar el método de variables separables permite
llegar a un sistema de ecuaciones diferenciales totales.

Se desarrollaron dos modelos matemadticos analiticos para la solucién
a la ecuacién de aguas someras linealizadas, sin viscosidad y sin rotacién,
a partir de soluciones por serie de potencias alternadas infinitas, para ba-
timetrias descritas por ecuaciones cuadraticas que se definen a partir de
tres puntos. En cada uno de los modelos desarrollados se establecen las
condiciones de frontera de Robin que limita la solucién del problema.

El primer modelo estd descrito por una ecuacién cuadratica que se
define por tres puntos del fondo batimétrico en el canal de aguas someras.
Las soluciones del sistema corresponden a serie de potencias alternantes
infinitas a las cuales se les analiza su convergencia para determinar como
es su comportamiento dependiendo de la forma de la batimetria que se
tenga. Se ha podido observar que este modelo se puede aplicar a zonas que
presentan batimetrias suaves y que no presenten cambios bruscos. Para este
primer modelo se observo que las soluciones de la elevacién y la velocidad se
encuentran en cuadratura lo que significa que cumple con la teoria de ondas
superficiales de gravedad. Se determiné aquella zona en el canal de aguas
someras donde las soluciones del modelo son convergentes y se encontré
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que batimetrias someras tienen valores més altos de velocidad y elevacién
comparados con las batimetrias més profundas.

El segundo modelo obtenido estd descrito por una funcién continua de
dos tramos donde cada uno viene representado por una funcién cuadratica
que es definida por tres puntos. Se requirié que las funciones que represen-
tan a la elevacién y la velocidad, junto con sus derivadas, fueran iguales en
el punto de interseccién entre los dos tramos de la funcién, para que la fun-
cién resultante fuese suave y con igual pendiente en este punto. Se hallan
las soluciones en serie de potencias alternantes infinitas para la elevacion y
la velocidad para cada curva de la funcién a tramos. Este modelo al ser una
funcién compuesta por dos funciones cuadraticas hace que sea més flexible
en el momento de aplicarse en escenarios donde la batimetria es poco sua-
ve o que presenta forma irregular. Este modelo es de utilidad en aquellas
aplicaciones de oceanografia que implican las ecuaciones de aguas someras
ya que permite emplear los resultados en aquellos escenarios donde solo era
posible utilizar funciones matemaéticas complejas y modelos numéricos.

6.1. Trabajo a futuro

Describir fondos batimétricos irregulares menos suaves y formas com-
plejas que puedan ser descompuestos a partir de funciones cuadréticas,
cuyos resultados seran obtenidos por medio de software especializados y
usando métodos mateméticos y computaciones avanzados que permitan la
manipulacion de un niimero grande de variables.

Determinar de una manera analitica la convergencia de las soluciones
en serie de potencias alternantes infinitas para la elevacién y la velocidad
del sistema de aguas someras.



Capitulo 7

Primer articulo

A continuacién, se encuentra el primer articulo open Access producto
de capitulo 3 llamado 1-D shallow water equation, with no viscosity and no
rotation, for a topography represented by a quadratic function, publicado
en la revista Journal of Physics Communications de la editorial IOPscience
el pasado 7 de agosto de 2020, con lo que se cubre uno de los requisitos
para obtener el titulo de PhD en Ciencias — Oceanografia Costera.
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Abstract

Based on the linearized shallow water equations with no rotation and no viscosity, in a rectangular
channel with topography, the analytical solution for elevation and velocity was obtained. The
bathymetry of the rectangular channel is described by a quadratic function. The analytical solution
was determined from generalized power series, resulting in numerically convergent power series. This
methodology is a useful and easy tool, which can be used by teachers in the teaching of differential
equations and modeling.

1. Introduction

Modeling bathymetry in coastal areas allows us to understand and determine changes due to different physical and
hydrological processes, which can be used for conservation studies of natural systems and coastal platforms [1].

The most important physical factor in wave propagation in shallow waters is the bathymetry. A change in the
seabed represents a change in the frequency and wavelength of the natural modes of oscillation. Its effects can
result in human, economic, and material losses [2, 3].

To date, several analytical models of linearized shallow water flow without rotation have been published,
with specific characteristics of bathymetry, allowing to establish the resonant modes of the study area. Among
the specified bathymetries are flat bottom [4], parabolic [5], exponential [6] and hyperbolic square cosine [7].

The analytical models mentioned use mathematical functions such as Legendre’s differential equation and
Bessel’s equation [8]. For example, for a port of rectangular shape, Wang et al (2014) use Legendre’s differential
equation and consider a hyperbolic square cosine seabed, and Wang et al (2015) use the Bessel equation
considering an exponential seabed. The analytical model proposed by Hernandez-Walls et al (2017), for a flat
bottomed channel, uses finite differences and generates a tridiagonal system of equations that is then solved
using a recursive form.

Although several studies about numerical solutions have found a way out of hydrological and environmental
problems, some of them still lack an analytical model to be validated [9]. In the present work, an analytical
method to solve the system of linearized shallow water equations with no rotation or viscosity is presented. We
considered a bathymetry that does not depend on the modeling by a specific mathematical function, but it is
described by the equation of a curve defined by three points. The solution for elevation and velocity is given in
power series, which makes the solution easier to obtain.

The method for the solution of elevation and velocity is based on a system of two partial differential
equations for shallow water that depends on velocity flow, elevation around mean sea level, and seafloor
topography. This system of equations is decoupled and simplified by considering elevation and velocity as plane
waves. In addition, a set of boundary conditions is imposed on the equations system.

1.1. Shallow water
The coordinate system x, zis defined as shown in figure 1. The theory of linearized shallow water, without
rotation and viscosity, is reduced to solving the system of partial differential equations [10]:

© 2020 The Author(s). Published by IOP Publishing Ltd
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Figure 1. Model of a fluid in shallow water [4]. The black line represents the surface of the water. The gray line indicates that the wave is
stationary.
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where 7 (x, ) is the average velocity flow that varies with position and time; 7 (x, t) is the elevation around mean
sea level that changes with position and time; H(x) is the topography of the seafloor, and g is the acceleration of
gravity (see figure 1). The topography is assumed to be invariant in the y direction, allowing the problem to be
simplified to one dimension and visualized as a cross-section on the y axis.

In order to achieve the solution of the system of equations (1) and (2), independently for elevation and
velocity, we decouple the system. This decoupling is achieved by deriving with respect to the time in both
equations. The higher order cross derivatives of elevation and velocity are continuous at each point on the
bottom of the channel, and this allows the partial derivatives to be permuted [11]. Then the equations (1) and (2)
can be replaced. The new system of partial differential equations is expressed by the same function in each
equation (7 and 7)), which corresponds to,

0% 0% OH 0 0°H
L og|H S 2 at 3
o ( ox? | “ox ox ”axZ) @
0% ) (817 )(GH)
R e S Bl | sty | 4
o~ o T 8o \ox @
Elevation and velocity are considered a flat wave with an angular frequency of w, so:
f(x, 1) = nlx)e 5
a(x, t) = u(x)e™. 6)
The system of equations (3) and (4), when replaced by the equations (5) and (6) becomes the new system of
differential equations with total derivatives,
w? d’n  dH dn
-~ p=H—" 4 =21 7
g K dx*  dx dx @
2 2 2
W _,dHdu L du 4°H (8)

u — 4+ u—.
g dx dx dx? dx?
For the elevation 7)(x) and the velocity u(x) the boundary conditions Robin type and Dirichlet type are imposed,
respectively, both in the domain of each function Q2 [12],

x € ’Y%+ﬁf:a.

The constants for Robin type and Dirichlet type boundary conditions, which correspond to our case study, are
expressed in the following table.

According to the boundary conditions described for a shallow-water channel (table 1 and figure 1),the
elevation is interpreted as an incident wave with a given height (1(0) = ) thatis then fully reflected on the

dn

shoreline (x = 1, =2(1) = 0); the velocity of the water column coming from the open sea is determined by the

x

elevation, the depth of the channel at this point, and the acceleration of gravity 1(0) = 7, /% and once it
0

reaches the shoreline, the velocity is equal to 0.

2
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Z4 n=n(x)

Hiee o

Figure 2. Bathymetry based on a three-point curve. The horizontal dimension of the channel is normalized. The vertical scale is

exaggerated.
Table 1. Boundary conditions, Robin type for
elevation and Direchlet type for velocity, for
flow in a channel with bathymetry represented
by a continuous function.
Function x ¥ g8 o
Elevation 0 0 1 Mo
1 1 0 0__
Velocity 0 0 1 un \/HLD
1 0 1 0
2.Methods

The methodology for finding the solution of the differential equation system for shallow water without rotation
and viscosity will be shown below. The seabed is determined by bathymetry. Bathymetry is modeled using a
quadratic function determined by three points.

2.1. Bathymetry modeled by a quadratic function
Itis considered a unit channel (0 < x < 1) with a bathymetry given by the function,
H(x) = A + Bx + Cx?, 9)

its particular shape is defined by three points on the bathymetric curve (figure 2), determined by the constants r
and s taken freely. The three points are defined below,

Py(0, Hoy)
Py(r, sHp), Vr,sel0,1]
Py(1, 0).

To determine the values of the constants A, Band Cin the equation (9), the equations system is solved,

Hy=A
sHy= A + Br + Cr?
0=A+B+C. (10)

The particular function H (x) = Hy + Hyvx + Hy7x? is obtained, where:

7r2+571
r(l —r)
1—r—s
T=—.
r(l —r)

This particular function is replaced (7) and (8), such that

d*n dn
(l+1/x+7'x2)ﬁ+(l/+ ZTx)E—O—an:O (11)
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2
1+ vx + sz)d—u +2(v + ZTx)d—u + Q7+ k)u=0.
dx? dx

To determine the elevation and velocity, each is posed as a general power series,

o0
nx) = ax"
n=0

u(x) = Z b,x",
n=0
which are subsequently replaced in (11) and (12).

3. Results

C Cortés-Vélez etal

(12)

(13)

(14)

For the results, it is necessary to consider the differential equation system (11) and (12), which is replaced by the

power series (13) and (14). Boundary conditions for elevation and velocity are considered.

3.1.Elevation
Equation (13)is replaced in (11),

o0 o0 oo
K> anx" + (1 +vx+ 7)Y n(n — Dax"2 + @+ 27x) Y, na,x"'=0.
n=0 n=0 n=0

Similar terms are grouped together with respect to the variable x. A change of the variable is made for the
summation indexes, such as the powers of the variable x coincide,

0

[(n(n + DT + kHa, + (n + D2ayg + (n + 2)(n 4+ Dayyalx" = 0.

=3

n=

From the above, the succession is obtained,

-1

R TeT)

[(n(n + DT + kDa, + (n + 1)?va,, ).

15)

(16)

17)

To determine the solution of the elevation, two cases are contemplated where 4, and a; will have null or non-null

values. Each case determines a term of the general solution,
N = 1mx) + 1,00

For the first case ag = 0 and a; = 0you get the following solution,

00
m= ﬂo[l + Z(*l)"“W,ZX"],

n=2

here, succession W, Vn > 2is given by,

Wo=—1
Wi=0
kz
W, = —
T
K2
Wy =v—
)
_ _ _ 2
Wn:(n l)y an—l_(n D(n—2)7+k W,
n nn —1)

(18)

(19)
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For the second case ay = 0and a; = 0 you get the following solution,

oC
n,(x) = al[x + > (=t ann], (20)
n=2
here, succession V, Vn > 2isgiven by,
Vo
=1
1
V,=—v
)
2
o AR 1
6 3
_ _ _ 2
Vn:n lan,lf(n D(n—2)7+k Vo
n nn—1)
Using equation (18) we have,
o0 o0
n(x) = ao[l + > (=1t an"] + al[x + > (=1t an”], @n
n=2 n=2

here, we start from equation (21) and consider the Robin-type boundary conditions for the elevation, from
which we obtain the coefficients ayand a,
ao =1y
o Ziz(_ D"l W,
EE A

a =

By finding a and 4, the analytical solution of the elevation for the shallow water equations, without rotation
and viscosity, is obtained in a channel with bathymetry modeled by a quadratic equation determined by three
points.

3.2. Velocity
Equation (14) is replaced in (12),
A+ vx+ 7)) nn — Dbyx"2 + 2w + 21x) Y nbyx" 14+ 27 + k)Y byx" = 0. (22)
n=0 n=0 n=0

Similar terms are grouped together with respect to the variable x. A change of the variable is made for the
summation indexes, such as the powers of the variable x coincide,

Dol +2)(n + D7 + k)b, + (n + 2)(n + Dbyry + (1 + 2)(n + Dbyia]x” = 0. (23)
n=0
From the above, the succession is obtained,
—1

[ S— k)b, b1l
RSy [((n+2)(n + D7+ k?)b, + (n + 2)(n + 1)vb,41] (24)

bz

To determine the solution of the velocity, two cases are contemplated where b, and b; will have null or non-null
values. Each case determines a term of the general solution,

u(x) = w(x) + ux(x). (25)

For the first case by = 0 and b, = 0you get the following solution,

w(x) = bo[l + i(fl)”“ Fx] (26)

n=2
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here, succession E, Vn > 2isgiven by,

F() =—1
E=0
2
F= 2+ K
2
2
F=v 2+ K
2
_ 2
E—uE - Mo DR
nn —1)
For the second case by = 0and b; = 0 you get the following solution,
oo
1 (x) = b][x + > (=Dt G,,x":|, 27)
n=2
here, succession G, Vn > 2isgiven by,
Go=0
G1 =1
Gy =v
2
Gy=1?— Ll
6
_ 2
Gyo=v G, — nn—Dr+ kK Gy-2-
nn—1)
Using equation (25) we have,
u(x) = bo[l + Y (=prtt an"] + bl[x + Y (=prtt Gy,x”], (28)
n=2 n=2

here, we start from equation (28) and consider the Dirichlet-type boundary conditions for the velocity, from
which we obtain the coefficients by and b,

b0=770\/HZO
Moy [+ X1 ]
Ceherta]

By finding b and b, the analytical solution of the velocity for the equations of shallow water, without rotation
and viscosity, is obtained in a channel with bathymetry modeled by a quadratic equation determined by three
points.

1=

3.3. Graphic analysis of convergence
To determine the regions in the unitary channel where the methodological proposal is convergent,
equations (21) and (28) have been evaluated. For the constants rand s, which are the points that define the form
of bathymetry (figure 2) and its quadratic equation (10), they are assigned values from zero to one. To determine
the points in the channel (r, s) where the solutions for elevation and velocity are converging, the first 1000 terms
of the series were taken. The last two terms of these finite series are compared, in a difference under absolute
value.

In figures 3 and 4, the area where the elevation and velocity are converging, respectively, is shown in the unit
channel. For the system of differential equations (11) and (12) to have a solution it is necessary to determine the
zone where both, elevation and velocity, are converging (figure 5).

4. Conclusions

In this work, the analytical solution for the system of differential equations of linearized shallow water, without
rotation and viscosity, has been deduced for a channel with bathymetry modeled by a quadratic function defined
by three points. Due to the simplicity of the model, and the consideration of the elevation and velocity as plane

6
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Figure 3. Convergence for the elevation, in the unit channel.
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Figure 4. Convergence for the velocity, in the unit channel.

waves, this allowed the solution for the elevation and velocity to be given in power series, and this, in the future,
will allow the generalization of the model to a finite number of curves that describe the bathymetry.

The solution described in this article can be used for elongated structures such as rivers, well-differentiated
watercourses, elongated ports or ports with a narrow and long mouth. For shapes such as bays, structures with a
square or rectangular floor plan, it is necessary to consider a box-type model, which considers the width of a
channel as a function of its length, (y = w(x)). This last consideration results in a more complicated form for the
analytical solution, so power series may not be suitable for modeling velocity and elevation.

It was found that the solutions converge numerically froma N > 1000, which opens a field of research to
derive the analytical convergence of the solutions. The implemented methodology makes its use as an excellent
teaching exercise for students of the basic professional training courses and easy to implement in the
programming courses. The use of complex mathematical functions is not necessary.
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Capitulo 8

Segundo articulo

A continuacién, se encuentra el borrador del segundo articulo que co-
rresponde al desarrollo del capitulo |4, que serd sometido en una revista
cientifica.
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SHALLOW WATER EQUATIONS WITH BATHYMETRY
MODELED BY TWO COUPLED QUADRATIC FUNCTIONS

C.I. CORTES-VELEZ, R. HERNANDEZ-WALLS, AND B. MARTIN-ATIENZA

ABSTRACT. An analytical solution to the shallow water equations is presented,
without rotation and without viscosity, in a channel with bathymetry modeled
by two coupled quadratic functions. The analytical solution was calculated
from generalized power series for both elevation and velocity. The use of
two coupled quadratic functions allows greater flexibility in defining the shape
of the bathymetry, as it facilitates the determination of the coefficients of
both functions through the position of five points located along the channel.
This allows the solution to be found more easily than using a bathymetric
profile described by a single higher order polynomial. The results in this paper
prepare the way for future work in the search for an analytical solution for the
water analytical solution to the shallow water equations for a bottom profile
described by a finite number of coupled quadratic functions.

1. INTRODUCTION

Resolver el sistema de ecuaciones desacoplado para aguas someras en 1-D, que
en su forma de una onda plana propagandose esta dado por [1],

w? d’>n  dH dn

1 =gt 2=

) g g dz? + dz dz
w? dH du d*u d’H

involucra tomar en cuenta el perfil batimetrico dado por la variable H, el cual
puede tener formas desde muy sencillas hasta muy complejas. Los autores de [1]
trabajaron con una sola funcién cuadrética para representar el fondo marino (H),
encontrando buenos resultados analiticos. En el presente trabajo se mostrara como
obtener las soluciones analiticas para el caso donde el perfil batimétrico pueda
ser representado como la combinacion de dos perfiles representados por funciones
cuadraticas acopladas y con ello intentar manejar formas mas complejas.

La batimetria en la figura 1, estd descrita por dos curvas Hy y Hs acopladas,
dada por la siguiente ecuacion,

o H1($)=A1 +le+01$2 SiOSﬂISTQ
®) H(x) = {Hz(x) = Ay +Box +Cox? sirya<z<1

Date: November 22, 2021.
2020 Mathematics Subject Classification. Primary 05C38, 15A15; Secondary 05A15, 15A18.
Key words and phrases. Shallow water equations.
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FIGURE 1. Modelo de un fluido en aguas someras con dos curvas
cuadraticas acopladas como batimetria, los puntos P; definen los
perfiles de las dos ecuaciones cuadréticas.

cuya forma particular se puede determinar a partir de cinco puntos espaciales
dados por (P;(z,y) parai=0,1,2,3,4),

H, Hy

P()(O, Hg) PQ(TQ,SQHO)
Pi(r1, s1Ho) P3(r3, s3Ho)
PQ(T2752H0) P4(1,0)

donde 74, s; € [0,1] (para i =1,2,3).
De acuerdo con la ecuacién (3) para Hi(z), se pueden encontrar los valores de los
coeficientes A;, By y C1, encontrando que,

Ay =Hy, By=Hy, Ci=Hmn
donde

)

_ (5173 — s913) — (r3 — t2) _ (r1sa —ras1) + (ra —71)
T rira(ra —r1) B rira(ra —r1)
Si se realiza lo mismo para la ecuacién (3) pero para Hs(z), tendremos que los
coeficientes Ay, By y Cs, son dados por,

Ay = HoGa, Bo = Hovp, Cy=Hym
donde
sor3(1 —13) — s3r2(1 —12)

“= (I =r3)(L —r2)(rs —12)

vy — s3(1 —13) — s2(1 —73)
(1 — 7‘3)(1 — 7‘2)(7‘3 - 7‘2)

S 82(1 - T:;) - 53(1 - 7‘2)

(]. - 7”3)(1 — 7‘2)(7”3 - T‘g)
observen que los valores de 73 y r3 no pueden ser igual a 1, y que 7o # 3.
Asi que el perfil batimetrico puede ser expresado de la siguiente manera:

) Hz) = Hi(z) = Hi(1+wmz+mn2?) si0<z<r
)= H2($)2H0(<2+l/2x+7'2(l}2) si T'QS:L'SI



SHALLOW WATER EQUATIONS WITH BATHYMETRY MODELED BY TWO COUPLED QUADRATIC FUNCTIONS

En los capitulos posteriores se procedera a resolver las ecuaciones (1) y (2) uti-
lizando series de potencia y la batimetria dada por la ecuacién (4). Pero se re-
solveran primero por separado y después, utilizando las condiciones de frontera, se
acoplaran las soluciones.

2. SOLUCION PARA LA PRIMERA SECCION DE LA BATIMETRIA H(x)

Partiendo de la primera seccién del perfil batimétrico dado por la ecuacién (4)
vamos a calcular sus derivadas, hasta el orden dos, esto es

Hy(z) = Ho(1 4+ 11z + 7'1).1:2

dH,(x

70311( ) = Ho(v1 4+ 2m)z
d2H1 (I)
7&12 = 2H07‘1

Reemplazando lo anterior en el sistema de ecuaciones desacoplado para aguas
someras, que corresponde a las ecuaciones (1) y (2), se tiene
2

d? d
gH —n=14+nr+nz )d:rn + (1 +27’1:c)d—z
w? d*u du
,gﬁu =1+wvz+nx )d 5 +2(1/1 +2ﬁx)d— + 21u

Teniendo en cuenta que el niimero de onda corresponde a k? = w?/gHy, se
obtiene el sistema reducido

d? d
(5) —k*n=(1+wvz+n2? )d Z+(V1+27'1I)£
) &y du
(6) —k*u = (14 vz + 7 2? )d 5 +2(v +27’1x)d + (2m)u

Para la elevacién y la velocidad, en la curva 1, que se denotard con el superindice
en el costado izquierdo de cada notacién, sus soluciones pueden darse como una
funcion de series de potencias

o0
z) = Z lanx"
n=0
i 1
1u(az:) = Z bpa™
n=0

Estas serdn usadas en las ecuaciones (5) y (6) para determinar las soluciones men-
sionadas.

2.1. Elevacién. Las respectivas derivadas de la elevacién, con respecto a la variable
x, son

e}
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Al reemplazar las anteriores derivadas y la funcién de la elevacién en la ecuacion
(5) se tiene que

k2 Z lanx" + (1 + vz +712?) Z n(n—1) 1anx"72 +
n=0 n=0
ad 1
(7 (v1 + 2m2) Z n apz" =0

n=0

Se procede a agrupar terminos semejantes en xz, y se obtiene que

oo o0 oo
k2 Z 1anglﬁ" +7 Z n(n—1) lanx” + 27 Z n 1cizngr" +

n=0 n=0 n=0
oo o0
1 P 1 _
2 E nn—1) apz '+ E n ap,z™ !
n=0 n=0
oo
1
E nn—1) apz"?=0
n=0

Para obtener el mismo exponente de la variable z se realiza un cambio de variable en
el indice de la sumatoria, y si ademds se considera que para los indices n = {—2, -1}
los valores de la serie son nulos, se tiene que,

oo o0 oo
k2 Z 1anm" +7 Z n(n—1) lanx" + 27 Z n 1anm" +

n=0 n=0 n=0
o0 | oo K
V1 Z nn+1) app12™ + 11 Z(n +1) appra”

n=0 n=0

oo
1

Z(n + 2)(" + 1) an-%—an =0
n=0

Ahora, como coincide el indice de la sumatoria y las potencias de la variable z, la
anterior ecuacién puede ser agrupada en una sola sumatoria dada por,

(8) Z {(n(n + 1)1+ k?) " + (n+1)%n lan+1 +(n+2)(n+1) lan+2] " =0

n=0

lo que implica tener la siguiente igualdad,
(n(n +1)m+ kz) lan +(n+1)% ]an+1 +(n+2)(n+1) ]an_,_Q =0

. 1 . ., , . 1 1
al despejar apy2 se tiene una sucesion en términos de los valores de apy1y an,
1
(n+2)(n+1)
Para determinar la solucién de la elevacién, para la curva 1, se contemplan dos

casos donde ag y a; tendran valores nulos o no nulos. Cada caso determinard una
solucién que sumadas indicaran la solucion general para la elevacién, tal que

(10) n(z) = ")+ naz)

(9) lan+2 = [(n(n +1)m + kz) 1an +(n+1)% lanﬂ
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2.1.1. CASO 1: “ag #0 y ‘a1 = 0. .

Teniendo en cuenta la ecuacién (9), para los diferentes valores que puede tomar
. . . 1
n=1{0,1,2,3,...} se tiene que, si n = 0 y teniendo en cuenta que a; = 0, entonces

1 1 k2
el
Sin =1y teniendo en cuenta que a; = 0, entonces
1 1 |:V1,I€2:|
az = ao
Nombrando los términos
k2
Wy = 5
Vlkz
Wy = 3
tal que
la2 = — ]aoWQ
1 1
az = aoWs
Ahora, sin =2
1 1 (6T1 + k’2) 3
=_ _VE TR T, 4+ 2 g
ay agp [ 12 2+ 4V1W5

1 1
ay = — (ZUW4

para el caso de n = 3 tenemos,

1 1 |: (127’1+k‘2)
ag | ————F=~——

as =

4
20 W3 + 3 W4}

1 1
as = a0W5

mientras que para n = 4 tenemos,

1 1 |: (20T1+k‘2)
ag = — ao |—————(=——

5
30 Wy + ¥ W5]

1 1
ag = — (ZUW(:;

ahorasin=>5

1 1 |: (30T1+k2)
ag |———o——

6
a7 = 5 Ws + ?V1W6:|

1
ar = a0W7
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De esta forma, podemos construir la siguiente sucesion,

Wo=1
Wi=0
k?2
Wy = ~3
v1k?
Wy = 13
-1 —-2)(n—1 k?
Wn = (TL )V1Wn—1 - (n )(n )7—1 + Wn727 Vn>2
n n(n—1)
y 1 1
an = (=)™ oW, Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la elevacién, en la curva 1, la solucién
estard dada por,

o0
(11) =g [14) (1) W

n=2

2.1.2. CASO 2: 'ap =01y a1 £0. .

Haciendo lo mismo que el caso 1, podemos construir las siguientes sucesiones,

Vo=0
=1
v
V=3
2m + k%) 1
Vi = *% + 51/12
—1 —1)(n—2)m + k?
Vo = L Vo1 — (n=Dn=2)n + Vi_a, VYn>2
n n(n—1)
y 1 1
an = ()" a1V, Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la elevacion, en la curva 1, la solucién
estar6 dada por

(12) Yy =an [ Y (<)Y

n=2

Entonces la solucién general para la elevacién, en la curva 1, esta dada por la
ecuacién (10), entonces las ecuaciones (11) y (12) quedan como,

1

(13) n(z) = "ag T+ Z (=1)" 1V, 2"

n=2

oo
1+Z(_1)1L+1ann +1(11

n=2
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2.2. Velocidad. Si hacemos el mismo procedimiento para la velocidad que el re-
alizado para la elevacidn, se tiene la siguiente sucesion,

[((n )+ 2 +k2) b+ (04 D+ 2 by
(n+1)(n+2)

Para determinar la solucién de la velocidad, en la curva 1, se contemplan dos casos
donde by y by tendran valores nulos o no nulos. Cada caso determinara una solucién
que sumadas indicaran la solucién general para la velocidad, tal que

(15) “u(w) = uy () + ua(x)

(14)  bpao=—

22.1. CASO 1: 'by#0y by =0. .
Haciendo lo mismo que el caso 1 para la elevacién, podemos construir las siguientes
sucesiones,

Fy=-1

F1 =0

Fz _ 27’1 + kz

2
F3 _ (27’1 —+ kg)ul
2

_ 2

Fo=uF, - MO L s
n(n—1)

y 1 1
by = (=1)"* by F,, Vo >2

De tal forma que, para el caso considerado de la velocidad, en la curva 1, la solucién
estara dada por

1

(16) un(x)="bo |1+ 3 (1) Fan
n=2

2.2.2. CASO 2: by =01y b £0. .
Haciendo lo mismo que el caso 2 para la elevacién, podemos construir las siguientes
sucesiones,

Go=0
Gi=1
Gy =11
671 + k2
GB:—(T167+)+V%
_ 2
e TN L Utk Vi e it MR VIR

n(n—1)
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1

by = (=1)" 1 b1 G, Von>2

De tal forma que, para el caso de la velocidad, en la curva 1, la solucién estara dada
por

1

(17) UQ(J,‘) = lbl

oo
T+ Z (_1)n+1Gn$n:|

n=2
juntando lo anterior en la solucién general de la velocidad, en la curva 1, dada por
la ecuacién (15), y al sustituir en estas en las ecuaciones (16) y (17) se tiene que,

T+ i (_1)n+1 Gnln:|

0o

14+ Z (_1)n+1an7l

n=2

(18) lU(l') = 1bo + ]bl

n=2

3. SOLUCION PARA LA SEGUNDA SECCION DE LA BATIMETRIA Ha(z)

Partiendo de la ecuacién particular para la curva 2 (ec. ?7?) y las ecuaciones
del sistema de ecuaciones desacoplado para aguas someras, que corresponde a las
ecuaciones (1) y (2), y teniendo en cuenta que el nimero de onda corresponde a
k? = w?/Hyg, se obtiene el sistema reducido

d?, d
(19) —k27] = (CQ + vox + szQ)Ad:v—; + (1/2 + QTQI)de
d? d
(20) —k*u = (Co + 1w + Tng)ﬁ +2(v2 + 27’2$)£ + (2m2)u

Para la elevacién y la velocidad, en la curva 2, que se denotard con el superindice
en el costado izquierdo de cada notacién, sus soluciones pueden darse como una
funcién de series de potencias

2 b 2
n(z) = Z anz”
n=0

2 i 2
u(z) = Z bpa™
n=0

Estas serdn usadas en las ecuaciones (19) y (20) para determinar las soluciones
mencionadas.

3.1. Elevacién. Siguiendo el mismo procedimiento que la seccién anterior, encon-
tramos que se tiene la sucesién

1 (n('n, + 1)+ kz) 2, n (n+1)%w 2,

(21) Opto = — CESCES) % n & n+1

Para determinar la solucién de la elevacién, para la curva 2, se contemplan dos
casos donde ag y a1 tendran valores nulos o no nulos. Cada caso determinard una
solucién que sumadas indicaran la solucién general para la elevacién, tal que

(22) n(z) = "m) + naz)
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2 2
3.1.1. CASO 1: "ag #0y a1 =0. .

Manteniendo el mismo procedimiento podemos obtener las siguientes sucesiones,

W§=-1
wWi=0
k‘2
Wi =—
TS
1] 2
Wi=—=
S
n o v (n—1)(n—2)m + k2
W =" Py _ I Y n>9
SRS n(n =1)G v T
y
‘a, = (—1)ntt Z(L()WT/“ Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la elevacién, en la curva 2, la solucién
estard dada por

oo

(23) fm=ag |14 Y (- Wt
n=2

3.1.2. CASO 2: "ag =01y a1 #0. .

Manteniendo el mismo procedimiento podemos obtener las siguientes sucesiones,

V-0
vi=1
r_ 2
22
V= _@rtk) 14
’ 62 343
—1) 1 (n—1)(n—2)m + k2
o=y, " Yn>2
" n (o "t n(n—1)¢ n= "=
y
Yan = (1) v Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la elevacion, en la curva 2, la solucién
estar6 dada por

o0
2 2 n n
(24) M= ay|z+ Y ()"

n=2
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Dado que la solucién general de la elevacién esta dada por la ecuacién (22), al
sustituir en ella las ecuaciones (23) y (24) se tiene

2

oo
(25) n(z) ="ag 4y ()" HYan

n=2

o0
1+ Z (=)™ wlz| + ‘u

n=2

3.2. Velocidad. Si hacemos el mismo procedimiento para la velocidad que el re-
alizado para la elevacidn, se tiene la siguiente sucesién,

2y 2 2
(oDt 5 (4 1) (0 2)22 ]

(26) buve == (n+1)(n+2)

Para determinar la solucién de la velocidad, en la curva 2, se contemplan dos casos
2 2

donde by y b tendran valores nulos o no nulos. Cada caso determinard una

solucién que sumadas indicaran la solucién general para la velocidad, tal que

2 2

(27) u(z) = “uy (@) + us(2)

3.2.1. CASO 1: by #0y by =0. .

Siguiendo el mismo procedimiento que el realizado en el caso de la evelcaién
tenemos que podemos formar las siguientes sucesiones,

Fy=-1
Fl =0
F, _ (2’7’2 + k‘2)
? 2¢2
o (279 + k)1
3 72(3
Fo= e DR
G n(n—1)(
y
*by = (—1)" b F, Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la velocidad, para la curva 2, la
solucién estard dada por

o0
(28) un(@) ="bo |14 3 ()L

n=2

3.2.2. CASO 2: bo =0 Y b1 75 0. .
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También podemos realizar el mismo procedimiento, y podemos proponer las
siguientes sucesiones,

6=0
G =1
V2
Gp="2
e
62 + k> V2
G-t
6¢2 G
vy n(n— 1) + k2
Gln:Q L Y O ) B Vn =2
y
by = (—1)"H b6 Vn>2

De tal forma que, para el caso considerado de la velocidad, en la curva 2, la solucién
estara dada por
oo

Z 71+1G;11,n:|

(29) u2(x

Dado que la solucién general de la velocidad, en la curva 2, esta dada por la ecuaciéon
(27), al sustituir en ella las ecuaciones (28) y (29) se tiene que

14+ Z(_l)n-f—lFT/an I+Z(_1)n+1G;’$n:|

n=2 n=2

(30) () ="bo + b

4. CONDICIONES DE FRONTERA

Las ecuaciones (13) (1 ) (25) y (30) tienen 8 constantes que hay que encontrar
( ao, b072a0, bo7 ai, b17 ap, bl), para ello usaremos las condiciones de frontera,

estas deberan incluir las fronteras del lado izquierdo y del lado derecho del dominio,
y ademas las soluciones deberan cumplir con tener el mismo valor de la solucion y
su derivada en el punto P,. A continuacién aplicaremos prmero las condicones del
lado izquierdo y derecho del dominio, para posteriormente aplicar la continuidad
en la parte intermedia. Con ello estaremos logrando encontrar los valores de las 8
constantes.

Partiendo de las condiciones de frontera de tipo Robin ( ya que este tipo de
condicién incluye tanto las condiciones de frontera de Neumann y Dirichlet), que
de forma generalizada estan dadas por,

df
T = Tizq : 'Yl%‘i’ﬂlf:al
df
T=Tder . Y2+ Bef =
dx
que para nuestro caso, estas condiciones de frontera se pueden resumir en la sigu-

iente tabla tanto para la elevacién y la velocidad, dando los valores utilizados para
los parametros 7, 3 y «, para sus respectivos valores de x,
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TABLE 1. Valores para las dos condiciones de frontera

[ Funcién [z [y [B] o ]
Elevacion | 0 | 0 | 1 o
11110 0

Velocidad | 0 | 0 | 1 | no \/Hzo
1101 0

Al aplicar las condiciones para el lado izquierdo (z = 0) tanto para la elevacién
y la velocidad de la curva 1 (ecuaciones (13) y (18)),

n(0) = 1o
! — L
u(0) =m0 H,
Se tiene que
1
(31) ag =1

y

(32) "by = N0y [ I;TLO

Las condiciones de frontera derecha (z = 1) se tratardn con las ecuaciones de la
elevacién y la velocidad de la curva 2. Estas condiciones estan dadas por

d =
il 1] =
=0
Zu(l) =0
Obteniendo que,
’a16
: @101
(33) apg = (Sg
y
‘b
(34) by = — 1
€0

Observen que estas dos ultimas constantes quedan en funcién de otras dos con-
stantes por definir.

Ahora, vamos a aplicar las condiciones de frontera intermedia para la elevacion
y la velocidad en el punto P» que es donde coinciden las dos curvas (z = rq), asi
que se debe cumplir que (para mantener continuidad entre el perfil),

1

(35) 0(r2) = n(rs)

(36) L) = L o)



SHALLOW WATER EQUATIONS WITH BATHYMETRY MODELED BY TWO COUPLED QUADRATIC FUNCTIONS

(37) “u(ry) = "u(ry)
(38) L) = L Putry)

Si las ecuaciones (36-38) las simplificamos (para facilitar el manejo algebraico)
de la siguiente manera (ver Apéndice I para declaracién de variables),

(39) O+ ar0, = 2aouo + 2111#1
(40) Xo+ aixi = aofo+ més
(41) Yo+ bign = bopo + bipr
(42) oo+ bior = bodo+ bio

. . 1
Utilzando estas ecuaciones podemos encontrar que a; puede ser representada
por las siguientes dos ecuaciones,
2 2
1 aopo + arpr — 6o
(43) Q) = ——F—
01

2 2
1 aofo + a1§1 — Xo
="

(44) X1

Igualando las ecuaciones (43) y (44) se tiene que *ag es dado por,

2 a1 (€161 — x1) — xof + oxa

45 ag =

(45) 0 Hox1 — &obh

Igualando las ecuaciones (33) y (45) se tiene que “a; es dado por,
01— 0 1

(46) 2a1 _ (x0b1 ox1) do

(Box1 — &ob1) 01 + (§261 — pax1) do
Sustituyendo la ecuacién (46) en la ecuacién (33) se puede definir *ag como,

2 (xoh — box1) 01
47 =—
“n 0 (ox1 — &ob1) 01 + (£101 — pixa) do

Sustituyendo las ecuaciones (46) y (47) en (43) encontramos que "ay es dado por,

gy = — (X001 — Box1) d110 N
(rox1 — &o1) 0161 + (101 — pax1) dob1

(x001 — foxa) dopa b

(ox1 — &001) 8161 + (£101 — ix1) 0061 61

(48)
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1
Usando la igualdad de las ecuaciones podemos encontrar dos ecuaciones para by
dadas por,

2 2
1 bopo+ bipr — o
(49) b = "
2 2
(50) Uy = bogo + bid1 — oo
g1

Igualando las ecuaciones (49) y (50) se tiene que

2 2bl (¢191 = pro1) — o0h1 + oo
1) bo = poo1 — Qo1

Igualando las ecuaciones (34) y(51) se tiene

2 (001 — 1o01) €0
62) = (poo1 = dothr) 1 + (¢1¢1 — p101) €0

Sustituyendo la ecuacién (52) en la ecuacién (34) se tiene

2 (0’0101 - 111001)61
(53) bo = (poo1 — dov1) €1 + (¢1¢1 — p101) €0

Sustituyendo las ecuaciones (52) y (53) en la ecuacién (49) se tiene

lbl __ (UO’L/H - ’1/100’1) €100 +
(Poa1 — doth1) e191 + (9101 — p101) €0t

(o0¥1 — ¥o01) €0p1 Yo

(poo1 — got1) exth1 + (191 — pro1) €1 P

(54)

Las ecuaciones anteriores dan los valores de las 8 constantes que se requieren para
la solucién analitica de las ecuaciones (13), (18), (25) y (30), estas estan dadas por
las ecuaciones (31), (32), (46), (47), (48), (52), (53) y (54).
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APENDICE 1

En esta seccién se definen algunas variables que han sido incorporadas en el
escrito para un mejor manejo algebraico de las ecuaciones (ver ecuaciones (35-38)
y (39-42)).
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o)

o |1+ (=1 Wary

0o

[eS)

0= |r2 + Z (=)™ 1V,

o0
o= |1+ (- Wiy

n=2

(-~ Vg
2

8

p1 = |2+

n=

Z (1)"+1anr§L_1:|
n=2

Xo =T
- _
1= 1+ Z n+1 ;L—l
n=2 i
[ oo
fo=|> (—1)7L+1nW7’L7";”1}
Ln=2
- - -
&= |1+ Z (—)" Ty et

Yo

N4/ Hi 1+ Z (=1)" T F,ry
= |ra+ Z "“Gnr;}

n=2

w15 Coprrg

n=2
M e
pr= |12+ ( 1)n+1Gn’2
L n=2
q o0
09 =10 F |: 2(1)7l+1nFnr;_1:|
n=

o= |1+ Z 1)"tin ré“l

n=2

[ oo
¢o = Z (—1)n+1nFﬁ7“gl}

n*?

o= e G

(55)



16 C.I. CORTES-VELEZ, R. HERNANDEZ-WALLS, AND B. MARTIN-ATIENZA

REFERENCES

[1] Cortes-Velez, C., R. Hernandez-Walls and B. Martin-Atienza. 2021. 1-D shallow water equa-
tion, with no viscosity and no rotation, for a topography represented by a quadratic function.
Journal of Physics Communications, 4(8):085005, DOI: 10.1088/2399-6528 /abaa8c

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE BaJa CALIFORNIA (UABC)

Email address, R. Hernandez-Walls: rwalls@uabc.edu.mx



Bibliografia

[Castro-Orgaz and Hager, 2019] Castro-Orgaz, O. and Hager, W. H.
(2019). Shallow Water Hydraulics. Springer.

[Chan and Liu, 2012] Chan, I.-C. and Liu, P. L.-F. (2012). On the runup of
long waves on a plane beach. Journal of Geophysical Research, 117:1-17.

[Constantin, 2011] Constantin, A. (2011). Nonlinear Water Waves with
Applications to Wave-Current Interactions and Tsunamis. STAM.

[Cortés Osorio et al., 2008] Cortés Osorio, J. A., Montoya, N. F., and Oso-
rio, J. A. (2008). Pedagogical tool applied in the lissajous figures tea-
ching. Scientia Et Technica, 40:216-221.

[Delestre et al., 2013] Delestre, O., Lucas, C., Ksinant, P. A., Darboux, F.,
Laguerre, C., Vo, T. N., James, F., and Cordier, S. (2013). SWASHES:
A compilation of shallow water analytic solutions for hydraulic and en-

vironmental studies. International Journal for Numerical Methods in
Fluids, 72(3):269-300.

[Dijkstra, 2008] Dijkstra, H. A. (2008). Dynamical Oceanography. Sprin-
ger.

[Dong, 2020] Dong, J. (2020). A robust central scheme for the shallow
water flows with an abrupt topography based on modified hydrostatic
reconstructions. Mathematical Methods in the Applied Sciences, pages
1-22.

122



BIBLIOGRAFIA 123

[Elder and Williams, 1996] Elder, S. A. and Williams, J. (1996). Fluid
Physics for Oceanographers and Physicists. An Introduction to Incom-
pressible Flow. Butherworth Heinemann.

[Escher et al., 2014] Escher, J., Henry, D., Kolev, B., and Lyons, T. (2014).
Tow-component equations modelling water waves with constant vorti-
city. Annali di Matematica, pages 1-23.

[Flemming and Hornes, 2013] Flemming, J. and Hornes, A. (2013).
Lissajous-like figures with triangular and square waves. Rewvista Bra-
sileira de Ensino de Fisica, 35(3):3702.

[Fringer et al., 2019] Fringer, O. B., Dawson, C. N., He, R., Ralston, D. K.,
and Zhang, Y. J. (2019). The future of coastal and estuarine modeling:
Findings from a workshop. Ocean Modelling, 143:101458.

[Gao et al., 2019] Gao, J., He, Z., Zang, J., Chen, Q., Ding, H., and Wang,
G. (2019). Topographic effects on wave resonance in the narrow gap

between fixed box and vertical wall. Ocean Engineering, 180(November
2018):97-107.

[Gonzalez Gonzélez et al., 2012] Gonzélez Gonzélez, R., Ortiz Figueroa,
M., and Montoya Rodriguez, J. M. (2012). Tsunami. un problema ma-
tematicamente interesante. Revista de Matemdtica: Teoria y aplicacio-
nes, 19(1):107-119.

[Hernandez-Walls et al., 2017] Hernandez-Walls, R., Martin-Atienza, B.,
Salinas-Matus, M., and Castillo, J. (2017). Solving the linear inviscid
shallow water equations in one dimension, with variable depth, using a
recursion formula. European Journal of Physics, 38(6):65802.

[Johnson, 1997] Johnson, R. (1997). A Modern Introduction to the Mathe-
matical Theory of Water Waves. Cambridge University Press.

[Kamenkovich, 1977] Kamenkovich, V. M. (1977). Fundamentals of ocean
dynamics. Elsevier Oceanography Series.

[Katopodes, 2019] Katopodes, N. D. (2019). Free-Surface Flow. Shallow
water dynamics. Butterworth-Heinemann.



124 BIBLIOGRAFIA

[Kim, 2010] Kim, Y. C., editor (2010). Handbook of Coastal and Ocean
Engineering. World Scientific.

[Kirby et al., 2006] Kirby, J. T., Ozkan Haller, H. T., and Haller, M. C.
(2006). Seiching in a large wave flume. Coastal Engineering, pages 1159—
1171.

[Kleine-Rueschkamp et al., 2020] Kleine-Rueschkamp, L., Veneri, P., and
Ahrend, R. (2020). Ciudades del mundo. una nueva perspectiva sobre la
urbanizacién. Report P-15, OCDE/UE.

[LeBlond and Mysak, 1978] LeBlond, P. H. and Mysak, L. A. (1978). Sha-
llow Water Hydrodynamics. Elsevier Oceanography Series.

[Li et al., 2018] Li, L., Yuan, Z., and Gao, Y. (2018). Wash wave effects
on ships moored in ports. Applied Ocean Research, 77(June):89-105.

[Neumann and Pierson, 1966] Neumann, G. and Pierson, W. J. J. (1966).
Principles of Physical Oceanography. Prentice-Hall.

[Olbers et al., 2012] Olbers, D., Willebrand, J., and Eden, C. (2012).

Ocean Dynamics. Springer.

[Olver et al., 1986] Olver, F. W., Lozier, D. W., Boisvert, Ronald, F., and
W., C. C. (1986). NIST Handbook of Mathematical Functions. Cambrid-
ge University Press.

[Pedlosky, 2003] Pedlosky, J. (2003). Waves in the Ocean and Atmosphere.
Introduction to Wave Dynamics. Springer.

[Ragab and Fayed, 2018] Ragab, S. A. and Fayed, H. E. (2018). Introduc-
tion to Finite Element Analysis for Engineers. Taylor & Francis Group.

[Renzi and Sammarco, 2016] Renzi, E. and Sammarco, P. (2016). The hy-
drodynamics of landslide tsunamis: current analytical models and future
research directions. Landslides, 13:1369-1377.

[Shao et al., 2016] Shao, D., Feng, X., and Feng, W. (2016). Numerical
investigation of oscillations within a harbor of parabolic bottom induced
by water surface disturbances. Applied Ocean Research, 59:153—-164.



BIBLIOGRAFIA 125

[Shiach et al., 2004] Shiach, J., Mingham, C., Ingram, D., and Bruce, T.
(2004). The applicability of the shallow water equations for modelling
violent wave overtopping. Coastal Engineering.

[Tinti, 1980] Tinti, S. (1980). Response of a harbour opened to a sea of
variable depth. Pure and Applied Geophysics PAGEOPH, 118(2):783—
795.

[Vreugdenhil, 1994] Vreugdenhil, C. B. (1994). Numerical Methods for
shallow-water flow. Kluwer Academic Publishers.

[Wang et al., 2015] Wang, G., Hai Zheng, J., Hua Liang, Q., Zhang, W.,
and Huang, C. (2015). Theoretical analysis of harbor resonance in

harbor with an exponential bottom profile. China Ocean Engineering,
29(6):821-834.

[Wang et al., 2014] Wang, G., Zheng, J., Liang, Q., and Zheng, Y. (2014).
Analytical solutions for oscillations in a harbor with a hyperbolic-cosine
squared bottom. Ocean Engineering, 83:16-23.

[Weiyan, 1992] Weiyan, T. (1992). Shallow Water Hydrodynamics. Elsevier
Oceanography Series.

[Wright et al., 1999] Wright, J., Colling, A., and Park, D., editors (1999).
Wawves, Tides and Shallow-Water Processes. Open University Oceano-
graphy. Butterworth-Heinemann, Oxford.

[Yuferev and Ida, 2010] Yuferev, S. V. and Ida, N. (2010). Surface Impe-
dance Boundary Conditions. A Comprehensive Approach. CRC Press.



	Introducción
	Ecuaciones de aguas someras
	Batimetría modelada por una función cuadrática
	Elevación
	Velocidad
	Condiciones de frontera

	Batimetría modelada por dos funciones cuadráticas acopladas
	Curva 1
	Elevación
	Velocidad

	Curva 2
	Elevación
	Velocidad

	Condiciones de frontera

	Análisis del modelo
	Conclusiones
	Trabajo a futuro

	Primer artículo
	Segundo artículo
	Bibliografía

