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Resumen

E1L. TEOREMA DE DEHN-NIELSEN-BAER

El grupo modular de Teichmiiller fue introducido por primera vez en 1920 por el
mateméatico alemdn Max Dehn [10]. El teorema de Dehn-Nielsen-Baer, es un resulta-
do de la interaccién entre la topologia y el dlgebra en el grupo modular, cuya primera
demostracién conocida fue publicada por Jakob Nielsen en 1927 [2]. Tal teorema de-
clara que el grupo modular de Teichmiiller de una superficie cerrada orientable S,
denotado por Mod(S,), es isomorfo a un subgrupo de indice dos del grupo auto-
morfimos externos de (S, p), denotado por Out(m(S,)). En este trabajo de tesis
se presenta una demostracién del teorema de Dehn-Nielsen-Baer para una superficie
cerrada S, de género g > 2 utilizando cuasi-isometrias. Para lograr esto se ha incur-
sionado en el estudio de las propiedades topoldgicas y geométricas de una superficie,
como por ejemplo, el grupo fundamental, espacios cubrientes, acciones de grupos, y

el estudio de los modelos del plano hiperbélico, entre otros.

Resumen aprobado por:

L1t

Dr. Jesygs Hernandez Hernandez Dr. Carlos Yee Romerc
DIRECTOR CODIRECTOR
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Introduccion

Fue en el siglo I1T a.C. con el griego Euclides que se inicié el estudio sistematico de
la geometria plana en el tratado conocido como Los Elementos. Hasta ese momento
la geometria era un conjunto de resultados, si bien formales, poco estructurados.
Con FEuclides, pasé a ser una ciencia deductiva; partiendo de ciertos conocimientos
prefijados, y mediante un proceso l6gico, se concluyen resultados [I].

Euclides parte de cinco axiomas, 23 definiciones y varias suposiciones implicitas,
con los cuales deduce la mayor parte de los resultados sobre la geometria plana.
El mas caracteristico de los postulados de Euclides es el equivalente al axioma de
las paralelas: Si una recta corta a otras dos de tal modo que los dngulos interiores
del mismo lado suman menos que dos rectos, al prolongar indefinidamente estas dos
rectas, se cortan en ese mismo lado.

Durante 23 siglos los matematicos creyeron que el quinto postulado se podria
demostrar basandose en los otros cuatro, pero los esfuerzos para probarlo fueron
inttiles. Fue en estos intentos de prueba que diversos matemaéticos, entre ellos C.F.
Gauss (1777 — 1855), J. Bolyai (1802 — 1860), N.I. Lobachevsky (1792 — 1856), E.
Beltrami (1835 — 1899) y B. Riemann (1826 — 1866), introdujeron nuevas ideas que
mostraron que era posible la existencia de otras geometrias distintas de la euclidiana.
Con estas nuevas ideas se dio inicio a una nueva geometria no Euclidiana, conocida
como geometria de Lobachevski o geometria hiperbdlica; una geometria en donde las

“paralelas” no son unicas [1].
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Si bien ya se habia aceptado la existencia de geometrias distintas a la euclidiana,
no existia una manera estructurada que permitiera obtener resultados formales. Con
el Programa de Erlangen, presentado por Felix Klein en 1872, se pudo clasificar y
caracterizar a las geometrias existentes sobre la base de la geometria proyectiva y la
teoria de grupos. Klein propuso que estudiar la geometria de un espacio consiste en
estudiar las propiedades que permanecen invariantes bajo la accién de un grupo [1J.

El programa de Erlangen, en muchos sentidos, inspir6 a lo que hoy se conoce como
la teoria geométrica de grupos, la cual es un area que consiste en el estudio de los
grupos de dos maneras: mediante el estudio de sus acciones en objetos geométricos y a
través del estudio de la geometria de los grupos como objetos geométricos en si mismos
[9). La clave para unir estds dos formas de estudiar a los grupos es el Lema de Svarc
Milnor, a través de la geometria a gran escala (cuasi-isometrias), burdamente este
lema dice que dada una accién “bonita” (por isometrias, cocompacta y propiamente
discontinua) de un grupo G sobre un espacio métrico “bonito” (propio y geodésico)
X, se puede concluir que G es finitamente generado y cuasi-isométrico a X [9].

Si se quiere estudiar la geometria de una superficie S, eventualmente se llega al
estudio del grupo fundamental de S, denotado por 7(S,p), y al estudio del grupo
modular de Teichmiiller de S, denotado por Mod(S), el cual consiste de todos los
homemorfismos de S que preservan la orientaciéon moédulo isotopias [4].

El resultado principal de esta tesis es el teorema de Dehn-Nielsen-Baer, el cual
declara que, para una superficie S, de género g > 1, el Mod(S,) es isomorfo a un sub-
grupo de indice 2 del Out(m1(Sy, p)), el grupo de automorfismo externos del (S, p).
Este es un buen ejemplo de la interaccién entre la topologia y el algebra en el grupo
modular, pues relaciona un objeto de origen puramente topolégico, Mod(S,), con un
objeto de origen algebraico/topolégico, Out(m;(S,)). Otras de las cosas mas bellas de
este resultado, es que para dar una primera demostracién, ademas de las herramientas

topoldgicas y algebraicas, también se utilizaron herramientas geométricas [2].
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El objetivo de este trabajo es dar una demostracion del teorema de Dehn-Nielsen-
Baer utilizando cuasi-isometrias para cuando g > 2. Para esto, esta tesis se ha dividido
en 6 capitulos y 2 apéndices.

En el Capitulo [l] primero se hace una recopilacién de algunos resultados basicos de
la teoria de grupos. Luego se establecen las bases para trabajar con curvas cerradas
simples en una superficie. Se utiliza a la geometria hiperbdlica para obtener que cada
clase de homotopia de curvas cerradas simples en una superficie de género g > 2
tiene un representante geodésico tnico. Se introducen los conceptos de nimero de
interseccién geométrico y nimero interseccion algebraico. Finalmente se presenta el
principio de cambio de coordenadas, el cual desempena el mismo papel que el de la
matriz de cambio de base de un espacio vectorial.

El Capitulo[2|es una introducciéon al grupo modular de Teichmiiller. En la primera
parte se definen las clases de isotopias de curvas cerradas simples y las clases de
isotopias de homeomorfismos. Finalmente se presenta el método de Alexander, el
cual provee de un procedimiento para determinar si dos elementos de Mod(.S) son
iguales. En particular, este método es usado para mostrar que un elemento de Mod(SS)
es trivial o para verificar relaciones en Mod(S). Este método se usa en la demostracién
del teorema de Dehn-Nielsen-Baer.

El Capitulo[3|inicia con algunas generalizaciones de isometrias y cuasi-isometrias.
Se enuncian y demuestran dos versiones del Lema de Svarc Milnor, una versién métri-
ca y una version mas topologica.

El Capitulo [ es el tiltimo paso antes de comenzar con el teorema de Dehn-Nielse-
Baer. Se introduce la relacién de ligaduras en infinito en el grupo fundamental y se
prueba que esta relacion es invariante bajo automorfismos. Este es un claro ejemplo
del poder del Lema de Svarc Milnor, pues permite utilizar que cualquier aumorfismo
del m1(Sy, p) con la métrica hiperbdlica es una cuasi-isometria.

En el Capitulo |5| se desarrolla la parte principal de este trabajo: el teorema de
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Dehn-Nielsen-Baer. Se demuestra que el grupo modular de Teichmiiller extendido de
una superficie actia de forma natural sobre el grupo fundamental mediante automor-
fismos externos. Se prueba que esta acciéon es un homomorfismo de grupos inyectivo
y sobreyectivo, con lo que se demuestra el teorema de Dehn-Nielsen-Baer.

El Capitulo [] es una recopilacién de los resultados més relevantes para la de-
mostracion del teorema de Dehn-Nielsen-Baer. Se mencionan algunos problemas que
surgen al estudiar al grupo Modular.

Para reforzar el contenido se han agregado dos apéndices. En el Apéndice [A] se
recopilan resultados béasicos de la geometria hiperbélica. El Apéndice [B| contiene la
definicion y algunas propiedades del grupo fundamental; una introduccién corta de
la teoria de espacios cubrientes; y la acciéon natural del grupo fundamental de un

espacio, sobre su cubriente universal.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo esta destinado para realizar una recopilaciéon de conceptos necesa-
rios para un buen entendimiento de este trabajo. En la primera parte se presentan
algunos resultados de la teoria de grupos. En la segunda (un poco més extensa) se in-
cluyen resultados y ejemplos de superficies y superficies hiperbdlicas. Seguidamente,
se introduce el concepto curvas cerradas simples y se incluyen resultados relaciona-
dos a estas. Al final del capitulo se presenta el principio de cambio de coordenadas,

una técnica frecuentemente utilizada en la teoria del grupo modular de Teichmiiller

(Capitulo [2).

1.1. Grupos

Recuérdese que un grupo G es un conjunto con una operacion binaria * : G x G —
G que satisface tres propiedades: asociatividad, es decir, para todo a,b,c € G se
cumple que *(x(a,b),c) = *(a,*(b,c)); existencia (y unicidad) de elemento neutro,
es decir, existe (un unico) e € G tal que *(e,a) = a = *(a,e) para todo a € G;
y existencia (y unicidad) de inversos, es decir, para cada a € G, existe (un unico)

a™' € G tal que *(a,a™') = ¢ = x(a™!,a). Habitualmente, a x(a,b) se le denota



por a x b, o simplemente, ab si sobreentiende la operacion. La asociatividad permite

escribir a (a * b) * ¢ = a * (b * ¢) simplemente como a * b * c.

Definicién 1.1. Sea G un grupo y A C G un subconjunto. El subgrupo generado
por A (en G), denotado por (A)g (o simplemente (A) si G se sobreentiende), es el
minimo subgrupo de G que contiene a A. Si (A)g = G se dice que A es un conjunto

generador de G, y si ademas A es finito, entonces G es finitamente generado.

Nétese que para todo todo grupo GG y cualquier A C G, el subgrupo generado por

A en G siempre existe y se puede describir como

(A)¢ =N{H|H C G es un subgrupoy A C H},

={a;*---xa,|neEN, ay,...,a, € AUAY,

donde A~! denota el conjunto que contiene a los inversos de los elementos de A.

1.1.1. Acciones de grupos

Definicién 1.2. Una accién de un grupo G en un conjunto X es una funcién

S GEx X =X,

(g.7) g o

tal que para todo g,h € G y todo x € X se cumple que (gxh)-x =g-(h-z)y

e-x =z, donde e es el elemento neutro de G.

Definicién 1.3. Una representaciéon de un grupo G es un homomorfismo de



grupos de G al grupo de biyecciones de un conjunto X, es decir, una funcién

¢ : G — Biy(X),

g =Yg

tal que para todo g, h € G, se satisface que g, = ©g4 0 Qh.

Nétese que si se define g - x := @4(x), entonces es equivalente tener una represen-
tacién ¢ : G — Biy(X) y tener una accién de G en X. Si X es un espacio métrico y
para cada g € G, la funcién ¢, es una isometria, se dice que G’ actiia por isometrias
sobre X. De manera andloga, si X es un espacio topolégico y las biyecciones ¢, son

todos homeomorfismos, se dice que G actiia por homeomorfismos sobre X.

Definicién 1.4. Sea - : G x X — X una accion de G en X. La érbita de un elemento

x € X respecto a esta accion es el conjunto

G-z:={g-x|ge€qG}.

El espacio de 6rbitas de X (o el cociente) por la accién - es el conjunto

G\ X ={G -z|z e X}.

Definicién 1.5. Sea GG un grupo que actia en un conjunto X. El estabilizador de

un elemento x € X respecto a esta accion, es el subgrupo de G

G, :={9€G|g -z =z}

El conjunto de puntos fijos de un elemento g € G es el conjunto

X' ={reX|g -x=uzx}

3



En particular, si X9 = (), se dice que g actia sin puntos fijos.

Definicién 1.6. Sean G un grupo y X un conjunto. Se dice que una accién de G en

X es libre si para cada g € G, con g # e, se tiene que

g-r#x

para todo x € X. En otras palabras, una accién es libre si y sélo si cada elemento no

trivial del grupo actia sin puntos fijos.

Definicién 1.7. Una accién de G en X es propiamente discontinua si es una
accion por homeomorfismos tal que para todo subconjunto compacto K C X, el

conjunto

{9€Glg- KNK #0}

es finito. En este caso, también se dice que G actia de forma propiamente discontinua

sobre X. Aqui (y en lo consiguiente) g - K denota al conjunto {g- k| k € K}.

Definicién 1.8. Una accién de G en X es cocompacta si es una accién por homeo-
morfismos para el cual existe un compacto K C X, tal que las G-traslaciones de K

cubren a X, es decir,

G-K:=|Jg-K=X

9ea
Definicién 1.9. Sea X un espacio métrico, y sea G un grupo que actia por home-
morfimos sobre X de forma propiamente discontinua. Se dice que un subconjunto
cerrado F C X (es decir, la cerradura de un conjunto abierto E , llamado el interior

de E), es un dominio fundamental para G si satisface

7’) UgeGg'E:Xa

i) ENg-E =0 para todo g € G — {e}.



1.1.2. Clases de Conjugacién

Definicién 1.10 (Conjugacién). Sean a y b dos elementos de un grupo G. Se dice
que b es conjugado de a en G, si existe ¢ € G tal que b = cac™.

Notese que si b es conjugado de a, entonces a es conjugado de b; por tanto se
puede decir simplemente que a y b son conjugados si alguna de estas dos relaciones

se cumple. Mas aun, esta relacién es una relaciéon de equivalencia. Las clases de

equivalencia bajo esta relacién se llaman clases de conjugacién.

1.1.3. Grupo de Automorfismos Externos

Definicién 1.11. Sea G un grupo. Un automorfismo ¢ : G — G es un automorfis-
mo interno de G si ¢ esta dado por una conjugacion de un elemento de GG, es decir,

si existe un elemento g € G tal que

¢(h) = ghg™"

para todo h € G.

El grupo de automorfismo internos de G, denotado por Inn(G), es el sub-
grupo del Aut(G) que consiste de todos los automorfismos internos de G. El Inn(G)
es un subgrupo normal del Aut(G) y el cociente

_ Aut(G)
~ Inn(G)

Out(G) :

es el grupo de automorfismos externos de G.

Para cualquier g € G, se denotard por I, : G — G al automorfismo interno dado

por h — ghg™*.



1.2. Superficies Hiperbdlicas

1.2.1. Superficies

Definicién 1.12. Una superficie es un espacio de Hausdorff, segundo numerable,
el cual posee una cubierta abierta {U;};e; v una coleccién {¢;};c; de funciones tales
que para cada i € I, ¢; : U; — V; C R? es un homeomorfismo (donde {V;}cr es una
coleccién de subconjuntos abiertos de R?). A la pareja (U;, ¢;) se le llama una carta

coordenada y la coleccién de cartas {(U;, ¢;)}ier se le conoce como un atlas.

Los siguientes son ejemplos de superficies, la mayoria de estos se usaran frecuen-

temente a lo largo de esta tesis.

Ejemplo 1.13. No es dificil ver que R? con la topologfa usual es una superficie, el

mismo espacio R? con la funcién identidad forman un atlas.

Ejemplo 1.14. La esfera S? := {(z,y,2) € R3|2® + y* + 22 = 1} con la topologia
inducida por R? es una superficie. En efecto, podemos tomar los entornos U; =

S? - {(0,0,1)} y Uy = S? — {(0,0,—1)} los cuales son homeomorfos a R?.

Ejemplo 1.15. El disco abierto D? := {(x,y) € R*|2? + y? < 1} es una superficie.
De hecho, D2 junto con la inclusién forman un atlas con una sola carta coordenada

para D2,

Ejemplo 1.16. Sea S' := {(z,y) € R?|2? + y> = 1} el circulo unitario. El toro
T = S' x S! es una superficie homeomorfa al espacio que resulta de identificar los

lados opuestos de un cuadrado (ver Figura |1.1)).



b

Figura 1.1: El toro como cociente de un cuadrado.

Ejemplo 1.17. Cualquier suma conexa de esferas con toros, o sumas conexas de
toros, son superficies. Por ejemplo, en la Figura se muestra la suma conexa de

dos toros.

T T’
T—-D T — D'
THT'

Figura 1.2: Suma conexa de dos toros.

Ejemplo 1.18. Cualquier superficie menos una cantidad finita de puntos es una

superficie. Mas atn, cualquier superficie menos un conjunto cerrado es una superficie.
La siguiente definicion es una generalizacién de una superficie.

Definicién 1.19. Una superficie con frontera, es una superficie S en la que
ademads se permite que los conjuntos V; sean abiertos del semiplano superior {(x,y) €

R?|y > 0}. Al conjunto de puntos de S que poseen entornos homeomorfos al semi-



plano superior pero que no poseen entornos homeomorfos a R? se llama la frontera

de Sy se denota por 0S.

Ejemplo 1.20. El disco cerrado D? := {(x,y) € R?|2? + y? < 1} es una superficie
cuya frontera es S'. Cualquier espacio homemorfo a D? se le llamard un disco cerrado,

y para relajar la notacién, sélo se denotard como D?.

Ejemplo 1.21. Cualquier superficie menos una cantidad finita de discos abiertos con

cerraduras disjuntas, es una superficie con frontera.

Ejemplo 1.22. Denotaremos por I al intervalo [0,1]. Un anillo A se define como
St x I. Es facil ver que A es una superficie con frontera: es homemorfo a S? menos
dos discos abiertos con cerraduras disjuntas.

En lo consiguiente se usard unicamente el termino superficie para referirse que

puede tener o no frontera.

El siguiente teorema fue demostrado por Mobius a mediados del siglo XIX, el cual
es un resultado fundamental para superficies que admiten una triangulaciéon. Mas
tarde, Rado demostré que cualquier superficie compacta admite una triangulacion.

Las demostraciones para ambos teoremas se pueden encontrar, por ejemplo, en [14].

Teorema 1.23 (Teorema de clasificaciéon de superficies). Cualquier superficie orien-
table y compacta es homeomorfa (de forma unica) a la suma conera de una esfera
(de dimensidn 2) con g > 0 toros, removiendo b > 0 discos abiertos con cerraduras
disjuntas. Es decir, el conjunto de superficies compactas y orientables modulo homeo-

morfismo estd en correspondencia biyectiva con el conjunto {(g,b)|g,b € Z, g,b > 0}.

El ntimero g en el Teorema [1.23] se le conoce como el género de la superficie, el
cual indica el nimero de toros que hay en la suma conexa; el nimero b es el nimero de

componentes de frontera de la superficie. Una manera de obtener una superficie



no compacta a partir de una superficie compacta S es removiendo n puntos en el
interior de S; en este caso, se dice que la superficie resultante tiene n ponchaduras.

A menos que se especifique lo contrario, una superficie en este trabajo serd una
superficie orientada, conexa, compacta y posiblemente con ponchaduras (evidente-
mente, después de ponchar a una superficie compacta, deja de ser compacta). Con
esta convencién cualquier superficie se puede etiquetar con la tripleta (g, b, n). Se de-
notara por Sy, a una superficie de género g con n ponchaduras y frontera vacia; tal
superficie es homeomorfa al interior de una superficie compacta con n componentes
de frontera. Ademds, para una superficie de género g, compacta y sin frontera, se
abreviard a Sg o como Sy.

La caracteristica de Euler de una superficie S se define como

X(S):=2—-2g— (b+n).

Es un invariante de la clase de homeomorfismos de S, de esto se sigue que una
superficie S esta determinada, salvo homeomorfismo, por cualquier terna formada
por los nimeros g, b, n, y x(5).

A menudo es conveniente pensar a las ponchaduras de una superficies como pun-
tos marcados. Esto es, en lugar de eliminar puntos, podemos etiquetarlos. Se su-
pondra, al menos que se especifique lo contrario, que ninguna superficie tiene puntos
marcados.

Si una superficie S es tal que x(S) < 0y 95 = (), entonces su cubriente universal
S es homeomorfo a R? (véase [5]). Posteriormente se verd que, cuando x(S) < 0, se

puede tener mayor provecho de una estructura hiperbdlica en S.



1.2.2. Superficies Hiperbdlicas

La geometria hiperbolica es el estudio de las propiedades de los espacios geométri-
cos con curvatura constante negativa (ver [13]).

En dimensiéon 2, las superficies de curvatura constante se clasifican por su cur-
vatura K, teniendo las tres opciones siguientes: positiva, cero o negativa. Dada una
superficie S en R3, si K > 0, todos los puntos de la superficie S se encuentran en un
lado del plano tangente en cualquier punto; si K = 0, siempre existe una linea recta
en S contenida en el plano tangente; si K < 0, siempre hay puntos de S en ambos
lados de cualquier plano tangente. Si el espacio es simplemente conexo y K > 0, es
una esfera (con K = 1/radio); si K = 0, entonces es el plano Euclidiano; si K < 0,
es el plano hiperbdlico, también llamado el espacio hiperbdlico de dimension 2.

Cualquier superficie puede ser dotada de una estructura geométrica. Esto significa
que se puede encontrar una métrica en la superficie de tal forma que en regiones
muy pequenas se parezcan a alguno de los tres espacios geométricos mencionados

anteriormente.

Definicién 1.24. Se dice que una superficie S admite una métrica hiperbdlica si
existe una regién completa de area finita en S con métrica Riemanniana de curvatura
constante —1 donde la frontera de S (si es no vacia) es totalmente geodésico (esto

significa que las geodésicas en 05 son geodésicas en 5).

Si S es un superficie sin frontera y tiene una métrica hiperbdlica, entonces su
cubriente universal S es una superficie Riemanniana simplemente conexa de curvatura
constante —1. De esto se sigue que S es isométrico a H, y S es isométrico a H mdodulo
una accioén por isometrias, libre y propiamente discontinua del (S, p). Si S tiene una
métrica hiperbdlica y su frontera es no vacia, entonces S es isométrico a un subespacio

totalmente geodésico de H.
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Teorema 1.25. Sea S una superficie (quizda con ponchaduras o con frontera). Si

X(S) <0, entonces S admite una métrica hiperbdlica.
Una demostracién del teorema anterior se puede encontrar en [5].

Definicién 1.26. Una superficie hiperbdlica es una superficie dotada de una

métrica hiperbolica.

Una manera de obtener una métrica hiperbdlica en una superficie cerrada S, de
género g > 2, es construir, para algin p € S, una acciéon por isometrias, libre y
propiamente discontinua de m1(S,p) en H. De la teoria de espacios cubrientes y la
clasificacion de superficies, el cociente sera homeomorfo a S,. Otra forma de obtener
una métrica hiperbdlica en Sy, es tomar un 4g-gono geodésico en H (ver Figura
tal que la suma de sus angulos interiores sea 27 e identificar sus lados opuestos (tal
4g-gono siempre existe; ver, por ejemplo, la Seccién 10.4 de [4]). El resultado es una
superficie de género g con una métrica hiperbdlica y, de acuerdo a la Definicién [1.26

su cubriente universal es H.

Figura 1.3: 8-gono cuya suma de dngulos interiores es 27.

Definicién 1.27. Sea S una superficie hiperbdlica. Una vecindad de una poncha-
dura es un subconjunto cerrado de S homeomorfo a un disco cerrado sin un punto

en su interior.
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Teorema 1.28. St S es una superficie que admite una métrica hiperbolica, entonces
el centralizador de cualquier elemento no trivial de m (S, p) es ciclico. En particular,

el centro de m(S,p) es trivial.

1.3. Curvas Cerradas Simples

1.3.1. Curvas Cerradas

Definicién 1.29. Un camino cerrado en una superficie S es una funciéon continua

a:S'—= S,

Obsérvese que el camino cerrado es la funcién a y no la imagen «([0,1]); a la
imagen a([0, 1]) se le llama una curva cerrada de S. En lo consiguiente se identificara

a un camino cerrado por su curva cerrada correspondiente.

Definicién 1.30. Una curva cerrada es homotdpica a una ponchadura si es

homotoépica a la frontera de una vecindad de una ponchadura.

Definicién 1.31. Una curva cerrada es esencial si no es homotépica a un punto, o
a una ponchadura, o a una componente de frontera. Por ejemplo, en la Figura las

curvas o y [ son curvas esenciales, mientras que la curva v no es esencial.

Figura 1.4: o y B son curvas esenciales mientras que v no lo es.
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Curvas cerradas y el grupo fundamental

En el Apéndice[B]del grupo fundamental se da una definicién de camino, el cual es
equivalente a la definicién de camino cerrado cuando el origen y el final del camino
coinciden. Asi, se puede hablar indistintamente de clases de homotopia de curvas
cerradas como clases de homotopia de caminos basados en un punto.

Dada una curva cerrada « en una superficie compacta S, esta se puede identificar
con un elemento del grupo fundamental 71 (.S, p) (ver Apéndice |B]) tomando un camino
~ con origen en p y final en algin punto de a. Entonces, la clase de homotopia de
yay~! es un elemento del (S, p).

El elemento resultante del (S, p) esta bien definido salvo conjugacién, por ejem-

Ly,

plo, en la Figura[1.5] [y; * a*7; '] es igual a [y * & x5 [y2 x a x5 [y2 x o~
donde a es una curva homotopica a un segmento de a que une al punto final de ~;
con el punto final de 7. Abusando de la notacion, se denotara a este elemento del

m (S, p) por a.

Figura 1.5:

De esta manera es posible identificar la clase de homotopia libre de cualquier
curva cerrada y orientada en S con una clase de conjugacién del grupo fudamental.

Esto deja una correspondencia biyectiva:

Clases no triviales Clases no triviales de
de conjugaciéon < § homotopia libre de curvas
en (S, x) cerradas y orientadas en S
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Donde una clase de conjugacién (o de homotopia libre) es no trivial si sus elemen-

tos son esenciales.

1.3.2. Curvas Cerradas Simples

Definicién 1.32. Una curva cerrada o : S — S es simple si o es un homeomorfismo

a su imagen, en otras palabras, si S! estd encajado en S mediante .

Una razén de especial importancia del estudio de las curvas cerradas simples es
que éstas se pueden clasificar hasta homeomorfismos de S (ver Seccién . Mas atn,
es posible estudiar a los homeomorfismos de una superficie via su accién en curvas
cerradas simples.

Antes de ver algunas propiedades de las curvas cerradas simples es conveniente

dar las siguientes definiciones.

Definicién 1.33. Se dice que un elemento g de un grupo G es primitivo si no existe

algin h € G, tal que g = h*, con |k| > 1.

Nétese que la propiedad de ser primitivo es invariante por automorfismos, y por

tanto es un invariante en las clases de conjugacion.

Definicién 1.34. Una curva cerrada en S es un multiplo si es una funcién continua
St — S que se factoriza mediante la funcién S* == S! para n > 1. En otras palabras,
una curva es un multiplo si “corre al rededor”de otra curva multiples veces.

Si una curva cerrada en S es un multiplo, entonces ningin elemento de su clase

de conjugacién correspondiente en el (.S, p) es primitivo.

En la Subseccién se da una definicién de levantamiento, en esta seccién es

conveniente pensar a un levantamiento de una forma ligeramente distinta.

Definicién 1.35. Sea p : S — S una funcién cubriente (ver Apéndice [Bf) y o una

curva cerrada en S. Un levantamiento de o a S se pensard como la imagen de un
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levantamiento (en el sentido de la Definicién R — S de la funcién a o g/, donde
o' R — St es la aplicacién cubriente usual de S!; es decir, la imagen de una funcién
R — S tal que el diagrama

S

|

S

—_—
aop’

R

es conmutativo.

Notese que el sentido de un levantamiento de una curva, en este capitulo, es
diferente al sentido usual de un levantamiento de caminos (Definicién [B.33)), el cual
es tipicamente un subconjunto propio de un levantamiento. Asi, por ejemplo, si S
es una superficie de género g > 2, entonces un levantamiento de una curva esencial
cerrada simple de S al cubriente universal es una copia de R.

Ahora bien, supéngase que S es el cubriente universal de S y que « es una curva
cerrada simple en S que no es un miltiplo no trivial de otra curva cerrada. En este
caso, los levantamientos de o a S estdn en biyeccién natural con las clases laterales en
m1(S, p) del subgrupo ciclico infinito () (ver Figura[l.6). (Cualquier multiplo no tri-
vial de « tiene el mismo conjunto de levantamientos que a pero mas clases laterales).
El grupo 7 (.S, p) actia en el conjunto de levantamientos de « por transformaciones
de cubierta, y esta accién coincide con la accién izquierda usal de 71 (S, p) en las clases
laterales de (o). El estabilizador del levantamiento correspondiente a la clase lateral

y(a) es el grupo ciclico (yay™!).
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Figura 1.6: La curva de la derecha es el levantamiento de « correspondiente a (o) y
la curva de la izquierda es levantamiento de « correspondiente a ().

Cuando S admite una métrica hiperbdlica y a es un elemento primitivo del

m1(S, p), se tiene la siguiente correspondencia biyectiva

Elementos de la clase de Levantamientos de la

conjugacién de a en (S, p) curva cerrada a a S

Mas precisamente, el levantamiento de la curva o dado por la clase lateral v(«)
corresponde al elemento yay ™! de la clase de conjugacién [a] en 71(S, p). Que esto sea
una correspondencia biyectiva es consecuencia del hecho de que, para una superficie
hiperbdlica S y para cualquier p € 5, el centralizador de cualquier elemento de
m (S, p) es ciclico.

Si « es cualquier multiplo, entonces aun se tiene una correspondencia biyectiva
entre los elementos de la clase de conjugacion de « y los levantamientos de a. Sin
embargo, si a no es primitivo y tampoco multiplo, entonces hay mas levantamientos

de a que conjugados. En efecto, si a« = 3%, donde k > 1, entonces S{a) # (o) mientras
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que faB~! = a.

Representantes geodésicos

Una superficie hiperbdlica se caracteriza por tener al plano hiperbdlico como
cubriente universal Riemanniano (ver Apéndice . Esto permite probar, por ejemplo,
que cada clase de homotopia libre de cualquier curva cerrada contiene una unica

geodésica.

Definicién 1.36. Sea S una superficie hiperbdlica. Se dice que una curva « en S

es geodésica si existe un levantamiento de o a H que sea una geodésica de H (ver

Definicién [A.2)).

Proposicion 1.37. Sea S una superficie hiperbolica. Si o es una curva cerrada en
S que no es homotopica a un punto ni a una vecindad de una ponchadura, entonces

a es homotopica a una unica curva geodésica cerrada 7.

La idea de la demostracién es considerar un levantamiento o a H de ae. Como se ha
afirmado antes, a esta estabilizado por un algin elemento de la clase de conjugacion
de 7 (S, p) correspondiente a «. Se considera la isometria de H correspondiente a este
elemento. Tal isometria resulta ser una isometria hiperbélica (ver Subseccién ,
y por tanto tiene un eje de translacién, el cual es una geodésica. La proyeccién de
estd geodésica sobre S (via la funcion cubriente) resulta ser la curva geodésica cerrada
deseada. La demostracion completa se puede consultar como la demostracién de la
Proposicién 1.3 de [4].

De la Proposicion se sigue que para una superficie hiperbdlica compacta, se

cumple la correspondencia biyectiva siguiente.

Clases de conjugacién Curvas geodésicas cerradas
—

en (S, p) y orientadas en S
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Otra de importancia del estudio de las curvas cerradas simples es porque son una

representacion de elementos primitivos del (S, p).

Proposicion 1.38. Sea o una curva cerrada simple en una superficie S. St a no
se anula homotopicamente, entonces cada elemento de su correspondiente clase de

conjugacion en m (S, p) es primitivo.

La demostracion de este resultado se puede consultar como la demostracién de la
Proposicién 1.4 de [4].

Nétese que la Proposicion es valida para cualquier curva cerrada (no necesa-
riamente simple), en el caso de curvas cerradas simples se tiene ademads el siguiente

resultado.

Proposicion 1.39. Sea S una superficie hiperbolica y o una curva cerrada en S no
homotdpica a una vecindad de una ponchadura. Lldmese v a la unica geodésica en la
clase de homotopia libre de o garantizada por la Proposicion [1.37. Si « es simple,

entonces vy es simple.

Antes de dar una demostracién para la proposicién anterior, es preciso definir

cuando un levantamiento es simple.

Definicién 1.40. Un levantamiento a de una curva « es simple si un homeomorfismo

a su imagen, es decir, si R esta encajado en H mediante «.
Demostracion. Se partira del siguiente hecho:

Una curva cerrada [ en una superficie hiperbolica S es cerrada si y solo
st se cumplen las siguientes propiedades:

1. Cada levantamiento de 5 a H es simple.

2. Ningun par de levantamientos de [ se corta.

3. B no es un maltiplo (no trivial) de otra curva cerrada.
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Como « es simple, entonces cualesquiera dos levantamientos de o a H no se cortan.
De esto se sigue que para cualesquiera dos levantamientos, sus puntos finales no estan
ligados en la frontera de H (ver Definicién [4.4]). Se tiene que cada levantamiento de ~
comparte ambos puntos finales con algin levantamiento de 5. Por tanto, los puntos
finales de cualesquiera dos levantamientos de v no esta ligados en la frontera de H.
Puestos que estos levantamientos son geodésicas, se sigue que estos no se cortan en
H. Mas aun, por la Proposicién , cualquier elemento de m1(S,p) en la clase de
conjugacion correspondiente o es primitivo. Lo mismo es cierto para v, y por esto
~ no puede ser un multiplo. Puesto que las geodésicas en H son siempre simples, se

concluye que gamma es simple.

1.3.3. Numeros de Interseccion

Definicién 1.41. Sea I' una coleccion de curvas cerradas simples en una superficie
S. Las curvas de I estdn en posicién general si ninguna curva de I" es (libremente)

homotopico a otra curva de I' o a sus inversos.

Definicién 1.42. Sean o y [ un par de curvas cerradas simples, orientadas, y en
posicién general en S. El nimero de interseccién algebraico i(«a, 3) se define
como la suma de los indices de los puntos de interseccion de o y 3, donde un punto
de interseccion es de indice +1 cuando la orientacion de la interseccién coincide con

la orientacién de S, y —1 de otro modo.

En particular, tiene sentido escribir 2(a, b) para a y b, las clases de homotopia de

curvas cerradas o y 3.

Definicién 1.43. El nimero de interseccién geométrico entre dos clases de

homotopia libre a y b de curvas cerradas simples en una superficie .S, se define como
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el niimero minimo de puntos de intersecciéon entre una curva representante de la clase

a y una curva representante de la clase b:

i(a,b) =min{laNP| : a €ay p € b}

En algunas ocasiones, abusando de la notacion, se escribira simplemente i(c, 5) para
denotar al nimero de interseccién entre dos clases de homotopia de curvas cerradas

simples a0 y 5.

Nétese que el nimero de interseccion geométrico es simétrico, mientras que el
numero de interseccién algebraico es antisimétrico, es decir, i(a,b) = i(b, a) mientras
que (a,b) = —i(b, a).

Obsérvese que i(a,a) = 0 para cualquier clase de homotopia libre de una curva
cerrada simple a. Si « separa a S en dos componentes, entonces para cualquier 3 se
tiene que i(a, B) = 0y i(«, B) es par. En general, ¢ y 7 tienen la misma paridad, e @

es menor o igual 7.

1.3.4. Criterio del Bigono

Nétese que en la definicion de nimero de interseccion geométrico se utilizo el
minimo, pues siempre se pueden encontrar dos representantes a y [ de las clases de

homotopia de a y b, tales que i(a,b) = | N G]. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.44. Sean o y  dos cuervas cerradas en una superficie S. Supéngase
que a y b son la clases de homotopia de « y 3 respectivamente. Se dice que o y 3

estan en posicién minima si i(a,b) = |a N S].

Definicién 1.45. Sean a y [ dos curvas cerradas simples en posicién general en una

superficie S. Se dice que a y  forman un bigono si hay un disco encajado en S cuya
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frontera es la unién de un arco de o y un arco de (8 intersecados en exactamente dos

puntos.

B

Figura 1.7: Las curvas a y 8 forma un bigono.

Lema 1.46. Si dos curvas cerradas simples a y Ben posicion general en una superficie
S no forman un bigono, entonces en el cubriente universal de S, cualquier par de

levantamientos & y 8 de a y B tienen a lo mds un punto de interseccion.

Proposicién 1.47 (Criterio del Bigono). Dos curvas cerradas simples en posicion
general en una superficie S estan en posicion minima si y solo si no forman un

bigono.

Corolario 1.48. Cualesquiera dos curvas cerradas simples en posicion general que

se intersectan una sola vez estdn en posicion minima.

Geodésicas estan en posicion minima Obsérvese que si dos segmentos
geodésicos sobre una superficie S formasen un bigono, tal bigono por ser simplemen-
te conexo pudiese levantarse al cubriente universal H de S, en donde se obtendria
una region bordeada por dos geodésicas distintas. Esto contradice el hecho de que
las geodésicas entre cualesquiera dos puntos en H son tnicas. Por tanto, se tiene lo

siguiente:

Corolario 1.49. Dos geodésicas cerradas simples distintas en una superficie hi-

perbolica estan en posicion minima.
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Si el lector esta interesado en conocer las demostraciones del Lema [1.46] la Pro-
posicién el Corolario y el Corolario [I.49] éstas se pueden consultar, por
ejemplo, en la Subseccién 1.2.4 de [4].

La Proposicién junto con el Corolario implican que, dados cualquier
numero de clases distintas de homotopia de curvas cerradas simples esenciales en S,
se puede elegir un representante particular de cada clase (por ejemplo, una geodésica)

tal que cada par de curvas estan en posicién minima.

1.4. Principio De Cambio de Coordenadas

En esta seccion se describe una técnica frecuentemente utilizada en la teoria del
grupo de modular de Teichmiiller, conocida como el principio de cambio de coor-

denadas, el cual es analogo al cambio de base en espacio vectorial.

1.4.1. Clasificacién de curvas cerradas simples.

Dada una curva cerrada simple o en una superficie S, la superficie obtenida por
cortar a S a lo largo de « es una superficie compacta S, equipada con un homeo-

morfismo h entre dos de sus componentes de frontera tal que

i) el cociente S, /(x ~ h(z)) es homeomorfo a S,y

ii) laimagen de estas distinguidas componentes de frontera bajo la funcién cociente

es .

Tiene sentido también cortar una superfice con frontera o puntos marcados a lo
largo de un arco simple propio; la definicién es andloga. Similarmente, se puede cortar

a través de una coleccion finita de curvas y arcos.
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Definicién 1.50. Una curva cerrada simple o (o un arco simple) en una superficie
S es separadora, si al cortar sobre «, la superficie resultante S, es disconexa. De lo

contrario, si S, es conexa, se dice que « es no separadora.

a) S
T
b) Sa C) ——_ /’SB’\
X L’_\

Figura 1.8: En la superficie S, a no es un curva separadora pero (3 si lo es.

Proposicion 1.51. St a y B son cualesquiera dos curvas cerradas simples no sepa-

radoras en una superficie S, entonces existe un homeomorfismo ¢ : S — S tal que

o) = 5.

En otras palabras, salvo homeomorfismos, no hay més que una curva cerrada sim-
ple no separadora en una superficie S. La demostracién de esta proposicion se sigue
del principio de cambio de coordenadas: Si v y 3 son dos curvas no separadoras en
una superficie S, entonces las superficies S, y Sp tienen cada una dos componentes de
frontera correspondientes a o y 3. Puesto que S, y Sp tienen la misma caracteristica
de Euler, el mismo nimero de componentes de frontera y mismo numero de pon-
chaduras, se sigue que S, es homeomorfo a Sz. Podemos elegir un homeomorfismo
So — Sp que respete las relaciones de equivalencia en las componentes de frontera.
Tal homeomorfismo induce un homeomorfismo ¢ : S — S que manda a o a . El
homeomorfismo ¢ se piensa como un cambio de coordenadas, puesto que transforma

la curva « a la curva 5.
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Supongase que a; v 9 son dos curvas cerradas simples en una superficie S que se
intersectan una vez. Sea S,, la superficie obtenida al cortar a S a lo largo de a;. Sq,
tiene dos componentes de frontera correspondientes a los lados de «;. La imagen de
1 es un arco simple que conecta estas componentes de frontera. Podemos cortar a
Sa, a través de este arco para obtener una superficie (S,, ), . Esta ultima superficie
tiene solamente una componente de frontera que es subdivida naturalmente en cuatro
arcos (dos provenientes de «; y dos provenientes de f31). La relacién de equivalencia
en la definiciéon de cortar una superficie, identifica estos arcos con el fin de recuperar
a la superficie S con sus curvas a; y Ss.

Si ag v P2 son otra coleccién de curvas cerradas simples que se intersectan una
vez, entonces, andlogamente hay una superficie cortada (S,,)s,. Por la clasificacién de
superficies, (S,,)s, €s homeomorfo a (S,,)s,, mas ain existe un homeomorfismo que
preserva las clases de equivalencia en la frontera. Cualquiera de estos homeomorfismos
desciende a un homeomorfismo de S que manda al par {ay, 81} al par {as, B2}.

Un poco mas general de caso anterior, es cuando se tiene una cadena de curvas

cerradas simples.

Definicién 1.52 (Cadena). Una cadena de curvas cerradas simples en una superficie
S es una secuencia «ay, ..., a; (de curvas cerradas simples) en S con la propiedad de
que i(a;, oiy1) = 1 para cada i y i(oy, ;) = 0 siempre que |i — j| > 1. Una cadena es

noseparadora si la union de las curvas no separa a la superficie.

Teorema 1.53. Sean dos cadenas o, ...,0, y B, ..., Bn no separadoras de curvas
cerradas simples en una superficie S, si m = n entonces existe un homemorfismo

¢S — S tal que ¢p(ay) = B;.

En la Seccién 1.3.3 de [4] se puede consultar un bosquejo de la demostracion del
Teorema [1.53] en donde se encuentra como el ejemplo 6. Ademds, se puede probar

que cada cadena en S, de longitud par es no separadora, y por tanto tales cadenas
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deben ser topoldogicamente equivalentes.

Para saber mas sobre el principio de cambio de coordenadas y las demostraciones
de las proposiciones (teoremas, corolarios, etc.) de esta subseccidn, el lector puede
consultar la Subseccién 1.3 de [4].

Todas los teoremas, proposiciones y corolarios presentados en este capitulo, aun-
que en su mayoria no se mencionan, se utilizan implicitamente en la demostracién del
Teorema de Dehn-Nielsen-Baer (Capitulo [5)) para caracterizar propiedades topol6gi-

cas de curvas cerradas simples.
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Capitulo 2

Grupo Modular de Teichmuiiller

Este capitulo es una introduccién al grupo modular de Teichmiiller. Se inicia
definiendo la relacién de isotopia en el conjunto de curvas cerradas de una superficie
S, la cual se utiliza para definir las clases de isotopias de homeomorfismos de S.
Posteriormente se da la definicién del grupo modular de Teichmiiller y se incluyen
algunos ejemplos basicos. Finalmente se presenta el método de Alexander, el cual
provee una respuesta a una pregunta que surge naturalmente al estudiar al grupo
modular de Teichmiiller: ; Como saber si dos homeomorfismos son istépicos o no?, o

equivalentemente, ;cémo probar si un homeomorfismo es o no isotépico a la identidad?

2.1. Clases de Isotopia

Isotopia de Curvas Cerradas Simples

Definicién 2.1. Sean o, 3 : S — S dos curvas cerradas simples en una superficie

S. Se dice que « y f son isotépicos si existe una homotopia (ver Apéndice [B.1.2)

F:8'xI—>S
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entre a y 3 con la propiedad de que la curva F(S! x {t}) es simple para cada ¢ € I.

En este caso, la homotopia F' se llama isotopia entre o y f3.

Si una homotopia entre dos curvas existe, en general no es una isotopia. El si-
guiente resultado, originalmente demostrado por Baer, dice cuando una homotopia

es una isotopia.

Lema 2.2. Sean o y (8 dos curvas cerradas simples esenciales en una superficie S.

Entonces a y B son isotopicos si y solo si o y B son homotdpicos.

Una implicacién queda evidente puesto que por definicion una isotopia es una
homotopia, mientras que la otra se puede encontrar como la demostracion de la

Proposicién 1.10 de [4].

Isotopia de homeomorfismos

Definicién 2.3. Sea S una superficie y sean fy, fi : S — S dos homeomorfismos. Se
dice que fy v f1 son isotdpicos si existe una homotopia F' : I x S — S entre fy y
f1 tal que la funcién f; : S — S dada por fi;(x) = F(t,z) es un homeomorfismo para

cada t € I. La funcion F se llama isotopia de S entre fo y fi.

Evidentemente la relacién de isotopia, ya sea en el conjunto de curvas cerradas
simples de S o en el grupo de homeomorfismos de S, es una relacién de equivalencia.
A las clases de equivalencia bajo esta relacién se les llaman clases de isotopia, y
dependiendo del contexto, se tratara de curvas cerradas simples u homeomorfismos.

Andlogo a la Proposicién 2.1 bajo las hipétesis adecuadas, se puede garantizar

que si dos homeomorfismos son homotdépicos entonces son isotépicos:

Proposicién 2.4. Sea S una superficie compacta y sean f y g dos homeomorfismos
homotépicos de S. Si S no es homeomorfo a un disco cerrado D* o un anillo cerrado
A, entonces [ y g son isotdpicos. Mds ain, si f y g son homotdpicos relativos a 0S,

entonces f y g son isotdpicos relativos a 0S.
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En particular, en cualquier superficie cerrada de género g > 0, homotopia implica

1sotopia.

En el caso del disco cerrado D? y el anillo cerrado A se pueden encontrar ejemplos
de homeomorfismos homotépicos que no son isotdpicos (ver, por ejemplo, [4] pagina
41). De hecho, para cada caso existe un unico ejemplo, y se trata de homeomorfismos
que no preservan la orientacién, los cuales son homotdpicos a la identidad pero no
isotépicos. Los detalles de la demostracion de la Proposicion se puede consultar,
por ejemplo, en [3].

En virtud del Lema [2.2] en superficies compactas, hablar de homotopia es equi-

valente a hablar de isotopfia.

Extensién de Isotopias

Dada una isotopia entre dos curvas cerradas simples en una superficie S, es 1til

extenderla a una isotopia de 5, el cual es llamado una isotopia ambiente de S.

Proposicién 2.5. Sea S una superficie. Si F: S* x I — S es una isotopia suave
de curvas cerradas simples, entonces existe una isotopia H : S x I — S tal que

H(s,0) = s para cada s € S, y H(F(s,0),t) = F(s,t) para todo s € S y todo t € I.

La Proposicion es un resultado estandar de topologia diferencial. Supéngase
que las dos curvas son disjuntas. Para construir la isotopia, se inicia definiendo un
campo vectorial suave que sea compatible en una vecindad del anillo determinado por
las dos curvas y que lleva una curva a la otra. Se obtiene la isotopia de la superficie
extendiendo este campo vectorial a S y luego integrandolo. El lector interesado en

los detalles puede encontrar més informacién, por ejemplo, en [7].
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2.2. Grupo Modular de Teichmiiller

El grupo modular de Teichmiiller fue estudiado por primera vez en 1920 por el
matemético aleman Max Dehn [10]. Existen distintas maneras equivalentes de definir
el grupo modular de Teichmiiller (ver, por ejemplo, [4]). Para los fines de este trabajo

es conveniente definirlo de la forma siguiente:

Definicién 2.6 (Grupo Modular de Teichmiiller). Sea S una superficie de géne-
ro g > 0, b > 0 componentes de frontera y n > 0 ponchaduras. Se denota por
Homeo™ (.5, 05) al grupo de homeomorfismos de S que preservan la orientacién, fijan
el conjunto de ponchaduras, y puntualmente fijan la frontera de S. El grupo modu-
lar de Teichmiiller de S, denotado por Mod(S), se define como Homeo™ (S, 95)
modulo isotopia, es decir, Mod(S) es el grupo de clases de isotopia de homeomorfis-
mos de S que preservan la orientacién, en donde las isotopias fijan al conjunto de

ponchaduras y puntualmente fijan la frontera de S.

En esta tesis, para facilitar la lectura, al grupo de modular de Teichmiiller de S
se le llamard tnicamente grupo modular de S.

En el caso de una superficie sin frontera (ni puntos marcados o pochaduras),
Mod(S) es simplemente el grupo de clases de isotopia de homeomorfismos de S que

preservan la orientacion.

Involucion Hipereliptica

Para una superficie S, de género g > 0, un ejemplo importante de un elemento
no trivial del grupo Mod(S,), es la involucion hipereliptica, la cual estd dada por una
rotacién de un angulo 7 respecto a un eje de simetria de S,. Este es un elemento de

orden dos del grupo modular Mod(S,).
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Figura 2.1: La rotacién de angulo 7 respecto al eje indicado es una involucién hiper-
eliptica.

Ejemplos del Mod(5)

El primer ejemplo que se verd es el grupo modular de un disco cerrado D?.
Lema 2.7 (Lema de Alexander). El grupo Mod(D?) es trivial.

En otras palabras, el Lema declara que dado cualquier homeomorfismo ¢ de
D? que es la identidad en sobre la frontera D2, existe una isotopia de ¢ a la identidad

a través de homeomorfismos que son la identidad en 0D?2.

Demostracién. Identifiquese a D? con el disco unitario en R?. Sea ¢ : D? — D? un
homeomorfismo tal que ¢|ppz es igual a la identidad. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que ¢ deja al origen fijo. Definase

(1-t)p (%) sio<|z) <114,

F(z,t) :=
x sil—t<|z| <1

para 0 <t < 1, y definase a F'(z,1) como la funcién identidad de D?. La funcién F'
es una isotopia de ¢ a la identidad. O]

La demostracién del Lema también es valida cuando se reemplaza a D? por
un disco con una ponchadura en su interior (identifique la ponchadura/o el punto

marcado con el origen), por tanto también se cumple la siguiente proposicién:

Proposicién 2.8. El grupo modular de un disco con una ponchadura en su interior

es trivial.
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Existen otros dos grupo modulares Mod(S, ) que también son triviales, a saber,
Mod(Sp 1) y Mod(S?). Para el primero, se puede identificar a Sp; con R? y usar el
hecho de que cualquier homeomorfismo f : R? — R? que preserva la orientacién es
homotdpico a la identidad via la homotopia dada por F(z,1) = (1 —t)z — tf(x).
Para S?, recuérdese que cualquier homeomorfismo de S? deja fijo algtin punto, asi
cualquier homeomorfismo puede ser modificado mediante una isotopia que fija un

punto, aplicando el ejemplo anterior se llega al resultado.

Ejemplo 2.9. Sea Y3 el grupo de permutaciones de tres elementos. Se tiene que

MOd(So,g) = 23.

Para ver esto es conveniente pensar a Sy 3 como una esfera con tres puntos marcados
(en lugar de tres ponchaduras). El isomorfismo Sy 3 — X3 esta dado por la accién del

Mod(Sp 3) sobre el conjunto de puntos marcados de S5 .

Ejemplo 2.10. Analogamente se tiene que hay un isomorfismo Mod(Sy2) — Z/27Z

dado por la accion en los dos puntos marcados.
Ejemplo 2.11. El grupo modular de anillo cerrado A es Mod(A) = Z.

Ejemplo 2.12. El grupo modular del toro T? es isomorfo al grupo especial lineal
SL(2,Z). Una demostracién de este hecho se encuentra en [4] como la demostracién
del Teorema 2.5, en tal demostracion se utilizan resultados de la teoria de grupos de
homologia. Si el lector esta interesado en grupos de homologia, puede consultar, por

ejemplo, [6].

2.3. Método de Alexander

Una pregunta que surge naturalmente al estudiar la teoria del grupo modular es:

., Cuando dos elementos de este grupo son iguales?, esto es equivalente a preguntar
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icuando un homeormorfismo es isotépico a la identidad? Se termina esta seccién
enunciando el método de Alexander, el cual provee de una respuesta a las preguntas
anteriores.

En resumen, el método de Alexander declara que, para cualquier superficie S,
un elemento del Mod(S) a menudo estd determinado por su accién en una coleccién
adecuada de curvas y arcos en S. Por tanto, se tiene una manera concreta para
determinar cuando dos homeomorfismos f, g € Homeo™ (S, 9S) representan el mismo
elemento del Mod(S5).

En general no es cierto que si un homeomorfismo de una superficie S fija una
coleccion de curvas y arcos que separan a S en discos, entonces este es un representante
del elemento trivial del Mod(.S).

Antes de enunciar el método de Alexander es conveniente dar la siguiente defini-
cion:

Definicién 2.13. Sea S una superficie (que posiblemente tiene puntos marcados).
Se dice que una coleccién {~;} de curvas y arcos llena a S, si la superficie resultante
al cortar a S a través de todas las 7; es una union disjunta de discos y discos con un

punto marcado en su interior.

Teorema 2.14 (Método de Alexander). Sea S una superficie compacta, posiblemente
con puntos marcados. Supongase que ¢ : S — S es un homeomorfismo que preser-
va la orientacion y que fija la frontera de S (en el caso de que S tenga frontera).
Sean v1,%2, ...,V curvas esenciales cerradas simples y arcos propios en S con las

siguientes propiedades.

1. Cualesquiera dos curvas 7; no son homotopicas.
2. Cualquier par de curvas v; estan en posicion minima.

3. Para cualesquiera i, j, k distintos, al menos una de las intersercciones y; N 7y;,

Vi Oy 0y Nk es vacia.
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4. El conjunto de las curvas {~,...,v} llena a S.

St ¢ fija las clases de isotopia con orientacion de cada y;, entonces ¢ es isotopico a
la identidad. De otro modo, hay una potencia no trivial de ¢ que es isotopica a la

identidad.

La demostracion del Teorema se puede consultar en [4], en donde aparece
como la demostracién de la Proposicion 2.8.

El poder del método de Alexander radica en que convierte el cdlculo de un ele-
mento del grupo de modular en un problema combinatorio finito. Este método se usa
frecuentemente, por ejemplo, para calcular el centro del grupo modular (ver Seccién
3 de []), para demostrar que el problema de la palabra es soluble en Mod(S) (ver
Capitulo 8 de [4]). En este trabajo se usa para demostrar el teorema de Dehn-Nielsen-

Baer (Capitulo [5).
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Capitulo 3

Lema de Svarc-Milnor

Una de las filosofias del Programa de Erlangen es estudiar a la geometria de un
objeto mediante las propiedades que se preservan ante un grupo de transformaciones.
Inversamente, uno de los objetivos de la teoria geométrica de grupos es estudiar a los
grupos como objetos geométricos. Una manera de hacerlo es induciendo una métrica
al grupo, la métrica de las palabras respecto a un conjunto generador. Desafortuna-
damente, en general, esta métrica depende del conjunto generador seleccionado.

Usando el concepto de cuasi-isometria, la geometria a gran escala permite te-
ner una nocion de la geometria de un grupo independiente del conjunto generador
seleccionado.

En este capitulo, primero se presentan algunas generalidades de isometrias y cuasi-
isometrias. Como segundo paso se aplican estos conceptos a los grupos finitamente
generados. Finalmente se demuestra el lema de Svarc-Milnor, el cual es la llave para

unir a la teoria geométrica de grupos con la geometria usual.

36



3.1. Cuasi-isometrias

3.1.1. Encajes isométricos

Definicién 3.1. Una funcién f : X — Y entre espacios métricos (X,dx) y (Y, dy)

es un encaje isométrico si

dy (f(x), f(2')) = dx(z,2")

para todo z,x’ € X. La funcién f es una isometria si es un encaje isométrico y si

existe otro encaje isométrico g : Y — X tal que

fog=idy y go f=idy.

Se dice que dos espacios métricos son isométricos si existe una isometria entre ellos.

Los encajes isométricos son inyectivos y continuos; por tanto, cada isometria es
un homeomorfismo respecto a las topologias inducidas por las métricas; méas atin, el
conjunto de todas las isometrias de un espacio métrico X en si mismo, forman un

grupo con la composicion usual de funciones.

3.1.2. Encajes Cuasi-Isométricos

Definicién 3.2. Sea f : X — Y una funcién entre espacios métricos. Una funcién

f'+ X — Y esta a distancia finita de f si existe una ¢ € R>( tal que

dy (f(z), f'(x)) <c

para todo x € X; donde dy denota la métrica en Y.
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Definicién 3.3. Una funcién f : X — Y entre espacios métricos (X, dx) y (Y,dy)
es un encaje cuasi-isométrico, si existen constantes ¢ € R>; y b € Ry tales que

1 / / /

E -dX(ZE,I) —b< dy(f([E),f([E )) < C'dX(x7x)+b7
para todo x,2" € X. La funcién f es una cuasi-isometria si es un encaje cuasi-
isométrico, para el cual existe una cuasi-inversa ¢ : Y — X tal que g es un encaje
cuasi-isométrico, es decir, g : Y — X es un encaje cuasi-sometrico tal que g o f
estd a distancia finita de idx y f o g estd a distancia finita de idy. Se dice que dos

espacios métricos son cuasi-isométricos si existe una cuasi-isometria entre ellos;

esto se denota por X ~gr Y.

Si f: X — Y es un encaje cuasi-isométrico con constantes ¢,b (como en la
Definicién [3.3), se dird que f es un encaje (c,b) — cuasi — isométrico, y si es una

cuasi-isometria se dird que es una (¢, b) — cuasi — isometria.

A diferencia de los encajes isométricos los encajes cuasi-isométricos no necesaria-

mente son inyectivos o continuos.

Definicién 3.4. Sea (X, dx) un espacio métrico. Un subconjunto Y C X es cuasi-
denso en X si existe una constante ¢ € Ry tal que para cada x € X se puede

encontrar una y € Y tal que

dx(y,z) < c.

Se dird que una funcién f : X — Y entre espacios métricos tiene imagen cuasi-

densa si su imagen f(X) es cuasi-densa en Y.

Proposicién 3.5 (Caracterizacién de una cuasi-isometria). Una funcion f: X —Y
entre espacios métricos (X,dx) y (Y,dy) es una cuasi-isometria si y solo si es un

encaje cuasi-iSométrico con imagen cuasi-densa.
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Demostracion. Si f : X — Y es una cuasi-isometria, por definiciéon f tiene una cuasi-
inversa que es un encaje cuasi-isométrico g : Y — X tal que g o f esta a distancia
finita de idx y f og tiene distancia finita de idy. El hecho de que fog esté a distancia
finita de la identidad idy implica que existe una constante ¢ € R.( tal que para todo
yey

dy(fog(y),y) <c¢

en particular, f tiene imagen cuasi-densa.
Ahora bien, supéngase que f : X — Y es un encaje cuasi-isométrico con imagen

cuasi-densa. Usando el axioma de la eleccién, se probard que existe una cuasi-inversa

para f.
Dado que f es un encaje cuasi-isométrico con imagen cuasi-densa, existe una

constante ¢ € Ry (por ejemplo, el maximo de las constantes mencionadas en la

Definicién y en la Definicién tal que para todo x, 2" € X se satisface que
1 / / /
o dx(z,2") —c < dy(f(z), f(2") < c-dx(x,2") + ¢,
y que para todo y € Y existe x € X tal que
dy(f(z),y) <c

Por el axioma de la eleccion, existe una funcién

g:Y —X

Y > Ty

tal que dy (f(xy),y) < c se satisface para todo y € Y.
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Por construccion, para todo y € Y se cumple que

dy(fog(y),y) =dy(f(zy),y) <ec

Inversamente, para todo x € X se tiene (usando el hecho de que f es un encaje

cuasi-isométrico) que

dx(go f(z),2) = dx (T2, ) < c-dy(f(zp@)), f(2)) +2<coc+cF=2-

De lo anterior se deduce que f o g esta a distancia finita de la funcién identidad en
Y,y que go f estd a distancia finita de la funcion identidad en X.
Ahora se probard que ¢ también es un encaje cuasi-isométrico. Si y,y’ € Y,

entonces

IN

c- (dy(f(xy),y) + dY(?J,y/) + dY(f(l‘y’)a y/)) + 02
<ec-(dy(y,y) +2-¢)+c

=c-dy(y,y)+3-¢

dx(9(y), 9(v)) = dx(xy, zy)

> = dy (), flay) — 1
> C () — dr(Flny)o) = dy (o))~ 1
> % ~dy(y,y') — 270 -1
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El mismo argumento demuestra que las cuasi-iversas de los encajes cuasi-isométri-

cos también son encajes cuasi-isométricos.
Proposicién 3.6 (Propiedades de Encajes Cuasi-Isométricos).

1. Cualquier funcion que estd a distancia finita de un encaje cuasi-isométrico es

también un encaje cuasi-iSométrico.

2. Cualquier funcion que estd a distancia finita de una cuasi-isometria es una

cuasi-isometria.

3. Sean X,Y, Z espacios métricos y sean f, f' : X =Y que estan a distancia finita

entre ellas.

a) St g: Z — X es una funcion, entonces fog y f'og estdn a distancia

finita entre ellas.

b) Sig:Y — Z es un encaje cuasi-isométrico, entonces go f y go f' también

estan a distancia finita entre ellas.
4. Composiciones de encajes cuasi-iSométricos son encajes cuasi-iSOMELricos.
5. Composiciones de cuasi-isometrias son cuasi-isometrias.

La Definicién [3.2] induce una relacién de equivalencia en el conjunto de enca-
jes cuasi-isométricos de un espacio métrico X a un espacio métrico Y; més aun, la
Proposicién [3.6| garantiza que esta relacion es compatible con la composicion usual
de funciones. De esto, se puede construir un grupo a partir del conjunto de cuasi-
isometrias de un espacio en si mismo moédulo distancia finita. Este grupo se le conoce

como el grupo de cuasi-isometrias de X.
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3.1.3. Aplicaciones en Grupos Finitamente Generados

Definicién 3.7. Sea GG un grupo y A C G un conjunto generador de GG. La métrica

de las palabras d4 sobre G respecto a S se define como

da(g,h) = min{n € N | Existen a;,...,a, € AUA™ g'h=a;---a,}

para todo g, h € G.

La métrica de las palabras es en efecto una métrica en G, que ademas es invariante

respecto a la multiplicacion por la izquierda, es decir,

dA<lg7 lh‘) = d(97 h):

para todo g, h,l € G. Esto dltimo es consecuencia de que (Ig)~*(Ih) = g 'h.

Es importante notar que la métrica de las palabras d4 en un grupo GG depende de
la eleccién del conjunto generador A. La nocién de cuasi-isometria permite relacionar
propiedades geométricas a gran escala que no dependen de la eleccién del conjunto

generador, siempre que este sea finito.

Teorema 3.8. Sean A y B subconjuntos generadores de un grupo G. Si A y B son

finitos, entonces se cumple que
1. La identidad Idg : G — G es una cuasi-isometria entre (G, d4) y (G,dp).

2. En particular, cualquier espacio métrico (X, d) cuasi-isométrico a (G,da) tam-

bién es cuasi-isométrico a (G,dp).

Demostracion. La segunda parte de la proposicion anterior se deriva directamente de

la primera, pues la composicién de cuasi-isometrias es una cuasi-isometria (Proposi-

cion .
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Asi, es suficiente con demostrar la primera parte. Usando la caracterizacién de
cuasi-isometrias (Proposicién basta probar que Idg : G — G es un encaje cuasi-
isométrico con imagen cuasi-densa. Evidentemente Idg tiene imagen cuasi-densa, asi
s6lo se deben encontrar constantes ¢ > 0y b > 0, tales que para cualesquiera g, h € G,

se cumpla que

1
o ds(g,h) —b < ds(g,h) <c-dg(g,h)+0.

Nétese que para cada a € AUA™!, existe k € Ny ciertos by, ..., b, € BUB™! tales
que a = by - - - b.. Ademds, dado que A es finito, el conjunto {dp(e,a)|a € AU A"}

tiene un maximo finito. Tomese a

o= i delea)

Sean g y h dos elementos arbitrarios de G y sea n = da(g,h). Dado que A es
un conjunto generador, se tiene que ¢~ 'h es igual a; - - - a, para ciertos a,...,a, €
AU AL lo que implica que h = ga - - - a,. Utilizando la desigualdad del tridngulo y

que dpg es invariante por la multiplicacion por la izquierda, se obtiene que

dB(gv h) = dB(g’gal t an)
< dgp(g,9a1) + dp(gai, garas) + - - -
+ dB(gal crrlp—1,901 - an)

=dg(e,a1) +dg(e,az) + -+ dg(e, ap)
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De manera similar, intercambiando los papeles de A y B, se tiene que

o = max dy(e,b)
beBUB—1

es finito, distinto de cero, y satisface que

1
- dA(ga h) S dB(Qa h)

Co

Tomando ¢ = max{cy, ¢}, se llega a que la identidad Id : (G,d4) — (G,dg) es una
(¢, 0)-cuasi-isometria.

]

En otras palabras, el teorema anterior dice que en grupos finitamente genera-
dos, salvo cuasi-isometrias, solamente hay una métrica de las palabras. Un resultado

inmediato del Teorema [3.8| es el siguiente.

Corolario 3.9. Cualquier automorfismo de un grupo finitamente generado G es una

cuasi-isometria.

Demostracion. Sea A un conjunto generador finito de G' y sea ® : G — G un auto-
morfismo. Dado que A es finito y ® biyectivo, se cumple que ®1(A) es un conjunto
generador finito de G. Por el Teorema [3.8] la identidad es una cusi-isometria entre

(G, A) y (G,®71(A)), por tanto existen constantes ¢ > 0y b > 0, tales que
1
E dA(.Q» h’) -b< di’—l(A)(g> h) < CdA(Qa h) + b.

Por otro lado,

da(®(g),®(h)) = d@*(A)(Qv h).

Sustituyendo esta igualdad en las tdltimas desigualdades se llega al resultado buscado.

]
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3.2. Espacios Cuasi-Geodésicos

En la geometria de espacios métricos, a menudo resulta 1til que el espacio en
cuestién sea geodésico, es decir, que su métrica pueda ser realizada por trayectorias.
Sin embargo, no siempre se tiene un espacio geodésico, es por esta razén que se
introduce un concepto méas general: el de un espacio cuasi-geodésico. Un espacio
cuasi-geodésico es un espacio métrico que salvo un error uniforme, su métrica puede

ser realizada por trayectorias.

3.2.1. Segmentos Geodésicos

Antes de abordar los conceptos de cuasi-geodésica y espacio cuasi-geodésico, es

conveniente definir un segmento geodésico y un espacio geodésico.

Definicién 3.10. Sean (X, d) un espacio métricoy L € R>g. Un segmento geodési-
co en X es un encaje isométrico v : [0, L] — X, donde el intervalo [0, L] tiene la
métrica inducida por la métrica usual de R. La longitud de v es L, y los puntos 7(0)
y 7(1) se llaman punto inicial y punto final de v, respectivamente.

Se dice que X es geodésico si para cualesquiera x, 2’ € X existe un segmento

geodésico en X con punto inicial x y punto final z’.

El concepto de segmento geodésico definido anteriormente se relaciona con la no-
cién de geodésica de la geometria diferencial (como la mencionada en el Capitulo
1)), pero no son exactamente lo mismo. Los segmentos geodésicos en sentido métrico
minimizan la longitud y distancia de forma global, mientras que en geometria dife-
rencial tnicamente se requiere que las geodésicas sean localmente isométricas y no

globalmente.

Ejemplo 3.11. Para cada n € N el espacio R"” con la métrica usual es geodésico. En

efecto, si r es la distancia de cualesquiera dos puntos x,y € R" el segmento de recta
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x(r —t) —yt para t € [0,7] es un segmento geodésico entre = y y.

Ejemplo 3.12. El espacio R? — {(0,0)} con la métrica inducida por la métrica
Euclidiana de R? no es geodésico. Por ejemplo, cualesquiera dos puntos antipodos no

pueden ser unidos por un segmento de recta.

Ejemplo 3.13. La esfera S? con la métrica Riemanniana estdndar es un espacio
geodésico. Los segmentos geodésicos son arcos de circulos méaximos en S?. Obsérvese
que los puntos antipodas en S? pueden ser unidos por una infinidad de segmentos

geodésicos distintos.

Ejemplo 3.14. El plano hiperbdlico H es un espacio métrico geodésico. En el modelo
del disco de Poincaré, los segmentos geodésicos son arcos de circulos que cortan

ortogonalmente a S!.

>

Figura 3.1: Espacios geodésicos y ejemplos de segmentos geodésicos.

3.2.2. Segmentos Cuasi-Geodésicos

Los grupos (no triviales) finitamente generados junto con la métrica de las palabras
no son espacios geodésicos, pues el espacio métrico subyacente es discreto. Pero la

magia de la geometria a gran escala permite que casi sean geodésicos.

Definicién 3.15. Sea (X,d) un espacio métrico, y sean ¢ € Ryg, y b € Rx(. Una
(c,b)-cuasi-geodésica en X es un encaje (¢, b)-cuasi-isométrico vy : I — X, donde [
es algtn intervalo cerrado [t, '] de R; el punto () es el punto inical de ~y,y y(t') es

el punto final de ~.
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El espacio X es (¢, b)-cuasi-geodésico si para todo x,z’ € X existe una (c,b)-

cuasi-geodésica en X con punto inical en x y punto final z’.

Evidentemente cada espacio geodésico también es un espacio cuasi-geodésico (por
ejemplo, (1,0)-cuasi-geodésico), pero en general, no todo espacio cuasi-geodésico es
geodésico. A continuacién se muestra el caso de un espacio cuasi-geodésico que no es

geodésico.

Ejemplo 3.16. Para cada € € R el espacio R?* — {(0,0)} es (1, ¢)-cuasi-geodésico
(ver Figura [3.2.2) respecto a la métrica inducida por la métrica Euclidiana en R?
pero no es geodésico, puesto que cualquier encaje de un intervalo que una dos puntos

antipodas tendria que pasar necesariamente por (0,0).

Figura 3.2: Una (1, €)-cuasi-geodésica en R?

Ejemplo 3.17. Si G es un grupo y A es un conjunto generador de (G, entonces
(G,d4) es un espacio (1, 1)-cuasi-geodésico. En efecto, para cada g, h € G considérese
da(g,h) = n. Asi, g7'h = a,...a,, para ciertos ay,...,a, € A. Luego, la funcién
v :[1,n] = G que a cada t € [1,n] le asigna a, - - - af;, donde [t] es el techo de ¢ (es
decir, el entero mayor méas préximo a t). Haciendo algunas cuentas, se llega a que =y

es una (1, 1)-cuasi-geodésica.
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3.3. Lema de Svarc-Milnor

El lema de Svarc-Milnor es uno de los resultados més poderosos de la teorfa
geométrica de grupos; burdamente dice que dada una accién “bonita” de un grupo
sobre un espacio métrico “bonito”, se puede afirmar que el grupo es finitamente
generado y que el grupo es cuasi-isométrico al espacio métrico en el que actia.

En la practica este resultado puede ser aplicado en ambos lados, es decir, si se
quiere saber mas acerca de la geometria de un grupo o saber si un grupo es finitamen-
te generado, es suficiente exhibir una buena acciéon de este grupo sobre un espacio
adecuado. O bien, siguiendo la filosofia del Programa de Erlangen, para conocer mas
de la geometria de este espacio es suficiente encontrar una buena accion de un grupo
adecuado en el espacio métrico de interés. Por tal razén, el lema de Svarc-Milnor tam-

bién es conocido como el “Lema Fundamental de la Teoria Geométrica de Grupos”.

La siguiente proposicién es una versiéon métrica del lema de Svarc-Milnor, a partir

de esta version se deduce una mas topoldgica, la cual es mas utilizada en aplicaciones.

Lema 3.18 (Lema de Svarc-Milnor). Sea G un grupo que actiia por isometrias sobre
un espacio métrico (X, dx) no vacio. Supongase que X es un espacio (c,b)-cuasi-

geodésico y que existe un subconjunto B C X con las siguientes propiedades:

e Kl diametro de B, denotado por diam B, es finito.

e Las G-traslaciones de B cubren a X, es decir

g B=x

geG

e FEl conjunto S:={g9€ G |g-B NB #0} es finito, donde

B' = B;(,;dx(B) ={z € X | Eziste y € B, tal que d(z,y) <2-b}.
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Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. El grupo G es generado por S; en particular, G es finitamente generado.

2. Para todo x € X la funcion asociada

G— X

g——g-z

es una cuasi-isometria (respecto a la métrica ds en G).

Demostracion. Primero se demostrard que S es un conjunto generador de G (ver
Definicién [1.1]).

Sea g € G un elemento arbitrario. Utilizado una cuasi-geodésica adecuada y si-
guiendo G-tralaciones de B a lo largo de esta cuasi-geodésica (ver Figura , se
probard g € (5)¢q.

Sea x € B fijo, dado que X es (¢, b)-cuasi-geodésico, existe una (¢, b)-cuasi-geodési-
ca vy :[0,L] = X con punto inicial z y punto final g - z.

g; - B

gj—1- B’

Figura 3.3: Una cuasi-geodésica  cubierta por G-traslaciones de B.

Lo siguiente es buscar puntos suficientemente cercanos sobre esta cuasi-geodésica.

Para esto, témese n = min{k € N| L-¢/b < k}. Luego, para cada j € {0,1,...,n—1}
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definanse

de tal modo que t; € [0, L]. Esto es realizable puesto que para j =0,1,...,n— 1, se

cumple que

SR~

Luego, para cada j = 0,1,...,n, definase
zj = (t)).

Con las consideraciones anteriores se tiene que xo = v(0) =z, z, =y(L) =g -«
y que z; € ([0, L]), para cada j € {0,...,n — 1} .

Por otro lado, como las G-traslaciones de B cubren a X, existen elementos g; € G
tales que z; € g; - B, es decir, elementos g; del grupo tales que la traslacion de B por
g; contiene a x;. En particular, se puede elegir g :=e y g, 1= g.

Ahora se probard que para todo j € {1,...,n}, el elemento del grupo s; := gj__l1 g

se encuentra en S. Dado que 7 es una (¢, b)-cuasi-geodésica, se satisface que

1
E . ’tj,1 — t]‘ —b S d(.%j,l,l'j) S C- ’tjfl — t]‘ + b.

De la segunda desigualdad y puesto que [t;_1 —t;| = |(j — 1)2 — j%| = 2, se obtiene
b

d(ijl,xj) SC' |tJ,1—tJ|—|—b§C—+b:2b
c

Dado que z;_; € gj—1 - B, se sigue que

z; € By (g;1 - B) = {x € X | Existe y € g;_1 - B, tal que d(x,y) < 2-b}.
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Como G actua por isometrias sobre G, se sigue que
By (9j-1- B) = gj-1 - Byy'(B) = g;-1 - B'

Por otro lado, z; € g; - B C g; - B', y por tanto

gj—1-B' Ng;- B #0.
Actuando ahora por gj’_l1 se obtiene que

9,4 - 9;- B NB #0.
De la definicién de S, se deduce que s; = gj’_l1 - g; € S. Por lo tanto, se tiene que

9= =Gn1 Gni1 Gn=""=00" (90 ~g1) () (gal1 gn) =G0 51" " 5n

es un elemento del subgrupo generado por S. Como g es un elemento arbitrario, se
sigue que S es un conjunto generador de GG. En particular G es finitamente generado,

pues por definicién S es finito.

Ahora se probara que G con la métrica de las palabras inducida por S es cuasi-
isométrico a X.

Sea x € X, se probara que la funcién

p:G— X

g——>4g-x,

es una cuasi-isometria demostrando que es un encaje cuasi-isometrico con imagen
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cuasi-densa (Proposicién [3.5)).
Primero se probard que ¢ tiene imagen cuasi-densa. Sea ' € X, dado que las
G-traslaciones de B cubren a X, existen g,¢' € G talesque x € g- By 2’ € ¢ - B.

1

Luego, ¢'g " - x € ¢’ - B, lo que implica que

d@',o(dg7 ")) =d(@'.dg" - x)

< didm ¢' - B.

Puesto que GG actia por cuasi-isometrias sobre X, el didmetro de ¢’ - B es igual al
diametro de B, el cual por definicién es finito. Por tanto, ¢ tiene imagen cuasi-densa.

Finalmente se probara que ¢ es un encaje cuasi-isométrico. Sea g € G, primero
se exhibird una cota inferior uniforme de d(p(e), ¢(g)) en términos de dg(e, g).

Se puede suponer que x esta contenido en B, puesto que G actia por isometrias
en X y que las G-traslaciones de B cubren a X, asi se estd como en la primera parte
de la demostracién. Sea v : [0, L] — X una (c,b)-cuasi-geodésica de = a g - z. Por un

lado se tiene que

d(p(e), ¢(g)) = d(x,g - x) = d(v(0),y(L)).

Por otro lado, como «y es un encaje (¢, b)-cuasi-isométrico, se cumple que

1
A5(0),7(L)) > ~L b
Tomando n = min{k € N|L - ¢/b < k} (como en la primera parte de la demos-
tracion), se llega a que L > b(n — 1)/¢, lo que implica que

%L_bZlM_b:ﬂn_ﬂ_b

c c c? c?
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Ahora bien, cuando se prob6 que S es un conjunto generador de G, se mostré que
g se puede escribir con n elementos de S, lo que implica que ds(e, g) < n. Por tanto

A(6). ¢(9)) > ds(e,9) ~ 5~ b

Antes de obtener una cota superior uniforme de d(p(e), ¢(g)) en términos de

ds(e, g), se probard que si s € 5, entonces d(z,s - z) < 2(didm B + 2b) (ver Figura

59).

Z\

B’ s- B’

Figura 3.4: Si s € S, entonces dg(z,s - ) < 2 - (didm B + 2b).

Siy € B’ entonces existe 2’ € B tal que d(z’,y) < 2b. Luego, por la desigualdad
del tridngulo d(z,y) < d(z,2') + d(2',y) < didm B + 2b. Puesto que la accién de
G en X es por isometrias, de lo anterior se deduce que, para cualquier v € s- B/,
d(y', s-x) < didm B+2b. En particular, si s- B'NB’ # (), entonces existe y € s-B'NB’,
tal que

d(z,s-z) <d(z,y) +d(y,s x) <2(didm B + 2b).

Sea m = dg(e, g), se sigue que existen si,...,5, € SUS™! = S tales que g =

S1 -+ Sm. Usando la desigualdad del triangulo, el hecho de que G actiia por isometrias
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en X,y que s; - B'N B’ # () para todo j € {1,...,n — 1} se obtiene que

d(p(e), p(9)) = d(z,g - x)
<d(z,s1-x)+d(s;-x,81-83-)+ -
Fd(Sy e Sy @Sy )
=d(x,s;-x) +d(x,s9-x)+ - +d(z, s, x)m
< 2(didm B + 2b)m

= 2(didm B + 2b)ds(e, g).

Luego, como el didmetro de B es finito y no depende de g, se sigue que 2(didam B+
2b) es finito y mayor que cero.

Después,

d((g), o(h)) = d(g-x, h-x) = d(z, g h-z) = d(p(e), p(g~"-h)) v ds(g, h) = ds(e,g"-h)

se cumple para todo g, h € G. Por tanto las cotas encontradas muestran que ¢ es un

encaje cuasi-isométrico. O

La versién (més) topolégica del Lema de Svarc-Milnor se deduce como un corolario
del Lema [3.18, pero antes de formularla es licito recodar la definicién de un espacio

métrico propio.

Definicién 3.19. Un espacio métrico (X, d) es propio si para todo =z € X y todo
r € Rop la bola cerrada {y € X |d(z,y) < r} es compacta respecto a la topologia

inducida por la métrica.

Corolario 3.20 (Versién topoldgica del Lema de Svarc—Milnor). Sea G un grupo que
actia por isometrias sobre un espacio métrico (X, d) propio, geodésico y no vacio.

Si esta accion es propiamente discontinua y cocompacta, entonces G es finitamente
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generado, y para todo x € X la funcion

G — X

g——g-z

es una cuasi-isometria.

Demostracion. El objetivo es utilizar el Lema de Svarc-Milnor en su versién anterior,
para esto, primero nétese que como X es geodésico, en particular es un espacio (1, b)-
cuasi-geodésico para cualquier b € Ry .

Ahora bien, dado que la accion de G es cocompacta, existe un compacto B C X
tal que las G—traslaciones de B cubren a X.

Ademas, el diametro de B es finito, pues es un subconjunto compacto de un
espacio métrico, y por tanto acotado. Por otro lado, B’ := By,(B) también tiene
diametro finito. Como X es un espacio propio, se sigue que B’ es compacto. En
virtud de que la accién de G en X es propiamente discontinua se sigue que el conjunto
{9 € Glg-B NB #0} es finito.

Asf se satisfacen todas las hipétesis de la primera versién del Lema de Svarc-

Milnor. Por tanto GG es finitamente generado, y para todo x € X la funcién

G— X

g—g-x

es una cuasi-isometria. O
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Capitulo 4

Ligados en el Infinito

Cuando se define una relaciéon en un grupo, naturalmente surge la pregunta de
si tal relacién se preserva bajo automorfismos. En esta seccion se define la relacién
de ligados en el infinito en el grupo fundamental de una superficie hiperbdlica, y se

prueba usando cuasi-isometrias que esta relacion se preserva bajo automorfismos.

4.1. Meétricas en m1(Sy, p)

Un resultado estandar de la teoria de cubrientes es que dada una funcién cubriente
p: XX , si X es simplemente conexo, entonces para cada x € X se puede definir
una biyeccién entre el grupo fundamental 71(X, ) y la fibra p~'(x) (ver Teorema
. Tal biyeccién se construye de la siguiente forma: Se toma un punto zy € X
tal que p(xg) = z, es decir, zg € p~'(z). Luego, a cada [a] € m (X, z), se le asocia
el punto final de los levantamientos de «a a X con punto inicial en xy. Como X es
simplemente conexo, esta asignacién resulta ser biyectiva (ver Teorema . En
particular, al elemento neutro e le corresponde el punto z.

En el capitulo precedente se mencion6 que todo conjunto generador de un grupo

induce una métrica en tal grupo (la métrica de las palabras). En el caso del grupo
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fundamental 71(S,,p) de una superficie S, de género al menos 2, la biyeccién entre

m1(Sy, p) v la fibra de p permite inducir otra métrica, la métrica hiperbdlica.

Definicién 4.1 (Métrica hiperbdlica). Sean g > 2, p : H — S, una funcién cubriente
y p € S,. La distancia entre dos elementos del 71(Sy, p) se define como la distancia

hiperbdlica entre sus correspondientes en la fibra p~*(p) (ver Figura .

Figura 4.1: Levantamientos de o, § € (S, p)
y la distancia hiperbdlica entre ellos.

Nétese que la métrica hiperbdlica en 7 (Sy, p) depende directamente de la funcién
cubriente p, en efecto, si se tiene otra funcién cubriente p' : H — S, los conjuntos
p~1(p) v p'~1(p) no necesariamente son iguales.

Por otro lado, p~!(p) es un espacio métrico (con la métrica inducida por H) que
naturalmente es isométrico a m;(Sy, p) con la métrica hiperbdlica inducida por p.
Més atn, se puede definir una accién por isometrias del m1(S,,p) en p~*(p): Para
cada [a] € m(Sy,p) y cada ¢ € p~'(p), [a] - ¢ es el punto final de los levantamientos
de « con punto inicial en g. Se puede probar que tal accién es por isometrias, libre
y propiamente discontinua. Aplicando el lema de Svarc-Milnor (Corolario [3.20)), se

deduce que 71(S,,p) con la métrica de palabras es cuasi-isometrico a p~!(p), y por
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tanto cuasi-isométrico a m(S,, p) con la métrica hiperbdlica.

Ahora bien, el 7 (S,, p) con cada métrica hiperbdlica es cuasi-isométrico al 11 (S, p)
con alguna métrica hipérbolica. Por el Teorema |3.8| salvo cuasi-isometrias, solamen-
te hay una métrica de las palabras en m(S,,p). Por tanto estds dos métricas en
m1(Sy, p) que salen de forma natural son equivalentes bajo cuasi-isometria. Este argu-
mento es muy util para cambiar entre la métrica de palabras y la métrica hiperbdlica
en (S, p). Por ejemplo, el Corolario se demostrd usando la métrica de las pa-
labras, y serd aplicado posteriormente en la demostracién del Lema [4.5( usando la

métrica hiperbdlica.

4.2. Ligados en el Infinito

En la Seccién se vio que una superficie es hiperbdlica si admite al plano
hiperbdlico como su cubriente universal (riemanniano), lo cual siempre sucede para
una superficie S, de género al menos 2.

Si (H, p) es un espacio cubriente fijo de S,, una transformacién de cubierta
es un homeomorfismo n : H — H, tal que p on = p. La accién del m(S,,p) sobre
p~(p), mencionada en la seccién anterior, se puede extender continuamente al todo el
plano hiperbélico H, de tal forma que m(S,, p) actia por isometrias en H mediante
trasformaciones de cubierta, de forma libre y propiamente discontinua. (Para més
detalles véase el Apéndice . En particular m(S,, p) estd encajado en el grupo de
isometrias de H, pues su accién en H es libre. En otras palabras, a cada elemento del
71(Sy, p) le corresponde una tnica isometria de H y si a dos elementos les corresponde

la misma isometria entonces son iguales.

Definicién 4.2. Sea S es una superficie hiperbdlica, se dice que un elemento v €
(S, p) es hiperbdlico si la transformacion de cubierta correspondiente a v es una

isometria hiperbdlica.
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Una isometria hiperbédlica de H se caracteriza por dejar tinicamente dos puntos
fijos en la frontera de H. Puesto que las isometrias mandan geodésicas en geodésicas,
se sigue que una isometria hiperbdlica deja fija (como conjunto) a una tinica geodésica;
a tal geodésica se le llama el eje de la isometria. Uno de los extremos del eje de una

isometria se llama atractor y el otro repulsor (véase la Figura [4.2)).

<
\

A
a

Figura 4.2: a es el punto atractor y a’ el punto repulsor de eje de «.

Definicién 4.3. Sean S una superficie hiperbdlica y p € S. El eje de un elemento

hiperbélico de (S, p) es el eje de su correspondiente isometria hiperbdlica.

Definicién 4.4. Se dice que dos elementos 7,9 € m1(S,,p) estdn ligados en el

infinito si sus ejes se cortan en el interior de H (ver Figura 4.3]).
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Figura 4.3: § esta ligado en el infinito con o y con 7, pero a y v no estan ligados en
el infinito.

Lema 4.5. Sea g > 2 y sea p : H — S, una funcion cubriente fija. Sea ® un
automorfismo de m(Sy,p) y sean v y § elementos no triviales de m (Sy, p). Entonces
los elementos ®(v) y ©(6) estdn ligados en el infinito si y sélo si~y y & estdn ligados

en el infinito.

Demostracion. Dado que Sy es una superficie hiperbdlica cerrada, todos los elementos
(no triviales) del grupo fundamental de S, son hiperbdlicos, y por lo tanto tiene
sentido hablar sobre los elementos hiperbdlicos del grupo fundamental que estan
ligados en el infinito. Observése que como ® es invertible, es suficiente probar que
si vy 0 son dos elementos que no estin ligados en el infinito, entonces ®(7y) y ®(9)
no estan ligados en el infinito. Ademas, se puede suponer que los ejes 7 y d no son
el mismo, pues esto es equivalente a que uno es una potencia (no trivial) del otro, y
esta propiedad se preserva por automorfismos.

Por el Corolario y el Corolario [3.20] @ es una cuasi-isometria de (S, p).
Supéngase que ® es una (K, (C)-cuasi-isometria, respecto a la métrica hiperbdlica
inducida por la funcién cubriente p, con K > 1y C > 0. Sea D el diametro de
algin dominio fundamental fijo para (S, p) en H. Nétese que D es finito, pues es

el diametro de un conjunto compacto, dado que la accién es cocompacta.
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Considérese una constante R > 2DK? + 2CK, un punto fijo zg en p~'(p), y la

orbita de z( respecto de ~:

O, ={V" x|k €Z}.

Conéctese los puntos de O, por un camino geodésico a trozos que se esté com-
pletamente dentro de una vecindad fija del eje correspondiente a v, de tal forma que
cada segmento geodésico del camino una dos puntos en la orbita de xy que estan
en dominios fundamentales adyacentes. Dendtese a tal camino por su conjunto de
vértices {a;}.

Dado que 7y y ¢ son isometrias hiperbdlicas de H que no estan ligados en el infinito,
y por construccién el camino {«;} se encuentra dentro de una vecindad fija del eje

de 7, se puede encontrar una constante N = N(R) tal que cada punto de

Osv = {(6™)* - 29|k €Z, con k # 0}

estd a una distancia de al menos R 4+ D de cada punto de O,. Nétese que Osn
no es la érbita completa de g respecto a 6V puesto que no contiene al punto .
Analogamente, conéctese los puntos de O.~ por caminos {f;} donde cada f3; estd
en la orbita de xg, tal que el camino (; estd a una distancia hiperbdlica mayor o
igual a R de los caminos {a;} v de manera que los vértices consecutivos f3; y Bii1
pertenezcan a dominios fundamentales adyacentes. Para encontrar el camino {;}, se
puede iniciar con cualquier camino continuo bi-infinito que conecte los puntos de Ogn
y se mantenga fuera de la (R + D)-vecindad del camino {«;}, finalmente se unen los
puntos de la érbita de xy que estan en dominios fundamentales adyacentes por los
que pasa este camino.

Obsérvese que en los dos caminos construidos, la longitud de cada segmento
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geodésico es a lo mas 2D, debido a que para cualesquiera dos puntos en dominios fun-
damentales adyacentes su distancia es menor o igual a 2D. Ademas, como los vértices
de cada camino se encuentran en dominios fundamentales distintos, estos se pueden
identificar con elementos particulares de m1(Sy, p), es decir, cada «; y 3; representan
(o son) elementos distintos de m(S,,p), y por el mismo argumento ®(«;) y ®(5;)

representan (o son) puntos distintos en la érbita de .

Figura 4.4: En la figura de la izquierda se observan los caminos poligonales construidos
en la demostracion del Lema y en el de derecha, caminos poligonales que estan
ligados en el infinito.

Prosiguiendo por contradiccién, supéngase que los elementos () y ®(6) estén
ligados en el infinito. Dado que ® es una (K, C')-cuasi-isometria, cada segmento cuasi-
geodésico de {P(a;)} v {P(B;)} tiene longitud a lo més K (2D)+ C: Por la suposicién
de que estos caminos se cortan, dos de los segmentos geodésicos de cada camino se
deben cortar (ver Figura . Ahora bien, cada uno de estos segmentos geodésicos
tiene al menos un punto final cuya distancia al punto de interseccion es a lo mas
(K(2D) + C)/2, por la desigualdad de tridngulo, se sigue que estos puntos estdn a
una distancia menor o igual K(2D) + C.

Por la biyeccién entre la érbita de x y el m1(Sy, p), existen dos elementos 7/, ¢’ €

m1(Sy, p) tales que d(v/,0') > Ry d(®(v), ®(6")) < K(2D) + C. Por otro lado, se
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tiene que R > 2DK? + 2CK, de manera que

d(y/,6') > R >2DK? +2CK = K (K(2D) +C + C) > K (d(®(y), ®(¢')) + C),

lo que implica que

% ~d(y,0") = C > d(®(v), ®(8"));

esto contradice a la suposicién de que ® es una cuasi-isometria con constantes K y
C'. Por lo tanto, () y ®(J) no pueden estar ligados en el infinito, que es lo que se

queria demostrar. O

Ademas de elementos ligados en el infinito, también se puede hablar de cuando
dos elementos hiperbdlicos «, 5 € (S, p) se encuentran en el mismo lado de un

elemento hiperbélico v € m1(Sy, p).

Definicién 4.6. Sean «, 5 y « elementos hiperbdlicos de m1(S, g). Supéngase que «
y S no estén ligados en el infinito (y no comparten un extremo de sus ejes) con 7, se
dice que a y [ estan del mismo lado de ~ si los ejes correspondientes a a y a 3 se
encuentran completamente en un lado del eje de v, de lo contrario se dice que estan

en lados opuestos.

Corolario 4.7. Sea g > 2 y H — S, una funcién cubriente fija. Sea ® un automor-
fismo de w1 (S, p). Si a, By son elementos de w1 (Sy, p) con ejes distintos, entonces
los ejes de ®(a) y P(B) estdan del mismo lado de ®(vy) si y sélo si a y [ estan el

mismo lado de .

Demostracion. Notese que los ejes de correspondientes a «v y [ se encuentran en el
mismo lado del eje de v si y sélo si existe un elemento 6 € m(S,, p) que estd ligado
en el infinito con a y # pero no con 7. Aplicando el Lema [£.5 queda demostrado este

resultado. n
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Capitulo 5

Teorema de Dehn-Nielsen-Baer

El grupo modular de Teichmiiller fue introducido por primera vez en 1920 por el
matematico aleman Max Dehn [10]. Este es relativamente un nuevo campo de estudio
en donde la topologia y el dlgebra se mezclan perfectamente produciendo resultados
bastante interesantes.

De entre todos los resultados, uno de especial interés es el teorema de Dehn-
Nielsen-Baer, el cual declara que el grupo modular de Teichmiiller de una superficie
Sy, denotado por Mod(S,), es isomorfo a un subgrupo de indice dos del grupo de
automorfimos externos de m(S,, p). La prueba original de tal teorema se atribuye a
Dehn, aunque fue Nielsen el primero en publicar una demostracion en 1927. Baer fue

el primero en demostrar que existe una inyeccién del Mod(S,) en el Out(S,).

5.1. Teorema de Dehn-Nielsen-Baer

5.1.1. Grupo Modular de Teichmiiller Extendido

Definicién 5.1. Sea S una superficie sin frontera. El grupo modular (de Teichmiiller)
extendido, denotado por Modi(S), es el grupo de clases de isotopia de todos los

homeomorfismos de S, incluyendo los que no preservan la orientacion.
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Un resultado inmediato es que el grupo Mod(S) es un subgrupo de indice dos
del grupo Mod*(S). Se puede definir un homomorfismo de grupos sobreyectivo de
¢ : Mod*(S) — Z/27Z tal que a cada clase de isotopia se le asigna 0 si preserva la
orientacién, o 1 si no la preserva. Es facil ver que el kernel de ¥ es Mod(S), por
el primer teorema de isomorfismos se deduce que Mod®(S)/Mod(S) = Z/27Z. De lo
anterior se sigue que el indice del Mod(S) en Mod*(S) es dos. Con este resultado se

deducen inmediatamente los siguientes ejemplos:
Ejemplo 5.2. Mod*(5?%) = Z/27Z.

Ejemplo 5.3. Puesto que el Mod(T?) = SL(2,Z), se tiene que

Mod*(T?) = GL(2,7Z).

5.1.2. Grupo de Automorfismos Externos

Definicién 5.4. Sea G un grupo y Aut(G) el grupo de automorfismos de G. Para
cada h € G, se llama automorfismo interno de G al automorfismo I, : G — G
dado por g — h-g-h~! para todo g € G. El grupo de automorfismos internos
de G, denotado por Inn(G), es el subgrupo normal de Aut(G) que consiste de todos
los automorfismos internos de G. El grupo de automorfismos externos de G es

el cociente
_ Aut(G)

Out(G) = In(G)

En otras palabras, Out(G) es el grupo de automorfismos de G considerado hasta
conjugacién. Es importante notar que mientras un elemento del Out(G) no actia
sobre los elementos de G, si actia sobre el conjunto de las clases de conjugacion de
los elementos de G.

Nétese que g~ o f € Inn(G) siy sélo si f = I, o g para algiin a € G. As{ para

probar que dos automorfismos f y g de GG son representantes del mismo elemento en
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el Out(G), es suficiente encontrar un elemento a € G tal que f = I, 0 g.

5.1.3. Homomorfismo Natural

Dada una superficie S y un punto p € S, se busca establecer una relacién entre
el Mod®(9) y el Out (7 (S, p)). Encontrar una relacién es realmente facil, puesto que
las mismas definiciones propician un homomorfismo entre ambos grupos.

Para construir tal homomorfismo, primero se probard que toda funciéon continua
¢ : S — S induce un endomorfismo en el 71 (.S, p), y que todo homeomorfismo induce

un automorfismo.

Proposicion 5.5. Sea S un espacio arco-conezxo y sea un puntop € S. St ¢ : S — S

es una funcion continua y vy una curva que une a p con ¢(p), entonces la funcion

¢y : (S, p) — m(S,p)

dada por [a] — [y x ¢(a) * 7| es un endomorfismo.

Demostracion. Dado que ¢ es una funcion continua, para cualquier curva cerrada «
en S se tiene que ¢(a) = ¢ o o también es una curva cerrada en S. Més atn, si o'y 8
son dos curvas en S homotdpicamente equivalentes (ver Apéndice [B]), entonces ¢(w)
y ¢(8) son homotdépicamente equivalentes.

Por otro lado, dado que a estd basada en p, se tiene que ¢(«) estd basada en
#(p) = v(1). Por tanto la curva v ¢(a)*y~! estd basada en p y su clase de homotopia
es un elemento de (5, p).

Lo mencionado anteriormente demuestra que ¢, es una funciéon bien definida.
Ahora se probara que ¢, también es un homomorfismo de grupos.

Considérese un par de curvas a y 3 basadas en p. Nétese que ¢ separa el producto
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de curvas, es decir, ¢(a * ) = ¢(a) * ¢(5). Asi, se tiene lo siguiente.

o:([a][B]) = ¢u([a * f])
= [y xp(axB)x77"]
=[y*d(a) *o(8) x 7]
= [yxola) s =y xo(B) x 7]
= [y* ¢(a) s [y x ¢(8) x 7]
= ¢.([a]) @ (18])-

Por lo tanto ¢. es un endomorfismo de (S, p). O
Se llamard a ¢, un endomorfismo iducido por ¢.

Corolario 5.6. Si ¢ : S — S es un homeomorfismo, entonces cualquier endomorfis-

mo inducido por ¢ es un automorfismo.

Demostracion. Considérese un camino v que une a p con ¢(p). Dado que ¢ es biyectiva
y con inversa continua, ¢~*(y) es un camino que une a ¢~ '(p) con p. Definase un

endomorfismo ¢, ! : 71(S, p) — 71(S, p) inducido por ¢!, mediante

(8] = [0 (v ) x o7 (B) x o~ (7))

Recordando que ¢ separa el producto de curvas y realizando un célculo facil se llega
aque ¢, 0¢.t = ¢ 1o, = Id. Esto demuestra que ¢! es inverso ¢,, por lo tanto
el homomorfismo inducido ¢, es un automorfismo de (.S, p). Puesto que 7 se tomé
arbitrario, se sigue que cualquier endomorfismo inducido ¢, es un automorfismo de

71-1(S7p)' D

Ahora bien, si ¢ : S — S es un homeomorfismo fijo, las diferentes elecciones de ~

inducen diferentes automorfismos ¢, de (S, p). La siguiente proposicién demuestra
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que estos automorfismos estan relacionados por conjugacion.

Proposicion 5.7. Sean S una superficie, ¢ : S — S una funcion continua, y p un
punto en S. Si ¢L,¢2 : w(S,p) — 7(S,p) son dos endomorfismos inducidos por ¢,

entonces para cualquier [o] € (S, p), ¢oL([a]) y ¢?([a]) son conjugados en (S, p).

Demostracion. Sean vy y 7, caminos arbitrarios que unen a p con ¢(p). Sin perdida

de generalidad, se puede suponer que

ou([a]) =[x o(@) x7'] vy ¢l[a]) = [v2 * o) x 73],

para todo [a] € m1(5,p).

Nétese que 1 * 7, - es una curva cerrada basada en p, y que

or([a]) = [y %93 o2 ([a) e * 71 1)

Esto significa que para cada [a] € m(S5,p), ¢L([a]) v ¢*([a]) son conjugados en
7T1(S7p)' D

Proposicién 5.8. Si ¢, : S — S son dos homeomorfismos isotopicos de S, entonces
0.1 o ¢, es un automorfismo interno de m (S, p), para cualesquiera automorfismos

inducidos ¢, y . de w1 (S, p).

Demostracion. Considérense 74 y 7, dos caminos que unen a p con ¢(p) y ¢(p),
respectivamente. Sea F': I x S — S una isotopia entre ¢ y ¢, y llamese v al camino

de ¢(p) a p(p) dado por y(t) = F(t,p). Se tiene lo siguiente:

O ([a]) = e * v %75 v * (@) x5 [y % v~ %957

= [ye * v x5 e ([a]) [y v~ %25,
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Puesto que [7¢*7*7;1] es un elemento de 71 (.9, p), se sigue que @} o, € Inn(m (S, p)).
]

Una consecuencia inmediata de la Proposicién y el Corolario 5.6, es que si
¢ : S — S es un homeomorfismo, entonces los automorfismos inducidos pertenecen
a la misma clase lateral (izquierda) del Inn(m (S, p)), es decir, son representantes del
mismo elemento en el Out(m(S,p)). En virtud de lo anterior y la Proposicién

naturalmente se puede definir una funcion

o : Mod*(S) — Out(n(S,p)),

con la asignacion [¢] — [¢.].
Proposicion 5.9. La funcion o es un homomorfismo de grupos.

Demostracion. Para demostrar que o es un homomorfismo de grupos es suficiente
probar que la composicién de dos automorfismos inducidos es igual a un automor-
fismo inducido de la composicién, es decir, ¢, o ¢, = (¢ o @), para cualquier par de
homeomorfismos ¢ y ¢ de S.

Considérese un camino ; que une a p con (p) y otro camino v, que une a p con

o(p). Entonces, los automorfismos siguientes son automorfismos inducidos por ¢ y ¢:

eulo)) = xel@) "]y oulla]) = [ * dle) x5 1],

para todo [a] € m1(S,p). Se tiene lo siguiente.

0. 0 0.([a]) = oul[r2 % ¢(a) x5 '])
= [y % o(y2 * P(a) 75 ") %77 ]

= [n1 % p(12) * p(B()) * o(v3 ") %75 ']
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Nétese que 71 (7) es un camino que une a p con pod(p), y que [p(12) 1] = [p(33)].

Por tanto (¢ o ¢).([a]) = [11 * ©(72) * p(d(a)) * (75 1) * 77 '] es un automorfismo

inducido por ¢ o ¢. En consecuencia de lo anterior se tiene que

o([9lle]) = a(lp o @) = [(¢ 0 p)u] = [¢x 0 @u] = [:llp:] = a([@])a([¢])-

Lo que demuestra que ¢ es un homomorfismo de grupos. O

5.1.4. Teorema de Dehn-Nielsen-Baer

Teorema 5.10 (Teorema de Dehn-Nielsen-Baer). Sea S, una superficie orientable

de género g > 2. El homomorfismo de grupos

o: Mod*(S,) — Out(m,(Sy,p)),

(0] — (o],

es un isomorfismo.

En la Proposicién [5.9] se demostré que o es un homomorfismo de grupos, asi
para demostrar el teorema de Dehn-Nielsen-Baer es suficiente demostrar que o es un
homomorfismo inyectivo y sobreyectivo. Primeramente se probara que o es inyectivo
y posteriormente que es sobreyectivo.

Nétese que si ¢ : S, — S, es un homeomorfismo tal que o([¢]) es igual al ele-
mento neutro de Out(m;(Sy, zo)), entonces cualquier automorfismo inducido ¢, es un

automorfismo interno de 7 (Sy, p), y por tanto ¢, fija todas las clases de conjugacién
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de m1(Sy, ). De la correspondencia biyectiva

Clases no triviales Clases no triviales de
de conjugacién — homotopia libre de curvas cerradas
en m1(S,p) y orientadas en S

se deduce que ¢ deja fijo cualquier clase de homotopia de curvas cerradas y orientadas
en S. En particular, ¢ fija las clases de isotopia libre de cualquier conjunto de curvas
que satisfacen las hipétesis del método de Alexander (Teorema en consecuencia
¢ es isotopico a la funcién identidad en Sy. De estd manera, la clase de isotopia de ¢
es el elemento neutro del Mod®(S,), de donde se sigue que el Ker(o) es trivial y por

tanto o es inyectiva.

Para finalizar con la demostracién del teorema de Dehn-Nielsen-Baer solo falta

probar que ¢ también es sobreyectiva.

Con la finalidad de facilitar la lectura, en lo consiguiente a cualquier clase de

homotopia (o istopia) [«] se denotard unicamente por .

Demostracion. Considérese [®] un elemento arbitrario de Out(m(S,,p)) y sea & un
automorfismo representante. Ademas, déjese fija una funcién cubriente p : H — S,,.
Sea (c1,¢a,. .., Coq) una cadena de clases de isotopia de curvas cerradas simples
en S. Como en la Subseccién esto significa que i(¢;, ¢;i11) = 1y i(ci,¢j) = 0 si
li — j| > 1. Supdngase que cada c¢; esta orientada de tal forma que 2(c;, ¢;1) = +1.
Recuérdese que clases de homotopia libre de curvas orientadas en S, correspon-
den a clases de conjugacion de elementos de m;(Sy, p). No es dificil ver que cada ¢;
corresponde a la clase de conjugacién de un v; € m(S,,p), donde {71,...,72,} €s

un conjunto generador de m(Sy, p) (ver Figura . Ademas, por la correspondencia
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mencionada anteriormente, se puede hablar del nimero de interseccién geométrico (o
algebraico) de dos clases de conjugaciéon como el nimero de interseccién geométrico

(o algebraico) de dos clases isotopia libre.

Figura 5.1: En la figura de arriba hay una cadena en una superficie de género 2 y en
la figura de abajo se ven sus representantes en el grupo fundamental

Dado que ® es un automorfismo de 71(Sy, p), éste actia en el conjunto de clases
de conjugacion de m1(Sy, p). Se denotara por ®(c;) a la clase isotopia correspondiente
a la clase de conjugacién de ®(~;).

Ahora se demostrara que {®(c;),. .., ®(cyy)} también es una cadena de clases de
isotopia libre de curvas cerradas simples y que el nimero de interseccién algebraico
1(®(c;), P(cit1)) es para todos +1 o para todos —1. Para esto se probaran los siguientes

puntos.

1. ®(c¢;) tiene un representante simple para cada i = 1,...,2g.
2. i(®(c;), P(c;)) = 0 para |i — j| > 1.

3. i(P(c;), P(cit1)) =1 paracadai=1,...,2g — 1.
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4. 1(®(¢;), P(cit1)) no depende de 1.

Para probar el punto 1, obsérvese que la clase de conjugacion de un elemento
primitivo del 7 (S, p) tiene un representante simple si y sélo si cada par de represen-
tantes de la clase de conjugacion no estén ligados en el infinito (ver la demostracion
de la Proposicion . Notese que v; es un elemento primitivo y que su clase de con-
jugacion ¢; tiene un representante simple, entonces cuales quiera dos representantes
de la clase de conjugacion de ; no estdn ligados en el infinito. El Lema [1.5] garantiza
que ocurre lo mismo con la clase de conjugaciéon de ®(v;), es decir, cualquier par de
representantes de esta clase de conjugacion no estan ligados en el infinito y por tanto
®(c¢;) tiene un representante simple.

Similarmente al paso anterior, para el paso 2 se usard el hecho de que el nimero
de interseccién geométrica de dos clases de conjugacion es 0 si y sélo si cualquier par
de representantes de las clases de conjugacién no estén ligados en el infinito (hay que
demostrar este hecho). El Lema asegura que P preserva esta propiedad, y por
tanto se satisface el inciso 2.

La siguiente declaracion es una caracterizacion de cuando el nimero de intersec-

cion geométrica de dos clases de conjugacion es 1.

La interseccion geométrica de dos clases de conjugacion a y b es 1 si y
solo si para algun representante o de a que estd ligado en el infinito con
un representante dado [ de b, el conjunto de representantes de a que estan

ligados en el infinito con (3 es el conjunto {BkaB~" | k € Z}.

Una vez mas, estd propiedad es invariante bajo ®, y por tanto se cumple 3.
Para el paso 4, es suficiente notar que dadas tres clases de conjugacién a, by ¢
tales que i(a,b) = i(b,c) = 1y i(a,c) = 0, la coincidencia del signo de i(a,b) con el

de (b, ¢) se puede caracterizar en términos de las propiedades que se preservan por
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®. Sean «, f y v representantes arbitrarios de a, b y ¢ respectivamente, entonces los
ejes de a y v son disjuntos y el eje de 3 intersecta al eje de v y al eje de v una sola

vez. Ahora, ndtese lo siguiente:

Con las caracteristicas de arriba, i(a,b) tiene el mismo signo que (b, c)

1

si y sélo si los ejes de aBa™t y yBy~! se encuentran en lados diferentes

del eje de 3.

Reemplazando a,b y ¢ con ¢;,¢;11 v ¢i10, aplicando el Lema y el Corolario [4.7] a
esta propiedad se demuestra 4. Asi, se ha demostrado que {®(¢;)} es una cadena de
clases de isotopias de curvas cerradas simples.

Por el principio de cambio de coordenadas (Teorema , existe un homeomor-
fismo ¢ : S, — S, que deja fijo al punto base de (S, p) y satistace que ¢(¢;) = ®(¢;)
(con orientacion) para cada i. Aqui ¢; y ®(¢;) denotan curvas cerradas simples repre-
sentantes de sus clases de isotopia libre. Esto se puede extender a las clases de isotopia
libre de curvas cerradas simples y orientadas de Sy, de tal forma que ¢.(c;) = ®(¢;)
para cada i = 1,2,...,2¢9. Notese que en esto ultimo, ¢, y ® denotan las acciones
inducidas en (las clases de conjugacién de) los elementos de 71 (Sy, p).

Para completar la demostracién del Teorema probaremos que la clase de
isotopia [¢], actuando en m (S, p), induce el automorfismo externo [®], es decir,
¢! o ® es un automorfismo interno. En otras palabras, se debe probar que existe un

a € m(S,p) tal que para todo 5 € m(Sy, p),

¢y 0 (B) = Ih-1(B) = a” ' fa.

Puesto que 71 (S, p) es generado por {71,...,72.}, es suficiente probar que existe un

automorfismo interno I, de m(S,,p) tal que

Ioz © ¢;1 © CI)(’YZ) =%
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paracadat=1,2...,2g.

Notese que en general no es cierto que si un automorfismo de un grupo fija las
clases de conjugacién de cada generador, entonces es un automorfismo interno. Como
un ejemplo, témese el grupo libre generado por {x, y, 2} y considérese el automorfismo

dado por z +— yay~!

LYY, Y 2 2.

Se usara el hecho de que particularmente los representantes ; de ¢; forman una
cadena en el sentido de que los levantamientos de v; y 7,41 estan ligados en el infinito
para cada i. Esto es consecuencia de que 7; y ;41 se intersectan en la superficie; con
mas precision, si se toma una vecindad cerrada muy pequena en el punto p, v; v Vis1
estan ligados en la frontera de esta vecindad. Levantamientos arbitrarios de ¢; y ¢; 11
podrian estar o no ligados en el infinito.

Dendétese a ¢, 1o® por F. Obsérvese que I aiin preserva las ligaduras en el infinito
pues ¢, es un automorfimo de (S, p).

Puesto que la clase (de isotopia libre) F(¢;) es igual a ¢; (con orientacién) para
todo 4, en particular se tiene que F(c;) = ¢1, y por tanto F(v;) = o] 'y1a; para algiin

ay € m1(Sg, p). Se sigue que

Ia1 o F(,}/l) =71

Por otro lado se sabe que F(cy) = ¢, lo cual implica que F(73) = agysa; ' para
algtin ay € m(S,,p). De donde se sigue que I,, o F(vy,) = ajasya;'aj’ es un
elemento de cs, es decir, un representante de la clase de conjugacion de vs.

De la caracterizacién de dos clases de conjugacion con numero de interseccion
geométrica 1, se deduce que el conjunto de representantes de la clase de conjugacion
de 7, que estan ligados en el infinito con v, es {y¥yoy, " @ k € Z}.

Recuérdese que v, esta ligado con v y que [, o F' preserva ligaduras en el infinito,
por tanto I,, o F(7s) estd ligado con vy = I,, o F'(1). De esto y de los tltimos dos

péarrafos anteriores se deduce que I, o F(7;) es un elemento de {yfvy,y;* : k € Z},
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en otras palabras I, o F(72) = 77 "727F para algin k € Z. Definase a := vFa;. Se
sigue que

looF(m)=1LgolyoF(m)=m

I,o0F(y) = Lol o F(y2) = 7.

Hasta aqui se ha probado que 7; v 72 son puntos fijos de [, o F', ahora induc-
tivamente se probard que [, o F(vy;) = ~; para cada ¢ > 3, y por tanto [, es el
automorfismo interno deseado. En efecto, dado que 7, y 72 son puntos fijos de I, 0 F',
se sigue que cualquier elemento de {7,yv,'} es fijo. Dado que 73 esté ligado con 7,,
v3 se caracteriza dentro de su clase de conjugacién por estar ligado con v, y porque
su eje en H se encuentra entre los ejes de Y4775 ¥ Yo ' 71Ys (1) para un entero [
particular. Por el Corolario , el eje de Ly, o F (73) se encuentra entre los ejes de

—(I1+1 —(l+1
Lty © F(AM) = BNk ¥ Lo, 0 FOE 17 ) = 759195 Y. Por la caracte-

rizacién de 73, el tinico eje que se encuentra entre los ejes de Yiy174 v A58 es

el eje de 73, de donde se deduce que Ly, 0 F fija a 3. Inductivamente se demuestra

o F' deja fijo a v;, para i = 4,...,2g. En el paso inductivo para ~; se usa

que L ke,

que ¥;—1 Y Yi—2 son ambos fijos y una caracterizacién de ; dentro de su clase de
conjugacion similar a la de ~3. Asi, I, es el automorfismo interno requerido, y con

esto queda demostrado el teorema de Dehn-Nielsen-Baer. O
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Capitulo 6

Conclusion

En este trabajo se dio una demostracion del teorema de Dehn-Nielsen-Ber: Dada

una superficie orientable S, de género g > 2. El homomorfismo de grupos

o: Modi(Sg) — Out(m (S, p)),

(0] — (o],

es un isomorfismo.

El método de Alexander, el Lema de Svarc Milnor, y el Principio de Cambio de
Coordenadas, han sido piezas claves para la demostracion de este teorema. El método
de Alexander fue 1til para probar la inyectividad de ¢. El Lema de Svarc Milnor fue
esencial para la demostracién del Lemad.5 en donde se utilizd, junto con el Corolario
3.9 para garantizar que cualquier automorfismo del grupo fundamental, con la métri-
ca hiperbdlica, es una cuasi-isometria. El Lema[4.5] de que las ligaduras se preservan
por automorfismos, fue el ingrediente principal para probar que los automorfismos
preservan las clases de isotopias de cadenas, y poder utilizar el Principio de Cam-
bio de Coordenadas para demostrar la sobreyectividad de o, es decir, que para todo

automorfismo externo existe un homeomorfismo que lo induce.
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Como se ha visto, para demostrar el Teorema de Dehn-Nielsen-Baer se requiere
desarrollar una porcién considerable de teoria. Se han necesitado herramientas de
topologia, algebra y geometria, lo cual dota de una belleza singular a este resultado.
Pero este teorema no sélo es importante porque en ella convergen estas tres disciplinas,
sino porque también abre las puertas al estudio de temas més complicados, como el
caso de superficies con una cantidad finita de ponchaduras. En este caso la funcién
o sigue siendo inyectiva pero deja de ser sobreyectiva. Aunque no se tiene el mismo
resultado, esto ha servido para unir el estudio de grupos modulares de Teichmiiller
con grupos de automorfismos externos de grupos libres (esto se debe a que el grupo
fundamental de superficies no compactas son grupos libres). La unién de estas dreas
es tal que en muchas ocasiones las técnicas e ideas usadas para obtener resultados en
un area se adaptan y generalizan para obtener resultados andlogos en la otra.

Si el grupo fundamental no es finitamente generado, se sabe que ¢ es inyectiva,

pero es un area de investigacion activa poder describir su imagen.
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Apéndice A

Geometria Hiperbdlica

A.1. Plano Hiperbdlico

A.1.1. Modelos de Plano Hiperbdlico

Existen distintos modelos del plano hiperbdlico, en esta seccion se estudian dos
modelos equivalentes: el modelo del semiplano superior, y el modelo del disco de
Poincaré. Modelos equivalentes se pueden consultar, por ejemplo, en [13]

El modelo del semiplano superior es el conjunto

H:={z+iyeCly >0}

da?4dy?

o El modelo del disco Poincaré es el

con la métrica Riemanniana dsf =
conjunto

D={z+iyecC||z| <1}
con la métrica Riemanniana ds3 = (2<dx2+dy2)

Definicién A.1 (Distancia hiperbdlica). Sea v : [a,b] — H un camino diferenciable

a trozos. La longitud hiperbdlica de v se define como lg(7y) = fﬂ/ dsy. Dados dos
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puntos z,w € H, la distancia hiperbélica dy(z,w) entre z y w se define como

du(z,w) := inf{lg(v) |~y es un camino diferenciable a trozos de z a w }.

De manera analoga se define la distancia hiperbdlica dp en ID. No es dificil verificar

que (H, dy) y (D, dp) son espacios métricos.

Definicién A.2 (Geodésica). Un camino diferenciable a trozos en H o en D es una
geodésica si la longitud de cualesquiera de sus segmentos es la minima distancia entre
sus puntos finales. La siguiente proposicién da una descripcién de las geodésicas en

Hy en D.
Proposicién A.3.

1. Las geodésicas en H son lineas euclidianas verticales o bien, semicirculos eucli-

dianos perpendiculares a R.

2. Las geodésicas en D son didmetros de D o arcos de circulos euclidianos perpen-

diculares a S'.

La funcién C': H — D dada por C(z) = 2= se le conoce como transformacion de
Cayley, es una funcién biyectiva y continua. Realizando algunos calculos se prueba
que si v : [a,b] — H es un camino diferenciable a trozos, entonces Ip(C(7y)) = lu(y).
De esto se deduce que C' preserva distancias, es decir, la transformacién de Cayley es
una isometria entre H y D.

Al conjunto R = RU{oc} se le llama la frontera en el infinito de H. Similarmente,

S! es llamado la frontera en el infinito de ID; obsérvese que S! es la imagen de R bajo

la transformacion de Cayley.
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A.1.2. Transformaciones de Mobius

La esfera de Riemann es el conjunto C := C U {oo} y es homeomorfa a la esfera

S? [5]. Una transformacion de Mébius es una funciéon T : C — C de la forma

az+b
cz+d’

T(z) =

donde a,b,c,d € Cy ad —bc # 0. En esta parte se definen T'(0c0) := ¢ y T(=F) := oc.

Las transformaciones de Mobius son biyectivas; el inverso de T es T7(z2) =
el cual también es una transformacién de Mobius. Mas aun, la composicion de dos
transformaciones de Mobius también es una transformacion de Mobius. Por tanto el
conjunto de transformaciones de Mobius, denotado por Méb(C), es un grupo con la

composicion usual de funciones.

Grupos lineales

El grupo general lineal, denotado por GL(2,C), es el grupo de las matrices
de 2 x 2 con coeficientes en los complejos y determinante distinto de cero, con la
multiplicaciéon usual de matrices.

El grupo especial lineal, denotado por SL(2,C) es el subgrupo de GL(2,C)
que consiste de las matrices en GL(2,C) con determinante igual a 1. Nétese que si
A € GL(2,C) entonces (detA)~'/2A es un elemento de SL(2,C).

El grupo proyectivo especial lineal, denotado por PSL(2,C), es el cociente
de SL(2,C) con el subgrupo {£1}.

El grupo especial unitario, denotado por SU(2), es el grupo que consiste las

matrices (‘g 3) en SL(2,C) tales que d =ay ¢ = —b.

Se puede definir un homomorfismo de grupos GL(2,C) — Mob(C), tal que a

cada matriz (‘Z Z) se le asocia la transformacién de Mobius T'(z) := %. Multipli-

cando cualquier matriz por un nimero complejo distinto de cero, la transformacién
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de Mdbius correspondiente es la misma. De esto se deduce facilmente que existe un

homomorfismo sobreyectivo SL(2,C) — M6b(C) cuyo kernel es {£1}. Por el primer

teorema de isomorfismos se deduce que PSL(2,C) = Mob(C).

Se denota por M6b(H) al grupo que consiste de todas las transformaciones de

Mobius que preservan a H, es decir, Méb(H) := {T" € Méb(C) | T(H) = H}. Con
unas cuentas faciles se puede probar que M6b(H) = PSL(2, R).

De forma similar, se puede probar que Mob(D) = PSU(2) := SU(2,)/{£I}, el
subgrupo de Méb(C) que deja invariante a D.

Un célculo simple muestra que si 7' € Méb(H) y v : [a,b] — H es un camino
diferenciable a trozos, entonces Iy (T (7)) = lu(7). Por tanto los elementos de Mob(H)
son isometrias sobre H; la declaracién analoga para D también se cumple. Mas atn,

si se denota por Isom™*(X) al grupo de isometrias de un espacio métrico X, se tiene

lo siguiente:

Proposicién A.4. Mob(H) = Isom™ (H) y Méb(D) = Isom™ (D).

A.1.3. Clasificacion de Isometrias de H

Definicién A.5. Dos elementos 1" y T en Mob(C) son conjugados si existe un

elemento S € Mob(C) tal que T'= ST'S™!.

Proposicién A.6. Sean T, T y S como en la definicion anterior. Si zy es un punto

fijo de T', es decir T'(z9) = z9, entonces S(zp) es un punto fijo de T.
La demostracién es sélo evaluar S(zp) en T y verificar que es un punto fijo.

Definicién A.7. Si T = (2}) € GL(2,C), entonces la traza de T se define como

tr(T) = a+d.
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Si T € Mob(C) = PSL(2, C), entonces la traza de T esta definida hasta una multipli-

cacién por £1. Por tanto, en Mob(C) tinicamente estd bien definido ¢r*(T) = (a+d)>.

Asf se tiene una funcién tr? : PSL(2,C) — C el cual es invariante bajo conjugacion.

a b
Ahora considérese Mob(H) = PSL(2,R). Sea T' = ,detT =1, tr(T) €
c d
R. Los puntos fijos de T' € M6b(H) son las soluciones de la ecuacién z = ‘Clzzis y se

pueden calcular mediante la férmula

(a —d) £ \/tr2(T) — 4
2c '

Z =

Puesto que los coeficientes a, b, ¢, d son valores reales, se puede clasificar a T' de las

siguientes formas:

(i) Sitr(T) = £2 y T no es la identidad, se dice que T es una transformacién

parabdlica. En este caso T tiene un unico punto fijo y estd en la frontera de

H.

(i) Si|tr(T)| > 2, se dice que T es una transformacién hiperbélica. En este caso, T’
tiene dos puntos fijos en la frontera de Hl, y por tanto fija a una tnica geodésica

de H.

(737) Si |tr(T)| < 2, se dice que T' es una transformacién eliptica. En este caso T
tiene dos puntos fijos que son conjugados, por tanto, exactamente uno de estos

puntos esta en H.

Si T € Mob(D), conjugando por la transformacién de Cayley se puede ver que los
tres casos son analogos. La unica diferencia es que las transformaciones parabdlicas
e hiperbdlicas tienen sus puntos fijos en la frontera el infinito de D mientras que las
transformaciones elipticas tienen exactamente un punto fijo en el interior de D, y el

otro fuera.
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Apéndice B

Grupo Fundamental y Espacios

Cubrientes

El objetivo de este apéndice es mostrar que el grupo fundamental de una superficie
se encuentra en biyeccién con el grupo de transformaciones de cubierta de su cubriente
universal. Para esto se recopilan resultados bésicos de la teoria del grupo fundametal
y de la teoria de cubrientes. Los detalles de los resultados que se enuncian en esta

seccién, se pueden encontrar, por ejemplo, en [§] y en [11].

B.1. Grupo Fundamental

Para cualquier espacio X y cualquier punto z € X, se definird un grupo, llamado
el grupo fundamental de X basado en x, y denotado por m(X,z). Usualmente la
eleccion del punto x carece de importancia, por esto, en muchas ocasiones es omitido

en la notacion.
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B.1.1. Caminos y Espacios Arco-conexos

Definicién B.1. Un camino o arco en X es una funcién continua f: I — X. El

punto f(0) se llama origen del camino y el punto f(1) el final. Se dice que f une a

f(0) ya f(1), y que f es un camino de f(0) a f(1).
Obsérvese que el camino es la funcién f y no la imagen f(I); para enfatizar esta

diferencia, en este apéndice a la imagen f(I) se le llamard una curva de X.

Ejemplo B.2. El ejemplo mas sencillo de camino es el camino constante C, : [ — X,

definido por C,(t) = x para todo t € I, donde x es un punto de X.
Lema B.3. Sean [ y g dos caminos en X, entonces
a) f:1— X dado por f(t) = f(1 —1t) para todo t € I, es un camino de X.

b) Si el punto final de f coincide con el origen de g, la funcién fxg: 1 — X

definida por

F e glt) = f(2t) sitel0,1/2],
g2t —1) sitel[l/2,1]

es un camino de X.

Definicién B.4. Se dice que un espacio X es arco-conexo si dados dos puntos

cualesquiera xg,r; de X existe un camino en X de x(y a x;.

Ejemplo B.5. R" con la topologia Euclidiana es arco conexo. La razén es que dados
dos puntos a,b € R™, la funcién f : I — R" definida por f(t) = tb+ (1 — t)a es un

camino de a a b.

Ejemplo B.6. Toda n-variedad conexa es arco-conexa.

B.1.2. Homotopia de Funciones Continuas

Definicién B.7. Sean X y Y espacios topologicos. Se dice que dos funciones conti-

nuas fo, fi : X — Y son homotdpicas si existe una funcién continua F': X x I — Y
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tal que para toda x € X se cumple que F(z,0) = fo(x) y F(z,1) = fi(x).
La aplicacion F' se llama homotopia entre fy y fi. Se denota por fo » fi; o

F:fo= fr.

Definicién B.8. Un espacio X se dice que es contractil si la funcién identidad de

X es homotopica a una funcién constante.

La idea detras de esta definicion es que un espacio contractil se puede deformar

continuamente a un punto, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo B.9. El plano R? es contrictil: Considérese la homotopia F : R? x I — R?
dada por F(x,t) = (1 —t)x; no es dificil ver que F' es una homotopia entre la funcién
identidad de R? y la funcién constante igual a 0. M4s atin, si este ejemplo se sustituye

a R? por R", se prueba que R" es contractil.

Por otro lado, si f : I — Y es un camino, f es homotépico al camino constante
£(0) mediante la homotopia F': [ x I — Y dada por F(x,t) = f((1 —t)x). Cualquier

funcion que sea homotoépica a una funcién constante se dice que es nulhomotépica

Definicién B.10. Supdéngase que A C X y que fy, f1 son dos funciones continuas de
X aY. Se dice que fyy fi son homotdpicas relativas a A si existe una homotopia
F: X xI—Y entre fyy fi tal que para todo a € A, F(a,t) no depende de ¢; en
otras palabras, F(a,t) = fo(a) para todo a € Ay todo t € I.

En este caso, a la homotopia F' se le llama una homotopia relativa a A y se
denota por fo = fi(rel) A 6 fo e a f1. Evidentemente, para que esto pase, fo v fi
deben coincidir en A. Desde luego, si A = 0, una homotopia relativa a A no es otra

cosa que una homotopia.

El siguiente lema dice que la homotopia relativa a A es una relaciéon de equiva-

lencia.
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Lema B.11. La relacion <, 4 definida en el conjunto de funciones continuas de X

aY es una relacion de equivalencia.

Definicién B.12. Sea f : X — Y una funcién continua. La clase de homotopia

libre de f es el conjunto

{g: X =>Y|g=f}

B.1.3. Producto de Caminos

En esta subseccién se introduce el concepto de producto de caminos, se considera
al producto de caminos hasta homotopia relativa a {0,1}, y se menciona con qué

condiciones este producto satisface los axiomas de grupo.

Definicién B.13. Sean f y g dos caminos en X tales que f(1) = ¢(0). El producto

(o concatenacion) de f con g es el camino f * g definido en el Lema [B.3]

La concatenacion de caminos de X por si sola no es muy ttil, pero aunada a la
relacion de homotopia se obtienen resultados favorables. Por esto es oportuno definir

la siguiente relacién en el conjunto de caminos de X.

Definicién B.14. Sean f y g dos elementos del conjunto de caminos de X. Se dice
que f y g son equivalentes si y sélo si f y g son homotépicas relativas a {0,1}.
Esta relacién se denotara por ~, es decir, f ~ g si y s6lo si f y g son homotopicas

relativas a {0, 1}.

En virtud del Lema la relaciéon ~ en el conjuto de caminos de X es una
ralacién de equivalencia. A la clase de equivalencia de un camino f bajo la relacién
~, se denota por [f] y se le llama clase de homotopia de caminos de f, abreviada
como clase de homotopia de f cuando es claro por el contexto. Notese la diferencia
entre clase de homotopia y clase de homotopia libre (Definicién , en el contexto
de caminos, la primera se requiere que el origen y el final sean fijos, mientras que en

la segunda no.
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Lema B.15. Supdngase que fo, fi, go y g1 son caminos de X tales que fo(1) = go(0)

y 1(1) = g1(1). St fo ~ f1 y go ~ g1, entonces fo* go ~ f1* g1

El lema anterior demuestra que en el conjunto de clases de homotopia existe un

producto bien definido mediante

[fllg] = [f * gl,

siempre que el final de f coincida con el origen de g.

Lema B.16. Sea f, g y h tres caminos en X. Entonces se satisfacen los siguientes

propiedades:

a) Si f(1) =g(0) y g(1) = h(0), entonces (f xg) x h ~ fx(g*h).

b) Si f es un camino de X con origen en x y final en y, entonces Cp x f ~ f y

f*Cy~ f. Aqui, C, denota el camino constante definido en el Ejemplo .

c) Si f como en el inciso anterior, entonces fx f ~ Cp y f* f ~ C,. Aqui, fes

el camino definido en el inciso a) del Lema[B.5

B.1.4. Grupo Fundamental

En la seccion anterior se vio que el conjunto de clases de equivalencia de caminos
de un espacio X practicamente satisfacen los axiomas de un grupo. El problema es
que la multiplicacién no siempre esta definida y el elemento neutro “no es fijo”. La

manera de solucionar estos problemas es usando el concepto de camino cerrado.

Definicién B.17. Un camino f de X es cerrado si f(0) = f(1) = z. En este caso
se dice que f es un camino con punto base en z. Algunos autores usan la palabra

lazo en lugar de camino cerrado.
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Obsérvese que el producto f % g estd bien definido para todo par de caminos
cerrados con punto base en algin x € X. Se denota por m1(X,z) el conjunto de
clases de equivalencia de caminos cerrados con punto base z € X. Este conjunto
posee un producto definido por [f][g] = [f * ¢] para todo [f], [g] € m1 (X, ), que est&
bien definido en virtud del Lema [B.15] El resultado siguiente establece que (X, z)
con la concatenacion de caminos es un grupo; al cual se le llama grupo fundamental

de X con punto base en x.
Teorema B.18. 7 (X, z) es un grupo.

Demostracion. El resultado se deduce de la Seccién [B.1.3l El Lema [B.15 demuestra
que el producto en (X, x) estd bien definido; mientras que la asociatividad, la
existencia del elemento neutro, y la existencia de inversos estan garantizados por el
Lema [B.16l

O

En vista de la asociatividad del producto de clases de equivalencia de caminos, se
escribe a menudo [f x g x h] en lugar de [f * (g x h)]. Obsérverse, sin embargo, que no
podemos escribir f % g x h en lugar de f * (g * h).

Si se eligen dos puntos base distintos x,y € X, a prior: no existe ninguna razén
por la que m(X,z) y m(X,y) deban estar relacionados. Sin embargo, si existe un

camino de x a y entonces estos dos grupos estan relacionados.

Ejemplo B.19. 7,(S',1) & Z. Existe un isomorfismo m(S', 1) — Z tal que a cada
clase de homotopia de un camino f : I — S! le asigna el grado de f. El grado,
burdamente, es el nimero de veces en el que f enrolla al intervalo [0, 1] sobre S'.

Para més detalles, el lector puede consultar, por ejemplo, el Capitulo 16 de [§].

Teorema B.20. Sean X, Y dos espacios topologicos arco conexos. El grupo funda-
mental del producto X XY es isomorfo al producto de los grupos fundamentales de

XyY.
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Del teorema anterior y del Ejemplo [B.19|se deduce que el grupo fundamental del

toro T = S! x S! es isomorfo a Z2.

Teorema B.21. Sean z,y € X. Si existe un camino en X de x a y, entonces los

grupos (X, x) y m(X,y) son isomorfos.

Corolario B.22. Si X es un espacio arco conezxo, m(X,x) y m(X,y) son isomorfos

para todo par de puntos x,y € X.
Ahora se dard una definicion para espacios que tienen grupo fundamental trivial.

Definicién B.23. Un espacio topolégico X es simplemente conexo si es arco-

conexo y m (X, x) = {e} para algun (y por tanto para cualquier) z € X.

Se puede probar que todo espacio contractil tiene grupo fundamental trivial, y
por lo tanto todo espacio contréctil es simplemente conexo. El reciproco no es cierto,
como en el caso de la esfera S? (ver Ejemplo [B.24)) que es simplemente conexa pero

no contractil.

Ejemplo B.24. La esfera S? es simplemente conexa. No es dificil ver que S? es
arco-conexa y cualquier camino cerrado se puede deformar, hasta el punto base,

continuamente sobre la esfera.

Ejemplo B.25. Para todo entero positivo n, R" es simplemente conexo, ya que R"

es contractil.

B.2. Espacios Cubrientes

La teoria de espacios cubrientes esta estrechamente relacionada con el estudio del
grupo fundamental. Muchas preguntas sobre la topologia de los espacios cubrientes
se pueden reducir a cuestiones puramente algebraicas de los grupos fundamentales de

los espacios involucrados. Esta teoria no tnicamente es importante en la topologia,

94



también esta relacionada con disciplinas como la geometria diferencial, la teoria de

grupos de Lie, y la teoria de superficies Riemannianas.

B.2.1. Definicion y Ejemplos de Espacios Cubrientes

En esta subseccion, a menos que se indique lo contrario, se supondra que todos los

espacios son arco coneros y localmente arco conexos (ver [§] para estas definiciones).

Definicién B.26. Una funcién cubriente (o, simplemente, un cubriente) es una
funcién continua p : X — X donde cada punto x € X pertenece a un conjunto

abierto V' C X tal que

pi(V) = U Uj

es una uniéon de conjuntos abiertos U; disjuntos dos a dos tal que, para cada j, la
restriccién p|U; : U; — V' es un homeomorfismo. Al conjunto abierto V' que satisface
la condicion anterior se le llama vecindad esencial. Al par ordenado ()Af ,p) se le
llama espacio cubriente de X y, para cada z € X, el conjunto p~!(z) se le llama la
fibra de . A menudo, X es llamado espacio base y, X espacio total. Cuando X
es simplemente conexo, es decir, arco-conexo con grupo fundamental trivial, se dice

que X es un cubriente universal de X.

Ejemplo B.27. (R,p) es un espacio cubriente de S!, con p : R — S! dado por
p(t) = €*™ para todo t € R. Cualquier arco abierto de S' sirve como vecindad
esencial. En particular, R es un cubriente universal de S!, pues R es simplemente

conexo.

Ejemplo B.28. Considérese las coordenadas polares (r, ) en R%. Entonces el circulo
unitario S! esté determinado por la condicién r = 1. Para cualquier entero n, positivo

o negativo, definase la funcién p, : S' — S* por la ecuacién

pn(1,0) = (1,n0).
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La funcién p, mapea al circulo S! en si mismo n veces. No es dificil ver que si n # 0,
el par (S, p,,) es un espacio cubriente de S'. Una vez més, cualquier arco abierto de

S* es una vecindad elemental.

Ejemplo B.29. Si ()?,p) es un espacio cubriente de X y (?,q) es un espacio cu-
briente de Y, entonces ()Af X }7, p X q) es un espacio cubriente de X x Y, donde la
funcién p x ¢ esté definida por (px q)(z,y) = (p(x), q(y)). Para demostrar esto, sélo es
importante notar que, si U es una vecindad elemental de un punto x € X y V es una

vecindad elemental de un punto y € Y, entonces U x V es una vecindad elemental

de (z,y) e X x Y.

Usando este tltimo resultado y los Ejemplos y es facil construir ejemplos
de espacios cubrientes de toro T = S' x S!. En particular, el plano R? = R x R, el

cilindro R x S, o el mismo toro son ejemplos de espacios cubrientes del toro.

Ejemplo B.30. Supdngase que G actia por homeomorfismos sobre un espacio X. Si
la accién es propiamente discontinua, entonces la aplicacién al cociente p : X — X/G

es una funcién cubriente. Por tanto (X, p) es un espacio cubriente de X/G.

Proposicion B.31. Sea ()?, p) un espacio cubriente de X. Si X es un espacio arco-
conexo, entonces para cualesquiera T,y € X, p~(z) y p~*(y) tienen la misma cardi-

nalidad.

Teorema B.32. Sea ()N(, p) un espacio cubriente de X . Se cumple que para cualquier

r e X, p~i(x) es un espacio discreto.

B.2.2. Levantamiento de Caminos

Definicién B.33. Sea ()A(C ,p) un espacio cubriente de X y f : Y — X una funcién

continua. Un levantamiento de f es una funcién continua ]7 LY — X tal que
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po f: f, es decir, el diagrama
X

4

Y —X

A

es conmutativo.

Lema B.34 (Levantamiento de Caminos). Sea p : X — X una aplicacién cubriente.
Para cada trayectoria w : I — X y 7 € X tal que p(Z) = w(0) existe un tnico
levantamiento w de w tal que w(0) = Z. Ademds, si wy y w1 son dos trayectorias en
X homotopicamente equivalentes, y 7 € X es tal que p(T) = wo(0) = wy(0) entonces
Wo Yy Wy son homotopicamente equivalentes; en particular, Wy y w1 tienen el mismo

origen y final.

Teorema B.35. Sea p : X — X una funcion cubriente y sea v € X. Si X es

simplemente conezo, entonces (X, x) estd en biyeccion con p~'(x).
) b

El teorema anterior es consecuencia del Lema [B.34] El lector interesado puede
consultar los detalles de la demostracién, por ejemplo, en [12], en donde aparece

como el Teorema 54 4.

B.2.3. Transformaciones De Cubierta

Definicién B.36 (Transformaciones de Cubierta). Sea (X, p) un es espacio cubriente
de X. Una transformacién de cubierta de ()? ,p) es un homeomorfismo 7 : X =X

tal que poT = p, es decir, el diagrama

es conmutativo.
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El conjunto de transformaciones de cubierta de un espacio cubriente (5( ,p) de X

es un grupo con la composicion usual de funciones. Este grupo se denota por D()N( P).

Lema B.37. Considérese dos transformaciones de cubierta g, o1 € D()Z',p). Si

eiste un punto x € X tal que po(x) = @1 (x), entonces po = py.

Corolario B.38. El grupo D()?,p) actia ltbremente sobre )?; es decir, si p €

D()~(, p) tal que ¢ no es la identidad, entonces @ no tiene puntos fijos.

B.2.4. La Accién de (X, z) en el Conjunto p~!(z)

La siguiente definicion es consecuencia del Lema [B.34]

Definicién B.39. Sea ()N(, p) un espacio cubriente de X y un punto z € X. Se define
una accién - : m (X, z) x p~H(z) = p~'(x) tal que o - T es el punto final del tinico

levantamiento de «, garantizado por el Lema [B.34] que tiene punto inicial .

El siguiente resultado establece una conexién entre el grupo de transformaciones

de cubierta y la accién de m (X, z) en p~*(z).

Proposiciéon B.40. Para cualesquiera T € D()?,p), Tepr), yaem(X, ), se
cumple que

T(a-7)=a- -T(z).

Teorema B.41. Sea (X, p) un cubriente universal de X. Entonces D(X,p) es iso-

morfo a m (X, p).

Un caso particular es cuando el espacio base X es una superficie orientable S,
de género g > 2. En este caso, un cubriente universal es H (o bien D). De los teo-
remas [B.38§] y de la clasificacién de las isometrias de H, se deduce que para
cualquier espacio cubriente (H, p) de S,, todos lo elementos D(H, p), son isometrias

hiperbdlicas.
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