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RESUMEN

Se presenta un analisis de estabilidad, en un disco protoplanetario de grosor gen-
eral, partiendo de la idea de que los elementos de materia que constituyen el disco, se
comportan como elementos de fluido. Nos centramos en hacer el anélisis para el caso
puramente hidrodindmico considerando la carcteristica de fluido incompresible. Para
establecer la estabilidad del disco, haremos un andlisis en funcién de modos normales
para perturbaciones lineales. De tal analisis, obtenemos un criterio de estabilidad
general en direccién transversal al plano del disco, este andlisis serd obtenido bajo
el panorama de célculo de variaciones. También obtenemos la solucion analiticas
para un caso en particular, lo que nos permitan corroborar en parte, los resultados
obtenidos en el criterio de estabilidad general. Esto en conjunto con otros trabajos,
en los cuales solamente se hace un anélisis en direccién radial, nos puede permitir un
mejor entendimiento de la dindmica de las perturbaciones lineales.
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Capitulo 1

Introduccion

Nuestro conocimiento acerca del sistema solar, ha mejorado mucho durante los dltimos
veinte anos debido a la nueva informacién que se ha descubierto mediante el empleo
de mejores telescopios, radiotelescopios y sondas espaciales. Gracias a estos avances
tecnolégicos, nuestro conocimiento se ha extendido en los procesos por los cuales
llegaron a constituirse la Tierra y los demds planetas. Actualmente, los astrénomos
suponen que el Sol y los planetas se formaron al mismo tiempo a partir de una
nube, o nebulosa, de gas y polvo. De esta teorfa entre otras, surgen las siguientes
interrogantes: ;Cuando dio esta nebulosa origen al sistema, solar (solar nebula)?. ;De
que estaba compuesta la nebulosa solar?. ;Cémo evoluciono el material sélido a partir
de una nube de gas?. ;Que causo la diferencia entre los planetas terrestres (pequenos

y densos) y los planetas Jovianos (grandes y rarificados)?.

La versién moderna de la teorfa nebular de Kant y Laplace, el paradigma domi-

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

nante para la formacién de sistemas planetarios, establece los siguientes puntos:

e Una nebulosa en rotacién se forma a partir de una nube de gas interestelar que
se contrae o se colapsa (fig. 1.a). La tendencia a conservar el momento angular,
provoca que el gas de la nube gire mas répido y la nebulosa tienda a aplanarse
formando un disco (fig. 1.b). Bajo ciertas condiciones, la nebulosa se forma con
una concentracién central (protosol) la cual es envuelta por el disco de gas (y

polvo).

e Una vez formado el disco, en su interior se llevara a cabo la formacién de los
planetas, a partir de la acumulacién de granos de polvo y gas en objetos cada
vez mas grandes. La formacién del sistema solar bajo estas condiciones puede
explicar por que los planetas tienen alrededor de un 98 por ciento del momento
angular total, mientras que el sol contiene 99.9 por ciento de la masa total del
sistema. Los mecanismos de disipacién presentes en un medio gaseoso, pueden

también explicar por que las érbitas de los planetas son casi coplanares circulares

y su giro alineado (fig. 1.c).

e En la formacién de los planetas por acrecién (con “acrecién’ nos referimos a la
acumulacién de materia sobre un cuerpo masivo central) de sélidos, los niicleos
de los planetas Jovianos son los primeros en formarse, debido a que se forman en
las regiones mas frias de la nebulosa solar, donde la abundancia de gas y polvo
es mayor por la coagulacion de hielo. Los planetas Jovianos adquieren suficiente

masa como para empezar a capturar gravitacionalmente gran parte del gas que



Figura 1.1: (a) Debido a que la nebulosa solar se encontraba, girando, (b) esta se contrajo
en un disco y (c) los planetas se formaron con érbitas casi en el mismo plano.

los rodea dentro de la nebulosa solar; esto puede explicar sus grandes tamafios

y su composicion.

Las observaciones astronémicas de los ultimos veinte afos, refuerza este paradigma,
y sugieren ademds que el disco protoplanetario medio ambiente donde se formaron los
planetas, se puede modelar apropiadamente como un disco de acrecion, en el cual se
transporta momento hacia afuera, dando como resultado el acrecimiento de la masa,
a el objeto central (protosol). Hacemos un paréntesis para sefialar que aunque el
termino de acrecién no existe en el castellano, el termino de discos de acrecion es el
propuesto por la IAU para denotar este tipo de objetos.

Esto nos lleva a una de las mas grandes incertidumbres que se tiene en los estu-
dios de discos protoplanetarios; el mecanismo de transferencia de momento angular.

Este mecanismo, gobierna la cantidad con la que el material del disco es acretado y/o
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dispersado por el Sol. Ademds, controla la completa evolucién del sistema. La disi-
pacién viscosa inducida por las moléculas, es el mecanismo natural de transferencia
de momento angular. El cual, no obstante, da escalas tiempos de evolucién para la

nebulosa solar, mucho mayores que la presente edad del sistema solar.

Esto implica que algunos otros mecanismos debieron estar presentes en la nebulosa
que formo el sistema solar, para tener un mecanismo de transferencia de momento

mas eficiente.

El interés moderno en el estudio de .discos de acrecion tubo sus inicios en el
trabajo de Kuiper (1941) [1] en el tratamiento de sistemas binarios. Kuiper estudio
las propiedades de los flujos de gas inducidos de una estrella a otra por medio de
fuerzas de marea. A el particularmente le intrigaron los resultados “curiosos’ en el
curso de la transferencia de materia, al parecer se formaba un anillo alrededor de la
estrella acretante. Esos anillos de hecho, fueron los primeros indicios de estructuras
que vendrian siendo visualizadas como prueba que sus estudios estaban correctos.
Varios trabajos importantes de esta era ( por ejemplo Crawford and Kraft, 1956 [2])
muestran un entendimiento de los resultados de Kuiper y recurren a ellos como apoyo

para lo que hoy podemos referirnos como discos basados en acrecién.

El principal problema de los tltimos 30 afos en la teoria de discos de acrecién
ha sido entender como es que acretan. En principio, la presencia de un arrastre
viscoso permite la transferencia de momento angular de un elemento de fluido a otro,

la viscosidad molecular es incapaz de reproducir las tazas de acrecién observadas en



)

discos de acrecién de diversos tipos (ver por ejemplo: Papalizoce and Lin 1997 (3]).
Si de otra manera, el disco de algiin modo fuera turbulento, la viscosidad efectiva,
debido a la interaccién de remolinos’.

(eddies), puede fécilmente ser mucho mayor, dando lugar a las tazas de acrecién
observadas. La pregunta ahora es: ;Bajo que condiciones se da la turbulencia en
estos discos?. Esta pregunta es el punto central de esta tesis, para entender como
se es que se da la turbulencia en estos discos, debemos establecer un criterio que
nos diga bajo que condiciones ocurren inestabilidades en el flujo del gas en discos
protoplanetarios. Nos restringiremos a estudiar el caso puramente hidrodindmico y de
flujo incompresible, bajo el panorama de perturbaciones lineales. Este tipo de andlisis
ya se ha realizado anteriormente, como el trabajo de B. Dubruelle y Valdetarro [5].
Como antecedentes a este problema podemos sefialar el trabajo de Chandrasekhar [13]
y el trabajo de Drazin and Reid [6], quienes analizaron la estabilidad de un flujo de
Coutte . En este trabajo, estamos interesados en analizar como es el comportamiento
de las perturbaciones en el flujo bésico, de manera global. Esto nos daré un panorama,
en conjunto con los resultados obtenidos por estas personas, mas general y un mayor
entendimiento sobre los procesos que ocurren en tales discos. Podemos también citar
los trabajos de Steven A. Balbus y John Hawley (7], B. Dubrulle y Knobloch [8].
Donde se incluyen los efectos del campo magnético. Tales modelos son interesantes,

ya que exponen de manera mas completa la dindmica de las perturbaciones en discos

'De acuerdo a Frisch y Orszag (1990)[4], la idea una ”viscosidad de remolino” (eddy viscosity)

aumentada, data desde los principios del siglo XX y fue originada por Boussinesq y Prandtl
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protoplanetarios, pero esto implica un sistema de ecuaciones muy complejo, para el
cual dificilmente podemos obtener soluciones analiticas. A diferencia de este trabajo,
ademés de establecer un criterio de estabilidad y de obtener soluciones analiticas para
ciertos perfiles de rotacién angular, no fijamos el grosor del disco.

Como comentamos, en el caso magnetohidrodindmico obtener soluciones analiticas
se torna extremadamente dificil, y alo que mas se puede llegar es simplemente a obten-
erse un criterio muy restringido de estabilidad. La manera en que generalmente se
tratan este tipo de problemas, es numéricamente. La aportacién importante entonces
de esta tesis, es la obtencién analitica de un criterio de estabilidad hidrodindmica, as{
como soluciones para uno de los perfiles de rotacién propuestos en el anilisis.

En el capitulo dos de esta tesis, se expondran los conceptos relevantes para el
desarrollo de nuestro andlisis as{ como también, el criterio fundamental de nuestro
anélisis: el criterio de Rayleigh. En el capftulo tres, se establecers el criterio general
de estabilidad asf como también el resultado analitico para un perfil de rotacién

angular en particular. Por tltimo en el capftulo cuatro estableceremos las conclusiones

obtenidas de nuestro andlisis.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales

En este capitulo, se expondran los conceptos fisicos que son fundamentales para el de-
sarrollo de nuestro problema. La dindmica de las perturbaciones lineales en un disco
de acrecién se haran con un enfoque hidrodindmico, con la idea de que cada elemento
que constituye nuestro disco se comporta como elemento de fluido. Las ecuaciones
fundamentales en mecénica de fluidos son bésicamente dos, si se considera que exis-
te equilibrio termodindmico; la ecuacién de conservacién de masa y la ecuacién de
conservacién de momento (algunas veces llamadas ecuaciénes de Cauchy). El primer
concepto que expondremos a continuacién, es a partir de la consideracién de que
el flujo es laminar e isotrépico; la derivacién de las ecuaciones de Navier Stokes. El
segundo concepto se refiere a la aproximacién de Boussinesq o condicién de incompre-
sibilidad. Por 1ltimo, revisaremos la derivacién clésica del criterio de Rayleigh que es
bésico en un anélisis hidrodindmico para determinar de manera general la estabilidad

7



8 CAPITULO 2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

de un flujo de “Couette”. La ecuacién de continuidad no sera derivada aqui, ya que
el interés de este capitulo es solo de establecer el panorama y las caracterfsticas bajo
las cuales trataremos el flujo, tal derivacién es comunmente encontrada en los textos

de mecénica de fluidos.

2.1 Ecuacién fundamental para un fluido newtoni-
ano

El anélisis dindmico de un flujo generalmente se basa en considerar que el fluido esta
compuesto de pequerios elementos de fluido, y entonces analizar la transferencia de
momento y masa entre elemento y elemento de fluido. La relacién entre el esfuerzo
y la deformacién en un medio continuo es llamada ecuacidn fundamental o relacién
constitutiva. Partimos de la suposicién de que en un fluido en reposo solo hay compo-
nentes normales de esfuerzo superficiales, y el esfuerzo no depende de la orientacién
de la superficie, en otras palabras, el tensor de esfuerzos para el fluido en reposo
es 1sotrdpico o esféricamente simétrico. Un tensor isotrépico es definido como en el
cual, sus componentes no cambian bajo una rotacién del sistema de coordenadas en
el que se definan. El tensor isotrépico fundamental de segundo orden es, la delta de

Kronecker
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Otro tensor isotrépico de segundo orden debe ser proporcional a §. Generalmente

para el tensor de esfuerzos en un fluido en reposo adopta la forma
055 = —Péz-j, (21)

donde P es la presion termodindmica relacionada con p y T por una ecuacién de
estado. [Por ejemplo, la presién termodindmica para un gas ideal es P = pRT).
El signo negativo es introducido en (2.1) al definirse que las componentes normales
del esfuerzo son positivas si indican tensién, y negativas para compresién. En un
fluido en movimiento se desarrollan componentes adicionales de esfuerzo debido a,
la viscosidad. Entonces las componentes de o son diferentes, y el esfuerzo cortante
o las componentes tangenciales de esfuerzo, se manifiestan debido a que el fluido
ahora se encuentra en movimiento. Para un fluido en movimiento podemos partir de
que el tensor de esfuerzos tiene una parte —Pd;; la cual debe existir si el fluido se
encuentra en reposo, y otra parte d;; (esfuerzo deviatérico) solo para cuando el fluido

se encuentra en movimiento:

O35 = —Pdij + dij. (22)

2.1.1 Relacién entre el esfuerzo deviatérico y la cantidad de
tensién para un fluido newtoniano

El esfuerzo en algiin punto dentro de un fluido, es una expresién de las reacciones mu-
tuas entre las partes adyacentes en una superficie elemental cerca del punto, entonces,

es natural considerar la relacién entre el esfuerzo y las propiedades locales del fluido.
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La manera de determinar el esfuerzo en un fluido en reposo, de manera general es
por medio de P, ya que esta relacionada localmente por la ecuacién de estado cuando
los pardmetros de estado (ejemplo densidad y temperatura) son conocidos; y ademés
si la distribucién de las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen que actusn en el
fluido son conocidas, no es necesario considerar variables locales de estado en mas de
un punto debido a que la presién relativa es determinada en cualquier lugar por la

ecuacién de equilibrio mecénico (Por ejemplo: la méquina de Pascal.). Por ejemplo:
P =P, - pgz

En el caso de un fluido en movimiento relativo, la relacién entre las propiedades
locales del fluido es mas complicada, en dos aspectos: primero, el tensor de esfuerzos
contiene tanto una parte no isotrépica como una parte isotrépica, y segundo, la
cantidad escalar de P que especifica la parte isotrépica en si misma no es una de las
variables de estado usada en equilibrio termodindmico. La primera parte de esas dos
manifestaciones de la desviacién del equilibrio representa un transporte de momento,
o friccién interna que se discutird a continuacién.

El argumento que usaremos para establecer la relacién entre el esfuerzo deviatérico
di; y las propiedades locales del fluido, es del tipo de aproximacién fenomenoldgica, y
la forma de las relaciones que tomaremos es independiente del mecanismo molecular
de friccién interna.

La cantidad de flujo de momento atraves de un elemento de superficie material,

la cual es resultado de la interaccién friccional de la materia en movimiento relativo
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entre dos elementos de fluido y la cual es representada por el esfuerzo deviatérico, en
general se considera como una hipétesis, que su dependencia es solo en la distribucién
instantdnea de la velocidad del fluido en la vecindad del elemento, o mas precisamente,
en la desviacién de la uniformidad de la distribucién de velocidades.! El gradiehte de
velocidad, del cual una componente tipica es Qu;/dz;, es entonces el pardmetro del
campo de flujo con mas relevancia para el esfuerzo deviatérico, y entonces du; /0z; es
normalmente uniforme sobre distancias grandes comparadas con las del mecanismo de
transporte molecular de momento, supondremos- que este es el pardmetro relevante.
Ademas, d;; es cero en fluido estacionario y entonces desaparece con du;/ oz;.
Nosotros no tenemos manera de deducir la dependencia de d;; en Ou;/Oz; para
fluidos en general, por simplicidad supondremos que es funcién lineal de varias com-
ponentes del gradiente de velocidad para cantidades suficientemente pequefias de esas

magnitudes.

El tensor de gradiente de velocidad puede ser descompuesto en su parte simétrica,

y antisimétrica:

Ou; 1<8ui+%>+ 1<8ui 8u,~>. (2.3)

0z;  2\dz; ' 0z;) ' 2\0z, 0z

La parte antisimétrica de la ecuacién (2.3) representa la rotacién del fluido sin

deformacién, debido a que

L . [Ou; Ou;
o (32 2)
] )

Ver An introduction to Fluid dynamics, G. K. Batchelor, cap. 3 [10].
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y esta no puede generar por si misma esfuerzo? (una justificacién se dard un poco
adelante, bajo la restriccién de un fluido isotrépico). El esfuerzo debe entonces ser

generado solamente por la cantidad tensorial

”—2 B(Bj 61[7, '

Que no es otra cosa que la tasa de deformacién.

Tomemos una relacién lineal del tipo

8’!14;

(¥ 8ml bl

diy = A (2.4)

donde Ay es un tensor de cuarto orden con 81 componentes que dependen del
estado termodindmico local del medio, pero no directamente de la distribucién de
velocidades. La ecuacién (2.4) simplemente significa que cada componente del es-
fuerzo es linealmente relacionada con todas las nueve componentes de ei;; todas las
81 constantes son necesarias para describir completamente la relacién.

Ahora veremos que si el fluido es isotrépico no se puede generar esfuerzo de-
viatdrico. Para esto consideremos el caso en el que el fluido se encuentra en rotacién
pura. Se observa de (2.3) que una direccién contraria de & ocasiona un cambio de
signo en todas las componentes del esfuerzo deviatérico, lo cual es imposible en un

fluido isotrépico porque esta operacién es equivalente a mantener a & fija y escoger

2 Aunque en algunas exposiciones de dindmica de fuidos se afirme que el esfuerzo deviatérico no
puede ser generado por rotacién pura, independiente de la estructura del fluido, simplemente porque

esta no genera una deformacién en el fluido; algunas veces, la justificacién rigurosa se torna elusiva.
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una orientacion diferente del fluido. Sj Suponemos que el medio es isotrépico y que el
tensor de esfuerzos es simétrico solo dos de los 81 elementos de Aijr sobreviven. En
un medio isotrépico la relacién tensién-deformacién es independiente de la, rotacién
del sistema de coordenadas. Es mostrado en textos de andlisis tensorial3 que todos

los tensores isotrépicos de orden par se reducen a productos de d0ij, ¥y que un tensor

isotrépico de cuarto orden debe de tener la forma,
Agjrr = N0 + KOixSj1 + ¥0ub, (2.5)

donde A, 1 y v son escalares que dependen de las propiedades termodindmicas de
estado locales. Entonces ya que d;; es un tensor simétrico, (2.4) requiere que A;jp

también sea simétrico en i y en j. Esto es consistente con (2.4) solo si

Y=, (2.6)

entonces solo dos constantes de las 81 originales, sobreviven bajo las restricciones
de la isotropia material y de la simetrfa de los esfuerzos. Ahora podemos ver que

substituyendo (2.5) en la ecuacién (2.4) obtenemos

d,’j = 2,uez~j + /\ekléz-j

donde e; = V - u es la cantidad volumétrica de tensién. E] tensor de esfuerzo total

(2.4) es entonces

ij = —Pdij + 2pe;; + Aewd; (2.7)

3Ver por ejemplo, Aris (1962) [11], pagina 30.
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Las dos constantes escalares y ¥ A pueden relacionarse de la siguiente manera, tomando

¢ = j y sumando sobre todos los fndices repetidos y notando que 6;; = 3, tenemos que

Oy = =3P+ (2u + 3\)ex,
de la cual se encuentra que la presion es

P= —éaﬁ-i— (;w ,\)v-a. (2.8)

Finalmente para un fluido completamente incomprensible (V-4 =ey; = 0) el

tensor d;; tiene cero contribucién al promedio normal del esfuerzo deviatdrico, esto es

dii = (2# =} 3)‘)61'1' =0

para todos los valores de e;;, implicando que

2u+3) =0,
6,
2
A+ §N =0 (2.9)

S€ éncuentra que es muy aproximada, y puede ser derivada de la teoria cinética de
gases monoatémicos?.

Con esta suposicién la ecuacién (2.7) se reduce a

4 Aspectos histéricos interesantes de la suposicién de Stokes 3\ + 24 = 0 pueden ser encontrados

en Truesdell (1952) [12].
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2
O35 = —<P + -3—,uV . ’II) 6ij + 2ﬂ6ij. (210)

Esta relacién lineal entre o y e es consistente junto con la definicién del coeficiente de
Newton para la viscosidad en un simple flujo paralelo u(y), para el cual (2.10) da un
esfuerzo de corte de o = p(du/dy). Consecuentemente, un fluido que obedece (2.10)

es llamado fluido newtoniano. La propiedad del fluido © en (2.10) solo depende del

estado termodindmico.

Los términos no diagonales de (2.10) son facil de entender. Ellos son del tipo

Ouy  Ouy )

O1p = —
12 'u'(amg 8331

los cuales relacionan el esfuerzo de corte con la cantidad de corte. Los términos

diagonales son mas dificiles de entender. Por ejemplo, (2.10) da

131112' 6u1
o1 =—-p+ 2#[—5}'% + 8_.’111J

lo cual significa que el esfuerzo viscoso normal en el plano normal a el eje z; es pro-
porcional a la diferencia entre la cantidad de extensién en la direccién z1 y la cantidad
de expansién promedio en el punto. Solo las cantidades de extencién diferentes del

promedio por consiguiente generan esfuerzo viscoso normal.
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2.1.2 Comentarios del término viscoso.

Para un fluido incompresible Dp/Dt =00 V- u = 0, el esfuerzo viscoso en un punto

€S

g = M(aui + %> (2.11)

dz; ' Bz
el cual muestra que o depende solo de la deformacién del elemento de fluido en un
punto, y no de la rotacién (du;/ Oz ;—0u;/dz;). Nosotros podemos usar esta propiedad
en la ecuacién fundamental newtoniana, br:}sado en el hecho de que para rotacién de
cuerpo rigido (esto es, un flujo en el cual la velocidad tangencial es proporcional al
radio) los elementos de fluido no se deforman, y entonces no existe esfuerzo viscoso.

Consideremos la fuerza viscosa por unidad de volumen en algiin punto, dada por

F;

iy ; i %u;
_ 80’21 - (9 <8uz 8“_7) a U; —M(v X a—})“ (2.12)

dz;  "02;\0z; " Bz;) ~ Mowiom;

donde hemos usado la relacién para un fluido incompresible,

- Ow, B 0 Ouy,
(v X w)z = fzjk%‘; = ez]ka‘;(ﬁkmna>

2 2 2
0 uy, 0%u; 0*u;

0z ;0,, - Oz;0z; B Oz ,;0z;

- (6im6jn - 6in5jm)

82ui

812‘7'6321'.

La relacién (2.12)) puede causar confusién, ya que se ve que la fuerza neta viscosa,
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depende de la vorticidad®, mientras que (2.11) muestra que el esfuerzo solo depende de
la cantidad de tensién y es independiente de la vorticidad local. La aparente paradoja
es explicada notando que la fuerza neta viscosa esta dada, por las derivadas espaciales
de vorticidad o la derivada espacial de deformacién; de la manera de (2.12). La fuerza
neta viscosa desaparece cuando w es uniforme en todas partes (como en rotacién de

cuerpo s6lido), en ese caso la condicién de incompresibilidad requiere que el esfuerzo

sea cero en todas partes.

2.1.3 Ecuacién de Navier-Stokes.

La ecuacién de movimiento para un fluido Newtoniano es obtenida. por la sustitucién

de la ecuacién fundamental (2.10) en la ecuacién de Cauchy o de conservacién de

momento
DU1 - 60‘1'_7'
Dt N pF‘z T 8512_7' !
de tal sustitucién obtenemos
DU, oP 0 2
e p— F s i — = . a7 i 21
P D =~ Pt [2mey — 2u(v )3, (2.13)

donde pF; representa una fuerza de cuerpo (por ejemplo la fuerza de gravedad.). En
esta ultima ecuacién notamos que (0P/8z;)8;; = OP/dz;. La ecuacién (2.13) es una
forma general de la ecuacién de Navier-Stokes. La viscosidad 1 en esta ecuacién puede

ser funcion del estado termodindmico, y es notable que para algunos fluidos p tiene

SEl término V x &, es conosido en mécanica de fluidos como la vorticidad.
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una fuerte dependencia en la temperatura, un decrecimiento con 7' para liquidos y
un aumento con 7" para los gases. Si las diferencias de temperatura dentro del fluido
son pequenas, esto es, que de un punto a otro punto dentro del fluido se mantenga
constante, entonces 1 puede salir de la derivada en (2.13) reduciéndose a

D’LL.L' oP 661']' 2/1 0

Dt~ Tom PR M T S o YY)

oP ; 10
- —— F; 21. — (T -7
8$z'+é +qu+3ami(V )
donde
2, 2, 2, 2,,.
v, 0°u; 0*u;  0%u; 0%y,

8213]'833]' 8211}1 82212 82(1',‘3 :
es el laplaciano de u;. Para fluidos incompresibles V - u = 0, las ecuaciones de Navier-

Stokes se reducen

—

D .
pﬁ = —VP+ pF + uv?2a. (2.14)

Si los efectos viscosos son despreciables, obtendremos la ecuacién de Euler

—

u —» .
pD—.t =-VP+ pF. (2.15)

2.2 Aproximacién de Boussinesq

Para flujos que satisfacen ciertas condiciones, Boussinesq sugirié en 1903 que se

pueden despreciar los cambios en la densidad en el fluido, excepto en el término
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gravitacional donde p es multiplicado por g. Esta aproximacién también trata las
propiedades del fluido (tales como p, &, C,) como constantes. Aquf discutiremos las
bases de la aproximacién de una manera intuitiva y examinaremos las simplificaciones
resultantes en las ecuaciones de movimiento, tomando en cuenta las caracteristicas

de un fluido isotrdpico.

2.2.1 Ecuacién de continuidad

La aproximacién de Boussinesq reemplaza la ecuacién de continuidad

1 Dp ,
;E-FV-U—O (2.16)
por la forma incompresible
V-4=0. (2.17)

Esto no significa algunas veces, que la densidad sea mantenida constante a lo largo
de la direccién de movimiento, si no que simplemente la magnitud de p~Y(Dp/ Dt)
es pequena en comparacién con la magnitud del gradiente de la velocidad en V - .
Podemos pensar en varias situaciones donde las variaciones de la densidad no pueden
ser despreciadas. La primera situacién es para un flujo estacionario con un numero
de Mach grande (definido como u/c, donde u es la velocidad medida tipicamente del
flujo y c es la velocidad del sonido en el medio). A grandes nimeros de Mach los
efectos de la presion son grandes debido a que ocurren cambios muy significativos en
la densidad. Un valor tipico de ¢ para el aire a temperaturas ordinarias es 350 m/s,

entonces la hipétesis es razonable para velocidades menores de 100 m/s. Para agua
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¢ = 1470 m/s pero las velocidades normalmente alcanzadas son mucho menores que
estas, entonces la hipétesis de incompresibilidad en liquidos sigue siendo razonable.

Una segunda situacién en la cual los efectos de incompresibilidad son importantes
es cuando la escala vertical del flujo es muy grande comparada con las variaciones
en las presiones hidroestéticas causando grandes cambios en la densidad. En un
campo hidroestdtico la escala vertical en la cual los cambios en la densidad se tornan
importantes es del orden de ¢?/g ~ 410 km para el aire.

En las dos situaciones mencionadas el medio se mantiene como “compresible”, y
la densidad depende fuertemente de la presién. Ahora supongamos que los efectos de
compresibilidad son pequefios, entonces los cambios en la densidad son causados solo
por cambios en la temperatura, como en el problema de conveccién. En este caso la,
aproximacién de Boussinesq se aplica cuando las variaciones en la temperatura son

pequenas. Supongamos que p cambia con T de acuerdo a,

v = —aéT
p

donde o = p~1(8p/OT)p es el coeficiente térmico de expansién. Para un gas perfecto
a = 1/T ~ 3X10™2K~!, y para liquidos tipicos o ~ 5X10~4K-! a temperatura
ambiente. Con una diferencia de la temperatura en el fluido de 10°K , la variacién
de la densidad serd de unos cuantos puntos porcentuales. Esto nos regresa a que
p~'(Dp/Dt) puede también ser no mayor que un bajo porcentaje en los gradientes de
velocidad en V - 4. Para ver esto supongamos que el campo de flujo es caracterizado

por una escala de longitud L, una escala de velocidad U, y una escala de temperatura
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0T'. Lo cual quiere decir que la que la velocidad varia por U, y la escala de temperatura
varia por 07', en una distancia del orden de L. La magnitud de los dos términos en la.

ecuacion de continuidad tiene un radio tipico

(1/p)(Dp/Dt)  (1/p)u(Op/dz)  (U/p)(8p/L) &p _
v-a UL UL -, Tl

las cuales permiten reemplazar la ecuacién de continuidad (2.16) por su forma incom-

presible (2.17), y la ecuacién de Navier Stokes (ec. (2.15)) como

D’Z_I:_ P I o 2 SN
E_V(p)+F+;Vu.

2.3 Ciriterio de Rayleigh

Cuando se estudia un flujo con las caracteristicas del tipo de “Couette’ desde el punto
de vista hidrodindmico, existe el denominado criterio de Rayleigh, que determina la
estabilidad de dicho fluido para perturbaciones lineales. Este se enuncia de la, siguiente
manera: en ausencia de viscosidad, la condicidn necesaria y suficiente para que una

distribucion de velocidad angular Q(r) sea estable es

d
5(#9)2 >0 (2.18)

en cualquier intervalo y ademéds, la distribucién es inestable si (r2Q2)? decrece en
cualquier punto dentro del intervalo.
72Q es el momento angular por unidad de masa, de un elemento de fluido alrededor

del eje de rotacién, una manera alternativa de establecer el criterio de Rayleigh es:
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una estratificacion de momento angular con respecto de un eje es estable si y solo si
esta crece mondtonicamente hacia afuera.

Rayleigh no estableci6 su criterio por medio de una discusién analftica en funcién
de las ecuaciones perturbadas relevantes, sino de la siguiente manera.

Las ecuaciones hidrodindmicas que gobiernan un fluido incompresible inviscido en

coordenadas polares cilindricas (r, 6, z) son S:

B .= u 0 ,P
5 +(U-V) 1‘-.— - = _E(;) (2.19)
oUs = UpU. 10 P
5 T UV + = = 75605 (2.20)
o T - VU, = —3(5) (2.21)
ot T 9z'p '
donde
0 Uy 0 0
(U V) = U’ar + 7% + Uza. (2.22)

Ademds tenemos la ecuacién de continuidad, que bajo la aproximacién de Boussineq

se escribe como:

o, U 18U, 0U,

== . 2.
or 7‘+r89+8z (2.23)
Estas ecuaciones claramente permiten la solucién estacionaria,
Up=U,=0 Up=V(r) (2:24)

6Las consideraciones que se siguen son igualmente aplicables si una fuerza externa derivable de

un potencial axisimétrico esta presente
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donde V/(r) es una funcién arbitraria de . En términos de V(r), la distribucién de

presion es determinada por
d
P=p / 7’"\/%) (2.25)
Cuando se tiene simetria axial, las ecuaciones (2.20)-(2.22) se reducen a:

ou, 08U, 8U, U? & P
T A

) (2.26)

Uy . U 80U, U,
W - U'r or + Uz'b? + » — 0) (227)

ou, ouU, ou, 0 P .
ot + or +Us 0z -8_z(;) 28

La ecuacién (2.24) es equivalente a

%(rUg) = %(7‘29) =0. (2.29)

De lo cual, el momento angular L(= 72Q) de un elemento de fluido, por unidad
de masa, se mantiene constante conforme este se mueve. Y los movimientos en la di-
reccién radial y axial toman lugar como si Uy estuviera ausente, y una fuerza Ug/r =
L?/r3 actuase en la direccién radial. Ya que L es una constante de movimiento,
podemos asociar a la fuerza L?/r® una energfa potencial pL?/2r2. Esta energfa po-
tencial es la misma que la energfa cinética asociada con la velocidad Uj en la direccién
transversal.

Supongamos ahora que intercambiamos el fluido contenido en dos anillos elemen-

tales, de igual altura y masa, centrados en r = r; y r = ro(> ;). Si dr; y dry son los
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grosores de los anillos, la igualdad de las masas requiere que 27r,dr; = 2mrodry = dS.
En vista de que L es constante con el movimiento, el fluido en r9, después del inter-
cambio, debe de tener el mismo momento angular (L1) que tenia en 7, antes del
intercambio; similarmente, el fluido a 7, después del intercambio, debe de tener el
mismo momento angular (llamado Ly) que el que se tenia en r,. Como resultado, el
cambio en la energfa cinética (o, que es lo mismo, el cambio en la energia potencial

centrifuga) es proporcional a

2 2 2 2 .
K% 5 h) _ (ﬂ N L_gﬂdg — (L2 - L§)<T1_2 _ :—2)613. (2.30)
1 2

T1 7"% "’% T3

Recordando que r; > 7y, observamos que el cambio en energfa es positivo o neg-
ativo de acuerdo a si L, es mayor o menor que L;. Consecuentemente, si L? es una
funcién monétonamente creciente de 7, el intercambio de anillos de fluido tal como el
que acabamos de imaginar no puede ocurrir sin una fuente de energia; y esto significa
estabilidad. De otra manera, si L? decrece en cualquier punto, entonces el intercam-
bio de anillos de fluido en esta regién resultara de una liberacién de energia; y esto
significa inestabilidad. En el siguiente capitulo se dar4 una derivacién formal del cri-
terio de estabilidad para ciertos perfiles de velocidad, lo cual nos dar4d una idea del

comportamiento hidrodindmico de las perturbaciones en discos protoplanetarios.



Capitulo 3

Analisis de estabilidad

hidrodinamica

El fin de este trabajo consiste en analizar bajo que condiciones un flujo del tipo
de Coutte' (Similar al de un disco de acrecién dada la simetria cilindrica de nuestro
problema.), se mantiene estable cuando una perturbacién infinitesimal se le aplica. Es
bien sabido que la inestabilidad hidrodindmica en un flujo de este tipo ocurre cuando
un gradiente de momento angular adverso se sostiene. Tal como dicta el criterio de
Rayleigh presentado en el capitulo anterior.

Para el tratamiento de un problema de estabilidad generalmente se procede de la
siguiente manera. Se empieza con un flujo bésico no perturbado, el cual representa

un estado estacionario del sistema. Suponiendo que las variables fisicas que describen

'El flujo de Coutte es aquel que existe entre dos cilindros concéntricos, girando uno con respecto

al otro.

25
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el sistema sufren pequefios incrementos (infinitesimales), y despreciando todos los
productos y potencias mayores que la primera en los incrementos, solo nos quedamos
con los términos lineales. La teorfa derivada en base de tales ecuaciones linealizadas
es llamada teorfa lineal de estabilidad a diferencia de las teorias no lineales en las
cuales se consideran posibles amplitudes finitas de las perturbaciones. En este trabajo

solo estamos interesados en la teorfa lineal de estabilidad, la cual presupone que las

perturbaciones son infinitesimales.

La estabilidad debemos entenderla eri el sentido de estabilidad con respecto a
todas las posibles perturbaciones (infinitesimales). De manera que para que una
investigacion de estabilidad sea completa, es necesario que la reaccién del sistema
para todas las posibles perturbaciones sea analizada. En la practica, esto se lleva a
cabo por medio de expresar una perturbacién arbitraria como una superposicion de

ciertos modos bdsicos permitidos y haciendo un exémen de la estabilidad del sistema,

para a cada uno de esos modos.

3.1 Planteamiento del problema

El problema que analizaremos es el siguiente. Consideramos flujos estacionarios cir-
culares, de un fluido incompresible 2 entre dos cilindros coaxiales, donde los efectos

de viscosidad son despreciables. Las ecuaciones que gobiernan un flujo no viscoso e

?Incompresibilidad en el sentido de la aproximacién de Boussinesq (ver seccién 2.3).
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incompresible son,

U= ot dad 1
vy 6r+r r30+3z 0 (3:1)
U, v om
51 + (U V) T T T (3.2)
0Uy UpU. 1011
B + (U - V)Uy — ;. 50 (3.3)
ouU, 4 oIl
o U VU:=——, (3.4)
donde
- 0 Upd 0
U Y= UTE = 7'6—9 + Uzg (3.5)
y
II=P/p+ 0. (3.6)

En donde ¥ es un potencial gravitacional axisimétrico dado, p es la densidad del
disco, P es la presién hidrostética y U es el vector velocidad para un elemento de
fluido localizado en algin punto del disco con coordenadas r, 0y z.

Un conjunto de soluciones estacionarias para este sistema de ecuaciones es dada

por:

U=U, =0, Up=rQ(r). (3.7)
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Ya que estamos interesados en analizar el comportamiento de perturbaciones

pequenas en el plano (7, z), propondremos una solucién de la forma:
OF(z,7,0) = f(z, r)eitvthan) (3.8)

donde p es una constante (la cual puede ser compleja), por la condicién de unicidad
ks es un entero (el cual puede ser positivo, negativo o cero) y se identifica como el
nimero de onda en direccién axial y f(2,7) es la amplitud de la perturbacién en la

cantidad F'. Entonces el estado fuera de equilibrio, estard descrito por las cantidades:

Ur (2P0, Q1) + (2, P)EEERO, |y, (5, 7)ot )
(11 =)o (z, r)eiPttked) (3.9)

El nuevo conjunto de ecuaciones partiendo de (3.1) a (3.4) en funcién de (3.9),

que describirdn el estado fuera de equilibrio a primer orden son:

(E + ;)u, + 1l + 9 = 0, (3.10)
iUy — 20y = — 2%, (3.11)
or
d
10Ug + (—V + Z)ur = —iﬁw, (3.12)
dr 7 ¥

10U, = ———, (3.13)
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donde

o=p+ ng (314)

3.2 Ecuaciones en términos del desplazamiento la-
grangiano

Las perturbaciones en un flujo pueden también expresarse en términos del desplaza-
miento Lagrangiano &(Z, t), el cual describe el desplazamiento de un elemento de fluido
en el flujo perturbado relativo a su localizacién Z al tiempo ¢ en el flujo no perturbado.?
En esta descripcién el flujo base no necesita ser estacionario y el andlisis matem3tico
se simplifica un poco. Si llamamos ¢ a alguna cantidad que puede ser relacionada con

un elemento de fluido, entonces el cambio Lagrangiano en q debido a la perturbacién

es definido por

—

Ag= Q("E'l" €(f,t),t) - Q(f) t)a (315)

donde Q(Z,t) es la distribucién de ¢ en el flujo no perturbado, y el correspondiente

cambio euleriano es definido por

qt = q(fa t) _Q(f) t)' (316)
A primer orden en E, dichos cambios estén relacionados por

Agq= q"+5- Vg, (3.17)

3Para una discusién mas general del desplazamiento Lagrangiano ver Chandrasekhar 1969, 13
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siendo esta relacién valida para cualquier propiedad q.

Consideremos el cambio Lagrangiano en la velocidad, el cual es definido como la
velocidad de un elemento de fluido en la posicién & + E en el flujo perturbado relativo

a su velocidad en Z en el flujo no perturbado. Entonces tenemos

L8 L
At ==+ U VE, (3.18)

donde U es el campo de velocidades del flujo no perturbado, y

uf = 2+ 0-VE-E.vU (3.19)

para el cambio Euleriano de la ecuacién (3.17). Ahora podemos proceder directamente
a las ecuaciones de modos normales tomando & = (&) &2, &)™ H” . Entonces de la

ecuacion (3.19) obtenemos que:
. _ ds) ,
=0k, uj=ioky —r——=t, ul =ik, (3.20)

En términos de este desplazamiento £ las ecuaciones (3.11)-(3.14) son:

s
(0% - 2rQ—=)¢, + 2iQ0€y = %—‘f, (3.21)
9 . .ko
0°& — 1o, = 1=, (3.22)
2¢, = 9%, (3.23)
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0 1\, . k. 06
( ot 7«>€” ity + 22 =, (3.24)

Multiplicando (3.22) por zﬁrﬂ y derivando a (3.23) respecto a z, respectivamente

tenemos
.ko 2 k@ kg
270' fg - ?O'er — —T—2w, (325)
o€, O*w
A -
79, T 92 (8:26)
De (3.24) y haciendo uso de (3.25) y (3.26),Vtendremos que:
o 1 ko 29 1k &
o L. fccc G, (. S A 2
(87‘ Ty o >£T 02(7*2 8z2>'w (8.27)
Ahora de (3.22) y (3.21)
dQ 0  2keQ
2 _ o0t 402\ _ (O 0
(a 2rQ o 49 )ﬁr <3r + o >w, (3.28)
manipulando (3.27) y (3.28) obtenemos
10 20k, . 1 (kZ 0? 5
Far8) 56 = (5 - ) (3.29)
y
0  2ke§)
2 _ _(o
(a @(r)>§, ( = >w, (3.30)
donde
dQ s 2Qd, ,
O(r) = QTQJ +4Q° = —T—g(r Q). (3.31)

A ®(r) en flujos de Coutte se le conoce como el discriminante de estabilidad.
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3.3 El caso de simetria axial.

En el caso que tenemos simetria axial, ks = 0 y o = p, entonces las ecuaciones (3.29)

y (3.30) se reducen a:

10 1 0%w
7o (rér) = r L (3.32)
(F-20))e = 22, (3.33)

eliminando @ entre (3.32) y (3.33), obtendremos

8 /10 P, B(r) 0%,
81"(7*87‘( Er)) 022 p? 922’

(3.34)
La solucién de esta ecuacién, para un fluido que esta confinado entre dos cilindros

coaxiales de radio interior r; y radio exterior 7,, requiere que las componentes radiales

de la velocidad desaparezcan para tales valores de r, dicho de otra manera, debemos

considerar las condiciones de frontera:
& =0 para r=1; y 7.

En este caso las solucién de (3.34) constituye un problema de valor caracteristico
clésico de Sturm Liouville. A continuacién establecemos de manera, general para este

tipo de problema, el criterio de estabilidad de la siguiente manera.

Multipliquemos la ecuacién (3.34) por 7¢, e integrémosla sobre el rango r. |

[je[rf’ﬁ%%(’ff))“'&825’] # 5 <I>() i = réldr. (3.35)
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La primera integral del lado izquierdo puede ser reescrita integrandola una vez

por partes, de lo cual obtenemos

/ E(%(’f’)y a rf’aazz%]dr = *# 8 “o(r )625’"'r£2dr (3.36)

despejando p?
. Jre ®(r)Chere2dr (3.37)
— 2 . .
e 5 - H(B0e) Jar

Para tener estabilidad, de acuerdo a como se definié en (3.8), p debe ser un niimero

real, de otra manera tendremos que la perturbacién crecers exponencialmente con el
tiempo. Hasta el momento no podemos determinar el criterio de estabilidad a partir
de la ecuacién (3.37). En la siguiente seccién obtendremos que é(r, z) = Z(z)R(r),
donde llegaremos a que las soluciones en Z(z) tienen forma sinuosoidal. Este resultado

lo podemos usar en la ecuacién (3.32) para obtener mas informacién de p, con lo cual

llegaremos a que

e ®(r)re2d
P Jrg ®(r)réidr . (3.38)

e [r§2 (dr(rfr)> }dr

De la ecuacion (3.38) es aparente de manera inmediata que p? es positivo si ®(r)

es positivo para todos los puntos del disco dentro del rango r; y 7., y es negativo si
®(r) es negativo para cualquier punto del disco dentro del rango 7; y 7,. Un resultado
adicional para la existencia de modos inestables, es cuando se tiene que ®(r) es
en cualquier punto del disco negativo, lo cual puede ser deducido considerando la

ecuacién (3.34) y reescribirla en términos de Z(z) que tienen forma sinuosoidal, de lo
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cual obtendremos

d/ld 1
#(Gate) -6 = 2o, (3.39)
como condicién para que
j / " (r)ré2dr (3.40)
sea un méximo, o un minimo, dada
AR
e / i [rf, +=(=06)) |dr, (3.41)

para p?, dado el valor I;/I. Si ®(r) debe ser negativa dentro de las fronteras del
disco, I; permite un valor negativo y por lo tanto un minimo negativo, y un modo de

la perturbacién es inestable.

Por lo tanto tenemos que para que un flujo arbitrario sea estable, ®(r) debe ser

positivo dentro de las fronteras del disco.

3.4 Solucién general de las ecuaciones.

Para comparar el resultado obtenido en la seccién (1.2), resolveremos algunos casos

para los cuales a partir de la ecuacién (3.34), podemos obtener soluciones analfticas.

Para esto propondremos que &, es separable, esto es
& (r,2) = Z(2)R(r). (3.42)
Entonces de la ecuacién (3.34) obtendremos el siguiente par de ecuaciones

%(%%(Ni(r))) = 02<1 + %)R(fr) (3.43)
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4
2

%Z(z) —C*Z(2) =0 (3.44)

Donde C' es una constante de separacién. Recordemos que &, es la componente del
desplazamiento Lagrangiano en direccién radial, entonces, tanto R(r) como Z(r) son
cantidades que expresan conjuntamente através de la ecuacién (3.20) la componente
de la velocidad en direccién radial. De la ecuacién (3.37) tenemos que si el disco tiene
un grosor 2H, las condiciones de frontera son
0, en 2=H
Z(z) = { (3.45)
0, en z=-H
esto es, no tenemos componente de la velocidad radial fuera del disco, la cual es una

condicion para fronteras libres. La solucién general para la ecuacién (3.37) es
Z(z) = Asin(Cz) + B cos(Cz), (3.46)

donde A y B son constantes arbitrarias. Ahora apliquemos las condiciones de frontera,

(3.45) a (3.46), esto nos dard como resultado que C' = nm/H y que
. nm
Ziz) = ZAnSen(F(z + H)) (3.47)
n
donde 7 es un numero entero,

X A,
A = Cos(%)

Por otro lado, si consideramos que

Qr) = ar™? (3.48)
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donde a y g son constantes, tenemos que la ecuacién (3.43) la podemos reescribir

como
& d n\ 2 a?(2 — q)r—%
2 . — 1 P — 2:' = 3
PR+ TR { (H) <1+2 . )r R=0 (3.49)

Para esta ultima ecuacién podemos analizar algunos casos particulares, para cier-

tos valores de g para los cuales podamos obtener soluciones analiticas.

3.4.1 caso q=0

Este caso corresponde a un disco que gira como cuerpo rigido. Para este caso ten-

dremos que la ecuacién (3.49) tiene la forma

d? d nm\2
3.4 & nw 2\,2 _1|p_
2 d’l“2R+ rdTR+ [(pH) <1 + 4o )r I]R 0. (3.50)

La cual se puede escribir en la forma de una ecuacién de Bessel

)

d? d
2.¢ A 2.2 _ WD _
r dr2R+ rdrR+ (s*r* —v*)R=10 (3.51)
cuyas soluciones son
R(r) = DJ,(ar) + EN,(ar). (3.52)
Donde
nw
- (—>\/1 T4, (3.53)
pH
y

v =1, (3.54)
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Como v es entero, las solucién general de (3.51) usualmente se escriben en términos
de las funciones linealmente independientes J,(ar) y N,(ar), donde esta ultima es la
funcién de Neumman ( o funciones de Bessel de segundo tipo) de orden v la cual es

dada por

Jy(ar) cos(vm) — J_,(ar)
sin(v)

N,(ar) = , (3.55)

Aplicamos condiciones de frontera en 7 para una frontera rigida. Esto es supon-
dremos que nuestro fluido esta contenido entre dos discos concéntricos, de radio inte-

rior 7; y de radio exterior 7. de manera que se cumpla que

&(r)=0 para r=r;, re. (3.56)
Entonces
R(Ti) = BJl(ari) + DNI(T,-) =0 (357)
Yy
R(r.) = BJy(ar.) + DN;(ar,) = 0. (3.58)

Como no estamos interesados en el caso trivial B, D = 0, de (3.57) y (3.58)

obtendremos, si definimos

T3
p-2, (3.59)
que
J1(amPBri) N1(amri) — J1(amr;) N1(ampr;) = 0. (3.60)

donde, para un valor dado de 3 y r;, los a, son los valores de a que satisfacen (3.58).
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De acuerdo a como definimos nuestro perfil de velocidades en la ecuacién (3.48),

tenemos que, particularmente para nuestro Sistema Solar en la vecindad de la, Tierra,

2 = 2m/(1 ano), con lo cual fijamos el valor para §,

2

= ———— 13y—¢
Q= T = a(L5x10%), (3.61)

de donde para g = 0

o~ 1.992x1077,

entonces debido a que en este caso or << 1, la ecuacién (3.53) la podemos reescribir

como

iy = <ﬁ> (3.62)

Algunos ceros de la ecuacién (3.58), asf como algunos valores de Dpun» S€ MUestran

en la siguiente tabla para un valor de 3= .01y H = 1.
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Do S (WA
m/n  anriua 0 1 2 3 4
0 .0383 0 81.96 163.92 24589 327.85
1 07019 0 4475 89.511 134.26 179.02
2 10181 0 30.855 61.711 92.567 123.423
3 13333 0 23.554 47.109 70.664 94.2195
4 .16492 0 19.050 38.100 57.1501 76.20
5 19644 0 15.992 31.984 47.975 63.967
6 22798 0 13.779 27.559 41.339 55.1191

Tabla 1: En esta tabla se muestran debaj
valores que toma p,

con el modo n.

o de las columnas de 0 a 4, los diferentes

para cada uno de los valores de las raices amT; en conjunto

Como vemos, cada una de las cantidades mostradas aqui son reales, las cantidades

relevantes para cada modo estdn dadas en unidades astronémicas 4 (UA). En las

figuras (1.1), (1.2) y (1.3) se muestran algunas funciones €,.. (1, 2) en funcién de las

cantidades citadas en esta tabla.

Lo que se muestra en estas gréficas es el comportamiento de la funcién

07,2} = sin(G -+ H) (Vs (ar) -

Nanpr;)
Jl (am('r',-)

Jl(amr)>,

ya que no estamos interesados en la visualizacién de una perturbacion, sino del com-

portamiento de cada uno de los modos del desplazamiento lagrangiano &, (z,7).

41U A = 152.1x10%m
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Figura 3.1: Visualizacién gréfica del comportamiento del desplazamiento lagrangiano para
el modom=0,n=1.

Figura 3.2: Visualizacién gréfica del comportamiento del desplazamiento lagrangiano para,
los modos m = 0, n = 2.
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Figura 3.3: Visualizacién grafica del comportamiento del desplazamiento lagrangiano para
los modos m =1, n = 3.

Figura 3.4: Visualizacién grafica del comportamiento del desplazamiento lagrangiano para
los modos m =2, n = 3.
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Figura 3.5: Visualizacién gréfica del comportamiento del desplazamiento Lagrangiano para
los modos m = 3, n = 4.

Figura 3.6: Visualizacién gréfica del comportamiento del desplazamiento Lagrangiano para
los modos m = 4, n = 4.



3.4. SOLUCION GENERAL DE LAS ECUACIONES. 43

Figura 3.7: Visualizacién grafica del comportamiento del desplazamiento lagrangiano para
los modos n =3,m =3, m=5,n=3.

Como vemos para este caso, la forma de tales modos es oscilatoria y el valor de
cada p,.., es finito y real, lo cual nos dice que para este perfil de rotacién tenemos es-
tabilidad en nuestro sistema, lo cual, concuerda con €l criterio de estabilidad ya antes
obtenido por la ecuacién (3.38), ya que en este caso se observa que el discriminante
®(r) es positivo, lo cual como dijimos al final de la seccién (3.4), es la condicién tinica

y suficiente, para tener estabilidad en el flujo.

3.4.2 caso gq=1

Para este caso tenemos de que la ecuacién toma la forma de

d? d nm\ 2 1 onma\ 2
2 07 a N\ 2, (o2 _
r dr2R+TdrR+ [<H> T 2p2<2p ( H > )JR 0. (:53)
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De esta iltima ecuacién vemos que las soluciones, toman la misma forma que la

ecuacién (3.47), en este caso tenemos que

= (’%)2 (3.64)

V= #(2}72 - (27;;&)2). (3.65)

En este caso, aunque las soluciones de la ecuacién (3.63) existen, estas no son

lo suficiente como para darnos informacién de a que para su solucién, debemos
p, ya q

postular valores de v, lo cual no nos ayuda a concluir un criterio de estabilidad. Sin

embargo podemos hacer varias observaciones a partir de los siguientes casos

® si p es una nimero complejo, no es posible obtener soluciones de (3.57), lo cual

no nos ayuda en absoluto.

® si p es un numero puramente imaginario, los valores de v son complejos, lo cual
nos lleva a soluciones complejas, esto es; las soluciones no tienen un compor-

tamiento puramente real®.
2
e sip? < (%) , esto nos conduce al caso anterior; a soluciones complejas.

2
e si pesreal y ademés 2p? > (2"%) , este caso nos lleva a soluciones del tipo de

las de Bessel.

®Esto se puede observar cuando se expande las soluciones de la ecuacion diferencial 3.63, en

términos de series de potencias.
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Como vemos, solo el ultimo caso, nos conducen a obtener soluciones bien com-
portadas. Los cuales indirectamente, avalan el criterio de estabilidad obtenido en la

seccion (3.4), ya que para este caso ® = 22 /72, el cual es positivo.

3.4.3 caso q=2

Para este caso la ecuacién ((3.54) toma la forma

d? d nm\ 2
27 Bl — 2z 2 .
PR+ 1R+ (1 ( ) r )R—O. (3.66)

Si hacemos el cambio de variable u = (F)r, obtenemos que 3.66) se puede re-

escribir como

2d—2R+ iR+<1— 2)1%—0 3.67
Clew U— % | R=0. (3.67)

Este caso, no es posible obtener informacién de manera analitica, para p, ya que
las soluciones son independientes del valor que tome p. Todavia mas ain, el criterio
obtenido en la seccién (3.2), exhibe este caso como caso limite, ya que el valor del
discriminante es igual a cero.

Adentrarnos a examinar valores positivos mayores de g, no nos permite la ob-
tencién de soluciones analiticas, ya que ni aun tratando de obtener soluciones en
funcién de series de potencias, nos conducen a obtener soluciones expresadas en
términos de tales series. Por otro lado el criterio de estabilidad ya no es valido

para valores positivos mayores a dos.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se analizé el comportamiento de las perturbaciones lineales en un
flujo tipo de Couette con un perfil de rotacién arbitrario. El estado base se toma
como modelo del flujo en un disco de acrecién protoplanetario, con el objetivo de
analizar la generacion de turbulencia en estos sistemas, buscando obtener un criterio
de estabilidad de manera analitica, para lo cual utilizamos dos métodos matemaéticos
de andlisis. El primer método dio como resultado un criterio de estabilidad general,
el cual establece que la estabilidad en el disco se dard si y sélo si el discriminante
®(= 2Q/r d(r*Q)/dr) es positivo en todo el flujo. Para completar estos resultados,
se utilizo un segundo método, en el cual se consideran dos casos para los cuales
la forma de las ecuaciones diferenciales son solubles, sin embargo solo un caso, el
correspondiente a rotacién de cuerpo rigido para el cue.xl q = 0 (secci6n 3.4.1), aporté
informacién concreta para corroborar directamente el criterio general de estabilidad.

47
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En tal caso como se observa en cada una de las figuras de 3.1 a 3.7, la forma de
los desplazamientos lagrangianos &, es oscilatoria, y ya que las perturbaciones estdn
descritas en funcién de tales desplazamientos y estos son oscilatorios, es decir, no
crecen en funcién del tiempo debido a que los valores que toma p = (1/t) para
este caso son valores reales, por lo tanto la forma del vector de desplazamiento E
es oscilatoria, lo cual nos dice que las perturbaciones para este caso no tienden a

producir inestabilidad en el flujo.

El segundo caso ¢ = 1 (seccién 3.4.2)'-tarnbién aporté informacién, aunque de
manera indirecta al criterio de estabilidad. También se exploré un tltimo caso g=3
(seccién 3.4.3), para el cual el valor del determinante ® es igual a cero. Este tiltimo,

no se intento resolver, ya que no aportaba informacién alguna al criterio general de

estabilidad.

La ventaja de establecer el criterio de estabilidad por dos caminos diferentes, es la
de obtener un criterio de estabilidad mas concreto. Como observamos en este trabajo,
solo se analiz6 el caso de simetria axial, extendernos al caso sin simetria, axial no nos
permite obtener de manera inmediata un criterio de estabilidad general, ademés que

el hacer el andlisis directo de las ecuaciones obtenidas para este caso no es tan simple.

En discos protoplanetarios, generalmente se considera, que el flujo tiene un perfil
de rotacién kepleriano (Q = ar~%2, donde a = VGM y M es la masa del objeto
masivo central en este caso el Sol.). Para este caso el criterio general de estabilidad

(Seccién 3.3) establece que el flujo es estable ya que el discriminante ® es positivo
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(@ = a’r~3). Esto implica que la turbulencia en discos protoplanetarios, podria tener
su origen perturbaciones no lineales en el flujo o deben considerarse los efectos del
campo magnético en el flujo del disco, tal como Sugieren Lynden-Bell (1969) [16] y
Shakura y Sunyaev (1973) [17] en sus trabajos.

Como vemos, este trabajo abre la posibilidad de analizar problemas mas completos
en los cuales los efectos de la viscosidad y del campo magnético sean incluidos, lo cual
nos puede dar un panorama aun mas completo de la generacién de turbulencia en
discos protoplanetarios, asi{ como tambien el entender cual es la relevancia de tales

mecanismos en la transferencia de momento y masa.
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