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Resumen de la tesis presentada por Osvaldo Rosales Pérez como requisito
parcial para obtener el Titulo profesional de Fisico. Ensenada, Baja California,
México. Noviembre, 2019

EFICIENCIA DE UNA MAQUINA TERMICA CUANTICA
DE CARNOT EN UN CONFINAMIENTO TOROIDAL

En esta tesis, se analizan sistemas de una particula confinada en pozos de potencial
infinito bidimensional y con geometria toroidal como maquinas térmicas cuanticas
(MTC), siguiendo un ciclo de Carnot cuantico. Se extienden resultados ya reportados
en maquinas térmicas cuanticas de Carnot unidimensionales para tomar en cuenta
sistemas con los confinamientos propuestos y con miltiples niveles de energfa. Se
obtienen las ecuaciones de eficiencia v trabajo generado correspondientes y, también,
se analiza un caso particular de la MTC de Carnot unidimensional, con el que se
llega a que existen combinaciones de expansiones isotérmicas y expansiones fotales
de los pozos de potencial que pueden generar un mismo trabajo de manera més
eficiente.

Resumen aprobado por:

Palabras clave: Maquinas térmicas cuinticas.
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Capitulo 1

Introduccion

Las maquinas térmicas, las cuales aprovechan fuentes de energia en forma de calor y
a través de procesos termodinédmicos producen trabajo, han estado en la mente del
ser humano desde la antigiiedad, posiblemente desde el descubrimiento del fuego. Fue
hasta el siglo XVII que éstas comenzaron a ser tomadas en cuenta como dispositivos
ttiles y posibles de construir, cuando el conocimiento y comprension de los complica-
dos procesos involucrados inici6 su desarrollo. Siglos después, una vez establecida el
area de la termodinamica y con el surgimiento de la mecanica cuéntica, se puede ver
que hay lugar dentro de las méquinas térmicas para implementar mejoras profundas,

implementando principios fisicos que solo la mecanica cuantica ofrece.

El problema principal que presentan las maquinas térmicas es su eficiencia, la cual
es generalmente pequena o muy baja. Desde que se inici6 su desarrollo en el siglo
XVII, empezando con la méquina de vapor, ha sido el interés de todos encontrar la
manera de obtener méas trabajo con la misma cantidad de energia necesaria para su

funcionamiento. Muchos avances se lograron hacer en cuanto a su diseno y operacion,



y poco a poco, conforme el entendimiento puramente fisico de los procesos térmicos
que ocurrian fue mejorando, la idea de la maquina térmica ideal, la més eficiente, se
vefa mas clara. Fue Sadi Carnot, un ingeniero francés a quien se le conoce como el
padre fundador de la termodinamica, quien mediante un desarrollo analitico propuso
y demostrd como seria la maquina térmica ideal, la cual sigue un ciclo de dos procesos
isotérmicos y dos adiabéticos en un sistema en expansion y compresion expuesto a

dos fuentes de calor ( , ).

Ahora, con la meta de combatir el principal problema de las maquinas térmicas, en las
ultimas décadas se ha comenzado a explorar la posibilidad de implementar principios
de mecanica cuantica en una maquina para asi lograr incrementar su eficiencia. Los
primeros en proponer esta idea fueron ( ) quienes en
1959 presentan la idea para, mediante la implementacion de dispositivos Mésers,
encontrar un analogo a un ciclo de Carnot que no estuviera en un sistema clésico
como un gas atrapado dentro de un pistén, sino en un sistema cuantico con apenas
una sola particula a la cual se le podria extraer trabajo. Donde la principal diferencia
serfa que, en este nuevo sistema, la energia permitida para esta particula estaria
cuantizada. Tomando ésto en cuenta, ellos esperaban que las diferencias entre la
fisica clasica y la cuéntica abrieran la puerta a maquinas atin mas eficientes que las
que se tienen hoy en dia o incluso més eficientes que la maquina ideal propuesta por

Carnot.

Desde entonces, el area de maquinas térmicas cuanticas se ha seguido desarrollando,
proponiendo nuevos sistemas cuénticos con los cuales seria posible idear maquinas,
al igual que el estudio de diferentes sustancias con las cuales éstas méquinas podrian
operar, desde particulas con espin hasta sistemas cuanticos més complejos donde

se presente coherencia cuantica o sistemas que aprovechen la superposiciéon cuanti-



ca.

El objetivo principal de esta tesis es proponer y analizar la eficiencia de una mé-
quina térmica cuéntica de Carnot en un sistema con acceso a multiples niveles de
energia y con un confinamiento toroidal. Esto, siguiendo un desarrollo en el cual la
Maquina Térmica Cuéantica (MTC) se construye analiticamente desde un punto de
vista bidimensional para implementar después un concepto de periodicidad espacial
y obtener finalmente la geometria de toro para el confinamiento que queremos. Se
espera que las ecuaciones desarrolladas, tanto de eficiencia como fuerza, trabajo y las
restricciones cuanticas que aparecen para cada sistema, sirvan para agilizar y poder
profundizar el estudio de sistemas similares y también analizar los efectos que tienen
la geometria de confinamiento, la superposicion de estados y el tipo de expansion en

otros sistemas.



Capitulo 2

Antecedentes

En la literatura, la primera menciéon de utilizar el ciclo de Carnot con una maquina
cuantica se da por ( ) donde se introduce la idea de
usar un amplificador de microondas por la emision estimulada de radiacion (Méser)
de tres niveles como una maquina térmica. En este articulo se discuten las diferen-
cias conceptuales que aparecen al tratar con comportamientos cuanticos y clasicos
dentro de las maquinas. La principal diferencia viene del hecho de que un Maser
maneja niveles discretos de energia asociados a la energfa interna de una particula, a
diferencia de la maquina térmica convencional que maneja un espectro continuo de
energias asociadas al movimiento externo de las sustancias con las que se trabaja. Es
importante mencionar que la discretizacion de los niveles de energia, al abordar una
maquina térmica desde un aspecto cuantico, resulta una ventaja pues trae consigo
una simplicidad conceptual en el desarrollo de las ecuaciones al no trabajar con un

continuo energético como en sistemas macroscopicos.



2.1. Interés y desarrollo de nanotecnologia

Richard Feyman consider6 un numero interesante de ramificaciones que salen de
la habilidad de manipular materia a un nivel atémico. El estuvo particularmente
interesado en las posibilidades que se podrian abrir con éstos avances, tales como
circuiteria cada vez mas densa para una capacidad computacional increible, micros-
copios aun mas poderosos que aquellos del microscopio electréonico de barrido. Estas
ideas se vieron realizadas con el microscopio de efecto tinel ( ) ), el
microscopio de fuerza atémica ( ) ) y otros ejemplos en la microsco-
pia por sondas de barrido, y en sistemas de almacenamiento tales como el Milipede,

desarrollado por investigadores de IBM ( , ).

Feynman también sugirié que deberfa ser posible hacer méquinas en la escala na-
nométrica, las cuales pudieran manipular d&tomos individualmente e incluso llevar a
cabo sintesis quimica. Introduce un gran nimero de ideas sobre los efectos que ven-
drian con la miniaturizaciéon de las maquinas y las oportunidades que aparecerian.
Seria posible desarrollar circuitos electronicos con solo 7 dtomos y otros sistemas
que involucraran y aprovecharan el hecho de que a la escala de unos cuantos dtomos
las leyes que dominarian éstos sistemas serian las de la mecénica cuantica. Esto im-
plicarfa aprovechar la cuantizaciéon de los niveles de energia, tal como el trabajo de

( ) lo hace por primera vez con méquinas térmicas, y
también las interacciones con espines cuantizados como se ve en trabajos recientes

sobre maquinas térmicas cuanticas ( ) ).

El rol de Feynman en el desarrollo del area de la nanotecnologia es considerado como

limitado pues, midiendo su impacto a través de citas en la literatura, su lectura



de "There’s plenty of room at the bottom"( , ), aunque cautivadora y
visionaria, pasé desapercibida durante décadas hasta que el término nanotecnologia
empezd a ganar atraccion en la década de los 90. A pesar de esto, comparando
las ideas que llegd a presentar en aquel entonces, con los avances logrados en los
altimos anos queda claro que la visiéon que tenia para el mundo a nanoescala iba en

la direccién correcta.

2.2. MAquinas moleculares

Uno de los avances mas importantes en los tltimos afios en el area de méquinas a na-
noescala vino con el diseno y sintesis de las maquinas moleculares, desarrolladas por
Jean-Pierre Sauvage, Sir J. Fraser Stoddart y Bernard L. Feringa, quienes recibieron
el Premio Nobel en Quimica en el 2016 por su trabajo en la produccién de moléculas
con movimientos controlables que, al anadirles energfa, son capaces de realizar tra-
bajos que pueden llevar al area de la quimica a una nueva dimensiéon de control. El
primer paso lo dio Jean-Pierre Sauvage en 1983 ( ) ) al
lograr unir dos moléculas con formas de anillo para formar cadenas, llamadas cate-
nanos, que en lugar de estar unidos por enlaces covalentes en los que comparten sus
electrones, se unen a través de enlaces con mas libertad, llamados enlaces mecénicos,
con los cuales era posible el movimiento relativo entre las diferentes partes de la
cadena. El segundo paso lo dio Sir Fraser Stoddart en 1991 ( , ) con
el desarrollo de un rotaxano el cual consiste de una estructura molecular mecanica-
mente entrelazada donde una molécula en forma de anillo es atrapada alrededor de
un eje molecular. Finalmente, en 1999, Bernard Feringa fue la primera persona en

sintetizar un motor molecular cuando consiguié hacer rotar continuamente y en la



misma direccion una aspa molecular ([Koumura et al., 1999) para después demostrar
el movimiento de una estructura en forma de chasis compuesta por cuatro de éstos
motores que propulsan al llamado Nanocar sobre una superficie (Kudernac et al|

2011), como se muestra en la figura 2.1.

El estado de las maquinas moleculares se encuentra en la misma etapa en la que se
encontraba el motor eléctrico en 1830 cuando cientificos mostraban sus avances en
manivelas y ruedas giratorias sin saber que se llegarian a tener todas las aplicaciones
de hoy en dia. Las méquinas moleculares probablemente seran usadas en el desarrollo

de nuevos materiales, sensores y sistemas de almacenamiento de energfa.

molecular chassis

rotating
molecular
motor

Illustration: ©@Johan Jarnestad/The Royal Swedish Academy of Sciences

Figura 2.1: Nanocar de cuatro ruedas propuesto por Bernard Feringa (Iudernac et al.,
2011).



2.3. Maquinas térmicas convencionales y su eficien-

cia en el presente

Las maquinas térmicas, las cuales consisten en sistemas que convierten energia tér-
mica y quimica en trabajo mecanico, han sido conocidas desde la antigiiedad pero
solo se convirtieron en dispositivos ttiles hasta la revolucion industrial en la segunda
mitad del siglo XVIII. Fue durante el siglo XVII donde aparecen los primeros pro-
totipos de turbinas de vapor disenadas por Giovanni Branda ( , ) v los
primeros disenios de méaquinas de vapor a base de pistones por Cristian Huygens y
Denis Papin ( , ). Para el siglo XVIII aparecen las primeras maquinas
de vapor comercializadas por Thomas Newcomen entre otros. Ya en el siglo XIX, en
1824, Sadi Carnot introduce el ciclo de Carnot y la hipotética maquina de Carnot,

la cual es la base teorica para todos los modelos de méaquinas térmicas (
, 1997).

La hipotética maquina de Carnot, como se muestra en la figura 2.2, presenta el mo-
delo ideal para aprovechar calor de dos fuentes a distintas temperaturas y realizar la
mayor cantidad de trabajo. Esto con un proceso ciclico de expansiones y compresio-
nes isotérmicas y adiabéaticas. Carnot, con su modelo de maquina, logré6 demostrar el
principio que especifica el limite en eficiencia que una méquina térmica puede alcan-

zar, dependiendo solamente de las temperaturas de las fuentes de calor (

, 1997).
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Figura 2.2: Corte transversal axial de la méquina de Carnot. En este diagrama, abced es un
recipiente cilindrico, cd es un pistén movil, y A y B son cuerpos de temperatura constante.
El recipiente puede colocarse en contacto con cualquiera de los dos cuerpos o retirarse de
ambos ( , ).

2.3.1. Ciclo clasico de Carnot y teorema de Carnot

El ciclo de Carnot es un ciclo termodindmico de cuatro pasos, como se muestra en
la figura 2.3, cada uno de éstos es reversible. Se lleva a cabo dentro de un cilindro
que contiene gas ideal y un piston, ademéas de dos fuentes de calor a diferentes

temperaturas Ty y 17, donde Ty > T7.

1. Expansion isotérmica: El gas se expone a la fuente de calor a temperatura

Ty mientras se expande, conservando asi la misma temperatura.

2. Expansion adiabatica: El sistema se aisla de las fuentes de calor y la expan-

sion continta bajando hasta la temperatura 717.

3. Compresion isotérmica: El gas se comprime manteniendo contacto con la

fuente de calor a temperatura 77, conservando asi la misma temperatura.
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4. Compresion adiabatica: El sistema se aisla de las fuentes de calor y la

compresion continia hasta llegar a la temperatura inicial Thy.

El teorema de Carnot es una declaracién formal de que ninguna maquina térmica
que opere con dos fuentes de calor puede ser mas eficiente que una méquina de
Carnot operando entre las mismas temperaturas, tal como se tiene en la siguiente

expresion

maxr — arno =—=1-— 2.1
n Ncarnot O Ty (2.1)

donde W es el trabajo mecanico realizado por el sistema, Qg es la energia calorifica
entrando en el sistema, mientras que 17, y Ty corresponden a las temperaturas abso-

lutas de las dos fuentes de calor a las que se expone el sistema, donde T, < Th.

Pressure P A

Volume V

Figura 2.3: Ciclo de Carnot para un gas ideal, donde T}, y Ty corresponden a las diferentes
temperaturas de las dos fuentes de calor y Qp y Q1 a la energia calorifica entrando y
saliendo del sistema ( , ).
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2.3.2. Eficiencia de maquinas térmicas reales

Es importante tomar en cuenta que el ciclo y la maquina de Carnot son conceptos
idealizados que consideran procesos termodindmicos reversibles. En la practica re-
sulta imposible llevar a cabo este tipo de procesos. Esto lleva a que las méaquinas
térmicas que son usadas en la realidad presentan eficiencias muy lejanas de aque-
llas que se esperan de una maquina de Carnot trabajando con las mismas fuentes
de calor. Algunos ejemplos de estas méquinas se presentan en la tabla 2.1, donde
se puede ver la diferencia entre las eficiencia alcanzadas por las maquinas reales y
aquella que podria alcanzar una maquina de Carnot. Otro ejemplo de la eficiencia de
una maquina térmica se tiene con los motores modernos de gasolina que tienen una
eficiencia térmica maxima entre 25 % y 50 % cuando se usan para impulsar un auto-
movil. Lo que significa que del 50 % al 75 % de la energia es emitida en forma de calor
al ambiente sin haber realizado ningtn tipo de trabajo ttil (Baglione, 2007). Las di-
ferencias entre las eficiencias ideales y las reales de las maquinas térmicas muestra la

necesidad del desarrollo de nuevas tecnologias que permitan acercarse cada vez mas

a la eficiencia ideal de una maquina de Carnot.

Central eléctrica T.(°C) Ty(°C) n(Carnot) n(observada)
Central eléctrica de carbon

en West Thurrock (Reino Unido) 25 565 0.64 0.36
CANDU (Canada) 25 300 0.48 0.30
Central geotérmica de

Larderello (Italia) 80 250 0.33 0.16

Tabla 2.1: Desempeno observado de maquinas térmicas reales (Curzon and Ahlborn, 1975).
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2.4. MaAquinas térmicas cuanticas (MTC)

El problema principal de las maquinas térmicas convencionales es el de su eficien-
cia, la cual es generalmente baja. Uno de los esfuerzos de las ultimas décadas para
incrementar la eficiencia ha sido el de la aplicacion de la mecanica cuantica en las
méquinas al llevarlas a tamanos cada vez mas pequenos. El estudio de las méaquinas
térmicas cuanticas comenzo, como se mostré al principio de éste capitulo, alrededor
de los anos 60 cuando se present6 la idea de aprovechar las propiedades cuénticas,
como la discretizacion de los niveles de energia, en modelos de Masers para hacer
analogias con maquinas térmicas cléasicas ( , ). Hoy en
dia el area de la fisica para méquinas térmicas cuanticas se ha vuelto mas profunda
con estudios sobre procesos termodinamicos en un nivel cuantico, asi como generali-

zaciones para fuerza y presion en el desarrollo de ciclos.

( ) propusieron una MTC de Carnot de dos niveles basada en una
sola particula cuantica como sustancia de trabajo confinada en un pozo de potencial
infinito unidimensional, haciendo la analogia a un gas ideal atrapado en el interior
de un cilindro. Esta MTC sigui6 un ciclo de procesos isotérmicos y adiabaticos cuan-
ticos, que son anélogos a sus correspondientes procesos clasicos, y trabajando con
transiciones entre dos niveles de energfa llegd a las expresiones de eficiencia para la

MTC anéloga a la de una maquina de Carnot clasica.

( ) siguieron el desarrollo de Bender et al. e introdujeron ciclos de
MTC con sistemas no interactuantes de espin 1/2 como sustancia de trabajo que
siguen procesos isotérmicos e isomagnéticos a diferencia del ciclo clasico de Carnot.

Después, ( ) reportaron resultados para el modelo unidimensional de
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Bender et al. en un sistema con geometria de oscilador harménico y un sistema bidi-
mensional cuadrado, obteniendo las ecuaciones de eficiencia para éstos y proponiendo

también el estudio del ciclo de Otto.

En la continuaciéon a su trabajo, ( ) generalizan sus resultados para MTCs
trabajando con ciclos de Carnot, Otto, Brayton y Diesel. También encuentran la
expresion general para la fuerza ejercida sobre las paredes de los pozos cuando se
tienen sistemas de particulas distribuidas en multiniveles como sustancia de trabajo y
obtienen las ecuaciones de eficiencia para sistemas bidimensionales y tridimensionales

de particulas confinadas en pozos de potencial infinito y osciladores armoénicos.

( ) evaltian en su articulo Multi-State Quantum Carnot
Engine, el caso de una MTC basada en un sistema de miltiples estados disponibles
para una particula confinada en un pozo de potencial. Esto para generalizar los
resultados obtenidos anteriormente por ( ) para una MTC de solo
dos estados y asi obtener las ecuaciones de eficiencia para sistemas de hasta n estados.
Ademés, propone una modificacion al ciclo de Carnot cuantico donde la expansion
isotérmica bien puede no terminar hasta el estado de energia més alta disponible,
pero en un estado intermedio conservando la misma expansion total del caso simple.
De esta manera muestra que es posible mejorar la eficiencia de una MTC de multiples

estados reduciendo la expansion isotérmica en el ciclo.



Capitulo 3

Metodologia

3.1. Ecuacién de Schrodinger independiente del tiem-

po y el pozo de potencial infinito

Tomamos en cuenta una particula de masa m confinada en un potencial V' (r) de-
pendiente solamente de la posiciéon de la particula. Es posible encontrar los estados
estacionarios de la particula en este potencial, al igual que la energia F asociada
a cada uno de éstos estados ( , ). Esto se logra implementando y
resolviendo la ecuacion de Schrodinger que, en este caso independiente del tiempo,

se representa de la siguiente manera

[—EVQ +V(r)| ¢(r) = E¥(r), (3.1)

2m

donde h = 1,055 x 10** Js es la constante de Planck, 1(r) es la funcién de onda que

describe el comportamiento de la particula y F corresponde a las energias asociadas

14
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a cada nivel de energia de la particula en el pozo.

Introduciendo un pozo de potencial infinito unidimensional como el de la figura 3.1
la ecuacién 3.1 se reduce a la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden de una

sola variable,
2 d(a)

C2m da?

+V(x)y(x) = Ed(x), (3.2)

y con las condiciones de frontera adecuadas para anular la funciéon de onda en las

paredes del pozo

Wz =0) =z =L)=0. (3.3)

V=0
- >

0 L X

Figura 3.1: Representacion de un pozo de potencial infinito unidimensional de longitud L
en la direccién x.

Al resolver la ecuacion 3.2 dentro del pozo de potencial, se obtienen las eigenfunciones

normalizadas y eigenenergias del sistema, las cuales son

2
Y, = \/;Sin (n%x) , n=1,223,.. (3.4)

2,2
hem®

W=, = 1,2,3, ... (3.5)
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y se pueden ver graficadas en la figura 3.2

) b) E
n=5 £-N--/-\--/-- n=>5 25E,
n=4 — —_———fe N —— —

n=4 16,
n=3 C, . ~ S L "

n=3 9E,
n=72

=2 AE,
n=1 n:l El

X
E=0

0 T
Figura 3.2: Representacion de las a) Funciones de onda para una particula confinada en
un pozo de potencial infinito unidimensional con n = 1,2,3,4 y 5. Cada una de las lineas
punteadas horizontales representa ¢ = 0 para la funcion de onda respectiva. b) Diagrama

de niveles de energfa para una particula en una caja. Cada energia es n?E; donde E; es la
energia del nivel fundamental (Scars et al., 2005).

Entonces, la solucién para la ecuaciéon de onda resulta ser una combinacion lineal de

todas las eigenfunciones, esto es,
> > 2 nmw
U(z) = E Ay = E an\/ =sin | —z | , (3.6)
L L
n=1 n=1
donde los coeficientes a,, satisfacen la condicién de normalizacion

D an* =1, (3.7)
n=1

y cada termino a, representa la amplitud de probabilidad del estado ,, contenida en

la funcién de onda completa ¥, en otras palabras |a,|* corresponde a la probabilidad
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de que la particula se encuentre en el estado v, ( , ).

En base a estos coeficientes y las eigenenergias de cada estado se obtiene el valor de

expectacion del Hamiltoniano, dado por

- 2 = 21 12 m*h?
E=> l|al’E, =) [n’[an|’] S I7 (3.8)
n=1

n=1

3.2. Procesos termodinadmicos cuanticos

De acuerdo con ( ), es posible encontrar un analogo cuantico para
los procesos isotérmicos y adiabaticos de un ciclo de Carnot clasico. Esto para llegar
a un ciclo cuantico definido por la expansion y compresion de un pozo de potencial
donde una particula es excitada y desexcitada entre el estado base de energia y el
primer estado excitado. Un ejemplo de este proceso con tres niveles de energfa, se

muestra en la figura 3.3.

Como se mencioné previamente en la seccion 2.3.1, clasicamente, es posible calcular la
eficiencia 77 de una maquina térmica tomando en cuenta el cociente entre la cantidad

de trabajo mecénico producido W y la cantidad de calor @y tomado por el sistema

( : ), de modo que
%74

= —. 3.9

"= 0. (3.9)

Basados en el principio de conservacion de energia y tomando en cuenta un sistema

en el que no haya variaciones en la energfa interna, podemos expresar la cantidad de
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E3 -
E;
)= = . —
Ef———Y..... 4,
.... ~E;
0 La 0 La Lg

Figura 3.3: Representacion de la expansion de un pozo de potencial unidimensional desde
el ancho L4 hasta el ancho Lp y el cambio en las tres primeras eigenfunciones y sus
eigenenergias correspondientes.

trabajo generado en un ciclo como

Qu—QL=W, (3.10)

donde (), corresponde a la energia absorbida por el sistema. Combinando las ecua-

ciones 3.9 y 3.10 se obtiene la siguiente

_Qu-Qu_ G

o o (3.11)

Ui

En esta relacion se puede notar que la eficiencia perfecta se obtendria cuando no hay
pérdidas de calor en el sistema, es decir, ();, = 0. Para obtener trabajo mecanico de

la maquina, es necesario contar con dos fuentes de calor a distintas temperaturas Ty
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y 1, donde Ty > T7,. Carnot demostré que la eficiencia de tal maquina es

n=1-—. (3.12)

Ahora, para calcular la eficiencia de una maquina térmica cuantica, suponemos que
una de las paredes del pozo infinito, digamos la pared en x = L en la figura 3.1,
puede moverse, en analogia con el movimiento de un pistén en un cilindro para un
sistema termodinamico clasico. Si se le permite a esta pared moverse una cantidad
infinitesimal dL, entonces la funcion de onda v (z), los eigenestados ¢,(z), y los
niveles de energia F, todos cambian como funcién de L. Como consecuencia, el
valor de expectacion del Hamiltoniano E(L) también cambia infinitesimalmente.
Es natural definir la fuerza sobre la pared del pozo de potencial como la derivada
negativa de la energia ( , ). Entonces, la fuerza F' ejercida sobre la
pared del pozo y el trabajo W;_; realizado en el proceso desde una longitud L; hasta

Ly, estdn dados por

dE(L)
F=—- 3.13
dr '’ ( )
Ly
Wiy =/ FdL, (3.14)

respectivamente.

Basandonos en esta fuerza, ahora podemos definir los diferentes procesos cuanticos
analogos a aquellos de los procesos clésicos. Es claro, de las ecuaciones 3.8 y 3.13,

que la expresion de la fuerza es

F(L) = [Z nQ|an(L)|2] % (3.15)
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donde a,(L) es el n-énesimo coeficiente para un pozo de longitud L.

En un proceso adiabatico clasico el sistema se aisla térmicamente, lo que quiere decir
que para un gas en un cilindro el calor no puede fluir hacia dentro o hacia fuera del
gas. En este proceso el piston se mueve pero el sistema se mantiene en equilibrio
en todo momento. En una MTC se tiene una particula en un pozo de potencial
donde una de las paredes se mueve. Para el proceso adiabatico cuantico, se aisla el
sistema de modo que la particula no se excita de ninguna manera. Como el sistema se
mantiene en equilibrio en todo momento, los valores absolutos de los coeficientes |ay,
deben permanecer constantes, lo que indica que no deberia haber ninguna transicién
entre estados ( , ). De esta manera, la fuerza F,y;, que se aplica sobre

la pared del pozo de potencial durante el proceso adiabatico, queda como

m2h?

s (3.16)

Fui(L) = |3 n?an(Li)[?
n=1

donde a,(L;) es el n-ésimo coeficiente en el estado inicial con ancho L; en el pozo.
Ahora, combinando las ecuaciones 3.16 y 3.14 obtenemos el trabajo realizado por un

proceso adiabatico desde una longitud inicial L; hasta una longitud final Ly,

00 252
. 5| ™h 1 1
2

Wadi = nz Ay, LL - — 5 | . 3.17
St | S (- o (3.17)

n=1 v f
En un proceso isotérmico clasico, el sistema se pone en contacto con una fuente
de calor para que la temperatura del gas dentro del cilindro permanezca constante
mientras el pistén se mueve. En el proceso isotérmico cuantico, el sistema se excita

de modo que el valor de expectacion del Hamiltoniano se mantenga constante. Para

lograr esto, los coeficientes de expansion a,, deben de cambiar de modo que el valor
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la ecuacién 3.8 sea fijo mientras L incrementa.

Los coeficientes a,, cambiaran, indicando que habra transicion entre estados, pero la
condicion de normalizacion, dado por la ecuacion 3.7, se seguird satisfaciendo. Esto
implica que, durante el proceso isotérmico, es necesario que el valor de expectacion
del Hamiltoniano se mantenga igual entre las condiciones iniciales, con ¢l pozo a una
longitud L;, y las condiciones del pozo en transicion, con una longitud L en expansion.
Tomamos la ecuacion 3.8 para L; y L, y al igualarlas nos queda la restriccion de

expansion isotérmica para la longitud del pozo,

o0 2 " L 2
2= Zomt M lam@F o (3.18)
> ne1 MPlan(Li)[?

Combinando las ecuaciones 3.18 y 3.13 se obtiene la expresion para la fuerza Fig,,

sobre la pared del pozo durante el proceso isotérmico, de modo que
00 252
B 9 5| mh
Fiso(L) = L§:1n |an(Li)| ] mI?L’ (3.19)

y, de acuerdo a esta fuerza, el trabajo en un proceso isotérmico desde un ancho L;

hasta un ancho L; estd dado por

> 2p2 L
Wiy = [Z n2|an(L¢)|2] ;LQ In (f‘) . (3.20)

n=1
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3.3. Maquina térmica cuantica de Carnot de dos es-

tados

El caso mas simple de una particula confinada en un pozo de potencial es cuando
solo existen dos estados disponibles, esto es, n = 1 y n = 2. De esta manera, la

condicién de normalizacion, en la ecuacion 3.7, se convierte en |ay |2+ |as|? = 1.

Para el primer proceso de expansion isotérmica, en el que empezamos desde un ancho

L 4, la restriccion entre las longitudes, segtin la ecuacion 3.18, es

L? = (|a1|2 + 4|a2|2)L?4, (3.21)

donde la méaxima expansion, Lg = 2L 4, se da cuando la particula pasa por completo
al estado excitado, es decir, a; = 0 y a; = 1. Calculando el trabajo, dado por la

ecuacion 3.20,nos queda que

m2h?

Wai_p =
mL?

In(2) (3.22)

La segunda expansion es adiabética, manteniendo el sistema en un solo estado 5.
A diferencia del proceso isotérmico, no hay un limite definido para el ancho maximo

al que se puede llegar, entonces asumimos que el pozo se expande desde Lp hasta

Lo = alLp donde « es real y mayor a uno. Con la ecuacion 3.17 calculamos el
trabajo
w2h? 1
We.c=4——|1—— ). 3.23
B¢ 2mL% ( oﬂ) (3.23)
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Ahora, tenemos una compresion isotérmica desde un un ancho L¢, donde a;(L¢) =
0y as(Le) = 1, hasta Lp, donde ocurre una transicion de estado de modo que
a1(Lp) = 1y as(Lp) = 0. De la restriccion de longitudes en la ecuacion 3.18, nos
queda que la maxima compresion se da con Lp = Lo /2. Entonces, de la ecuacion

3.20, el trabajo realizado es

w2 h?

2
mLg,

We-p = —4——1In(2). (3.24)

Por 1ltimo, tenemos una compresion adiabatica desde L hasta L4, de modo que el

trabajo, dado por la ecuacion 3.17, es

w2h? 1 1
Wp_4 = — 3.25
D=4 "om (L% L34>’ (3.25)

Con esto, el trabajo total estd dado por

2h? 1
W =Wy Wp_ _ Wp_c = In(2)([1——]. 2
1-B+Wp_c+We_p+Wp_c L2 n()( a2) (3.26)

Para calcular la eficiencia se necesita calcular la energia absorbida por el pozo de
potencial durante la expansion isotérmica ( ; ). Esta cantidad de
energia (Qy esta dada por

Lgp 252
QH:/ FIso(L)dL T In 2. (327)
L

— T2
. Lim

La eficiencia, que es a razon entre el trabajo total W y la energia ()i absorbida por

el pozo, queda entonces como
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1 L\’
n=1-—= —4(—“‘)7 (3.28)

donde se puede ver que mientras mayor sea la expansiéon completa del pozo en L¢

en comparacion con la longitud inicial L4, la maquina seréa mas eficiente.

3.4. Generalizacién de la maquina térmica cuantica

de Carnot con n estados

En el trabajo de ( ), tenemos un sistema con n eige-
nestados disponibles 9y, 19, ..., ¥,, asociados a las eigenenergias Ey, Es, ..., E,,
respectivamente, y con estado inicial en el estado base 11, energia E; y ancho L4.

La condicién de normalizacion esta dada por

a1 (L) + lag (D) + ... + [an (L) = 1, (3.29)
usando a1(La) = 1, as(La) = ... = a,(La) = 0, la ecuacion 3.18 nos queda co-
mo

L?* = (la1(L)]* + 4laz(L)[* + ... + n®|a,(L)]?) L. (3.30)

Esto nos da una méxima expansion en Lg = nL, cuando la particula hace la tran-
sicion completa el estado excitado ¢, con a,(Lg) =1, a1(Lp) = ... = a,_1(Lg) = 0.

Asi, el trabajo realizado hasta la maxima expansion es
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m2h?

Wa_rp =
A=B mL?

In(n), (3.31)

La segunda expansion es desde Lg hasta Lo = aLg y ocurre solamente en el estado

excitado ¢,. El trabajo adiabatico, segiin la ecuacion 3.17, es

m2h? 1
Wp_c = 1—-—=. 3.32
B omL? ( oz2> (3:32)

Para la compresion isotérmica desde Lo, tomamos la restriccion de longitudes de la

ecuacion 3.18 con condicién inicial a; = ... = a,_1 =0y a, = 1, entonces

2 lay(L)|? + 4|as(L)|? + ... + n?|a,(L)|?
2

L

L¢., (3.33)

nos da la maxima compresion con Lp = Lg/n cuando el sistema hace la transicion

completa al estado base ¢;. El trabajo queda como

w2 h?

272
mao? L7

WC—D = — ln(n) (334)

Por ultimo, el trabajo realizado durante la compresion adiabatica desde Lp hasta

L4 queda como

2f2 1
Wpos = — fnl <1 - —) , (3.35)

Asi, el trabajo total es
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w2h? 1
y la eficiencia resulta ser,
1 o (L)’

De una manera, es la misma que en el caso de dos estados con n = 2, véase ecuacion
3.28. También podemos notar que si mantenemos la misma relacion entre L4 y Lo,

la eficiencia aumenta al reducir el ntiimero de estados disponibles.

3.4.1. Caso sin maxima expansiéon isotérmica

En el trabajo de ( ), también se considera el caso de un
sistema de n eigenestados donde la expansion isotérmica desde la longitud inicial L 4
no es maxima, es decir que no llega hasta nL 4, sino que llega hasta Lg = kL 4 donde
k < mn y no necesariamente entero. Este ciclo se ejemplifica, y compara con aquel de

expansion méaxima (k = n), en la figura 3.4.

En la primera expansion isotérmica el trabajo realizado es

m2h?

Wap=—%
mL?

In(k), (3.38)
donde hay que remarcar que, al no llegar a la expansién méxima, el sistema se
encuentra en una superposicion de sus n eigenestados. En Lg = kL 4, los coeficientes
ai, ..., a, aun deben de satisfacer la condiciéon de normalizaciéon de la ecuacion 3.7 y

ademas, por el proceso isotérmico, la ecuacién 3.18 de restriccion de longitudes se
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F(L)

L, Lp Lg Lc L

Figura 3.4: Ciclo de Carnot cuéntico para una MTC unidimensional con 3 estados de
energia disponibles (n = 3). Azul para el caso de maxima expansion isotérmica desde Ly
hasta Lp = kL4, cuando k = 3, y naranja para el caso de expansion isotérmica hasta
Lp = K'L,, cuando k' = 2. En la esquina superior derecha se puede ver como cuando el
sistema estd a una longitud inicial L4, la particula ocupa el estado base, pero una vez que
comienza la expansion, se tiene una superposiciéon de los 3 estados disponibles.
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convierte en

lay|? + 4|as|* + ... + n®|a,(L))* = K, (3.39)

Las ecuaciones 3.7 y 3.39 restringen los coeficientes del sistema mientras se lleva a

cabo el siguiente proceso de expansion adiabatica desde Ly = kL 4 hasta Le.

La expansion adiabética se realizara hasta la expansion total alcanzada en el caso
convencional con Lo = anl 4. Para calcular el trabajo realizado tomando en cuenta
la superposicion del sistema, se sustituye la ecuacion 3.39 en la ecuacion 3.17 para

obtener

w2 h? k? 1
Wgp_c = 1l——=—]. 3.40
B¢ 2mL? ( n? a2> (3.40)
Para la compresion isotérmica desde Lo = anlL 4, tomamos la restriccion de longi-

tudes de la ecuacion 3.18 con la condicion dada en la ecuacion 3.39, entonces

2 Jaa(L)P + 4aa(L)? + ... + n’fan (L)

L 12

L%, (3.41)

nos da la maxima compresion con Lp = Lo /k cuando el sistema hace la transicion
completa desde la superposicion de estados hasta el estado base ;. El trabajo queda

CcOo1mo

Wo p— R (’fi> In(k). (3.42)

Por dltimo, el trabajo realizado durante la compresion adiabatica, cuando el sistema

ya esta en el estado base, desde Lp = anl4/k hasta L4 queda como
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m2h? k? 1
Wpa=——|1——— 3.43
b4 2mL% < n? a2> ’ (3.43)
Asi, el trabajo total es
71.2}12 /<J2
=——|(1- In(k 44
w mLE‘ ( n2a2> Il( )’ (3 )
y la eficiencia resulta
k?

que depende del factor de la expansion isotérmica k y el factor de expansion total del
sistema na, de modo que la eficiencia aumenta con una expansion isotérmica menor

(menor k) y con una expansion total del pozo mayor (« mayor).

3.5. Confinamiento con periodicidad espacial

Es posible que dimensiones extras sean indetectables por experimentos de bajas
energias si éstas dimensiones se encuentran compactadas o enrolladas dentro de un

volumen muy pequeno ( , ).

Considere un mundo unidimensional sobre una linea infinita donde x representa una
coordenada sobre la linea. Para cada punto P sobre la linea existe una z(P) tnica
llamada coordenada x del punto P. Podemos definir un buen sistema de coordenadas
escogiendo un origen y midiendo la distancia desde el punto P hasta éste origen. Si

imaginamos que sobre esta linea infinita todo se repite a una distancia de 27 R, como
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en la figura 3.5, no hay manera de distinguir este mundo de un circulo de radio R y

circunferencia 27 R.

join

0 7R 4R 0 27R

Figura 3.5: Intervalo 0 < z < 27 R que se repite a lo largo de una linea infinita ( )

).

Un circulo de radio R puede ser representado. en un plano de dos dimensiones como
todos los puntos que se encuentran a una distancia R del punto llamado centro del
circulo, pero en esta nueva representacion no hay necesidad de un centro ni de un
espacio bidimensional. El radio R es simplemente la cantidad que multiplicada por
271 nos da el segmento de la linea que se repite infinitamente. Podemos expresar la

propiedad de periodicidad como

x~ x4 27R. (3.46)

Si introducimos periodicidad sobre el plano zy de igual manera que en el caso uni-

dimensional, pero ahora con

(z,y) ~ (x +27R, y), (3.47)

(z,y) ~ (z,y + 27 R), (3.48)

lo que obtenemos es que el area de interés en el plano infinito xy, ahora se restringe
al dominio de la region 0 < x < 27Ry 0 <y < 27 R. El espacio resultante, como se

puede ver en la parte inferior derecha de la figura 3.6, es la superficie de un toro.
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y
A - B
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Figura 3.6: Una regién cuadrada del plano bidimensional puede identificar a la superficie
de un cilindro usando la propiedad de periodicidad en dos de sus extremos opuestos, como
en la esquina superior derecha. Introduciendo periodicidad en los dos extremos restantes se
puede identificar la superficie de un toro ( , ).
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3.5.1. Pozo de potencial cuadrado con periodicidad espacial

en una sola direccion

Considere un pozo de potencial infinito cuadrado de longitud a en el plano (x,y)
donde la direccion y se encuentra envuelta en un circulo pequeno de radio R. Para
esto, se toma en cuenta la condicién de periodicidad espacial en la direccion de y, de

modo que

U(z,y) = ¥(xr,y+ 21 R), (3.49)

por lo que

U (z,9)* = |V(z,y + 27 R) %, (3.50)
la probabilidad de encontrar a la particula es la misma en ambos puntos.

La direccién en z no tiene ningin cambio. Como la direccion de y ahora se ha con-
vertido en un circulo de circunferencia 27 R, se considera que la particula confinada

en el pozo se mueve sobre la superficie de un cilindro, como en la figura 3.6.

En el caso bidimensional, la ecuacién de Schréodinger se convierte en

12 92 92
- — (@ + a—y2> U(z,y) = EV(z,y). (3.51)

2m

Aplicando separacion de variables, con W(x,y) = ¢ (x)¢(y), la ecuacion 3.51 toma la

forma

R 1 PY(x)  RE 1 9*(y)

Tomd) 02 amely) o (3.52)

Los términos dependientes de x y de y deben ser constantes y se puede obtener la

solucién para cada direccion por separado. En la direccién x se tienen las mismas
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condiciones que en un pozo unidimensional donde la solucién tiene las condiciones
de frontera de que debe anularse en los extremos, es decir ¢¥)(x = 0) = ¢(z = a) = 0,

por lo tanto la soluciéon a las eigenfunciones en x es

() = ¢, sin %, (3.53)

donde ¢ es la amplitud y n = 1,2, 3, ... es un nimero entero. En la direccion y, ya
no es necesario que la solucion se anule en los extremos, pues al aplicar periodicidad
espacial en la funciéon de onda no existe algo parecido a un extremo, en su lugar, la
condicion de frontera viene del hecho de que y al igual que y + 27 R representan el

mismo punto, por lo tanto la soluciéon debe cumplir que
o(y) = o(y + 27 R). (3.54)
Tomando esto en cuenta, la soluciéon para ¢(y) queda como

os(y) = as sinﬂ + by cos °Y

— 3.55
: Y (3.55)

donde a, y bs son amplitudes y s = 1, 2, 3, ... es un niimero entero. La solucién general

queda entonces como

U(x,y) = Z ¢y, Sin nre {as sin % + bs cos ﬂ} , (3.56)

(3.57)




Capitulo 4

Resultados y discusion

Ahora se extienden los resultados ya reportados de maquinas térmicas cuanticas
unidimensionales a un entorno bidimensional, con multiples niveles de energia y
ademas introduciendo periodicidad espacial en las dimensiones. También se hace un
anélisis sobre las ecuaciones ya reportadas por ( ) para una
MTC unidimensional con miiltiples niveles de energia, y se encuentran combinaciones
de expansion isotérmica y expansion total del pozo que producen un mismo trabajo

pero de manera més eficiente.

4.1. MTC en un pozo de potencial infinito bidimen-

sional

Consideremos una particula de masa m confinada en un pozo de potencial infinito
bidimensional cuadrado de longitud L. En principio, las longitudes del pozo en ambas

direcciones son iguales, pero es necesario hacer la distinciéon desde ahora como L, y L,

34
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en las direcciones x y y, respectivamente. La ecuacién de Schrodinger independiente

del tiempo del sistema es

—m<y o2

92 8y2> U(z,y) = E¥(z.y) (4.1)

2m

donde U(z,y) debe satisfacer las condiciones de frontera adecuadas para anular la

funcién en las cuatro paredes del pozo

(0 <2< Ly,0)=T(0<a< Ly, L,) =0, (4.2)

U(0,0<y<Ly,)=U(Ly,0<y<L,) =0. (4.3)

La solucion general de la ecuacion 4.1 se puede expresar como una combinacion lineal

de eigenfunciones ¢, s(x,y) y de eigenenergias E, :

4
mwh? [(n?2  §?
E,,= 5 (L—g% + L_?;) ., n,s=1,23,... (4.5)

Entonces la soluciéon general a la ecuacion 4.1 queda como

U(z,y) = D nstns(z,y), (4.6)

n,s=1

donde los coeficientes a, s satisfacen la condicién de normalizacion

Z |an,s|2 =1 (47)

n,s=1
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Con base en estos coeficientes y las eigenenergias de cada estado, se obtiene el valor

de expectacion del Hamiltoniano

) 27T27i2 n? g2
E=> lansBus= ) lans/’5— L—%+L—§ , onys=1,2,3,...  (4.8)

2m
n,s=1 n,s=1

4.1.1. Procesos termodinadmicos cuanticos en una MTC bidi-

mensional

Siguiendo la metodologia descrita en la seccion 3.2, a continuacién se obtienen las
expresiones de fuerza y el trabajo de los procesos isotérmicos y adiabaticos cuanticos

involucrados en una MTC bidimensional que realiza el ciclo de Carnot.

En nuestro pozo bidimensional, suponemos que una sola de las cuatro paredes del
pozo, digamos la pared ortogonal al eje x, en x = L,, puede moverse como un piston
en un cilindro de dos dimensiones de un sistema termodinamico clasico. Si se le per-
mite a esta pared moverse una cantidad infinitesimal dL,, entonces de las ecuaciones
4.4y 4.6 podemos ver que la funcion de onda U(x,y), los eigenestados ¢, s(z,v), y
los niveles de energia E, ¢ todos cambian como funcién de L,. Como consecuencia,
el valor de expectacion del Hamiltoniano E(L,) también cambia infinitesimalmente
(véase ecuacion 4.8). Al igual que el caso unidimensional, es natural definir la fuerza
sobre la pared del pozo de potencial como la derivada negativa de la energia (

, ). Entonces, la fuerza F' ejercida sobre la pared del pozo esta dada
por

dE(Ly)

F= —— (4.9)

Es necesario resaltar que en el analisis que aqui se presenta, se considera una MTC
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en la que solo una de las direcciones del pozo se expande y contrae, mientras que la
otra se mantiene con longitud constante. También, se toma en cuenta que la solucion
en la direccion constante, al igual que la eigenenergia correspondiente a esa direccion
se mantendré en el estado base. En este caso en particular, la longitud L, cambiara
y la longitud L, = L se dejara constante, manteniendo a la particula en el estado

base s = 1 (véase ecuacion 4.8).

Basandonos en la fuerza descrita por la ecuacion 4.9, ahora podemos definir los dife-
rentes procesos termodindmicos cuanticos necesarios para realizar un ciclo cuantico
de Carnot. Primero, queda claro de las ecuaciones 4.8 y 4.9 que la fuerza ejercida

sobre la pared es

2 o| TH?
F(Ls) = | D n?lan (La)P | ——. (4.10)
n=1 x

donde a,,; corresponde al coeficiente con indices s = 1 y n, para un pozo de longitud

L, en el eje x y L, = L en la direccion y.

Durante el proceso adiabatico cuantico, en el cual el sistema debe permanecer en
equilibrio, sin transicién entre estados y con los coeficientes a, 1 constantes a lo largo

del proceso, la expresion de la fuerza queda como

2 o| TR
Faai(Le) = | > n’lana(Ls,) (4.11)
n=1

mL3’

donde a,, 1 (L,,) es el coeficiente con indices s = 1 y n correspondiente al estado inicial
del sistema con longitud L,, durante el proceso adiabatico. Calculando el trabajo en
un proceso adiabético desde la longitud inicial L, hasta la longitud final L, , se

obtiene que

— 2h? [ 1 1
Wadi = [Z n2|an,1(in)|2] m (L_2 - L_2> . (412)
s a:f

n=1
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Para el proceso isotérmico se sigue el mismo procedimiento de la seccion 3.2. La
transicion entre estados implica que los coeficientes a,; cambiaran en funcion de L,
respetando la condicién de normalizacion de la ecuacion 4.7. El valor de expectacion
del Hamiltoniano debe mantenerse constante durante la transiciéon desde L,, hasta
alguna longitud L,. Tomando la ecuacion 4.8 para E(L,;) en la condiciéon inicial,
e igualandola con E(L,) durante la transicion, se obtiene la restriccion de longitud

para el proceso isotérmico en el pozo bidimensional,

221:1 n?|ans(Ls)[?
00 Ly, 2 00
Zn,szl n2|an,S(in)|2 + (Tz> Zn75:1 52 [lan,S(in)lz - |an7S(L:r)|2}

L2

xi*

L? =

x

(4.13)
Aplicando la condiciéon de normalizacién de la ecuacion 4.7 y s = 1, esta expresion

se reduce a

oo 2 L 2
12 = Zamt L)l s (4.14)
Zn:l n2|an,1(Lmi)|2 '

Notamos que el hecho de condicionar la direcciéon y solo al estado base con s =1 se
obtiene una restricciéon en la longitud de expansion muy parecida a aquella del caso

unidimensional expresada en la ecuacion 3.18.

La fuerza Fj,, ejercida en la pared durante el proceso isotérmico se obtiene sustitu-

yendo L2 de la ecuacion 4.14 en la ecuacién 4.10, de modo que

- 2 2| TR
Fiso(Ly) = zn:n ’a/n,l(in” m (4.15)
De acuerdo a esta fuerza, el trabajo realizado durante el proceso isotérmico desde

una longitud L,, hasta L, ;08

> 7T2h2 Laj .
VVz‘so = !Z n2|an,1(in)|2] ml>2 In (L f) . (4'16)
n=1 Zi r

i
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Comparando la maquina térmica cuantica unidimensional y la bidimensional a través
de las ecuaciones de fuerza adiabatica (3.16 y 4.11), trabajo adiabatico (3.17 y 4.12),
fuerza isotérmica (3.19 y 4.15), trabajo isotérmico (3.20 y 4.16) y las restricciones
de longitud para el proceso isotérmico (3.18 y4.14) notamos como al condicionar
la direccién y al estado base s = 1, o incluso a cualquier valor de s constante, la
méquina térmica cuantica bidimensional presenta el mismo comportamiento que la

unidimensional.

4.1.2. MTC de Carnot bidimensional de dos estados.

Anteriormente, reproducimos el caso mas simple de una MTC con dos estados, ahora
extendemos nuestro anéalisis al caso bidimensional, con una particula confinada en
un pozo de potencial infinito bidimensional cuadrado de ancho inicial L, 4. Solo se
toman en cuenta los primeros dos niveles de energia disponiblesconn =1,2y s =1,
de esta manera, la condicién de normalizaciéon en la ecuaciéon 4.7 se convierte en
la11]? + |ag1|* = 1. Siguiendo el ciclo de Carnot, el primer proceso corresponde a
una expansion isotérmica partiendo el estado base con n,s = 1. La restriccion de

longitud durante la expansion se tiene de la ecuacion 4.14 y queda como

L2 = (la11]* + 4]az,1?) L2 4. (4.17)

La méaxima expansiéon ocurre cuando la particula hace la transicién completa desde

el estado base con |a;1|> = 1y Jag1|*> = 0, hasta el primer estado excitado con

lai, 2=0y |a2?1|2 = 1, por lo que la expansion maxima se tiene en L, = L, = 2L,4.
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Calculando el trabajo realizado en este proceso se obtiene

m2h?

Wap = —5—
mL;,

In (2). (4.18)

Notamos que el trabajo realizado en este proceso es el mismo que el del caso uni-
dimensional en la ecuaciéon 3.22. Esto debido a que las expresiones de fuerza (3.19
y 4.15) y trabajo (3.20 y 4.16) resultan ser practicamente las mismas en ambos

Casos.

Siguiendo el mismo desarrollo que el caso unidimensional que se ve desde la ecua-
cion 3.23 hasta la 3.28, se realiza el ciclo expandiendo el sistema adiabaticamente
hasta L,c = aL,p, después comprimiendo isotérmicamente hasta L,p = L,c/2 v,
finalmente, comprimiendo el sistema adiabéticamente hasta la longitud inicial L, 4.

Calculando el trabajo total W realizado a lo largo del ciclo y la eficiencia 1), se obtiene

que
m2h? 1
W= In2)(1-— 4.1
) (1- ). (4.19)
1 L.\’
77:1_?:1_4<LA>, (4.20)
zc

respectivamente, donde L, = 2oL, , es lalongitud del pozo en su expansiéon méxima
después del proceso de expansion adiabética y « es un nimero real y mayor a uno,

que representa la relacion entre las longitudes L,g y Lo del pozo.
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4.1.3. Generalizacion de la MTC de Carnot bidimensional de

n estados

Ahora consideramos un sistema con una particula confinada en un pozo bidimensio-
nal cuadrado de longitud L, , en el que se pueden acceder a n' eigenestados diferentes
donde s =1yn=1,2,...,n". Tomamos en cuenta que el pozo se puede expandir solo
en la direccion x mientras la direccion y permanece fija. De esta manera la condicion

de normalizacién en la ecuacién 4.7 se convierte en

|CL1.1|2 + |a271|2 + ...+ |an’,1|2 =1, (421)
usando a1 (Ly,) = 1y ag1(Ly,) = ... = ap1(Ly,) = 0, la ecuacion 4.14 queda
como

La: = (|a1’1|2 + 22|(L271|2 4+ ...+ ’7Ll2|an/’1|2) LiA, . (422)

Esto nos da una maxima expansion en L,, = n'L,, cuando la particula hace la tran-
sicién completa desde el estado base ¢ ; hasta el n'-ésimo estado excitado ¢,/ 1. De
¢sta mancra, cl trabajo realizado durante la expansion isotérmica, segin la ecuacion

4.16, queda como

In(n'), (4.23)

justo como el caso unidimensional de n estados en la ecuacion 3.31. Siguiendo el
mismo procedimiento para el caso unidimensional con las consideraciones del bidi-

mensional se obtiene el trabajo realizado en cada uno de los procesos

m2h? 1
Wg.o=—1(1—— 4.24
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Woop = - (n') (4.25)
©-b ma?L2 S '
m2h? 1
Wpos = — R 4.2
b= g ( az), (4.26)

donde L, = n'aL,, es la longitud del pozo en su expansion maxima después del
proceso de expansion adiabatica y o es un ntimero real mayor a uno, que representa
la realcién entre las longitudes L, v L. del pozo. Asi, el trabajo total es

7

T2 h?

D)
mL7

w In(n') (1 - i) , (4.27)

a2

y la eficiencia de la MTC de Carnot bidimensional con n’ estados es

1 Lo\
7]:1——:1—n’2<LA> : (4.28)

2
« zc

lo que muestra que tomando el caso bidimensional con cualquier ntamero de estados,
mientras se siga la consideracion de mantener la longitud y el eigenestado asociado
a una direcciéon del pozo fija y la otra direccion tenga la posibilidad de expandirse y
contraerse, la maquina se comportara de la misma manera que una unidimensional.
También se ve que si se maneja una misma relacion entre la longitud inicial y la
longitud total de expansion (L., v L..), la eficiencia aumenta al manejar un menor
ntmero de estados disponibles, tal como se muestra en las figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4,
se puede ver como con menor niumero de estados disponibles, el area de (L, ,, Ly.)
con eficiencias mayores a 0,9 es mas grande. En cambio, al aumentar el namero de
estados disponibles, esta misma area disminuye y también el area de combinaciones

de longitud inicial y de expansion total posibles.
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r’(LXAaLXC!n:2)

I—xC

Figura 4.1: Mapa de contornos para la eficiencia de de una M'TC con 2 niveles de energia
disponibles en funcién de la longitud inicial L, , y la longitud total de expansion L,...

n(LanLXC !n4)

LxC

Figura 4.2: Mapa de contornos para la eficiencia de de una M'TC con 4 niveles de energia
disponibles en funciéon de la longitud inicial L, , y la longitud total de expansion L, .
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Figura 4.3: Mapa de contornos para la eficiencia de de una M'TC con 6 niveles de energia

disponibles en funcién de la longitud inicial L, , y la longitud total de expansion L,...

r](LxA,LXC,n=8)

l—xA

09

08

07

06

Figura 4.4: Mapa de contornos para la eficiencia de de una M'TC con 8 niveles de energia

disponibles en funciéon de la longitud inicial L, , y la longitud total de expansion L, .
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4.2. MTC en un confinamiento toroidal

Ahora consideramos que el pozo de potencial infinito bidimensional cuenta con pe-
riodicidad espacial en la funcién de onda en ambos ejes, esto se tiene al introducir

las condiciones

U(z,y) = (z+ 277,y), (4.29)

U(z,y) = (z,y + 27 R) (4.30)

para asi expresar en la funciéon de onda que ésta debe ser igual cada 27r en la
direccion x y cada 27 R en la direccion y, andlogo a la circunferencia de un circulo de
radio r en x y a la circunferencia de un circulo de radio R en y. El resultado de estas
dos periodicidades espaciales en la funcién de onda se pude ver como la superficie
de un toro de radios R y r, como se muestra en la figura 4.5, donde se tiene como
condicion que R > r, pues R se considera como la distancia desde el centro del toro
hasta el centro del tubo del toro, mientras que r es el radio interior del tubo.

y y

z

2rR % -~y 2rR

m——
o

Figura 4.5: Pozo bidimensional con radios de periodicidad r en la direccién  y R en la
direccion y (Zwichach, 2004).
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La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo estéa dada por la ecuacion 4.1.
Por separacion de variables, la solucion se puede escribir como ¥(z,y) = ¢ (x)¢(y),
donde las condiciones de frontera ya no implican que la funcién de onda se anule
en los extremos, sino que ahora, debido a la periodicidad, las nuevas condiciones

son

U(x) = (x + 27r), (4.31)

¢(y) = ¢y + 27 R) (4.32)

Resolviendo el sistema con dichas condiciones, tal como en la ecuacion 3.55, se ob-

tienen las soluciones correspondientes a cada variable, de modo que

k k
V() = agsin (;) + bycos (;) , k=1,2,3,.. (4.33)

di(y) = ¢sin <%> + dycos (%) , 1=1,2,3,... (4.34)

La solucion general W(z,y) se expresa como la combinacion lineal de eigenfunciones

Ui i(z,y) = Yr(x)di(y) y de eigenenergias Ej;, dadas por

U(z,y) = Y aptn(z)di(y), (4.35)
k=1
2N (1)

Epi=-—1|- = 4.

T om [(r) + (R> (4:36)
El valor de expectacion del Hamiltoniano es
) NN A A

E = api|“Er; = ag|“— - + (= , 4.37
kal::l| kil B I;l::l| k| o <r> <R> (4.37)
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donde los coeficientes ay; cumplen con la condicién de normalizacion

o
> ar* = 1. (4.38)

k=1

Ahora, se hace el mismo desarrollo de la MTC bidimensional de la seccion 4.1 para el
cazo de la MTC toroidal. Primero, se obtienen las expresiones de la fuerza y el trabajo

para los procesos isotérmicos y adiabéticos cuanticos necesarios en este caso.

En lugar de tener cuatro paredes, como en el pozo de potencial bidimensional in-
finito, tenemos la superficie de un toro, como en la figura 4.5, en la que podemos
expandir o comprimir el drea de la superficie a través de los radios r y R. Suponemos
que podemos expandir uno de los radios, digamos r, una cantidad infinitesimal dr,
entonces, al igual que en el caso bidimensional, la funcién de onda ¥(z,y) y el valor
de expectacion del Hamiltoniano £ también cambian infinitesimalmente. Definimos

de esta manera la fuerza F' ejercida para expandir el radio r como

_dE(r)
F=-— (4.39)

Para este anélisis, al igual que el caso bidimensional, se considera un MTC en la que
solo el radio r se expande y contrae, mientras que el radio R se mantiene constante,
y la solucion ¢(y) se mantiene en el estado base con [ = 1. Basandonos en esta

definicion de la fuerza, resulta entonces que

h?

e (4.40)

E(r)= | kFlaga(r)]
k=1

donde los ag 1(r) corresponden a los coeficientes con indices k y [ = 1, para un pozo

toroidal de radios R constante y 7 en expansiéon y compresion.
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Se sigue el mismo procedimiento y consideraciones que el caso bidimensional de la
seccion 4.1 y se obtienen las expresiones de fuerza F,4; v trabajo W,4 para un proceso

adiabatico, esto es,

[o¢] hQ
_ 2 2
Fagi(r) = ;;:1 k=|ag (1)) s (4.41)
> (1 1
Wi=§k2 I — = — = . 4.49
Ad 2 |ak,1(7’)| o 7’¢2 rj% ( )

De la misma manera, se obtienen las expresiones para el proceso isotérmico al igual
que las restricciones de expansion y compresion sobre el radio r. La restriccion de
radios durante la expansion isotérmica entre un radio inicial r; y algin radio r, se
obtiene igualando la ecuacion 4.37 para ambos valores de radio, de modo que la

restriccion completa de radios en expansion es

2 Zg?l:l kzlak,l(T”Q

e R - 7, (4.43)
Sonims FPlara(r)12 + (%) 2n=n 2 [lawa(ri) |2 = lawa(r) 2]

1

aplicando la condicion [ = 1, que es nuestro caso, y la condiciéon de normalizaciéon de

la ecuacion 4.38, la expresion se reduce a

o k2 ) 2
P2 — >k kak(r)] .2 (4.44)

= re.
o0 1
> K2 laka(ri)]?
La fuerza Fj,, ejercida sobre la superficie durante el proceso isotérmico se obtiene
sustituyendo 72 de la ecuacion 4.44 en la ecuacion 4.40, de modo que

h2

mrir’

Fio(r) = | Y klar (i) (4.45)
k=1

y el trabajo W;,, realizado en el proceso isotérmico desde un radio inicial r; hasta
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un radio final 7 es

mr; T

Wiso = Z K ar ()| —n (r—f> : (4.46)
k=1

4.2.1. Generalizacion de una MTC de Carnot en un confina-

miento toroidal de n estados

Consideramos un sistema con una particula confinada a la superficie de un pozo de
potencial infinito con forma toroidal de radio interior r4 y exterior R. Tomamos en
cuenta que se pueden acceder a n eigenestados diferentes donde l =1y k=1,2,...,n,
y que el pozo puede modificar su superficie expandiendo solo el radio interior r
mientras que el radio R permanece fijo. De esta manera la condicién de normalizacion

en la ecuacion 4.38 se convierte en

|CL171|2 + |(1271 2 —+ ...+ |(ln71 2 = 1, (447)
usando ay 1(ra) =1y asi(ra) = ... = an1(ra) = 0, la ecuacion 4.44 queda como
7’2 = (|a171 2 + 22|a2,1|2 + ...+ ’I’L/2|an/71|2) 7“2‘, (448)

Esto nos da una maxima expansion en rg = nr4 cuando la particula hace la tran-
sicion completa desde el estado base W, ; hasta el n-¢simo estado excitado ¥, ;. De
esta manera, el trabajo realizado durante la expansion isotérmica, segtin la ecuacion

4.46, queda como
hQ
Wa_p= ) In(n), (4.49)
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bastante parecido al caso unidimensional de n estados en la ecuaciéon 3.31. Siguiendo
el mismo procedimiento para el caso unidimensional con las consideraciones del toro,
se obtienen los trabajos realizado en cada uno de los procesos del ciclo, los cuales

estan dados por

Wyoe o (12 (4.50)
PO omr? a?)’ ©
Woop=——T" la) (4.51)
C—-D — mazri ) .
h? 1
A= — 1—— 4.52
W 2mr3( QQ), (452)

donde r¢ = nary es el radio interior del toro en su expansion total después del
proceso de expansion adiabéatica y a es un numero real mayor a uno, que representa

la relacion entre los radios rg y ro. Asi, el trabajo total es

W=7 ) (1 - i) , (4.53)

y la eficiencia de la MTC de Carnot en un confinamiento toroidal con n estados

es

1 TA 2
=l-—==1-n*(= 4.54
77 062 n (rc) ) ( )

lo que muestra que, al igual que el caso bidimensional en la ecuacion 4.28, el com-
portamiento es bastante parecido a aquel de una MTC unidimensional con multiples
estados. También se ve que en caso de mantener una misma relaciéon entre el radio
interior inicial y el radio de expansion total (r4 y 7¢), la eficiencia de la MTC toroi-
dal aumenta al reducir el nimero de estados accesibles para la particula, tal como

se ve en las figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 para el caso bidimensional tomando en cuenta
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que ambas ecuaciones de eficiencia (4.28 y 4.54) tienen la misma forma. Entonces,
para el caso de una MTC de Carnot en un confinamiento toroidal también se cumple
que al disminuir el niimero de estados disponibles n, el ntimero de combinaciones
(ra,rc) con eficiencias mayores a 0,9 aumenta, mientras que, al aumentar el nimero
de estados disponibles, estas mismas combinaciones con mayor eficiencia disminuyen

al igual que las combinaciones de radio interior inicial y de expansion total posibles.

4.3. Expansion 6ptima para una MTC de Carnot

unidimensional con multiples estados

Del trabajo de ( ), tenemos que, para una MTC de Carnot
unidimensional de miltiples estados, las ecuaciones de eficiencia 1 y el trabajo W

generado, que se desarrollan y detallan en la seccion 3.4.1, son

k2
wh? [ k?

respectivamente.

Haciendo un analisis a las ecuaciones 4.55 y 4.56 se obtiene lo siguiente. Dado un
naumero fijo de estados disponibles n, y considerando una expansién completa del
pozo hasta Lo = nal 4, se puede encontrar un valor de k' < n para la expansion
isotérmica desde L4 hasta Ly = k'L 4 que genere el mismo trabajo que el caso de una

expansion isotérmica maxima hasta Ly = nlL 4. Para esto, se evalta la ecuacion de
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trabajo 4.56 para k = n (caso de expansién isotérmica maxima), y para k = k' (caso

de expansion isotérmica menor). Al igualar estas expresiones, se obtiene que

12

1 k
ll - ?] Inn=|1- o In &, (4.57)

y se resuelve numéricamente para k'.

En la figura 4.3, se muestran los mapas de contornos para la eficiencia 1 y el trabajo
W en los casos de una MTC con n = 3 y n = 5. Se encontr6 que la eficiencia y
el trabajo no dependen de la misma manera de que tanto se expande el sistema

isotérmicamente (k) o que tanta es la expansion completa al llegar a Lo ().

Es posible ser mas eficiente, como se muestra en las figuras 4.3a y 4.3b, si se reduce la
expansion isotérmica (menor k) mientras se incrementa la expansion total del pozo

al llegar a Le (mayor o), pero esto no aplica igual para el trabajo W generado.

Primero, para valores fijos de n y « en los mapa de color del trabajo (véanse figuras
4.3by 4.3d), al seguir las isocurvas que llegan al extremo derecho, es posible encontrar
un valor k' < n que genera el mismo trabajo que el caso de k = n (expansion
isotérmica maxima). Mas atn, de lo mapas de contornos de eficiencia (véanse figuras
4.3ay 4.3¢), resulta que ese valor de k' < n, con los mismos valores para a y n, es
mas eficiente que el caso de k = n. Esto significa que hay una combinacién 6ptima
de expansion isotérmica hasta Lg = k'L 4 y de expansion total Lo = nalL 4, dado el

ntmero de estados disponibles y el trabajo que se desea generar.

También se observa, por comparacion, que al aumentar el ntiimero de estados dispo-
nibles (mayor n), los valores posibles de «, con los que se puede encontrar un valor

de k' < n que genere el mismo trabajo pero de manera maés eficiente, también au-
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mentan. Esto se puede ver con la curva verde de la figura 4.3b, que indica que, para
valores fijos de @ > 1,6 no existe valor & < n que cumpla con la condicién que nos
interesa (mismo trabajo pero de manera maés eficiente), mientras que la curva roja de

la figura 4.3d muestra como ya aparecen valores de k' < n que si la cumplen.
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Figura 4.6: Los mapas de contornos (a) y (b) representan eficiencia 7 y trabajo W, res-
pectivamente, como funcién de « y k para una MTC con 3 niveles de energia disponibles
(n = 3). La linea verde representa las combinaciones de (o, k' < 3) que producen el mismo
trabajo, con « fija, que las combinaciones (o, k = 3) de expansion isotérmica maxima. Los
dos puntos verdes en (b) senalan dos combinaciones, una con k' < 3 y otra con k = 3,
ambas con un valor fijo & = 1,4 (linea blanca), que generan el mismo trabajo, pero de
(a) es claro que el punto en k' < 3 es mas eficiente. Los mapas de contornos (¢) y (d)
representan n y W, respectivamente, como funcién de a y k para una MTC con 5 niveles
de energfa disponibles (n = 5). La linea roja representa las combinaciones de (a, k' < 5)
que producen el mismo trabajo, con « fija, que las combinaciones (a, k = 5) de expansion
isotérmica maxima. Los dos puntos rojos en (d) sefialan dos combinaciones, una con k' < 5
y otra con k = 5, ambas con un valor fijo @ = 1,4 (linea blanca), que generan el mismo
trabajo, pero de (a) es claro que el punto en k' < 5 es mas eficiente.



Capitulo 5

Conclusiones

Se propuso un pozo de potencial infinito con geometria toroidal y se resolvi6é anali-
ticamente la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para una particula
confinada en este sistema, encontrando las eigenfunciones y eigenenergias correspon-
dientes. También se logré obtener las expresiones generalizadas de fuerza, trabajo y
restricciones en longitud (y radio) para méquinas térmicas cuanticas de Carnot en
sistemas cuanticos con superposicion de n estados. Especificamente, para el sistema
de una particula confinada en un pozo bidimensional cuadrado de potencial infinito y
un pozo toroidal de potencial infinito. Finalmente, para estos sistemas, se obtuvieron
las ecuaciones de eficiencia correspondientes, encontrando que bajo las consideracio-
nes propuestas, ambos sistemas presentan un comportamiento semejante al de una
MTC unidimensional de n estados reportado por ( ). Un
resultado importante que revelan las ecuaciones es que al trabajar con sistemas con
multiples estados, si se mantiene una misma relacion entre las longitudes originales
y las longitudes de expansion final de los sistemas, la eficiencia aumenta al reducir

el namero de estados disponibles para la particula confinada.
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Se consiguié un resultado importante a partir de las ecuaciones para una MTC de
Carnot unidimensional con miltiples estados, reportadas por

( ), donde se obtuvo que existe una combinacion 6ptima, de expansion isotérmica
y expansion total del pozo, para obtener una misma cantidad de trabajo de manera

més eficiente al mantener el sistema en superposiciéon la mayor parte del ciclo.

Trabajo a futuro

Se contempla ahora la posibilidad de acoplar ciclos en una MTC, de modo que
se pueda aprovechar la expansion de la direccién que en este trabajo se mantiene
constante para manejar dos ciclos termodindmicos al mismo tiempo. También se
puede seguir y ampliar el desarrollo obtenido considerando particulas con espin,
como en el trabajo reportado por ( ) e introducir el fenémeno de

superposicion de estados en la particula a lo largo de los ciclos.

Otra area a desarrollar en el futuro puede ser el anélisis profundo de otras geometrias
para pozos, tal como el cilindro, y ver como afecta la periodicidad de los sistemas en

sus eficiencias.
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