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Resumen

Se propone una estrategia para resolver los problemas de regulacion y seguimiento de trayec-
torias en un sistema mecanico de dos grados de libertad (2GDL) del tipo masa resorte amor-
tiguador, el cual presenta el fenomeno de holgura mecénica, también conocido como back-
lash, ademas de incertidumbres paramétricas y medicioén parcial del vector de estado. El

disefo del controlador se divide en dos etapas.

En la primera se asume que se cuenta con la medicion de todos los estados del sistema, asi
como de los términos de perturbacion. En base a esto, el sistema se divide en un subsistema
actuado y un sistema subactuado; la posicion de la masa actuada se define como la entrada de
control del subsistema subactuado, la cual se disefia como un controlador ideal que resuelve
los problemas de regulacion y de seguimiento de trayectorias para el sistema subactuado.
Finalmente, la entrada de control del sistema actuado se disefa para resolver el problema de
seguimiento de trayectorias considerando como sefial de referencia la sefial de control ideal

para el susbsistema subactuado.

La segunda etapa del disefio del controlador consiste en la propuesta de una estrategia para
implementar el controlador propuesto previamente, la cual se basa en la estructura de control
con compensacion activa de perturbaciones, conocida como ADRC por sus siglas en inglés.
En esta estructura de control se incorporan observadores robustos que se encargan de estimar
las variables de estado, sefiales auxiliares y perturbaciones en el sistema, que permiten la

implementacion del control ideal.

El desempefio del controlador se muestra tanto en forma numérica y experimental, para los
objetivos de control de regulacion y de seguimiento de trayectorias, para dos magnitudes de

la holgura mecénica.



Abstract

We propose a strategy to solve the tracking and regulation problem for a 2DOF underactuated
mass-spring-damper system with backlash on the underactuated joint, parametric uncertain-
ties and partial measurement of the state vector. The design of the controller is divided into
two stages, in the first it is assumed that the full state vector and all perturbations in the sys-
tem are available. The model is divided into an actuated subsystem and one underactuated.
The position of the actuated mass is defined as the control input of the underactuated subsys-
tem, which is designed as an ideal controller that solves the tracking and regulation control
problems for the underactuated mass. Finally, the control input of the actuated subsystem is
designed to solve the tracking problem considering as a reference signal the control signal of
the underactuated subsystem. The second stage solves the problem of the implementation of
the previously designed ideal controller using the active disturbances rejection control struc-
ture (ADRC). Here state observers estimate the non-measured state variables and, at the same
time, estimate perturbations and auxiliary signals for their compensation. The performance

of the closed loop system is illustrated by numerical simulations and experimental results.
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Capitulo 1

Introduccion

El control de sistemas mecanicos subactuados, mecanismos con un numero de entradas
de control menor al nimero de grados de libertad, ha recibido mucha atencién en las ulti-
mas décadas. Esto se debe principalmente a los retos tedricos que presenta asi como a la
aplicabilidad de los resultados en diferentes sistemas como robots, vehiculos aeroespaciales,
vehiculos acuaticos y gruas son algunos ejemplos de sistemas mecanicos subactuados [1],
[2]. Aunque se han propuesto importantes técnicas de control para esta clase de sistemas atn
quedan muchos problemas abiertos ya que, en muchas ocasiones, la solucion se aplica a un
sistema en particular y no se consideran situaciones practicas como la medicion parcial del
vector de estado, la presencia de incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas, o la
presencia de no linealidades fuertes como la friccidon seca, zonas muertas en los actuadores o
el fendmeno de holgura mecanica, conocido como backlash, en las articulaciones del mecan-
ismo. Otros temas de investigacion importantes son la sintesis de modelos adecuados que

permitan la realizacion de controladores que sean factibles para ser implementados [20].

La holgura mecanica es un fendémeno que limita el desempefio de los sistemas de control
ya que introduce errores en estado estable e incluso puede ocasionar la presencia de ciclos
limites o inestabilidad. La holgura mecanica ha sido estudiada desde el afo 1940 y desde

entonces han aparecido muchas propuestas para modelarlo y mitigar sus efectos [21].

Existen diferentes maneras de modelar el fenomeno de holgura mecénica. En [22] se es-
tablece que la holgura mecénica y la histéresis son fenomenos diferentes; sin embargo, en
muchas ocasiones el modelo del fenomeno de la histéresis se utiliza para modelar la holgura
mecanica, lo mismo ocurre con el modelo de la zona muerta [23]. También se han propuesto
modelos dinamicos basados en ecuaciones diferenciales, ver por ejemplo [24], y modelos
basados en aproximaciones suaves de la funcién zona muerta, ver por ejemplo [25], [26].

Sin embargo, en base a la investigacion realizada en esta tesis, se puede decir que a la fecha
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no existe un concenso sobre un unico modelo para la holgura mecéanica. Mas bien, en ca-
da trabajo se adopta o se propone un modelo de la holgura mecénica que permita resolver el

problema de control; esta es la estrategia que se aplica en esta tesis.

En lo que se refiere a la propuesta de algoritmos de control para sistemas subactuados
se puede decir lo siguiente. Algunos algoritmos de control que resuelven los problemas de
control de regulacion y seguimiento de trayectorias, pero que no toman en cuenta situaciones
practicas, como la medicion parcial del vector de estado y la presencia de perturbaciones, se
encuentran en [7], [27], [11] y otras referencias citadas en estos articulos. También se han
hecho propuestas de controladores que producen sistemas en lazo cerrado con cierto grado

de robustez, por ejemplo [8] y [9].

Dos trabajos que abordan el problema de control de sistemas subactuados con holgura

mecanica son [28] y [29].

En [28] basados en la técnica de control H,, se propone un controlador para seguimiento
de trayectorias para una clase de sistemas no suaves que incluyen los fenomenos de friccion
seca y holgura mecanica. El controlador presenta un buen comportamiento al aplicarse al
prototipo 220 de Educational Control Products, denominado emulador industrial. Sin embar-
go, este algoritmo no puede ser aplicado para resolver el problema de regulacion ya que una
condicion necesaria es que la derivada de la sefial de referencia debe ser diferente de cero
casi todo el tiempo. En [29] se propone un controlador basado en H . para resolver el prob-
lema de regulacion para un sistema masa resorte amortiguador de dos grados de libertad,
subactuado, con holgura mecénica en la segunda articulacion y friccion seca. En este caso se
obtienen buenos resultados experimentales, pero este algoritmo no resuelve el problema de

seguimiento de trayectoria.

Una estrategia de control, para sistemas mecanicos completamente actuados, que elimi-
na o reduce significativamente el efecto producido por perturbaciones externas y variaciones

paramétricas, es la llamada estructura de control con compensacion activa de perturbaciones,
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Figura 1. Diagrama a bloques de la estructura de control con compensacion activa de pertur-
baciones.

denominada ADRCS por sus siglas en inglés y que se muestra en la figura 1. Esta estructura
de control incluye un observador robusto para estimar el vector de velocidad, las perturba-
ciones y los términos generados por variaciones paramétricas; el controlador incorpora las
perturbaciones estimadas para eliminar las perturbaciones reales en la planta. Idealmente, si
la estimacion de las perturbaciones es precisa, la estructura de control garantiza, en estado
estable, un error cero en el objetivo de control utilizando algun controlador nominal que con-
sidera a una planta sin perturbaciones, de esta forma se obtiene un sistema en lazo cerrado
con buenas propiedades de robustez. El marco teodrico de esta estructura de control , pruebas

de estabilidad y algunas aplicaciones pueden encontrarse en [30]-[36], y [59].

Debido a las buenas caracteristicas de robustez de la estructura de control ADRCS para sis-
temas mecanicos completamente actuados se espera que pueda resolver, bajo ciertas condi-
ciones, los objetivo de control de regulacion y seguimiento de trayectorias en una clase de

sistemas subactuados inciertos.

En esta tesis se propone una estrategia de control, basados en la estructura de control
ADRCS, para resolver los objetivos de control de regulacion y seguimiento de trayectorias
en un sistema mecanico del tipo masa-resorte-amortiguador, de dos grados de libertad, sub-

actuado, con holgura mecénica en la segunda articulacion, con incertidumbres paramétricas
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y perturbaciones externas, asi como considerando que solo se tiene medicion de las posi-
ciones. Ademas, basados en [37], se propone un modelo suave para la holgura mecanica, el
cual se forma por una funcion lineal y una aproximacion suave de la funcion saturacion, esta

ultima se considera como una perturbacion acotada en el disefio del controlador.

La estrategia de control que se propone se basa en la siguiente pregunta: ;cémo se debe de

mover la masa m; tal que la masa m, siga la sefial de referencia?

El disefio del controlador se lleva a cabo en dos etapas, en la primera la planta se divide
en un subsistema actuado y en uno subactuado y se asume que se cuenta con la medicion
del vector de estado completo y de todos los términos de perturbacion. Para el disefio del
controlador se define a la posicion de la masa actuada como la entrada de control del subsis-
tema subactuado, la cual se disefia como un controlador ideal que resuelve los objetivos de
control de regulacion y seguimiento de trayectorias para la masa subactuada. Finalmente, la
sefial de control del subsistema actuado se disefia para resolver el problema de seguimiento

considerando como sefial de referencia a la sefial de control del subsistema subactuado.

La segunda etapa del disefio del controlador resuelve el problema de la implementacion
del controlador ideal previamente disefiado, la cual se basa en la estructura de control ADRCS.
Aqui se incorporan observadores de estado que se encargan de estimar los estados no medi-
dos, las perturbaciones en la planta y las sefiales auxiliares necesarias para implementar las

sefial de control.

El desempefio de la estructura de control se ilustra tanto en forma numérica como ex-
perimental, para los objetivos de regulacion como de seguimiento de trayectorias, con dos
longitudes de la holgura mecanica, obteniendo errores pequefios en el objetivo de control que

no se han reportado anteriormente.

La organizacion de la tesis es la siguiente. En el capitulo 1 se presenta un resumen de los
conceptos basicos que se utilizan en la solucion del problema de control. En el capitulo 2
se hace el planteamiento formal del problema de control a resolver. La solucion ideal del
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problema de control, en donde se asume que se cuenta con la medicion del estado completo
y de todas las perturbaciones presentes en el sistema se presenta en el capitulo 3, mientras
que en el capitulo 4 se presenta la estrategia para su implementacion experimental basada en
la estrategia de control ADRCS. En el capitulo 5 se presenta el desempeiio de la estrategia
de control que se propone a través de simulaciones numéricas y resultados experimentales
para dos longitudes de la holgura mecanica. Finalmente, en el capitulo 6 se presentan las

conclusiones finales de la tesis y posibles lineas de investigacion futuras.



Capitulo 2

Antecedentes

Un sistema dinamico es aquel cuyo estado evoluciona con respecto al tiempo. Dicha evolu-
cion estd gobernada por un conjunto de reglas, no necesariamente ecuaciones, que especifica

el valor del estado para cada instante de tiempo, dependiendo del estado anterior [43].

Muchos sistemas dinamicos pueden ser descritos por la ecuacion diferencial ordinaria

f:f(t,x,u), (D

donde x € R" es el vector de estado con condicién inicial x(ty), * = dx/dt es la derivada
del vector de estado, u € R™ es el vector de control y f : It x R” x R™ — R es, en general,
un campo vectorial no lineal. Bajo una eleccion del vector de control como u = u(t, x) el

sistema (1) puede ser reescrito en la forma

= f(t,x). (2)

En general, los sistemas dindmicos se pueden clasificar en discretos y en continuos, a su
vez dentro de estas clasificaciones en autdbnomos y no autébnomos. Los sistemas dindmicos
discretos suelen ser descritos por un sistema de ecuaciones en diferencias, mientras que los
sistemas dindmicos continuos son descritos por un sistema de ecuaciones diferenciales. Para
ambos tipos de sistemas, si f(-) del sistema (2) depende explicitamente del tiempo se trata

de un sistema no auténomo, de lo contrario se trata de un sistema auténomo.



Una solucion de un sistema dindmico puede ser constante o variante en el tiempo. A las
soluciones constantes se les conoce también como puntos de equilibrio, mientras que a las

soluciones variantes en el tiempo también se les conoce como soluciones dinamicas.

Los puntos de equilibrio son de mucho interés en la ingenieria de control. Un punto x = x*
en el espacio de estado es un punto de equilibrio de (2) si, cuando el estado inicial del sistema
xg es igual al punto de equilibrio, es decir, vy = z*, entonces la solucidon x = x* permanece
para todo tiempo futuro [42]. Los puntos de equilibrio de (2) son las raices reales para x de

la ecuacion

f(2) =0,

2.1 Existencia y unicidad de soluciones

Ahora se presentan las condiciones para garantizar la existencia y unicidad de soluciones en

el sentido usual.

Teorema 1(Existencia y Unicidad Local)[42] Sea f(t, ) una funcién continua por tramos
en t y satisface la condicion Lipschitz

1f (&) = f &yl < Lile =yl

Vae,y e B={zxeR" ||z —xo| <r},Vte ty,t1]. Entonces, existe alguna 6 > 0 tal
que la ecuacion de estado

x = f(t,z),con x(ty) = xy,

tiene una solucion unica sobre [ty to + ] .

Teorema 2(Existencia y unicidad global)[42] Suponga que f (t,x) es continua por tramos
enty satisface

1 (&) = f &yl < Lile =yl

1S (¢, @o)|| < B,
Va,y € R, YVt € [ty t1] . Entonces, la ecuacion de estado

x = f(t,x), conx(ty) = g



tiene una solucion unica sobre [to, t1] .

Ahora se presenta la definicion de solucion en el sentido de Filippov para el sistema (2), es-
ta definicion es mas general porque considera al campo vectorial f (-) continuo o discontinuo

[60].

Considere el sistema (2), donde f () es continuo por tramos en un dominio G; x € R" es
el vector de estado y M es un conjunto (de medida cero) de puntos de discontinuidad de la

funcién f (-).

Para cada punto (¢,x) del dominio G se define un conjunto F'(¢,x) en un espacio de
dimension n. Si en el punto (¢, z) la funcion f (-) es continua, el conjunto F (¢, x) consiste
de un punto que coincide con el valor de la funcion f (-) en este punto. Si (¢, x) es un punto
de discontinuidad de la funcion f (-), el conjunto F'(t,z) se define de otra forma como
se describe mas adelante. Una solucion de la ecuacion (2) es una solucion de la inclusion

diferencial
e F(ta), 3)

esto es, una funcion vectorial x (t) absolutamente continua definida en un intervalo o un

segmento [ para el cual & (¢) € F' (¢, z) casi en todo punto de /.

Definicion 1(Definicion del convexo mds simple) Para cada punto (t,z) € G el conjunto
F (t,z) es el conjunto convexo cerrado mas pequeiio que contenga todos los valores limite
de la funcion vectorial f (t,z*) para (t,x*) ¢ M, t = cte.

Una solucion de (2) es una solucion de la inclusion (3) con F' (t, x) asi construida. En los
puntos donde la funcién f (-) es continua el conjunto F' (¢, x) consiste del punto f (¢,z),y
la solucion satisface la ecuacion (2) en el sentido usual. Si el punto (¢,z) € M el conjunto

F (t, z) es un segmento, poligono o un poliedro.

Considere el caso donde la funcion f (¢, z) es discontinua en una superficie suave S dada

por la ecuacién ¢ (x) = 0. La superficie S divide al espacio 2 en los dominios Gy G~ . Para
8



un tiempo ¢ constante y para el punto x* aproximandose al punto x € S desde los dominios
Gty G, lafuncioén f (¢, z*) tiene los valores limite
lim f(t,z*) = [~ (t,x),

z*eG™
r*—x

1f t.ax¥) = fT(t.x).
Jm f ) = [T ()

Entonces el conjunto F (¢, x) puede representarse geométricamente como un segmento lineal

uniendo los puntos finales de los vectores f~ (t,z)y f* (¢, z) .

Siparat; <t < ty este segmento cae a un lado del plano P tangente a la superficie S en
el punto x, la solucién para este tiempo ¢ pasa de un lado de la superficie S al otro (ver figura

2).

Si este segmento intersecta al plano P, el punto de interseccion es el punto final de un
vector f° (¢, ) que determina la velocidad de movimiento & = f°(¢,x) a lo largo de la
superficie S en el espacio x (ver figura 3). Esto significa que la funcion x (t) que satisface la

ecuacion
T = fo (t> 1’)

es una solucién de la ecuacion (2) en virtud de la definicion (3). Si fO # f+, fO # f~, atal

solucion se le llama modo deslizante.

2.2 Estabilidad de puntos de equilibrio

Un conjunto especial de soluciones de (2) son los puntos de equilibrio .. Iniciando en un

punto x. en el tiempo %, la solucion de (2) permanecera ahi para todo ¢ > .

Existen varias definiciones de estabilidad, por ejemplo, estabilidad entrada-salida, estabili-
dad de Poincaré, estabilidad de Lagrange, estabilidad de Lyapunov, entre otras. En este traba-
jo se utiliza la estabilidad en el sentido de Lyapunov. Al hablar de estabilidad nos referiremos

a la estabilidad en el sentido de Lyapunov de puntos de equilibrio.



Figura 2. Soluciones que cruzan la superficie S.

Figura 3. Condiciones para la existencia de un modo deslizante sobre S.
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A continuacién se presentan las definiciones de estabilidad en el sentido de Lyapunov [44].

Definicion 2(Estabilidad) El punto de equilibrio v = 0 se dice que es estable si, para
cualquier R > 0, existe una v > 0, tal que si |z(0)|| < r, entonces ||z(t)| < R para
toda t > 0. De lo contrario, el punto de equilibrio es inestable.

Definicion 3(Estabilidad asintdética) Un punto de equilibrio x = (0 es asintoticamente es-
table si es estable, y si ademds existe alguna v > 0 tal que ||z(0)|| < r implica que x(t) — 0
cuando t — oo.

Definicion 4(Estabilidad exponencial) Un punto de equilibrio x = 0 es exponencialmente
estable si existen dos numeros estrictamente positivos a y A tal que

V>0, [la)] < allz(0)] e,

en alguna bola B, alrededor del origen.

Definicion S(Estabilidad global) Si la estabilidad asintotica (o exponencial) se mantiene
para cualquier estado inicial, entonces se dice que el punto de equilibrio es globalmente
asintoticamente (o exponencialmente) estable.

2.2.0.1 Método indirecto de Lyapunov

Considere que el sistema (2) es autonomo y asumir que f(-) es continuamente diferenciable.

Entonces el sistema dindmico puede ser escrito como

T = ﬁ lo=0 z +T.0.5.,
ox

donde 7.0.S son los términos de orden superior de z. Por lo que el sistema se define como

r = Ax, 4)

donde (4) es una aproximacion lineal del sistema no lineal alrededor del punto de equilibrio
(origen).
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Teorema 3(Método por linealizacion de Lyapunov) [44]

e Si el sistema linealizado es estrictamente estable, es decir, todos los valores propios de la
matriz A estan en el lado izquierdo del semiplano complejo, entonces el punto de equilib-
rio del sistema no lineal es asintdticamente estable.

e Siel sistema linealizado es inestable, es decir, al menos un valor propio de la matriz A esta
en el lado derecho del semiplano complejo, entonces el punto de equilibrio del sistema no
lineal es inestable.

e Si el sistema linealizado es marginalmente estable, es decir, todos los valores propios de
la matriz A estan en el lado izquierdo del semiplano complejo, pero al menos uno de
ellos se encuentra en el eje imaginario, entonces no se puede concluir nada a partir de la

aproximacion lineal.

2.2.0.2 Método directo de Lyapunov

El método directo de Lyapunov es la extension matematica de una observacion fisica funda-
mental: si la energia de un sistema mecanico o eléctrico se disipa continuamente, entonces el
sistema, lineal o no lineal, eventualmente debe dirigirse a un punto de equilibrio. Por lo tan-
to, podemos determinar la estabilidad de un sistema examinando la variacion de una funcion

escalar.

A continuacion se presentan algunas definiciones para la utilizacion de este método [44].

Definicion 6Una fincion escalar continua V () se dice ser localmente definida positiva si
V' (0) = 0y, en una bola Bg,

r#0=V(x) >0,
si V (0) = 0y la propiedad anterior se mantiene sobre todo el espacio de estado, entonces

V () es globalmente definida positiva.

Definicion 7Si, en una bola Bpg,, la funcion V (x) es definida positiva y tiene derivadas
parciales continuas, y si su derivada en el tiempo a lo largo de cualquier trayectoria de
estado del sistema (2) es semidefinida negativa, esto es
V(2) <0,
12



entonces se dice que V (x) es funcion de Lyapunov para el sistema (2).

Teorema 4(Estabilidad Local) Si, en una bola Bp,, existe una funcion escalar V (x) con
derivadas parciales continuas tal que

e I/ (z) es definida positiva (localmente en Bp,)
oV (x) es semidefinida negativa (localmente en Bg,) entonces el punto de equilibrio es
estable y si, ademas,

oV (x) es localmente definida negativa en Bp,, entonces la estabilidad es asintética.

Teorema S(Estabilidad Global) Asuma que existe una funcion escalar V' del estado x, con
derivadas continuas de primer orden tal que

e V (x) es definida positiva,
e V (z) es definida negativa,

o V(x) — oo como ||z]| — oc.

entonces el punto de equilibrio en el origen es globalmente asintoticamente estable.

Teorema 6La Salle. Considere la ecuacion diferencial autonoma

&= f(x)

donde el origen v = 0 € R" es un punto de equilibrio. Se asume que existe una funcion
candidata de Lyapunov V () globalmente definida positiva y radialmente acotada tal que

V (z) <0Vz € R
Defina el conjunto ) como

Qz{$6§R”:V(£)zO}.

Si x (0) = 0 es el unico estado inicial en §) cuya correspodiente solucion, x (t), permanece
siempre en () entonces el origen x = 0 € R" es globalmente asintoticamente estable.
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2.3 Estabilidad de sistemas perturbados

Considere el sistema con perturbaciones denotadas por & (¢, x)

jj:f(t,.%)—l—f(t,al), (5

donde f : [0,00] x D — R"y & : [0,00) x D — R" son funciones continuas por tramos en ¢
y localmente Lipschitz en x en [0, 00) x D,y D C R" es un dominio que contiene el origen

x = 0. Se considera al sistema (5) como una perturbacion del sistema nominal
i=f(tx). (6)

La mayoria de las veces no se conoce con exactitud el término & (¢, x) , sin embargo, se puede

conocer cierta informacion, por ejemplo la cota superior de ||£ (¢, z)|| .[42]

2.3.1 Estabilidad de sistemas con perturbaciones desvanescentes

Se dice que una perturbacion es desvanescente si £ (¢,0) = 0. Suponga que x. = 0 es un
punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal (6), y sea V' (¢, z) una

funcion de Lyapunov que satisface

allz]? < V() <el|, (7)
oav oV 9
- L 2 < —
5 T (o) < ol ®)
oV
'% < eyl )

para todo (¢, x) € [0, 00] X Dy para algunas constantes positivas ¢y, ca, ¢3 y ¢4. Suponga que

el término de perturbacion & (¢, x) satisface el acotamiento de crecimiento lineal
1€, 2)|| < olflefl, ¥t =0, Vo €D, (10)
donde o es una constante positiva que satisface
€3

o< —. (11)
Cy
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Se tiene el siguiente resultado [42].

Lema 1Sea x. = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal (6).
Sea V' (t, z) una funcion de Lyapunov para el sistema nominal que satisface las condiciones
(7) a (9) en |0, 00) x D. Suponga que el término de perturbacion & (t, x) satisface (10) y (11).
Entonces, el origen es un punto de equilibrio asintoticamente estable del sistema perturbado
(5). Ademas, si todas las condiciones se satisfacen en forma global, entonces el origen es
globalmente asintoticamente estable.

2.3.2 Estabilidad de sistemas con perturbaciones no desvanescentes

Cuando no se sabe si £ (t,0) = 0 es posible que el origen . = 0 ya no sea un equilibrio del

sistema perturbado (5).

Lo mejor que se puede esperar es que la solucion z (¢) permanezca en una vecindad del

origen, si la perturbacion es pequefia en algin sentido.

Supongase que el origen del sistema nominal (6) es exponencialmente estable. Entonces

se tiene el siguiente lema [42]

Lema 2Sea x. = 0 un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema nominal
(6). Sea V (t,x) una funcion de Lyapunov del sistema nominal que satisface (7) a (9) en
[0,00) X D, donde D = {x € R" |< r}. Suponga que el término de perturbacion satisface

let ) <6< 2 [Zor
Cy Cy

para todat > 0, toda x € D,y alguna constante positiva 6 < 1. Entonces, para toda
|z (to)|| < \/c1/car, la solucion x (t) del sistema perturbado (5) satisface

[z (@) < kexp[=y (t —to)] ||z (to)ll,  Vio <t <to+T,

lz@®I <b, — VExto+T,
para algun tiempo finito T, donde

C1
Co
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262
_ G [ed
b= cs\ e 0
2.4 Estabilidad de una clase de sistemas de segundo orden

con estructura variable

Ahora se muestra la estabilidad de una estructura de segundo orden presentada en [57], la cual
es util para demostrar la estabilidad de los observadores de estado utilizados en el presente

trabajo.

Considere el siguiente sistema de segundo orden
21 = 29, (12)
Zo = —az — bz +E&(t) —csign(z),

donde a y b son constantes positivas, £ (t) es una perturbacion externa acotada

€] < p,

p es una constante, ¢ es un parametro de control y sign (+) es la funcion signo. Defina una

matriz A de la siguiente forma

0 1
A= { b ] : (13)
y una matriz P
P {pn P12 ] 7 (14)
P12 P22
que es la solucion de la ecuacion de Lyapunov A” P + PA = —1, donde I es la matriz iden-

tidad. Las propiedades de estabilidad del sistema (12) se resumen en el siguiente teorema.
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Teorema 7Para el sistema (12), si

2 3
. 2ap Amax (P) ’
6 Amin (P)

para algin 0 < 0 < 1, Apax (P) ¥ A (P) son las valores propios maximo y minimo de la
matriz P. Entonces el origen del espacio de estado es un punto de equilibrio exponencial-
mente estable en el sentido de Lyapunov, en forma global.

Proof. La demostracion se divide en dos partes; primero se define un sistema nominal con
¢(t) = 0, y se prueba estabilidad exponencial del origen usando herramientas para sis-
temas con estructura variable. Después, se encuentran las condiciones sobre ¢ tal que las

propiedades de estabilidad se mantengan para el sistema perturbado.

El sistema nominal de (12) esta definido por

21 = 2, (15)

29 = —azy — bz — csign(zy).

Se puede demostrar estabilidad asintotica del origen del sistema (15) utilizando la funcion

de Lyapunov

1 1
V= iazf + §z§ + ¢ |z

cuya derivada esta dada por
V= —bz3,

que es semidefinida negativa y aplicando el teorema de invarianza para sistemas discontin-
uos presentado en [58] se concluye que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente
estable. Sin embargo, la demostracion que a continuacion se presenta ayuda a visualizar las

propiedades de robustez del sistema (12).
17



El sistema (15) tiene dos estructuras: Sy para z; > 0,

=29
512 . ’
Zo = —az; — bzg — ¢,
y Sy paraz; <0
U1 = U
522 . ’
U9 = —av; — bvy + ¢

Cada estructura tiene un punto de equilibrio; para Sy su equilibrio es Zg, = (—c¢/a,0) y para
Sy es Zg, = (c/a,0). Note que estos equilibrios se ubican en la regién donde la dinamica del

sistema estd dada por la otra estructura (S; para Zg,, Sy parazg,).

Cada punto de equilibrio es exponencialmente estable con las siguientes funciones de Lya-

punov:
Para S
2
Vs, (2) = 2TPz42:TPy+ (g) P, (16)
. 2
Vs, () = Ty - 22T7 — (2) , (17)
y para S
Is 2
Vs, (2) = 2TPz—2:7Py+ (5) Pi1, (18)
. 2
Ve, (2) = —2T24 27y (2) , (19)

dondey = [ ¢/a 0 }T.

Aplicando el criterio dado en [9] para probar la existencia de modos deslizantes se con-

cluye que la superficie de discontinuidad dada por z; = 0 no es una superficie deslizante.

Note también que las soluciones cruzan la linea z; = 0 del cuadrante II al cuadrante I, y

del cuadrante IV al cuadrante I11.
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Ahora considere las funciones Vs, (2), Vs, (2) y sus derivadas. Estas funciones se inter-
sectan en el origen y toman el valor Vs, (0) = (¢/a)” py1, parai = 1, 2. Defina dos vecindades

del origen, (). conradio € > 0, y {2 que se define de la siguiente forma

QB = QlUQQ,
= {veR v >0,V (v) <A},
Q = {veR| v <0,V (v) <B},

donde 5 > (¢/ a)2 p11. Finalmente, defina una vecindad 25 con radio § < ¢ (6 puede depen-

derdecy ;6 (g, 9)) tal que 25 C Qp.

Defina un conjunto de tiempos 7' = {t1, ta, ..., t;,...}, en estos tiempos se presentan las

conmutaciones de estructura. Se asume que ¢y < t; < t < ... donde ¢, es el tiempo inicial.

Si ||z (to)|| < 0y z(ty) € Q C Qp para alguna k = 1,2 (la k — ésima estructura esta
activa), entonces el primer cambio de estructuras se presenta en ¢;, y debido a que ng <0,
se tiene que ||z (to)|| > ||z (¢1)]|, entonces Vs, (2 (to)) > Vs, (2(t1)). Ahora z(¢;) es la

condicion inicial para la siguiente estructura.

La segunda conmutacion se presenta en t; el sistema pasa de 11 a Q. y ||z (t1)|| >
|z (t2)[, Vs, (2(t1)) > Vs,,, (2 (t2)). En cada instante de tiempo donde se presenta una
conmutacion z; = 0; por lo tanto z, (1) > 29 (t2), y la condicion inicial para la siguiente
estructura es (0, 22 (t2)) . Este fendmeno se presenta para todo ¢; € T por lo que se puede
concluir que Vg, (2 (¢;)) > Vs, (2 (tj42)), es decir, el valor de cada funcion de Lyapunov

disminuye cada que su estructura sale de operacion, ver figura 4.

Entonces las secuencias W1 = {V5, (t1), Vs, (t3), ...} y Wa = {Vs,,, (t2), Vs, ,, (ta),

...} son estrictamente decrecientes y convergen a (¢/a) p11, y también se satisface que ||z (t;41)]] <

2z ()| < -+ < |z (to)]] < 9 < eVt > to, Vi.
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Figura 4. Comportamiento del decremento de las funciones de Lyapunov con respecto al
tiempo.
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Paratodoe > 0y S > (¢/ a)2 p11 se puede encontrar una constante ¢ tal que las trayectorias
iniciando en {25 permaneceran en la vecindad €2, para todo ¢ > t,. De esta manera, el origen

es estable en el sentido de Lyapunov.

Para demostrar estabilidad asintdtica es suficiente notar que

, , c
lim Vg, (¢;) = lim Vs, ,, (t;) = prtE

1—00 i—00

éste es el valor que toman ambas funciones de Lyapunov en el origen, por lo tanto

lim z (t) = 0.

t—o0
Para demostrar estabilidad exponencial note que la solucion en el intervalo de tiempo [to, 1)
decrece en forma exponencial debido a la estabilidad exponencial del equilibrio de cada es-
tructura. Cuando el sistema cambia de estructura, la solucion mantiene su constante de tiem-
po porque ambas estructuras tienen la misma matriz A, por lo tanto, ||v (¢)|| en los intervalos
de tiempo [t;, ;1) estara por debajo de la funcion exponencial que domina a la solucion en

el intervalo [t, t1); entonces el origen es exponencialmente estable.

Finalmente, para demostrar que este resultado es global, note que el punto de equilib-
rio de cada estructura es exponencialmente estable en forma global, lo que implica que las
propiedades que se mencionaron anteriormente se mantienen para cualquier condicion ini-

cial.

Ahora se analiza el sistema perturbado (12). Considere la estructura S; (el analisis para la

estructura S, es similar),

Z.I = =z, (20)

Zo = —az;—bz+E(t) —c,
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y el cambio de varibles w; = 2z; + ¢/a 'y wy = z3. La dindmica del sistema (20) en el nuevo

espacio de estado esta dado por

w; = Ws,

Wy = —awi — bwz + 5 (t) s
o en forma simplificada
w=Aw + g,

dondeg=[0 £(¢) ]T.

Se propone la funcidon de Lyapunov
V (w) = w’ Pw,

donde las matrices A y P se definen por (13) y (14) respectivamente. La derivada de V' esta
dada por

Vw) = —wlw+2w'Pg

IN

— ||wH2 +2 }wTPg}

< = Jlwll* + 2hmsx (P) ]l p.

Debido a que a > 0y b > 0, se puede aplicar el lema 13 [42], y concluir que, para todo

|w (to)|| > fi la solucion w (t) satisface

lw (O < kexp (=y (t = to)) [w )| Vio <t <to+1y,

lo@ll<fi  Ve>to+ty,
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donde ¢ es un tiempo finito, y

o )\méx (P)
k B )\min (P)’
_ (-9
7T D (P)
:& = 2)\ma’tx (P) i\\::—((lf))g’

para algun 6, 0 < 6§ < 1. Esta parte muestra que la bola de radio /i, con centro ubicado en

(—c/a,0), es un atractor para la estructura S, denotado por Bg,.

De forma similar, las trayectorias de la estructura S,

21 = Z,

Z9 = —az —bxn+E(t) +e

convergen a la bola B;, de radio ji centrada en (c/a, 0). De esta manera, cada estructura del
sistema perturbado tiene un atractor (una bola) de radio i, simétricamente localizadas sobre

el eje z; y a una distancia » = ¢/a del origen. Si esta distancia es mayor que i, es decir, si

c > 2)\méx (P)

Amax (P) (@)7 o

Amin (P) \ 0

entonces los dos atractores Bg, y Bg, no se intersectan, y el comportamiento de la solucion
del sistema perturbado sera cualitativamente igual al comportamiento del sistema nominal.
De esta manera, el origen del sistema perturbado es un punto de equilibrio exponencialmente

estable en el sentido de Lyapunov, en forma global. B

2.5 Sistemas lagrangianos y sus propiedades

El modelo matematico de un sistema lagrangiano de n grados de libertad es el siguiente

M(q)q+C(q:4)i+Di+G(q)+&(tq,q.9) =T (22)
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donde ¢ € R" es el vector de posiciones generalizadas, M (q) es la matriz de inercia, C (g, §)

es la matriz centrifuga y de Coriolis, D es una matriz diagonal definida positiva que contiene

los coeficientes de friccion viscosa de cada articulacion, G (q) es el vector de pares grav-

itacionales, 7 es el vector de pares de entrada que se considera acotado tal que produce un

comportamiento acotado. Finalmente, £ (¢, ¢, ¢, q) es un vector que contiene los términos

producidos por incertidumbres paramétricas y perturbaciones externas y se considera acota-

do; 1€ (¢, 4,4, q)|| < p.

Para mecanismos provistos Uinicamente de articulaciones rotacionales, que son una clase

importante de sistemas lagrangianos, las matrices y vectores que forman el modelo (22)

tienen las siguientes propiedades [54].

e Matriz de inercia M (q)

(a) M (q) es una matriz definida positiva de n x n cuyos elementos s6lo dependen de g.

Su inversa M ! (¢) existe y es definida positiva.

(b) La energia cinética del sistema se define como
1. .
K =3¢ M(q)q.

(c) Existe una constante
Amax {M (@)} < B Vg € R".
(d) Existe una constante £}, > 0 tal que
1M (z) yll < K llyll
paratodo x,y € R".

e Matriz centrifuga y de Coriolis C (g, §)

(a) La matriz C (g, ¢) puede ser no unica, pero el vector C' (g, ¢) ¢ es tnico.

(b) C (g,0) = 0 para todo vector ¢ € R".
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(c) Paratodo vector ¢, x, y, = € R" y escalar «, se tiene que
Clg,2)y = Clgy)w,
Clg.z4+ax)y = Clg2)y+aCl(g)y.

(d) Existe una constante K, > 0 tal que

1€ (g, 2) yll < Koy [l]] |yl

paratodo q, z, y € R™.
(e) Existen constantes k¢, y k¢, tales que
1C (g, 2) w = C(y, v) w]| < key ||z = vl [wll + ke, [l =yl lwl] || 2]]

para todo vector v, =, y, z, w € R™.

(f) Para una forma particular de la matriz C (¢, ¢), ésta se relaciona con la matriz de

inercia M (q) por la expresion

1. .
a’ 3M () = C(g,4)| v =0,

y ademas
M(q) =C(q,;9)+C(g,9)"
e Vector de pares gravitacionales G (q)
(a) El vector G (q) es Lipschitz, es decir, existe una constante k, > 0 tal que
1G () = G (W)l < kg llz =yl

paratodo z, y € R".

(b) Exste una constante £’ tal que
IG (@)l < ¥
para todo g € R".

25



e Dinamica residual h (¢, e, é)

La dinamica residual & (¢, e, é) se define de la siguiente manera

hte,é) = [M(q)—M(qg—e)]qg+I[C(q,4) —Clqg—eg—¢)]q+
G(qg)—Glg—e).

El vector de dindmica residual depende de e, ¢, asi como de ¢, ¢ y ¢ que se suponen

acotadas.

(a) Existen constantes kj, y kp, mayores que cero tal que la norma de la dindmica residual

cumple con
1B (E, €, )| < Ky (€]l + Ky [1f (e)]

para todo e, ¢ € R", donde f (e) es la funcidon tangente hiperbolica vectorial definida

como
f(e) = tanh(e;) ... tanh(e,) }T
e Linealidad en pardmetros
(a) Paratodo u, v, w € R"
M (@) u+C (g, w)v+g(q) =P (q,u,v,w) 0+ k(q,u,v,w)

donde « (¢, u, v, w) es un vector de n X 1, ® (¢, u, v, w) es una matrizde n x m y el

vector § € R depende exclusivamente de los parametros del mecanismo.

(b) Sigq, u, v, w € L2 entonces ¢ (¢, u,v,w) € L™,

2.6 Sistemas mecanicos subactuados

Un sistema mecanico subactuado se puede definir como aquel que posee menos actuadores

que grados de libertad [3]. Formalmente un sistema mecanico subactuado se define como
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M(q)q+C(q,q) +g(q) =B(qg),

donde ¢ € R" es el vector de coordenadas generalizadas, 7 € R™ es la fuerza de entrada
generalizada (m < n)y B (q) € R"*™ posee rango completo para todo ¢ [4]. Sin embargo,
es necesario precisar que no solo se tiene que cumplir con lo anterior si no que también el
objetivo de control debera ser sobre el grado de libertad subactuado, de lo contrario careceria

del reto que conlleva el no poder ejecer accion directamente sobre esta dinamica.

La importancia de los sistema mecanicos subactados radica en las multiples aplicaciones;
como vehiculos acuaticos y subacuaticos, aeronaves, naves espaciales, sistemas de absorcion

contra sismos, vehiculos terrestres, robots, entre otros.

Los sistemas subactuados pueden ser clasificados debidos a su subactuacion [5]:

e Debido a la naturaleza de la dindmica del sistema, como vehiculos aeroespaciales, aéreos,
terrestres. acuaticos y subacudticos entre otros.

e Debido al disefio, para la reduccion de los costos o para propdsitos practicos. Por ejemplo
satélites.

e Debido a la falla del actuador. Por ejemplo vehiculos aéreos.

e Debido a la imposicion en forma artificial para crear sistemas no lineales complejos, por

ejemplo, el carro-péndulo, la bola-viga, el acrobot, el pendubot, entre otros.

El control de sistemas subactuados es un reto para el area de control ya que no es posible
implementar los controladores que se utilizan para sistemas actuados, al menos directamente.
Dicho lo anterior, para el control de subactuados se han utilizado control 6ptimo [6], control
difuso [7], backstepping [5], control por modos deslizantes [8] [9], linealizacion parcial por
retroalimentacion [10] [5], métodos basados en energia [11]. Por otro lado, tenemos que los
objetivos de control mas comunes para sistemas mecanicos subactuados son: planeacion de

trayectoria, seguimiento de trayectoria y estabilizacion [12].
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Por otro lado, para el desarrollo de investigacion y propositos educativos, se han creado
prototipos didacticos para el area del control de sistemas subactudos. En [1] se presenta a el
Pendubot, el cual es un artefacto mecatronico utilizado para la investigacion y la educacion.
En [13] y [14] se presenta una nueva propuesta de un kit reconfigurable que incluye entre
otros la configuracion del pendubot. En 2001 [10] presentan un kit mecatrénico configurable

con la configuracién del pendubot incluida.

La implementacion de los controladores es otro reto a la hora de disefiarlos ya sea para
sistemas actuados o subactuados debido a que, generalmente no se consideran cosas como
la variacion paramétrica al no tener un modelo exacto del sistema, las no linealidades que
surgen inherentemente en los sistemas mecanico como la saturacion, backlash, zona muerta,

el no poseer el vector de estado completo, la friccion.

Al igual que en sistemas mecanicos completamente actuados, en los sistemas subactuados
existe el problema de no poseer el vector de estado completo, generalmente por no tener
un sensor para la medicion de la velocidad. Para resolver este problema se pueden aplicar,
en general, observadores de estado disefiados para mecanismos completamente actuados.
También se han aplicado otras técnicas para estimar la velocidad como la diferenciacion de

la posicion y el uso de filtros para eliminar el ruido, ver por ejemplo [15], [16] y [17].

En general, en el control de sistemas subactuados no se considera a la friccion y muchas
veces se asume un modelo sin friccion como estandar [11], esto debido en gran parte a que la
mayoria de los trabajos en la literatura son tedricos. Sin embargo, en la préctica esto no es asi.
Existen algunos trabajos que si consideran a la friccion, por ejemplo en [18] se considera un
modelo de friccion viscosa. Otro trabajo que considera un modelo de friccion viscosa y una
aproximacion continua de friccion de Coulomb se presenta en [6]. Por ultimo, un controlador
basado en energia con compensacion de la friccion mediante redes neuronales es presentado

[19].
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Capitulo 3

Planteamiento del problema de control

Considere un sistema masa-resorte-amortiguador subactuado de dos grados de libertad,

como el que se muestra en la figura 5, cuyo modelo en variables de estado esta dado por

T, = Ty, (23)
. k1 by 2
Ty =——x1— —T2+—B(Az,d) + —u+7, (),
my my my 1
T3 = T4,
ba ko
Ty = _Ex4_m_13(Axvd)+72()>

donde ;1 y x5 son la posicion y la velocidad de la masa mq, x3 y x4 son la posicion y la
velocidad de la masa ma, u es la entrada de control, B (Az,d) es una funcion que describe
al fendmeno de la holgura mecanica, cuya caracteristica se muestran en la figura 6, donde d
es la longitud de la holgura y Az = 3 — x;. Finalmente v, (-) y 7y, () son las perturbaciones
debidas a las incertidumbres paramétricas, las cuales son acotadas si el estado es acotado.
Los parametros del sistema son las constantes de los resortes k; y ko (N/m), las constantes
de friccion by y be (kg/s), y kq (IN/V) es la constante del amplificador de potencia; todos

los parametros son positivos.

Para simplificar la dinamica del modelo del sistema, en particular el fendmeno de la hol-

gura mecanica, se utiliza la igualdad propuesta en [37]
B (Ax,d) = SatH (Ax,d) — Az, (24)

donde SatH (Ax,d) es la funcion saturacion con histéresis como se muestra en la figura 7.

Dado que el término no lineal de la funcion B (Ax, d) es una coleccion de las funciones de

saturacion Sat (Ax,d) con desplazamientos, los cuales son acotados, y presentandose solo
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Figura 5. Sistema masa-resorte-amortiguador subactuado de dos grados de libertad con hol-
gura mecanica.
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Figura 6. Fenomeno de la holgura mecénica visto como una combinacion de las funciones
de histéresis y de zona muerta.
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Figura 7. Funcién saturacion con histéresis SatH (z, d).
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uno a la vez, un modelo simplificado del modelo de (24) es
B (Az,d) = Sat (Az,d) — Ax, (25)

donde

Sat (Az,d) = 2—1,0 (log (cosh (P (Al’ + g))) — log (COSh (p (Agg N g)>)> (726)

y p = 10/d. La funcién (26) es una version suave de la funcion saturacion y es una funcion

C*; este modelo es el que se utilizara en este trabajo.

Es importante notar que las derivadas de la funcion Sat (Ax, d) estan dadas por

0Sat (Azx,d) N 0Sat (Ax,d)

Sat (AZE, d) = axl i) Tl’4,

tomando en cuenta que

dSat (Az,d) 10 d 10 d
8—1’1_0’2171( tanh(d <x3 x1—|—2)>+tanh<d (l’g T1 2)))
dSat (Az,d) 10 d 10 d
0—x3 =0,2171 (tanh ( 1 <l’3 — T+ 2)) — tanh ( g (l’g — 1 — 2)))

e ) (3D
) (2 (- 2))).

dsat (Ax, d) n Osat (Ax,d) .

Sat (Az,d) = 0,217 1z, < anh <
10

/\&
/\&

4+ 0,217 1zy4 (tanh

Por otro lado

Sat (Az,d) = o To o5 To
dsat (Ax, d) dsat (Ax,d) .
e T
a$3 8:54
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donde

dSat (Aw,d) 2171 (o2 (10, I 2 (10 (e N
alL‘l = d tan d T3 T 5 an d T3 T 5
2,171 0 0
7 T4 (—tamh2 (F (xg—xl——)) + tanh? (E T3 — X1+ )))

dSat (Ax,d 10 d 10 d
% =0,2171 (—tanh (F (azg, — T —|—§)> + tanh (z (xg, —x — 5))) ,

dSat (A, d) C2a7t e (20 Y e (20 (YY)
o0 =g ] 3 LT3 ] 3 175
2,171 10 d 10 d
7 Ty <(—tanh2 <€ (5133 -1+ 5))) + tanh® <E <373 s 5))) )

dSat (Aw,d) 10 d 10 d
T =0,2171 <tanh ( ] <$3 — X1+ 2)> — tanh < 7 ([L‘g — T — 2))) .

Si el estado es acotado para todo ¢t > %, se tiene que las primeras dos derivadas con respecto

al tiempo de la funcién Sat (Az, d) son acotadas.
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Sustituyendo (25) en (23) se tiene

.].}'1 = T2, (27)

, ki +k b k k ka

Ty = — 1 2:):'1 ——11‘2+—2$3+—25at (A{L“,d)—l-—u‘l"h ()7 (28)
mq mq mq mq my

,jj‘g = T4, (29)

. k k b k

iy = —1y — —x3 — —14 — —Sat (Az,d) + 7, (), (30)

oy mo mo mao
hn = T, (3D
Yy = T3, (32)

Basados en las definiciones anteriores, se establece el objetivo de control, siendo este el
disefio de una sefial de control « tal que la salida de la masa subactuada converja en forma

asintotica a una referencia r (¢) que puede ser constante o variante en el tiempo, es decir

lim [|z3 — 7 (¢)|| =0,

t—o0

donde r () es una funcién C* con una k sufucientemente grande.

Para resolver este problema, se define las variables de error e; = x3—7 (t) y e = x4—7 (1),

cuya dindmica esta dada por

él = €9, (33)
S ko ko ko by . : k
b=~ er— ey — r () = o () = () +T () + man,
i’l = T2,
b+ k b k Ka
Ty = — 1+ le — —13:2—1— —ZSat(Ax,d) +—u+7, (),
my mq my my
donde
ko
I () = ——=8Sat (Az,d) + v, (),
my
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es una perturbacion acotada
T ()| < o.

Ahora, el objetivo de control es disefiar una entrada de control u de tal forma que las variables
de error tiendan a cero mientras x; y zo permanecen acotadas, en los siguientes capitulos se

describird la estrategia para el disefio de la sefal de control .
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Capitulo 4

Solucion conceptual del problema de control

En este capitulo se propone la estrategia de control que resuelve el problema de control
considerando que todos los estados y las perturbaciones son conocidas, en el siguiente capi-

tulo se mostrara una forma de implementarla.

El sistema (33) puede dividirse en dos subsistemas; un subsistema subactuado

e.1 = €2, (34)

ke by ko by ko
€y — —m261 — m2€2 +F() — mz’l“(t) — m2’l“(t) — ’I“(t) + mzl‘l,

y un subsistema actuado

',rl = T2, (35)

. ki + k b k k k,
To = —Mxl — —lch + —2563 — 2 8at (Az,d) + —u.
mq mq mq mq my

Como se puede ver, la entrada de control no aparece en el subsistema (34), por lo que
se considera a la variable de estado x; como una entrada de control para dicho subsistema.

Entonces, si 1 = z,, donde

ko \mao ma

o, = T2 (ﬁr (t) + L () +7(t) =T () = kper — kd1€2> ) (36)

el origen e; = 0y es = 0 serd un punto de equilibrio asintéticamente estable. Sustituyendo

(36) en (34) se obtiene

él = €9, (37)

. k b
ey = — <—2 + kp1) er — <—2 + k‘d1> €2,
Mo mo
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donde kj1y k41 son constantes positivas, y dado que ks, by y my son constantes positivas,
se garantiza que el origen del subsistema (37) es un punto de equilibrio exponencialmente

estable.
Ahora, el objetivo de control del subsistema actuado (35) es
tlim = ||z1 — x| = 0.

Definiendo las variables de error e3 = x1 — 21, y €4 = x5 — T1,-, cuya dinamica esta dada por

€3 = ey, (38)
4 = (klrl_lb) 3 — %64 + :L—ixs - (klr;;b) 1r — :;L—llxn — T
— ﬁSat (Az,d)+~, (1) + ﬁu,
ma ma
Ye = €3,

luego, para estabilizar el origen de (38) se propone

m k ki+k
.. (——2x3 ) P S kd2e4) | (39)
a mq my
donde
by . . k
L () = _m_llxlr — L1y — m_isat (Ax7 d) + 71 ()

es una perturbacion acotada.

Sustituyendo (39) en (38) se obtiene

€3 = €4, (40)

. ki +k b
64:—< ! 2—|—k‘pg> 63—<—1—|—k’d2) €q.
my my
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Dado que las constantes k1, ka, b1, k2 y ka2 son positivas, el origen de (40) es un punto de
equilibrio exponencialmente estable; como en (40), k2 y k42 son ganancias del control para

mejorar el desempefio del controlador en lazo cerrado.

4.1 Analisis de estabilidad

Para probar la estabilidad del sistema en lazo cerrado se considera el siguiente sistema de

error
e.1 = €2, (41)
. ko by ko by . . ko
€y = —m261 - m262 +I() - mzr(t) — mz’l“(t) —7(t)+ mle,
6.3 = €4,
ki +k b k ki+k ke
€4 = —Meg — —164 —+ —2.7}3 — Mﬂflr + 1\ () + —u.
mq mq mq mq my
con

k ki +k
o my my

entonces ez y e4 convergen a cero exponencialmente; entonces x; converge exponencial-
mente a x1, independientemente del comportamiento de e; y e;. Ahora xy, se puede ree-

scribir como

m k by . .
T = k—; (E’Zr (t) + ér () +7(t) =T () — kpres — kdleQ) T es. (42)

Sustituyendo 42 en 41 se tiene

él = €9, (43)
. k b k
€y = — (_2 + kp1> €1 — (_2 + kdl) e + _263,
mo mo Mo
€3 = ey,

: ki +k b
64:—( ! 2+/€p2> 63—(—1+/€d2) €4,
ma my
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donde

k
_2 ‘€3| S pOeio—Ota
ma

para algunas constantes positiva p, y o¢. Por lo tanto, existe un conjunto de constantes
kp1, kp2, ka1 y kao tal que el origen del sistema (43) sea un punto de equilibrio asintotica-

mente estable en un region suficientemente grande Q) C R*.
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Capitulo 5

Implementacion de la solucion conceptual

Dado que la solucion conceptual es ideal, en este capitulo se presenta una estrategia para
implementar dicha solucién tomando en cuenta que no se tiene la medicion del vector de
estado completo, asi como de las variaciones paramétricas, ademas la solucion conceptual
considera términos adicionales que no estan disponibles para su implementacion. La estrate-
gia propuesta se basa en el uso de observadores discontinuos que, ademas de estimar el vector
de velocidad, estima los términos de perturbacion en la planta y los términos necesarios para

implementar la sefial de control.

La solucion conceptual no se puede implementar directamente debido a que las pertur-
baciones I' (-) y W (), el estado x4 y el error e4 no estan disponibles. Para resolver estos
problemas, en este capitulo, se presenta la estrategia para implementar la entrada de control
(39) basada en la estructura de control rechazo de perturbacion activa, donde se utiliza un ob-
servador de estado discontinuo para estimar los estados y los términos desconocidos a través

de un filtro pasa bajas.

Para estimar x4, e4, I' (-) y ¥ (+) se proponen dos observadores de estado robustos basados

en el observador propuesto en [38], el cual a mostrado buen desempeio en la practica.

5.1 Estimacion de 2,y I (+)

Una de las primeras sefiales a implementar es ', dada por

oy, = T2 (ﬁr (8) + 2 (5) 47 () = T () — kyner — kd162> ’

ko \'my ma
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donde
re)= —%Sat(Am,d) +7(:),e1 =a3—1(t) yea =ax4 — 1 (t)
es importante notar que el término de perturbacion I' () contiene al término de — (ko /my) Sat (Ax, d)
debido a la holgura mecanica considerando la igualdad propuesta en [37], asi como el tér-
mino 7, (+) que incluye a las variaciones paramétricas. Por otro lado, en la variable de error
e = x4 — 1 (t) s6lo se conoce a 1 (t) , por lo que es necesario estimar a la variable de estado

Iyq.

Recordando el sistema formado por las ecuaciones (29), (30) y (32),

T3 = X4,
. k k b k
mo ma ma ma
Yo = T3, (#5)

se proponen el observador de estado dado por

Ty = T4+ 4 (Y2 — T2) (46)
~ k’z ]’{72 bz ~ ~ . ~
Ty = —x1 — —x3— —Ta + ¢5 (Y2 — J2) + c65ign (y2 — Ga) ,
mo mo mo
Yo = I3.

Para demostrar la estabilidad del observador se definen las variables de error 23 = x3 — I3,

Z4 = T4 — T4, cuya dindmica estd dada por

23 = 24 — C423,
by

2y =——24+ 1 (-) — c523 — cgsign (z3),
mao
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donde I'(+) es la perturbacion que se quiere estimar. Ahora, con un cambio de variables

U3 = 23,U4 = Z4 — C423 S€ obtiene el sistema

Ug = U, 47)

. b b
Uy = — (—204 + 05) vg — (—2 + C4> vy — cgsign (vs) + T (+),

mo mo

ya que la perturbacion I' (+) es acotada se pueden encontrar constantes ¢y, ¢5 y ¢ que garanti-
zan la convergencia exponencial al origen del sistema (47), por lo que la variable z, converge
a xy y el control equivalente es igual al término de perturbacion I' (+) , el cual se puede obten-

er filtrando al término cgsign (v3) utilizando un filtro pasa bajas [38].

5.2 Estimacion de ey y U (-)

Ahora se estiman los términos e4 y W (-) que son necesarios para implementar la sefial de

control u dada por

k ki+k
U= ﬁ <__2x3 + Mﬂflr — \Il () - kp2€3 - kd2€4> 9

]{Za mi mi
donde
U () b i szt(Aazd)Jr ()
: = —— X1y — T1p — —004a ) *) o
m 1 1 m 71
€3 = X1 — Ti1r,
€4 = Ty — Tiy,

es claro ver que en U (+), ademas de contener a las variaciones paramétricas 7y, (-) y al térmi-
no debido a la holgura mecanica, contiene términos debidos a control z1,, que para imple-

mentar el control se requieren sus derivadas.

Recordando el sistema (38) que esta dado por
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B (/{?1 + ]{?2) by ko (k’l + k’z) b . .
€g=————"€3——€+ —T3g——— Ty — —Tip — L1y
ma mq ma ma my

k2 ka
— —Sat (Az,d )4+ —
2 St (A )+, () + 22,
Ye = €3,

se propone el siguiente observador de estado

&3 = €1+ c1 (Ye — Te), (48)
: ki +k b k ki +k k.
54:——( 1+ 2)63——1é4+—2$3——( 1+ 2)x1r+—u

mq 1 my 1 1

+c2 (ye - ge) + 0352.9” (ye - ge) )

Ye = €3.

Para demostrar la estabilidad del observador se definen las variables de error z; = e3 — €3,

29 = e4 — €4, cuya dindmica esta dada por

21 = %9 — C121,

. b '
by = __122 + W () — co21 — c3sign (z1),
my

donde W (-) es la perturbacién que se desea estimar. Luego, con un cambio de variables

V1 = 21,V = Z9 — C421 S€ tiene

Il.)l = Vg, (49)

. b b .
Vg = — (—101 + cz) v — (—1 + cl> vg — c3sign (v1) + U (+),
m m

1 1
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Por ultimo, de las secciones anteriores y de acuerdo con [38] y [39], es posible encontrar
un conjunto de constantes c;, ¢z y c3 tal que el origen del sistema de error sea un punto de
equilibrio asintdticamente estable en una region del espacio de estado y se garantiza que é4

es una estimacion de ey.

También, el sistema (49) presenta un modo deslizante de segundo orden en v; = 0y

vs = 0, [38], [39], donde el control equivalente u., esta dado por
Ueqg = v () )

para el sistema (49). El contro equivalente u., estd en las componentes de bajas frecuen-
cias del término discontinuo en el observador cuando las trayectorias se encuentran en la
superficie de deslizamiento y se puede recuperar utilizando un filtro pasa bajas [9]. De esta
manera se estiman todo los términos necesarios para implementar la sefial de control (39).

Un diagrama a bloque de la implementacion propuesta se puede observar en la Figura 8.
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Figura 8. Diagrama a bloques de la implementacion del algorotimo propusto.



Capitulo 6

Desempeinio de la estrategia de control

En este capitulo se muestra el desempefio de la estrategia de control propuesta en un sis-
tema masa-resorte-amortiguador, modelo 210, de la empresa Educational Control Products,
el cual se muestra en la Figura 9. Para introducir la holgura mecénica se modificé la unién

entre el segundo resorte ko y la masa ms, ver Figura 10.

6.1 Implementacion del sistema en lazo cerrado

Se consideraron dos casos de longitud de la holgura mecénica d;d = 0,001m y d = 0,01m,
siendo los parametros nominales del sistema m; = my = 0,49kg, k1 = 121.61N/m, ky =

77.81N/m, by = 1,73kg/seg, by = 1,84kg/seg, ky,, = 1,19N/V.

Sustituyendo parametros nominales el modelo de la planta queda como

',rl = X2,
T9 = —406. 9821 — 3. 53x5 + 158. 813 + 158.85at (A:z:, d) +2.43u + Y1 () ,
T3 = Ty,

x4 = 158,871 — 158,813 — 3,76x4 — 158,8Sat (Ax,d) + v, (+),

mientras los observadores de estado (48) y (46) toman la siguiente forma

é3:é4+cl(y€_g€)7
é4 = —406,98e3 — 3,53¢4 + 158,823 — 406,98z, + 2,43u
+ Co (ye - ge) + C3Sign (ye - ge) )

Ye = €3.
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Figura 9. Sistema masa-resorte-amortiguador de 2GDL subactuado con holgura mecanica.

Ty = T+ s (Y2 — B2) ,

Ty = 158,811 — 158,813 — 3,76%4 + ¢5 (ya — Go) + CoSign (y2 — Ta) ,

Yz = X3

donde ¢; = 50,c5 = 1,c3 = 10,¢4 = 50,¢c5 = 1, ¢g = b, las constantes c3 y cg se sin-
tonizan considerando d = 0,01m. Para estimar los términos I' (-) y W (-) se utiliz6 un filtro

butterworth pasa bajas de segundo orden

2

Fi(s) = c
1 (s) s2 4+ 1,4142w.8 + w?’

con una w, = 50rad/seg.

La sefal de control 1, para la parte subactuada del sistema toma la siguiente forma

1

~ 1588 (‘158’8‘31 — 3,765 — 158,87 (t) — 3,767 (1) — 7 (t) + T (.)> ,

L1r

donde e; = x3 — r (t) y e = x4 — 7 (t) . Finalmente, el control u de la parte actuada del

sistema es

1
2,59

u (158. 815 — 406. 9821, — W () — kyaes — /{Zd264) ,

donde €3 =T1 — X1 Y €4 = Lo — il"flr.
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Figura 10. Holgura mecanica entre el resorte ko y la masa ms.
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En la siguientes secciones se presentan los resultados numéricos y experimentales que
muestran el desempeno de la estrategia de control. Para mostrar el efecto de la compensacion
de la perturbacion causado por las variaciones paramétricas y por la hogura mecénica en el
sistema de control, las simulaciones numéricas y los experimentos fueron desarrollados de
la siguiente manera: primero, se aplica el control propuesto en lazo cerrado sin compensar
las perturbaciones, en ¢t = 20seg se afiade la estimacion T (+) en la sefal x4, para compensar
el término I (-), finalmente en ¢ = 40seg se le agrega el término W (-) a la sefial de control u

para compensar el término W (+).

Los experimentos fueron implementados en un controlador en tiempo real dSPACE 1103,
utilizando el algoritmo Euler con paso fijo; todos lo experimentos fueron realizados con un

tiempo de muestreo 7 = 0,00001seg.

6.2 Desempeiio del sistema para una holgura de 0.001m

En esta seccion se muestra el desempefio de la estrategia de control propuesta para el caso
de una holgura mecénica "pequenia"; d = 0,001m, con esto se busca resolver los casos de
holgura en transmisiones y engranes. Primero se muestran resultados numérico seguido de

los resultados experimentales.

6.2.1 Resultados numéricos

Con el fin de ilustrar el desempefio en forma teorica, en este apartado se muestran simula-

ciones numeéricas para los objetivos de regulacion y seguimientode trayectoria.

En primer lugar se muestra el desempefio de la estrategia de control para el caso de regu-
lacion. La figura 11 muestra la sefial de referencia, grafica azul, que corresponde a un tren de
pulsos, y la salida x3, grafica verde. Como se puede observar, cuando no se tiene la compen-
sacion de las perturbaciones el error e; alcanza magnitudes muy grandes. Conforme se va
incorporando la compensacion de perturbaciones este error disminuye considerablemente, lo

que se puede observar con mejor detalle en la figura 12. La sefial de control se muestra en la
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Figura 11. Resultados numéricos con holgura mecanica d = 0,001m. Referencia r (¢) (azul)
and x3 (verde).

figura (13), en donde se observa que las componentes de alta frecuencia tienen una magnitud
pequefia y que durante todo el tiempo el control toma valores que estan en el rango adecuado

para su implementacion.

Para el caso de seguimiento de trayectorias, en la figura 14 se muestra la sefial de referencia
r (t) = 0,01sen (t), linea negra, y la posicion x3, linea roja. En la figura 15 se puede ver que
el error es pequefio sin compensar las perturbaciones, sin embargo, cuando la compensacion
es aplicada el error disminuye atin mas alrededor de +1 x 10~%m. Es importante notar que
la sefial de control, ver figura 16 se mantiene en un rango apropiado para la implementacion

experimental del controlador.

6.2.2 Resultados experimentales

A continuacion se muestran los resultados obtenidos en la implementacion fisica del contro-

lador bajo los objetivos de regulacion y seguimiento de trayectoria.
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Figura 12. Resultados numéricos con holgura mecanica d = 0,001m. Comportamiento del
error e;.

\/ A

Il
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Figura 13. Resultados numéricos con holgura mecénica d = 0,001m. Comportamiento de la
senal de control u.
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Figura 14. Referencia r (¢) (negro) and z3 (rojo). Resultados numéricos con holgura mecani-
cad = 0,001m.
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Figura 15. Error e;. Resultados numéricos con holgura mecéanica d = 0,001m.
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Figura 16. Sefial de control u. Resultados numéricos con holgura mecénica d = 0,001m.
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Figura 17. Resultados experimentales. Sefal de referencia r (¢) (linea azul) y salida =3 (linea
verde), caso con d = 0,001m.

Para el objetivo de regulacion se aplica una sefial pulsada como referencia con una am-
plitud de 0,01m y una frecuencia de 0,1 4 z. Cuando no se compensa ninguna perturbacion
el error entre la referencia, linea negra en la figura 17, y la salida, linea roja en la figura
17, es grande. Después de compensar las perturbaciones se obtiene un error de alrededor de
2,5 x 107*m como se puede ver en la figura 18. La entrada de control se encuentra en un

rango adecuado de voltaje para todo tiempo, ver figura 19.

Para el caso de seguimiento de trayectorias, en la figura 20 se puede ver la senal de refer-
encia r (t) y la posicion 3, linea negra y roja, repectivamente. A diferencia de las simula-
ciones, en los experimentos, el error de seguimiento es considerablemente grande cuando no
se hace la compensacion de las perturbaciones, pero decrece cuando estas son compensadas,
ver figura 21. Se obtiene un error de seguimiento de 45 x 10~*m, similar a las simulaciones
numéricas. En este caso se puede ver claramente que la amplitud de la sefial de control u se

incrementa cuando se agregan el término W (1) ent = 40seg, ver figura 22.
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and x3 (verde).

6.3 Desempeiio del sistema para una holgura de 0.01m

En esta subseccion, se muestra el caso cuando d = 0,01m, mostrando primero resultados
numéricos para ver la viabilidad del controlador para este caso para posteriormente realizar

la implementacion experimental.

6.3.1 Resultados numéricos

Ahora se presenta los resultados numéricos para los objetivos de regulacién y seguimiento
de trayectoria. Los resultados para el caso de regulacién se muestran en la figura 23, donde
la sefial de referencia es un tren de pulsos, grafica de color rojo, con una amplitud de 0,01m,
es decir, es de la misma amplitud de la horgura. Durante el intervalo de tiempo en donde
no se aplica la compensacion de perturbaciones el error en estado estable es grande, pero al
incorporar la compensacion el error disminuye considerablemente, como se puede ver en la
figura 24. La entrada de control se encuentra dentro del rango de operacion adecuado para

poder implementarse, ver figura 25.

58



e (m)

-0.005

-0.015

-0.025
0

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

-0.01

-0.02

| | 1 | |

30 60

Tiewpo (s)

20 40

Figura 24. Resultados numéricos con holgura mecénica d = 0,01m. Comportamiento del

error ey.

Figura 25. Resultados

control w.

30 50

Tiempo (s)

20 40

numéricos con holgura mecanica d = 0,01m. Comportamiento del

59

60



0.01 T

0.005]

-0.005 [~ ||

0.01 |- - - W
'

0015 | | | | |
0

Tiempo (s)

Figura 26. Referencia r (¢) (linea azul) y 3 (linea verde). Resultados numéricos con holgura
d = 0,0lm.

Para el caso de seguimiento de trayectorias, en la figura 26 se muestra la sefial de refer-
encia 7 (t) = 0,01sen (t), linea negra, y la posicion x3, linea roja. Debido a que la holgura
mecanica es mayor que el caso anterior, el error de seguimiento en lazo cerrado, sin la com-
pensacion de las perturbaciones, también es mayor. Cuando la compensacion es hecha el
error decrece, como se puede ver en la figura 27; el error de seguimiento es alrededor de
+5 x 10~*m. La entrada de control u, ver la figura 28, tiene un rango apropiado para la

implementacion experimental del controlador.

6.3.2 Resultados experimentales

Los resultados experimentales para una holgura d = 0,01m son presentados en esta sub-
seccion. Dichos experimentos bajo los objetivos de control de regulacion y seguimiento de

trayectoria.

Para el objetivo de control de regulacion se aplicd la misma sefial pulsada que se utilizé en

el caso 1 y se obtuvieron resultados similares. Cuando no se compensa ninguna perturbacion
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Figura 28. Senal de control u. Resultados numéricos con holgura d = 0,01m.
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Figura 29. Resultados experimentales. Referencia r (¢) (linea negra) y x5 (linea roja), caso
con holgura d = 0,01m.

el error entre la referencia, linea negra en la figura 29, y la salida, linea roja 29, es grande.
Después de la compensacion de las perturbaciones se obtiene un error de alrededor de 1,4 x
10~*m, como se puede ver en la figura 30. La entrada de control se mantiene en un rango

adecuado para todo tiempo, ver figura 31.

Para el caso de seguimiento de trayectorias se cambi6 el parametro d de 0,001 a 0,01m
en las senales de control, pero los parametros de los observadores, los filtros y las ganancias

del controlador se mantuvieron sin cambio, son iguales que en las simulaciones.

El comportamiento de la posicion 3, con repecto a la sefial de referencia r (¢) , es mostra-
do en la figura 32, mientras el error de seguimiento e; se muestra en la figura 33. En este
experimento se puede observar que el error e; es grande cuando no se compensan las pertur-
baciones, decrece un poco cuando se agrega el término T (+) en xy,, pero decrece consider-
ablemente cuando se compensa el término W (-) en la sefial de control . Se obtiene un error
de seguimiento entre £2 x 10~3m. La sefial de control u se mantiene en el rango de 3V,

como se puede ver en la figura 34.

6.4 Control PID

Con el fin comparar el algoritmo de control propuesto, se implement6 de forma experimental

un control PID. Basicamente se considerd a la planta como un modelo de caja negra donde
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Figura 33. Error de seguimiento e;. Resultados experimentales con una holgura d = 0,01m.
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Figura 35. Referencia r (t) y salida x3 con el control PID.

se tiene una entrada u y una salida, en este caso x3. El control PID que se implement6 tiene
la siguiente forma

de (t)
dt

u:kpe(t)—i-ki/e(t)dT—i-kd

donde k,, es la ganancia proporcional, k; es la ganancia integral, k4 es la ganacia derivativa y

e = (t) — x3 es el error entre la referencia y la salida.

En la figura 35 podemor ver a la refencia y a la salida del sistema, se puede notar que hay un
error considerablemente grande, esto se puede observar mejor en la figura 36. Por tltimo, en
la figura 37 se puede el control u. Las ganancias del experimento fueron k, = 200, k; =5y
k4 = 15.Como conclusion de la comparacion se puede decir que el desempeio del algoritmo
de control propuesto es notablemente mejor que la implementacion del control PID, esto
en parte por considerar un modelo de una entrada y una salida, de ahi la importancia del

algoritmo propuesto.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Las conclusiones finales que se desprenden de este trabajo de tesis son las siguientes.
La definicion de un modelo adecuado del fenémeno de la holgura mecanica es un punto
clave en la solucion del problema de control. Sin embargo, més que buscar un modelo que
represente con la mayor exactitud posible un fenomeno fisico, hay que buscar un modelo que
permita resolver el problema de control. A lo anterior se puede agregar que esta solucion del

problema no solo sea tedrica, sino también practica.

Por otro lado, ya que la estructura de control con compensacion activa de perturbaciones
(ADRC), con las modificaciones necesarias, pudo resolver adecuadamente los problemas de
regulacion y de seguimiento de trayectorias en el sistema que se abordo en esta tesis, es de
esperarse que la ADRC sea una opcidn viable para resolver estos objetivos de control en una

familia mas amplia de sistemas subactuados.

En la practica, el sistema mecanico masa resorte amortiguador tiene mas términos no lin-
eales y de perturbacion que no fueron considerados en el modelo, como la zona muerta en
el motor, la friccion seca y la dinamica del motor; a pesar de esto, el sistema en lazo cerra-
do presenta un buen desempeio. Por lo que se puede concluir que el sistema en lazo cerrado

también es robusto a este tipo de perturbaciones que no se consideraron en el modelo.

Finalmente, es importante mencionar que las principales limitantes de la estrategia de con-
trol propuesta son dos. La primera es que se utiliza un observador discontinuo que depende
un filtro pasa bajas para estimar los t€éminos necesarios para implementar la sefial de control.
La calidad de la estimacion depende fuertemente de la frecuencia de corte elegida, para lo
cual no existe un criterio cuantitativo bien definido. El segundo problema es la necesidad de
emplear una plataforma capaz de implementar sistemas de control en tiempo real, como la

plataforma dSPACE 1103, que se utiliz6 en esta tesis y que tiene un costo elevado.
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7.1 Trabajo futuro

En base a las anteriores conclusiones se pueden establecer diferentes lineas de investigacion
abiertas como las siguientes. Una primera linea de trabajo es definir criterios cuantitativos
para el disefio de filtros pasa baja que mejoren la estimacion de perturbaciones en sistemas
mecanicos, lo cual mejorara el desempefio de los controladores que usan un filtro pasa bajas

para recuperar el control equivalente para su posterior compensacion.

Ya que el observador de estado es una de las partes principales de la estructura de con-
trol ADRC, otras lineas de investigacion son incorporar otros observadores que hay en la
literatura y que no necesitan el filtro pasa bajas para recuperar las perturbaciones, aunque
en muchos de estos casos, una condicion es que la derivada de la perturbacion sea acotada,
por lo que la friccion seca y el fendmeno de la holgura mecéanica podrian causar problemas.
Si estos observadores no permiten una solucion mas eficiente, entonces se deben de disenar

nuevas opciones de observadores de estado que permitan obtener mejores resultados.

Otra de las lineas de investigacion importantes es buscar la forma de aplicar la estructura de
control ADRC a una clase més amplia de sistemas subactuados bajo diferentes condiciones

de perturbaciones.

Explorar la aplicacion tanto de la identidad propuesta por Oldak [37] para la funcion de
zona muerta como de la funcion de saturacion propuesta en este trabajo con el fin de resolver

problemas de holgura mecanica en sistemas completamente actuados.

Finalmente, con el objetivo de que la propuesta llegue a considerarse como un desarrollo
tecnologico, otra linea de trabajo es buscar y definir plataformas alternativas para implemen-
tar la estructura de control que no tengan costos muy elevados, como circuitos analogicos

basados en amplificadores operacionales.
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