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RESUMEN

En esta tesis se presenta un andlisis comparativo del desempefio de un control global
por la técnica de Modo Deslizante (MD) y un control local por la técnica de H.,
aplicados a un sistema de levitacion magnética (magnetic levitation system 33-210)
con el objetivo de estabilizar el sistema en el punto de operacién (punto de equilibrio)
aln en presencia de perturbaciones. La planta bajo estudio presenta incertidumbre en el
modelo y ruido en las mediciones en base a esto se seleccionaron los controles robustos
que eliminen o atenden las perturbaciones, el desempefio mostrado por los controles
son acordes a lo esperado en la teoria, presentando un mejor desempefio el controlador
en forma local, no obstante, el control por modos deslizantes presenta un desempeio
similar al primero, esto se debe a la regién de operacion de la planta delimitada por el

transductor.

Palabras Clave: Control por modo deslizante, Control H,, Levitacién magnética y

andlisis comparativo.



ABSTRACT

In this thesis is shown the performance of two techniques of global and local con-
trols between the sliding mode control and H, control applying to magnetic levitation
system 33-210, the control objective is the equilibrium point of the feedback system
will be stable in presence of perturbations. The system is perturbed by model uncertain-
ties and external disturbances, according with this, we propose two robust controllers
that rejected or attenuate those perturbations, the performance of the feedback systems
with each control is according with the theory, on experiments results we conclude the
local control is better than the sliding model control, because the operation region is

delimited by the vision transducer.

Keywords: Sliding mode control, H, control, Magnetic levitation and Comparative

analysis.
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SIMBOLOGIA Y/O NOTACION

dz
dt o
Norma Euclidiana.

La transpuesta de la matriz A.

La inversa de la matriz A.

Norma espectral de la matriz A.

Punto de equilibrio.

H infinito.

Norma de la funcioén .

Parte real de los valores propios de la matriz.
Funcién signo.

Magnitud de perturbacion.



1. INTRODUCCION

En la actualidad existe una gran variedad de técnicas de control robusto, entre
ellas podemos mencionar importantes aportaciones, como en (Utkin, 2009)) y (Fridman,
2014) que propone el control por modos deslizantes y el control por modo deslizante
integral garantizando estabilidad en tiempo finito del sistema en lazo cerrado, ademas
de rechazar las perturbaciones acopladas al sistema, en (Heng, 2014) nos dice que exis-
te al menos un controlador sélo si la solucion a las ecuaciones algebraicas de Riccati
son definidas positivas y el radio espectral de su producto es de menos de 72. En estas
condiciones, una parametrizacion de todos los controladores de la solucién del proble-
ma se da como una transformacion lineal fraccional en una contraccion estable libre de
parametros, en (Isidori, 1992), (Aliyu, 2011) y (Orlov, 2014) se extiende la teoria de
control H ., no lineal al resolver la desigualdad diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-
Isaccs, este control se caracteriza por estabilizar asintéticamente el sistema en lazo
cerrado y atenuar perturbaciones, (Astrom, 2008) el control adaptativo que puede mo-
dificar su comportamiento en respuesta a perturbaciones y cambios en la dindmica del
sistema y en (Freeman, 2009) se logra saber que backstepping es una técnica de control
que se disefia para estabilizar sistemas dindmicos no lineales partiendo de un sistema

conocido y hacia atrds a subsistemas del mismo hasta alcanzar el control externo final.

Es por ello que se opt6 por trabajar con los controles /., y por modos deslizantes,
debido a que el primero logra atenuar las perturbaciones, el segundo rechaza las pertur-
baciones acopladas. La aportacion de la tesis es el andlisis comparativo del desempefio
del sistema en lazo cerrado realizado entre las técnicas de control robusto H., y modo
deslizante, la primera en forma local y la segunda en forma global aplicado al levitador

magnético Magnetic Levitation Systems 33-210 de Feedback. Los resultados obteni-



1.1 Planteamiento

dos de la implementacién de los controles nos dejan ver un mejor desempefio para el
control H, con respecto al control por modo deslizante debido a que el primero logra
mejor atenuacion de las perturbaciones como son incertidumbre en el modelo y dis-
turbios externos, reafirmando los resultados estadisticos mediante el analisis del error

cuadratico medio con respecto al punto de equilibrio y la desviacién estandar.

La tesis estd organizada iniciando con la planta de levitacién magnética donde se
define el modelo dindmico, la representacion en espacio de estados y el sistema li-
nealizado del levitador magnético, asi como el objetivo de control, en el capitulo 4 se
desarrollan los controles robustos por modos deslizantes y el control H,, asi como
el rendimiento en lazo cerrado de los mismo, en capitulo 5 el anélisis estadistico de

resultados experimentales y por tltimo se presentan las conclusiones.

1.1. Planteamiento

Comparar el rendimiento de los controles robustos aplicados a un sistema de levi-

tacion magnética.

Es claro que los levitadores magnéticos han adquirido mayor importancia debido
a las diferentes aplicaciones que estos tienen en la industria como el ya conocido ro-
damiento magnético aplicados a medios de transporte como el caso del tren rapido de
Japén y China, asi como robots cartesianos controlados por sistemas servo-magnéticos
por ejemplo: los ultimos modelos de maquinas de insercion automatica para tarjetas en
fresas CNC, todos estos perturbados por vibraciones de las estructuras y corrientes de
aire como algunos ejemplos, por ello se proponen los controles que atenden y eliminen

estas perturbaciones.

Es por ello que el lograr el control de un levitador magnético soportando las pertur-

baciones, serd el propdsito principal de este estudio.

Los levitadores magnéticos han sido muy estudiados tanto en su estructura como



1.1 Planteamiento

en su control, pero aqui se atacardn las perturbaciones mediante el control por modos

deslizantes y H..



1.2 Objetivos

1.2.  Objetivos

Dentro de los objetivos de este trabajo estan los siguientes:

1.2.1.  Objetivos generales

Comparar y analizar el desempefio entre los sistemas de control por modo deslizante
y el control H, para resolver el problema de estabilizacion del punto de equilibrio

aplicado al levitador magnético en presencia de perturbaciones.

1.2.2.  Objetivos especificos

- Validar el modelo del levitador magnético proporcionado por el fabricante,

mediante las leyes fisicas que rigen el sistema dindmico de la planta.
- Analisis y sintesis del control por modo deslizante y del control H ..
- Obtener el desempeio de cada controlador.

- Obtener el analisis comparativo del desempefio entre los controles.

1.3.  Hipotesis

Hy: El rendimiento del sistema en lazo cerrado con el control H,, es mejor que el

control por modo deslizante en presencia de perturbaciones.

H;: El rendimiento del sistema en lazo cerrado con el control por modo deslizante

es mejor que el control /7, en presencia de perturbaciones.



2. PLANTA DE LEVITACION MAGNETICA

Un sistema levitador estd compuesto de un electroiman fijo o bobina con un nicleo
de material ferromagnético con un alambre esmaltado enrollado a su alrededor y un
objeto colocado bajo él de un material ferromagnético que estd suspendido entre la

base de la bobina, logrando de esta manera levitar.

Esfera m

Fig. 2.1: Levitador magnético

En la planta levitadora, el nimero de vueltas del alambre esmaltado en el nucleo
se indican con la literal NV, la esfera ferromagnética se caracteriza por tener una ma-
sa m y estar ubicada a una distancia x de la bobina ayuddndonos esto a conocer la

autoinductancia y el flujo magnético en el sistema.

La levitacién magnética tiene grandes aplicaciones, dentro de las mas destacadas
estan sistemas de transporte de alta velocidad y sistemas servo magneticos. Existen dos
principios de levitacién que sustentan todas estas aplicaciones: (i) repulsion y (ii) atrac-

cion. (1) En la levitacién por repulsion, las corrientes inducidas en un cuerpo conductor



generan las fuerzas de levitacion. Este sistema es estable en su eje vertical, y tiene un
punto de equilibrio natural, por consecuencia su sistema resulta de facil control. (ii) En
la levitacion por atraccion, un cuerpo es atraido por un flujo magnético en contra de
la gravedad; el equilibrio que se produce entre la fuerza de atraccion y la gravedad es
inestable, por lo que la levitacion por atraccidon requiere de sistemas de control y en este

nos enfocaremos.

La planta del levitador magnético por atraccion con que se trabajara es Magnetic
Levitation Systems 33-210 del fabricante textitFeedback Instruments Ltd., y como todo

levitador carece de linealidad.

---'-"""_-___':- e da uft)
B = cotriente

Electroiman
1

(B .:|_J’>+ N0, Comtrolador ]
Foto- Foto- k
emisor l receptor

ref

Fig. 2.2: Esquema del levitador modelo 33-210 del fabricante Feedback Instruments Ltd.

El sensor consiste en un foto-emisor y un fotorreceptor infrarrojo, el actuador es el
electroiman y el controlador utiliza la sefal de los infrarrojos para activar el electroiman

quien logra mantener la esfera flotando.



2.1 Definiciones utilizadas en el marco tedrico

2.1. Definiciones utilizadas en el marco teorico

- Sistema lineal

Un sistema es lineal si tiene proporcionalidad esto es que el movimiento de salida
esta directamente relacionado con la entrada y superposicion que significa que si
tenemos dos o mds fuerzas de entrada, el movimiento de salida serd proporcional

a la suma de las fuerzas de entrada. (Khalill, [2015))

- Sistema no lineal

En los sistemas no lineales el movimiento de salida no es directamente proporcio-
nal a la entrada ni sigue la ley de superposicion, en este las entradas se combinan
entre si y producen nuevos elementos en la salida que no estaban presentes en la
entrada. (Khalil, 2015)

- Sistema invariante en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo si un corrimiento de tiempo en la sefial
de entrada ocasiona un corrimiento de tiempo en la sefial de salida. Esto es, si
y[n] es la salida de un sistema discreto invariante en el tiempo cuando z[n| es la

entrada, entonces y[n — no| es la salida cuando x[n — ny). (Khalil, | 2015))

- Matriz Jacobiano

La matriz jacobiana es una matriz formada por las derivadas parciales de primer
orden de una funcién y se utiliza para aproximar linealmente a la funcién en un

punto mediante la siguiente formula:

df1 df1 df1

WG @

_ 2 2 2
Jf(fEl,.I'Q,...,{En) = |dzy  dzy  dzn (21)

dfn  dfn dfn

dxq dro T dxn



2.1 Definiciones utilizadas en el marco tedrico

- Definida positiva

La funcidn escalar V' (z) es positiva definida en una regién que incluye el rigen
del espacio de estado, si V(z) > 0 paratodo x # 0y V(x) = 0 para z = 0.
(Khalil, [2015])

- Semidefinida positiva

La funcién escalar V' (z) es positiva definida en una region, que incluye el origen
del espacio de estado, si V(x) > 0 para todo x = 0 en la regién excepto en el

origen y ciertos estados en donde V' (z) = 0. (Khalil, 2015)
- Teorema de Sylvester

El teorema de Sylvester esta basado en la llamada férmula de interpolacién de
Lagrange que permite determinar la expresion de un polinomio f()\) a partir de
n datos independientes f(\1), f(A2), ..., f(An). (Kelly, 2005)

- Control admisible

Es aquel control que satisface las restricciones de control en el intervalo de tiem-

po [to, a].
- Exponencialmente estable

Segun (Kelly, 2005) es exponencialmente estable si se satisface la siguiente de-

sigualdad

lz@)] < szl .t —to), VE=1t =0, V|z(to)ll <o (2.2)

conk(r,s) =nre ", n >0, ~>0.(Khalil, 2015)



2.2 Modelado matematico del levitador magnético.

2.2.  Modelado matematico del levitador magnético.

Conocer las variables y desarrollar el modelo matematico del levitador magnético

es de gran importancia para trabajar en sistemas de control basados en el modelo.

De acuerdo a (Naumovié, [2003) las leyes fisicas que rigen el sistema dindmico de
la planta son la segunda Ley de Newton o ley de fuerza y la segunda Ley de Kirchhoff

o regla de las tensiones.

En la parte de la planta que se refiere al electroimén se realiza la suma de la dife-

rencia de potenciales que establece Ley de Kirchhoff.

u(t) — vg(t) —v(t) =0, (2.3)

donde u(t) es el voltaje de entrada al sistema, Vz(¢) el voltaje en la resistencia 'y V()

el voltaje de la bobina.

Se sustituye con las igualdades de voltaje basadas en la Ley de Ohm para la resis-

tencia como para el inductor quedando:

di(t)

u(t) = Rit) + L=,

(2.4)

representando R el valor de la resistencia medida en ohmios, i(¢) la corriente que fluye
en el circuito medida en amperes respecto al tiempo ¢ en segundos y L el valor del

inductor en henrios.

Se despeja la derivada de la corriente en el inductor respecto al tiempo

(2.5)
Aplicando la segunda Ley de Newton en las fuerzas que actian sobre la esfera

10



2.2 Modelado matematico del levitador magnético.

magnética podemos expresar que:

F, — Bt — fm(x) = ma, (2.6)

donde f,, € R" es la fuerza electromagnética medida en Newtons, 3 es el coeficiente

o . P SUCPI da(t
de friccion viscosa. La expresion matemadtica de la friccion viscosa es: 3 % donde
f=~0 sedespreciay F, € R' es la fuerza de gravedad con unidades de Newton por

kilogramo segun (Kuol 2007):

Fy=mg, 2.7)

donde m es la masa de la esfera medida en kilogramos y g la gravedad en m /s>

En (Serway, 2005)) la fuerza electromagnética es la fuerza generada por el campo
que se produce por el paso de la corriente eléctrica a través de un conductor y mediante
la aplicacion de las Leyes de Ampere y Faraday podemos escribir la siguiente ecuacion
en funcién de la inductancia L y de la corriente que circula por el conductor, tomando

como interés la fuerza electromagnética generada en una tnica direccion.

Jm = . : (2.8)

Al sustituir la f,,, y la I, en la ecuaci6n [2.6] tendremos:

#(t) d(x)
5 2.9)

mx = mg +

De esta manera podemos expresar también la inductancia en funcion de la posicion

como:

11



2.2 Modelado matematico del levitador magnético.

Loxo

la) =L+ (2.10)

donde: z, es la distancia de referencia indicada en la figura (2.3), L inductancia sin

presencia de esfera 'y L, es la inductancia con esfera en movimiento.

T ———8 u(t)

Hlectroiman (1)

Fig. 2.3: Sistema de levitacién magnético

Al sustituir la ecuacidn [2.10| en se obtiene el modelo dinamico del levitador
magnético que resulta ser un sistema no lineal.

~2t d L+Loxo
mi = mg + - (d; ) @2.11)

Se realiza la derivada con respecto a x en la ecuacion(2.11))

(2.12)

. i2(t) | diete
ME=mg St S T

12



2.3 Representacion en espacio de estados

Se despeja la derivada temporal de mayor orden dando como resultado la dindmica del

sistema de levitaciéon magnética

Lox, (1)
2m  x?

P=yg (2.13)
Se obtiene un sistema no lineal invariante con el tiempo donde la no linealidad se

expresa en los estados de ¢ y x.

2.3.  Representacion en espacio de estados

Debido a la complejidad de los sistemas es mas viable utilizar teoria de control
en espacios de estados por lo que serd necesario conocer: los estados que se definen
como el conjunto de variables que junto a la entrada determinan el comportamiento
del sistema; las variables de estado siendo éstas el menor numero de variables que
determinan el estado del sistema; vector de estado que es el conformado de elementos
compuestos por las variables de estado y espacio de estado que es donde se representa
un modelo matemadtico de un sistema fisico descrito mediante un conjunto de entradas,
salidas y variables de estado relacionadas por ecuaciones diferenciales que se combinan

en una ecuacion diferencial matricial.

Sea el sistema no lineal e invariante en el tiempo definido por las siguientes ecua-

ciones:

;ﬁ) (2.14)

donde (?) describe a (2.14) como la ecuacién de estado y de la salida del sistema res-

pectivamente asi como a x la variable de estado y « la sefial de control.

13



2.3 Representacion en espacio de estados

Si se linealiza el sistema (2.14) alrededor del punto de operacidn, se tienen la si-

guiente representacion en espacio de estado en forma lineal:

(t) = A(z)x(t) + B(x)u(t)

y(t) = Clx)x(t) + D(x)u(t) (2.15)

donde A(z) € R"™" se denomina matriz de estado, B(z) € R™™ matriz de entrada,
C(z) € R™™ matriz de saliday D(z) € R™" matriz de transmision directa, mostrado

en la siguiente figura.

u(t)

Fig. 2.4: Diagrama de bloques del sistema de control lineal

Para el sistema remplazamos la parte constante % de la fuerza magnética

por I' quedando de la siguiente manera:

2
PR LN O (2.16)

donde:

» z(t) € R' es la posicion de la esfera medida en metros.

14



2.3 Representacion en espacio de estados

= #(t) € R! es la velocidad de la esfera medida en metros por segundo.

= i(t) € R! es la corriente necesaria para mantener la esfera en levitacion medida

€n amperes.

quedando la representacion de los estados de la planta definida como: x1(t) = x(t),
xo(t) = x(t), x3(t) = i(t) y la entrada de control u(t).

[).3’1 = X9
. T 2
By =g 12y (2.17)
j]g = —%ZE;), + %u

del sistema se propone el estado 3 como una entrada de control virtual

1
por lo que
T3 =i = % (2.19)

Considerando el trabajo de (Fallaha, 2005) se toma la siguiente igualdad : = 0.15u+
19 donde u es el voltaje de entrada al levitador magnético y en él se especifica que el
prototipo de levitador modelo 33-210 del fabricante Feedback Instruments Ltd. tiene un
convertidor de voltaje a corriente interno que genera la corriente que pasa a través del
electroiman mediante la anterior relacion lineal con la tension aplicada al mismo. Con-
siderando el convertidor de corriente a voltaje la representacion en espacio de estados

queda:
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2.3 Representacion en espacio de estados

I"l = $2(t) )
zQZg-F(%) (2.20)
Y=o

donde y es la salida del sistema.

El modelo dindmico que representa al levitador se redujo a dos estado debido al

convertidor de voltaje a corriente establecido por el fabricante.

2.3.1. Analisis del punto de equilibrio

Un punto x = z* en el espacio de estados se dice que es un punto de equilibrio de
& = f(x) si tiene la propiedad de que cada vez que el estado del sistema comienza en

x* , permanecerd en x* para todos los tiempos futuros de acuerdo a (Khalil, 2015).

Existen sistemas con puntos de equilibrio multiples como el péndulo y sistemas con

unicidad en el punto de equilibrio, como el sistema que se va analizar.

Para demostrar unicidad del punto de equilibrio del levitador magnético igualamos

las ecuaciones de estado a cero para encontrar los puntos de equilibrio z; y x5

0=2x5" (2.21)

X1

. 2
Ozg_r(i) (2.22)

donde experimentalmente se obtiene que iy = 0.375A con un valor de I" en el punto de

equilibrio igual a;

16



2.4 Sistema linealizado

2
r— g(ﬁ) , (2.23)

10

se sustituyen los valores en la ecuacion (2.22)) se obtiene:

142
o = ] —= = 0.032m (2.24)
g

El punto de equilibrio en el sistema levitador es (0.032,0) y a su ves este es el

mismo al punto de operacion del sistema x1* = z .

2.4. Sistema linealizado

Si el sistema opera alrededor de un punto de equilibrio y si las sefiales involucra-
das son pequefias, es posible aproximar el sistema no lineal mediante un sistema lineal
segtn (Khalil, 2015) , a tal sistema se le conoce como sistema linealizado y es equiva-

lente al sistema no lineal dentro de cierto rango de operacion.

El sistema de ecuaciones (2.20) se linealiza utilizando series de Taylor alrededor

del punto de operacion (punto de equilibrio).

Se define fi(z) como la ecuacion de estado para &7 y fo(z) como la ecuacion de

estado para 5.

i 2
Ty=g— F(x—l) = f2(2). (2.26)



2.4 Sistema linealizado

Desarrollando el Jacobiano en las funciones (2.25) y (2.26)

d o dn] . [dh
i= 9 B |:$:|+ {%}u (2.27)
dx1 dxo 2 du

y sustituyendo los pardmetros de la tabla (2.1).

Tab. 2.1: Valores fisicos del levitador magnético.
’ Pardmetro \ Magnitud ‘

m 0.02 Kg

g 9.81 m/s*

r 0.071434 m?/As?
o 0.032m

10 0375 A

Se obtiene el modelo dindmico del sistema de levitacion magnética al rededor del

punto de equilibrio:

o 1] [a] 0 1.
v= [613.125 01 [xg_ - [—52.36} ! (2.28)
y=[0 1] ij (2.29)

Se concluye con la representacion en espacio de estado lineal para el levitador

magnético (2.28) y (2.29).
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2.4 Sistema linealizado

2.4.1. Controlabilidad

Para el disefio de control primero debemos corroborar que efectivamente las varia-

bles de estado de esta planta sean controlables.

Segun (Utkin, [1992) la ecuacién de estados, o el par A, B se dicen controlables si
para cualquier estado inicial x(0) = zoeR" y cualquier estado final x;¢R", existe una

entrada de control que transfiere el estado x de =y a x; en tiempo finito.

Mediante la prueba de controlabilidad para el sistema de R?, la matriz de controla-
bilidad queda:

0 —52.36
c= [B AB} = {—52.36 0 ] (2.30)
donde la det(c) = —2741.57 # 0 por lo que es no singular y controlable.

2.4.2. Analisis de estabilidad

Se realiza un analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov empleando el método
indirecto que establece (Khalil, 2015):

Teorema 1 Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema no lineal
. T2
i = 5| = f(t 2.31
[g—l“;fj f(@) (2.31)

donde f : R™ — R" esuna funcidén continuamente diferenciable y alrededor del origen.

Sea

_dfz) [ 0 1 _
A= [613.125 0]  e=0 (2.32)
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2.4 Sistema linealizado

Entonces

1. El origen es asintéticamente estable si Re); < 0 para todos los valores propios
de A.

2. El origen es inestable si Re)\; > 0 para uno o mds de los valores propios de AE]

Y al aplicar lo anterior al sistema de levitacion magnética se obtiene:

A -1

AL =4 = '—613.125 )

‘ =\ —-613.125=0 (2.33)

con los valores propios \; = —24.7614 y Ay = 24.7614 quedando uno del lado derecho

del plano por lo que el sistema no linealizado resulta inestable.

Otro método para analizar estabilidad en el sentido de Lyapunov y saber si todas las
soluciones que se inicien en las cercanias del punto de equilibrio permanecen cercanas

a él esto en el sitema ya linealizado segun (Khalil, [20135) .
Se propone una funcion escalar V' (x) que cumple con las siguientes restricciones:
Evaluada en ceroes V(0) =0y V(x) > 0 de la forma

1 1
V(z) =2 Pr = 53512 + 51‘22, (2.34)

donde claramente P = PTy P > 0.

Se obtiene la derivada temporal de la funcién V' (x) a lo largo de la trayectoria del
sistema linealizado (2.28]), se concluye estabilidad en el punto de equilibrio del sistema

en lazo cerrado cuando V(x) < 0 de la siguiente manera:

V(ﬂ?) = 331.’i31 + .Z'g.’tg
= 2129 + 613.1252129 = —2T Qx

=] [0 —613.125] [21]
N i) -1 0 i)

! Se define Re); como la parte real de los valores propios de una matriz.

(2.35)
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2.4 Sistema linealizado

siendo () = [_01 _61(3)'125].

Aplicando el teorema de Silvester se concluye que () es una matriz indefinida por lo
tanto el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado es inestable de la misma forma

que se concluyo en el andlisis anterior.
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3. OBJETIVO DE CONTROL

El objetivo de control para el sistema en lazo cerrado se establece de la siguiente
forma: para alguna condicion inicial ||z ()| < 0 y en presencia de perturbaciones, se

debera satisfacer lo siguiente:

lim ||z1(¢)|| = =0, (3.1)

t—0

donde 6 = 40mm es el didmetro del cilindro de vision instalado en el fototransistor

utilizado para detectar la posicion.



4. CONTROLES ROBUSTOS

Controlar es poder manipular elementos y parametros para lograr que actien en
la forma deseada, controlar un sistema es la accion de poder decidir sobre la planta o
proceso. Controlar un sistema de levitacion magnética para estabilizarlo alrededor del

punto de operacion aun en parecencia de perturbaciones.

Ya que el levitador magnético es un sistema sujeto a perturbaciones externas e in-

certidumbres en el modelo se proponen dos controles robustos.
4.1. Control por modo deslizante

En este apartado se muestra el disefio y aplicacién del control por modo deslizante
en un levitador magnético con perturbaciones, el objetivo de control es llevar las trayec-
torias del sistema en lazo cerrado al modo deslizante. La alcanzabilidad a la superficie

deslizante se realizara con el analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

El control por modos deslizantes se caracteriza por ser robusto, ademds cuando
la frecuencia de conmutacién no es infinita o en el caso de que existan dindmicas no
modeladas las conmutaciones generan oscilaciones de amplitud finita y alta frecuencia
en las trayectorias al evolucionar sobre una region proxima a la superficie deslizante

logrando mantenerse en ella para lograr el control como se muestra en la figura (@.1).



4.1 Control por modo deslizante

Superficie deslizante

Fig. 4.1: Control de modo deslizante

4.1.1. Teoria del control por modo deslizante

El control por modos deslizantes consiste en lograr el objetivo de control en la
ecuacion de estados, después mediante conmutaciones a frecuencias altas, que tiendan

a infinito, se fuerzan las trayectorias del sistema a converger a la superficie deslizante.

Es un control no lineal, robusto, que elimina las perturbaciones de tipo acopladas y
aplicable a sistemas lineales controlables, no lineales (estabilizables), autébnomos y no

autéonomos.

Los sistemas con modos deslizantes tienen capacidad para ser una herramienta efi-
ciente para el control complejo de alto orden de plantas dindmicas no lineales que
operan bajo condiciones inciertas, un problema comun para muchos procesos de tec-
nologia moderna segtn (Fridman, 2016) por lo tanto resulta muy conveniente de usar

para el sistema de levitacion magnética.

24



4.1 Control por modo deslizante

4.1.2. Disefio de control por modo deslizante

El disefio de control por modos deslizantes inicia al proponer la funcién de desliza-

miento:
S(%) = Cll’l + Zo (41)

como una combinacién lineal de los estados de la planta, para el sistema no lineal [2.20}

donde C; es una constante mayor a 0.

La derivada temporal de la funcion de deslizamiento se define como:
S(x) = Cyiy + iy =0, (4.2)

sustituimos las ecuaciones de estado (2.20) en la (4.2)) y considerando las perturbacio-

nes al sistema nos queda:

2
) +0(t) =0, (4.3)

donde ()(t) se refiere a las perturbaciones e incertidumbre del modelo.

De acuerdo al anélisis del control equivalente (Utkin (2009)) se obtiene que la co-
rriente es la solucion a la derivada temporal S (x) = 0y compensando con el control

discontinuo se obtiene de la siguiente forma:

5 .
i \/xl (Crxg + g + Msign(s) @.4)

C Y
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4.1 Control por modo deslizante

donde M es la ganancia del control discontinuo y la funcién signo se define como:

1 st s>0
Sign(s) = 0 si s=0
-1 si s<0

Como resultado se obtiene la dindmica del sistema en lazo cerrado y (.4) dentro

de la superficie deslizante.

4.1.3. Analisis de alcanzabilidad

La alcanzabilidad es una base fundamental para estudiar las propiedades dindmicas
de cualquier sistema y estableces que un sistema es alcanzable si se puede llevar desde

cualquier punto a otro cualquiera en tiempo finito.

Para el anélisis de alcanzabilidad al sistema de levitacién magnética usamos la ecua-

cion candidata de Lyapunov:
L or
V(s) = 55 S 4.5)

y se obtiene su derivada temporal de la funcién de Lyapunov a lo largo de las trayecto-

rias del sistema (2.20)):
. 1 . INE
1

en la ecuacion anterior se sustituye la entrada del control (4.4) quedando de la siguiente

forma:
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4.2 Control H,

2
F x 2(C 3?2+g+Msign(s)
<\/ : l >

V(s)=8|Ciay+g— o : 4.7)
1
eliminando términos la derivada temporal nos queda de la siguiente forma:
V(s) = =S [Msign(s) — 0(t)], 4.8)

para concluir que las trayectorias alcanzan modo deslizante debemos demostrar que

V(s) < 0 de la siguiente ecuacion

V(s) < —|S|[M —0(t)"] (4.9)

podemos apreciar que para que V(s) sea definida negativa la ganancia del control dis-

continuo debe ser mayor a la cota maxima de la perturbacién ()(¢) conocida a priori.

4.2. Control H,

En este capitulo se presenta la teoria, la sintesis y los resultados del control H, para
el sistema de levitacion magnética linealizado en el punto de operacion representado en

variables de estado.

4.2.1. Teoria del control H,

Considerando el siguiente diagrama de bloques:
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4.2 Control H,

7 e e W
'.’f G i u
p— id
N——
oy
> K
N——

Fig. 4.2: Diagrama de bloques para control H,. Referencia: |Aliyu|(2011)

donde la planta es GG y el control K, siendo estos reales y racionales.

La representacion en espacio de estado del sistema lineal de la estructura del control

H, esta dada como sigue de acuerdo a (Orlov, 2014):

I:ACL’"‘BlU}‘i‘BQU
z = Cll’ + D12U (410)
Yy = Cgl’ + D21w

donde zeR™ es el vector de estados, ue R™ es el vector de entrada del control, weR" es
el vector de perturbaciones, zeRR' es el vector de la salida virtual y yeR? es el vector
de salida de la planta. Las matrices A, By, B, C1,C5, D12 'y Doy son conocidas y de

dimensiones apropiadas.

Las suposiciones que debe cumplir el sistema (#.10) son:

i) (A, By) es controlable y (C, A) es observable.
ii) (A, By) es estabilizable y (C5, A) es detectable.

i) Dip" [C1 D1p) = [0 1]
o[2] o[}
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4.2 Control H,

El planteamiento del control H ., requiere de una ley de control por retroalimenta-

cion de estados de la forma:

i=0(x), 0€R™ @.11)

Tal que si las perturbaciones son cero (w = 0), el origen del sistema en lazo cerrado
es asintoticamente estable en forma local. El objetivo de control H, consiste en disefiar
un controlador admisible, tal que si existe |7z ||, y con el sistema inicializado en el
punto de equilibrio, encontrar un nimero real T > 0 de tal manera que la siguiente
desigualdad se cumpla, para un valor de w # 0, segtin (Zhoul [1999).

t t
/D||z||2dt<T2/0 w|dt @.12)

Para encontrar la solucién del problema del control H., en forma local para el

sistema de levitacion magnética se debe de cumplir las siguientes suposiciones.

- Existe una solucién positiva definida de la ecuacion algebraica de Riccati.
1
KA+ ATK +CfCy+ K ﬁBlBlT—BQBZ)T K=0 (4.13)

tal que el sistema

T=[A— (B:By —Y’B\B)K|% (4.14)

sea exponencialmente estable.

- Si la suposicion anterior se cumple entonces existe un controlador admisible

que resuelve el problema del control H, en su forma local.
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4.3 Resultados experimentales

i=—BIKzT (4.15)

4.2.2. Disefio de control H,

Utilizando el sistema ya linealizado (2.28)) y la estructura del sistema para trabajar

en H,, queda como se muestra:

- 0 L] |21 0 0] [w 0 _
e {613.125 o} L:J + [1 0] _wJ + {_52‘361 i (4.16)
10 0]
s=1o0 1 l‘“}r 0| (4.17)
0 o] " |1
y=[1 o) [2) o 1] | @i8)

Se resuelve la ecuacion algebraica de Riccati para el sistema @.16), (4.17) y @.18),

empleando una T = 0.1 y utilizando el comando ’are()’ de Matlab para obtener la

matriz definida positiva K.

(4.19)

K— 16.6506 0.4658
104658  0.0271]°

4.3. Resultados experimentales

El experimento se realizé en el mddulo didactico Magnetic levitation-33-942S, de

Feedback Instruments Ltd., integrado por el levitador magnético 33-210, la interfaz de
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4.3 Resultados experimentales

control analégico 33-301, la interfaz de conexién 33-942 y la tarjeta de adquisicion de
datos PCI 1711 de Advantech, una PC Pentium con MatLab 2006. Es importante aclarar
que en la etapa experimental que el estado x; es medido directamente de la planta, por
medio de la tarjeta de adquisicion de datos PCI 1711 de Advantech y el estado x5 se
obtiene de la derivada de x; por medio del comando derivative de Matlab-Simulink,
ademds se considera que el sistema de levitaciéon magnética en su etapa de potencia
contiene un control interno que entrega una corriente proporcional al voltaje de entrada

de control (u) mds un corrimiento, de la siguiente forma:

i(t) = 0.015u(t) + o, (4.20)
donde u(t) € R es la sefial de control en voltaje ((Fallaha, 2005))

u(t)
Control

x(t)

—
*

Fig. 4.3: Diagrama de bloques del sistema a lazo cerrado

Ademas, el sensor de posicion entrega un voltaje proporcional a la distancia de la

esfera al nicleo magnético, de la forma:

Vi(t)
120

21 (t) = + 7. (4.21)
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4.3 Resultados experimentales

donde V;(t) es el voltaje del fototransistor.

Las perturbaciones acopladas las consideramos como incertidumbre en el modelo
y disturbios externos del sistema debido a que en el modelo (2.20) no se consideran
los pardmetros de la planta, el ruido en la medicion de x; es consecuencia del efecto
del campo magnético sobre el fototransistor y el ruido en z5 se debe en parte al ruido
inducido por el campo magnético sobre z;(t) y al desempefio numérico del comando

derivative de Matlab/simulink, este tltimo se mejoraria al observar el estado ().

El experimento se realiza en dos secciones, en la primera se estabiliz6 el levitador
magnético con el control por modo deslizante y en el segundo experimento el levitador

se estabilizo con el control H ..

4.3.1. Rendimiento del sistema en lazo cerrado con el control por modo deslizante

En las siguientes figuras se presenta la respuesta en lazo cerrado de la posicion de la
esfera y la sefial de control en funcion de la corriente partiendo de la condicion inicial
de z1(0) = 0.046, una ganancia de control discontinuo M = 1y la ganancia de la

superficie deslizante ¢ = 1.

El disefio del controlador por modos deslizantes es programado en Matlab/simulink.

— |
T Mfoksp 3 g il 1 h5p A 02
e i PCITT
Lab YD Board
Lab 110 Baard oG v v > K
v w2k h ] it il

Feadback DAC

Saturation

Feedback ADC

Derivative Embedded Embedded
Embedded MATLAB Function  paT| 48 Funetiond

MATLAB Functionz Feedback DAC Ch1

Feedback ADC Chi —L
i 1

Display

Fig. 4.4: Diagrama de simulaciéon en MATLAB de control por modo deslizante
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4.3 Resultados experimentales

Obteniéndose las siguientes graficas resultantes.

0.05 T T T

I

0.045 n

0.04 - g

0036 K N
Fre. oo AR AR o

0.025 - =

%

Posicion (m)
=
2
T
1

002~ =

0015 u &

001 | | ! | L | | | |
0 1 2 3 4 5 6 i 8 g

Tiempo (s)

Fig. 4.5: Desempeio del posicionamiento del sistema en lazo cerrado con el control por modo
deslizante
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4.3 Resultados experimentales
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Fig. 4.6: Desempeiio de la entrada de control del sistema en lazo cerrado con el control por
modo deslizante

En la fig. se observa que la trayectoria del estado x;(¢) converge a una region
proxima al punto de equilibrio, en un tiempo aproximado de 1.2seg. presentando una
respuesta subamortiguados y un consumo méximo de corriente de 0.125A (ver fig.
[4.6). En la fig. se muestra el plano de fase de los estados x; y x5 del sistema en lazo
cerrado y se aprecia la manera en que las trayectorias convergen al punto de equilibrio

partiendo de la condicién inicial,
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4.3 Resultados experimentales

w1072 Plano de fase
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Fig. 4.7: Plano de fase del sistema en lazo cerrado con el control por modo deslizante
por lo tanto, se concluye que el sistema en lazo cerrado es estable.

4.3.2. Rendimiento del sistema en lazo cerrado con el control H,

Continuado con los datos del desempeiio del sistema en lazo cerrado ahora en fun-

cion del control H, el cual se implementd mediante la plataforma de Matlab/simulink

como se muestra en el siguiente diagrama:
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Fig. 4.8: Diagrama de simulacién en MATLAB de control H,

En las siguientes gréficas se muestran la posicion y la sefial de control H .

0057 T ; T T
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Fig. 4.9: Desempefio del posicionamiento del sistema en lazo cerrado con el control H,
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Fig. 4.10: Desempefio de la entrada de control del sistema en lazo cerrado con el control H,

La condicion inicial de z1(0) = 0.046 y la trayectoria del estado z;(¢) convergen
de forma suave a una region proxima al punto de equilibrio logrando estabilizarse en
un tiempo de 2.5s (ver fig. respecto al desempefio en la entrada de control se
observa que el consumo de corriente oscila en un rango de 0.036A a 0.45A con picos

esporadicos de 0.5 A.
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5. ANALISIS ESTADISTICO DE RESULTADOS

La estadistica estudia métodos cientificos para recoger, organizar, resumir y analizar
datos asi como para sacar conclusiones validas y tomar decisiones razonables es por
ello que para un mejor andlisis de resultados se realizaron dos estadisticos a las sefales
de posicion de sistema en lazo cerrado tanto con el control por modos deslizantes como
H.

5.1.  Error cuadratico Medio (ECM) de las trayectorias del sistema a
lazo cerrado

El error cuadrético medio es la diferencia entre el estimador y lo que se estima. El
ECM es una funcién de riesgo, correspondiente al valor esperado de la pérdida del error

al cuadrado o pérdida cuadrética.

n

ECM = — Zl (z; — x0)%, (5.1)

donde n es el numero de datos, x; es el i-€simo dato de posicion a comparar y x es la

posicion deseada.

Al aplicar el ECM con respecto al punto de equilibrio, el andlisis considera 10000
datos en un tiempo de 10seg provenientes de las graficas {.9] y {.5] obteniéndose los
siguientes resultados:

El error cuadritico medio del control por modo deslizante es mayor que el error

cuadratico medio del control H,, lo que significa que la trayectoria x; (t) resultado de



5.2 Desviacion estandar (s) de las trayectorias del sistema a lazo cerrado

Tab. 5.1: Analisis del error cuadratico medio de la trayectoria del estado z1(t) con respecto a
xIQ.

| Control | ECM

MD 16.0372107°
H., 6.0013210°°

la acci6n del control H, se aproxima més al punto de equilibrio que la trayectoria x1 ()

del control por modo deslizante.

5.2.  Desviacion estandar (s) de las trayectorias del sistema a lazo
cerrado

La desviacion estandar es la variacion esperada con respecto a la media aritmética,

definida como:

(z; —7)° (5.2)

=1

S|

donde n es el numero de datos, x; es el i-ésimo dato de posicion a comparar y T es la

media aritmética de la posicion.

Y los resultados obtenidos para la posicion de salida de los sistemas retroalimenta-

dos que considera 10000 datos en un tiempo de 10seg provenientes de las graficas 4.9]

y 5] son:

Tab. 5.2: Andlisis de la desviacion estdndar de la trayectoria del estado 1 (¢).

’ Control \ S ‘
MD 0.0038
H 0.0017
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5.2 Desviacion estandar (s) de las trayectorias del sistema a lazo cerrado

La desviacién estandar nos presenta que la sefial de la trayectoria x; () resultado
de la accién del control por modo deslizante se dispersa mas en comparaciéon con la

trayectoria x (t) resultado de la accién del control H.,.
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6. CONCLUSIONES

La planta tiene una regién de operacion establecida por el sensor infrarrojo, donde
el punto de equilibrio (z¢,0) estd incluido y ambos controles estdn confinados a esta
region.

El control H,, se disefia linealizando la planta alrededor del punto de equilibrio,
concluyendo que la region del sistema linealizado es similar a la region establecida por
el angulo de vision del diodo infrarrojo, es por eso, que el sistema en lazo cerrado con
el control local H,, obtuvo mejor desempeno en comparacion con el control global
por modos deslizantes confirmdndose la hipotesis nula (Hj) tal como se muestra en las
tablas [5.1]y asi como en las figuras y El control H, atenia las
perturbaciones tales como: incertidumbre en el modelo y ruido en los sensores mejor
que el control por modos deslizantes bajo la misma condiciodn inicial, el control por mo-
dos deslizantes esta operando en forma local debido al didmetro de 40 mm del cilindro

de vision donde esté instalado el fototransistor utilizado para detectar la posicion.

Se concluye que la aportacion principal de este trabajo de tesis fue realizar la com-
paracion de desempefio de dos controles robustos, uno con alcance local y otro global

dando como resultado que el control H, presenté mejor desempefio.
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