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Resumen:

El modelo de Reid es usado para describir la dindmica del control semi-activo de vibracion de
un sistema masa-resorte, donde el resorte semi-activo conmuta entre un valor maximo y minimo
de rigidez de acuerdo a una ley de control heuristica dependiente de los estados del sistema, y su
desempeno esta caracterizado por un parametro del sistema; tal dispositivo semi-activo induce un
fenémeno de amortiguamiento histerético. En este estudio, un enfoque novedoso basado en la teoria
de Floquet es aplicado para el analisis del modelo de Reid. Para tal fin, el modelo de Reid es escrito
como una ecuacién diferencial periédica al convertir la ley de control dependiente de los estados en
una ley periddica en el tiempo. La aplicacién de la teoria permite obtener los multiplicadores de
Floquet que yacen dentro del circulo unitario, ademas, los exponentes de Floquet son usados para
establecer un problema de optimizacién en términos de un parametro del sistema, el problema es
resuelto aplicando un anélisis sensitivo a los exponentes. Los resultados son validados analizando el

modelo de Reid con técnicas no-lineales.



Abstract:

The Reid model is used to describe the dynamics of the semi-active vibration control of a mass-
spring system, where the semi-active spring commutes between a maximum and minimum stiffness
value according to a heuristic state-dependent control law, and its performance is characterized by
a system’s parameter, such semi-active device induces a hysteretic damping phenomenon. In this
study, a novel approach based on the Floquet theory is applied for the analysis of Reid model. In
order to that, the Reid model is written as a periodic differential equation by converting the state-
dependent control law to a time-periodic one. The application of the theory allows obtaining the
Floquet multipliers which lie inside the unitary circle, in addition, the Floquet exponents are used
to establish an optimization problem in terms of a system’s parameter, the problem is solved by
applying a sensitivity analysis to the exponents. The results are validated analyzing the Reid model

using nonlinear analysis techniques.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio realizado en esta tesis se centré en el control semi-activo de vibraciones libres de
un sistema mecanico masa-resorte, mediante un resorte semi-activo sometido a una ley de control
conmutada, la cual varia el resorte entre un valor minimo y un valor maximo de rigidez. El modelo
matematico del sistema se redujo a una ecuacioén diferencial no-lineal conocida como el modelo de Reid
u oscilador de Reid. El propésito principal consistié en inducir amortiguamiento al sistema y lograr
mitigar las oscilaciones para el caso de vibraciones libres. Al investigar en la literatura disponible los
trabajos realizados en relacion al control semi-activo y especificamente del control por conmutacion
de rigidez, se observé que se habia estudiado el problema de forma cuantitativa y solamente para
realizar comparaciones con otros esquemas de control semi-activo, sin embargo, no existia un estudio
que buscara una explicaciéon tanto cuantitativa como cualitativa del por qué siempre se obtiene el
mismo valor de relaciéon de los valores de rigidez entre los que se conmuta. Al obtener la solucién
numérica del modelo matemético del sistema se descubrié que el comportamiento de la ley de control
era periddico, lo que abrié la posibilidad de analizar el sistema de una forma diferente empleando
la teoria de sistemas peridédicos en particular la teoria de Floquet-Lyapunov. Por todo lo anterior se
inicio este analisis, con la finalidad de brindar un nuevo enfoque para analizar este tipo de sistemas
y aportar un poco mas de conocimiento al tema del control semi-activo que pueda servir como base
para futuros estudios de otros sistemas similares al aqui presentado.

En este primer capitulo se describe la problematica y objetivo de la tesis. En los siguientes capitulos
se describe lo necesario para entender el origen que llevé a desarrollar la presente investigacién, se
muestra el estado del arte del tema, para poder establecer una comparacién con los trabajos hechos
hasta el dia de hoy y poder asi resaltar la innovaciéon e importancia que representan los resultados
aqui obtenidos. En un capitulo posterior se detallan las bases mateméticas y los instrumentos que
se utilizaron y sobre los que se sustenta el desarrollo y que permite entender el enfoque propuesto
para el estudio de sistemas similares al aqui analizado. Una vez repasados los fundamentos tedricos

se detalla el desarrollo de la aplicaciéon de las teorias al anélisis del control de vibracién semi-activo
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sobre un sistema masa-resorte, donde se aplic6 una ley de control semi-activo por conmutacién de
rigidez. Posteriormente, se describen también los resultados a los que condujo el estudio y se resaltan
las aportaciones y oportunidades que conlleva para extender un trabajo futuro.

1.1. Descripcién del problema

En general los mecanismos estan expuestos a perturbaciones del ambiente, que inducen vibraciones
en los mismos. Dichas vibraciones afectan el funcionamiento normal de los mecanismos, e incluso
pueden causar danos cuando no se aplican técnicas de control de vibracién capaces de eliminar o
disminuir los efectos de las oscilaciones sobre éstos.

Existen técnicas y dispositivos de control semi-activo de vibraciones que han sido desarrollados con
el objetivo de mitigar las vibraciones que afectan a los mecanismos. Tales esquemas de control semi-
activos utilizan dispositivos de control pasivos que poseen la propiedad de cambiar alguna propiedad
mecanica del sistema como es la rigidez, el amortiguamiento o la inercia.

Se ha investigado y desarrollado en las dltimas décadas una gran cantidad de dispositivos semi-
activos, de los cuales se hace un repaso en un capitulo posterior. En particular dentro de estos
dispositivos se encuentran los de rigidez variable, que poseen la caracteristica de contrarrestar los
efectos de las vibraciones variando su rigidez, como por ejemplo, los piezoeléctricos, los de efecto
térmico de memoria, electromagnéticos y los dispositivos de configuracion mecéanica.

Se estudio a lo largo del desarrollo de esta tesis, un sistema mecanico masa-resorte, sobre el cual se
aplicé una técnica de variacion de rigidez que introdujo amortiguamiento y consecuentemente disipod
la energia producto de las vibraciones libres. Se eligié variar la rigidez del sistema, ya que a diferencia
de las técnicas para variar amortiguamiento, con la variacion de rigidez se logra ajustar la frecuencia
natural y el coeficiente de amortiguamiento del sistema al mismo tiempo.

En el presente trabajo se llevo a cabo el analisis del control de vibracion semi-activo de un sistema
masa-resorte de un grado de libertad, donde el dispositivo de rigidez variable estaba sujeto a una
ley de control conmutada basada en la retroalimentacion del producto de los estados. Dicha regla de
conmutacién es capaz de cambiar la rigidez del resorte entre un valor minimo y un valor maximo.
El modelo matematico que describe la dindmica del sistema corresponde a la ecuacion diferencial
no lineal del Oscilador de Reid, el cual fue analizado utilizando la teoria de sistemas periddicos. Se
observé que el modelo de Reid se vuelve integrable durante los instantes de conmutacién del sistema,
permitiendo calcular la matriz de monodromia y por consiguiente obtener los exponentes de Floquet
en términos de los pardmetros del sistema, lo que permitié determinar la estabilidad y el llevar a cabo
un analisis sensitivo para propoésitos de optimizacion de uno de los parametros, que se explicara con
detalle mas adelante. Los resultados producidos son verificados considerando que el oscilador de Reid
se comporta como un modelo de amortiguamiento viscoso lineal equivalente, y utilizando la técnica
del decremento logaritmico en conjunto con un proceso de aproximacion. Se presenta con este estudio

un enfoque novedoso, que a través de los exponentes de Floquet, provee una explicacion cualitativa y
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cuantitativa acerca del fenomeno de amortiguamiento inducido por la regla de rigidez conmutable. Se
verd después que dicho enfoque puede ser extendido y aplicado para estudiar los casos del problema
de vibracion forzada de un grado de libertad, y los casos de vibracién de sistemas de multiples grados

de libertad libre y forzado.

1.2. Contexto del analisis

En el estado del arte que se presenta mas adelante, se hace un repaso de las principales técnicas
o enfoques de control semi-activo estudiadas a lo largo de la segunda mitad del siglo XX y lo que ha
transcurrido del presente siglo, que se han publicado en la literatura cientifica. Se presentan en forma
cronologica, divididos de acuerdo a la clasificacion de las técnicas semi-activas, las investigaciones
y aportaciones realizadas en el campo del control de vibraciones; se repasan todas las técnicas y se
resaltan las aplicaciones para las que fueron enfocadas cada uno de los articulos e investigaciones.
Se hace especial incapié en la seccion de control semi-activo con dispositivos de rigidez variable,
también se subrayan las diferencias principales que existen estre los trabajos presentados y el analisis
y resultados aqui descritos.

Con base en las aportaciones y resultados a los que se ha llegado en los estudios mencionados en
el estado del arte referentes a los dispositivos de rigidez variable, principalmente refiriéndome a los
trabajos de Ramaratnam [4] y Winthrop [93], en los que se ha tratado el tema del control de rigidez
conmutable y la busqueda de una explicaciéon o base que fundamente el valor 6ptimo del pardmetro
épsilon (e, el cual representa la razon entre el valor maximo de rigidez (kps) y el valor minimo (k)
del resorte) obtenido numéricamente (e = 0.877); por lo anterior y partiendo de la observacion de las
graficas obtenidas al simular la respuesta numérica del oscilador de Reid con el software Matlab®),
para el problema de posiciéon y velocidad inicial, de que el control de conmutacién de rigidez parecia
tener un comportamiento periédico, dio inicio a una investigacion donde se buscaba demostrar que
con la teoria de sistemas periédicos era posible desarrollar una explicacién cuantitativa utilizando los
multiplicadores de Floquet y la matriz de monodromia, y una explicacién cualitativa de la respuesta
del sistema al hallar y sustentar el valor éptimo de €, asi como justificar el porqué del amortiguamiento

inducido por el mismo control.

1.3. Hipotesis

El analisis de un sistema de control semi-activo de un sistema lineal mediante la teoria de Floquet
brinda una explicacién cualitativa y cuantitativa del fenémeno de amortiguamiento inducido por la

conmutacion de rigidez.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 11

1.4. Justificacion del tema

En la actualidad el diseno de estructuras dentro de los campos de la ingenieria civil, la robética
movil, la industria automotriz y la industria aeroespacial busca constantemente innovar y mejorar el
disefio de los sistemas de control. Se busca aumentar la estabilidad de la respuesta de los sistemas
y estructuras frente a diversas perturbaciones externas o generadas por la operacién de los mismos
elementos de los sistemas.

El avance de la tecnologia ha permitido el uso de materiales que aportan a las estructuras mayor
ligereza y flexibilidad. Sin embargo, ésto aumenta la importancia de lograr controlar la respuesta
dindmica que tendran cuando se apliquen cargas indeterminadas o extraordinarias, tales como el
impacto de objetos, sismos, la fuerza del viento, las oscilaciones originadas por el movimiento de
elementos rotativos, entre otras.

El disefio de la mayoria de las estructuras esta enfocado principalmente en soportar elementos
dentro del sistema en el que estan construidas, y por lo general se utilizan para ello materiales con una
baja capacidad de amortiguamiento, provocando que dependan completamente de la rigidez de los
materiales para soportar dichas cargas, lo que deriva en que no sean capaces de disipar adecuadamente
la energia y adaptarse a los cambios inesperados que podrian hacer colapsar las estructuras.

De las limitaciones antes mencionadas en los materiales o el disefio de las estructuras, nace la
necesidad de implementar alternativas que puedan compensar de forma automéatica y efectiva las
perturbaciones no deseadas. Por lo tanto, para lograr el funcionamiento seguro de las estructuras, se
requiere el desarrollo y la implementacién de un sistema de control de vibraciones eficaz que reduzca
la respuesta a la vibracion frente a las cargas ambientales y pueda extraer y disipar la energia de las
oscilaciones.

Se ha optado por analizar un sistema con un dispositivo de rigidez variable, ya que son parte de
las estrategias del control semi-activo, para aplicar una regla de conmutacién de estados sobre un
sistema masa-resorte de 1GDL, inducir amortiguamiento para disipar la energia del sistema y utilizar
los exponentes de Floquet, en conjunto con la teoria de sistemas periédicos, para hallar la respuesta

del sistema y sustentar cualitativa y cuantitativamente el valor 6ptimo del parametro e.

1.5. Objetivo de la investigaciéon

Con el desarrollo de esta tesis se pretende fundamentar que, mediante la teoria de sistemas pe-
riodicos y la teoria de Floquet, se obtiene una explicacion cualitativa y cuantitativa de la estabilidad
lograda con el control de conmutacién de rigidez, aplicado sobre el sistema masa-resorte lineal de un
grado de libertad (1GDL).

El objetivo del analisis llevado a cabo sobre el sistema masa-resorte de 1GDL consistia en mostrar
que la reduccién de la solucién no lineal del oscilador de Reid en una solucién lineal equivalente del

sistema como una manera de optimizar la razén de decaimiento de energia, resulta complicado, aunado
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a que las consideraciones y aproximaciones empleadas conllevan inexactitudes numéricas. Incluso
cuando el anélisis de Lyapunov brinda una explicacién cualitativa del fenémeno de amortiguamiento,
demostrando la estabilidad asintética, y el valor 6ptimo €,,; puede ser cuantitativamente aproximado
mediante la reduccién a un sistema lineal equivalente, existia una falta de explicaciéon acerca de la
naturaleza del valor 6ptimo €,y¢ y su relacién con la estabilidad del sistema. Este trabajo propone un
enfoque novedoso del anélisis de estabilidad del modelo del oscilador de Reid, basado en la teoria de un
sistema periodico [107], este andlisis permite explicar cualitativamente por qué se produce el fen6meno
de amortiguamiento inducido, ademéas brinda un anélisis cuantitativo del pardmetro épsilon 6ptimo
€opt ¥ su relacion con la estabilidad del sistema. La principal contribucién de este trabajo consiste
en presentar un enfoque alternativo para analizar el control semi-activo de vibraciones mediante la
implementacion de una regla de variacién de rigidez por conmutaciéon de estado, evitando utilizar
aproximaciones lineales o suposiciones que conllevan pérdida de precision en nuestros resultados

numeéricos.



Capitulo 2

Control semi-activo por rigidez

conmutada: caso vibraciones libres

En este segundo capitulo se describe el fenémeno de amortiguamiento que se presenta en el sistema
una vez se aplica sobre éste la ley de control semi-activo de conmutacién de rigidez, que ayuda a
mitigar las oscilaciones mecénicas del sistema masa-resorte.

En las secciones siguientes se define mateméaticamente la representacion del modelo de Reid para
el caso de vibracién libre empleado para la representacion del sistema masa-resorte sobre el que se
basa este estudio. También se describe con mayor detalle el sistema mecanico lineal y la relacion entre
el amortiguamiento histerético y la conmutacion de rigidez

La problematica que motivo el desarrollo de este trabajo fue la de hallar (o mejor dicho desarro-
llar) una explicacion cualitativa que complemente los trabajos cuantitativos llevados a cabo por otros
autores ([93], [115]) acerca de la aplicacion de técnicas de control de vibracion semi-activo sobre sis-
temas lineales empleando la conmutacion de rigidez variable en combinacion con la teoria de sistemas
periddicos y hallar un parametro 6ptimo para la relacion de rigidez minima y méaxima del sistema,

que a su vez induce amortiguamiento y disipa la energia oscilatoria.

2.1. Sistema lineal sometido a una ley de control semi-activo

El sistema en el que se centra este trabajo esta compuesto por una masa y un resorte semi-
activo, como se muestra en la figura 2.1; la rigidez del resorte del sistema es variada entre dos valores
extremos, un valor de rigidez maxima kj; y un valor de rigidez minima k,,, mediante una ley de control
semi-activo heuristica que se conoce como ley de control de vibraciones por rigidez conmutada, asi
el resorte se comporta como un dispositivo de rigidez variable. La mencionada ley de control fue

propuesta por Chen y Onoda [25], [103].

13
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Ww m

Figura 2.1: Sistema masa-resorte.

El modelo matematico del sistema masa-resorte de la figura 2.1 es descrito por la siguiente ecuacion

diferencial:

mi’ (1) + ki (1) =0 #(0) = 20,2 (0) = &, (2.1)

donde m representa la masa que se desliza sin friccién sobre la superficie, k es la rigidez del resorte,

T representa la posicion, la prima denota diferenciacién con respecto al tiempo 7, y las condiciones
iniciales son diferentes a cero.

El resorte actia como un dispositivo de rigidez conmutada k (7), y responde a la ley empirica de

control dada por la siguiente regla:

o of
ky zx >0
k(r)= (2.2)
o c/
km zx <0
se asume que cuando el resorte alcanza uno de sus valores extremos de rigidez acttia como un
resorte lineal. Por lo anterior el dispositivo de rigidez debe considerarse como una funcién dependiente

de los estados definida por la relacién

k (zx) - % [k:M 4k + (ks — ki) Sgn <xx)} (2.3)

La relacién entre los dos valores de rigidez entre los que se conmuta el sistema esta dada por el

valor €, dado por la ecuacion siguiente

b=k

cabe resaltar que 0 < € < 1 pues kp; > kyy,.

(2.4)

Para el anélisis se consideran dos conjuntos de condiciones iniciales, es decir, condiciones de

velocidad inicial

(:i’: 0) = 0,4 (0) = 5;;)) (2.5)

y condiciones de posicion inicial
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’

(55 (0) = &, & (0) = o) (2.6)

Si se define wy = % como la frequencia natural promedio de la ecuacion (2.1), y para cada
conjunto de condiciones iniciales se define, [ = wio para las condiciones de velocidad inicial y | = Zg
para las condiciones de posicién inicial, entonces la escala de tiempo t = 7wy y el cambio de variable

x = ¥, ademas de la incorporacién del pardmetro e, reducen la ecuacién (2.1) a la expresion:

&+ (1+eSgn(zx))x=0 (2.7)
donde la ley de rigidez conmutada esta representada por la funcién signo del producto de la
posicién y la velocidad del sistema, dada por la siguiente expresién matematica
1 zz >0
Sgn(zd) =<0 z&=0 (2.8)
-1 z2<0

v los puntos representan diferenciacién respecto al tiempo t.

La representacion matematica de la ec. (2.7) anterior corresponde a la ecuacion no lineal de Reid
[116], también conocida como oscilador de Reid, pues se deriva de una transformacion de la ecuacion
(2.7).

En el oscilador de Reid (2.7) escrito como

i4+k({t)x=0 (2.9)

el término

k(t) =1+ eSgn (zi) (2.10)

se conoce como el resorte de Reid [27],[143].
La ecuacion (2.1) en conjunto con las condiciones iniciales no dimensionalizadas antes descritas,

definen dos conjuntos de problemas de valor inicial, a saber: el problema de velocidad inicial

x(0)=0 #(0)=1 (2.11)
y el problema de posicién inicial

z(0)=1 @(0)=0 (2.12)

En este punto es conveniente introducir los conceptos de amortiguamiento histerético (estructural)

y la relaciéon con el modelo de Reid, como se describen en las siguientes secciones.
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2.2. Fendémenos de amortiguamiento

Antes de abordar el tema de las ecuaciones del modelo de Reid, es conveniente brindar la definicién

del amortiguamiento estructural y mencionar los tipos de amortiguamiento que existen.

2.2.1. Amortiguamiento estructural

Un sistema mecanico que posee amortiguamiento es un sistema no conservativo, y la energia es
disipada. Debido a que esta disipacién de energia debe ser igual al trabajo aplicado por la entrada
del sistema, se pude escribir la expresién para la energia disipada en cada ciclo de la vibracién en la

forma:

AE.y. = / Fdx = | Fidt (2.13)

cyc

O\E‘;’

donde solo las partes reales de F'y & deben ser consideradas. Si se insertan las ecuaciones

i (t) = iwA|G (iw)] @) = jwz (1) (2.14)
F (t) = Ake™! (2.15)
en la ecuacion (2.13), se obtiene

AE,,. = —kA%|G (iw)|w / coswt sin (Wt — @) dt = mw? A% |G (iw)| 7 sin ¢ (2.16)
0

Si se consideran las ecuaciones

¢ = tan~! % (2.17)
G (iw)| = ! ; (2.18)

2

212 2
(1= /)] + (2Cw/wn)
puede notarse que la expresiéon sin ¢ esta dada por:

C

sin ¢ = 2@“57 |G (iw)| = —— |G (iw)| (2.19)

mw,

donde ¢ = ¢/2mw,,.Al insertar la ecuacion de la amplitud del desplazamiento
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Figura 2.2: Lazo de histéresis

X = A|G (iw)| (2.20)

y la ecuacion (2.19) en la ecuacién (2.16) se obtiene la expresion

AE,,. = crwX? (2.21)

de la cual sigue que la energia disipada por ciclo es directamente proporcional al coeficiente de
amortiguamiento c, la frecuencia w, y el cuadrado de la amplitud de la respuesta X.

La energia es dispada en todos los sistemas reales, incluso en aquellos sistemas en los que el
modelo matemaéatico no hace una referencia especifica del amortiguamiento. Por ejemplo, la energia
es dispada en los resortes reales a causa de la friccién interna. En contraste con el amortiguamiento
viscoso, que se mencionara en la siguiente seccion, el amortiguamiento debido a la friccion no depende
de la velocidad. Ha sido observado en diversos estudios que la pérdida de energia por ciclo debida a
la friccién interna es aproximadamente proporcional al cuadrado de la amplitud de la respuesta X,
es decir

AFEq. = aX? (2.22)

donde « es una constante independiente de la frecuencia de la oscilacién arménica. Este tipo de
amortiguamiento, llamado amortiguamiento estructural o histerético [91], se atribuye al fenémeno
de histéresis asociado con esfuerzo ciclico en materiales elasticos. La pérdida de energia en cada
ciclo de esfuerzo es igual al area dentro del lazo de histéresis mostrado en la figura 2.2. Por lo
tanto, comparando las ecuaciones (2.21) y (2.22), se puede concluir que los sistemas que poseen
amortiguamiento estructural y que estan sujetos a excitacién arménica pueden ser tratados como si

estuvieran sometidos a amortiguamiento viscoso con el coeficiente equivalente
Coqg = — (2.23)

W

En contraste con el amortiguamiento viscoso, para el amortiguamiento estructural la maxima

amplitud se obtiene exactamente para w = wy,.
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Es importante remarcar que, la analogia entre el amortiguamiento estructural y viscoso sélo es
valida para excitaciéon armoénica, porque la respuesta de un sistema a la excitacién armaénica con la

frecuencia w esta implicita en el desarrollo anterior.

2.2.2. Amortiguamiento viscoso

El segundo tipo de amortiguemiento que se debe conocer es el llamado amortiguamiento viscoso,
cuya definicion se da a continuacion.

En ausencia de fuerza externas, F' (t) = 0, una ecuaciéon de movimiento de un sistema de segundo
orden como

mi (t) + ci: (t) + ka (t) = F (¢) (2.24)

se reduce a una ecuacién diferencial homogénea. Es conveniente expresar la solucién de dicha
ecuacion homogénea en términos de ciertos parametros adimensionales. Para este fin, sea F (t) = 0

en la ecuacion (2.24), se divide el resultado entre m y se obtiene la ecuacion diferencial homogenea

# (1) + 2Cwnd (1) + wia (t) = 0 (2.25)
donde wyes la frecuencia natural de la oscilacién no amortiguada, y esta dada por w? = %, y

C

¢ = (2.26)

2mwn,

es una cantidad adimensional comocida como el factor de amortiguamiento viscoso [91].

2.2.3. Amortiguamiento de Coulomb

Otro tipo de amortiguamiento que es importante mencionar es el llamado amortiguamiento de
Coulomb o seco, éste se presenta cuando los cuerpos se deslizan sobre superficies secas[91]. Para que
empiece el movimiento, debe haber una fuerza actuando sobre el cuerpo que supere la resistencia al
movimiento causada por la friccién. La fuerza de friccion seca es paralela a la superficie y proporcional
y a la fuerza normal de la superficie, donde la ultima es igual al peso W del cuerpo (de la masa en
un sistema masa-resorte-amortiguador). La constante de proporcionalidad es el coeficiente de friccion
estatica ug, un nimero que varia entre 0 y 1 y depende del material de la superficie. Una vez que
se ha iniciado el movimiento, la fuerza cae a pupW , donde puy es el coeficiente de friccion cinética ,
cuyo valor generalmente es menor que el de us. La fuerza de friccién estd en direccién opuesta a la
velocidad, y permanece constante en magnitud mientras que las fuerzas que actiian sobre la masa m,
sean, la fuerza de inercia y la fuerza de restauracion debida al resorte, son suficientes para superar la
friccién seca.

Cuando las fuerzas se vuelven insuficientes, el movimiento simplemente se detiene.
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Utilizando F,; para denotar la magnitud de la fuerza de amortiguamiento, donde Fy = pupW, la

ecuaciéon de movimiento del sistema masa-resorte-amortiguador puede escribirse en la forma:

ma + FgSgn (&) + kz =0 (2.27)

donde el simbolo Sgn denota ’el signo de’ y representa una funcién que tiene el valor +1 si su
argumento & es positivo y el valor -1 si su argumento es negativo. Matematicamente la funcién puede

escribirse como sigue

Sgn (&) = % (2.28)

2.3. Definicién del modelo de Reid

En esta seccion se aborda el tema del modelo de Reid no lineal [116], donde se representa un
sistema con amortiguamiento estructural o histerético, es decir, aquel que se presenta cuando un
elemento es sometido a inversiones en el sentido de la carga aplicada cuando el material del elemento
esta en el rango no lineal. La curva de aumento de carga es distinta a la curva de disminucién de la
carga sobre el elemento, por lo que la energia de deformacién del elemento se convierte en energia
cinética durante el ciclo de disminucién de la carga. La ecuacion de Reid tiene tres representaciones,
como se verd a continuacion.

Si se acepta la definicién de que el amortiguamiento histerético es proporcional al desplazamiento
pero en fase con la velocidad, entonces la vibracion libre de un oscilador simple puede ser tratada
utilizando este concepto. Surge entonces una aparente anomalia a través de la confusién de cuatro
posibles representaciones matematicas del amortiguamiento estructural, en términos de la ecuacion
diferencial para vibracién libre, pueden escribirse como sigue:

a) Un sistema con amortiguamiento histerético

mfc’+b‘f,’¢+kx:0 (2.29)
X

donde b es una constante dada por

b=mew/m (2.30)

donde c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso. m es la masa y k es la rigidez del resorte.
b) Sistema con rigidez compleja

mi+ (k+ib)x =0 (2.31)

¢) Un sistema con fuerza de amortiguamiento proporcional a la velocidad dividida por la “frecuen-

cia” y en fase con la velocidad
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mi + ga: +kr=0 (2.32)

d) Un sistema con coeficientes complejos y con solucién exponencial compleja

mi 4+ Cre™x =0 (2.33)

donde C; es una constante.
Las condiciones de frontera estan implicadas de forma tal que las ecuaciones anteriores representan
un sistema oscilatorio. En la ecuacion (2.32), la “frecuencia” w debe ser definida adecuadamente.
s

La velocidad y el desplazamiento de una vibracion libre amortiguada no estdn 7 radianes fuera

de fase. Sea n radianes el angulo de fase entre tal velocidad y desplazamiento.

2.3.1. Existencia y unicidad del oscilador de Reid

Una vez establecidos los conceptos y las ecuaciones del modelo de Reid puede establecerse que la

ecuacion (2.7) en el espacio de estados esta dada por:

)'c:f(t,x):[ 0 1“?] (2.34)

donde x = [ r &

Cabe mencionar que f (¢, z)es acotada y continua en partes en (¢,2) y que admite un ntimero
finito de discontinuidades, entonces f (¢, x) es Lipschitz. Por lo tanto, para el oscilador de Reid (2.7)
la existencia y unicidad de las soluciones esta garantizada [73].

En contraste con otras representaciones en el dominio de la frecuencia, el modelo de Reid nos
permite establecer un problema mateméatico bien planteado para los problemas de vibracién libre y
vibracién forzada.

En el modelo matemético presenta un fenémeno de disipacion que es inducido por la rigidez
conmutada, este hecho lleva al concepto de variacion de rigidez para la mitigacién de vibraciones como
lo introdujo Caughey [128] y fue después desarrollado por Chen [25]. Para el control de vibraciones
se debe inducir artificialmente un amortiguamiento histerético significativo mediante dispositivos de
rigidez semi-activos.

En el oscilador de Reid se puede observar que el coeficiente de rigidez varia con el tiempo, k (t), por
lo tanto el oscilador de Reid pertenece a la clase de sistemas paramétricamente excitados (PE), donde
es conocido que el fenémeno de resonancia paramétrica puede ocurrir y conducir a un comportamiento
perjudicial del sistema. Sin embargo, se ha observado también que la excitacién paramétrica puede
ser utilizada para propositos de estabilizacion, tal enfoque se conoce como estabilizacion dindmica.

Otro hecho importante del oscilador de Reid consiste en que el coeficiente de rigidez variante en
el tiempo acttia como un controlador dependiente de los estados, pero para que sea posible aplicar el



CAPITULO 2. CONTROL SEMI-ACTIVO POR RIGIDEZ CONMUTADA: VIBRACION LIBRE21

Oscilador de Reid Velocidad inicial Plano de fase

x]

-——x
Sign(xj*xz) | o5k

- L E L

ey 0

o 5 10 15 -15 -1 -05 0
(@) T(s) (b) Velocidad x,

Solucion
o
Posicion x,

Oscilador de Reid Posicion Inicial Plano de fase

*y

-

2
Sign(x,*x,)

Solucion
o

4]
[
It
Velocidad x,
I
1)
=)

©T6) " (@ Posicionx,

Figura 2.3: (a) Solucion numeérica del oscilador de Reid para el problema de velocidad inicial z2, (b)
Plano de fase de la soluciéon para velocidad inicial. (¢) Solucion numeérica del oscilador de Reid para
el problema de posicion inicial 21, (d) Plano de fase de la solucion para posicién inicial

enfoque de la teoria de sistemas periédicos el controlador debe exhibir un comportamiento peridédico
en el tiempo en lazo abierto. La idea clave de este estudio para aplicar la teoria de sistemas periodicos
al oscilador de Reid consiste en comprender que el controlador dependiente de los estados puede ser

de hecho convertido en un controlador periédico en el tiempo, como se vera a continuacion.

2.4. Analisis en el tiempo del modelo de Reid

El anélisis inicial que se llevo a cabo sobre la ecuacion del oscilador de Reid consisti6é en obtener la
solucion numérica de dicha ecuaciéon aplicando el método de Runge-Kutta con la ayuda del software
Matlab de MathWorks, para condiciones iniciales estandar de posicion y velocidad ((1,0) para posiciéon
inicial ec. (2.6), y (0,1) para velocidad inicial ec. (2.5)) para un valor de ¢ = 0.5.

Al analizar la gréfica de la soluciéon numérica es posible observar que el origen es asintéticamente
estable (concepto que se explica en el capitulo siguiente) en ambos casos; en la misma grafica también
se puede observar que la técnica de control basada en la conmutacién de la rigidez del propio sistema,
representada matematicamente por la funcion Sgn (zz), revela un comportamiento periédico, como
puede notarse observando la grafica de la figura 2.3 (a) y (c).

A partir de la observacién de la periodicidad de la técnica semi-activa de conmutacion de rigidez,
el término puede ser considerado como una funcién periodica en el tiempo ¢ (t) = ¢ (¢t +T') donde T
es el periodo fundamental.

Debido al hecho anterior fue posible utilizar métodos de andlisis en los instantes de conmutacion
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de la solucién numérica, es decir, T; los instantes en los que la funcién Sgn (zd) cruza los ejes del
plano de fase para hallar una expresion analitica para ¢ (t).

Antes de llevar a cabo un anélisis con la teoria de Floquet, haremos una revision de los dispositivos
de rigidez variable hallados en la literatura y que han servido como base del analisis aqui presentado;
también se presentaran algunos conceptos importantes referentes al control, especificamente el control

semi-activo.

2.5. Dispositivos de control semi-activo

Para lograr una comprensién més completa de los dispositivos de rigidez variable, se requiere pro-
fundizar en el conocimiento de los conceptos relacionados con dichos dispositivos, para tal propésito
en esta seccién se definen brevemente y se muestra un corto resumen de los dispositivos semi-activos
de control de vibraciones, mientras que méas adelante en el Apéndice A se proporciona més informa-
cion acerca de estos dispositivos y una extensa biisqueda en la literatura para mostrar las aplicaciones
y avances logrados en diferentes campos del control de vibraciones.

En secciones anteriores se ha introducido al sistema lineal masa-resorte sobre el que esta basado
este andlisis, sin embargo, es imprescindible hacer mencién de algunos de los conceptos elementales
para alcanzar una mayor comprension de este tipo de sistemas, y sobre todo, de las técnicas y/o
dispositivos semi-activos de control de rigidez; para ello se definen a continuacién de forma breve los
topicos y se mencionan las clasificaciones que existen de los mencionados dispositivos semi-activos.

El primer concepto que debe ser comprendido es el de vibracién mecénica, definido por [47]
como el movimiento de una particula o cuerpo que oscila alrededor de una posicién de equilibrio.
Las vibraciones mecénicas son un efecto indeseable que se debe mitigar debido a que producen un
incremento del esfuerzo y pérdida de energia en las maquinas o estructuras.

De la necesidad por eliminar las vibraciones ha surgido una rama de la ciencia conocida como
control de vibraciones, que se refiere al conjunto de técnicas o métodos utilizados para limitar o alterar
la respuesta a las vibraciones de los sistemas mecanicos [68]. Los sistemas de control de vibraciones
pueden clasificarse en tres categorias dependiendo de la cantidad de energia externa que requiera el
sistema para realizar su funcién [68, 69]:

- Sistema de control de vibraciones pasivo: utiliza el movimiento de la estructura para proveer las
fuerzas de control, sin requerir una fuente de energia externa.

- Sistema de control de vibraciones activo: provee fuerzas de control a la estructura para contra-
rrestar las perturbaciones, requiriendo una gran cantidad de energia para llevar a cabo su funcién
[101].

- Sistema de control de vibraciones semi-activo: requiere una pequena fuente de energia externa
para operar y utiliza el movimiento de la estructura para proveer las fuerzas de control, cuya magnitud

es ajustada mediante la energia externa.
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Este estudio se centra en analizar un sistema mediante una técnica de control semi-activo, ya
que combina la confiabilidad de un sistema de control pasivo, que no requiere grandes cantidades de
energia para funcionar, con la mayor ventaja que ofrecen los sistema de control activo, es decir, que
permite ajustar las variables de la estructura (como el amortiguamiento, la rigidez o la masa) para
llevar a cabo el control [68]. Generalmente, los sistemas de control semi-activo se originan a partir
de un sistema de control pasivo que se ha modificado para lograr variar o ajustar las propiedades
mecanicas del mismo [69].

El analisis emplea una ley de control de rigidez conmutada, es por ello que es importante mencionar
aqui en qué consiste el control de vibraciones con rigidez conmutada y los tipos de dispositivos que
emplea.

El control de vibraciones con elementos de rigidez variable fue propuesto por primera vez por
Chen en 1984, en donde, mediante el ejemplo de control de vibraciones en el problema de la cuerda,
propone diversas leyes de control sobre el elemento de rigidez variable en el tiempo, este le permitié
validar el concepto de rigidez variable aplicado a estructuras aeroespaciales de gran envergadura.
Posteriormente Onoda [103] basdndose en Chen implementa un dispositivo piezoeléctrico de rigidez
variable para el control de vibraciones en un sistema masa-resorte, en general Onoda estudia dos
leyes de control, los hallazgos son validados experimentalmente. Por otro lado dada la complejidad
de disenar dispositivos de rigidez variable, hasta ahora se han disenado haciendo uso de materiales
compuestos como son los piezoeléctricos [28] y materiales de efecto térmico de memoria [38], otro de
estos dispositivos de implementacién facil es el resorte desarrollado por Ramaratman en 2006, por
citar algunos.

No fue hasta el trabajo de [93] donde se realiz6 una clasificaciéon pormenorizada de los disposi-
tivos y materiales de rigidez variable, ademés se definieron un conjunto de pardmetros medibles y
estandarizados para dispositivos de rigidez variable.

Los cinco tipos o categorias en las que se clasifican los dispositivos semi-activos de rigidez variable
son: los construidos con materiales de efecto térmico de memoria, los de tipo electromagnético, los
piezoeléctricos, los magnetorreologicos y los de configuracion mecéanica. En el Apéndice A se brinda
una extensa revision de los estudios realizados con cada tipo de dispositivo, asi como los aportes que
se han obtenido.

2.5.1. Analisis previos de sistemas lineales con dispositivos de rigidez va-

riable

Dentro de los numerosos estudios de los que se hace un repaso en el Apéndice A, es posible observar
que han seguido dos vertientes: la primera en la que la investigacién se ha centrado en desarrollar e
implementar dispositivos semi-activos de rigidez variable para verificar experimentalmente los efectos
de la conmutacion de rigidez, por ejemplo en el trabajo de Onoda et al. [103] implementaron un

actuador piezoeléctrico, mientras que en el trabajo de Ramaratnam en 2005 [4] se emple6 un resorte
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acoplado a un arreglo mecanico para conmutar la rigidez.

La segunda vertiente de investigaciéon se ha enfocado en complementar los aspectos tedéricos, por
ejemplo, en el trabajo hecho por Caughey y Vijayaraghavan [128] la solucion del oscilador de Reid se
aproximo6 mediante la técnica del balance armonico y su estabilidad fue determinada por la ecuacion
variacional, un anélisis extendido fue hecho en el trabajo de Caughey [22] utilizando técnicas de
perturbacién; también un caso de miltiples grados de libertad fue estudiado posteriormente por
Caughey y Vijayaraghavan en 1977 [23]. Mientras que en los trabajos de Inaudi [65] y de Zhang e
Iwan [143] fue llevado a cabo un enfoque analitico por partes, mientras que en el estudio de Liu en
2006 [84] el método del plano de fase se desarrollo y aplico.

Es importante destacar que en los trabajos citados se aplicaron algunas técnicas de analisis no
lineal, sin embargo, no se dieron a la tarea de proponer un anilisis con sistemas peridédicos que
proporcione una solucién de la ecuaciéon no lineal de Reid sin caer en aproximaciones que propician
pérdidas de exactitud en los resultados.

La herramienta matematica principal utilizada para el anélisis de sistemas peridédicos se conoce
como teoria de Floquet-Lyapunov, que se explica a profundidad en el capitulo siguiente. En las
secciones siguientes se muestran definiciones y conceptos que constituyen las bases teodricas sobre las
que se sustenta el desarrollo de este trabajo, desde la descripcion de las definiciones de estabilidad

hasta la teorfa de Floquet-Lyapunov.



Capitulo 3

Teoria de Floquet-Lyapunov

Este capitulo tiene la finalidad de hacer un repaso por las teorias e instrumentos matematicos que
se emplearon para el anédlisis y desarrollo de esta tesis.

Comienza describiendo las definiciones basicas para entender la estabilidad en el sentido de Lya-
punov y los métodos que se emplean; luego se profundiza en explicar en qué consiste la teoria de
Floquet, sobre la que se fundamentan los resultados de este trabajo.

3.1. Teoria de estabilidad de Lyapunov

La teoria de estabilidad de Lyapunov tiene como principal objetivo estudiar el comportamiento

de sistemas dindmicos [71] descritos por ecuaciones diferenciales de la forma:

i(t) = f(tat), xz(0)eR"  Vt>0, (3.1)

donde el vector z(t) eR™ se refiere al estado del sistema dinamico representado por (3.1) y (0)eR"
se denomina la condicién inicial o estado inicial. La funcion f : Ry xR™ — R™ es una funcion continua

en ¢ty z(t), y se supone que es tal que:
» Laecuacion (3.1) tiene una solucion unica en el intervalo [0, 00) correspondiente a cada condicion
inicial de z(0).
» Siz(t) es la solucion de (3.1) correspondiente a la condicion inicial z(0), entonces x(t) depende

de una manera continua del estado inicial x(0).

Si la funcién f no depende explicitamente del tiempo, es decir, f (¢, x(t)) = f (z(t)), luego la ecuacion
(3.1) se denomina auténoma. Si f (¢, z(t)) = A(t)x (t) +u (t), donde A(t) es una matriz cuadrada de
dimension n y siendo A(t) y u(t) funciones unicamente de ¢, o constantes, entonces la ecuacion (3.1)

es lineal. En caso contrario no es lineal.

25
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Definicion 1. Equilibrio

Un vector constante z. € R™ es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema (3.1) si

Flt,m)=0  Vt>0.

Si la condicion inicial 2(0) e R™ es justamente un equilibrio (z(0) = x. € R™), entonces se satisface:
w2 (t) =z, Vit >0.
" E()=0 Vt>0.

Tradicionalmente se supone que el origen del espacio de estado R™, esto es x = 0eR™, es un equilibrio
de (3.1). Si ésto no se cumple, puede demostrarse que mediante un cambio adecuado de coordenadas,
cualquier equilibrio de (3.1) puede ser trasladado al origen del espacio de estado.

Una ecuacion diferencial puede tener més de un equilibrio, inclusive un nimero infinito de ellos.

Sin embargo, también puede ocurrir que una ecuacién no posea equilibrio alguno.
Definicion 2. Estabilidad
El origen z = 0 ¢ R™ es un equilibrio estable (en el sentido de Lyapunov) de la ecuacion (3.1) si

para cada numero € > 0 se puede encontrar un nimero ¢ > 0, tal que:

lz(0)]| <6 = |lz(t)]| <e  Vt>0.

En la definicién anterior la constante ¢ (< )no es tnica. Si existe una constante § que satisfaga
la condicion de la definicion, entonces cualquier ad con @ < 1 también la satisface.
Debe tenerse claro que la definiciéon de estabilidad requiere la existencia de un § > 0 para cada

€ >0y no para algin € > 0.
Definicion 3. Estabilidad asintética
El origen = 0 e R™ es un equilibrio asintGticamente estable de (3.1) si:
1. El origen es estable.
2. El origen es atractivo, es decir, existe un ntimero § >0 tal que:
2(0)]| < 6 = ||lz(t)]| = 0 cuando t— oo

Definicion 4. Estabilidad asintética global
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El origen z = 0 ¢ R™ es un equilibrio asintéticamente estable en forma global de la ecuacion (3.1)

si:
1. El origen es estable.
2. El origen es atractivo globalmente, es decir,

lz@®)|l = 0 cuando t— oo, Vx(0)eR".

De la definicién anterior se deduce que un equilibrio asintéticamente estable globalmente implica
que dicho equilibrio es también asintéticamente estable, pero lo contrario es falso.

Definicion 5. Estabilidad exponencial global
El origen z = 0 ¢ R™ es un equilibrio exponencialmente estable en forma global de (3.1) si existen

constantes positivas a y (3 tales que:

|z(t)| < a||lz(0)] e="", Vt>0, vV x(0) e R™.

De acuerdo con las definiciones anteriores, un equilibrio exponencialmente estable en forma global
es también un equilibrio asintéticamente estable en forma global. Lo contrario, sin embargo, no es

necesariamente verdadero.
Definicién 6. Inestabilidad

El origen = 0 ¢ R™ es un equilibrio inestable de la ecuacion (3.1) si éste no es estable.

El concepto de equilibrio (origen) inestable es equivalente a enunciar que existe al menos un € > 0
para el cual no es posible encontrar un § > 0 tal que:
(0[] <0 = [lz(®)| <&  Vt=0,

si existe al menos un € > 0, el cual se desea que acote la norma de la solucion ||z(t)||y no existe
ninguna condicién inicial £(0) # 0 € R™ cuya solucion z(t) lo satisfaga (||z(t)]] < € Vt > 0), entonces

el origen es inestable.

Definicion 7. Funcion definida positiva localmente y funcién definida positiva
Una funcién continua W : R® — R es una funciéon definida positiva localmente si:
» W(0)=0.

» W (z) > 0 para todo = # 0 pero con ||z|| pequeiia.
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Una funcién continua W : R™ — R es una funcién definida positiva si:
= W(0) = 0.

« W(z)>0 Va #0.

De acuerdo con la definicién anterior se observa que una funcién definida positiva es también una
funcioén definida positiva localmente.

Si W (z)es una funcion definida positiva, entonces a —W () se le llamara funcién definida negativa.
Definicion 8. Funciéon radialmente desacotada y funcién menguante

Una funcién continua W : R™ — R es una funcién radialmente desacotada si:

» W (z) = oo cuando ||z|| — oo.

Una funcién continua V : Ry x R®™ — R es una funcién menguante (globalmente), si existe una
funcién definida positiva W : R™ — R tal que:

V(t,e)<W(z) Vt>0 VaxzeR™

Naturalmente, si V (¢, 2)es una funcion definida positiva independiente de ¢, es decir, V (¢,2) =
V (x), entonces V (z)es trivialmente una funciéon menguante.

También se dira que V (¢, z)es radialmente desacotada si W (z)lo es.
Definicion 9. Funcién candidata de Lyapunov

Una funcion V : Ry x R® — R,es una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio z =
0 e R™de la ecuacion & = f (¢, z)si:

» V (t,x)es una funcion definida positiva localmente.

. 3Va(t,m)

7—es una funcion continua con respecto a ty .

oV (t,x) 2 .
m —5.~ esuna funcién continua con respecto a t y x.

En otras palabras, una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio z = 0e¢R" de & = f (¢, ) es
cualquier funcién definida positiva localmente y continuamente diferenciable, es decir, con derivadas
parciales continuas.

La derivada temporal de una funcién de Lyapunov juega un papel clave en la extracciéon de

conclusiones sobre los atributos de estabilidad para los equilibrios de las ecuaciones diferenciales.

Definicion 10. Derivada de una funcion candidata de Lyapunov
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Sea V (t,x) una funcion candidata de Lyapunov para la ecuacion (3.1). La derivada de V (¢, z) a

lo largo de las trayectorias de (3.1), denotada por V (t,z) estara dada por:

. d ov (t,x) oV (t,x)T
V(t,x)zﬁV(t,x)z (’gt )+ 8<m )

Cabe resaltar de la definicion anterior, que si V (z) no depende explicitamente del tiempo, y la

ft,x).

ecuacion (3.1) es autonoma, entonces:

la cual tampoco depende del tiempo.
Definicion 11. Funcién de Lyapunov

Una funcién candidata de Lyapunov V (¢, z)para la ecuaciéon (3.1) es una funcion de Lyapunov

para (3.1) si su derivada a lo largo de las trayectorias de (3.1) satisface:

Vi(t,z)<0 Vt>0

al menos para ||z|| pequena.

3.1.1. Meétodo directo de Lyapunov
Ahora se presentan los teoremas fundamentales de la teoria de estabilidad de Lyapunov.
Teorema 12. Estabilidad

El origen z = 0 ¢ R"es un estado de equilibrio estable de la ecuacion (3.1), si existe una funciéon

candidata de Lyapunov V (¢, z)tal que su derivada temporal satisfaga:

Vt,z)<0 Vt>0
al menos para ||z|pequena.
El teorema anterior da condiciones suficientes para estabilidad del equilibrio en el sentido de
Lyapunov. La conclusién del teorema se mantiene obviamente si V (t,z) < 0 para todo t > 0y
para todo x € R™, o si la funcion candidata de Lyapunov V (¢,z) es una funcion definida positiva

(globalmente) en lugar de ser definida positiva localmente.
Teorema 13. Estabilidad y acotamiento de las soluciones

El origen © = 0 ¢ R™ es un equilibrio estable, y las soluciones x (t) estan acotadas para toda
condicion inicial x (0) € R™si existe una funcién candidata de Lyapunov que sea definida positiva
(globalmente), radialmente desacotada, V' (¢, z) ,tal que su derivada temporal satisfaga:
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Vt,z)<0 Vt>0 VzeR™
Demostracion. En vista de que V (¢, x) es una funcién candidata de Lyapunov y satisface 1% (t,z) <0,

del Teorema 1 se concluye estabilidad del origen. O

Por otro lado, como V (, ) es una funcién definida positiva y V (¢, 2) < 0 entonces:

0<V(tx(t) <V (0,z(0) Vt>0

es decir, V (¢, z) es una funciéon acotada para todo ¢t > 0. Usando adicionalmente el hecho de que

V (t, ) sea una funcion radialmente desacotada, se concluye que x esta acotada.
Teorema 14. Estabilidad asintotica global

El origen = 0 ¢ R™ es un estado de equilibrio asintéticamente estable en forma global de (3.1),
si existe una funciéon candidata de Lyapunov V (¢,z) definida positiva (globalmente), radialmente

desacotada, y menguante, tal que su derivada satisfaga:
s V(t,z)=0 V>0
= V(t,z) <0 YVt >0 Va#0eR™

La condicién impuesta por el teorema anterior sobre 1% (t,z) equivale a requerir que 1% (t,z) sea una
funcion definida negativa (globalmente).

En el caso de que la ecuacion (3.1) sea autonoma, la funciéon candidata de Lyapunov no suele
depender explicitamente del tiempo, por lo que es trivialmente menguante, de modo que para que el
origen sea un equilibrio asintéticamente estable en forma global es suficiente que la funcién candidata
de Lyapunov V (x) sea definida positiva (globalmente), y radialmente desacotada, a la vez que su

derivada V (z) sea una funcién definida negativa (globalmente).

3.2. Teoria basica de Floquet

La teoria de Floquet se deriva de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias referente a las
soluciones de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periédicos, sistemas con excitaciones que
aparecen como coeficientes en las ecuaciones gobernantes, tales excitaciones son llamadas excitaciones
paramétricas [99]. La ecuacién mas simple que puede describir las excitaciones paramétricas de un

sistema de un solo grado de libertad es la ecuaciéon de Mathieu

d?u*
dt*2

Se introducen cantidades adimensionales, como es

+ (6" 4+ € coswt")u* =0 (3.2)
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u* ¢ 1 g
U= — = —-w
Uug 2

donde ug es un valor representativo de u*. Entonces la ecuacion (3.2) queda en la forma estandar

i+ (0 +2ecos2t)u =0 (3.3)
donde
46* 4e*
0=—5 €=-3

Dado que la ecuacion (3.3) es una ecuacion lineal homogénea de segundo orden, posee dos solu-
ciones linealmente independientes w1 (t) y ua(t) que satisfacen las condiciones iniciales

u(0) =1 1(0)

0
u(0) =0 ap(0) =1

(3.4)

porque el determinante de la matriz Wronskiana es diferente de cero. Si uy(t) es una solucion de
(3.3), entonces uy (t + m)es también una solucion de (3.3). Para este proposito, cambiamos la variable

independiente de ¢ a z =t + 7. Entonces, la ecuacion (3.3) se convierte en

d*u
el + [0+ 2€ecos (22 — 2m)Ju =0
0
d*u
P + [0+ 2ecos(22)]u=0 (3.5)

dado que cos (22 — 27) = cos (22). Pero (3.5) tiene la misma forma que (3.3); por lo tanto, si uq(t)
es una soluciéon de (3.3), entonces u;(z) = ui(t + 7) es también una solucion de (3.5), es decir, de
(3.3).

De lo anterior, se deduce que, si u1(t) y uz(t) son dos soluciones cualquiera de (3.3), entonces
uy (t+7) y ua(t+ ) son soluciones de (3.3). Ademas, si u1(t) y uz(t) son linealmente independientes,
entonces uy (t+m) debe ser linealmente dependiente en wu;(t) y ua(t), porque una ecuacion de segundo
orden solo tiene dos soluciones linealmente independientes. Por consiguiente, existen dos constantes

a1y aiz; ambas no se desvanecen simultaneamente, tal que

Uq (t + 7T) = (111U1(t) + aj2u2 (t) (36)

de manera similar, existen dos constantes as; y a22; que no se desvanecen simultaneamente, tal

que
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U2 (t + 7'(') = a21u1(t) “+ ag2u2 (t) (37)

porque us (t + 7) debe ser linealmente dependiente en uq(t) y ua(t). Para las condiciones iniciales
3.4), se obtiene de (3.6 3.7) que
(3-4), y q

aj; = uUq (7T') a21 =— U (7‘(‘) (38)

diferenciando (3.6) y (3.7) con respecto a ¢ resulta

1.1,1 (t —+ ’/T) = all’l.l,l (t) + algﬂg(t)

. . . (3.9)
U2 (t + 71') = a21U1 (t) + agoU2 (t)
al sustituir (3.4) en (3.9), obtenemos
a12 = 1.1,1(7'(') ao9 — ’l:Lg(ﬂ') (310)

asi, una vez que se conocen u1 (t) y uz(t), los coeficientes a;jen (3.6) y (3.7) pueden ser unicamente
determinados como en (3.8) y (3.10).
Retomamos (3.6) y (3.7) y se escriben en notacién matricial como
u(t+ ) = Au(t) (3.11)

donde

i ] w= [ “ ] (3.12)

luego se investiga el efecto de transformar linealmente w(t) a v(t). Asi, sea

v(t) = Pu(t) (3.13)

donde P es una matriz constante de 2 X 2 no singular. En notacion escalar, (3.13) puede reescribirse

como

V1 = P11U1 + P12u2

(3.14)
Vo = P21U1 + P22

Se deduce de (3.13) que

u(t) = P~ o(t) (3.15)

donde P! es el inverso de P; es decir,



CAPITULO 3. TEORIA DE FLOQUET-LYAPUNOV

pPp~t=7p

1 0

donde I es la matriz identidad I = [ )

Al sustituir (3.15) en (3.11) se obtiene

P Yot +7) = AP tu(t)

al multiplicar (3.17) por la izquierda por la matriz P y usando (3.16), se obtiene

v(t+7) = PAP (1)

v(t 4+ 7) = Bo(t)

donde

B=PrAP!
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

las matrices A y B son llamadas “matrices similares” porque poseen los mismo valores propios.

Para demostrarlo, observamos que

|B—\| = |PAP™! —APP~!| = |P(A— X)P7!]

= |P||A~ A||P = [A - Al

porque |P||P~Y = 1.

Los valores propios de A y de B estan dados por

ai;p — A ai2 —0

azi aza — A

(@11 — A) (a2 — A) — ai2a21 =0

por lo tanto,

A — (a1 + a) A + ar1azs — ajzaz; =0

(3.21)

(3.22)
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pero

a11G22 — A12021 = Ul(”)%(”) —ug(m)in(m) =1

de acuerdo a (3.8) y (3.10) y el hecho de que el Wronskiano es la unidad. Entonces, (3.22) se

convierte en

M —20\4+1=0 (3.23)

donde

1 1 .
a=3 (a11 + ag2) = 3 [u1 () + ta(m)]

las soluciones de (3.23) son

A=atva?-1 (3.24)

si a # 1, (3.24) produce los dos valores propios distintos

M=a++Va?-1 =a++Va2-1 (3.25)

y B tiene la forma diagonal

A 0
B=|"! (3.26)
0 A
si o = +1, (3.24) produce solo un valor propio, esto es A = « = +1, y B tiene ya sea la forma
(41 0 ]
B= (3.27)
i 0 =1 |
o la forma
[ 41 0 ]
B= (3.28)
1 =*1

cuando B tiene ya sea la forma (3.26) o (3.27), (3.19) puede reescribirse en forma escalar como

vi(t+m) = A (t)

vo(t + 1) = Xovi—a(t) (3.29)

donde A\; = A2 = %1 cuando B tiene la forma (3.27). Se deduce de (3.29) que
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vi(t+27m) = Mg (t+7) = XN (t)

vi(t+3m) = M (t+2m) = Ay (¢)

vi(t +4m) = M (t+ 31) = M (t)
vi(t + nm) = At (t)

donde n es un entero. De manera similar,

va(t + nm) = Ajva(t)

consecuentemente, conforme ¢ — oo (i.e.,n — 00)

0 if |n|<1
oo if ‘)\z| >1

Vi(t) —
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

y la solucién se vuelve ilimitada con el tiempo si el valor absoluto de cualquier A; es mayor a la

unidad. Cuando Ay = A2 = 1, (3.29) muestra que v; es periddica con periodo 7. Cuando Ay = Ag = —1,

vi(t+m) = —u(t)
vi(t+2m) = —y(t + ) = v (t)

(3.33)

de modo que v; es periddica con periodo 27. Asi, los casos \1 = Ay = =+£1, separan la solucién

estable y la inestable y son generalmente llamadas “valores de transicién”.

Las ecuaciones (3.29) pueden ser usadas para expresar las v;(¢) en la llamada forma normal o

forma de Floquet.
Teorema 15. Teorema de Floquet

Sea
TP(t)x

donde

P(t)=P({t+T)

por lo tanto, P es periodica con periodo T'. Entonces

x(t+T) = px(t)

donde 1 € R y es una constante por determinar llamada multiplicador de Floquet.

Cuando t = 0,

2(T) = p(0)
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cuando t =T,

2(2T) = pa(T) = p*z(0)
cuando t = 2T,

z(3T) = 12z(0).

El valor del multiplicador de Floquet determina si la solucién es incremental o decremental.

Sea ®(t) la matriz fundamental

cumple con

t+T)=Pt+T)P(t+1T)
entonces ®(t + T') también es una solucion del sistema, y
O(t+T) = D(t)xo
es una combinacién lineal. Existen constantes tales que

O(t+T) = D(t)E

donde F es una matriz de constantes, formada por las combinaciones lineales que producen (¢ +
7).
Sit=0

por lo tanto,

es la matriz de monodromia del sistema.

det ®(t+T) = det &(t) - det £

por consiguiente det E # 0.
Sean p; los valores propios de F, es decir se obtienen de la expresiéon
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det(u;I — E) =0

y sea S su vector propio

E-S=u-S

entonces E = (7).

Una solucién del sistema es

donde S es constante. En el periodo ¢t + T
zt+T)=0t+T)S=0H)E-S =pu®(t)S =zt +7T) = px(t)

3.2.1. Version alternativa del teorema de Floquet

Dada

donde P(t +T) = P(t) es una matriz periodica no singular.
Entonces,

donde F(t+T) = F(t),y e = E = ®(T).

Los exponentes de Floquet estan dados por R;

1
R, = Tln/il

Sip=1entonces R=0y x(t) = z(t + 7).
Si0< p<1entonces R <0y z(t) — 0.

3.3. Teoria de Floquet-Lyapunov

La teoria de Floquet parte de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias para la clase de

soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de la forma:

T=A(t)x
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donde A (t)es una funcién periodica continua en partes con periodo T y y que define el estado de
la estabilidad de las soluciones.
Se definen dos conjuntos de matrices [107]:

= Ap, es el conjunto real, continuo a trozos, principalmente periodico de matrices A (-) de dimen-

sién n X n.

» L es el conjunto de matrices L (-)de dimension n x n de K e {R,C}, donde las L (t)son perio-

dicas, no singulares para todo ¢, continuas con derivada continua a trozos, y tal que L (0) = 1.

Si A(-) € Ar,, entonces la matriz de transicion de estado ® (-, 0)del sistema

VteRT, a(t)=At)x(t) (3.34)

satisface

VteRY,  ®(t+Ta,0) = (t,0) D (T4,0) (3.35)

De manera inversa, sea X (-),tal que X (0) = 1, sea una funcién matriz del tiempo, continua,
n X n, no singular con una derivada continua a trozos. Si T4 es el menor nimero para el cual X (+)
satisfaga la ecuacion (3.35), entonces X (-)es la matriz de transicion de estado de algan sistema de la
forma (3.34) donde A (-)es una funcion periodica del tiempo cuyo principal periodo es T4.

Nota 1: La matriz de transiciéon de estado @ (-,0), de un sistema lineal periodico en el tiempo,

es usualmente no periodica, pero es evidente que

V(t,u) e R, D(t+kTa,u+Ta)=o(t,u).

Nota 2: Por transitividad, la ecuacion (3.35) puede ser generalizada a

VteRY, ® (t 4 kT4,0) = @ (t,0) D* (T4,0). (3.36)
Teorema 16. Representacion de Floquet

La matriz de transicion de estado @ (-,0)de la ecuacion (3.34) se puede factorizar como

@ (t,0) = L (t) exp (tF) (3.37)

donde L(:) € ﬁ% y F e C"*™. De forma inversa, dada L () € LZ(T:A y una F' e C"*™ arbitraria, la
matriz @ (-,0)definida por (3.37) es la matriz de transicion de estado de algin sistema (3.34) con
A(-) eAr,.

En este punto es importante destacar que la matriz de transicién de estado de una matriz real

A (-) generalmente tendra factores complejos de Floquet L () y F.
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Corolario 17. Factores reales de Floquet

Si A(-) eAr, ,entonces siempre es posible obtener un par de factores reales de Floquet considerando
A() € Apy,, donde Tg = 2T 4.
Nota 3: Como aplicamos ahora el teorema 2 con A(-) € Ar,, L (¢,0) solo puede suponerse que

es Trperiodico

VteRT LQTA (t + 2TA) = LQTA (t), L (0) =1.

En otras palabras, el sistema real Typeriodico de (3.34) siempre admite al menos un par de factores
reales de Floquet {Lop, (1), F}e L5, x R™™,

Teorema 18. Reducibilidad de Lyapunov

Sean L (-) y F los mismo factoreas de Floquet del Teorema 2. La sustitucion

x(t)=L(t)z(t) (3.38)
transforma el sistema lineal periodico en el tiempo (3.34) en el sistema lineal invariante en el
tiempo

2 (t) = Fz (t) (3.39)

Nota 4: En el caso de un sistema lineal periodico en el tiempo general, no homogeneo como el
siguiente

E(t)=A@)z(t)+B({)ud),

y(t)=C ()= (t)

el cambio de variable definido en (3.38) transformara las ecuaciones del sistema como se muestra:

@ (o) = 2o (3.40)

2(t)=Fz(t)+ L 'B(t)u(t)
y(t)=C () L(t)z(t).

3.3.1. Analisis de estabilidad

Definicion 19. Matriz de monodromia

El valor de la matriz de transicién de estado del sistema homogéneo (3.34) después de un periodo,
® (T4,0), se conoce como la matriz de monodromia. Los valores propios de la matriz de monodromia
son llamados los multiplicadores de Floguet (también conocidos como multiplicadores de Poincaré,
multiplicadores caracteristicos, o raices caracteristicas) del sistema.

Los valores propios de F' en el Teorema 2, son llamados los exponentes de Floquet (también

conocidos como exponentes de Poincaré o exponentes caracteristicos) del sistema.
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Teorema 20. Ezponentes de Floquet

Los multplicadores de Floquet de un sistema lineal periédico en el tiempo son tinicos, mientras
que sus exponentes de Floquet no lo son. Ademas, un sistema lineal periodico en el tiempo es asinto-
ticamente estable si y solo si todos sus multiplicadores de Floquet estan dentro del circulo unitario;

esto es equivalente a que sus exponentes de Floquet tengan parte real negativa.

3.3.1.1. Naturaleza dual de los sistemas lineales peridodicos en el tiempo

Los resultados de las secciones anteriores ilustran la naturaleza dual de los sistemas lineales
periodicos en el tiempo: pueden ser interpretados ya sea desde el punto de vista discreto o desde

el punto de vista continuo en el tiempo:
» En el tiempo ¢t = kT4, la ecuacion (3.36) se convierte en
® (kT4,0) = ®F (T4, 0)
y cualquier solucién de (3.34) satisface lo siguiente
z(k+1)Ty = @1 (T4,0)z(0)

=& (TA, 0) (I)k (TA, 0) T (0)
= (T4,0)x (kTa)
debido a esta correspondencia con un sistema discreto invariante en el tiempo, ® (T'4,0) es a veces
llamada la matriz de transicion discreta. El sistema es entonces descrito en el plano z y el criterio

de estabilidad de los multiplicadores de Floquet estando dentro del circulo unitario corresponde a

sistemas LT (lineales invariantes en el tiempo, por sus siglas en inglés) discretos.

s De manera analoga, el sistema transformado de (3.39) provee una descripcién del sistema en el
plano s y el criterio de estabilidad (exponentes con parte real negativa) es similar a la teoria de
sistemas LTT continuos.

3.3.1.2. Controlabilidad

La nocién clasica de controlabilidad de Kalman se ha ido perfeccionando a los largo de los anos

especificamente en el marco de sistemas lineales periddicos en el tiempo.
Definicion 21. Gramiano de controlabilidad
El Gramiano de controlabilidad We (t2,t1) y el Gramiano de alcanzabilidad Wg (t2,t1) en el

intervalo [to, t1] son

We (tg,tl)é/2<1>(t1,r)B(T)BT (1) &7 (41, 7) dr

ty
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Whr (ta, 1) é/t2(1)(t2,T)B(T)BT (1) @ (to, 7) dr

t1

En los resultados posteriores, W (2, t1) se considera de forma indistinta para We (t2,t1) 0 Wk (t2,t1).
Teorema 22. Sistema definido positivo y controlable

Considerando el sistema (3.40) de orden n , su correspondiente matriz de monodromia ® (74,0), y
su Gramiano W (T'4,0) ent = T4. Ademas, sea v el indice de controlabilidad del par {® (T'4,0), W (T4,0)}.

Los siguientes enunciados son equivalentes:
» El sistema (3.40) es controlable.
v El par {®(T4,0),W (T4,0)} es controlable.
» El sistema (3.40) es controlable sobre (0,vT4).
» W (vT4,0) es definido positivo.
Teorema 23. De los valores propios de la matriz de monodromia

Un sistema lineal periodico en el tiempo es controlable si y solo si existe una matriz K (-) T'4-periodica
de dimensién r x n, que pueda asignar los valores propios de la matriz de monodromia de forma tal
que aparezcan como pares complejos conjugados, y su producto sea positivo.

Nota 5: Resaltando la dualidad entre controlabilidad y observabilidad, establecida por Chen
[25], en el Teorema 6 todos los resultados se mantienen si se reemplaza la palabra “controlable” por

“observable”, y si W (t9,t1) se reemplaza por el Gramiano de observabilidad

Wo (t27t1)é/2<1>T (t,t)) CT (1) C (1) ® (t,t1) dt

t1
3.3.1.3. Factores reales de Floquet

Como se mencioné previamente, la matriz de transicién de estado de un sistema lineal periodico en
el tiempo es unica, pero sus factores de Floquet no lo son. Se senald que el periodo de L (+) solo puede
ser asumido como 27'4. Esto conlleva a una pérdida de informacién en su periodicidad primaria, lo
establecido en el Corolario 1 resulta util para probar la existencia de factorizaciones reales, pero falla
en proveer toda la informacién relativa a la periodicidad de los factores de Floquet. Para mantener
la coherencia con los factores complejos de Floquet y otras propiedades generales de los sistemas
lineales periodicos en el tiempo, un nuevo resultado deberia estar basado en ® (T4, 0), antes que en
® (2T'4,0). Tal resultado debe ser capaz de indicar a priori la periodicidad de L (-). Por otro lado,
observamos que a una Lp, () 2T4- periodica le corresponde un sistema T4-periodico, donde solo se

esperaria una A () 2T4-periodica.
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Los métodos existentes para obtener los factores de Floquet son indirectos, en el sentido de que
consisten en dos etapas: el calculo inicial de la matriz de transiciéon de estado seguida por la derivacion
de sus factores de Floquet.

3.3.1.4. Meétodo de dos etapas

Con la matriz de transiciéon de estado conocida, se puede obtener una matriz constante F', L (+)

se obtiene de

L(t) % ®(t,0)exp (—tF)

® (-,0) se conoce en forma cerrada tnicamente en casos especificos, por ejemplo, cuando el pro-
ducto de A de (3.34) y exp {fg A (1) d(T)} conmutan, la matriz de transicion de estado toma una
forma simboélica simple. De forma general, la matriz de transicién de estado debe ser calculada numé-
ricamente. El conocimiento de & (-, 0) solo se requiere sobre el intervalo (0,74), ya que otros valores
pueden obtenerse de (3.36).

Una técnica popular consiste en la integracion numérica directa de (3.34) para n condiciones

iniciales diferentes

xg (0) = eg ke{l,...,n}

dondeey, = [dxi] es la k-ésima columna de 1. Sea x; (¢) ie{l,...,n} las n soluciones indepen-

dientes obtenidas para cada condicion inicial. Entonces, la matriz de transiciéon de estado es

@ (,0) = [z1 () |2 (8) |+ |2 (£)]

una alternativa a los esquemas de integracién numérica directa consiste en calcular la expansion

de la matriz de transicion de estado en un base espectral o (-) de orden m

7O=[00) () - o) ]

la cual podria ser una base de Fourier o una base polinomial. La expansiéon Cg de la matriz de

transicion de estado es obtenida del sistema lineal

MCs =N

donde M y N son matrices constantes conocidas basadas en la expansion espectral de A ().

3.3.1.5. Derivacion directa

El método anterior esta basado en una formulacion del problema del valor inicial (IVP, por sus

siglas en inglés). No existe una garantia de que las soluciones z; (t) permaneceran independientes
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después de la integracién numeérica. Por otro lado, es bien sabido que la solucién a un problema
del valor en la frontera (BVP, por las siglas en inglés de Boundary-Value Problem) puede ser mejor
condicién que la solucién de un IVP.

3.3.1.6. Formulacién del problema del valor en la frontera (BVP)

Puede observarse que L (-) satisface la ecuacion diferencial matricial de primer orden

VteRY, Lt)=AM®)L({t)-L@t)F (3.41)

sin embargo, se pueden agregar dos condiciones de frontera:

L(0) =L (2T4) = 1. (3.42)

El sistema es su estado actual posee dos veces mas condiciones de frontera que las ecuaciones

diferenciales. No obstante, notando que F' es constante, podemos agregar la ecuaciéon

F =0,

con 0 denotando la matriz cero n X n, entonces el problema esta bien definido.

Nota 6: Debido a que (3.41) es no lineal, una solucién numérica requiere una estimacion inicial.
Tal estimacion inicial se puede producir con un algoritmo similar a un hold de orden cero, donde el
periodo es discretizado en una secuencia de intervalos y el sistema inicial lineal periédico en el tiempo
es aproximado por un sistema lineal invariante en el tiempo en cada intervalo.

Nota 7: Una condicién de frontera en t = T4 antes que t = 274 puede ser derivada usando una
matriz Y de Yakubovich, una matriz real tal que Y2 =1, FY = Y F; la ecuacién (3.42) se convierte

en

L(0)=1, L(Tsy) =Y !

independientemente de su periodicidad, los valores de L (-) fuera de (0,74)se obtienen mediante
V(t, k) eRT x ZT*

L(t+kTy) =L (t)exp (tF) ®* 1 (T4,0) x L(Ta)exp[— ((k—1)Tp +t) F]

La matriz L~! (-)juega un papel importante en las aplicaciones de la teorfa. Invertir L () en cada
valor deseado puede ser costoso desde el punto de vista computacional y puede dar lugar a errores.
Un mejor enfoque consiste en considerar una formulacion de BVP para L1 (-)que refleja (3.42).
Utilizando la expresion de L (-) dada en (3.41) y la féormula para la derivada de la inversa de una

matriz, se puede definir un nuevo BVP: Vt e RT
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% (L7 ()] = L~ (1) At) + FL™ (¢) (3.43)
F=0 (3.44)
L71(0) =1, LY (Ta) =Y (3.45)

3.4. Matriz de monodromia
Dado un sistema representado en espacio de estados por la ecuaciéon

t=A(t)x(t)+ B(t)u(t) (3.46)
puede considerarse como matriz de monodromia a la matriz de transicién durante un periodo:
I t=r1

AW A(E—=1)---A(1) t>T (3.47)
Matriz de monodromia Wa (t) = P4 (t+T,t).

Matriz de transicion @4 (t,7) =

Los valores propios de la matriz de monodromia en el tiempo ¢ son llamados multiplicadores
caracteristicos en ¢ [16].
La matriz de transiciéon gobierna el comportamiento de la solucion de @ = A (t) z (¢)

.T(t):(DA(t,T)I(T), t>,
y es biperiédica, es decir
Qp(t+T,7+T)=Du(t,7), VE>T.
La matriz de monodromia ¥4 (t) es periodica
Uga(t+T)=Wu (1),

y brinda la solucion de & = A (¢t) x (t)

z(t+kT) =W, ) 2 (t), te[0, T —1], (3.48)

donde k es un entero positivo.



Capitulo 4

Anadlisis del oscilador de Reid con

teoria de Floquet

En este capitulo se aborda el desarrollo del anélisis del sistema lineal compuesto por una masa
y un resorte, que conforman un sistema de 1 GDL sometido a una ley heuristica de control por
conmutacién de la rigidez del sistema. Dicha ley de control es representada mateméticamente por la
funcién signo de la posicion multiplicada por la velocidad del sistema.

El primer paso del desarrollo consistié en obtener la soluciéon numérica del sistema utilizando para
su representaciéon el modelo matematico del oscilador de Reid no lineal, cuya grafica mostré que la
ley de control por conmutaciéon de rigidez presentaba un comportamiento peridédico en el tiempo, tal
descubrimiento permitio realizar el analisis empleando la teoria de sistemas peridédicos. A partir de
la grafica y el plano de fase de la solucion numeérica se llevd a cabo un andlisis en los instantes de
conmutacién de los estados, es decir, en aquellos instantes de tiempo en los que los estados atraviesan
los ejes del plano de fase; dicho anélisis se llevo a cabo tanto para el caso del problema posicion inicial
como para el caso del problema de velocidad inicial. En ambos casos del anélisis se obtuvieron los
periodos de tiempo entre cada instante y se observé que en el tltimo instante de conmutacién, es
decir, el instante donde el estado regresa al eje de la condicién inicial, resultaron iguales tanto para
posicién como para velocidad inicial.

Lo anterior permitié obtener la matriz de monodromia del sistema en el tiltimo instante de conmu-
tacién, ya que debido a la propiedad de periodicidad de la solucién, no se requirié conocer la solucién
para obtener dicha matriz.

A partir de la matriz de monodromia se hallaron los exponentes de Floquet, que se utilizaron para
establecer un problema de optimizacién en términos de los parametros del sistema.

En las secciones siguientes se describe a detalle el procedimiento que se siguié y los resultados

obtenidos y la validacién que tuvieron.

45
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WW m

Figura 4.1: Sistema masa-resorte

4.1. El oscilador de Reid

Considere el sistema masa-resorte mostrado en la figura 4.1, cuyo modelo matemaético es descrito
por la siguiente ecuacién diferencial:

" ’ ’

mz (1) + kz(r) =0 z(0) = zo, = (0) = z, (4.1)

donde m es una masa que se desliza sin friccién sobre la superficie, x es el desplazamiento (posicion)
de la masa, k es la rigidez del resorte, la comilla denota diferenciacion respecto al tiempo 7 y las
condiciones iniciales son diferentes a cero.
El resorte k se comporta como un dispositivo de rigidez variable k() cuya respuesta ante la ley
de control empirica definida por la siguiente regla:
L )k xac >0 (42)
km zz <0
ldonde ky >k, es decir, el dispositivg de rigidez variable presenta su méaximo valor kj; cuando
zzr >0 y su valor minimo k,, cuando zz < 0. Cabe destacar que cuando el dispositivo de rigidez
alcanza cualquiera de sus valores extremos de rigidez, éste se comporta como un resorte lineal. Por

lo tanto, se trata de un dispositivo de rigidez que depende de los estados del sistema, y cuya funcién

’

se define por la relacion k(z2 ) = L[kar + ki + (kar — km)sgn(az )].
Para un analisis posterior en este escrito, el problema del valor inicial establecido en 4.1 se divide

en dos conjuntos que agrupan las condiciones iniciales en su forma estandar, sean: las condiciones de
’ ’

velocidad inicial (z(0) = 0, z (0) = &) y las condiciones de posicion inicial (z(0) = Zo, & (0) = 0).
Sea wg = +/(kar + ki) /2m la frecuencia natural promedio del sistema 4.1, ademas, para cada

conjunto de condiciones iniciales se define | = wio para las condiciones de velocidad inicial, y | = T

para las condiciones de posicién inicial, entonces la escala de tiempo t = Twg y el cambio de variable

x = 7 reducen la 4.1 a la siguiente expresion:

Z+ (1+eSgn(xz))xz =0 (4.3)
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donde el parametro ¢ es definido como € = (kar — k) / (kar + ki) y los puntos sobre z denotan
diferenciacién respecto al tiempo t. Es importante resaltar que el valor de € debe estar delimitado
por 0 < € < 1. En el oscilador de Reid expresado como # + k(t)z = 0, el término k(t) = 1+ eSgn(zi)
se conoce como el resorte de Reid [27], [143].

La ecuacion (4.1) en conjunto con las condiciones iniciales no dimensionalizadas, dadas anterior-

mente, definen dos conjuntos de problemas de valor inicial, llamados: problema de velocidad inicial

2(0) =0 #(0) =1 (4.4)

y el problema de posicién inicial

En el espacio de estados el sistema de la (4.3) se expresa como sigue

. B 0 1 x
z = f(t,x) = [ k) 0 ] [ ; ] (4.6)

donde z = { T x ] Y la funcion f(¢,x) esta delimitada y es continua a trozos en (¢,z) y solo
admite un namero limitado de discontinuidades finitas, por lo tanto, (¢, ) es Lipschitz. Ademaés, para

el oscilador de Reid la existencia y unicidad de las soluciones es garantizada [73].

4.2. Analisis de estabilidad

El oscilador de Reid (4.3), para el conjunto de condiciones iniciales (4.4)-(4.5), se resolvié utlizando
el clasico método Runge-Kutta para un valor de € = 0.5, las soluciones para velocidad y posicién
inicial se denotan como z, y z,, respectivamente, y la grafica respecto al tiempo de las soluciones y
el retrato de fase para cada una de ellas son mostrados en la figura 4.2.

Puede observarse que el origen es asintéticamente estable en ambos casos.

4.3. Oscilador periodico de Reid

La figura 4.2(a)-(c) muestra la grafica de la solucion del oscilador de Reid, donde el término de
la grafica Sgn(xi) revela que la funcién de conmutacion oscila periodicamente en el tiempo, por lo
tanto, puede ser tratada como una funcién periodica en el tiempo ¢(t) = ¢(t + T'), donde T es el
periodo fundamental. En este notable hecho se basa el presente enfoque.

Considerando las condiciones iniciales estandar definidas en (4.4)-(4.5) se puede hallar una expre-
sion analitica para ¢(t) al calcular los instantes T;, durantes los cuales cambia el término Sgn(zi).

El periodo T corresponde al instante de tiempo cuando la trayectoria de (4.3), en el retrato de fase
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Oscilador de Reid Velocidad inicial Plano de fase
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Figura 4.2: Solucion numeérica del Oscilador de Reid (4.3) para las condiciones iniciales de velocidad
(4.4) y posicion (4.5) cuando € = 0.5

x — &, regresa al eje donde comenz0, ver figura 4.2(b) y figura 4.2(d), respectivamente. En la siguiente

seccion se realiza el calculo de los instantes de tiempo.

4.3.1. Instantes de conmutacion

En el plano de fase x — &, durante el movimiento de la trayectoria en cada cuadrante el valor
del término Sgn(x) esta bien definido, asi, la ecuacion (4.3) se vuelve integrable, esto nos permite
determinar una solucién analitica de (4.3) en cada cuadrante (cabe resaltar que Sgn (0) = 0). Los
instantes de conmutacion T; dependen del signo que adopte el término Sgn(zd), y se pueden hallar
considerando como condiciones de frontera los puntos donde la trayectoria cruza los ejes del plano de
fase, asi los instantes de conmutacién se determinan evaluando la solucién analitica en las fronteras

como sigue.

4.3.1.1. Problema de posicién inicial

Para el problema de posicién inicial (4.5), el comportamiento de la funcion Sgn(z) de la ec. (4.3)
puede ser analizado en cada cuadrante (de acuerdo a la convencion de enumerar los cuadrantes en
orden ascendente en sentido antihorario) del plano de fase « — &, cuyos instantes de conmutacion, T,
estan indicados en la figura 4.2(b).

La solucion de la ec. (4.3) se analiza en cada cuadrante como se muestra a continuacion:

» Cuadrante IV: en este cuadrante z > 0y & < 0, por lo tanto Sgn(xt) < 0, entonces (4.3) se
reduce a:
I+ (1—¢e)xr=0, 2(0)=1%(0)=0
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)

o)
2

w”n,

donde la solucion (z(t) = Asin(wnt + ¢), A = (/23 +
([72])) v la primera derivada estan dadas por:

¢ = arctan(w,xo/Zo), consultar

z1(t) = cos (V1 — et)

@1(t) = —V1 — e sin (V1 — ¢t)

el primer instante de conmutacién Tjpuede hallarse al aplicar las condiciones de frontera
z1(t1) = 0y &, = @y(t1). Entonces 21(t) = cos (VI—¢t) =0 =Ty = t; =
nuevas condiciones de frontera resultan como: &, = &, (t1) = —v/1 — €.

sa=s ¥ las

» Cuadrante III: en este cuadrante la trayectoria obedece x < 0y & < 0, por lo tanto Sgn(zz) > 0

y el sistema (4.3) resulta:
T+ (1 + €)$ = 0, $1(t1) =0 551(t1) = —V 1—¢

cuya solucién es dada por:

_ —V/1l—-e .
xa(t) = Viers sin (V1 + et)

ia(t) = —V1 —ecos (V1 +et)

aplicando las nuevas condiciones de frontera podemos hallar el segundo instante de conmutacién
T, x5 = 4(t2) y @5 = 0. Por lo tanto @5(t) = —v/1 —ecos (VI+et) =0=ty = 2\/% pero
to =Ty — T7 , asi el instante de conmutacién Tp =

es Ty = Xo(ta) = _\/Lll!;.

2\/% + 2\/% y el nuevo valor de frontera

» Cuadrante II: la trayectoria sigue © < 0y & > 0 , entonces (4.3) se reduce a:
T+ (1 — 6).13 =0, xg(tg) =
y su solucién resulta de la siguiente manera:

x3(t) = %COS (V1—cet)
_1-—¢
VIte

utilizando las condiciones de frontera el tercer instante de conmutacion, T3, puede calcularse; si

xq =0y &3 = z5(t3) , entonces: z3(t) = 7\#5; cos (\/1 — st) =0=t3= 2\/% yits=T35-T;

. . - - x
asi el tercer instante de conmutacion T3 = i T s
1—¢

resulta 4 = d5(t3) = T

sin (V1 — et)

@3(t)

y la nueva condicién de frontera
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» Cuadrante I: en este cuadrante = > 0 y & > 0, por lo tanto la ec. (4.3) resulta:

B4 (14 2)2 = 0, 2a(ts) = 0 2a(ts) = 11_:5
cuya solucién esta dada por:
x4(t) = 1 ; i sin (V1 +¢t)
Z4(t) = % cos (V1 +et)

se aplican las condiciones de frontera para hallar el dltimo instante de conmutaciéon Ty, x, =
2,(ts) y @, = 0, entonces #4(t) = L= ?ﬁslﬁ cos (VI+et) =0=ty = sz ¥ ta =Ty~ T, asi
el cuarto instante de conmutacién resulta como Ty = \/1—: + \/17? y el valor de frontera igual

axy =ux,(ty) = }—I_z
Del anélisis anterior el término Sgn(zd) puede escribirse como la funcién periodica g,(t) = ¢, (t+7'(¢))

dada por:

-1 telO,

—_
~

€

(
(T () = E
(7=

svise avice t zﬂ?) (4.7)

2\/1 5)
svis T i T 2\/7{?)

-1 te

1 te

2\/1-‘1-8 \/lﬂ—a + \/lﬂ—&-a)

donde el periodo esta dada por:

T(e) = (4.8)

™ ™
+
Vi—-e 1+e
que depende del valor del pardmetro e, 0 < e < 1.
La matriz de transicion evaluada en el periodo T'(¢), usando solo el tltimo instante de conmutacion

T, para ambos casos (problema de posicion y velocidad inicial) resulta:
1—¢ 0
o(rE) = |

4.3.1.2. Problema de velocidad inicial

Para el problema de velocidad inicial definido en (4.4) el término Sgn(xi) tiene diferentes instantes
de conmutacion, ver figura 4.2(c), por lo tanto la correspondiente funciéon periodica g,(t) = ¢, (t +
T'(¢)), la cual describe la periodicidad del término Sgn(x), no puede ser la misma que la del problema
de posicién inicial. Por tal razén, a continuacion se desarrolla el mismo andlisis para las condiciones

iniciales de (4.4).
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La solucion de (4.3) se analiza en cada cuadrante, como sigue.

s Cuadrante I: en este cuadrante la trayectoria comienza su movimiento y satisface z >0y & > 0

, por lo tanto Sgn(zd) > 0, entonces (4.3) se reduce a:
1+ (1+e)x1 =0, 2o(0) =020(0) =1

donde la solucion (ver ([72])) esta dada por:

1
1+4+¢

x1(t) = sin (V1 + et)

@1(t) = cos (V1 + et)

aplicando las condiciones de frontera x1 (¢;)

se determina, es decir &1 (t) = cos (\/1 + 5t1) =0=T1=t, = 2\/7{?. La solucién en la frontera
1

.0 _
resulta como: z7 = z1(t1) = A

2V y i1 (t1) = 0, el primer instante de conmutacion

» Cuadrante II: la trayectoria obedece x > 0y & < 0 , por lo tanto Sgn(zi) < 0 y el sistema
(4.3) resulta:
o+ (1—e)xy =0, 21(t1) =20 21(t;) =0

cuya solucion z5(t) es dada por:

i) (t) = !

cos (\/ 1-— Et)

—_
+
o

. € . —
Zo(t) = i sin (V1 —et)

aplicando las nuevas condiciones de frontera se determina el segundo instante de conmutacién

Ty, 22(ty) = 0y @5 = #9(t2). Por lo tanto xo(tz) = ﬁ cos (\/1 — 5t) =0=ty = 2\/% pero

i

to =15 — T7 , asi el instante de conmutacién Tp = 2\/% + 2\/% y el nuevo valor de frontera
es J)g(tg) = .rg(tg) = _\/i—i-;?

» Cuadrante III: en este cuadrante < 0y & < 0 = Sgn(z&) > 0 , entonces (4.3) se reduce a:
g+ (L+e)zg =0, zo(tz) = 0 Za(t2) = &5

y su solucién resulta de la siguiente manera:

11+ ; sin (V1 + et)

z3(t) = —
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Z3(t) = — \/1% cos (V1 +et)

utilizando las condiciones de frontera el tercer instante de conmutacion, T3, puede calcularse;
si w3(t3) = 23(t3) v @3(t3) = 0 , entonces: i3(t3) = _ﬁv;z cos (\/1 +€t) =0=t3 = 2\/% y
ts = T3 — T5 asi el tercer instante de conmutacién T3 = ﬁ + 2\/%, y la nueva condiciéon de

V1—e
14+e °

frontera resulta z9(t3) = —

» Cuadrante IV: en este cuadrante z < 0y & > 0 = Sgn(xt) < 0, por lo tanto la ec. (4.3) se
reduce a:
Ty + (1 —e)xy =0, 29(t3) = 23 4'3(t3) = 0

cuya solucioén esta dada por:

x4(t) = — 1-¢ cos (V1 — et)

1+e¢

1+

T4(t) =

z sin (\/1 — st)

se aplican las condiciones de frontera para hallar el ultimo instante de conmutacion Ty, x4(t4) =

0 y .1'34(754) = i‘4(t4), entonces $4(t4) = — 1{%_56 COSs (\/ 1-— Et) =0= t4 = 2\/% pero t4 = T4—T3,

asi el cuarto instante de conmutaciéon resulta como Ty = \/% + \/% y el valor de frontera
1—

igual a @4(ts) = 17¢.

La funcién periodica ¢, (t) = ¢,(t + T'(¢)) para el problema de velocidad inicial es de la forma:

1 tﬁ(O,ﬁ)

v (e e+ i)
2(T() = e Wit aAR) 49)
1 te (2\/1—5 T v T AT
-1 te (2\/7{75 + \/{rJre’ \/1ﬂ;€ + \/17r+6)

y el periodo T'(¢) esta dado por la ec. (4.8).

A partir del andlisis anterior, el término Sgn(x#) se puede expresar como una funcioén continua
a trozos periodica en el tiempo definida para el problema de posicion y velocidad inicial por las
expresiones (4.7) y (4.9), respectivamente. En la Tabla 4.1 se resumen los instantes de conmutacion
T;, y los valores de la solucion (x(t),4(t)) en T;.

De la Tabla 4.1 se puede deducir que:

Vs
2v/1+¢

Incluso cuando el valor de las funciones periédicas g, y ¢, depende de condiciones iniciales prescri-

q(t) = gp(t + ) = qu(t).

tas, su periodicidad se mantiene inalterada, es decir, para ambas condiciones iniciales (4.4) y (4.5) el
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Li]a® ] T; | (i) [ g ] L | (wa) |
0] 1 0 ©0,1) 1 0 1.0)

1] -1 i ( 11+8,0) 1 A (0, —v/T—¢)
20 1 | gA—t ghe (O,—ﬁ%) 1 | g+ A (—ﬁ,o)
3] 1 | sp=r A= [ (0| 1 | =i | (05

il 1| =t (0,1—;5) 1| A=t A (}—;;,0)

Cuadro 4.1: Instantes de conmutacion T; del término Sgn(zz) de la ec. (4.3) para las condiciones
iniciales (4.4) y (4.5).

periodo T'(¢) resulta igual. Este notable hecho permite calcular la matriz de monodromia para llevar

a cabo el andlisis de estabilidad sin conocer una expresion para la solucion de (4.3).
Teorema 24. Fcuacion de Reid periddica

El oscilador de Reid (4.3) puede ser escrito como la ecuacion diferencial lineal periddica:

4+ (1+eq(t)z=0 (4.10)

donde la funcion ¢(t) := ¢, (t + T (€)) con periodo T (¢) = 7i—z T 71y esta dado por cualquiera
de las funciones g, (t) o g, (t) definidas en las ecuaciones (4.7) y (4.9), respectivamente.

La ecuacion (4.10) puede considerarse como una ecuacion de tipo Hill [89], con la propiedad
especial de que su periodo depende de los pardametros del sistema. La ecuacion (4.10) se ha nombrado

como Oscilador Periodico de Reid.

4.4. AnaAlisis por la teoria de Floquet

En esta secciéon se establece brevemente la principal herramienta matematica utilizada para el
analisis de sistemas periodicos, el teorema de Floquet-Lyapunov [129].
Considere el sistema:

&= A(t)z (4.11)

donde z e R™ , A(t) = A(t+T) e R™*™ ¥ ¢ es una funcién matriz periddica funcional continua a
trozos y T > 0 es el periodo.

La matriz ®(t) e R™*™ satisface la ec. (4.11) y ®(0) = I es llamada el matrizante, donde I denota
la matriz identidad, es decir, el matrizante es una matriz fundamental de (4.11) ya que sus vectores
columna satisfacen el sistema (4.11). Ademas, cualquier soluciéon de (4.11) se puede escribir como
x(t) = ®(¢)x(0). Por otro lado, el matrizante satisface la relacion ®(t + T)=(¢)®(T) , que también
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es una solucion del sistema (4.11). El matrizante ®(¢) en T, es decir, la expresion ®(7T') es denominada
la matriz de monodromia y sus valores propios p, los multiplicadores del sistema (4.11), esto es, p;
son las raices de la ecuacion caracteristica det[®(T') — pI] = 0; puede probarse que los multiplicadores
son 1nicos.

Sea u el vector propio asociado al valor propio p, es decir, ®(T)u = pu. Considere que xz(0) = u
entonces la solucion x(t) se puede escribir como z(t) = ®(t)u, tomando un periodo adelante la
solucion resulta z(t+7) = ®(t+T)u = (¢)P(T)u = p®(t)u, es decir, cada multiplicador p; satisface

la relacion:

z(t+T) = px(t) (4.12)

la solucion en 27 resulta x(t + 2T) = px(t + T) = p*x(t) y asi sucesivamente. Asi, dependiendo
de la naturaleza del multiplicador, la solucién x puede converger o diverger.
En términos generales, del analisis de los instantes de conmutacién de la seccién anterior, el

oscilador de Reid (4.3) se puede reescribir como una ecuacion diferencial lineal periodica en el tiempo:

Z4+(1+eq(t)x=0 (4.13)
donde ¢(t) = q(t + T'(¢)) y el periodo T es:

T T
+
Vi—e W1+e

donde 0 < ¢ < 1. Para el oscilador de Reid periddico en el tiempo descrito en (4.13) los valores

T(e) =

definidos de la funcion periodica ¢(t) dependen de un conjunto de condiciones iniciales prescritas, sin
embargo, para el presente enfoque tales valores son irrelevantes, ya que el periodo T'(¢) permanece
igual para ambas condiciones iniciales (4.4)-(4.5).

La ecuacion (4.13) se puede considerar como una ecuacion de tipo Hill, consultar [134]. Sin em-
bargo, cabe notar que su periodo depende del parametro del sistema e.

El analisis de estabilidad del oscilador de Reid (4.3) visto como un sistema periodico (4.13) esta
basado en la matriz de monodromia, para proceder con el calcula de la misma la ecuacion (4.13) se

escribe en el espacio de estados:

. 0 1 x
t=A(t)r = [ C(teqt) 0 ] l ; ] . (4.14)

Sea &(t,0) la matriz fundamental de (4.14). Considere el conjunto de soluciones linealmente inde-
pendientes {z,, z, } para las condiciones dadas de posicion y velocidad, entonces la matriz Wronskiana

esta dada por:
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ap(t) i (t)

W(t) = l () @ (t) ] (4.15)

La matriz de monodromia en términos de la matriz Wronskiana es ®(T,0) = W~1(0)W (T), donde
los elementos de los vectores columna [x,(T) @,(T)]" y [2,(T) 2,(T)]" estan dados en la Tabla 4.1,

asi:
®(T,0) = [ e 0 ] (4.16)

Corolario 25. Solucion asintéticamente estable
La solucion trivial del oscilador periodico de Reid (4.13) es asintéticamente estable.

Demostracion. Los multiplicadores del sistema son los valores propios de la matriz de monodromia

(4.16), es decir, el valor propio corresponde a un multiplicador doble p(e): O
1—¢

= 4.17

o) = (@.17)

el cual es semi-simple ya que los vectores propios correspondientes u; son linealmente indepen-
dientes ([92]), es decir, u; = [01]" y ug = [1 0] respectivamente.

El multiplicador (4.17) satisface p(¢) < 1 Y0 < € < 1, por consiguiente la solucién trivial de
la ecuacion (4.13) es asintéticamente estable por el teorema de Floquet, este resultado también fue
demostrado por el anélisis de estabilidad de Lyapunov.

En este punto, es importante notar que los multiplicadores corresponden a un conjunto de valores
propios llamados modos de Brillouin, ver [118].

El exponente de Floquet del sistema peridédico (4.13) esta dado por:

1 1—e¢ 1

)\(e):%lnp:T(e) lnl—l—e:T(e) Ina () (4.18)

y corresponde a una raiz doble de la ecuacion caracteristica det [K (e) — AI] = 0, donde la matriz

K esta dada por:

—in | A 0 O\ (e
K—Tl @(T,O)—[ 0 )\(6)1—)\()] (4.19)

Con base en la argumentaciéon anterior, puede formularse el siguiente corolario.

Corolario 26. Factores de Floquet

El matrizante ®(t) del sistema (4.13) posee la factorizacion
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®(t) = F(t)eM* (4.20)

donde X\ es una el exponente de Floquet (4.18) y corresponde al doble valor propio semi-simple de
la matriz (4.19) [129].

Demostracion. Recordemos que los multiplicadores satisfacen p (e) < 1 entonces de (4.18) el expo-
nente de Floquet es A(e) < 0V e e (0,1). Por consiguiente, la matriz logaritmica K (€) es real, esto

es, la factorizacion de Floquet corresponde a una factorizacion real dada por ® (t) = F (t) ', donde
eth = Mt O

Finalmente, por el teorema de reducibilidad de Lyapunov:
Corolario 27. Transformacion del oscilador de Reid

Sea F(t) € C'(a,b) una funcion matriz continua no singular con periodo T () , entonces el cambio

de variable

x=F(t)y (4.21)

transforma el sisterna (4.13) en un sistema lineal con coeficientes constantes

J=K () y (1) (4.22)

t

donde la matriz K y la funcion matriz F(t) se relacionan mediante ®(t) = F(t)e'X, y cuya

solucion estd dada por y (t) = ey (0).

Demostracion. El sistema periodico (4.13) con la transformacion z = F(t)y , donde F esta dada
por la ecuacion (4.20), se recude a la ecuacion (4.22), y por la relacion (4.19) la solucion y (t) es
hallada. -

La transformacion (4.21) se denomina transformacion de Lyapunov del sistema (4.13). Ya que la
transformacion existe y es brindada por el teorema de Floquet, entonces se dice que el sistema (4.13)
es reducible a (4.22), ademas la matriz A(t) es cinemdticamente similar a la matriz K , ver ([59]).

La matriz fundamental de (4.11) también se puede escribir en términos del Wronskiano como
sigue. Sea z; un conjunto de soluciones de variables de estado linealmente independientes de (4.11)
y el Wronskiano definido por W(t) = [z1 2 - - - x,]. Por consiguiente, cualquier matriz fundamental
&(t,0) se puede escribir como ®(t,0) = W (t)W~1(0), ver ([37]).
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’ Propiedad de la soluciéon x \ Multiplicadores p;
2= 0 il < LV
llz|| < M |pil <1y aquellos con |px| = 1 poseen simples divisores elementales.
||z|| = oo |pil > 1y aquellos con |pi| = 1 poseen multiples divisores elementales.

Cuadro 4.2: Criterio de estabilidad para el sistema (4.13).

4.4.1. Criterio de estabilidad

Considerando x(t) = F(t)e!®x(0). La Tabla 4.2 relaciona el comportamiento de tal solucion con
los exponentes caracteristicos y los multiplicadores del sistema (4.11):

Cabe resaltar que la matriz logaritmica (4.19) existe y puede ser compleja, ver [34]. El teorema de
Floquet establece que la matriz de transicién tiene como factorizacion el producto ®(t) = F(t)e!¥,
pero, la matriz K (¢) puede ser compleja, entonces tal factorizacion no seria real. Para casos practicos,

es deseable contar con factores de Floquet reales [107].

4.5. Optimizacion por andlisis sensitivo

En el sistema (4.13) el valor 6ptimo € para el cual el maximo amortiguamiento ocurre cuando
los valores propios (4.18) (exponentes de Floquet) del sistema lineal invariante en el tiempo (4.22)
(sistema reducido) alcanzan su méximo, es decir, cuando A(g) es méximo.

Por consiguiente, se requiere calcular la derivada de un valor propio en términos de su parametro,
es decir, se requiere calcular %(:). El calculo de la derivada de valores propios corresponde a un
analisis sensitivo [49]. Cabe resaltar que el valor propio bajo estudio (4.18) corresponde a un doble
valor propio del sistema (4.22), en general su analisis sensitivo, puede ser un problema dificil de
resolver, consultar [50]. Sin embargo, en este caso, el indice de Riesz de la matriz (4.19) es igual a
uno [51], es decir, el doble valor propio es semi-simple, entonces la derivada del valor propio respecto
a los parametros esta bien definida [126] y corresponde a una derivada de Frechet [45],[61].

El valor 6ptimo &,,; ocurre cuando el exponente de Floquet A(¢) es méaximo:

A 1—
€ _ 44y 1762+€(2+\/1752>1n -0
de 1+¢

la ecuacién anterior se resuelve numéricamente para ¢ aplicando el método de Newton-Raphson,

(4.23)

el valor 6ptimo resultdé como sigue:

€opt = 0.87677 (4.24)

2
para determinar la naturaleza del extremo A(gqpt), se calcula la segunda derivada d d’\a(f) y se

evalua en €gp¢:
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Figura 4.3: (a) Solucion numeérica del oscilador de Reid x, para el valor 6ptimo e, = 0.8768. (b)
Comparaciéon de la solucién numérica del oscilador de Reid z,, la solucién &, por el método de
variacion de parametros, la solucién por aproximacion lineal Z, y la solucién lineal equivalente Z),.

Pre)  SVI= @+ (1+5VT= 2+ (34 VI—2?))In 1]
2 2(1-e2)*2 (VT—e++v/T+e)'n eor

entonces A(eyp) €s un maximo.

>0 (4.25)

Incluso cuando un valor aproximado €., se hall6 con la técnica del amortiguamiento viscoso
equivalente, el andlisis anterior asegura una explicacién cuantitativa y cualitativa.

El valor numérico (4.24) esta en acuerdo con la aproximacioén obtenida en las referencias [25],
[93], [105], [41] donde se emplearon diferentes enfoques para calcularlo. La correspondiente solucion

numérica del oscilador de Reid z, para el valor 6ptimo £,,; se muestra en la figura 4.3(a).

4.6. Analisis de disipacién de energia

El oscilador de Reid jé—H%(t)a: = 0 aplicando % = %x’ puede expresarse como @di + k(t)zdz = 0,
cuya integracion respecto a  resulta como E(t) = $@2(t) + %fc(t)xz(t), es decir, la energia total E(t)

es la suma de la energia cinética y potencial, respectivamente.

4.6.1. Problema de velocidad inicial

Utilizando el plano de fase para el problema de velocidad inicial mostrado en la figura 4.2(b) y

los valores de frontera calculados en la seccién anterior, es posible analizar la energia disipada en el
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movimiento del sistema masa-resorte.
En el primer cuadrante tenemos que z > 0y & > 0 , por lo tanto la ecuaciéon (4.3) resulta como
i+ (14¢e)x =0,y laenegia total (E(t) =E.T.) en el sistema esta dada por la expresion:

1 1
E(t):T—V:§Jb2 +5 (1+¢)a?

donde T y V representan la energia cinética y potencial del sistema, respectivamente.
Ahora se evalaa la ecuacion anterior en cada instante en el que el sistema cruza los ejes del plano

de fase, comenzando en el punto de condicién inicial (0,1) con instante de conmutacion Tp.

En Ty E.T.(0,1) = 2 { Tmas }
. 0 B.T.(0,1) = 3; .
V=0

En T, ET. (-2 _1) T=0
s BTy BT (f0) = & Viar |

Cuando el sistema pasa el punto en 77 y la energia potencial V alcanza su méximo valor, x > 0 y
% < 0 entonces la ec. (4.3) cambia a la forma % + (1 — )z = 0 afectando la energia potencial, que
cambia a V = % (1-¢)a? = % (}—:Z), y el resorte es bloqueado con el mecanismo para reducir el
ntmero de vueltas, y asi la energia almacenada en el resorte es dada por:

T r
—VI—e\ _1(1-¢). max
» En T2 E.T. (0, \/m5> _§<1+8) : { V=0 }

Después del punto en T; la ecuacion (4.3) cambia a la forma & + (1 + €)x = 0, pero ésto no cambia

el valor de la energia cinética.

e [ T=0
- En Ty BT 1i55’0)=§(i+5)1{ y }

Cuando el sistema pasa el punto en T3 ec. (4.3) cambia a la forma £ 4+ (1 — &)z = 0 afectando el

2
valor de la energia potencial, lo que resulta en lo siguiente: V' = % (E;Z;z

), la energia potencial

almacenada en el resorte en este punto esta dada por:
11—\ 1[(1-¢)?
av = - -—=| —=

1— 1 ((a=e)?) . Tma;ﬂ
BTy B (0, 152) = 3 (4525) { Tiee }
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4.6.2. Problema de posicién inicial

En esta seccion el andlisis de disipacién de energia inicia con las condiciones iniciales para el
problema de posicién inicial.
En el primer cuadrante tenemos que x > 0 y & < 0 entonces la ecuacion (4.3) resulta en la forma

%+ (1 —¢e)xz =0,y la energia total (E.T.) en el sistema es dada por la expresion:

1 1
Energia total(x, :'v):T—V:§3'32 t3 (1—¢)a?

Ahora evaluamos la ecuacion anterior en cada instante de conmutacion del sistema, comenzando

en el punto de condiciones iniciales (1,0) con el instante de conmutacion Tp.

v
» EnTy ET.(1,0)=1(1-¢); mar,
n Ty B.T.(1,0) = § ( e){T_O}

= En T} E.T.(O,\/l{-:);(lg);{ ‘r;:o }

Cuando el sistema pasa por el punto en 77, ¢ < 0 y & < 0 entonces la ecuaciéon (4.3) cambia a la

forma & + (1 + &)z = 0 pero no hay un cambio en la energia potencial.

”
_JI= 1 . max
« EnTp E.T.( ﬂTj,o)_Qu—g).{ o }

Después de pasar el punto en T3 la ec. (4.3) cambia a la forma & + (1 — &)a = 0, afectando el valor de

2 1+e

1 1{(1-¢)?
dV:z“‘@‘z<1+g>

- En Ty BT (0,22 ) = 1 (Y52°) - { ‘;T:MO }

Cuando el sistema pasa el punto en T3 la ecuaciéon (4.3) cambia a la forma & + (1 4 €)z = 0 pero no

la energia potencial a V = 1 ((175)2) resultando en un diferencial de la energia potencial dada por

la ecuacion:

afecta el valor de la energia potencial.

« En Ty TB. (15£,0) = § (U52) - { ;/’”:““8 }

La funcién de la energia total E(t) se muestra en la gréfica de la figura 4.4 para diferentes valores

de ¢, considerando el problema de posicién inicial, como puede observarse la energia total decrece en
cada instante de conmutacion, y las soluciones correspondientes xz, — &, se muestran en la figura 4.4
(b)-(c). Basados en la funcion de la energia E(t), la estabilidad de la solucién trivial del oscilador de
Reid se prob6 con el teorema de estabilidad de Lyapunov.
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Figura 4.4: Decaimiento de la energia total para distintos valores de ¢



Capitulo 5

Analisis no lineal del oscilador de Reid

Para comparar y validar los resultados a los que se llegé utilizando la teoria de sistemas periédicos
en conjunto con la teoria de Floquet-Lyapunov, en este capitulo se estudia el oscilador de Reid
empleando técnicas de analisis no lineal.

La estabilidad del oscilador de Reid (4.3) es analizada con la teoria de Lyapunov. Se considera
la funcién candidata de Lyapunov como V(z) = 342 + 122 La diferenciacién de V/(z) respecto al
tiempo a lo largo de las trayectorias de 4.3 da como resultado V(z) = —e|zd| < 0, donde V(z) es
semi-definida negativa, sin embargo, V(x) = 0 = x = 0, entonces, por el Teorema de Conjuntos
Invariantes de Lyapunov [73], la solucion trivial 2 = 0 es asintéticamente estable, es decir, ||z|| — 0
conforme ¢t — oo.

Se presenta primero un poco de teoria acerca de las herramientas de andlisis no lineal utiliza-
das para realizar la validacién de resultados, a saber: el método de variacién de pardmetros y la

transformada de Lyapunov.

5.1. Transformada de Lyapunov

Dado un cambio de coordenadas x = T (), es posible transformar el sistema lineal de la forma

Tovws G=rwew) (5.1

en otro sistema lineal [19]. Se establecerd una relacién de equivalencia entre el sistema lineal, bajo

un cambio de coordenadas particular, conocida como la Transformada de Lyapunov.
Definicion 28. Cambio de coordenadas

La ecuacién definida por la expresion

fz) =T (z) f () (5.2)
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es llamada una transformaciéon de Lyapunov si la funcion C*®de z = T (x) G satisface las

siguientes condiciones:

» (i) T (2) y 4L son acotadas,

dT
sup [T (z)|| < oo y sup o (2)]| < (5.3)
zeR x

zeR

» (ii) Existe un nimero real m tal que |det T’ ()| > m > 0 para todo zeR.

Cabe notar que la inversa de una transformaciéon de Lyapunov es también una transformaciéon de

Lyapunov.
Si tenemos
|[det T (x)| < M < oo. (5.4)
Resulta
1 1
det T4 = > — 5.5
¢ (=) |detT (z)] = M (5:5)
Y utilizando
1
T (2) = ———— Ay 5.6

de acuerdo a (i) y (ii) se obtiene que

_q dr—1!
sup [T~ (z)|| <oo y sup (2)]| < 0. (5.7)
zeR zeR
Definicion 29. Dos sistemas lineales
df
= U@ f Ueg U] <o (5.8)
i N
Z U@/ U(m)eg,HU(x)H < (5.9)

son equivalentes, en el sentido de Lyapunov, si estan relacionadas por una transformacién de
Lyapunov. Por lo tanto, la transformaciéon de Lyapunov brinda una relacién de equivalencia para

sistemas de la forma de (5.12).
Definicion 30. Un sistema lineal

af _

p U@ f, Ul)eg (5.10)
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es llamado sistema reducible si es equivalente a un sistema con coeficientes constantes

a _ Kf, Keg (5.11)
dx
5.1.1. Criterio de Lyapunov
Un sistema de la forma
d,
T vwr  r=rwer (5.12)

es reducible si y solo si su solucion fundamental F (x,y) tiene una representacion

F (z,y) = T (z)e"™®W (5.13)

donde T es una transformacion de Lyapunov y K (y) eg no depende de x.
En las secciones siguientes se realiza el andlisis del oscilador de Reid empleando técnicas y he-
rramientas clésicas para el andlisis no lineal, para llegar a la solucién del sistema con ayuda de una

aproximacioén lineal y la técnica del decremento logaritmico.

5.2. Aproximacioén lineal

Debido a que ¢, = dp/dt = f(p) entonces la ecuacion (5.32) se puede integrar con respecto a ¢:

[ o
~Jo 1—5(1+ cos2¢p) Sgn (sin2¢p)

cabe notar que el término Sgn (sin 2¢) esta bien definido en los intervalos [mm (2m +1), % (m + 1) 7]

entonces:
(2m+1)% (m+1)7
dyo de
t =
Z 1—%(1+cos2cp)+ 1+ 5 (14 cos2p)
e=0 N\ mx (2m+1)Z

©
dp
5.14
+/1 1 — 5 (14 cos2p) Sgn (sin2¢) (5-14)

(m+1)mw

donde m = [£] — 1y [e] es la funci6n piso. Con respecto a la suma en la ecuacion (5.14), se hallan

las integrales del primer y segundo término!:

VaZ—b? ton 5, ver [133].

a+b

1 [ dx

— 2
a+bcosxz \/@2—1)2 arctan
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@2m+1)%
/ di arctan (@m+1)3
lf%(1+cos2<p) V1 V1
i 1 arcta tan (2m + 1) w/2 1 arcta tan mm
= lim —— arctan — rctan ———
p—=Zt /1 —¢€ V1—e¢ Vv1—e¢ Vi—e¢
——
:71‘/2 =0
B T
C2/T-¢
y
(m+1)7 J
¥ NP (m+1)w
t
1+ 5 (1+cos2p) \/7 arctan \/;|(2m+1) El
(2m+1)%
1 . tan(m+1) 7 i 1 . tan (2m +1) §
= arctan ————— — lim arctan ———=
V1+4e V1+e p—=Z-y/14¢ V1+4e
—_———
=0 =—7/2
B 7r
C2VT+e
entonces la suma puede truncarse en pasos de m:
™

~(m+1) +(m+1)

T
2v1l+e 2V/1—¢

sea m una aproximaci6n igual a m ~ £ — 1 entonces:

™

2 (wfﬂ " Nf?)

t =~

1—
usando o = 7= entonces:
21— £,
Dp(t) == (t) = 5.15
Golt) = p(t) ~ Tt (515
Por otro lado, considerando la ecuacion (5.33) el término a, = ¢ y utilizando dt = f(w) se escribe
como:
da € | sin 2¢p,,|

21— 5 (14 cos2¢,) Sgn (sin 2p,)

la integracion considerando las condiciones iniciales correspondientes resulta:
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a(t) o(t)

/ da ¢ / | sin 2¢p,|
a 2 1 — 5 (14 cos2p,) Sgn (sin 2p,))

a(0)=1 »(0)=0

m 2m+1)% (m+1)7w

€ sin 2¢ —sin2¢p

1 — _ - p p

o8 QZ / T2 (1t cos2p) / 1+ £ (1+ cos 29)
m=0\" mnr @m+1) T
So .
_E / | sin 20, | (5.16)
2 1— 5 (1 +cos2p,) Sgn (sin 2p,) ’
(m+1)7

donde m = [£] — 1. Las integrales en la suma son directamente:

m

1 (2m—‘,—1)I 1 m+1)7r
Z (—QIOg( 2+ e (14 cos2¢)) |m 2 —§1og(2+5(1—|—c052<p)) (2m+1)Z Zlog

m=0

para una aproximacién lineal el proceso de integracién es llevado a cabo hasta m entonces la

ecuacion (5.16) se reduce a:

—€
1+¢

loga =~ (m+1)log

m41
a~ o 2

~ 2¢1—¢
N TR b

N
a(t) == a(t) ~ a=0+ve) (5.17)

t, es decir:

ya que m ~ £ — 1 entonces a ~ a5~ pero (1)

las aproximaciones lineales ¢(t) y a(t) de las ecuaciones (5.15) y (5.17) respectivamente, se mues-
tran en la gréafica de la figura 5.2, entonces se puede establecer una aproximaciéon lineal para la
solucién z,(t) como sigue:

_ _VI=e 4 2,/175

T =, (1) ~ ™V cos 5.18
p ;0( ) + \/7 ( )

5.3. Meétodo de variaciéon de parametros

La técnica de variacién de parametros es un método general para hallar la solucién particular de

ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas, en el que se utiliza la solucion general de la ecuacion



CAPITULO 5. ANALISIS NO LINEAL DEL OSCILADOR DE REID 67

lineal homogénea asociada al estado lineal, mediante la variacién de los parametros de la solucién
general de la ecuacion lineal homogénea. Asi, se describe a continuacion el método de acuerdo a [99].
Las oscilaciones libres de muchos sistemas conservativos de un solo grado de libertad son gober-

nadas por una ecuacién de la forma

d?u*
dt*2

donde k1 > 0 y ks puede ser positiva o negativa [99]. Una buena practica consiste en escribir las

+ kyu* 4 ksu™® =0 (5.19)

ecuaciones gobernantes en una forma adimensional antes de resolverlas. Para este fin, se elige una
longitud caracteristica U* del movimiento y un tiempo caracteristico 7 y se utilizan lo siguiente

t* u*
T YT

utilizando la regla de la cadena se obtiene

t

d ddt 1d

dt* — dtdt*  T*dt

218

a2~ T2 dt?

entonces, la ecuacion (5.19) se convierte en

i+ ke T*u + ks T2 U*u® = 0. (5.20)

Es conveniente elegir T*de tal forma que ki 7T*? = 1y sea € = k3T*?U*? = k3U*2/k;. Por lo tanto,

(5.20) puede reescribirse como

i+uteu®=0 (5.21)

cuando € = 0, la solucion de (5.21) puede ser escrita en la forma

u=acos(t+p) (5.22)

donde @ y [ son constantes, y son llamados pardmetros. Se deduce de (5.22) que

= —asin (t + 8) (5.23)

cuando € # 0, se asume que la solucion de (5.21) esta dada atin por la ecuacion (5.22) pero con a (t)
y B (t) variantes con el tiempo. Dicho de otra forma, se considera (5.22) como una transformacion
de u(t) a a(t) y B(t). Por lo anterior este método es conocido como el método de variacion de
pardmetros. Visto desde esta perspectiva, se tiene dos ecuaciones, a saber (5.21) y (5.22), para las

tres incognitas u (t), a (t) y S (t). Por consiguiente, es posible imponer una tercera condicion, es decir,
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una tercera ecuacion. Tal condicién es arbitraria, excepto que debe ser independiente (5.21) y (5.22).
Estas arbitrariedades pueden ser usadas como ventaja, a saber para producir una transformacion
simple y conveniente. De todas las condiciones posibles, se elige imponer la condicion (5.23), de este
modo asumiendo que tanto u como % poseen la misma forma que el caso lineal. Esta condicién conduce
a una transformaciéon conveniente porque lleva a un conjunto de ecuaciones de primer orden en lugar
de a un conjunto de ecuaciones de segundo grado para a (t) y S (¢).

Diferenciando (5.22) con respecto a ¢ y recordando que a (t) y 8 (¢) son funciones de ¢ , se obtiene

@ = —asin (t + ) + acos (t + ) — afsin (t + B). (5.24)

Comparando (5.24) con (5.23), se puede concluir que

acos(t+ ) —afsin(t+8) =0 (5.25)

al diferenciar (5.23) con respecto a t, se obtiene

it = —acos (t + ) — asin (t + 3) — aB cos (t + ) (5.26)

Sustituyendo para u y i desde (5.22) y (5.26) en (5.21), resulta

asin (t + B) + af cos (t + B) = ea® cos® (t + ) . (5.27)

Cabe notar que (5.25) y (5.27) constituyen un sistema de dos ecuaciones de primer orden para a y
£, pueden simplificarse mas. Para este fin, se multiplica (5.25) por cos (t + B) y (5.27) por sin (t + ),

se suman los resultados y se obtiene

a = ea®sin (t + f) cos® (t + B) (5.28)

sustituyendo para a en (5.25) y resolviendo para B, se obtiene

B = ea®cos (t + BB) (5.29)

si a # 0. Asi, la ecuacion de segundo orden original (5.21) para u (t) ha sido reemplazada por las
dos ecuaciones de primer orden (5.28) y (5.29) para a (t) y S (t). Cabe enfatizar que no se han hecho
aproximaciones para llegar a las ecuaciones (5.28) y (5.29).

Al comparar las ecuaciones transformadas (5.28) y (5.29) con la ecuacion original, se observa que
las ecuaciones transformadas son més no lineales que la ecuacion original. Entonces, surge la pregunta
de cual es el valor de esta transformacién. La respuesta a tal pregunta depende del valor de €. Si €
es pequena, las partes principales de a y 8 varian més lentamente que u con ¢ como se muestra en la
figura 5.1.

Este hecho puede ser una ventaja analitica y numérica. Numéricamente es ventajoso resolver las



CAPITULO 5. ANALISIS NO LINEAL DEL OSCILADOR DE REID 69

3 1]
ain

u(t)

Figura 5.1: La variaciéon de a, 8 y u con t para a (0) = 1.5,5(0) = 0.0 y € = 0.05.

ecuaciones transformadas en lugar de la ecuacién original, debido a que puede utilizarse un tamano

grande de paso en la integracion.

5.3.1. Calculo de la solucién del oscilador de Reid por el método de va-

riacion de parametros

La matriz fundamental del sistema (4.3) se halla considerando sus soluciones definidas por el
problema de posicién y velocidad inicial, tales soluciones son aproximadas con la técnica de variacion
de parametros [140].

Para las condiciones iniciales establecidas en (4.5) considere que la solucion del oscilador de Reid
(4.3) puede ser aproximada por & = a(t) cos p(t) donde la amplitud a(t) y la frecuencia p(t) = t+¢(t)
son funciones del tiempo a ser determinadas.

Tomando la derivada de & respecto al tiempo resulta:

i (1 + QS) sin @ + acosp = —asiny — agsin p + acos
donde ¢ =1+ ¢.
Si se impone la siguiente condicion:

—agsinp + acosp =0 (5.30)

- o] . 2 . L 424 2 M
entonces %2 se puede reescribir como % = —a(t) sin ¢(t), asi £ sereducea ©£ = —q (1 + (;5) cos p—



CAPITULO 5. ANALISIS NO LINEAL DEL OSCILADOR DE REID 70
asin p. De esta forma la ecuacion (4.3) se puede reescribir en términos de a y de ¢ como sigue:

ag cos p + asin o + eaSgn (sin 2¢) cos ¢ = 0 (5.31)

— 2 S i . . R
= “aTconisin o] = —Sgn (sin2¢) ha sido utilizada. Las

ecuaciones (5.30) y (5.31) se pueden reescribir como una matriz:

cosp —asing a n 0 —0
sing acosy é eaSgn (sin 2¢p) cos p

cosyp —asinep

donde la identidad Sgn (fa2 €OS ¢ sin <p)

va que det [ 1 = a(t) # 0 Vt entonces la ecuacion matricial anterior se puede

sing acosy

a | 1] acosyp asing 0
¢ | al| —sing cosy —caSgn (sin2p)cosp |

De la ecuacién anterior la expresion para a es:

resolver, esto es:

ap = a = —s%ﬂ sin 20, (5.32)

Y la solucién para (/3, usando q’) =p—1,es:

. . £ .
Gp=p=1-— 3 (14 cos2p,) Sgn (sin2¢,) = f(¢) (5.33)

los subindices a, y ¢, se utilizan para denotar la soluciéon de z(t) para el problema de posicion
inicial.

Cabe notar que las ecuaciones (5.32) y (5.33) son ecuaciones diferenciales de primer orden des-
acopladas, por lo tanto se pueden resolver de manera independiente. Para resolver las ecuaciones
es necesario hallar las condiciones iniciales apropiadas, utilizando las condiciones iniciales de (4.5),
entonces z(0) = 1 = 2(0) = a,(0) cos p,(0) =1y £(0) = 0 = ©(0) = —ap(0) siny,(0) = 0, esto es:

ay = ay(0) = 1p

@p = wp(0) =0

Resumiendo para el problema de posicién inicial (4.5) la solucion de la ecuacion (4.3) es dada por

(5.34)

Zp = ap(t) cos p,(t) donde las funciones a,(t) y ¢, (t) son soluciones de las ecuaciones diferenciales
de primer orden (5.32) y (5.33) bajo las condiciones iniciales (5.34).

Cabe resaltar que las ecuaciones (5.32)-(5.33) solo pueden resolverse de forma implicita, ya que
para calcular una expresion explicita para las funciones (a,, ¢,) se requiere una aproximacion lineal.
La solucién numérica de las ecuaciones (5.32)-(5.33) esta graficada en la figura 5.2, como se puede

deducir de la figura una aproximacién lineal es adecuada.



CAPITULO 5. ANALISIS NO LINEAL DEL OSCILADOR DE REID 71

—
= = = 3 lineal

@Hs)

5
) ¥s)

Figura 5.2: Comparacion de la solucion de las ecuaciones diferenciales de primer orden (5.32)-(5.33)
contra sus aproximaciones lineales (5.15)-(5.17).

5.4. Amortiguamiento inducido

El analisis de estabilidad del oscilador de Reid muestra que la rigidez conmutada induce un
fenémeno de disipacién de energia, es decir, induce amortiguamiento en el sistema cuando 0 < € < 1.
No obstante, surge una pregunta interesante cuando se considera el rango permitido de valores de
€: jexiste un valor optimo para €? La respuesta depende del indice de rendimiento elegido para la
optimizacién, las gréficas de la figura 4.4 sugieren varios criterios 6ptimos, como la energia que decae
por ciclo, o la amplitud que decae por ciclo, etc. [41]

La inherente complejidad de los mecanismos de amortiguamiento requiere idear algin método de
aproximacién, aunque al realizarlo siempre conlleva alguna pérdida de exactitud en la representacion
del fenomeno de amortiguamiento fisico, sin embargo, este enfoque provee manejabilidad matematica.
Una aproximacién comprobada consiste en considerar un modelo lineal con amortiguamiento viscoso
[119] es decir, una forma comin de tratar el fendmeno de amortiguamiento se basa en considerar que
las fuerzas de amortiguamiento presentes en el sistema pueden ser aproximadas por un término de
amortiguamiento viscoso de un sistema masa-resorte-amortiguador lineal. Ademas, bajo este punto
de vista, debe existir un valor 6ptimo del pardmetro €., con el cual ocurra la mayor disipacién
viscosa, recordando que la disipacién por amortiguamiento en un modelo lineal esta caracterizada
por el coeficiente de amortiguamiento. Asi, con base en un sistema lineal equivalente el analisis
del fenémeno de disipacién en el oscilador de Reid consiste en hallar un amortiguamiento viscoso

equivalente.
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5.4.1. Amortiguamiento viscoso equivalente mediante la técnica del de-

cremento logaritmico

Una manera sencilla que permite calcular el amortiguamiento viscoso equivalente es la utilizacién
de la técnica del decremento logaritmico [67]. Para aplicar dicha técnica, se debe considerar que la
respuesta oscilatoria amortiguada del sistema, 4.3 puede ser aproximada por la solucion de la ecuacion
diferencial de segundo orden:

MegT + CeqZ + keg =0 (5.35)

bajo las condiciones iniciales (T, Zo), la ec. (5.35) tiene una respuesta amortiguada de la forma:

T = Ae™%nt cos(wat — 1)) (5.36)
donde ¢ = 2\/%, Wy = :qu’ wi = wn\/1—€2y T = 2T representan el coeficiente de
caMMeq

amortiguamiento, la frecuencia natural, la frecuencia amortiguada y el periodo, respectivamente. Asi
V3iwi+(@0+EwnTo Zo+EwnTo )
wq :

Towd

como las constantes de integracion son A = ) y ¥ = arctan(

El decremento logaritmico se define como el logaritmo natural de la razon de los picos de ampli-

tudes sucesivas [67]:

Tn

A=1In (5.37)

Tn+1
donde z,, = xz(nT) es la respuesta del sistema analizado en el periodo de oscilaciéon T y n € N.

Para el sistema lineal equivalente (5.35) el decremento logaritmico se deduce como de (5.36):

§
Vi-e

Al aplicar la técnica al oscilador de Reid 4.3, los picos de amplitud z,, estan dados por su solucién

Agy =2m (5.38)

2(t). Sin embargo, la ec. (4.3) no tiene una solucién analitica completa, por lo tanto se requiere utilizar
un esquema de aproximacién. Para tal proposito, se aplica el método de variacién de parametros a la
ec.( )4.3; considerando el problema de posicién inicial (4.5) y tomando en cuenta que la solucién de
(4.3) denotada por x,(t) puede ser aproximada por &, = x, = a,(t) cos ¢, (t) donde la amplitud a,(¢)
¥ ¢p(t) son funciones que varian con el tiempo que deben determinarse. La aplicaciéon del método
de variacién de parametros a la ec. (4.3) resulta en las siguientes ecuaciones diferenciales de primer
orden:

ap = —e%¢|sin 2, |

5.39
¢p =1 —5(1 4 cos2¢,)Sgn(sin2¢p,) (5-39)

Resolviendo las ecuaciones no lineales desacopladas de (5.39) se obtienen soluciones implicitas de
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Figura 5.3: (a) Comparacion de la solucién numérica del oscilador de Reid x,, la solucién por variacion
de pardmetros x,2 y la solucién lineal equivalente x,3. (b) Comparacién de la solucién numérica del
oscilador de Reid z, y su aproximacién lineal equivalente x,3 cuando €,,; = 0.8768.

t en términos de (¢, a,), ver ecuaciones (5.14) y (5.16). Sin embargo, para hallar una expresion
analitica se requiere utilizar una aproximacién lineal. Sea %, la aproximacién lineal de ,, de las
soluciones implicitas (5.14) y (5.16) se considera un nimero prescrito de periodos de integracion
m = #/= — 1 entonces las aproximaciones lineales de las funciones de la amplitud y la fase estan dadas

por las ecuaciones (5.15) y (5.17) respectivamente, y la aproximacion &, resulta como sigue:

2\/1751t
+Va

donde cabe resaltar que el periodo de oscilacion es T =

Vi—e

Zp(t) = a7 Vet cos (5.40)

27
2V/I-¢/1+/a"
Para poder visualizar con claridad la diferencia entre la solucién del oscilador de Reid z,, la

solucién de variaciéon de parametros &, (zp2 en la figura 5.3) y su aproximacion lineal Z, (zp3 en la
figura), estas soluciones se graficaron en la figura 5.3(a) para un valor de ¢ = 0.5. La solucién z,
fue calculada utilizando el método de Runge-Kutta, £, se encontré integrando numeéricamente las
ecuaciones (5.39) y combinando &, = a,(t) cos ¢, (t), mientras que &, se determiné con la relaciéon
(5.40); cabe resaltar que en la misma grafica la solucién de variacién de pardmetros 2, se aproxima
a T, con bastante exactitud, mientras que la aproximacioén lineal #, muestra una ligera discrepancia
respecto a xp.

La técnica del decremento logaritimico permite aproximar la solucién no lineal del oscilador de
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‘ (fawden) ‘ (meqacemkeq) ‘ (570,53‘0) ‘ Q ~ i ‘

e=0.5 (0.1749,0.8966,0.9106) | (1,0.3184,0.8292) | (1,—0.1592) | 2.8596
£ = 0.8768 | (0.4334,0.5580,0.6201) | (1,0.5376,0.3846) | (1, —0.2688) | 1.1536
e =0.99 (0.8425,0.1868,0.3466) | (1,0.5841,0.1202) | (1,—0.2920) | 0.5935

Cuadro 5.1: Valores de la respuesta y parametros del sistema del modelo lineal equivalente (5.36).

Reid (4.3) con la solucién lineal Z del sistema masa-resorte-amortiguador (5.35), es decir, x, ~ T
pero, x, = &, ~ &, entonces &, ~ T. Ademads, la solucién lineal Z debe tener el mismo periodo de
oscilacion que Z,, o sea T =T, por lo tanto la frecuencia amortiguada en funcién de los pardmetros

(e,a) es wy = 21 v 17\/55 De la misma forma, las constantes de integraciéon en T deben satisfacer A = 1

y ¥ = 0 para coincidir con Z,, al resolver para las condiciones iniciales resulta (o = 1,7 = —&wy,)
respectivamente, donde el coeficiente de amortiguamiento £ es dado por el decremento logaritmico
como se muestra a continuacion.

El decremento logaritmico del oscilador de Reid A, dado por la ec. (5.37), se aproxima al calcular
los valores Z,(nT), para tal fin se considera n = 0, entonces de la ec. (5.40) zo =~ 7,(0) = 1y
T R :%p(f) = q, por lo tanto, A = A ~ lné. Debido a que &, ~ T de la ec. (5.38), entonces la

relacion A = A, se reduce a:

In— ~ 27 ¢ (5.41)
« 1-¢
para una respuesta amortiguada £ < 1, entonces la ecuacién anterior se puede resolver para &
como sigue:
1 1
~—In— 5.42
§r o ln (5.42)

dado ¢, el coeficiente de amortiguamiento £ puede hallarse con la expresién anterior, y consecuen-
temente la frecuencia natural amortiguada wy y la frecuencia natural w,, pueden ser determinadas.
El lugar geométrico del coeficiente de amortiguamiento contra ¢ se muestra en la figura 5.3(b).

Sin perder la generalidad, el sistema lineal masa-resorte-amortiguador equivalente (5.35) puede ser
completamente caracterizado asumiendo que la masa es m., = 1, entonceslos coeficientes de la rigidez
del resorte y del amortiguamiento viscoso estan dados por keq = w2y Ceq = 2wy, respectivamente.
Ademas, dado e los parametros del sistema (meq, Ceq, keq) , las condiciones iniciales (Zo,Zo) y los
parametros de la respuesta (§,wq,wy) del sistema lineal equivalente (5.35) se pueden determinar
completamente. Por ejemplo, dado € = 0.5 los valores de los pardmetros y la respuesta del sistema
son mostrados en la Tabla 5.1. La solucion numérica x, y su solucién lineal equivalente Z, son

graficadas en la figura 5.3(c), cabe notar que Z, se aproxima a Z, con suficiente precision.
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5.5. Amortiguamiento 6ptimo inducido

En el oscilador de Reid, el valor 6ptimo de &, que provee la respuesta amortiguada optimo ocurre
cuando en la respuesta lineal equivalente (5.36) la constante de tiempo {w,, de la exponencial o—Cwnt
£ pero, £ < 1 entonces fwy, &~ waf = 2Y=¢

Vi-ge 1+

donde £ es dada por la expresion (5.42), por lo tanto:

o Vl-—e¢ 1

el extremo €, se calcula resolviendo numeéricamente la ecuacion no lineal

es un maximo. La constante de tiempo es w, = wy

% = 0 para €. Para

poder lograrlo se aplicé el método de Newton-Raphson, y el valor correspondiente de ¢,,; hallado fue
€opt = 0.8768, este valor también fue verificado en ([93],[41]).

2
d ((fa‘;’") > 0. La solucién numérica del oscilador

El valor £,,; es un maximo aislado debido a que leope
de Reid z,, y la respuesta lineal equivalente Z se evaluaron para e,,: y su grafica se muestra en la
figura 5.3(b). Los pardmetros correspondientes al sistema lineal equivalente para e, se presentan en
la Tabla 5.1.

En la Tabla 5.1 estan tabulados los valores de los parametros del sistema lineal equivalente (5.35)
y de su solucion (5.36), cabe resaltar que para cada valor de € presentado, los pardmetros del sistema
cambian, por lo tanto los valores para el coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente c., =
2€w,, no proporcionan una medida estandarizada para el amortiguamiento. Una medida estandar
del amortiguamiento es el factor de calidad, @, definido como @ = 27 (energia almacenada/energia
disipada en un solo periodo de oscilacion) o el ntimero de ciclos necesarios para alcanzar el estado

estable, por practicidad se utiliza @ ~ ver ([59] capitulo 37). Por ejemplo, comparemos el nimero

ord
de ciclos requeridos para alcanzar el estado estable cuando € = 0.5 y cuando €,,; = 0.8768 , es decir,
Q~[2.9] =3y Q ~[1.2] = 1, las soluciones correspondientes son mostradas en la figura 5.3(a) y (c),
respectivamente, y como se puede observar, el nimero de ciclos requerido se verifica para cada caso.

El anélisis realizado en este capitulo tuvo como objetivo validar los resultados obtenidos del ana-
lisis del oscilador de Reid llevado a cabo con el enfoque de sistemas periddicos y teoria de Floquet-
Lyapunov; se estudié utilizando técnicas clasicas de anélisis no lineal. Por un lado, los teoremas de
Lyapunov muestran cualitativamente el comportamiento asintético de la solucion trivial del oscila-
dor de Reid, mientras que el fenémeno de amortiguamiento inducido por la rigidez conmutada es
cuantificado empleando un modelo lineal de amortiguamineto viscoso equivalente.

Sin embargo, este enfoque no lineal conlleva aplicar aproximaciones lineales y realizar suposiciones

que conducen a pérdidas de exactitud, ademas de que el proceso de calculo es laborioso.



Capitulo 6

Resultados, conclusiones y trabajo

futuro

Ahora que se ha finalizado el analisis del sistema, recapitularemos los contenidos presentados en
los capitulos anteriores de este escrito para llegar a establecer las conclusiones a las que condujo este
estudio.

Las estructuras o sistemas mecanicos estan naturalmente expuestos a perturbaciones que inducen
oscilaciones que pueden resultar perjudiciales para los componentes del propio sistema o que afectan
su funcionamiento; tales perturbaciones pueden ser inherentes al sistema, por ejemplo, cuando el
sistema posee partes rotativas o articuladas, o bien las perturbaciones pueden provenir del ambiente
en el que el sistema realiza su operaciéon. Sea cual sea la causa que origina las vibraciones, es un tema
importante a considerar durante el diseno de la estructura y que representa hoy en dia una rama
importante del control, ha propiciado el desarrollo del control de vibraciones, una area ampliamente
estudiada desde hace algunas décadas atras y que ain presenta muchos retos y problemas por resolver.

De acuerdo a [69] existen tres tipos o categorias del control de vibraciones actual, a saber: el control
pasivo, el control activo y el control semi-activo. El control pasivo utiliza solamente las propiedades
de los elementos del propio sistema para mitigar las oscilaciones, como puede ser la rigidez, la inercia
o el amortiguamiento, una de sus caracteristicas principales es que no requiere fuentes de energia
externa para funcionar y es altamente confiable, sin embargo, no garantiza que sea el mas efectivo en
todos los casos donde se aplique. El control de vibraciones activo se caracteriza por emplear elementos
externos al sistema como actuadores para disipar la energia de las oscilaciones del sistema, por lo
general requiere una fuente de energia externa para funcionar y conlleva agregar méas elementos al
sistema; este tipo de control suele ser muy efectivo en ciertas condiciones, pero tiene como desventaja
la dependencia de una gran cantidad de energia externa para funcionar apropiadamente, por lo
que puede resultar poco confiable en situaciones de emergencia donde no halla fuentes de energia
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disponibles. Por su parte, el control de vibraciones semi-activo combina caracteristicas de los dos
tipos de control ya mencionados, utiliza a su favor las caracteristicas de los propios elementos del
sistema y las combina con el empleo de elementos o materiales activos para mejorar su efectividad;
suele necesitar una pequena fuente de energia externa o algin arreglo modificado del sistema original,
se caracteriza por fusionar las ventajas de os otros tipos de control, la confiabilidad del control pasivo
y la efectividad del control activo.

Debido a las ventajas que ofrece, el control semi-activo ha despertado el interés de los investigado-
res del area de control de vibraciones en las tltimas décadas y se han logrado ya avances significativos
en este ambito; se han desarrollado dispositivos semi-activos que emplean para su fabricaciéon materia-
les inteligentes, por ejemplo, los dispositivos de efecto térmico de memoria (ETM) que se construyen
de materiales capaces de recuperar su forma después de haberse deformado con la presencia de calor.
Otro ejemplo son los dispositivos que utilizan materiales piezoeléctricos, pues se aprovecha el efecto
que poseen algunos materiales para deformarse ante la aplicaciéon de carga eléctrica, o el efecto inverso
de generar una carga eléctrica como consecuencia de la deformacién mecanica. Otros dispositivos o
técnicas de control semi-activo emplean elementos sencillos, es decir, que no utilizan materiales inte-
ligentes, pero modifican la configuracion de los sistemas mecanicos para lograr variar alguna de las
propiedades del sistema, por ejemplo, variar la rigidez de un resorte al limitar el namero de espirales
que pueden deformarse.

Para realizar este estudio se eligié un sistema mecanico de un grado de libertad, compuesto por una
masa y un resorte simples, pero que se someten a una ley de control semi-activo heuristica. Dicha ley de
control se conoce como control por conmutacion de rigidez, ya que consigue variar la rigidez del sistema
entre dos valores extremos, es decir, conmutar la rigidez de una valor minimo a un valor maximo.
En el trabajo llevado a cabo por Ramaratnam [115] se aplico esta ley de control semi-activo sobre
una estructura mecénica flexible (que puede modelarse como un conjunto de sistemas masa-resorte)
utilizando elementos piezoeléctricos y observéd que la conmutacion de rigidez indujo amortiguamiento
al sistema, logrando dispar las energia de las vibraciones y eliminar asi las oscilaciones, llevando los
estados del sistema a la estabilidad asintética. Mientras que en el estudio realizado por Winthrop [93]
se llevé a cabo un anélisis comparativo entre diferentes dispositivos de rigidez variable disponibles en la
literatura para proporcionar una herramienta que ayudara al disenio y seleccién de dichos dispositivos.
Winthrop identifico dos parametros para comparar el desempeno de cada dispositivo, el primero que
relaciona los dos valores de frecuencia natural alcanzados por los dispositivos de rigidez variable, es
decir, la frecuencia natural minima entre la frecuencia natural maxima. Y el segundo parametro ¢,
que relaciona los dos valores de rigidez alcanzados, a saber, ko y k1.

Winthrop resolvié de forma implicita exacta un problema de supresion de vibraciones de una
sistema de 1 GDL con rigidez variable utilizando para ello el pardmetro € y la ley de control de
conmutacién de rigidez. Con dicho problema logré hallar el valor maximo de € con el cual se alcanza
el mayor coeficiente de amortiguamiento inducido en el sistema, y por consiguiente, el que logra

disipar de forma efectiva la energia de las vibraciones. Tal valor resulto6 ser € = 0.877.
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Sin embargo, aunque en el trabajo publicado por Winthrop llega al valor 6ptimo de € mediante la
solucion explicita aproximada del sistema de 1 GDL empleando la solucién implicita exacta, no brinda
una explicacion cualitativa de por qué ese es el valor que logra una mayor disipacién de energia.

Los antecedentes vistos en la literatura, y en gran parte los resultados del trabajo de [93], motivaron
la realizacion de estudio. El objetivo principal se enfocaba en analizar el sistema masa-resorte de 1
GDL con el modelo del oscilador de Reid aplicando la ley de control semi-activo de conmutacién
de rigidez y el pardmetro e para hallar la solucién exacta del sistema empleando teoria de sistemas
periodicos y la teoria de Floquet-Lyapunov para brindar una explicacién sustentada matematicamente
del fenémeno de amortiguamiento inducido por la rigidez variable y de por qué se obtiene el valor
Optimo e = 0.877.

Para la reprsentacion matematica del sistema masa-resorte de 1 GDL se emple6 la ecuacion
diferencial no lineal del modelo del oscilador de Reid [116], tal ecuacién incorpora en su representacion
el amortiguamiento histerético, que depende directamente del parametro €, que como ya se describio,
esta dado por la relacion de los dos valores de rigidez entre los que la ley de control conmuta al sistema.
En el modelo matematico del sistema también se representa la ley de control por conmutacién de
rigidez, dada por la funcién signo del producto de la posicion y la velocidad del sistema. Al tratarse
de un sistema no lineal, resulta poco tratable matematicamente o demasiado complicado sin utilizar
algan tipo de transformaciéon o métodos de aproximacion, que aunque logran brindar resultados y
obtener la solucién en estado estable del sistema, conllevan una desviacién de exactitud debida a las
mismas aproximaciones utilizadas.

Una de las herramientas que se emplearon para obtener la solucién del sistema, fue la teoria
de sistemas periddicos. Como ya se ha mencionado anteriormente, la ley de control semi-activo de
conmutacion de rigidez muestra un comportamiento peridédico, por lo tanto, se considera una funcién
periodica en el tiempo ¢ (t) = ¢ (t + T), donde T es el periodo fundamental; el enfoque propuesto en
este trabajo se basé en este importante hecho.

Se definieron para el andlisis un par de condiciones iniciales para dos problemas: el de posicion
y el de velocidad inicial, ambos con condiciones iniciales estandar (es decir, valor 1 y valor 0 para
posicion inicial; y valor 0 y 1 para el caso de velocidad inicial). Se defini6 entonces una expresion
analitica para ¢ (t) al calcular los instantes de conmutacion donde la ley de control por conmutacion
de rigidez (sgn (z)) cambia o cruza los ejes del plano de fase mostrado en la figura 4.2.

Se demostr6é que para ambos casos, posicion y velocidad inicial, el periodo T (¢) resultaba igual,
demostrando que todas las soluciones para el conjunto de condiciones iniciales se aproximan asinto-
ticamente a la solucion trivial con el mismo periodo. Este resultado permitié reescribir la ecuacion
del oscilador de Reid como una ecuacion diferencial lineal periddica, que se nombréd ahora como el
Oscilador Periédico de Reid.

En el Oscilador Periédico de Reid la funcién periddica que denota la ley de control semi-activo
por conmutacién de rigidez, depende de un conjunto de condiciones iniciales predeterminadas cuyos

valores no eran relevantes para este enfoque debido a que el periodo permanecia igual para ambos
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casos.

Utilizando el conjunto de soluciones linealmente independientes para posicién y velocidad inicial
se hall6 la matriz de monodromia del sistema ® (T'), dada por los valores de posicion y velocidad
de ambos conjuntos de soluciones en el instante T (€¢). Una vez definida la matriz de monodromia
del Oscilador Periédico de Reid, se determiné que la solucién trivial del Oscilador Periédico de Reid
era asintéticamente estable; la prueba de la afirmaciéon anterior esta dada por el hecho de que los

multiplicadores p del oscilador son los valores propios de la matriz de monodromia ® (T), y definidos
1—

T5er
Se utiliz6 entonces el teorema de Floquet para definir que la solucién trivial del Oscilador Periédico

por el parametro €, a saber, p (¢) = es un multiplicador doble.

de Reid es asintoticamente estable debido a que p (¢) < 1 Ve € (0,1). Con los multiplicadores conocidos,
fue posible definir o hallar los exponentes de Floquet A (€¢). Luego se demostrd que los exponentes de
Floquet cumple con A (¢) < 0 para todo 0 < € < 1, y hallar una factorizacion de la matriz fundamental
del Oscilador Periédico de Reid. Con estos elementos y utilizando el teorema de reducibilidad de
Lyapunov, se transformé la ecuacién del oscilador peridédico en un sistema lineal invariante en el
tiempo, y se hallo la solucién de la transformacion.

El paso siguiente en la ejecucion del anélisis, consistié en llevar a cabo la optimizacién del valor del
parametro €, puesto que se conocia que debia estar en el intervalo (0, 1) pero no se sabia con certeza
cual valor dentro de ese intervalo era el que proporcionaria el mayor coeficiente de decaimiento de
energia en el sistema. Se determiné que el valor 6ptimo estaria dado por el valor de los exponentes de
Floquet cuando éstos sean un méaximo, por lo que fue necesario obtener la derivada del exponente de
Floquet en términos de €. Ya que los exponentes de Floquet corresponden a los valores propios, de-
terminar su derivada corresponde a realizar un anélisis sensitivo. Se obtuvo la derivada del exponente
de Floquet, luego se resolvi6 numéricamente para hallar el valor 6ptimo € ~ 0.87677, practicamente
igual al valor al que lleg6 [93].

El analisis continué tratando ahora el oscilador de Reid no lineal con métodos no lineales, para
validar y comparar los resultados a los que se llegaron. Se analizé la estabilidad del oscilador em-
pleando la teoria de Lyapunov, que se describi6 en el capitulo de preliminares; se propuso una funcion
candidata de Lyapunov y mediante la obtencién de su derivada se determiné que poseia estabilidad
asintética. Fue posible deducir entonces que la conmutacién de rigidez inducia en el sistema un fe-
némeno de amortiguamiento, y para determinarlo fue necesario emplear un enfoque de aproximacion
para obtener al menos un modelo cuantitativo del amortiguamiento. Se consideré un sistema lineal
con amortiguamiento viscoso, y se aplico la técnica del decremento logaritmico para hallar una ex-
presiéon del amortiguamiento viscoso equivalente. La aplicacion de dicha técnica requirié el uso del
meétodo de variacion de parametros para aproximar la solucion de la amplitud y fase del oscilador de
Reid no lineal y asi hallar dos picos de amplitud consecutivos de la solucién del oscilador de Reid, ya
que éste no tiene una solucién cerrada.

Se obtuvo una solucién aproximada del oscilador no lineal, a partir de la cual se obtuvo el valor

optimo de e al calcular la derivada del amortiguamiento por la frecuencia natural, dando como
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resultado €y ~ 0.8768, un valor practicamente igual al que se obtuvo con la teoria de Floquet.

Revisemos ahora cuéales han sido los resultados obtenidos en este trabajo.

6.1. Resultados

En este trabajo se desarrollé un enfoque novedoso basado en la teoria del sistema peridédico para
analizar el problema de control de vibraciones por rigidez conmutada de un sistema masa-resorte de
un grado de libertad. El sistema dindmico es gobernado por el oscilador de Reid, que es representado
por una ecuacion diferencial no lineal, donde una etapa de no dimensionalizacién permitio definir
el parametro £ que relaciona ambos extremos de rigidez y € € (0,1). Un hecho clave para aplicar la
teoria del sistema periodico fue entender que la excitaciéon paramétrica dependiente de los estados
oscila periddicamente en el tiempo para el caso de vibracién libre con condiciones iniciales estandar
no dimensionalizadas, como se ha explicado con un poco méas de detalle en la seccién anterior.

Con el enfoque propuesto y las herramientas empleadas se logré definir al oscilador de Reid como
una funcién periodica en el tiempo continua en partes, entonces durante los instantes de conmutacion
de la ley de control semi-activa, el oscilador de Reid se volvié integrable y la matriz de monodromia
asi como con los exponentes de Floquet se calcularon en términos del pardmetro e. La estabilidad
asintética del oscilador de Reid se demostréd ya que los exponentes de Floquet no son positivos, este
hecho di6 una explicaciéon cualitativa del fenémeno del amortiguamiento inducido por la conmutacion
de rigidez.

Por otro lado, para el rango dado de € un problema de optimizacién se estableci6, asumiendo como
indice de desempeno el decaimiento del amortiguamiento, entonces la dependencia de los exponentes
de Floquet en el parametro permiti6é llevar a cabo un anélisis sensitivo como medio de optimizacion,
y tal proceso di6 como resultado el valor 6ptimo €,,; = 0.8767, encontrado también en la literatura.

Para aclarar tal resultado, se utilizé6 un modelo de amortiguamiento viscoso equivalente en con-
junto con la técnica del decremento logaritmico para hallar el amortiguamiento viscoso equivalente y
llevar a cabo el proceso de optimizacion. Sin embargo, este enfoque mostré una pérdida de exactitud
ya que se realizaron varias suposiciones y aproximaciones lineales, aunado a que el procedimiento
resulté mas dificil matematicamente. No obstante, el enfoque del sistema periédico también provee
conformidad cuantitativa.

En adelante, el nuevo enfoque aqui mostrado provee una nueva manera de analizar el problema
de control semi-activo de vibraciones con rigidez conmutada de una forma natural y directa sin
aproximaciones lineales ni suposiciones, y también brinda una visién cualitativa en el fenémeno de
amortiguamiento y conformidad cuantitativa para propositos de optimizacion.

Con los resultados obtenidos del analisis del sistema masa-resorte de 1 GDL sometido a la ley
de control semi-activo de conmutacién de rigidez, se logré demostrar completamente que el uso de
la teoria de sistemas peridédicos en conjunto con la teoria de Floquet-Lyapunov logra proveer de una

explicacion cualitativa y también cuantitativa del origen del amortiguamiento inducido en el sistema,
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asi como la obtencién del valor 6ptimo € para el cual se obtiene la mayor disipacién de energia y por
lo tanto se mitigan las oscilaciones, evitando caer en métodos de aproximacién que derivan en pérdida
de exactitud y errores; por lo que se puede concluir que se ha logrado probar la hipétesis propuesta
al inicio de este escrito.

Otros resultados que es importante mencionar son las publicaciones derivadas de este trabajo, que

son mostradas a continuacion.

6.1.1. Publicaciones derivadas de esta investigacion

Durante el periodo de desarrollo de este andlisis se realizaron dos trabajos que fueron sometidos
y/o presentados en revistas para su publicacion.

El primer articulo titulado Control semi-activo de vibraciones de una estructura via materiales
piezoeléctricos: andlisis de posicion optima del actuador PZT fue presentado en el 2do Congreso
Iberoamericano de Instrumentaciéon y Ciencias Aplicadas-SOMI XXXI Congreso de Instrumentacion,
en la Ciudad de Guatemala, Guatemala en el periodo del 26 al 28 de octubre de 2016 y se publicod
en la edicién de ese mismo afo de la revista del mismo congreso, con el nimero ISSN 2395-8499.

El segundo articulo fue publicado en version online de la revista Journal of Sound and Vibration
con el titulo Stability analysis of linear systems with switchable stiffness using the Floquet theory,
que a la fecha de terminacion de esta tesis se encuentra en espera para su publicacién en la version
impresa de la misma revista.

Ambos articulos fueron sometidos en conjunto con mi asesor, el Dr. Luis Omar Moreno Ahedo

como co-autor en el primero, y como autor principal en el segundo.

6.2. Trabajo futuro

La aportacion del nuevo enfoque de analisis que aqui se desarrollé da pie a que se realicen futuras
investigaciones sobre los sistemas lineales con rigidez variable, ya sea que se extienda el analisis para
el caso de un sistema masa-resorte de multiples grados de libertad con respuesta libre, o que se aplique
en los casos de un grado de libertad (1GDL) o multiples grados de libertad del oscilador de Reid con
respuesta forzada a la vibracion. En cualquiera que sea el panorama de analisis, es posible aplicar
las teorias y técnicas explicadas en capitulos anteriores y hallar la soluciéon del sistema evitando la

pérdida de precisién al no recurrir a aproximaciones lineales.



Apéndice A

Preliminares: control semi-activo

En la seccién 2.5 se mostrdé un breve resumen de los dispositivos semi-activos utilizados para el
control de vibraciones, asi como se definieron igualmente de forma breve algunos de los conceptos
basicos o més relevantes que permitieron comprender los estudios llevados a cabo con tales dispositivos
asi como los avances y conclusiones a los que se habia llegado hasta la fecha. En este apartado se
extiende la definiciéon de los conceptos, pero sobre todo, se presenta una extensa revision por la
literatura disponible, donde se detallan los avances en disefio y experimentaciéon de diversos tipos de
dispositivos semi-activos, como se vera a continuacion.

El primer término que debe comprenderse es el de vibracién mecénica, definido como el movimiento
de una particula o cuerpo que oscila alrededor de una posicion de equilibrio [47] . En la mayoria de
los casos, las vibraciones mecénicas son un efecto indeseable que se debe eliminar o mitigar debido a
que producen un incremento del esfuerzo y pérdida de energia en las maquinas o estructuras. Por lo
anterior, recientemente se ha dado mayor importancia al analisis de vibraciones y se han desarrollado
métodos de control aplicados al diseno de las estructuras, debido a la tendencia que existe de construir
méaquinas de alta velocidad o estructuras mas ligeras y resistentes.

El control de vibraciones se refiere al conjunto de técnicas o métodos utilizados para limitar o
alterar la respuesta a las vibraciones de los sistemas mecéanicos [68]. Segin Xu [69] existen tres clases
de sistemas de control de vibraciones, dependiendo de la cantidad de energia externa que requiera el
sistema para realizar su funcion[68]:

- Sistema de control de vibraciones pasivo: utiliza el movimiento de la estructura para proveer las
fuerzas de control, sin requerir una fuente de energia externa.

- Sistema de control de vibraciones activo: provee fuerzas de control a la estructura para contra-
rrestar las perturbaciones, requiriendo una gran cantidad de energia para llevar a cabo su funcién
[101].

- Sistema de control de vibraciones semi-activo: requiere una pequena fuente de energia externa

para operar y utiliza el movimiento de la estructura para proveer las fuerzas de control, cuya magnitud
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es ajustada mediante la energia externa.

La seleccion adecuada del sistema de control 6ptimo para la estructura, requiere un anélisis de
las diferentes condiciones que envuelven a la misma; por ejemplo, para el sistema de control activo,
se debe analizar si la fuente de energia externa sera capaz de operar durante las perturbaciones (en
caso de sismos u otros factores ambientales); o para el sistema de control pasivo, se debe comprobar
si las fuerzas de control seran suficientes para contrarrestar las perturbaciones [69].

En este estudio se opté por analizar los sistemas de control semi-activo, ya que combinan la
confiabilidad de un sistema de control pasivo, que no requiere grandes cantidades de energia para
funcionar, con la mayor ventaja que ofrecen los sistema de control activo, que permite ajustar las
variables de la estructura (como el amortiguamiento, la rigidez o la masa) para llevar a cabo el control
[68], ademas de la ventaja que ofrecen sus bajos requerimientos de energia y costo. Generalmente,
los sistemas de control semi-activo se originan a partir de un sistema de control pasivo que se ha
modificado para lograr variar o ajustar las propiedades mecéanicas del mismo [69].

El control semi-activo, también llamado adaptivo-pasivo elimina las limitaciones que existen con
el control pasivo y activo, ya que logra integrar de forma efectiva un esquema de control sintonizable
con dispositivos pasivos ajustables [68].

Otro término clave que se debe comprender es el de rigidez, que se define como la resistencia a la
deformacion que presenta un cuerpo elastico sometido a la aplicacion de fuerzas externas. También
es esencial comprender el término resonancia mecanica, que de forma general, se define como un
fenémeno en el cual un cuerpo sometido a las vibraciones de una fuente cercana que corresponden
a la frecuencia natural de dicho cuerpo, comenzard a oscilar por si mismo a la frecuencia de la
fuente cercana aumentando de forma progresiva la amplitud del movimiento hasta alcanzar su punto
maximo.

Los sistemas de control de vibraciones basados en control semi-activo que en esta investigacion se
utilizan, son los dispositivos de rigidez variable. Estos son componentes que poseen la caracteristica de
variar su rigidez mediante diferentes algoritmos de control, utilizando materiales inteligentes (capaces
de cambiar sus propiedades mecanicas con la aplicacion de cargas térmicas o eléctricas [62]) para su
construccion o mediante métodos mecénicos [93]. Los dispositivos de rigidez variable son utilizados
en las aplicaciones de control de vibraciones debido a que pueden cambiar la adaptacién 6ptima,
a distintas condiciones del sistema, ademas de que la rigidez influye de forma significativa en la
operacion optima del sistema a controlar [68].

Este documento se enfoca en los cinco tipos distintos de dispositivos de rigidez variable, a sa-
ber: los construidos con materiales de efecto térmico de memoria, los de tipo electromagnético, los
piezoeléctricos, los de configuracion mecénica y los magnetorreoldgicos.

Los dispositivos de rigidez variable de tipo efecto térmico de memoria (ETM) son materiales
metalicos con una alta capacidad de amortiguamiento, que recuperan su forma original al aplicarles
temperatura, cambiando de esa forma la rigidez de un sistema mecanico y consecuentemente cambian

las regiones de resonancia; ciertos estudios indican que este efecto puede atenuar la amplitud de las
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vibraciones en un rango de frecuencia critica, lo que también permite cambiar los modos de vibracion
de la estructura. Los ETM tienen un comportamiento no-lineal lo que vuelve complejo obtener su
modelo dindmico y la simulaciéon numérica, ya que deben considerarse los cambios de pardmetros
como temperatura y frecuencia de excitacion [62].

Existen también dispositivos de rigidez variable desarrollados a partir de configuraciones mecéni-
cas, tal es el caso de un amortiguador de vibraciones que consiste en una masa adjunta a un resorte
helicoidal con un divisor mecanico que secciona el resorte en dos partes. El divisor mecéanico separa
parte del resorte del resto del amortiguador, asi el nimero de hilos usados en el amortiguador de
vibraciones puede cambiarse rotando el resorte [93]. Otro dispositivo de rigidez variable basado en
un arreglo mecénico es el que utiliza dos resortes colocados en sentido opuesto uno del otro, y utiliza
un motor a pasos para incrementar la distancia de separacién entre los dos resortes. De esa forma se
logra variar el coeficiente de rigidez del sistema mecéanico [93].

El tercer tipo de dispositivo de rigidez variable es el electromagnético, que consiste de un arreglo
que utiliza dos magnetos permanentes con un electroiman en medio de los primeros que generan
campos magnéticos modulables para crear una rigidez periédica en el tiempo, pues aprovechan la
propiedad que tienen los campos magnéticos de generar fuerzas repelentes cuando los polos iguales
de dichos campos se aproximan[122]. La intensidad de las fuerzas repelentes resultantes dependeré de
la distancia que exista entre los magnetos y la intensidad del campo magnético[40]. La intensidad del
campo magnético puede ser alterada aplicando una corriente al electroiman, provocando un cambio
en la fuerza magnética y consecuentemente, resulta un cambio de la rigidez mecanica equivalente[40].

Otro tipo de dispositivos son los llamados dispositivos magnetorreologicos, tales dispositivos utili-
zan para su construccion fluidos o solidos magnetorreologicos, los fluidos magnetorreolégicos (FMR)
son aquellos materiales que experimentan cambios reversibles instantaneos significativos en las carac-
teristicas del material cuando estan sujetos a los cambios de un campo magnético.

Por ultimo, los dispositivos de rigidez variable piezoeléctricos son aquellos que aprovechan el
fenémeno de piezoelectricidad que poseen algunos cristales que al ser sometidos a un campo eléctrico
tienden a deformarse, y cuando se deja de someter el cristal al campo eléctrico éste recupera su
forma original; de esa forma se logra variar la rigidez del dispositivo y utilizarlos como un actuador
para mitigar oscilaciones en sistemas mecanicos. Y otro tipo de dispositivo recientemente utilizado se
clasifica como dispositivos magnetorreoldgicos, que utilizan fluidos para variar la rigidez.

Veamos ahora una descripciéon de los avances realizados para cada una de las clasificaciones de

dispositivos semi-activos empleados en control de vibraciones.

Dispositivos de control semi-activo por rigidez variable

En esta seccién se hace un repaso de los dispositivos de control semi-activo basados en la rigidez
conmutada u otros relacionados. El contenido presentado proviene de una revisién de la literatura

disponible.
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El control de vibraciones con elementos de rigidez variable fue propuesto por primera vez por
Chen en 1984, en donde, mediante el ejemplo de control de vibraciones en el problema de la cuerda,
propone diversas leyes de control sobre el elemento de rigidez variable en el tiempo, este le permitié
validar el concepto de rigidez variable aplicado a estructuras aeroespaciales de gran envergadura.
Posteriormente Onoda [103] basdndose en Chen implementa un dispositivo piezoeléctrico de rigidez
variable para el control de vibraciones en un sistema masa-resorte, en general Onoda estudia dos
leyes de control, los hallazgos son validados experimentalmente. Por otro lado dada la complejidad
de disenar dispositivos de rigidez variable, hasta ahora se han disenado haciendo uso de materiales
compuestos como son los piezoeléctricos [28] y materiales de efecto térmico de memoria [38], otro de
estos dispositivos de implementacién facil es el resorte desarrollado por Ramaratman en 2006, por
citar algunos.

No fue hasta el trabajo de [93] donde se realiz6 una clasificacién pormenorizada de los disposi-
tivos y materiales de rigidez variable, ademas se definieron un conjunto de pardmetros medibles y
estandarizados para dispositivos de rigidez variable.

Dispositivos de rigidez variable de efecto térmico de memoria (ETM)

Los primeros dispositivos que se abordan en este repaso por la literatura son los de efecto térmico
de memoria. Estos dispositivos estan construidos con un material inteligente cuya principal caracte-
ristica es que es capaz de recuperar su forma original después de haber sido deformados al aplicar un
aumento de temperatura.

Los dispositivos de rigidez variable de efecto térmico de memoria (ETM) fueron utilizados por
primera vez en un estudio de vibraciones por Baz en 1990 [1], donde demostré tedrica y experimental-
mente la factibilidad de utilizar actuadores de efecto térmico de memoria para el control de vibraciones
en vigas en voladizo flexibles. Para dicho estudio, se obtuvo la dinamica del sistema haciendo el ana-
lisis del elemento finito para las vigas, combinado con las caracteristicas térmicas y dindmicas de los
actuadores ETM. Para el experimento, el actuador de efecto térmico de memoria se coloco de forma
externa a la viga para mejorar el enfriamiento y la respuesta dindmica del actuador. El actuador
utilizado consiste en un cable recto hecho de una aleacién de niquel y titanio cuyo comportamiento
es el siguiente: mientras el material estd a una temperatura baja puede ser deformado si se estira,
y al calentarlo recuperara su forma original mientras alcanza su temperatura de transformacion. El
estudio logré demostrar lo factible que resulta el uso de actuadores de efecto térmico de memoria en
el control de vibraciones para estructuras flexibles.

Posteriormente, Gandhi y Wolons en 1999 [46] realizaron un estudio donde caracterizaron el
comportamiento de amortiguacién de elementos de efecto térmico de memoria hechos de una aleacion
de niquel y titanio (Ni-Ti) usando un enfoque de modulo complejo; su objetivo era obtener una
caracterizacion de referencia para el uso de ETM como elementos de control pasivo de vibraciones.

Por su parte Lagoudas en 2001 [38] propuso utilizar un modelo simplificado de la respuesta
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pseudoelastica de un ETM, adecuado para aislar las vibraciones de un sistema; dejando de lado
la histéresis no lineal de otro modelo termodindmico constitutivo de un ETM. Los resultados del uso
del modelo simplificado fueron comparados con la respuesta del modelo termodindmico, corroborando
que ambos sistemas proporcionan una respuesta similar ante las vibraciones.

Khan en 2002 [87], desarrolld un estudio cuya finalidad fue observar el efecto de la pseudoelasti-
cidad de los resortes de efecto térmico de memoria en los sistemas vibratorios. El trabajo realizado
utiliz6 como base el modelo de histéresis de Preisach para predecir la respuesta pseudoelastica del
resorte de ETM. La investigacion se llevé a cabo solo de manera tedrica con simulaciones y resul-
tados numéricos, sin embargo, sentd la base para realizar experimentos posteriores para validar los
resultados.

Posteriormente Masuda en 2002 [3] estudi6 el efecto de utilizar un dispositivo de efecto térmico de
memoria pseudoeléstico en un sistema de un grado de libertad sin amortiguamiento, el objetivo de su
estudio fue hallar la relacién béasica que existe entre la forma del ciclo de histéresis del dispositivo ETM
y su comportamiento como dispositivo amortiguador. Se lograron dos hallazgos con los resultados del
estudio: el primero fue demostrar que para una amplitud de excitacion dada, la escala del ciclo de
histéresis necesita ajustarse para que alcance el bucle méximo sin que lo exceda; el segundo hallazgo
que se fue que, la relacion entre el drea dentro del ciclo de histéresis y el area correspondiente a
una envoltura de forma triangular debe ser tan grande como sea posible. Tales resultados fueron de
utilidad para futuros estudios.

Dutta en 2005 [120] presenté un modelo matematico para el control de un actuador de ETM com-
puesto por un cable en forma de resorte, el funcionamiento del actuador estaba basado en diferentes
fenomenos fisicos como la convecciéon de calor, transformacion de fase, variacion tension-deformacion,
y la variacion de la resistencia eléctrica de la transformacion de fase; el modelo propuesto unia que
representan los fenémenos por separado. El modelo matemaético incluia un modelo de histéresis de
temperatura, asi como un modelo diferencial inverso de la histéresis que permitié obtener un modelo
inverso de todo el sistema del ETM. El modelo de control propuesto consistia de un control en lazo
cerrado que utilizaba el modelo inverso del sistema como compensacion. El modelo se aplico en forma
de simulacién donde se obtuvieron resultados que probaron la efectividad del modelo matematico y
de control.

Por su parte Rustighi en 2005 [44] disen6 e implement6 un absorbedor de vibraciones adaptivo
utilizando elementos de efecto térmico de memoria, dicho dispositivo aprovechaba la cualidad de los
elementos ETM de cambiar su médulo elastico con temperatura para construir un dispositivo sinto-
nizable en todo momento. El absorbedor de vibraciones sintonizable (AVS) se construy6 utilizando
un diseno con vigas, para obtener un modelo de dos grados de libertad, el AVS se caracterizé experi-
mentalmente. El resultado al realizar la experimentaciéon con el AVS fue que el cambio en el modulo
elastico fue de cerca de 47.5 %, al aplicar continuamente calor y frio al dispositivo ETM. Con base
en los resultados Rustighi concluye que a pesar de tener una respuesta lenta el dispositivo AVS con

ETM tiene un buen funcionamiento ademas de que se logré variar la rigidez del dispositivo de forma
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exitosa.

En 2006 He [60] desarrolld6 un control de vibraciones para aplicar sobre un sistema de cojinetes
rotativo utilizando elementos de ETM, el objetivo de tal estudio consistia en lograr que el sistema
de cojinetes rotativo pasara por la velocidad critica de forma segura controlando efectivamente la
vibracién generada; se propuso un sistema de soporte auto-optimizable basado en elemento de efecto
térmico de memoria. En tal sistema de soporte se utilizaron resortes de ETM para construir un cojinete
de pedestal para el sistema rotativo. El principio de un absorbedor es usado para calcular y cambiar
la rigidez del cojinete de pedestal con ETM para que el eje del rotor pudiera pasar la velocidad critica
de rotacién pasando por la anti-resonancia y poder controlar las vibraciones generadas. Resultados de
experimentos numéricos probaron la efectividad del dispositivo de cojinete de pedestal con ETM para
el control de vibraciones del sistema de cojinetes rotativo, y He concluye que dicho método puede
ser utilizado para resolver una amplia variedad de problemas de control de vibraciones en méaquinas
rotativas.

Song [52] present6 en 2006 un estudio donde realiz6 una revisiéon de las aplicaciones de los mate-
riales de ETM para el control pasivo, activo y semi-activo de vibraciones en estructuras civiles, dicho
estudio contenia una descripcion detallada de las caracteristicas de los materiales ETM, asi como sus
propiedades principales (efecto térmico de memoria y pseudoelasticidad); ademés presentaba como
se utilizan los materiales ETM como actuadores, disipadores pasivos de energia y amortiguadores
en el control de estructuras civiles. También realizé una revisién de las investigaciones actuales de
aquel entonces que aplicaban materiales de efecto térmico de memoria para el control pasivo, activo
o semi-activo de vibraciones en estructuras. Ademas aport6 una descripcion de los mecanismos de
operacion, disenos y resultados experimentales de diversas investigaciones que utilizaron materia-
les ETM. El objetivo de Song fue probar la efectividad de la aplicacién de los materiales de ETM
mostrando diferentes ejemplos y sus resultados matemaéticos y experimentales.

Posteriormente Zhang [142] en 2007 presenté un estudio donde proponia un amortiguador histeré-
tico basado en ETM para la mitigaciéon de amenazas sismicas, tal dispositivo utilizaba cables atados
de Nitinol superelésticos para la disipacién de energia. El amortiguador proveia caracteristicas distin-
tivas como un comportamiento histerético sintonizable y la capacidad para resistir varios terremotos a
nivel de diseno. El dispositivo se denominaba amortiguador histerético reutilizable (AHR); ajustando
los parametros de diseno del AHR se logré modificar el comportamiento histerético para adaptarlo
a las necesidades de las aplicaciones de control pasivo de estructuras. Los parametros ajustables del
dispositivo incluyen el dngulo de inclinacién de los cables de Nitinol, el nivel de pre-tension y el
efecto de la friccion. El dispositivo se utilizé en un experimento con una estructura de metal de tres
niveles donde se obtuvieron resultados que probaron la eficacia del AHR para reducir la respuesta de
estructuras ante terremotos, y que ademas puede reutilizarse debido a la alta resistencia a la fatiga
que proveen los cables de Nitinol.

Birman [15] en 2008 presenté una investigacion donde utilizaba cables de ETM como base y

soporte elasticos en el control de placas compuestas. En tal estudio se proponen dos métodos de
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control de vibraciones, el primero utiliza cables pretensados de ETM incrustados en las mangas unidas
a la superficie de la placa, el espacio entre los cables puede ser arbitrario y variable permitiendo el
desarrollo de un sistema de soporte de ETM con control maximo y con un peso adicional minimo. El
segundo método propuesto utiliza cables de ETM que soportan la placa es puntos estratégicamente
seleccionados. Los resultados numeéricos obtenidos demostraron que es posible alcanzar una reduccién
significativa de la amplitud de las vibraciones en un amplio rango de frecuencias utilizando cualquiera
de los dos métodos propuestos en el estudio.

Por su parte, Aguiar [7] en 2009 present6 una investigacion donde realizé el modelado, simulacion
y andlisis experimental de resortes helicoidales fabricados con materiales ETM. Utiliza un modelo de
una sola dimensién para describir el comportamiento de corte termo-mecénico del material, y después
modela resortes helicoidales por considerarlos un enfoque clésico. Los resultados de la experimentacion
fueron acordes con los resultados numéricos, probando la efectividad de los resortes construidos a
partir de materiales de ETM.

En 2009 Sharabash [9] presenté una propuesta de un nuevo dispositivo pasivo de control sismico
para puentes atirantados utilizando materiales ETM, en el estudio se busca utilizar la superelasticidad
y la capacidad de amortiguamiento de los materiales de efecto térmico de memoria para construir un
dispositivo recentrado que funcione como un disipador de energia para los puentes atirantados. Para
la realizacion de pruebas se utilizé6 un modelo de puente de tres dimensiones; los amortiguadores de
ETM se utilizan en las conexiones del muelle de la cubierta y en las de la torre de la cubierta del
puente, de esa forma es evaluada la efectividad de los amortiguadores de ETM para el control del
desplazamiento de la cubierta y para limitar los momentos de corte y doblado de las torres del puente.
Los resultados analiticos de este estudio demostraron que los amortiguadores de ETM son efectivos
para el control del comportamiento sismico del puente.

En 2010 Costanza [32] realizé un estudio donde investigo el efecto en un solo sentido de los resortes
ETM fabricados con Nitinol, el objetivo de tal investigacion fue definir una guia para el diseno de
actuadores lineales para ciclos altos de trabajo pesado. Para el estudio se construyeron diferentes
resortes hecho con materiales ETM y con acero de diferentes didmetros; se realizaron pruebas de
diferentes numeros de ciclos aplicando cargas distintas a los resortes en cada prueba y haciendo
pruebas termo-mecénicas (aplicando calor y frio al material), el comportamiento de los resortes ETM
se analiz6 midiendo la longitud maxima que alcanzaban en cada prueba. Con tales resultados se logro
caracterizar los resortes ETM, y pueden utilizarse para disenar y construir un actuador lineal para
ciclos altos de trabajo pesado.

Sado [36] publico en 2010 un articulo donde mostraba el trabajo realizado de la dinamica no-lineal
de un sistema autoparamétrico de tres grados de libertad con dos péndulos conectados por un resorte
de ETM. El sistema consistia de una masa m; que cuelga de un resorte y un amortiguador, dos
péndulos de longitud ! y masas mo y ms montados sobre el cuerpo de la masa m; y unidos por
un resorte ETM; se proponia el uso de un control adaptivo que aprovechara la caracteristica de los

materiales ETM de cambiar sus pardmetros mediante una transicion de temperatura reversible. Se
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demostré mediante métodos numéricos que al variar la temperatura del resorte ETM se logra cambiar
el comportamiento del sistema autoparameétrico.

Khan [43] realiz6 en 2011 un disefio para la construccion de un actuador de resorte helicoidal de
ETM con un nuevo enfoque; en tal disefio, a diferencia del tradicional, se reduce la transformacion
de tensién, ya que no solo se considera en las zonas lineales; ademas utiliza la transformacién parcial
de tensién para mejorar la capacidad del actuador ETM. El estudio provee una comparacién entre el
diseno tradicional y el nuevo enfoque propuesto y se analizan los efectos en el diseno y los parametros
que conlleva.

Por su parte Kumar [132] en 2011 realiz6 estudios experimentales con un absorbedor dindmico de
vibraciones (ADV) utilizando resortes ETM de Nitinol como actuadores. El ADV se desarrollé para
reducir las vibraciones inducidas en una viga en voladizo, el resorte ETM se utiliza con una masa
acoplada; se varfa dindmicamente la rigidez del resorte para atenuar las vibraciones. Utilizando un
control PID se realizaron andlisis simulado y experimental para comparar los resultados. Se demostrd
la efectividad del ADV para el control activo de vibraciones.

En 2011 Mirzaeifar [112] present6 un estudio enfocado en analizar la respuesta pseudoelastica
de los resortes helicoidales hechos con materiales ETM, tal estudio se realizé de manera analitica,
numérica y experimental. Para la solucién analitica se redujo el modelo tridimensional de un resorte
helicoidal a un modelo mas simple de una sola dimensién para obtener la solucién de la respuesta de
torsién del sistema con la aplicacién de carga y sin ella. Para el andlisis numérico se implementaron
las ecuaciones del sistema tridimensional y se simulé para obtener la solucién; ambos resultados,
analitico y numeérico, coincidieron con bastante precision. También se compararon los resultados con
los de un anlisis experimental realizado con un resorte helicoidal de Nitinol. Una de las aportaciones
que brinda dicho estudio es conocer el efecto del cambio de las propiedades de los materiales y la
temperatura ambiente en la respuesta carga-desplazamiento de los resortes helicoidales.

Aguiar [113] public6 en 2012 una investigacion experimental sobre la reducciéon de vibraciones
usando materiales ETM; el prototipo experimental utilizado consistia de carros de baja fricciéon mon-
tados con libre movimiento sobre un riel, un vibrador electrodinamico que provee fuerzas arménicas
de excitacién. El anélisis mostré que los elementos ETM introducen parametros complejos no lineales
al sistema, y también se observé que los elementos ETM reducen considerablemente las vibraciones
mediante la variacion dindmica de la temperatura o con técnicas de absorcién de vibraciones.

Doaré [102] en 2012 realiz6 un anélisis experimental del comportamiento torsional dinamico y
cuasi-estatico de cables ETM bajo cargas ciclicas. Para el experimento se utilizé un péndulo torsional
hecho con un cable de Nitinol. Los resultados del analisis muestran la capacidad de amortiguamiento
del material ETM en funcién de la temperatura, la frecuencia y la amplitud de las cargas aplicadas.
También se describe el comportamiento dindmico del sistema al medir la respuesta a la frecuencia.

Posteriormente en 2012, Follador [48] propuso un modelo general y las técnicas para la fabricacion
de resortes ETM que cumplan la funcién de actuadores en cualquier sistema. En el trabajo publica-

do se describen los pasos para el proceso de diseno, desde un modelo mecanico para optimizar las
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caracteristicas mecéanicas para los requerimientos de fuerza y espacio, hasta un modelo térmico para
estimar la energia eléctrica necesaria para activar el actuador. También se describe el procedimiento
experimental para obtener los pardmetros de ambos modelos. Se detalla el procedimiento de fabri-
cacién manual de un resorte para validar los modelos obtenidos; y se presentan dos soluciones para
reducir el consumo de energia del dispositivo en funcionamiento.

Por su parte, Parulekar [108] en 2012 publicé un articulo donde describe una investigacion sobre
el uso de amortiguadores con elementos de efecto térmico de memoria de Nitinol para la atenuacion
de la respuesta sismica de las estructuras; el amortiguador con elementos ETM es utilizado como
un absorbedor pasivo de energia; se realiz6 el diseno, fabricacién y pruebas de funcionamiento del
mismo. También se realizé un anélisis para validar el diseno y funcionamiento del amortiguador, uti-
lizando un modelo termo-mecénico del dispositivo con elementos ETM. Con las pruebas se determiné
la efectividad del dispositivo por su capacidad de absorciéon de energia de un terremoto simulado,
demostrando lo conveniente de su uso como dispositivo mitigador de vibraciones.

Kim [74] en 2013 present6 una investigacion donde realizo la estimacion de medicion del desplaza-
miento de la espiral de un resorte helicoidal de ETM para la retroalimentacién del control, sin utilizar
sensores; en su lugar propuso un nuevo método para usar la inductancia de la espiral del resorte ETM.
Tal inductancia se estima midiendo el voltaje y la respuesta transitoria de la corriente. La inductan-
cia tiene una relacién directa con el desplazamiento y no se ve afectada por la carga aplicada. Los
resultados comprobaron que es posible utilizar este método y estimar el desplazamiento con precision,
y que podria utilizarse en casos donde se requiera construir un controlador compacto sin sensores
que demanden espacio; pero con la limitaciéon de que la espiral del resorte sea suficientemente grande
para tener una inductancia grande.

En 2013 Spaggiari [6] publico6 un estudio donde realiz6 un modelado analitico y numeérico de un
resorte de fuerza constante de ETM que funciona como un elemento de un actuador de estado sélido.
Para tal estudio se eligié un resorte de fuerza constante debido a su caracteristica de requerir una fuera
casi constante para desenvolverlo en deflexiones teoréticas infinitas muy extensas. Ademas de que la
parte plana del resorte de fuerza constante mejora el ancho de banda comparado con utilizar solo
cables ETM o resortes helicoidales ETM. Se muestra en el articulo el modelo matematico utilizado
del resorte y se realiza la simulacién para evaluar su desempefio como un elemento activo de fuerza
constante y de largo alcance de un actuador. No se valid6 experimentalmente el modelo propuesto en
esta publicacion.

Posteriormente en 2013 Spaggiari [124] present6 otro articulo donde realizé la caracteriacion ex-
perimental del resorte de fuerza constante de ETM que anteriormente habia modelado y simulado;
el objetivo de este nuevo estudio fue demostrar la factibilidad de utilizar un actuador con elementos
activos constituidos por resortes de fuerza constante ETM. Los resultados del experimento demos-
traron la efectividad de utilizar este tipo de actuadores para el control de vibraciones. Ademas de
resultar en acuerdo con la simulacién y anélisis matematico antes realizados.

Yates [123] public6 en 2013 un estudio experimental para determinar como ciertos parametros
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afectan de forma independiente el alcance y los tiempos de tranformacion de los actuadores con
resortes helicoidales de ETM. Tales parametros son: el didmetro del cable ETM, el diametro del
resorte, la temperatura de transicién, el nimero de vueltas, la fuerza de empuje y la magnitud
de la corriente aplicada. En el estudio se realizaron pruebas para manipular cada parametro, y se
compararon los resultados con los de las predicciones obtenidas de un modelo dindmico unidimensional
del sistema. Se encontré que cuatro de los seis parametros afectan el tiempo de calentamiento del
ETM, cuatro parametros afectan el tiempo de enfriamiento mientras que los seis parametros afectan
el alcance del actuador. Estos resultados serviran como guia para el disefio de resortes helicoidales
considerando la medida en que afectan los pardmetros mencionados.

En 2014 Holanda [63] present6 un estudio de la rigidez y el amortiguamiento de sistemas mecanicos
vibratorios con resortes helicoidales ETM como actuadores. El sistema de un grado de libertad se
excité con una fuerza desbalanceada y un sistema de control de temperatura. El obejtivo principal fue
obtener una prediccién del comportamiento del sistema bajo ciertos niveles de vibracién, analizando
los efectos de los parametros de rigidez y amortiguamiento.

Por su parte Oliveira [64] en 2014, realiz6 un estudio sobre una caracteristica particular de la
respuesta dindmica de los materiales ETM, el fenémeno de salto. Tal fenomeno consiste en cambios
abruptos en el comportamiento del sistema, y su andlisis resulta importante para lograr un diseno
apropiado de un dispositivo ETM. Para el estudio se utilizé un oscilador ETM de un grado de libertad
que con comportamiento pseudoeléstico y saltos dindmicos. El estudio se realiz6 con simulaciones
numéricas cuyos resultados muestran los aspectos de el comportamiento ya mencionado de los ETM,
resaltando la importancia que tiene considerarlo para comprender la dindmica no lineal de éstos
sistemas.

Mientras que Spaggiari [5] en 2014 llevd a cabo la caracterizacion experimental y validacion del
modelo de un resorte negativo hecho de materiales de efecto térmico de memoria; un resorte negativo
es aquél conformado por una tira metalica plana en forma de espiral, cuya caracteristica principal
consiste en que en reposo cada espiral se encuentra envuelta firmemente a la espiral siguiente, con
una fuerza casi constante y una carrera muy larga, determinada por la longitud de la tira inicial de
metal. El objetivo del trabajo publicado por [5] fue el de demostrar la confiabilidad de un actuador
con las caracteristicas mencionadas y demostrar el modelo analitico utilizado. Proponen el uso de este
tipo de resorte negativo con ETM como una alternativa simple, econémica y compacta de emplear
un actuador.

Ahora, en la siguiente seccién se examinan los avances logrados con otro tipo de dispositivos

semi-activos, los piezoeléctricos.

Dispositivos con materiales piezoeléctricos

Un segundo tipo de dispositivos con aquellos fabricados a base de materiales piezoeléctricos; los

materiales piezoeléctricos son minerales, cerdmicas o algunos polimeros que poseen la propiedad de
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producir una carga eléctrico como respuesta ante un esfuerzo mecéanico, y también se presenta el
efecto inverso, donde los materiales sufren deformacién mecéanica por la aplicacién de carga eléctrica.

El primer estudio que utilizé un dispositivo fabricado con materiales piezoeléctricos para el control
semi-activo de vibraciones fue Clark [29] en 1999, con un experimento cuyo objetivo fue medir la
efectividad de un actuador piezoeléctrico para suprimir el movimiento oscilatorio de una estructura
mecanica. Para variar la rigidez del actuador piezoeléctrico, se conmuté el circuito de derivacion
eléctrica, entre circuito abierto y corto-circuito, para disipar energia en un sistema mecéanico.

Por su parte, Davis y Lesieutre [28] en el afio 2000 realizaron un experimento donde utilizaron
un absorbedor de vibraciones hecho con materiales piezoeléctricos en el que podian sintonizar los
parametros de frecuencia de resonancia del dispositivo, utilizando un método de control activo; tal
absorbedor de vibraciones consistia de elementos cerdmicos piezoeléctricos capaces de variar su rigidez
conforme varia un circuito capacitivo de derivacion del estado de circuito abierto a corto circuito.

En el afio 2004 Ramaratnam [115] presenté un trabajo donde empled un sistema semi-activo de
control de vibraciones por variacién de rigidez mediante elementos piezoeléctricos; el objetivo del
sistema consistia en mitigar vibraciones en estructuras mecanicas flexibles mediante una légica de
control simple basada en la posicion y velocidad (observada) de la punta de la viga. Utiliz6 un sistema
de un grado de libertad de una viga flexible con base movil, a la que acoplé un actuador piezoeléctrico
que era conmutado entre corto circuito y circuito abierto, para lograr asi introducir un cambio de la
rigidez del sistema, que puede dispar energia al afectar la energia potencial almacenada en la viga.

Luego en 2006 Duigou [42] desarrolld un estudio donde utiliz6 vigas con material piezoeléctrico
con el objetivo de definir sus propiedades de amortiguamiento mediante un nuevo enfoque. En la
constitucion de las vigas se emplearon capas de material piezoeléctrico para cumplir la funcion de
sensores y actuadores, aprovechando los efectos piezoeléctricos directo e inverso, respectivamente. El
objetivo del andlisis consistia en obtener la rigidez equivalente del sistema, por lo que desarrollé dos
leyes de control de retroalimentacién, capaces de modificar la rigidez del sistema y de inducir un poco
de amortiguamiento.

Posteriormente Jansson [2] en 2008 realiz6 un estudio del amortiguamiento de ondas de deforma-
cion elastica en una barra de aluminio donde utilizaba un par de elementos piezoelectricos sobre la
barra para fines de amortiguacion, accionados por un circuito RL externo. En dicho estudio se pre-
sentaron pérdidas de energia que resultaron en un menor porcentaje del rendimiento del dispositivo
experiemtal frente al modelo analitico lineal utilizado.

También en 2008, Wang [66] utilizé6 un enfoque altermativo para excitar una estructura unidimen-
sional con discontinuidades empleando un actuador piezoeléctrico. En lugar de montar el actuador
piezoeléctrico sobre todo un lado uniforme de la viga, se monté de forma tal que abarcara dos disconti-
nuidades de ésta, asi el actuador genera una fuerza exéntrica en la estructura, induciendo movimiento
axial y transversal. El objetivo del estudio consiiti6 en modelar la respuesta axial y transversal de la
estructura causadas por el actuador.

Por otro lado, Wu [95] llevo a cabo en 2010 un anélisis de vibracion de una superficie circular



APENDICE A. PRELIMINARES: CONTROL SEMI-ACTIVO 93

de substrato metéalico unido a una capa de material piezoeléctrico con circuito abierto. Present6 por
primera vez una solucién al potencial eléctrico presente en el espesor de la capa piezoeléctrica y
desarroll6é el modelo mecanico con el que presentd la solucién para la vibracién libre del sistema.

En en el ano 2010 Chtiba [26] realiz6 un trabajo donde propone el uso de absorbedores para el
confinamiento de vibraciones y dispositivos piezoeléctricos para la recoleccion de energia (en forma
de energia eléctrica) en una estructura flexible. El objetivo de tal trabajo consistia en optimizar los
parametros del conjunto de absorbedores y dispositivos piezoeléctricos para minimizar la energia total
de la estructura original.

Posteriormente en el afio 2012 Collinger et al. [30] desarrollaron una investigacion sobre la utiliza-
cion de dos elementos piezoeléctricos como método para controlar vibraciones en un sistema compues-
to por una viga de acero en voladizo. Los elementos piezoeléctricos se montaban a la viga mediante
imanes permanentes, aprovechando la atracciéon magnética entre éstos y la superficie de la viga de
acero. Para medir la efectividad del arreglo de elementos piezoeléctricos y magnéticos, se llevaron a
cabo pruebas con simulaciones y experimentales sobre la viga, induciendo excitacion en la base de
ésta y midiendo la velocidad del extremo suelto de la viga; los resultaron mostraron que el arreglo de
control magnético-piezoeléctrico logro reducir significativamente la velocidad del extremo de la viga,
igualando la efectividad de aquellos elementos piezoeléctricos montados mediante resina epoxi, pero
con la ventaja de que hacen posible reconfigurar el arreglo de los actuadores piezoeléctricos de una
forma mas sencilla.

Mientras que Yamada [70] en 2012 presenté dos métodos para medir el coeficiente de rigidez
equivalente y los coeficientes de acoplamiento electromecanico de elementos piezoeléctricos adjuntos
a una estructura tipo viga. El objetivo principal de este trabajo consistia en determinar el diseno
optimo de sistemas de control activo y supresion pasiva de vibraciones; la validez de los métodos
propuestos se corroboré mediante andlisis tedrico y experimentacién, cuyos resultados estuvieron
encima de los brindados por métodos convencionales.

Por su parte, Ding [77] present6 en 2013 un trabajo donde investigaba la propagacion de onda en
un sistema conmpuesto por una viga periddica de flexién axial acoplada con parches piezoeléctricos
elasticos, utilizando vigas de diferentes materiales para evaluar sus distintas carateristicas. Su objetivo
principal consistia en proporcionar una guia para el disefio e implementacion de estructuras periddicas
laminadas de piezoeléctricos elasticos para lograr caracteristicas de filtrado adecuadas; lo cual logro
via analisis numeérico.

A su vez, Li [80] realiz6 en 2015 una investigacion acerca del comportamiento de las frecuencias
resonantes de vibracion no lineal de peliculas de Grafeno/Piezoeléctrico/Grafeno (GPG) bajo cargas
eléctricas, basado en la teoria elastica no local. Los resultados que se obtuvieron mostraron, entre
otros aspectos, que la carga eléctrica mejora la frecuencia resonante no lineal de las peliculas de GPG
cuando otros parametros estan fijos.

También en 2015 Pifieirua [88] desarroll6 un trabajo donde utilizaba placas de material piezoeléc-

trico para convertir la deformacién mecénica de éstas, al someterse al flujo de un fluido, en energia



APENDICE A. PRELIMINARES: CONTROL SEMI-ACTIVO 94

eléctrica en un circuito de salida. Su principal objetivo consistia en investigar la influencia que la po-
sicion de los electrodos piezoeléctricos a lo largo de la superficie de las placas tienen sobre la eficiencia
de la recoleccion de energia del sistema, lo cual llevé a cabo con anélisis experimental y simulaciones
numeéricas. Luego utilizé simulaciones numéricas para optimizar la posicién, dimensién y cantidad de
los electrodos piezoeléctricos mencionados, para lograr el mejor rendimiento del sistema de recoleccion
de energia.

Yamada [144] present6 en 2015 un nuevo método basado en acoplamiento de impedancia mecénica
para mejorar la eficiencia de elementos piezoeléctricos adjuntos a una viga, que en comparaciéon con
los métodos de optimizacién que buscan aumentar la eficiencia cambiando la posicién o el nimero de
elementos piezoeléctricos, éste nuevo método demostrd que la maxima razén de rigidez equivalente
(parametro que determina el rendimiento de la supresion pasiva de vibraciones) resulta independiente
del ancho y grosor de los elementos piezoeléctricos, incluso independiente de la longitud de éstos al
utilizar espaciadores en la direccién de la longitud de la viga.

En el ano 2016 Wang [21] llevé a cabo una investigacion sobre el aislamiento activo de micro-
vibraciones en una plataforma Stewart con actuadores piezoeléctricos. Una plataforma Stewart es
un robot paralelo que consiste de seis actuaodores colocador en tres puntos de la placa superior de
la estructura, y que posee seis grados de libertad (x, y, z, pitch, roll y yaw). Para probar que el
sistema realiza la supresiéon de las vibraciones realiz6 simulaciones numéricas con un esquema de
lazo de control de retroalimentacion directa, bajo perturbaciones peridédicas y aleatorias. Mientras
que con resultados experimentales demostré que la plataforma Stewart compuesta por actuadores
piezoeléctricos logra atenuar las vibraciones hasta 30 dB con perturbaciones periédicas y entre 10 y
20 dB para perturbaciones aleatorias, ésto gracias al diseno adecuado de la longitud de carrera de los
actuadores.

También en 2016, Yamada [145] desarrolld una técnica donde utiliz6 un elemento piezoeléctrico
de multiples capas (para aumentar su capacitancia), una bobina y una resistencia para la supresion
pasiva de vibraciones en estructuras flexibles, cuya efectividad y confiabilidad fue evaluada mediante
analisis numérico y experimentos.

En 2017 Casagrande [35] present6 un estudio de simulacién de un sistema de control de bajas
y medias frecuencias de las vibraciones de flexién de un panel ligeramente amortiguado al que se
acoplaron cinco parches piezoeléctricos como absorbedores de oscilaciones, los cuales se conectaban
a circuitos de derivacion Resistencia-Inductor (RL) variante en el tiempo. El objetivo de tal trabajo
consistia en evaluar el desempeno del sistema para el control de las vibraciones al utilizar primero
uno de los absorbedores y después el arreglo de los cinco absorbedores; los resultaron mostraron que
el arreglo de cinco absorbedores piezoeléctricos logra un mayor efecto en la supresion de vibraciones
tanto a bajas frecuencias como a frecuencias medias, en el panel.

En el mismo ano Gardonio [106] realiz6 un estudio acerca de los efectos de control de vibraciones
sobre una estructura delgada de dos dimensiones con un parche piezoeléctrico conmutado eléctrica-

mente con sintonizacién como absorbedor de vibraciones. El objetivo principal de tal trabajo radicaba
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en establer la influencia que las propiedades electromecénicas, capacitivas, de rigidez o de inercia, in-
herentes de los parches piezoeléctricos inducen en la sintonizacién del circuito eléctrico de derivacion
y consecuentemente sobre el control de vibraciones. Los resultados indicaron que el enfoque clasico en
el que se considera un modelo simplificado de dos grados de libertad de la estructura, no es suficiente
para determinar los parametros de sintonizacién; ademés provee un estudio paramétrico que sirve
como una guia para el disefio y dimensionamiento del parche piezoeléctrico y el curcuito eléctrico
para maximizar la respuesta a la flexion de la estructura de dos dimensiones.

Posteriormente, Li [81] desarrolldé en 2017 una investigacion en la que utilizé parches piezoeléc-
tricos como sensores/actuadores distribuidos periodicamente sobre vigas flexibles para sintonizar
activamente la vibracién y propagacion de onda en las mismas. Control6 el sistema con el disenio de
un control proporcional de retroalimentacion negativa que agrega rigidez activa a la viga elastica; se
analiz6 la respuesta ante distintas ganancias de control, los resultados teéricos y numéricos mostraron
que al ejercer voltajes de control externos sobre los actuadores piezoeléctricos, las vibraciones y la
propagacion de onda de la viga flexible se puede sintonizar activamente.

Dispositivos de rigidez variable de configuracién mecénica

Ahora, el siguiente tipo de dispositivos que se describen con los que emplean algiin mecanismo
o configuracién mecénica, sin utilizar necesariamente materiales inteligentes para lograr disipar la
energia de las vibraciones.

En 1991 Onoda [103] fue uno de los primero en proponer el uso de elementos capaces de variar
la rigidez para suprimir de forma activa las vibraciones mecénicas, en analisis y el experimento que
realiz6 proponia e investigaba el uso de un dispositivo nuevo de rigidez variable que aportaba la
ventaja de suprimir las vibraciones con una respuesta estable respaldada por el andlisis teérico. El
dispositivo propuesto consistia de un elemento telescépico de longitud ajustable en el que se acopld
dentro un elemento piezoeléctrico; el funcionamiento combinaba un arreglo mecénico de tenazas con
la conmutacion del elemento piezoeléctrico para lograr la variacion de la rigidez. Onoda realizé el
experimento tinicamente sobre un sistema de un grado de libertad, sin embargo, propone también
una ley de control que puede aplicarse a sistemas de varios grados de libertad.

Por su parte Walsh [135] en 1992 realiz6 un experimento donde disefi6 y utilizé6 un absorbedor
de vibraciones adaptable con el objetivo de mitigar las vibraciones transitorias de las maquinas
rotativas en el arranque y paro, ademas de proporcionar un control adaptable a las perturbaciones
que se presentan en la operacién de estado estable de elementos como bombas y motores con carga
variable. El absorbedor consistia de una masa y amortiguamiento constante, pero con rigidez variable,
dicho absorbedor se disenié como un resorte de rigidez variable construido con una doble hoja de metal
empotrada a los extremos y separadas en medio con un se parador mecanico acoplado a un motor a
pasos; la rigidez del dispositivo podia variar si se variaba la separacién de las hojas entre si.

También en 1992, Onoda [105] desarrollé una investigacion acerca de la supresion activa, pasiva
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y semi-activa de vibraciones con la variacién de la rigidez de un sistema. Como elemento de rigidez
variable utiliz6 un cuerda cuya tensién podia regular y disené la logica de control on-off primero para
un sistema de un solo grado de libertad y posteriormente una légica de control para un sistema de
multiples grados de libertad con multiples elementos de rigidez variable. Debido a que los resultaron
mostraron que al implementar la légica de control con un elemento pasivo se presentaba friccién seca
que alteraba la tensién de la cuerda en la misma manera que lo hacia el control activo, desarroll un
sistema de control semi-activo para contrarrestar los efectos de dicha friccion seca. La efectividad de
tal sistema se comprob6 mediante experimentacion.

Posteriormente en 1994 Nemir [100] llevé a cabo un estudio enfocado en controlar y limitar el
movimiento oscilatorio de estructuras civiles y espaciales; su objetivo fue utilizar una técnica de control
semi-activo que aprovechara la dindmica del sistema y utilizara energia minima para implementarse.
El objetivo del estudio fue alterar la rigidez de forma que se alterara la distribucién modal de la
energia en el sistema, disipando la energia de forma acelerada. Los resultados fueron comprobados
solamente con una simulacién de una estructura reticular sujeta a perturbaciones sinusoidales y
aleatorias. El arreglo mecéanico utilizado en la simulacién consistia de tres resortes controlados que
podian ser liberados o sujetados para lograr variar la rigidez desde un valor maximo a un valor nulo
tedricamente.

Kobori [75] en 1995 propuso utilizar un algoritmo de control activo para estructuras con rigidez
variable, tal algoritmo analizaba la informacion de una excitacion sismica o senoidal para estimar las
futuras respuestas de la estructura y asi determinar la forma de alterar la rigidez para contrarres-
tar los efectos vibratorios. La efectividad de dicho algoritmo fue confirmada mediante experimentos
numeéricos sobre un modelo de un edificio de tres niveles bajo perturbaciones sismicas y senoidales.
El modelo de la estructura utilizaba un conjunto de elementos con rigidez constante conectados a
elementos de tipo encendido-apagado que permitian variar la rigidez desde el valor maximo al valor
minimo, disipando asi la energia del sistema.

En el mismo afio Warkentin [137] llevé a cabo un estudio para demostrar el uso del control de
rigidez variable para atenuar las vibraciones en un brazo robético flexible de un solo eslabén. Tal
esquema de control era capaz de cambiar de forma activa la rigidez del sistema para aprovechar las
capacidades de almacenamiento de energia de deformacién ante diferentes valores de rigidez. Mediante
simulaciones numéricas y experimentacion logré demostrar la efectividad del control propuesto para
la supresion de vibraciones transitorias y aleatorias, pues se logro una reduccion de 97 % respecto al
sistema no controlado.

Por su parte Lai [78] en 1996 present6 un estudio donde desarroll6 un algoritmo de control para
absorbedores dindmicos de energia con rigidez variable; tal algoritmo de control se disefié para atenuar
vibraciones estructurales con técnicas de control paramétrico en tiempo real. Se cred un controlador
de légica difusa para reducir la energia estructural principal mientras reduce la energia total del
sistema. Se disen6 un supervisor pasivo para asegurar la estabilidad del sistema. El sistema se probd

implementandolo en una viga y los resultados demostraron que se suprimieron la amplitud de las
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vibraciones y el nivel de energia estructural.

También en 1996 Onoda [104] propuso una técnica alternativa de control, llamado Control lineal
cuadratico de rigidez, para suprimir vibraciones en una estructura de multiples grados de libertad
con elementos de rigidez variable. Mediante simulaciones numéricas estudié el desempeno del enfoque
de control, cuyos resultaron mostraron su alta confiabilidad para la supresién de vibraciones con la
variacién de la rigidez.

Yang [146] realizo en 1996 un estudio donde aplicaba técnicas de control activo de rigidez variable
en estructuras de edificios excitados con movimientos sismicos, basados en la teoria de Control por
modos deslizantes (SMC por sus siglas en inglés). El objetivo principal del estudio consistia en com-
parar distintas técnicas de control y evaluar la respuesta de las estructuras al aplicar uno u otro. Los
resultados de simulaciones numéricas demostraron que aunque dichas técnicas son efectivas, se deben
realizar mas estudios para poder elegir un sistema de control activo de rigidez variable en particular.

Posteriormente Clark [29] en 1999 publicé una investigacion donde utilizaba una ley de control de
vibraciones semi-activo para conmutar el circuito eléctrico derivativo de un actuador piezoeléctrico
que funciona como disispador de energia en un sistema mecanico. La conmutacion se llevo a cabo
cambiando del estado de circuito abierto, logrando una alta rigidez, a corto circuito, con una baja
rigidez; mientras el sistema estd en movimiento se mantiene al circuito en el modo de alta rigidez,
provocando que la energia se almacene en el actuador, y se cambia a corto circuito (rigidez baja)
para disipar la energia. El estudio se realiz6 de forma numérica arrojando resultados que demostraron
la efectividad del actuador para mitigar vibraciones en el sistema mecanico de un grado de libertad
donde se prob6 numéricamente.

Mientras que en el ano 2000 Varadarajan [130] investigé la efectividad de un dispositivo semi-
activo para la supresion de vibraciones en edificios altos que oscilan por la accién del viento. El
dispositivo desarrollado era llamado amortiguador de masa sintonizado semi-activo de rigidez variable
(SATIVS-TMD por sus siglas en inglés), y mediante simulaciones numéricas se probé el rendimieno
del dispositivo en un edificio de ejemplo de 76 pisos de concreto, cuyos resultados mostraron que el
SAIVS-TMD fue capaz de reducir las vibraciones con un menor consumo de erengia, comparado con
dispositivos similares de control activo.

Luego en el afio 2001, Nasu [98] propuso un sistema de control activo de rigidez variable para la
respuesta de sismica de estructuras, tal sistema de control era capaz de cambiar de forma activa la
rigidez estructural de un edificio (construido como muestra para proveer datos) para proveer un estado
no resonante contra excitaciones de terremotos, que suprimiera la respuesta del edificio. A pesar de
tratarse de un sistema de control activo, el consumo de energia que requeria era relativamente bajo y
mantenia la seguridad del edificio ante terremotos de moderada a alta magnitud. Mediante registros
de la respuesta del edificio ante algunos terremotos, se demostré que el sistema era capaz de elegir el
valor de rigidez adecuado para brindar una estado no resonante, que resulta en una respuesta muy
baja del edificio, comprobando que el sistema de control fue de alta confiabilidad.

Posteriormente en 2003, Gandhi et al [53] publico un estudio donde utilizaba un dispositivo semi-
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activo de rigidez controlable, cuya constante de resorte podia ser modulada en tiempo real con fines
de contrarrestar perturbaciones. Se desarrollé un algoritmo de control en el dominio de la frecuencia
para perturbaciones armonicas para determinar la variaciéon de rigidez controlable que minizara la
fuerza transmitida de las oscilaciones. El objetivo principal del estudio residia en evaluar la respuesta
de disferentes esquemas de control de lazo abierto, lazo cerrado y controles adaptivos para rechazar
la fuerza transmitida a la frecuencia de perturbacion. Los resultados mostraron que el control de
lazo cerrado fue el adecuado para lograr el objetivo de mitigar la fuerza de las vibraciones con el
dispositivo semi-activo.

Por su parte, Pnevmatikos en 2004 [109] presenté un trabajo en el que mostraba un sistema pata
mitigar vibraciones causadas por el movimiento sismico de la tierra en estructuras, equipandolos con
un sistema de control por variacién activa de rigidez. En el trabajo presentado se mostraban dos
enfoques: el disefio y la operacion del sistema en un edificio prototipo; para el diseno utilizé6 datos
de movimientos sismicos registrados para obtener la frecuencia caracteristica de tales movimientos y
disenar asi el sistema de variacion activa de rigidez capaz de compensar la energia sismica. La ventaja
del sistema propuesto radicaba en la pequena cantidad de energia que requeria para su operacién,
comparado con sistemas anteriores.

También en el ano 2004 Varadarajan [131] desarroll6 un sistema para el control de oscilaciones
en edificios causadas por el viento, tal sistema empleaba un amortiguador de masa sintonizado semi-
activo de rigidez variable (SAIVS-TMD) similar al que present6 en un trabajo anterior, pero éste
nuevo modelo presentaba la ventaja de poder re-sintonizar su frecuencia mediante control robusto en
tiempo real. El objetivo principal del estudio presentado consistia en probar las mejoras realizadas
al sistema SAIVS-TMD para optimizar la respuesta estructural del edificio, para lo cual disen6 un
algoritmo basado en la transformada de Hilbert y la decomposicién empirica para desglosar la senal
de oscilacién en multiples partes y observar sus componentes de frecuencia y determinar la frecuencia
dominante para ajustar asi la rigidez adecuada del sistema.

En 2005 Liao et al [82] llevaron a cabo un estudio comparativo entre dos métodos para auto-
sontonizar un absorbedor sintonizable de vibraciones cuya rigidez puede variar, que se desarrollo
para mitigar oscilaciones en un estructura compuesta por una viga empotrada sujeta a excitacion
senoidal de frecuencia variable. Los dos métodos analizados difieren en la forma en que identifican
la frecuencia de excitacién, el primer método utiliza la frecuencia del pico maximo en el espectro de
respuesta como la frecuecia de excitacion. Mientras que el segundo método utiliza tanto el espectro
de respuesta como las frecuencias naturales para estimar la frecuencia de excitacion. El absorbedor
tenia la capacidad de variar la rigidez en funcién de la variaciéon de la frecuencia de excitacion.

Posteriormente Makihara [90] publicé un analisis de la estabilidad de tres diferentes actuadores
cuya operacién se basa en la variacién de rigidez, utilizados para mitigar oscilaciones. Mediante
simulaciones numéricas se llevdé a cabo el andlisis sobre un sistema compuesto por dos masas, una
conectada al suelo y la otra unida a la anterior; el sistema era expuesto a fuerzas de excitacion

del propio sistema y controlado por tres actuadores de rigidez variable de lazo abierto. El objetivo
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principal del estudio consistia en medir la estabilidad del sistema sometido a cada actuador, calculando
los valores propios de la matriz de transicién de estado en un periodo del ciclo de control. El primer
actuador se trataba de uno de tipo “Bang-bang” es decir, que conmuta entre el estado activo e
inactivo; el segundo era accionado por una senal armoénica, mientras que el altimo estaba provisto de
un mecanismo disipador de energia, lo cual le brindé ventajas considerables ante los otros dos tipos
de actuadores.

Bonello [17] realiz6 en 2005 una publicacion donde presentaba un absorbedor de vibraciones
sintonizable adaptivo que empleaba un elemento inteligente capaz de variar su rigidez conforme
variaba la frecuencia de excitacién, permitiendo una mitigacién efectiva de oscilaciones en un amplio
rango de frecuencias. La principal aportaciéon de tal trabajo radicaba en que lograban la variacion
de rigidez en el absorbedor mencionado al cambiar la forma del elemento actuador, cambiando su
curvatura o geometria de acuerdo al valor de rigidez requerido por el sistema para amortiguar las
vibraciones.

Mas adelante en 2005 Cronjé [33] desarrollé un dispositivo llamado Eliminador de vibraciones
de inercia liquida (LIVE, por sus siglas en inglés) de rigidez y amortiguamiento variable, para aislar
vibraciones. La principal funcion de tal dispositivo radicaba en que era capaz de cambiar su frecuencia
de aislamiento al cambiar la rigidez de un resorte diseniado para este dispositivo; y también era capaz
de cambiar la amplificacién en resonancia. Utilizaba una logica de control de retroalimentacién de
desplazamiento y velocidad de lazo cerrado para la sintonizacion del aislador de vibraciones.

También en 2005, Liu [82] propuso un sistema para el aislamiento de vibraciones que integraba
un método de control on-off de amortiguamiento variable y un método de control on-off de rigidez
variable, para que el sistema resultara eficaz como aislador de oscilaciones tanto en la region de
alta frecuencia como en la region de baja frecuencia. En tal estudio se analiz6 la respuesta de cada
sistema por separado (amortiguamiento y rigidez) y en combinacion, utilizando un sistema construido
con amortiguadores controlables en serie con dos elementos construidos con material Voigt, cuya
caracteristica principal es que posee las propiedades de elasticidad y viscosidad. Los resultados de las
pruebas realizadas sobre un sistema de un grado de libertad demostraron que el sistema que combina
ambas propiedades resultd ser el de mejor rendimiento para aislar vibraciones en toda la regiéon de
frecuencia.

Por su parte Nagarajaiah y Varadarajan [96] también en 2005, llevaron a cabo el desarrollo
de un algoritmo para el control de la respuesta de edificios altos ante oscilaciones causadas por el
viento, utilizando el sistema SAIVS-TMD, descrito anteriormente en este texto, en conjunto con la
transformada de Fourier de tiempo corto para realizar un analisis del espectro de las senales variantes
y asi identificar la frecuencia dominante de la respuesta, y rastrear asi su variaciéon con respecto al
tiempo para poder resintonizar en tiempo real los valores de rigidez y amortiguamiento del sistema
SAIVS-TMD. Para probar la efectividad del sistema con el nuevo algoritmo, se creé6 el modelo analitico
de un edificio alto excitado por la accién del viento con la rigidez variable del SAIVS-TMD.

Mientras que en el trabajo de Renzi [117] en 2005 se utilizaron dispositivos de rigidez variable
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para estudiar la respuesta de la dinamica no lineal de sistemas estructurales al aplicar un esquema de
control 6ptimo semi-activo. Se analiz6 la respuesta de sistemas de un solo grado de libertad expuestos
a excitacion en la base, controlados por dispositivos elasticos variables con légica on-off y sujetos
a condiciones de movimiento simples, como: vibracién libre con condiciones iniciales y respuesta
estacionaria ante una entrada armoénica. Los resultados del andlisis mostraron que el control 6ptimo
semi-activo aplicado a los sistemas descritos logré minimizar la energia cinética de los mismos, y asi
amortiguar las oscilaciones.

En el mismo afio Leavitt [79] emple6 actuadores semi-activos que poseian la propiedad de cambiar
su rigidez, en un sistema de control de vibraciones estructurales. Para analizar la efectividad de tal
sistema, realiz6 la simulacién de una estructura de edificio de tres pisos sujeta al movimiento causado
por un terremoto; en el anélisis que se llevo a cabo se aplico una ley de control 6ptimo cuya finalidad
era minimar el tiempo de la respuesta de control. Los resultados de la simulacién demostraron que
el uso de dispositivos de rigidez variable logra extraer energia de la estructura, amortiguando asi las
vibraciones.

Posteriormente en 2005, Winthrop [93] realiz6 un anélisis de diferentes tipos de dispostivos capaces
de cambiar su rigidez, para producir un método de seleccion y diseno de los mismos que funcionara
como una herramienta para aplicaciones de control de vibraciones en estructuras, para alcanzar un
nivel de amortiguamiento deseado. Para realizar una comparacién entre los dispositivos de rigidez
variable y sus capacidades, Winthrop identificé un pardmetro, €, que relaciona la maxima y minima
rigidez alcanzada por cada dispositivo durante su operacion (basado en los registros de la literatura);
luego resolvié un problema de supresién de vibraciones mediante rigidez variable sobre un sistema
de un solo grado de libertad, de forma exacta implicita utilizando el pardmetro de comparacion de
rigidez variable. La solucién exacta la us6 para obtener una solucién explicita aproximada ligando
pasadas aproximaciones de rigidez variable a la solucién exacta de una manera sistematica.

Por su parte Nagarajaiah [97] present6 en 2006 un trabajo donde utilizo el sistema semi-activo de
rigidez variable independiente (SAIVS) para el control de vibraciones sobre edificios de base deslizante;
mediante pruebas analiticas y experiementales de la relacion fuerza-desplazamiento del sistema ante
la simulacién de un terremoto, se observé que el sistema SAIVS resulté capaz de variar la rigidez entre
el valor minimimo y méximo de forma suave y continua. Ademas el sistema semi-activo prob6 ser
eficaz para variar en tiempo real el periodo de la base deslizante de los edificios y simultaneamente
reducir desplazamientos de cojinetes y respuesta de superestructuras, mas de lo que es capaz de
alcanzar un sistema puramente pasivo.

También en el afio 2006, Corr [31] publicé un estudio donde comparaba las similitudes entre los
resortes de rigidez variable y los dispositivos piezocerdmicos de conmutacién por derivacion; en di-
cho estudio resulté que los tipos de dispositivos mecanicos de rigidez variable existentes tenian una
contraparte similar con los dispositivos piezoceramicos accionados con distintos tipos de circuitos
eléctricos. El primer tipo de dispositivo mecanico, compuesto por dos resortes en paralelo, uno de

ellos trabajando de forma normal y el otro capaz de variar su rigidez continuamente desde cero hasta
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el maximo valor; result6 similar al actuador piezocerdmico conectado a un circuito de derivaciéon de
capacitancia. El segundo tipo de actuador mecénico consistia también de dos resortes en paralelo,
pero en este caso el resorte secundario no variaba continuamente, sino que podia estar restringido
por un tope entre sus espirales o libre, logrando asi un valor maximo y minimo de rigidez; y su
actuador piezocerdmico similar resulté ser aquel conectado a un circuito de derivacién de tierra con-
mutada. Mientras que el tercer tipo de dispositivo mecénico, compuesto por dos resortes en paralelo
donde el resorte secundario es restringido en sus espirales, pero al cual se puede cambiar el punto
de restriccion, resulto tener similitud con un actuador piezoceramico con circuito de derivacién por
bobina/resistencia, pues lograba una variacion de rigidez muy parecida.

Posteriormente en el afio 2008, Liu et al. [85] propuso un sistema para controlar vibraciones me-
diante rigidez y amortiguamiento variables, que no resultara tan complicado y dificil de implementar
como los dispositivos convencionales utilizados hasta entonces. La nueva configuraciéon propuesta
consistia de dos amortiguadores de fluido magnetorreolégico controlables y dos resortes constantes,
constituyendo un elemento tipo Voigt (con elasticidad y viscosidad) con un amortiguador y un resorte
constante en serie, se utilizaron para controlar la rigidez equivalente del sistema. Mientras que el se-
gundo amortiguador en paralelo al elemento Voigt se usé para variar el amortiguamiento del sistema.
Para evaluar la efectividad del sistema propuesto para el control de vibraciones, se llevaron a cabo
pruebas analiticas y experimentales implementando diferentes esquemas de control y distintas senales
de excitacion; los resultados mostraron que el control on-off del sistema con rigidez y amortiguamiento
variable result6 adecuado para aislar vibraciones ante un amplio rango de excitaciones.

Mientras que en el afio 2009, Azadi et al. [13] desarroll6 un estudio sobre dispositivos de rigidez
variable basados en fuerzas antagonicas, aquellas fuerzas internas en los eslabones de un mecanismo
donde la fuerza/momento externamente aplicado en igual a cero; utilizando este tipo de dispositivos
para el control de vibraciones en mecanismos controlados por cables, que presentan desplazamientos
muy pequenos. El objetivo principal del estudio consistia en abordar los criterios més notables para
determinar la efectividad de la aplicacion de tales dispositivos, como por ejemplo, que la rigidez
antagoénica debe ser dominante ante el resto de la rigidez del elemento, y que el rango del cambio de
rigidez debe ser significativo. Para probar la efectividad del sistema propuesto, se disené una montura
para motor basada en un elemento de rigidez variable antagénico, y se ocmpar6 con una montura
comercial de caucho utilizando simulaciones numéricas; los resultados mostraron que la montura
propuesta tuvo un rendimiento mucho mayor a la de caucho tanto en baja con en alta frecuencia.

Otro trabajo en que se presenté el disefio de un mecanismo de rigidez variable, lo realizaron Anubi
et al. [11] en el afio 2010; el disenio del mecanismo consistia de un arreglo de dos resortes, un brazo
de palanca y una barra de pivote. Se logr6 variar la rigidez del mecanismo en funcién de la posicion
horizontal del pivote. Mediante un analisis directo empleando todos los pardmetros del mecanismo, se
obtuvo una expresion para la rigidez efectiva; mientras que un anélisis inverso revelé que el mecanismo
presentaba una tendencia hacia el resorte izquierdo conforme el desplazamiento del pivote tendia a

infinito, y hacia el resorte derecho conforme el desplazamiento tendia a cero.
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Por su parte Lu et al. [86] en el afio 2011 realizaron un trabajo donde proponia un nuevo sistema
de rigidez variable basado en un mecanismo de apalancamiento. El nuevo sistema era llamado sistema
de aislamiento de rigidez variable de tipo apalancamiento (LVSIS, por sus siglas en inglés), con el cual
la rigidez del sistema podia regularse al ajustar el punto de pivote de un mecanismo de palanca; el
sistema fue probado analiticamente y experiementalmente sobre un sistema de “mesa temblorosa”, un
mecanismo para probar la respuesta sismica de estructuras; los resultados mostraron la efectividad
del sistema para suprimir el desplazamiento excesivo de las estructuras inducido por un terremoto.

También en el ano 2011 Ghorbani-Tanha et al. [54] disefid6 un dispositivo innovador de rigidez
variable semi-activo con una estructura similar a una viga, capaz de variar su rigidez entre un valor
minimo y un valor maximo utilizando la variacién del momento de inercia de un area conforme rota
alrededor de un eje normal que pasa a través de su centroide. En el mismo trabajo se desarrolld,
como una aplicacién practica del dispositivo propuesto, un absorbedor de vibraciones sintonizable
semi-activo, capaz de resintonizar en tiempo real y operar en un amplio rango de frecuencias. La
rigidez del absorbedor se variaba para poder sintonizar la frecuencia natural del absorbedor a la
frecuencia de la fuerza de excitacion en tiempo real. Los resultados al evaluar el sistema durante el
inicio del ciclo de una maquina rotativa y compararlo con un sistema simplemente pasivo, mostraron
la efectividad del dispositivo propuesto en la reduccién de la respuesta transitoria, comparada con un
absorbedor pasivo.

En el trabajo de Spelta, Previdi, Savaresi et al. [20] en el afio 2011, se estudia la aplicacion de
dispositivos de rigidez y amortiguamiento variable en sistemas de suspensién, propone dos distintas
arquitecturas utilizando dnicamente amortiguadores controlables para lograr la regulacién efectiva
tanto del amortiguamiento como de la rigidez del sistema de suspensiéon. También se desarroll6 en
el mismo estudio un algoritmo de control de amortiguamiento y rigidez variable, orientado en la
comodidad; los resultados de pruebas realizadas demostraron que la combinacién de la suspensiéon de
rigidez y amortiguamiento variable con el algortimo desarrollado logran mejoras significativas en la
comodidad, comparado con sistemas clésicos de suspensiéon pasiva.

Maés adelante, en el afio 2012, Braun et al. [18] desarrollaron una propuesta de control 6ptimo para
el calculo de los movimientos de un motor y el torque variante en el tiempo asociado a los mismos,
asi como la rigidez involucrada. Para realizar pruebas de efectividad del enfoque propuesto, se utilizo
una tarea “explosiva” de tirar una pelota con un robot de dos eslabones de rigidez variable, asi los
actuadores involucrados deberian demostrar su flexibilidad. Los resultados permitieron concluir que
la metodologia de control propuesta fue capaz de adaptar las estrategias de impedancia para objetivos
especificos de la tarea y dindmica del sistema; que la capacidad para variar su rigidez permitia lograr
un mejor rendimiento, y que en sistemas con constitucion fisica flexible esta formulacién de control
permite explotar las capacidades de almacenamiento de energia y amplificaciéon de potencia de los
actuadores para mejorar el rendimiento de la tarea.

Por su parte Sun y Nagarajaiah [125] también en el afo 2012, trabajaron en la implementacion

de un algoritmo de control en tiempo real basado en la transformada de Fourier de tiempo corto,
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para extraer la frecuencia dominante de la sefial de excitacion, aplicado a un amortiguador de masa
sintonizado semi-activo (STMD, por sus siglas en inglés), con el propdésito de suprimir vibraciones
sismicas en edificios. El algoritmo propuesto utilizaba la frecuencia dominante para sintonizar la
rigidez y el coeficiente de amortiguamiento del STMD. También estudiaron la respuetsa de un multiple
amortiguador de masa sintonizado (MTMD, en inglés) compuesto por un TMD y un STMD en
paralelo. Tras realizar pruebas con tres tipos de movimientos sismicos simulados para evaluar el
rendimiento de los dos tipos de sistemas, se demostré que ambos dispositivos resultaron mas efectivos
que los TMD simples para reducir los picos de respuesta.

Posteriormente en 2013, Xu y Ahmadian [141] utilizaron la propiedad de variacion de rigidez y
amortiguamiento de un sistema de suspensién de vehiculos en un caso de aplicaciéon para mejorar
la fuerza normal de las llantas de dicho sistema de suspension. El sistema de suspension con rigidez
y amortiguamiento variable puede construirse, como se sugiere en el estudio de Xu y Ahmadian,
utilizando como base una sistema de suspensién convencional y anadiendo un resorte en serie con
éste, ademas de emplear amortiguadores magnetorreologicos (MR) para variar el coeficiente de amor-
tiguamiento. Para evaluar los efectos del sistema de suspension propuesto sobre la fuerza normal de
las llantas, para el estudio realizaron simulaciones numeéricas con un modelo de referencia aplicando
un algoritmo simple de control on-off para mejorar las fuerzas normales de las llantas, y una logica
de control difuso para modelar el control de momento de derrape directo (DYC, por sus siglas en
inglés). Los resultaron mostraron que la aplicacion del sistema de suspension con rigidez y amorti-
guamiento variable mejoraba notablemente las fuerzas normales de las llantas, ademaés se descubrié
que al combinar el control on-off de la suspensién con la estrategia DYC se puede mejorar el control
del chasis del vehiculo.

También en el afio 2013, Azadi et al. [14] trabajaron en el desarrollo de un soporte semi-acivo
para motor de un vehiculo, con la finalidad de mejorar la operacién del motor ante las vibraciones
mecanicas que el mismo genera. El soporte desarrollado es un dispositivo semi-activo de rigidez
variable con una estrategia de control on-off, menos costoso y menos complejo que otros soportes
activos y semi-activos disponibles; emplea en su diseno un resorte variable controlado de respuesta
rapida mediante fuerza. Los resultados de pruebas realizadas mostraron que el soporte para motor
de rigidez variable propuesto resulté mas eficaz para amortiguar vibraciones comparado con soportes
pasivos de caucho e incluso con un mejor rendimiento que un soporte anterior desarrollado por los
mismo autores.

Otra implementacion de rigidez variable para aplicacién en vehiculos la llevaron a cabo Anubi
y Crane [10] en el mismo afio, ya que presentaron el disefio de un sistema de suspension de rigidez
variable, empleando un novedoso mecanismo de rigidez variable que consistia de un strut (un tipo de
amortiguador) horizontal y otro strut vertical controlados de manera semi-activa mediante amorti-
guadores MR. La manera en que el mecanismo se empleaba en la suspensioén consistia en cambiar el
punto de acoplamiento del strut vertical al cuerpo del vehiculo mediante el control semi-activo que

realizaba el strut horizontal, que utilizaba un concepto llamado descenso no lineal de energia (NES,
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por sus siglas en inglés) para transferir la energia de las vibraciones a una masa de control, reduciendo
asi la transferencia de energia de las perturbaciones del camino al cuerpo del automoévil. Mediante
anélisis y simulaciones numeéricas se observé un mejor rendimiento del sistema de suspensién en el
vehiculo.

También durante 2013 Anubi et al. [12] desarrollaron un sistema de suspension de rigidez variable
con un esquema de control pasivo. Utilizaron el mismo mecanismo de rigidez variable que en el trabajo
anterior de Anubi y Crane [10] pero en esta ocasiéon con otro analisis basado en la disipasion pasiva
de la energia. Las pruebas de simulacién y experimentacién que se realizaron tenian como objetivo
medir criterios del rendimiento de la suspensién de rigidez variable tales como la comodidad durante
el desplazamiento del vehiculo, la deflexién de la suspension y el agarre del automovil a la carretera
mediante la deflexion de las llantas; el sistema de suspension controlado de forma pasiva mostré un
rendimiento superior ante suspensiones de rigidez constante.

En el trabajo que Sayyad y Gadhave [121] presentaron en el afio 2013, se implement6 el concepto
de rigidez variable en un absorbedor de vibraciones magnético para suprimir las vibraciones en una
estructura de viga en voladizo sujeta a excitacién armoénica con frecuencia variable. El principio de
la variacién de rigidez en el absorbedor se conseguia al variar la distancia de separacién entre los
magnetos del absorbedor. Se observé que conforme aumentaba la distancia entre los magnetos, decre-
mentaban las frecuencias naturales del sistema y los picos de amplitud de las vibraciones disminuian.

Por su parte, Kuder et al. [76] en el ano 2013 llevaron a cabo un estudio de revision donde
identificaban y clasificaban los principales elementos de rigidez variable existentes, como un medio
para dotar a estructuras ligeras de una alta rigidez y al mismo tiempo la propiedad de deformacion
reversible, para aplicaciones de estrategias morphing, es decir, de materiales capaces de adaptar su
forma para responder 6ptimamente a diversas condiciones de operacién. En el trabajo presentado
se mostraron cuatro categorias en las que la rigidez variable ha sido aplicada o con potencial para
ser aplicada en morphing: ingenieria de materiales, diseno mecanico activo, técnicas semi-activas y
comportamiento elastico estructural; y resaltaron las capacidades, limitaciones y retos presentes en
cada categoria.

Posteriormente en el afio 2014, Qiu el al. [111] realizaron una investigacion analitica sobre la
rigidez de malla variante en el tiempo en sistemas de engranajes. La rigidez variable de malla, asociada
con la deflexién elastica de los dientes en contacto, variante en el tiempo excita paramétricamente
los sistemas de engranes, causando asi vibracién e inestabilidades; ademas, con las fluctuaciones de
velocidad rotacional de los engranes, la rigidez de malla es modulada por frecuencia, aumentando y
volviendo méas complejas las inestabilidades. Ante tal problemética, en el estudio utilizaron analsis
de perturbaciones sobre un modelo de una sola malla de engranes, para examinar diferentes aspectos
de la respuesta del sistema, tales como la amplitud de la variaciéon de rigidez, las fluctuaciones de
velocidad y el amortiguamiento del sistema.

Una implementacion de elementos de rigidez variable en el control de vibraciones en edificios

se presento en el trabajo de Deshmukh y Chandiramani [39] en el afo 2014. Implementaron un
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controlador LQR (Linear Quadratic Regulator), para amortiguar el movimiento oscilatorio causado
por el viento en un edificio alto, al que se equipé con un amortiguador de masa sintonizado semi-
activo de rigidez variable tomado de una referencia de la literatura. El controlador LQR. calculaba la
fuerza de control requerida por el sistema lineal invariante en el tiempo, y luego la fuerza calculada
era realizada al variar la rigidez del dispositivo alrededor de su valor nominal mediante una ley de
control simple. Se llevaron a cabo pruebas de rendimiento del sistema propuesto cuyos resultados
mostraron que logra un control de desplazamiento comparable al de otros controladores existentes.

También en el afio 2014 Rafieipour et al. [114] publicaron un estudio donde proponian un nuevo
dispositivo de rigidez variable, llamado resorte de rigidez variable plegable (FVSS, por sus siglas
en inglés) que podia utilizarse, por ejemplo, en amortiguadores de masa sintonizados (TMD) para
adaptar la rigidez del sistema ante diferentes condiciones de operaciéon. Se llevaron a cabo anélisis del
dispositivo utilizado para controlar una estructura de un solo grado de libertad y otra estructura de
multiples grados de libertad mediante un TMD semi-activo. Los resultados del andlisis numérico del
sistema mostraron la efectividad que presenta al compararlo con un sistema de control pasivo similar.

Por su parte, Wu y Lan [139] llevaron a cabo el disefio de un mecanismo lineal de rigidez variable,
que consistia de dos vigas biestables paralelas unidas a través de un resorte vertical; y los diferentes
valores de rigidez en la curva fuerza contra desplazamiento se variaban con el ajuste de las vigas
biestables. Con el diseno propuesto lograron un amplio rango de variacién de rigidez con un mecanismo
de dimensiones reducidas. Los resultados del desempeno del diseno se probaron mediante simulaciones
numeéricas, y en el trabajo presentado mostraron un prototipo ilustrado del mecanismo.

Lin et al. [83] en el afio 2015 realizaron un trabajo donde utilizaban un amortiguador de masa
sintonizado (TMD) para el control de vibraciones de estructuras civiles; los autores disefiaron un
TMD semi-activo llamado TMD reajustable de rigidez variable (RVS-TMD, por sus siglas en inglés),
que consistia de un TMD sin amortiguar y un dispositivo reajustable de rigidez variable, éste tltimo
integrado por un elemento reajustable y de un elemento de rigidez controlable. El RVS-TMD lograba
disipar la energia de la estructura ya que al variar la rigidez del elemento de rigidez controlable la
fuerza producida por el dispositivo reajustable de rigidez variable podia controlarse con una ley de
control semi-activa, permitiendo ajustar tano la rigidez como el amortiguamiento del RVS-TMD.
Mediante simulaciones numéricas de probé la efectividad del RVS-TMD sobre una estructura de
edificio, cuyos resultados mostraron que el dispositivo logra un rendimiento 6ptimo ante la respuesta
sismica de la estructura.

También en el ano 2015, Wu y Lan [138] publicaron un estudio donde llevaron a cabo el diseno y
experimentacion de un mecanismo de rigidez variable para sistemas de control de vibraciones semi-
activos. Aprovecharon la propiedad de los elementos de rigidez variable para lograr un mecanismo
capaz de adaptarse a los cambios de frecuencia o carga de las perturbaciones. El mecanismo consistia
de dos resortes planares en paralelo con rotaciéon simétrica, la rigidez del sistema podia exhibir
valores desde cero hasta un valor muy grande, dependiendo de la cantidad de rotacién ajustada en

los resortes. Los resultados de pruebas experimentales con un prototipo del mecanismo de rigidez



APENDICE A. PRELIMINARES: CONTROL SEMI-ACTIVO 106

variable mostraron el rendimiento para absorber vibraciones ante varias frecuencias de perturbacion.

Posteriormente en el ano 2017, Min et al. [94] presentaron un estudio donde trataban un nuevo
concepto de control semi-activo de vibraciones con un sistema en serie de interruptores-rigidez (SSSS,
por sus siglas en inglés) que se considera como un sistema de un grado y medio de libertad. El sistema
propuesto consistia de un conjunto de dos elementos en serie, compuesto cada uno por un resorte y
un interruptor en paralelo cada uno. Se utiliz6 una ley de conmutaciéon basada en el cruce por cero
de la velocidad para lograr la reduccién de las vibraciones, ademas de que este novedoso sistema era
capaz de almacenar la energia cinética de las vibraciones en forma de energia potencial en los resortes

para después utilizarla para amortiguar la vibracion.

Dispositivos de rigidez variable electromagnéticos

Un tipo de dispositivo que recientemente ha ido obteniendo mayor popularidad y cada vez son
més estudiados y aplicados es el de aquellos dispositivos construidos con arreglos electromagnéticos,
es decir, aprovechan las propiedades magnéticas de algunos materiales para emplearlos como método
de amortiguamiento y mitigar oscilaciones, por ejemplo, en una configuraciéon compuesta por una viga
en voladizo y un conjunto de imanes que hacen la funcién de un resorte en un sistema masa-resorte.

Los dispositivos electromagnéticos de rigidez variable son aquellos que utilizan imanes y bobinas
en su construcciéon para actuar como dispositivo que aporta rigidez a un sistema, es decir, actuar
como un resorte mecéanico pero agregando ciertas ventajas en cuanto a su desempeno y eficiencia. En
esta seccién se revisaran ahora los avances que existen en el disenio y aplicacién de dichos dispositivos
para el control de vibraciones.

Chen y Yeh [24] utilizaron en el afio 2001 un dispositivo de rigidez variable electromagnético como
fuente de excitacion paramétrica para experimentar sobre una viga y estudiar su inestabilidad median-
te experimentacién y analiticamente. Para el experimento se disend un dispositivo electromagnético
que actuaba como un resorte al variar su rigidez. Las ventajas que este dispositivo aport6 fueron: una
fuerza de excitacién electromagnética son contacto; la fuerza de excitacién actuando sobre la viga
en direccién transversal; y la frecuencia y amplitud controladas de forma sumamente precisa por la
fuente de poder de AC. El dispositivo disefiado consistia de dos imanes permanentes y dos bobinas
colocadas entre los dos imanes, por las que circulaba una corriente DC controlada por una fuente de
poder; conforme la corriente fluye por las bobinas, éstas se convierten en electroimanes, asi las fuerzas
repelentes entre los imanes permanentes y los electroimanes hacen al dispositivo comportarse como
un resorte.

En 2007 Pratiher [110] realizé un experimento para observar las regiones de inestabilidad de una
viga en voladizo sometida a la excitacién de un campo magnético variante con el tiempo y una fuerza
axial. Mediante el experimento se estudiaron la influencia del campo magnético, la carga axial, el
amortiguamiento constante y el coeficiente de la masa en las regiones de inestabilidad.

En el trabajo de Schmidt et al. [122] se diseni6 un actuador electromagnético para inducir excitacion
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de rigidez paramétrica sobre un sistema mecanico artificial; el actuador consistia en una bobina
conducida por corriente situada entre dos imanes permanentes dentro de una cubierta cilindrica
ferromagnética, y utiliza las fuerzas repelentes generadas entre la bobina y los imanes permanentes
al hacer fluir un corriente por dicha bobina, de este modo se crea una rigidez periddica en el tiempo
cuya magnitud es controlada por la corriente aplicada al electroimén.

Posteriormente en el afio 2008 Liu & Liu [85] publicaron un trabajo donde utilizaban un absorbedor
de vibraciones electromagnético activo (AEMVA, por sus siglas en inglés) capaz de generar una
fuerza de actuacion instantanea. Para probar la estabilidad del dispositivo se aplico un esquema de
control que combinada un control PD (proporcional-derivativo) y un control de retardo, y parte del
estudio centraba su atencién en la relaciéon entre la ganancia de diseno y la ganancia mimima de
retroalimentacién lograda entre ambos sistemas. En el trabajo también se propuso un algoritmo de
sintonizacién en linea para el control, que permitia determinar la ganacia 6ptima son requerir un
conocimiento preciso del sistema primario al que se aplicaba el control. Los resultados experimentales
de un prototipo mostraron que el AEMVA podia suprimir efectivamente las vibraciones del sistema,
primario cuando se utilizaba en conjunto con el algoritmo de sontonizacién en linea propuesto.

Posteriormente Han et al.[136] realizé un experimento para estudiar la inestabilidad paramétrica
de una viga en voladizo sujeta a la excitacién de dos dispositivos electromagnéticos, para lo que disend
dos dispositivos idénticos; dichos dispositivos consistian cada uno de un par de bobinas montadas en
la viga y situadas entre un par de imanes permanentes fijos al soporte, sin cubierta alrededor.

Por otro lado, Dohnal [40] realiz6 un estudio compilatorio de experimentos de amortiguamiento
por excitacién paramétrica usando electroimanes. En dicho estudio se consideran algunos trabajos
destacados en el anilisis de vibraciones con el uso de dispositivos electromagnéticos en distintas
configuraciones para observar la respuesta del amortiguamiento en el sistema.

También en el afio 2012 Han et al. [58] llevaron a cabo un anélisis de elemento finito del rango de
operacion lineal de la rigidez de un dispositivo electromagnético. El dispositivo electromagnético bajo
prueba consistia de un par de imanes permanentes y una bobina DC no magnética, para lograr actuar
como un resorte mecanico con rigidez constante. Para verificar la exactitud del anélisis numérico se
utilizaron dos indicadores: el coeficiente de corriente/rigidez y el rango de rigidez lineal; los resultados
mostraron que la rigidez del dispositivo era linealmente proporcional a la corriente de la bobina y
que el rango de rigidez lineal no se veia afectado por la corriente.

Por su parte Zihao et al. [148] en el ano 2014 presentaron un estudio sobre un absorbedor de
vibraciones electromagnético (EVA, por sus siglas en inglés) semi-activo. El EVA estaba compuesto
por una viga en voladizo flexible ferromagnética, una masa ferromagnética adjunta al extremo libre
de la viga y un electroimasn en forma de E. Al cambiar la corriente del electroiman se variaba la
fuerza entre la masa ferromagnética y el electroiman, asi la rigidez del absorbedor podia sintonizarse
en linea. Se llevd a cabo un analisis de elemento finito para caracterizar el EVA| y se realizaron
pruebas sobre un sistema de control semi-activo de dos grados de libertad para medir la efectividad

del diseno del absorbedor. Los resultados mostraron que el sistema de control era capaz de responder
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rapidamente y reducir la amplitud de respuesta a la vibracién.

En el trabajo de Szmidt y Przybylowicz [127] publicado en el afio 2014 se analizo la estabilidad
dindmica y la vibracién casi critica de una columna Beck, donde la fuerza tangencial actta en el
extremo libre de una viga empotrada, utilizando actuadores electromagnéticos. Se observo que la
aplicacién de los actuadores llevé a un incremento de la carga critica y afectaba la frecuencia inicial de
aleteo; se obtuvieron aproximaciones analiticas de la soluciéon de las vibraciones periddicas casi criticas,
cuya exactitud fue probada por comparacion de las simulaciones numeéricas con predicciones tedricas.
Del estudio se obtuvieron conclusiones tales como que los actuadores magnéticos permiten disminuir
significativamente la amplitud de las vibraciones post-criticas, y que el efecto del amortiguamiento
magnético depende fuertemente de la posicion a la cual el actuador esta sujeto a la columna.

En el ano 2017 Li et al. [81] publicaron un estudio sobre el disefio e implementacion de un dispo-
sitivo para la recolecciéon de energia que implementaba actuadores electromagnéticos. El dispositivo
estaba compuesto de una bobina de cobre montada en un plato circular de FR-4 (un tipo de laminado
epoxico) suspendido por resortes de poliamida, y un magneto en forma de disco montado debajo de
la bobina para funcionar como recolector de energia. El dispositivo se disefio para poder funcionar
como fuente de energia para sistemas donde el tamafio de la fuente de energia no sea critico, por
ejemplo como fuente para sensores de un vehiculo, ya que no provee un alto valor de voltaje de salida.
Los autores planean mejorar ese aspecto, y aumentar la salida de voltaje del dispositivo en futuros

trabajos.

Dispositivos con fluidos magnetorreolégicos

Por iltimo, se verd a continuacién un resumen de las aplicaciones de otro tipo de dispositivos
llamados magnetorreologicos. Tales dispositivos utilizan para su construcciéon fluidos o sélidos mag-
netorreolégicos.

Los fluidos magnetorreolégicos (FMR) son aquellos materiales que experimentan reversibles cam-
bios instanténeos significativos en las caracteristicas del material cuando estan sujetos a los cambios
de un campo magnético. El cambio mas significativo se asocia con el modulo de esfuerzo cortante
complejo, por lo que los FMR pueden ser ampliamente utilizados en muchos sistemas de control de vi-
braciones semi-activos y suspensiones donde son utilizados los amortiguadores de velocidad variable.
Tipicamente los FMR consisten de particulas microscépicas magnéticamente polarizables dispersas
en un medio portador, como aceite mineral o de silicén; tales particulas pueden polarizarse y alinearse
con la aplicacién de un campo magnético, resultando en fluidos que pueden cambiar de una forma
liquida a una estructura casi sélida de forma casi instanténea [68].

Inicialmente fue la industria automotriz la que comenzo6 a desarrollar amortiguadores y sistemas
de suspensién con fluidos magnetorreolégicos, pero actualmente se desarrollan diversos estudios para
ampliar su aplicacién en otros campos utilizando control activo y smei-activo. A continuacion se

repasan aquellas investigaciones donde se han estudiado y aplicado los FMR en sistemas de control



APENDICE A. PRELIMINARES: CONTROL SEMI-ACTIVO 109

de vibraciones.

En el aflo 2006 Liu et al. [84] desarrollaron un estudio donde utilizaron dos amortiguadores magne-
torreologicos (MR) en serie para lograr rigidez y amortiguamiento variable para el sistema. Mediante
célculos teodricos y experimentos realizaron una comparacién entre el sistema puramente pasivo, el
sistema con rigidez variable, con amortiguamiento variable y del sistema con rigidez y amortiguamien-
to variables; se obtuvo la respuesta en tiempo y frecuencia de cada uno de los sistemas empleando
un control de tipo on-off, resultando con mejor rendimiento aquel sistema que combinaba rigidez y
amortiguamiento variable.

Posteriormente en el ano 2009 Zhou et al. [147] llevaron a cabo el desarrollo y caracterizacion de un
aislador de vibraciones de rigidez y amortiguamiento variable utilizando FMR. Fabricaron un proto-
tipo del aislador FMR, que consistia de un resorte, una valvula MR y un acumulador; aplicaron a éste
distintos campos magnéticos para evaluar su comportamiento e identificar los pardmetros del modelo
matematico. Las pruebas experimentales demostraron que tanto la rigidez como el amortiguamiento
del sistema podian controlarse con la aplicacién de un campo magnético.

Por su parte Aguirre et al. [8] desarrollaron en el afio 2010 un estudio cuyo principal objetivo
consistia en la identificacién de los pardmetros del modelo matematico de un amortiguador MR a
pequena escala. Debido a que los dispositivos que utilizan FMR son intrinsecamente no lineales, resulta
en un verdadero reto desarrollar modelos con la exactitud suficiente para aplicar esta tecnologia con
confiabilidad y estabilidad. Los resultados experimentales que se obtuvieron en el estudio demostraron
la concordancia con las fuerzas predichas por el modelo identificado.

Luego en el afio 2014, Greinier-Petter et al. [57] trabajaron en el desarrollo de un dispositivo semi-
activo de rigidez y amortiguamiento variable utilizando FMR. Tal dispositivo consistia de dos valvulas
MR y dos resortes. Derivaron el modelo para el comportamiento magnético, reolégico, mecanico y
fluido de todo el sistema. También desarrollaron un sistema de experimentacién para estudiar y
comparar el comportamiento del sistema con las simulaciones. Los resultados obtenidos mostraron
que la rigidez del sistema podia variarse entre tres valores diferentes, mientras que el amortiguamiento
era continuamente variable.

En el afio 2016 Gordeev et al. [55] publicaron un estudio donde abordaron la tarea de hallar
las caracteristicas y pardmetros de un FMR con cargas de impacto y estudiar el efecto de campos
magnéticos internos y externos en un amortiguados MR. Los resultados del andlisis del amortiguador
ante una senal eléctrica de amplitud positiva y negativa mostraron que la duracién y amplitud de los
impulsos son una funcién de las cargas de impacto y que deben tenerse en cuenta para desarrollar
amortiguadores MR.

Graczykowski y Pawlowski [56] llevaron a cabo un estudio en el ano 2017 en el que desarrollaron el
modelo matematico exacto que describe las propiedades de los fluidos magnetorreolégicos. El modelo
combina el efecto de compresibilidad al que se someten los FMR dentro de las cAmaras de los maor-
tiguadores, con el efecto de bloqueo de flujo entre las cAmaras en un caso de una baja diferencia de

presion. La combinacion en el modelo de las dos propiedades mencionadas, afectan significativamente
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el comportamiento mecénico del amortiguador, ya que influencia sus caracteristicas de disipaciéon y
es la razon de la histéresis observada en la respuesta experimental de estos dispositivos. Mediante
validacién experimental se comprob6 la exactitud de los parametros fisicos del sistema identificados

para el modelo.
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