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I. Introduccion

I. Introduccion

Con frecuencia observamos que se utiliza mayor informacién cuantitativa en las
actividades cotidianas de la sociedad. Dicho tipo de informacion se nos presenta en forma de
graficas, estadisticas o datos numéricos, los cuales orientan a la ciudadania de los problemas
del entorno social o laboral. La necesidad de interpretar de manera correcta tal informacion,
hace que el conocimiento matematico sea uno de los mas importantes para la sociedad actual
(Wilkins, 2000). Sin embargo, el aprendizaje de las matematicas no es facil. Ello se refleja en
las crisis internacionales que han experimentado las matematicas en educacion basica y media,
en su reciente evolucion. Desde los inicios de los sesentas, politicos o ministros de educacion
han generado movimientos educativos con el interés de mejorar los resultados de la ensefianza
de las matematicas. Tales movimientos conocidos como la matemdtica moderna, el regreso a
lo bdsico, la resolucion de problemas y més recientemente en los estandares para las escuelas
de matemdticas reflejan las ideas de la teoria educativa dominante de la época (UNESCO,
1996).

Los resultados de los movimientos educativos distan de ser los deseados. Con la
matematica moderna se penso que el estudiante llegaria al pensamiento formal y axiomatico,
si al inicio del aprendizaje adquiria el conocimiento estructural de las matematicas. Sin
embargo, la experiencia evidencié que los estudiantes no entendian aspectos conceptuales ni
dominaban el uso de las operaciones fundamentales. En respuesta a dicha situacion se generd
el regreso a lo bésico, esto es, al dominio de tales operaciones, bajo la idea de que ello llevaria
a los estudiantes a solucionar problemas. Sin embargo, de nuevo se obtuvieron resultados no
deseados, los estudiantes se mostraron capaces de obtener resultados algoritmicos apropiados
pero incapaces de interpretarlos, esto es, no entendieron los conceptos matematicos
fundamentales. A inicios de los ochentas surge la resolucién de problemas para dar respuesta a
esta situacion, y en los noventas, el National Council of Teacher of Mathematics propone los
estAndares para las escuelas de matematicas. Entre otras cosas, dichos estindares establecen

que el estudiante solucione problemas, aprenda a comunicarse y razonar matematicamente

(Futrell, Lynch y Hunter-Boykin, 2000).



L Introduccion

Las deficiencias en el aprendizaje de las matematicas continuan, como lo indican los
resultados de las pruebas del Programme for International Student Assessment (PISA),
implementado por los gobiernos de los paises miembros de la Organisation for Economic Co-
operation and Development (OECD). El objetivo de las pruebas es probar la capacidad del
estudiante para entender el papel de las matematicas en el mundo actual, su capacidad para
aplicarlas a problemas reales y su interés por aprenderlas (OECD, 2003). Los resultados de la
aplicacion del afio 2000 provocaron un debate internacional sobre los objetivos y el papel del
curriculo de matematicas, en relacion con las situaciones reales (Blum, 2002).

En consecuencia, el interés reciente de las organizaciones matematicas giré en torno a
como acercar las matematicas al mundo real a través de la modelacion y aplicaciones
matematicas. Asi, el /4th Study celebrado en Alemania en febrero de 2004, de la International
Comission on Mathematical Instruction (ICMI) se dedico a identificar el estado del arte en
tales temas (Blum, 2002). Los resultados se presentan en el reporte que editaron Blum,
Galbraith, Henn y Niss (2007). Esta respuesta del ICMI a los bajos resultados en las
evaluaciones PISA, nos sugiere que los matematicos profesionales abogan por el uso de
contextos reales en educacion matematica.

En educacion superior la modelacion matematica tiene poca presencia en el curriculo
de matematicas (Camarena, 1999; Houston, 2003; Lingefjéard, 2007), a pesar de la creciente
necesidad de aplicar en la vida diaria el conocimiento matematico adquirido. En el caso de la
ingenieria, el aprendizaje de las matematicas se encuentra en el centro de la formacion
profesional (Vargas, 1998). Pensamos que el debate sobre como lograr competencia en aplicar
el conocimiento matematico al mundo real, tarde o temprano arribara a las escuelas de
ingenieria en México. En este contexto, en el Centro de Estudios Superiores del Estado de
Sonora (CESUES) nos interesamos en explorar alternativas educativas con base en la

modelacién, para mejorar la competencia matematica de los estudiantes en ingenieria.

1.1 Planteamiento del problema.

El empleo de la modelacion y las aplicaciones matematicas como estrategias para el
aprendizaje, tiene una historia reciente. El término de modelacion matematica se empieza a
utilizar en la industria después de la primera mitad de la década de los setenta, basicamente

por aparicién de los sistemas de computo (Hamson, 2003). Dichos sistemas permiten
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solucionar no so6lo ecuaciones, sino desarrollar modelos complejos para problemas
industriales. Sin embargo, de acuerdo con Niss, Blum y Galbraith (2007) uno de los momentos
decisivos en el origen del movimiento actual sobre la modelacién y aplicaciones matematicas,
se ubica a fines de los sesentas con Hans Freudenthal. En esa época Freudenthal organizé una
conferencia con el tema “How to teach mathematics so a to be useful?”, en ella se abogd por
incluir las aplicaciones matematicas en el curriculo. Dichos autores sugieren tres fases, a partir
de ese momento, relacionadas con la investigacion en modelacion y aplicaciones en educacion
matematica, que traducimos del inglés como argumentacion, desarrollo y maduracion. En la
primera de ellas (advocacy) se aboga por la introduccion de las aplicaciones matematicas en
educacion. En la fase de desarrollo ubicada entre 1975 y 1990, se genera la mayor parte del
curriculo y de los materiales de modelacion actual en educacion. A partir de los noventa en la
fase de maduracion, el énfasis cambia a los aspectos tedricos.

En 1983 durante la fase de desarrollo en Inglaterra, surgen la International Comunity of
Teacher of Mathematical Modelling and Applications (ICTMA) y la conferencia bienal
International Conference on the Teaching of Mathematical Modelling and Applications (con
el mismo acrénimo ICTMA). A través del tiempo, dicha comunidad ha involucrado a
matemaéticos interesados en la modelacion de manera internacional, a la vez que se trabaja en
varias areas de la educacion matematica. En el afio 2004 el ICTMA es afiliado a la ICMI como
el International Study Group for the Teacher of Mathematical Modelling and Applications
(Haines, Galbraith, Blum y Khan, 2007; Blum, Galbraith, Henn y Niss, 2007). Los politicos y
ministros de educacién coinciden ahora con los educadores e investigadores en modelacion y
aplicaciones matematicas, en el interés de mejorar la competencia matematica para solucionar
problemas reales.

El debate sobre qué es competencia en matematicas incluye diferentes posturas. Entre
ellas se encuentra el KOM project (Competencies and the Learning of Mathematics), modelo
danés utilizado en las evaluaciones PISA 2003 (Steen, Turner y Burkhardt, 2007). Dicho
modelo sostiene que son varias competencias las que integran propiamente la Ilamada
competencia matematica, entendida ésta como (Blomhej y Jensen, 2007, p. 47) la “profunda
preparaciéon para actuar en respuesta a cierta clase de desafio matemaético en una situacion
dada”. Asi se nos sugieren dos grandes tipos de competencias, para estructurar y responder

interrogantes matematicos (pensamiento, solucion de problemas, modelacién y razonamiento
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matematicos), y para tratar con el lenguaje matematico (representacion, simbolos y
formalidades, comunicacion y herramientas) (Muller y Burkhardt, 2007; Blomhej y Jensen,
2007).

La discusion sobre el papel del curriculo de matematicas en educacion no sélo incluye
las cuestiones de las competencias, sino otras mds, como las epistemologias y pedagogias
actuales entre otras, mismas que contiene el reporte del /4th ICMI Study. Con respecto a las
competencias en modelacion, de acuerdo con Greer y Verschaffel (2007) su desarrollo abarca
diferentes niveles de conciencia. En el primer nivel el estudiante es inconciente de que esta
modelando cuando soluciona un problema, como ocurre en los niveles basicos. Sin embargo,
Usiskin, (2007) sefiala que esta situacion puede superarse, al considerar a las operaciones
aritméticas como modelos matematicos. Asi la operacion suma puede ensefiarse como el
modelo “Putting-together model”, modelo empleado para la adicion. Dichos modelos
constituyen una base para seleccionar las operaciones a utilizar al solucionar un problema. La
falta de ellos dificulta la seleccion y aplicacion de las operaciones.

El segundo nivel de conciencia implica al proceso de modelacidn, y el tercer nivel al
examen critico de dicho proceso. Segiin Greer y Verschaffel (2007) para el desarrollo de las
competencias en el segundo nivel de conciencia, se encuentran marcos teéricos sobre las
diferentes fases del ciclo de modelacion, desde especificar el problema hasta la elaboracion del
reporte (Houston, 2007; Houston y Neill, 2003). Este tipo de marcos es centrado en evaluar la
competencia del estudiante en tales fases. En el desarrollo de competencias del tercer nivel de
conciencia, se encuentran posturas como el KOM Project (Blomhgj y Jensen, 2007) que
cuestiona el papel de la modelacion en el curriculo, la de Jablonka (2007) que cuestiona dicho
papel en la sociedad, o de la matemdtica en contexto de las ciencias (Camarena, 2004), que
cuestiona el papel de la modelacion en la ingenieria.

La mejoria de las competencias matematicas a través de la modelacion tiene un efecto
limitado en el curriculo actual. Esto es, la modelacion tiene una presencia restringida en el
curriculo (Camarena, 1999; Houston, 2003; Lingefjédrd, 2007) a pesar de que existen diferentes
marcos teéricos para desarrollar competencias (Muller y Burkhardt, 2007). En el nivel
superior la modelacién matematica tiene mayormente un papel de modelacion como vehiculo,
en la cual, los contenidos matematicos determinan los problemas a modelar (Julie y Mudaly,

2007), contrario a lo que ocurre con la modelacién fuera de la escuela. Asi, la problemética de
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mejorar competencias via modelacion es compleja e incluye falta de profesores preparados,
epistemologias y la cultura del curriculo, entre otros.

La discusidon sobre los beneficios de la modelacion y aplicaciones matematicas también
es presente en la ingenieria. Los reportes indican que la introducciéon de la modelacion
matematica en cursos de célculo para ingenieria, mejora el aprendizaje de sus conceptos, eleva
la motivacion y el interés en el tema (Aroshas, Verner y Berman, 2007; Biembengut y Hein,
2007). Sin embargo, Anaya, Cavallaro y Dominguez (2007) afirman que los conocimientos
previos y el esfuerzo que requiere la modelacién matematica también actiia como un obstéculo
para los estudiantes que prefieren la ensefianza tradicional. En otros casos, atin cuando los
estudiantes consideren los conceptos como herramientas, ellos se muestran incapaces para
elegir cudles son apropiados para modelar un problema. Esto ultimo como resultado de la
disociacion entre el modelo real y el modelo matemadtico. En consecuencia, Anaya, Cavallaro
y Dominguez (2007) concluyen que en modelacion y aplicaciones matematicas, la direccion
del estudiante debe centrarse en la interpretacion, la comprension relacional', y la asociacién
entre conceptos y relaciones.

En México la teoria de la matemdtica en contexto aboga por mejorar las competencias
en mateméticas en la ingenieria y otorga a la modelacion un papel de modelacion como
vehiculo. Utiliza el ciclo de modelacion como didactica y la denomina matemdtica en
contexto, en la cual se introducen los conceptos matematicos (Camarena, 1999, 2003, 2004).
Esta postura sostiene que el estudiante desarrolla competencias matematicas y en modelacion,
al solucionar problemas contextualizados en la ingenieria. A pesar de ello, en el caso de
ingenieria industrial la modelacion tiene poca presencia en el curriculo. Esto puede observarse
en los contenidos a evaluar por el Examen General de Egreso de la Licenciatura en Ingenieria
Industrial, realizado por el Centro Nacional para la Evaluacion de la Educacién Superior
(CENEVAL, 2005).

En la carrera de ingeniero industrial del CESUES, hemos iniciado el enfoque hacia la

modelacién, esto es, un esfuerzo por mejorar la comprension de las operaciones aritméticas

! Segtin Richard Skemp (Citado en Godino, 2003), un estudiante logra comprension relacional cuando sabe qué

hacer y por qué con el conocimiento matematico. Asimismo, logra comprension instrumental cuando sélo sabe

qué hacer pero no sabe por qué.
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desde la perspectiva de modelacion (Cervantes, 2003; Cervantes y Arcos, 2005). Con dicho
enfoque, se pretende facilitar la compresion relacional al conceptuar las operaciones
aritméticas en la actividad de modelar, con base en las cantidades que representan al problema.
Con ello se procura otro contexto para significar los conceptos y para centrar la direccion del
estudiante en el aprendizaje via modelacion, tal como sugieren Anaya, Cavallaro y Dominguez
(2007).

Dada la importancia que tiene el calculo matematico dentro de la ingenieria, y en
particular, las dificultades del aprendizaje del concepto de derivada, nuestro problema es: a)
desarrollar una propuesta didactica para dicho concepto con la matematica en contexto y el
enfoque hacia la modelacién, y b) conocer los efectos de dicha propuesta didactica en la

comprension relacional y en las habilidades de modelacion.

1.2 Objetivos.

El estudio pretende dar una respuesta al problema de investigacion a través de tres

objetivos:

1. Desarrollar una propuesta conceptual para la derivada en ingenieria con el enfoque
hacia la modelacion.

2. Elaborar una propuesta didéactica con la matematica en contexto y el enfoque hacia
la modelacién para el aprendizaje de la derivada.

3. Implementar la propuesta anterior y evaluar sus efectos en la comprension

relacional y en habilidades de modelacion.

1.3 Pregunta de investigacion.

La siguiente pregunta guio el trabajo de investigacion:

¢ Qué efectos tiene en la comprension relacional y en habilidades de modelacion, una
diddctica para el aprendizaje de la derivada con base en la matemdtica en conlexio y

el enfoque hacia la modelacion?
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1.4 Justificacion.

La literatura sugiere que las posturas tedricas que utilizan modelacion en educacion
matematica, son indiferentes al papel de las cantidades y sus relaciones como fuentes de
significacion’. El enfoque hacia la modelacién pretendemos rescatar dicho papel. Es decir, el
significado de un concepto lo situamos en un contexto de modelacion con base en las
cantidades. Asi, los contextos para significar son mas cercanos a la vida cotidiana: actividades
de medir y contar; unir, separar y comparar cantidades. Tales contextos acercan las
matematicas a la realidad y sugieren didacticas que se apartan de las matematicas abstractas y
culturalmente acabadas.

En las escuelas de ingenieria, el aprendizaje de la derivada con frecuencia se limita al
dominio de algoritmos, y se descuida el dominio de lo conceptual (Artigue, 1995; Cantoral y
Resendiz, 2003). Esto, dificulta utilizar la nocién en diferentes contextos y apreciar su papel
en la ingenieria, situacion contraria a lo deseable al formar ingenieros (Vargas, 1998). Una
mejora a dicha situacién lo representa la matematica en el contexto de las ciencias. Esta
considera el conocimiento matematico como una herramienta de apoyo, utiliza las definiciones
formales de los conceptos y los significa en contextos de ingenieria. Con en el enfoque hacia
la modelacién sugerimos que se reduce la dificultad de contenido asociada a tales definiciones
formales. En el caso de la derivada, esperamos que el estudiante reconozca la estructura de
relaciones que caracteriza su uso, tanto en las situaciones problema como en el concepto
mismo. Creemos que una didéctica con base en la matematica en contexto y el enfoque hacia
la modelacion favorece el dominio de lo conceptual o la comprension relacional, al significar

la derivada en un contexto de modelacion con base en cantidades como modelo pam} :

? De acuerdo con Godino y Batanero (1994), el significado personal de un objeto matemético emerge de las
précticas (actuaciones) significativas para la persona cuando utiliza dicho objeto para solucionar un problema.
Sugerimos que pueden surgir pricticas significativas al dirigir la actuaciéon con base en las cantidades que
expresan el problema. En este sentido, las cantidades y sus relaciones sirven para construir nuevos significados,
esto es, sirven para significar el objeto y por tanto, se constituyen en fuentes de significacion.

3 Término acufiado en el Instituto Freudenthal (Gavemeijer y Terwel, 2000) para referirse al hecho, de que un
concepto matematico puede concebirse como un modelo para una generalidad de relaciones matemdticas, que

representa u organiza una situacion problema.
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En cuanto a pertinencia, consideramos apropiado nuestro estudio con base en tres
indicadores: a) el aprendizaje de la derivada es un problema actual de nivel internacional
(Bloch y Schneider, 2004; Dolores, 2000; Doorman, 2005; Aroshas, Verner y Berman, 2007),
b) el calculo es causa de reprobacion y desercion en el nivel universitario (Cantoral y
Reséndiz, 2003) y, ¢) hay un interés internacional por acercar las matematicas a la vida
cotidiana via modelacion y aplicaciones mateméticas (Blum, 2002; Houston, 2003; Blum,

Galbraith, Hen y Niss, 2007).

1.6 Organizacion.

Hemos organizado el reporte de investigacion en nueve capitulos: Introduccién,
Antecedentes tedricos, La modelaciéon en la escuela, Problemas en el aprendizaje de la
derivada, La derivada con el enfoque hacia la modelacion, Metodologia, Resultados: Caso
tradicional, Resultados: Caso matemética en contexto, Conclusiones. En el aspecto tedrico
tenemos diferentes teorias, para fundamentar: a) la propuesta conceptual de acuerdo al primer
objetivo, b) la elaboracion de la propuesta didéctica para el aprendizaje de la derivada de en el
segundo objetivo, y c) la evaluacion de los resultados en el tercer objetivo. Asi para el primer
objetivo nos apoyamos en el aprendizaje significativo de Ausubel (2002) y la cognicién
situada de Brown, Collins y Duguid (1989), en el segundo objetivo incluimos la teoria de la
matematica en el contexto de las ciencias de Camanera (1999, 2002, 2004). En el tercer
objetivo nos apoyamos en el enfoque ontolégico semidtico de Godino (2003) y en una
propuesta que elaboramos para el anélisis de habilidades de modelacién, con base en varios
autores (Houston y Neill, 2003; Kaiser, 2005; Lesh, 2003; Camarena, 2002, 2004).

La ubicacién exacta de cada teoria en los diferentes capitulos nos resulta compleja. Por
tanto, decidimos agrupar las teorias en el capitulo II, Antecedentes Tedricos. Ahi describimos
las condiciones del aprendizaje significativo y el papel del contexto para significar un
concepto. Después se presenta la propuesta de la matematica en contexto de las ciencias para
utilizar contextos de la ingenieria. Enseguida se describe cmo significar conceptos con la
nocion de modelo para en contextos de modelacién con base en cantidades. Con todo ello
sugerimos como lograr una mayor comprension relacional en el aprendizaje de matematicas.
Para evaluar dicha comprension, al final de dicho capitulo incluimos como referente tedrico el

enfoque ontoldgico semidtico.
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En el capitulo III se analiza el papel que tiene la modelacion en la matemaética escolar,
a través de ciertas corrientes tedricas. Con ello se prepara al lector para los dos puntos
siguientes: a) nuestra propuesta tedrica para evaluar las habilidades de modelacién de acuerdo
al tercer objetivo, y b) apreciar el aporte del enfoque hacia la modelacién en relacién con el
uso de la modelacion en el aula.

En el capitulo IV se describe con un ejemplo la importancia que tiene la derivada para
la ingenieria. Revisamos en forma breve la evolucion de dicha nocién y la dificultad heredada
para el aprendizaje al definirla como el limite de la razon de cambio promedio. Se presentan
diversos esfuerzos que se realizan para superar tales dificultades a través del uso del
laboratorio, de software y de nuevas epistemologias. En el capitulo V se describe la propuesta
conceptual para la derivada y con ello, se logra el primer objetivo del estudio. En la parte final
de dicho capitulo, presentamos sugerimos la didéactica para el aprendizaje de la derivada con la
matematica en contexto y la propuesta conceptual.

En los capitulos restantes describimos los resultados al implementar la nueva didéctica
y las conclusiones. Los resultados los presentamos en tres apartados: a) comprension
relacional, b) derivada y la realidad, y c¢) habilidades de modelacién. Las conclusiones se

describen para cada objetivo del estudio.
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II. Antecedentes teoricos

El aprendizaje de las matematicas es una actividad compleja y ello se refleja tanto en la
evolucién histérica reciente de la matematica educativa como en las evaluaciones
internacionales de PISA (UNESCO, 1996; Blum, 2002). Recientemente la modelacion
matemdtica y las aplicaciones adquieren relevancia para mejorar las competencias
matematicas logradas en los aprendizajes escolares. Pero la modelacién dispone de un
conjunto de principios para su aplicacion, en lugar de un cuerpo teérico que la sustente, tal
como ocurre con otros contenidos matematicos (Lingefjard, 2007a). Asi, la mejora del
aprendizaje via modelacion requiere indagar los aspectos tedricos sobre el papel del profesor,
del alumno, del saber y del contexto.

El primer objetivo de la investigacion es elaborar una propuesta conceptual para la
nocién de derivada con el enfoque hacia la modelacion. En la busqueda de referentes tedricos
que nos guiaran en tal objetivo consideramos apropiadas la propuesta del aprendizaje
significativo de Ausubel (2002) y la cognicion situada (Brown, Collins y Duguid, 1989). El
segundo objetivo es elaborar la propuesta didactica con base en la modelacion que integre la
propuesta conceptual. Para ello nos apoyamos en la matemdtica en contexto de las ciencias
(Camarena, 1999, 2002, 2004) y en el enfoque hacia la modelacion. En el tercer objetivo es
evaluar los efectos en la comprension relacional y en habilidades de modelacion. Para lo
primero nos apoyamos el enfoque ontolégico semidtico. Dicho enfoque es propuesto por
Godino (2003) para el analisis de los significados negociados en los procesos de instruccion
matematicos con base en la teoria de los significados de los objetos mateméticos (Godino y
Batanero, 1994) y de las funciones semidticas (Godino y Batanero, 1997,1998; Godino y
Recio,1998; Godino, 2003). Para lo segundo, en el siguiente capitulo describimos una
propuesta teérica después de revisar diferentes posturas que utilizan la modelacion en
educacion matematica.

En este capitulo describimos los elementos de las teorfas mencionadas con los que
fundamentamos nuestra investigacién. Presentamos una breve descripcion de las teorias
educativas segun Hernandez (1998) y como puede facilitarse el aprendizaje de un concepto

con la teoria del aprendizaje significativo. Comentamos bajo que condiciones las situaciones
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promueven dicho aprendizaje. También describimos elementos de la teorfa de la matematica
en cl contexto de las ciencias y que hay que considerar al elaborar una propuesta didactica.
Presentamos el enfoque hacia la modelaciéon, como se apoya en los elementos tedricos
descritos y como resignifica los conceptos. Por tltimo, describimos el enfoque ontolégico

semidtico como un instrumento para el analisis de la comprension relacional.

2.1. Aprendizaje significativo y cognicion situada.

Las exigencias de los gobiernos giran hacia un mayor contacto de la matematica con la
realidad. En respuesta, los matematicos profesionales recomiendan un mayor uso de la
modelacion en los procesos de aprendizaje (Blum, 2002). Creemos que esta situacion exige
clarificar los conceptos matematicos con relacion a la realidad cotidiana y que también
presiona a reducir obstaculos epistemolégicosd y el alto nivel intuitivo en el caso de la
derivada. Aqui la pregunta es ;bajo qué principios pedagogicos se puede lograr ésto? o mas
precisamente: ;bajo qué teoria podemos desarrollar nuestra propuesta? En esta seccion
presentamos ciertos elementos de la teoria de los aprendizajes significativos de David
Ausubel. Elementos que permiten clarificar las condiciones basicas para lograr de dichos
aprendizajes durante la apropiacion de conceptos cientificos.

Hernandez (1998) sugiere cinco corrientes teéricas o paradigmas principales en
educacién, Recurre a la nocion de paradigma en el sentido de Kuhn: el de un conjunto de
principios compartidos por una comunidad cientifica comprometida con ellos. Con dicha
nocion identifica las principales tradiciones de investigacion en psicologia educativa, a partir
de los sesenta. Es decir, los paradigmas educativos: a) conductista, b) humanista, c)
psicogenético piagetano, d) sociocultural de Vigotsky y e) cognitivo.

El paradigma conductista tiene un enfoque mecanicista. Esta representado en gran
parte por los trabajos de Skinner y sus seguidores: considera al alumno como un ente pasivo
merced a las influencias del entorno. En este paradigma domina un enfoque mecanicista de
accion reaccion. En el que un estimulo (la accion) produce una conducta como respuesta (la

reaccion). Para los conductistas la conducta observable es el objeto de estudio (Bigge, 1975;

* Noci6n introducida por Gastén Bachellard y aplicada al conocimiento matematico por Guy Brousseau. Refiere
al conocimiento que se opone a la apropiacién de un nuevo conocimiento. Usualmente proviene de la experiencia

cotidiana o de conocimientos cientificos construidos en forma errénea.
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Pozo, 2003), mientras que los aspectos cognitivos son ignorados. Este paradigma sostiene que
las conductas se pueden consolidar a través del uso de reforzadores. Dado que nuestra
investigacion gira en torno a la naturaleza cognitiva de la comprension, el conductismo es
poco apropiado a nuestros objetivos.

En un polo opuesto al paradigma conductista se encuentra el humanista. Tiene sus
raices en el existencialismo. Considera al ser humano como una totalidad tendiente a la
autorrealizacion, interpretante de su entorno, consciente de si mismo y de su experiencia.
Hernandez (1998) afirma que los trabajos en este paradigma son difusos. Pero que atn asi, en
educacion es posible identificar el papel de la ensefianza como medio para la realizacion del
ser, acentuar su personalidad e iniciativa con un espiritu solidario. Asi, los procesos de
aprendizaje deben partir de las necesidades individuales y sus potencialidades. El profesor
debe constituirse en un facilitador de su autorrealizaciéon. Nos parece que este paradigma
ofrece poco apoyo a nuestro interés sobre como apropiarse de un concepto.

De acuerdo con Hernandez (1998) los otros tres paradigmas le otorgan un papel
preponderante a la actividad. Centrados en los aspectos cognitivos del sujeto, estos sostienen
que el aprendizaje se da en la actividad constructiva. El paradigma psicogenético piagetano da
origen al constructivismo. Los trabajos de Piaget sobre la construccion del conocimiento tratan
de responder a las cuestiones sobre jqué es el conocimiento? y ;cudles son sus tipos? Como
bidlogo, Piaget se interesa en los procesos de adaptacion de los organismos vivos, a su
entorno. Piaget investiga sobre las formas en que el ser humano adapta y evoluciona al
construir su conocimiento. Sus aportes nos indican que el conocimiento se construye con base
en esquemas; con procesos en los que el aprendiz asimila, acomoda y equilibra dichos
esquemas. También sefiala Piaget que como ser vivo, el nifio evoluciona a través de diferentes
etapas o estadios, hasta alcanzar la madurez.

El paradigma sociocultural de Vigotsky resalta el aspecto social en los procesos de
aprendizaje. Vigotsky considera a la palabra como unidad basica del pensamiento y sefiala que
los significados son construcciones sociales que deben ser adquiridas por el nifio o el alumno.
(Vigotsky, 1995). De acuerdo con Hernandez (1998) Vigotsky destaca el papel que tiene el

profesor al trabajar en la zona de desarrollo proximo’ y potenciar los aprendizajes. El enfoque

® La entendemos como la diferencia entre el aprendizaje logrado por el individuo sin ayuda del profesor y el

aprendizaje logrado con su ayuda. Vigotsky resalta la importancia social de la zona de desarrollo proximo.
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preponderante del paradigma contempla al alumno como un ser social. Este construye su
conocimiento a través de la interaccion social. El paradigma vigotskiano brinda aportes
importantes para reconstruir un concepto como producto cultural. Sin embargo, pensamos que
algunos de sus aspectos fundamentales son recuperados por la cognicién situada de Brown,
Collins y Duguid (1986).

El inicio del paradigma cognitivo recupera el papel de la mente; se inicia en la segunda
mitad de los cincuenta con las teorias del procesamiento de la informacion. Segun Bruner
(citado en Hernandez, 1998) este paradigma coloca la mente en el centro de las
investigaciones, después de una indiferencia total en el paradigma conductista. En un inicio, la
intencion fue investigar sobre los procesos de construccion de significados, asi como en la
creacion del simbolismo utilizado en las representaciones de la realidad externa. Sin embargo,
la idea del procesamiento de la informacion desvid estas intenciones. Atn asi, investigadores
de este paradigma indagan la construccion de las representaciones mentales y su influencia en
el sujeto al construir nuevas representaciones. Es decir, se investiga la construccién de
significados. Los procesos de aprendizaje deben entonces, orientarse en dos direcciones

(Hernandez, 1998):

Al logro de aprendizajes significativos con sentido y al desarrollo de habilidades
estratégicas generales y especificas de aprendizajes [...] Esto quiere decir que los
contenidos curriculares deben ser presentados y organizados de manera tal que los

alumnos encuentren en ellos un sentido y un valor funcional para aprenderlos. (p. 133)

Nos apoyamos en la primer direccion sefialada. Con base en ello exponemos la forma en
que podria construirse un concepto cientifico. Creemos que la teorfa del aprendizaje
significativo de Ausubel proporciona un referente teérico adecuado. Aunque muy aceptada,
esta teoria también es desconocida en detalle (Rodriguez, 2004).

Para Ausubel (2002) el aprendizaje tiene dos dimensiones. La primera clasifica el
aprendizaje de acuerdo a como se relaciona la informacion: significativo o memoristico. El
aprendizaje significativo se logra cuando nueva informacion se enlaza de manera sustancial y
no arbitraria con la estructura cognitiva. El aprendizaje memoristico, cuando no se logra dicho

enlace. La segunda dimension atiende al tipo de ensefianza y clasifica al aprendizaje en: por
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recepcion o por descubrimiento. El aprendizaje por recepcion se da cuando se presentan los
contenidos en forma acabada, como conocimiento cultural. El aprendizaje por
descubrimiento, cuando se presenta parte de los contenidos, y el alumno descubre el resto. De
acuerdo con Ausubel (2002), el tipo de aprendizaje logrado es independiente de la forma en
que se accede a ¢él. Es posible lograr aprendizajes significativos por recepcion o por
descubrimiento, asi como aprendizajes memoristicos por cualquiera de esas dos formas
(Ausubel, 2002; Diaz-Barriga y Hernandez, 2002; Hernandez 1998; Pozo, 2003) tal como se
indica en la Figura 1.

En consecuencia, lo que define un aprendizaje significativo no depende directamente del
tipo de ensefianza, sean métodos tradicionales o activos. ;A que se refiere Ausubel cuando
habla de aprendizajes significativos? ;cudles son sus condiciones? Encontramos dos
acepciones del aprendizaje significativo: como producto y como proceso. Como producto se
refiere al aprendizaje logrado por el estudiante, en el que la nueva informacion se relaciona
con su estructura cognitiva de forma sustantiva, no arbitraria. Esto le proporciona un
significado, un sentido. Como proceso, el aprendizaje significativo describe al proceso de
aprendizaje. Creemos que dicho proceso refiere a la interaccion entre la estructura cognitiva
del estudiante y el nuevo material; implica comprender un material, generar significados y

volverlos funcionalmente disponibles.

Aprendizaje | Clarificacion de Instruccion Investigacion
significativo | relaciones entre audiotutorial cientifica. Musica o
conceptos bien diseiiada arquitectura nuevas
Conferencias o la Trabajo en el Mayoria de la
mayoria de las laboratorio investigacion o la
presentaciones en escolar produccion intelectual
libros de textos rutinaria
Aprendizaje Tablas de Aplicacion de Soluciones de
memoristico | multiplicar formulas para acertijos por
resolver problemas ensayo y error
. - . 3 . ’
Aprendizaje Aprendizaje por Aprendizaje por
recepltivo descubrimiento descubrimiento

guiado

autonomo

Figura 1. Tipos de aprendizaje que ocurren en €l aula segliin

Ausubel. Tomado de Hernandez (1998).
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Ausubel (2002) sefiala la existencia de dos condiciones basicas para que este proceso
ocurra: a) actitud de aprendizaje significativo, y b) un material potencialmente significativo.
La primera condicién establece que el estudiante debe tener una actitud de aprender
significativamente. Esto es, debe tener el objetivo o la intencion de relacionar el nuevo
material, de manera que lo haga en forma sustantiva y no arbitraria con sus conocimientos
previos. Esto se puede lograr, como hemos comentado, tanto por recepcion de la informacion
como por descubrimiento. Si este esfuerzo no se presenta, no es posible alcanzar un
aprendizaje significativo. La segunda condicion establece que el material sea potencialmente

significativo. Esto es, debe poseer un grado de significado logico (Ausubel, 2002):

En cuanto a la naturaleza del material de instruccion, es evidente que éste deber
suficientemente no arbitrario (es decir, no aleatorio, plausible, razonable) para que se
pueda enlazar de una manera no arbitraria y no literal con las ideas correspondientes
pertinentes que se encuentran en el ambito de lo que los seres humanos son capaces de
aprender (con las ideas correspondientes pertinentes que por lo menos algunos seres
humanos son capaces de aprender si se les da la oportunidad de hacerlo). Este aspecto
[...] que determina si el material es o no potencialmente significativo se puede llamar

grado de significado logico. (p. 125)

Pero para que un material sea potencialmente significativo, no basta con que posea un
significado 16gico. También se requieren ciertas ideas previas en la mente del estudiante. Ideas
que permiten relacionar la nueva informacién con las surgidas de la experiencia individual,
que dieron forma a la estructura cognitiva. Estas ideas las identifica Ausubel como ideas de
anclaje o subsumidores. Se relacionan de una manera sustantiva con la nueva informacién en
tres tipos de aprendizaje: subordinado, orden superior y combinatorio. El Primero de ellos se
presenta cuando la nueva informacion queda subordinada a ideas de anclaje que resultan mas
generales. Esto es, la nueva informacion es subsumida, incorporada a ideas previas mas
abstractas. En el segundo tipo de aprendizaje se da el proceso inverso: la nueva informacion es
mas general que las ideas previas. El tercero se presenta cuando es imposible establecer alguna

de las dos relaciones anteriores. Sin embargo, el nuevo conocimiento tiene puntos de contacto
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con diferentes ideas de anclaje. De esta manera, las ideas de anclaje facilitan la comprension y
disponibilidad, asi como la transferencia de la nueva informacion a otras situaciones.

En resumen, las condiciones de un aprendizaje significativo, depende practicamente de
tres condiciones: la disponibilidad de una actitud hacia el aprendizaje significativo; de un
material con significado 16gico, y de una estructura cognitiva con ideas de anclaje capaces de
relacionarse sustancialmente con la nueva informacion. La falta de cualquiera de estas
condiciones obstaculiza para el aprendizaje significativo. Las ultimas dos resultan criticas, si
deseamos relacionar con mayor fuerza conceptos matematicos con la realidad cotidiana.
.Como facilitamos la produccién de materiales con significado légico? Mas aun, ;jcoémo
acercamos dichos materiales a las ideas de anclaje? La revision indica que el contexto es
esencial para construir el concepto.

De acuerdo con Brown, Colins y Duguid (1989) el conocimiento se separa de sus usos
en la escuela tradicional, lo que dificulta la apropiacién de su significado. Para estos autores,
un concepto descrito a través de atributos invariantes como lo propone Ausubel, no
proporciona su significado. Ellos rechazan tal idea: sostienen que el significado de un
concepto se adquiere a lo largo de las diferentes situaciones en que se usa. Asi, el significado
del conocimiento remite al contexto en que se construye. En particular, en las situaciones que
se dan en la practica diaria de una cultura. Por lo tanto, el conocimiento es situado. Brown,
Collins y Duguid argumentan que el conocimiento es como el lenguaje: producto de la
actividad y situacion en que se genera. Con base en ello proponen equiparar la nocién con una
herramienta conceptual. El significado que el aprendiz le otorga depende de en qué y cémo lo
usa. En otras palabras, el contexto es un elemento para significar los aprendizajes.

Para Brown, Collins y Duguid (1989) el conocimiento se comparte por una comunidad
de usuarios, expertos, o comunidad de prdctica, término acufiado por Lave y Wenger (1991)
en su etnografia sobre aprendizaje situado. En ella describen cémo un aprendiz (de sastre,
carnicero, oficial naval) logra su conocimiento al ingresar a dichas comunidades.
Comunidades en que las herramientas se utilizan de una manera particular, como lo establece
su propia cultura. Por lo que el significado de dichas herramientas es cultural. Brown, Collins
y Duguid sostienen que el aprendizaje que se logra en la practica diaria es mas eficiente. Lo
describen como un proceso de enculturacién en el que un aprendiz realiza actividades

auténticas, como las hace la comunidad: con un significado propio. Ese significado no puede
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ser llevado al aula de manera plena, pues en ella se adquieren los significados de la actividad
escolar, de la cultura de la escuela.

De acuerdo con lo expuesto, la realizacion de actividades auténticas dota de significado
al conocimiento que logra el aprendiz. En consecuencia, dichas actividades son deseables en la
actividad escolar. Brown, Collins y Duguid sefialan la imposibilidad de ello, ya que estas
actividades se generan en los contextos de las comunidades de préctica. Sin embargo, sugieren
centrar la actividad educativa en contextos que facilitan la participacion en una actividad
auténtica. Esto es, una participacion sencilla, como la que realiza un principiante. Una
participacion periférica, actividad con pleno significado para el aprendiz y la comunidad,
como lo seria el planchar para un aprendiz de sastre (Lave & Wenger, 1991). Brown, Collins y
Duguid sugieren identificar las caracteristicas contextuales presentes en una actividad
auténtica determinada. Entendida ésta, como la que realiza la gente de la comunidad de
practica. Con base en dichas caracteristicas, estos autores proponen disefiar contextos en los
que el estudiante participe como un aprendiz. En un proceso de enculturacion, en el que el
contexto precede a la conceptualizacion.

Los aprendizajes significativos requieren de tres elementos: el interés del estudiante, un
material con significado légico y la presencia de ideas de anclaje. Nuestro interés lo centramos
en los ultimos dos elementos dada la naturaleza abstracta de los conceptos matematicos.
Naturaleza contraria a la del conocimiento basado en situaciones concretas. A nuestra
preocupacion por lograr un material con significado logico, el aprendizaje situado sefiala la
necesidad de relacionarlo con contextos previos en los que emerge y es utilizado. Esto es, el
conocimiento en forma de definiciones conceptuales acabadas, precisa de contextos de
significacién previos. Bajo esta Optica, la definicion s6lo es parte de un significado mas
global, que evoluciona a medida que surgen nuevas situaciones. Desde esta perspectiva, es
deseable incluir en forma previa situaciones que dan origen al concepto y en las que es posible
acordar significados logicos. Estos, como andamiaje para la definicién formal. Asi, un
material con potencial légico precisa de estos contextos, acuerdos y definiciones, lo que
facilita el aprendizaje significativo.

El contexto también ayuda a la presencia de ideas de anclaje. En esencia éstas surgen
de la experiencia cotidiana, en la interacciéon con el entorno y la cultura. Creemos, como

afirman Rioseco y Romero (1997), que los contextos cotidianos despiertan el interés del

17



11, Antecedentes teoricos

estudiante, proveen de sentido al conocimiento. En consecuencia, la seleccion de contextos
ordinarios en el que emerge un concepto, tiene un papel doble. Por un lado promueven el
recuerdo de ideas de anclaje en la estructura cognitiva con mayor probabilidad. Por otro,
proporcionan condiciones para que emerja el nuevo concepto. Encontramos en el uso de estos
contextos ordinarios una forma de acercar el nuevo material a las ideas de anclaje.

Nuestro problema de investigacion se ubica dentro del aprendizaje de calculo en
escuelas de ingenieria. Esto lleva a reflexionar sobre la idoneidad de la teoria para elaborar
una propuesta. De acuerdo a lo expuesto anteriormente, se debe considerar el uso del contexto
para la introduccion de nuevos conceptos y el logro de aprendizajes significativos. Pensamos
que la teoria de la matematica en cl contexto de las ciencias, responde a esos intereses en las
carreras de ingenieria. Primordialmente esta teoria utiliza contextos de las ciencias de la
ingenieria para aprender matematicas. Ofrece, por tanto, un referente teérico apropiado para

crear una propuesta didactica en el aprendizaje de la derivada.

2.2. La matemudtica en el contexto de las ciencias.

Esta teoria es explicita para aprender matematicas en ingenieria. De acuerdo con
Camarena (1999, 2002, 2004), dicha teoria surge en las escuelas del Instituto Politécnico
Nacional. Su propoésito es ayudar a los estudiantes a comprender la utilidad de la matematica
dentro de su actividad profesional. Para ello, debemos partir del hecho de que en estas
escuelas se forman ingenieros. Por tanto, los contenidos matematicos se deben ajustar a tal
situacion. Camarena propone que estos contenidos se desarrollen a partir de un proceso de
modelacién, que soluciona un problema del contexto de las ciencias de la ingenieria.
Camarena insiste en que los aprendizajes realizados de esta forma permiten que el
conocimiento matematico sea menos arido, y tenga mayor significado para el estudiante. Para
lograrlo, la propuesta teérica de Camarena se basa en cinco ideas fundamentales: a) definir
contenidos contextualizados en su ambito profesional, b) utilizar una didéctica basada en la
modelacién matematica, ¢) considerar las condiciones del origen del concepto matematico, d)
preparar al docente para este tipo de procesos, y ¢) considerar los aspectos cognitivos del
estudiante. El desarrollo de cada una de estas ideas se ha identificado como una fase tedrica:
curricular, didactica, epistemolégica, de formacion docente y cognitiva (Camarena, 2004).

Una didactica de modelacién implica solucionar un problema real, extramatematico. Esto es,
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fuera de las matematicas mismas. En consecuencia, se utiliza un contexto real propio de la
actividad profesional. El uso de este contexto se constituye en una fuente de significacion que
puede llevar a un aprendizaje significativo, lo que resulta de especial interés para nuestra
investigacion.

Camarena desarrollé la metodologia dipcing (disefio de programas de estudio de las
ciencias basicas de ingenieria), para contextualizar los contenidos matematicos dentro de las
ciencias de la ingenierfa. Con dicha metodologia se pretenden dos cosas basicas: primero, que
el profesor tenga claro el porqué de un contenido y oriente al estudiante durante su
aprendizaje. Segundo, que el curriculo quede construido con bases objetivas, en que las
ciencias basicas funcionan como cimiento de la ingenieria (Camarena, 2002a). Para
determinar los contenidos, la metodologia comprende tres etapas: a) una etapa cenfral en la
que se analizan los textos del programa de ingenieria para identificar los contenidos requeridos
en cada area basica. La intencion es vincular los contenidos de las ciencias basicas, las
ciencias basicas de la ingenieria, y las ciencias de especialidad; b) una etapa denominada
precedente, en la que se determina el perfil de ingreso de los estudiantes con base en la etapa
central y c) la etapa llamada consecuente, en la que se entrevista a ingenieros en ejercicio para
conocer los contenidos de las ciencias basicas que utilizan durante su actividad profesional. De
esta forma se fortalece la vinculacion externa entre el nivel superior y el posgrado; entre la
escuela y la industria (Camarena, 2002b). La importancia de la metodologia dipcing esta en su
papel para contextualizar contenidos matematicos en las actividades de la ingenieria. Acerca
ademas, a los estudiantes a los contextos reales de la actividad profesional.

La metodologia dipcing presenta al estudiante los conocimientos mateméticos de una
forma coherente e integrada. Para lograr esto la dipcing prescribe contenidos vinculados a
ciencias de ingenieria, especificando enfoques, notaciones, profundidad y aplicaciones a
abordar para asi solucionar los problemas de ingenieria. Esto implica una didactica en la que el
proceso de enseflanza-aprendizaje arranca con problemas contextualizados para modelarse a
través de las matematicas, en vez de iniciar con conceptos formales como ocurre en una
ensefianza tradicional. Camarena llama a esta didactica matemdtica en contexto y nos indica

que tiene siete etapas fundamentales (Camarena, 2004):

1. Planteamiento del problema de las disciplinas del contexto.
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2. Determinacion de las variables y de las constantes del problema.

3. Inclusién de los temas y conceptos matematicos necesarios para el desarrollo del
modelaje y su solucion.

4. Determinacion del modelo matematico.

5. Solucion matematica del problema.

6. Determinacion de la solucion requerida por el problema en el ambito de las
disciplinas del contexto.

7. Interpretacion de la solucion en términos del problema y érea de las disciplinas del

contexto. (p. 58)

Aunque la etapa central de esta didéctica es la del modelaje matematico y se relaciona
con lo que el futuro ingeniero debe realizar (Camarena, 2003, 2003a, 2004), Camarena nos
advierte que la modelacion no se contempla explicitamente en los programas de ingenieria

(Camarena, 2002):

Si bien los programas de estudio de matematicas en carreras de ingenieria no siempre
contemplan todos los temas que son necesarios para los demds cursos de la propia
ingenieria, también es cierto que existen elementos que quedan en tierra de nadie
[cursiva agregada] y que sin embargo, se supone que el ingeniero en ejercicio de su
labor debe conocer y manejar con habilidad, entre estos elementos se localizan los

modelos matematicos. (p. 297)

Hay un malentendido entre maestros de ingenieria y de matematicas: cada uno supone
que la modelacién la debe ensefiar el otro. La modelacion, asi, queda dentro del curriculum
oculto, entendido como el aprendizaje derivado de la practica escolar informal. Por
consecuencia se desvinculan ciertos conocimientos matemdticos con las actividades
profesionales del mundo real. Esto es contrario al interés que manifiestan los gobiernos
miembros de la OECD a través del programa PISA, en cuanto al uso del conocimiento
matematico.

Un ejemplo del tipo de problemas que se manejan dentro de la matemaética en el

contexto de las ciencias, es el que reporta Ziiiiga (2004) en su investigacion:
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Uno de los problemas mas desafiantes para el control de la contaminacion del agua lo
presenta la industria del curtido de pieles. Los deshechos de esta industria son
quimicamente complejos. Se caracterizan por valores clevados en la demanda de
oxigeno bioquimico, los sélidos volatiles y otras mediciones de contaminacién.
Actualmente se tiene un problema serio con este tipo de contaminacién en las cercanias
de la ciudad de San Luis Potosi y se les esta invitando a contribuir en la solucion del
problema. De acuerdo a los estudios realizados, lo que se necesita en estos momentos
es determinar un modelo matemdtico para el comportamiento de este fendmeno y
poder entonces estimar elementos en relacion a la contaminacion producida.
Considérense los datos experimentales de la tabla de abajo los cuales se obtuvieron de
33 muestras de desperdicios que se tratan quimicamente en un estudio realizado en la
empresa potosina Pieles Naturales del Centro, durante el periodo comprendido entre
agosto de 2001 y enero de 2002. Se presentan las lecturas de la reduccién porcentual
del total de sélidos (x) y de la reduccion porcentual de demanda de oxigeno quimico
(y) para esas 33 muestras.

,Qué modelo matemdtico propondrian para el comportamiento de estos datos

experimentales? (p. 157).

Con dicho problema Zuiiiga (2004) analiza las funciones cognitivas que ponen en
juego los estudiantes, al introducirlos a los conceptos de funcion de dos variables, derivada
parcial, asi como al proceso de determinar valores minimos para tales funciones. El estudio
fue realizado con alumnos de Ingenieria Industrial y de Sistemas del Sistema Tecnoldgico de
Monterrey, campus San Luis Potosi. El problema es tipico de la contaminacién ambiental en la
zona circundante a la ciudad de San Luis Potost.

De acuerdo con la didactica de la matematica en contexto, las dos etapas iniciales son
el planteamiento del problema y la determinacién de variables y constantes. Dada la forma en
que Zufiiga describe el problema, observamos que las variables x, y las proporciona €l mismo.
Zafiiga (2004) reporta que durante la primera sesion se presentd el problema. Se observo
motivacion en el grupo por la naturaleza del problema. Se pidié a los estudiantes que lo

analizaran, discutieran y escribieran el planteamiento considerando lo que conocen y lo que
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desconocen. Para ello, los organizd en equipos de trabajo. Zuiiiga reporta que durante la
discusion los estudiantes graficaron los datos para ver si correspondian a una funcion.
Encontraron que no y entre otras estrategias que pensaron, trazaron una linea entre los
diferentes puntos dada la forma que aparecen en la grafica. El problema fue entonces
determinar la linea (modelo) que mejor se ajustara a los datos. Zufiiga pidi6 entonces que los
estudiantes investigaran si existian métodos para encontrar tales tipos de lineas.

En la segunda sesion, después de comentar los métodos de correlacion, interpolacion y
extrapolacién, Zufiiga indujo al grupo a utilizar el método de minimos cuadrados, lo que
corresponde con la tercer etapa de la matematica en contexto: inclusion de los temas y
conceptos necesarios para resolver problemas. Zuiliga describi6 las ideas fundamentales del
método de minimos cuadrados. Obtuvo la siguiente funcién que describe la suma de los
cuadrados de las diferencias entre el dato que proyecta la linea (modelo) y el dato real de la

demanda de oxigeno.

dud 2
Z[y; - (mxi + b)]'
i=1

Zuiliga (2004) reporta que los estudiantes tuvieron problemas para conceptualizar
como variables los valores que determinaban la recta m y b, atribuible a la tradicion de utilizar
x, y para representar las variables. Para superar este obstaculo ellos calcularon la sumatoria
anterior con menos datos para analizar como se comportaba la funcion obtenida. De la tercera
a la quinta sesion, estudiaron la nocién de funcion para generalizarla a dos variables.
Aplicaron la derivada parcial para ampliar la nocion de derivada de una variable y
determinaron como encontrar valores minimos con derivadas parciales. En la sexta sesion, el
profesor presenté la cuarta etapa de la matematica en contexto. El profesor y el grupo
determinaron el modelo matematico al identificar los valores de m, b que minimizan la
sumatoria del cuadrado de las diferencias mencionadas. Aunque el problema explicitamente
solicitaba la determinacion del modelo, no observamos, en lo que reporta Zaiiiga (2004) el
desarrollo de otras etapas de la matemética en contexto, que refieren a la obtencién de una
solucion matematica y la bondad del modelo para representar y solucionar el problema.

Entre los principales propositos de la matematica en el contexto de las ciencias se
encuentra integrar el conocimiento matematico a las ciencias de ingenieria. En el ejemplo

descrito observamos el empleo de temas matematicos sumamente abstractos para solucionar
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un problema de estimaciones de contaminantes. De acuerdo con Ziiiga (2004) la introduccién
de un problema real, en un contexto propio de su carrera, motivo a los estudiantes. Sugerimos
que también proveyd de un contexto para significar derivadas parciales y el método de
minimos cuadrados, en una actividad propia del ingeniero. De esta forma la matemadtica en
contexto promueve el interés del alumno por el aprendizaje de las matematicas. Reduce su
aridez e integra la actividad de ingenieria con los conceptos matematicos. Por consecuencia,
creemos que facilita un aprendizaje significativo.

[.a matemdtica en contexto ofrece un marco teérico apropiado para elaborar una
didactica con base en la actividad de modelar y constituye nuestro principal referente teérico.
Sin embargo, no es facil de lograr (Camarena, 1999) y queda limitada a contextos de la
actividad profesional, los cuales con frecuencia no estan al alcance de los estudiantes en la
vida cotidiana. Pensamos que esto tltimo es desventajoso, ya que como proponen Rioseco y
Romero (1997) el aprendizaje significativo se facilita con el uso de contextos ordinarios de la
vida cotidiana. Esto es, enire mdas cercano esté un contexto profesional a un contexto
ordinario, habrd mayor niimero de ideas de anclaje. Proponemos que el enfoque hacia la

modelacidén complementa a la matemadtica en contexto en este tltimo aspecto.

2.3. El enfoque hacia la modelacion.

En esta propuesta conceptual re-orientamos el significado de ciertos conceptos
matematicos hacia la modelacion. Iniciamos dicha propuesta en la unidad académica San Luis
Rio Colorado del Centro de Estudios Superiores del Estado de Sonora. Con dicho enfoque
presentamos a los alumnos de ingenieria industrial una matematica mas cercana a la realidad
(Cervantes, 1996). En un principio comparamos las actividades de modelacion matematica
con las actividades de modelacion dentro del disefio en ingenierfa (Krick, 1995). Por ejemplo,
es comun que se usen maquetas para reproducir edificios o modelos a escala para representar
autos, aviones, o cualquier otro objeto real. Las actividades de su construccion comprenden,
entre otras, medir aquellas partes esenciales para su prototipo. Esto es, reducir dimensiones a
representar por medio del uso de una escala de reduccion. Construir tales partes e integrarlas
de manera que constituyan al objeto como un todo. A través del modelo obtenemos
informacion, en forma de imégenes visuales para diferentes colores, posiciones o del efecto de

alguna modificacion. En esta actividad de modelacion distinguimos fres elementos relevantes:
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a) considerar s6lo aspectos esenciales que describen la naturaleza o el comportamiento de una
realidad concreta a través del modelo, b) modificar el modelo respetando la realidad
representada y c¢) generar informacion vélida para nuevas condiciones, usualmente orientada a
solucionar un problema. De acuerdo con Krick (1995) las representaciones o modelos

matematicos que se utilizan para el disefio en ingenieria revisten estos elementos:

Por medio del empleo de las mateméticas pueden realizarse predicciones de [...]
fenomenos naturales, asi como también del comportamiento de dispositivos,
estructuras y procesos construidos por el hombre. Utilizando el sistema de reglas y
convenciones prescritas por las matematicas, y asignando simbolos para representar las
propiedades importantes del objeto real, las expresiones matematicas pueden
manipularse hasta obtener predicciones utiles de lo que debe esperarse segin

determinadas condiciones. (p. 65)

A diferencia de las maquetas y modelos a escala, las matematicas emplean simbolos
para representar los objetos v situaciones reales. Estos simbolos y los conceptos que subyacen
en ellos tienen significados muy propios de la actividad de modelacion. En consecuencia, el
aprendizaje de las matematicas debe incluir dichos significados. Bajo esta forma de pensar
desarrollamos lo que inicialmente denominamos el enfoque de modelos simbdlicos (Cervantes,
1996) y actualmente denominamos el enfoque hacia la modelacién (EHM). Tiste es construido

a partir de tres ideas fundamentales:

a) Las matematicas son producto de la actividad humana y se inician a partir de una
actividad modeladora del ser humano sobre su medio ambiente, tal como lo postula
Freudenthal (Gravemeijer y Terwel, 2000).

b) La actividad de modelacion béasicamente se realiza con base en las cantidades que
representan el problema y sus relaciones.

¢) Los conceptos matematicos asi generados tienen un significado de modelo pard®

relaciones constantes’ entre tales cantidades.

% Simbolizacion matematica que describe generalidades comunes a diferentes situaciones problemas.
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Con estas ideas pretendemos recuperar contextos de modelacion que creemos se
presentaron en el inicio de las matemdticas, asi como el papel de las cantidades como fuente
de significacion. Proponemos de igual manera que los conceptos matematicos pueden
significarse a partir de las relaciones constantes entre las cantidades presentes en la actividad
de modelacion, y reducir su dificultad de contenido. Creemos que dichos significados
funcionan como lo indica la nocioén de modelo para definida por la realistic mathematics
education® (Gravemeijer y Terwel, 2000). Pensamos que con esta posicion se recuperan
contextos de modelacion en ambientes cotidianos; asimismo se pueden elaborar nuevos
materiales con significado légico con base en las relaciones entre cantidades. El objetivo es
facilitar el aprendizaje significativo y en consecuencia la comprension de los conceptos
matemadticos. Las ideas fundamentales nos requieren clarificar la nocion de modelo, explicar
cdmo se modela con base en las cantidades, asf como describir los significados de modelo

para que otorgamos a ciertos conceptos.

2.3.1. La nocién de modelo. Hay diversas definiciones para la nocién de. Para
investigadores de operaciones que utilizan modelos matematicos en forma exhaustiva, un
modelo es una representacion abstracta e idealizada de una situacion real (Moskowitz y
Wright, 1982). Dicha representacion también describe relaciones de causalidad (Thierauf y
Grosse, 1991). En el area educativa, Swetz (1991) considera un modelo matematico como una
estructura muy proxima a la del fenomeno representado. Biembengut y Hein (1999) se refieren
a un modelo como simbolos y relaciones matematicas que representan un problema real. Algo
similar ocurre entre las posturas tedricas que utilizan modelacion en la matemética escolar.

Para las models and modelling per.specrivesg (Lesh y Lehrer, 2003) el modelo se define como

’ Relaciones de tamafio, de unién o separacion, y de variacion. La estructura de estas relaciones se encuentra
tanto en las situaciones problema como en el concepto que emerge al modelar dichas situaciones. Asi, la relacion
de union de cantidades cualesquiera tiene una estructura compuesta por dos o mas cantidades cualesquiera que se
unen. Dicha estructura origina el concepto de suma. En consecuencia, éste tiene un significado de modelo para
tal estructura de relaciones. Esto es, de maodelo para la union de cantidades cualesquiera.

¥ Corriente tedrica surgida en los Paises Bajos que utiliza la modelacién en sentido amplio y sugiere que el nifio
“reinventa” el concepto con modelos que emergen en la actividad matematica.

® Propuesta estadounidense que utiliza actividades que “invocan” la construccién de un modelo. Se describe en el

siguiente capitulo.

25



I1. Antecedentes tedricos

un sistema conceptual que se puede expresar a través de multiples representaciones. El modelo
matematico se centra méas en las caracteristicas estructurales del sistema representado (Lesh y
Harel, 2003). Desde la perspectiva de la realistic mathematics education la nocion de modelo

es mas amplia, e incluye al modelo matematico (Van der Heuvel-Panhuizen, 2003):

Dentro de la realistic mathematics education, los modelos son considerados
representaciones de situaciones problema, que necesariamente reflejan aspectos
esenciales de los conceptos matematicos y las estructuras que son relevantes para la
situacién problema, pero que pueden tener diferentes manifestaciones. Esto significa
que el término modelo no es tomado de una manera muy literal. Materiales, bosquejos
visuales, situaciones paradigmadticas, esquemas, diagramas y aun simbolos, pueden

servir como modelos. (p. 13) [traduccion libre].

A partir de esta variedad de nociones, en el enfoque hacia la modelacion, por modelo
nos referimos a toda representacion idealizada de relaciones, causalidades y estructuras del
fenomeno o sistema representado, para describirlo, explicarlo o predecir su comportamiento
como un todo. Bajo esta perspectiva un modelo a escala describe la naturaleza fisica del objeto
real. A su vez, un modelo matemético podria describir ¢l comportamiento de toda una
situacién. En particular nos interesan los modelos matematicos construidos con simbolos,
porque al atender sus elementos, podemos construir significados asociados a la actividad de la
que emergieron. Algunos ejemplos de modelos simbélicos para calcular un volumen, la unién

de dos cantidades especificas y una razon de variacion instantanea son:

p TR 425+ 32 =457 L _b-dyP
P di

Creemos que las matematicas como modelos simbdlicos se originaron al solucionar

problemas en contextos cotidianos al modelar con base en cantidades.

2.3.2. Modelacion con base en las cantidades. Sugerimos que la matematica surgio

ante una situacién problema que exigi6 cuantificar una dimensién para representarla. A través
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de la historia esto llevd paulatinamente a crear las matematicas como un sistema semiotico
cultural (Radford, 1998, 2004). Lo que actualmente recibimos en la escuela es la matematica
formal, en su forma acabada, abstracta y descontextualizada. Es frecuente ver que los textos
privilegian los significados con base en el nimero y sus estructuras (Castro, Rico y Castro,
1995) y que pasan por alto posibles contextos de modelacién que les dieron origen. Pero,
icomo serfa dicha modelacion? Pensamos que la modelacion como actividad elemental
requiere: a) identificar lo que se tiene que medir o contar; b) crear o adoptar una unidad de
medida apropiada; ¢) determinar cantidades a través del conteo o la medicién; d) identificar la
forma se relacionan las cantidades en la situacion problema; e) formular un modelo simbolico
y ) obtener una solucién. Es razonable pensar que en un inicio, ante una situacién problema,
el ser humano se vali6 de una unidad de medida arbitraria —tal vez los dedos— y empezo a
contar el nimero de unidades presentes. Asi, creé el nimero como nombre propio de una
cantidad dada y en consecuencia las matematicas como un lenguaje. En el enfoque hacia la
modelacién pensamos que las cantidades obtenidas de estos procesos de medicion y conteo
son el enlace entre la realidad y su representacion simbélica, su modelo. Entendemos por
cantidad un tamafio cuantificado, una porcion de magnitud o un mimero de unidades.

El uso de las cantidades como enlace entre el entorno y el modelo matematico no es
nuevo. Camacho reporta en su investigacion histérica sobre la difusion de los conocimientos
en la América del siglo XIX, en el Colegio de San Ildefonso en México, el papel que
desempefié la nocion de cantidad con significados muy similares a los que le asignamos en el

enfoque hacia la modelacion (Camacho, 2002):

En primer término opera con magnitudes de la matematica (niimeros reales y variables)
y bajo otra perspectiva como entes de la realidad fisica (dreas, volimenes, distancias)
[...] Dentro de las actividades cientificas en nuestro pais, dicha idea se utilizaba como un
elemento de enlace entre la matemadtica y los problemas fisicos que enfrentaban
disciplinas como la astronomia y [la] topografia, colocandose entre el problema real y el
concepto de ecuacion o funcion [...] el enlace se daba de la siguiente manera:

Problema fisico <> Cantidad < Ecuacién-funcion

27



Il Antecedentes tedricos

La justificacién a este esquema operativo se encuentra inmersa en los modelos

matematicos [...] que hacian mas rdpidos y confiables calculos hacia la fenomenologia

fisica. (p. 17)

En el enfoque hacia la modelacion, recuperamos el papel de las cantidades como

elemento de enlace entre la situacion problema y el concepto matemaético que la modela:
Situacion problema < Cantidades < Concepto matemdtico

Estos conceptos funcionan como modelo para telaciones constantes entre las
cantidades presentes en tal situacién problema. Veamos esto con un ejemplo. Supongamos que
deseamos determinar cudnto espacio ocuparan un librero y un archivero en una oficina. El
pensamiento inmediato es tomar una cinta métrica, medir ambos objetos y luego sumar tales
cantidades. Al hacerlo, necesariamente elegimos una unidad de medida y cuantificamos la
longitud del librero y del archivero. Supongamos que miden 90 cm y 50 cm respectivamente.
El siguiente paso es determinar el total que mediran juntos: 90 cm + 50 cm = 140 cm. Hemos
construido un modelo matematico que nos describe cuanto medirdn ambos muebles si los
colocamos juntos. En la Figura 2 indicamos para qué utilizamos cada simbolo del modelo.

En el modelo anterior se precisan los tamaiios o dimensiones a través de los conceptos
de unidad de medida, cantidad y ntimero; la unién de tales tamafios o dimensiones se modela
con el concepto y su algoritmo,'® y el tamaiio o dimensién de la unién se representa a través
del concepto de igualdad. El concepto central que describe toda la actividad de modelacion, es
el de suma: funciona como un modelo para la unién de cantidades cualesquiera. Aqui la
relacién invariante es que las cantidades se unen. La suma implica la unién de cantidades.

Este tipo de significados no los encontramos explicitamente en posturas que utilizan la
modelacion en la matemética escolar. Sin embargo, los consideramos importantes para
comprender significados de los conceptos desde una actividad de modelacién, cuyos

contextos implican acciones ordinarias como contar y medir. Estos significados permiten ir del

"% £l algoritmo lo describimos como un procedimiento que se sigue paso a paso para calcular un resultado. Tales
procedimientos pueden ser la division larga o la suma de quebrados, enfre otros.
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problema al concepto y del concepto al problema, pasando por diferentes niveles de

comprension (Gravemeijer, 1999; Van Der Heuvel-Panhuizen, 2003).

. unidad de
car_mdad de medida
unidades utilizadas

que mide el
librero \ (

90cm + 50cm = 140 cm

cantidad
indicamos que las :c?uitf:;l;nde
cantidades se unen y Al
utilizamos el

algoritmo suma para e <
indicamos que se trata de

calcular el valor de la cantidad de :
union unidades dos cantidades que al
que mide el compararlas representan el
avehives mismo tamafio o dimension

Figura 2. Usos de los diferentes simbolos que integran un modelo
matematico.

2.3.3. Significados como modelos para. En el enfoque hacia la modelacion, a ciertos
conceptos les atribuimos un significado de nodelo para, que describe las relaciones constantes
entre cantidades. Estas relaciones se establecen con base en la actividad realizada con las
cantidades, que emergen durante la representacion del problema. Hasta el momento,
distinguimos tres tipos de relaciones: de tamafio, de unién o separacion y de variacion. Las
relaciones de tamaiio surgen durante actividades de comparacion: json cantidades mayores o
menores?, ;iguales?, jcudntas veces una cantidad es mds grande o pequefia que otra? Las
relaciones de union o de separacion aparecen cuando la actividad requiere unir o separar las
cantidades: ¢hay que unirlas o separarlas?, ;son todas iguales o diferentes?, jla union se
parece al crecimiento generacional o no? Las relaciones de variacién emergen en actividades
que representan variaciones: ;la variacion depende de otra cantidad?, ;son variaciones

promedio o para un punto? o, ;se trata de obtener una variacion total a partir de la variacion de

cada punto?
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Las relaciones constantes producen significados. Sugerimos que éstas constituyen lo
que denominamos el significado genético del concepto (Cervantes, 2003) es decir, la razon
primordial de su existencia, su significado como modelo para relaciones constantes entre
cantidades. Rescatamos con ello el papel de las cantidades como clemento central de
significacién de los conceptos matematicos. Los apreciamos como modelos de una situacion
dada en que las cantidades muestran una relacién invariante, especifica. Reconocemos que no
todos conceptos presentan este significado, sino que otros funcionan como representaciones
aisladas, con una especie de significado de elemento del modelo.

En el caso de las operaciones bésicas, las relaciones modeladas son aquellas que se
presentan en las actividades de unién o separacion de cantidades. Por ejemplo, comentamos
que a la suma le asignamos un significado de modelo para unir cualquier cantidad, esa es, en
nuestra propuesta, su significado genético. La suma entonces modela situaciones cuya
solucion requiere de actividades en que se unen cantidades conocidas o desconocidas, y cuyo
resultado deseamos conocer. Establecemos asi una relacion directa entre la aritmética y el
algebra. Cuando las cantidades son conocidas dentro de la suma, modelamos las situaciones
aprendidas en la aritmética como una estructura numérica (Castro, Rico y Castro, 1995). Si las
cantidades son desconocidas, modelamos las situaciones a través de la suma algebraica. En
ambos casos se ftrata de unir cantidades cualesquiera. Bajo esta linea de pensamiento
sugerimos que las leyes conmutativa y asociativa'' de la suma se derivaron del
comportamiento de las cantidades al unirlas.

Algo similar ocurre con la operacion de resta: aqui el significado genético es de modelo
para la separacion de cantidades cualesquiera. En estos procesos de separacion encontramos
fres situaciones: separar una cantidad menor a la disponible, una igual y una mayor, lo que
lleva a crear un sistema numérico que incluya al cero y a los negativos para modelar las
Gltimas dos situaciones. Para nosotros la division y la multiplicacién también modelan
procesos de union y de separacién con la particularidad de que estos procesos involucran la
presencia de cantidades iguales. Asi, para la multiplicacion, su significado genético es el de

modelo para la unién de cantidades iguales y en ¢l caso de la division, es el de modelo para la

1 La ley conmutativa establece que ¢l orden con que se inicie la suma no importa, en otras palabras, es lo mismo
empezar la union con cualquier cantidad: 1 +2 =2+ |. La ley asociativa establece que la suma puede iniciarse

con cualquier par de sumandos, o cualquier par de cantidades: (1 +2)+3 = 1+ (2+3).
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separacion en cantidades iguales. Presentamos de manera mas detallada estas nociones en £/
enfoque de modelos para matemdticas: modelos bdsicos, documento escrito para los
estudiantes de ingenieria industrial de la unidad CESUES San Luis Rio Colorado (Cervantes,
1996). En una investigacion exploratoria encontramos indicios de que el enfoque hacia la
modelacion promueve la comprension de los conceptos como modelos matematicos
(Cervantes, 2003; Cervantes y Arcos, 2005). En la Tabla 1 presentamos ciertos conceptos con

significados de modelo para.

Significado genético

- - t Ati
( modelo para un tipo de relaciones) CUITEROIRA ORGS0

Relacion

Cantidades iguales Igualdad

De tamafio: surgen en  1as| canridad(es) mayor(es) que otra(s)

actividades que requieren comparar Desigualdad
- . i
las cantidades: json cantidades .
o o | Cantidad(es) menor(es) que otra(s)
mayores o menores?, ;iguales?,
jcudntas veces una canlidad es mas . ; ]
grande o pequena que ofra? Relacion entre dos cantidades Razon
Relacion porcentual Porcentaje
Unidn de cantidades
; Suma
cualesquiera
) » Unién de cantidades Multinlicacié
De unién o separacién: emergen | jgyales ultiplicacion
i las .ﬂClIVIdeCS q:{i SZ{!}“_CI“'"’ Separacion de cantidades Resin
unir o separar las cantidades: ghay | o\ 21ecouicra
que unirlas o separarlas?, ;son Separacion d ad
todas iguales o diferentes?, glaf: cpallﬂ‘cmn I Division
unién se parece al crecimiento | 'BUAICS
generacional o no? Uni6n exponencial de cantidades Potencia

Separacion exponencial de cantidades | Raiz

De variacién: surgen en las| pependencia entre cantidades Funcién
actividades ~ que  representan
variaciones: la variacion depende | Relacion entre dos cantidades de
de otra cantidad?, ;son variaciones | variacion

promedio o para un punto?, jse¢|Relacion instantinea entre  dos
trata de obtener una variacion total | cantidades de variacion

a partir de la variacion de cada
punto?

Razén de cambio promedio

Derivada

Variaciones totales Integral

Tabla 1. Significados de modelo para de ciertos conceptos mateméaticos con el
enfoque hacia la modelacion.

La intencion del enfoque hacia la modelacion es proporcionar una vision de modelo

para los conceptos matematicos que acerque las matematicas con la realidad, a partir de lo que
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llamamos el significado genético y la nocion de modelo para. Al igual que la matematica en el
contexto de las ciencias, ésta es una propuesta surgida en las escuelas de ingenieria para
facilitar el aprendizaje en matematicas. El primer objetivo de la investigacion es construir una
propuesta conceptual para el aprendizaje de la derivada con un significado de modelo para una
relacion constante e invariante entre cantidades. Con base en la matematica en contexto
nuestro segundo objetivo es desarrollar una didactica para la comprension de la deerivada al
contextualizarla en actividades ordinarias de contar y medir. Actividades que requieren
determinar cantidades y sus relaciones para solucionar una situacion problema. El tercer
objetivo requiere que caractericemos efectos en la comprension, asi como en las habilidades
de modelacion. Para estudiar los significados y la comprension, consideramos apropiado el
enfoque ontoldgico semiotico de Godino (2003). Dicho enfoque constituye una postura teorica
para analizar procesos de ensefianza aprendizaje de las matematicas. Los resultados que

obtuvimos sobre de los efectos en la comprension se describen en capitulos posteriores.

2.4. El Enfoque Ontoldgico Semiético y la comprension relacional.

En Espaiia, el doctor Juan Diaz Godino y un grupo de investigadores de la Universidad
de Granada realizan una actividad importante para nuestra investigacion. Para ellos un
concepto matemético es objetivado por la cultura. Hablan entonces de un objeto como algo
que puede ser sefialado, indicado o referenciado. Godino y colaboradores proponen el enfoque
ontoldgico semidtico para caracterizar los significados presentes en los procesos de ensefianza
aprendizaje sobre objetos matematicos. En la siguiente seccion describimos los elementos que

utilizamos de dicha propuesta en nuestro anélisis de la comprension relacional.

2.4.1. Significados y funciones semioticas. Godino (2003) sefiala que la investigacion
en didactica de las mateméticas debe centrarse en el analisis de los procesos de enseiianza
aprendizaje realizados en las aulas. Asi como en sus factores condicionantes: saber, alumnos,
profesor, contexto y relaciones entre ellos. Propone para ello su enfoque ontolégico semiético
que se ubica dentro de las corrientes constructivistas. El eje principal del enfoque es la teoria
de los significados de los objetos mateméticos (Godino y Batanero, 1994) y la teoria de las

funciones semib6ticas (Godino, 2002; Godino y Batanero, 1997, 1998; Godino y Recio, 1998).
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La teoria de los significados de los objetos matematicos establece que el significado se
sitha en el sistema de prdcticas de donde emerge el objeto. Como préctica se considera
cualquier actuacién, lingiiistica o no, mostrada en la actividad matemética por un sujeto o por
una institucion.'”” En consecuencia, el significado se identifica como una praxeologia
matematica relacionada con el objeto matematico. Praxeologia que entendemos como un
conjunto de actuaciones relacionadas con dicho objeto o concepto. Godino (2003) sefiala que
ésta tiene un componente practico (praxis) y un componente discursivo (logos). El primero de
ellos remite a las acciones y tareas realizadas durante la solucién de una situacion problema.
El segundo componente refiere a los aspectos tedricos, esto es, al discurso que explica tales
acciones y tareas.

En el enfoque ontolégico semidtico el significado de un objeto es un emergente
evolutivo. Es decir, el significado emerge y evoluciona de practicas significativas que tienen
sentido e importancia para un sujeto o una institucion. En el caso del sujeto el significado es
personal. En el caso de la institucion, entendida como un grupo de matematicos profesionales
o instituciéon matemadtica, el significado es institucional (Godino, 1996; Godino y Batanero,
1994). Observamos en esta posicion un significado que va mas alla de la simple definicion del
concepto. Se trata de un significado global més orientado a la actividad o contextos de donde
emerge un objeto; mismo que puede ser un concepto matematico. Esta posicion coincide con
la cognicion situada.

El significado de un objeto matematico tiene diferentes componentes. El significado
como praxeologia implica un analisis de las diferentes précticas relacionadas a un objeto.
Godino y colaboradores en forma evolutiva han propuesto una categorizacion de tales
practicas. Cada categoria se convierte en una fuente de significacién. Dichas categorias son
llamadas entidades primarias del significado: situaciones, acciones, conceptos, propiedades,
argumentos y lenguajes. En consecuencia, el significado de un objeto es global o sistémico.
Esto es, estaria formado por los significados construidos dentro de cada categoria o entidad

primaria del significado (Godino y Batanero, 1997; Godino, 2002):

2 Con este término Godino y Batanero (1994) se refieren a una organizacion de profesionales o a una institucion

propiamente dicha.
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(1) Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos). En un texto vienen dados en
forma escrita o gréfica pero en el trabajo matematico pueden usarse otros registros
(oral, gestual). Mediante el lenguaje (ordinario y especifico matemético) se describen
otros objetos no lingiiisticos.

(2) Situaciones (problemas mas o menos abiertos, aplicaciones extramatematicas o
intramatematicas, ejercicios...); son las tareas que inducen la actividad matematica.

(3) Acciones del sujeto ante las tareas matematicas (operaciones, algoritmos, técnicas
de calculo, procedimientos).

(4) Conceptos, dados mediante definiciones o descripciones (nimero, punto, recta,
media, funcion...).

(5) Propiedades o atributos de los objetos mencionados, que suelen darse como
enunciados o proposiciones.

(6) Argumentaciones que se usan para validar y explicar las proposiciones (sean

deductivas o de otro tipo). (p. 6)

Las funciones semidticas permiten proponer significados. Como lo indica Godino
(2003), su teoria utiliza la nocién de funcion semidtica de Eco, inicialmente propuesta como
funcion de signo por Hemslev. Esta funcion se da cuando una expresion o significante se pone
en lugar de su contenido o significado y se requiere interpretarlo. Sin embargo la
interpretacion, al igual que el lenguaje, no puede ser arbitraria. Debe interpretarse de acuerdo
al papel que la expresion desempefia en el contexto cultural de los procesos comunicativos.
Esto es, la interpretacion esta sujeta al uso que la cultura da a la expresion. Godino (2003)
sefiala que ello permite proponer la interpretacion que hace un sujeto de un objeto matematico,
en un contexto dado. Con ello, Godino sugiere que el conocimiento es una funcién semiética,
un significado mediado por la cultura. Creemos que la funcion semioética fijada culturalmente,
esta dentro de lo que Radford (1998, 1998a, 2004) denomina sistema semiético cultural.

Las funciones semiéticas son de diferente tipo. El contenido final de una expresion es
una practica dentro de una categoria o entidad primaria del significado, sefialada por la
funcion semidtica. En consecuencia, ésta puede ser de tipo lingiiistico, situacional, conceptual,
proposicional, actuativo, argumentativo. Ademas, la practica se encuentra caracterizada por

otros factores, que Godino llama facetas o dimensiones duales. Facetas que nosotros
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interpretamos como diferentes perspectivas para caracterizarlas. Asi, de acuerdo al contenido
final de la expresion, una funcién semidtica puede ser de tipo: institucional o personal,
elemental o sistémica, ostensiva o no ostensiva, ejemplar o tipo, expresion o contenido (para

mayores detalles ver Godino, 2003, pp.135-145).

2.4.2. Comprension y Competencia. Godino (2003) propone un modelo para la nocién
de comprension con base en las teorias descritas. Para ello sugiere tres elementos bésicos de la
comprension: la dimension personal e institucional, su caracter sistémico y dinamico, y la
accion humana e intencionalidad. Con relacion al primer elemento, Godino sostiene que el
significado de un objeto esta fijado culturalmente a través de las instituciones matematicas. La
funcidén del profesor es ayudar al alumno en su adquisicion. Para dicho autor la comprension
es la (Godino, 2003, p. 124) “construccién o apropiacion del significado institucional de
dicho objeto”. Ademas, Godino reconoce un proceso interactivo y social que va mas alla de un
proceso mental. Esto es, una institucion establece el significado de un objeto a través de un
sistema de practicas significativas, y ella acepta que una persona comprende un objeto cuando
es capaz de reconocer tales practicas (Godino, 1996). El interés al evaluar la comprension esta
en identificar los significados construidos a partir del conocimiento institucional ensefiado, no
los procesos mentales. Con respecto al caracter sistémico y dinamico, la comprension implica
un significado global, sistémico, con todos elementos del significado (situaciones, acciones,
lenguaje, conceptos, propiedades y relaciones, argumentos). Su apropiacion es lenta y
progresiva. En el tercer elemento de su modelo, Godino (2003) reconoce una intencionalidad
de la accion, un para qué del objeto. En resumen, la comprension reviste tres elementos: a) la
dimension personal e institucional, b) el caracter sistémico y dinamico, y c) la accion humana
e intencionalidad.

La comprension abarca tres entidades primarias del significado. Para Godino (2003) la
comprension implica un saber y saber por qué. Mientras, la nocion de competencia implica
saber hacer; equipara dichas nociones con las de Richard Skemp, la comprension con la
comprensién relacional y la competencia con la comprension Instrumental. La competencia

se relaciona con la praxis y la comprension con el logos del modelo tedrico descrito (Godino,

2003):
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El componente practico (praxis) ligado con la idea de competencia [...] en nuestro
modelo tedrico se descompone todavia en dos subcomponentes: las situaciones-
problemas y las técnicas de solucion.

El componente discursivo/relacional, ligado tradicionalmente a la idea de comprension
y formado por el sistema de reglas y justificaciones [...] en nuestro modelo se

descompone en argumentaciones, definiciones de conceptos y propiedades en las que

se apoya. (p. 130)

Esto sugiere que un estudiante logra la comprension relacional si explica correctamente
lo que hace. Esto es, si utiliza las argumentaciones, conceptos y propiedades empleadas por
los profesionales o instituciones matematicas. Ademds, logra la comprension instrumental si
reconoce situaciones y realiza acciones de solucion propias del objeto matematico. De manera
mas precisa, como Godino (2003, p. 132) afirma: “diremos que un sujeto “comprende” el
significado [...] de un concepto, - si es capaz de reconocer los problemas, procedimientos,
argumentaciones, propiedades y representaciones caracteristicas, relacionarlo con otros
objetos [...] en toda la variedad de situaciones planteadas por la institucion correspondiente”.
Pensamos que este modelo tedrico posibilita evaluar el efecto sobre la comprension de la
derivada con la didactica de la matematica en contexto y el enfoque hacia la modelacion. Ello
al analizar los significados que el estudiante provee en sus explicaciones o discursos al realizar

actividades matematicas. Estos elementos los mostramos en la Tabla 2.

2.4.3. Significados correctos. Godino (2003) propone el analisis ontologico semiotico
como herramienta para determinar significados correctos. Para ello, denomina como
significado institucional de referencia a la recopilacién que hace el profesor del significado
sistémico de un objeto, de acuerdo con lo que dicen textos, expertos, su experiencia y
orientaciones curriculares. De esta recopilacion, el profesor selecciona aquellos significados
que considera pertinentes para llevarlos al salon de clase. Estos son significados
institucionales pretendidos. Pero la clase se desarrolla siguiendo mas o menos lo planeado. De
tal forma que el verdadero significado institucional implementado es lo que se instruye. Estos
determinan una configuracién para el objeto, que Godino llama configuracion epistémica.

Para efectos de evaluacion, el significado institucional evaluado es una muestra de los
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significados implementados. Una tipologia similar se establece para los significados
personales. El significado personal global abarca todos los significados que tiene un estudiante
y que puede manifestar potencialmente. El significado personal declarado es lo que el
estudiante manifiesta en los instrumentos de evaluacién. Por ultimo, el significado personal
logrado son los significados correctos desde el punto de vista de la institucion. La parte de los
significados declarados no correctos es lo que Godino (2003) llama disparidades entre dos

interpretantes o conflictos semiéticos.

Dimension S E S Accibn
personal e Cardcter sistémico y dinamico humana e
institucional intencionalidad
Lenguaje
Isqstlt_uuonal. Conceptos Propiedades Argumentos | Situaciones Acciones ) .
ignificados Un para qué
fijados Comprension relacional Comprension instrumental | del objeto
culturalmente (saber y saber por qué; conocimiento (saber hacer; conocimiento
conceptual argumentativo) procedimental)
Lenguaje
Conceptos Propiedades Argumentos | Situaciones | Acciones
Comprension relacional Comprension instrumental
Personal: (saber y saber por qué; conocimiento (saber hacer; conocimiento
construct’:ié‘n conceptual y argumentativo) procedimental) Un para qué
g Iaproplacmn Capacidad de explicar por qué esta haciendo del objeto
% Ficad algo, utilizando conceptos, propiedades y
i i argumentos empleados por los profesionales o Reconocer situaciones y
institucional A S ) ) - 2
instituciones matemdticas; o de reconocei realizar acciones de solucion
conceptos, argumentaciones, propiedades y en relacion al objeto
representaciones caracteristicas de un objeto matematico
[...] en toda la variedad de situaciones
planteadas por la institucién correspondiente

Tabla 2. Elementos del modelo teérico para la comprension de Godino (2003).

El andlisis de los efectos en la comprension requiere caracterizar significados. Esto es,
necesitamos identificar los significados negociados entre profesor y estudiantes. Para ello se
necesita disponer del texto o notas del profesor que permitan identificar los significados
pretendidos; del texto de la trascripcion de las clases, de examenes y entrevistas para
caracterizar significados implementados y declarados. A partir de ellos, creemos que es
posible hacer comparaciones analiticas, observar efectos en la comprension, y llegar a

conclusiones pertinentes.
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Sumario. En este capitulo presentamos los elementos principales del aprendizaje
significativo, la cognicion situada, la matematica en contexto. También, la postura del enfoque
hacia la modelacion. Por ultimo presentamos el enfoque ontologico semidtico como un
referente para analizar los significados y la comprension. A manera de resumen presentamos
lo siguiente.

El aprendizaje significativo se logra cuando se enlaza nueva informacion en forma
sustancial y no arbitraria. Esto, exige dos condiciones: a) actitud de aprendizaje significativo,
b) material potencialmente significativo. La segunda condicion exige que el material posea un
grado de significado ldgico y la existencia de ideas de anclaje o subsumidores. Estas ideas
facilitan la comprension. Es importante considerar el contexto para producir materiales con
significado logico y acercarlo a las ideas de anclaje.

Brown, Collins y Duguid (1989) sostienen que el significado de un concepto se
adquiere a lo largo de diferentes situaciones en que se usa. El conocimiento es sifuado. Es
como el lenguaje: producto de la actividad y situacion en que se genera. En consecuencia, El
significado depende del contexto. Dichos autores describen el aprendizaje como un proceso de
enculturacion en el que un aprendiz realiza actividades auténticas y sugieren centrar la
actividad educativa en contextos que facilitan una participacion periférica. El aprendizaje
situado indica la necesidad de relacionar el concepto con contextos en los que emerge y es
utilizado. Rioseco y Romero (1997) sostienen que contextos cotidianos despiertan el interés
del estudiante y proveen de sentido al conocimiento. Encontramos en el uso de contextos
ordinarios una forma de acercar el nuevo material a ideas de anclaje.

La teoria de la matematica en el contexto de las ciencias responde al aprendizaje
significativo y a la cognicion situada. Basada en una didactica de modelacion llamada
matemdtica en contexto, esta postura recomienda utilizar el contexto de las ciencias de la
ingenieria como fuente de significacién. Para contextualizar los contenidos utiliza la
metodologia dipcing. Con todo, encontramos limitada a la matematica en el contexto de las
ciencias, al utilizar contextos de la actividad profesional, los cuales con frecuencia estan mas
alla del alcance de los estudiantes en la vida cotidiana. Proponemos que el enfoque hacia la
modelacion complementa a la matematica en contexto en este ultimo aspecto y disminuye la

dificultad de contenido de ciertos conceptos matematicos.

38



1. Antecedentes teoricos

El enfoque hacia la modelacion utiliza contextos mas cotidianos, cercanos a la
actividad de medir y contar requeridas para modelar. Este enfoque recupera el papel de las
cantidades como fuente de significacion; otorga un significado de modelo para a ciertos
conceptos matematicos. Dicho significado se centra en las relaciones constantes entre
cantidades presentes en la modelacion y distingue tres tipos de relaciones: de tamafio, de union
o separacién, entre variaciones. Asi, la suma se puede significar como un modelo para la
union de cantidades cualesquiera; la resta como un modelo para la separacion de cantidades
cualesquiera. Estos significados estdn mas cerca de una actividad cotidiana y pueden facilitar
aprendizajes significativos, asi como la comprension de los conceptos desde una perspectiva
de modelaciéon. Nuestro primer objetivo es crear una propuesta para el aprendizaje de la
derivada con base en estos antecedentes tedricos. Por otra parte el tercer objetivo nos requiere
caracterizar significados y evaluar efectos en la comprension al implementar nuestra
propuesta.

El enfoque ontolégico semidtico proporciona un referente tedrico para analizar efectos
en la comprension. Dicho enfoque constituye una postura teérica que analiza procesos de
ensefianza aprendizaje de las matematicas. Se basa en la teoria de los significados de los
objetos matematicos (Godino y Batanero, 1994) y la teoria de las funciones semidticas
(Godino, 2002; Godino y Batanero, 1997, 1998; Godino y Recio, 1998). Identifica ademas, el
significado de un objeto como una praxeologia matemdtica. Esto es, un conjunto de
actuaciones relacionadas con dicho objeto, de las que emerge en forma evolutiva a través de
practicas significativas. El significado es por tanto personal o institucional. Se trata de un
significado global o sistémico orientado a la actividad, cuyas categorias son llamadas
entidades primarias del significado: situaciones, acciones, conceptos, propiedades,
argumentos y lenguajes. Godino (2003) sugiere que las funciones semidticas de una expresion
permiten proponer significados, dado su uso convencional o cultural.

La comprension puede evaluarse a través de los significados como praxeologia. Para
Godino (2003, p. 124) la comprensién es la “construcciéon o apropiacion del significado
institucional de dicho objeto”. Significado que se define a través de précticas significativas.
Godino se aparta de los procesos cognitivos y afirma que una persona comprende un objeto
cuando es capaz de reconocer tales practicas (Godino, 1996). Evaluar la comprension implica

identificar los significados construidos a partir del conocimiento institucional ensefiado.
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Dichos significados se infieren con el andlisis de la praxeologia mostrada al solucionar un
problema o de los reactivos de evaluacion propios para el objeto evaluado. La comprension
lograda se infiere entonces, a partir de los significados correctos desde el punto de vista
institucional. Creemos que con este referente tedrico es posible evaluar efectos en la

comprension. Topico de especial interés en nuestra investigacion.
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I11. La modelacion en la escuela

En el capitulo anterior hemos visto cémo los contextos ayudan a lograr aprendizajes
significativos entre més cercanos estén a las actividades ordinarias de la vida cotidiana. Para
aprender matematicas en ingenieria, Camarena (1999, 2002, 2004) sugiere que los contenidos
matematicos se presenten a través de la modelacion. Como ella indica, esto permite que el
conocimiento matematico sea menos arido, menos aislado de la actividad profesional, por una
parte. Por la otra, el conocimiento asi logrado alcanza mayor significado para el estudiante al
ubicarlo en contextos especificos. También hemos propuesto que el enfoque hacia la
modelacion complementa a la teoria de matematica en el contexto de las ciencias de
Camarena. Nuestra propuesta tedrica sugiere el uso de contextos ordinarios de medicion y
conteo, mas faciles de encontrar en la experiencia cotidiana que los contextos profesionales.
Creemos, como indican Rioseco y Romero (1997), que los contextos ordinarios contribuyen al
aprendizaje significativo.

Con el enfoque hacia la modelacién proponemos para ciertos conceptos matematicos
significados de modelo para, en términos de las cantidades y sus relaciones emergentes de
contextos de modelacién. Pensamos que estos significados acercan el contenido matemético a
la realidad cotidiana, aumentan la comprensién relacional y favorecen aprendizajes
significativos. Sin embargo, la presencia de la modelacién matemética en la escuela nos
plantea ciertas interrogantes: jqué papel desempeiia?;como se utiliza?;cudl es su importancia?

En el presente capitulo subrayamos la importancia de la modelacion y las aplicaciones
mateméticas para la educacion actual. Ademas, describimos tres posturas tedricas que utilizan
la modelacién en la matematica escolar: modelacién tradicional, realistic mathematics
education, models and modelling perspectives. Utilizamos un ejemplo que creemos pertinente
para clarificar los aportes de cada propuesta. Con esto, pretendemos ejemplificar los dos usos
relevantes que tiene la modelacion, segin nos indican Niss, Blum y Galbraith (2007). Luego,
para lograr el tercer objetivo, proponemos un referente tedrico para las habilidades de
modelacion a partir de dichas posturas y la matematica en el contexto de las ciencias. Por
ltimo, describimos cémo el enfoque hacia la modelacion complementa las propuestas

revisadas y favorece la comprension relacional. Como ejemplo describimos el significado de
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la division de fracciones en un contexto de modelacion con base en cantidades. Con esto,
esperamos que el lector aprecie mdas claramente el aporte de nuestra propuesta y por qué
constituye otra alternativa de significacion que pudiera extenderse al aprendizaje de la

derivada.

3.1. La modelacion en el ambiente escolar.

Los gobiernos de los paises miembros de la Organisation for Economic Co-operation
and Development (OECD) incrementaron su interés por el control de los recursos destinados a
los sistemas educativos y sus contenidos. En 1997 esto originé el Programme for International
Student Assessment (PISA) como parte del proyecto International Indicators of Educational
Systems. Este ultimo provee de indicadores sobre la eficacia internacional de los sistemas
educativos para orientar las decisiones gubernamentales. Debido a que los gobiernos se
encuentran comprometidos con la educacion basica, el interés de las evaluaciones de PISA es
determinar el nivel de conocimiento que adquieren los jovenes y su capacidad para aplicarlo
en el mundo real, después de abandonar la escuela obligatoria (Gil, s.f.).

Asi, el conjunto de indicadores obtenidos a través de las evaluaciones se divide en tres
tematicas indispensables: lenguas, matematicas y ciencias (Gil, s.f.; INEE, 2003; OECD,
2003). Con respecto a las matematicas PISA tiene la intencién de probar la capacidad del
joven para entender el papel de éstas en el mundo actual, y su interés por aprenderlas de
manera que cubran sus necesidades como ciudadano. En consecuencia, PISA pone un especial
énfasis en evaluar su lenguaje matemdtico", referido en inglés como mathematical literacy.

En el marco teérico para la evaluacion 2003, dicha expresion se refiere a (OECD, 2003):

La capacidad individual para identificar y entender el papel que las matematicas
desempefian en el mundo, para hacer juicios bien fundamentados y para usar e
involucrarse con las matematicas en formas que cubran las necesidades de su vida
individual como un ciudadano constructivo, interesado y critico. (p. 24) [traduccion

libre].

'3 Término en espafiol con que nos referimos al concepto de mathematical literacy.
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Segun se explica en el mismo documento, el término mathematical literacy representa
la posicion en que las matematicas son consideradas como un lenguaje, en la que el individuo
habla, lee y se comunica con expresiones matematicas; conoce sus condiciones y estructuras.
Se mencionan fres razones fundamentales para promover y evaluar dichas capacidades: a)
existe una necesidad social de individuos preparados matematicamente que puedan emitir
juicios acertados sobre la informacién que reciben en una sociedad del conocimiento, dentro
de un mundo complejo; b) cada vez son menos las tareas repetitivas que requieren de la fuerza
de trabajo y son mas las que requieren la interaccién con equipo de alta tecnologia; y c) se
requiere que los estudiantes aprecien las matematicas como algo que sirva a su vida cotidiana.

Para el programa PISA las actividades de matematizacion'® son el vehiculo para
organizar y estructurar los fendémenos matematicamente y promover el lenguaje matematico.

Las actividades de matematizacion a evaluar son:

1. Iniciar con un problema situado en la realidad.

2. Organizarlo utilizando conceptos matematicos. Esto es, buscar conceptos que
sirvan para representar diferentes caracteristicas de la situacion real.

3. Apartar gradualmente el problema de la realidad, mediante suposiciones sobre las
caracteristicas relevantes, generalizando y formalizandolo hasta transformarlo en
un problema matematico.

4. Solucionar el problema.

5. Interpretar la solucién matemética en términos del problema real.

En la primera aplicacion de las pruebas PISA en el afio 2000, entre jovenes de 15 a 16
afios en 32 paises participantes, los resultados obtenidos provocaron un debate internacional
sobre los objetivos y el papel del curriculo de matematicas, de la modelaciéon y de las
aplicaciones en relacién con las situaciones reales. Por modelacion entendemos el proceso de
construir un modelo matematico a partir de un problema real y por aplicacion matematica el

proceso inverso: se aprenden matematicas y después se buscan situaciones en qué aplicarlas

" Término creado por Hans Freudenthal para describir las actividades matematicas como actividades mediante
las cuales, una situacion se describe con mayor generalidad, certeza, exactitud y brevedad. Cualquier actividad

que lleva al uso de matematicas es una actividad de matematizacion.
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(Blum, 2002). En consecuencia, el interés gir6 en torno a como acercar las matematicas al
mundo real.

Dentro de esta problematica, las organizaciones matematicas internacionales
desempefian un papel relevante. Una de ellas es la International Comission on Mathematical
Instruction (ICMI) adscrita a la principal organizacion mundial de matematicos, la
International Mathematical Union (IMU), cuyos origenes se sittian a inicios del siglo pasado
(Jackson, 1994; Lehto, 1995). La ICMI, a su vez cuenta, a partir de los setenta, con diferentes
grupos de estudio, entre ellos el International Study Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME) a partir de 1976. Dos eventos trascendentes para nuestra investigacion que
la ICMI organiza, son: el International Congress on Mathematical Education (ICME), evento
de mayor relevancia para los matematicos y los ICMI Studies. En respuesta a las evaluaciones
PISA, el ICMI Study 14, celebrado en Alemania en febrero de 2004, se dedico a identificar el
estado del arte en modelacién y aplicaciones matematicas (Blum, 2002). Los resultados se
presentan en el reporte que editaron Blum, Galbraith, Henn y Niss (2007). Esta respuesta del
ICMI a los bajos resultados en las evaluaciones PISA, sugiere que los matematicos
profesionales abogan por un mayor uso de contextos reales en educaciéon matematica.

Otra organizacion de interés en el ambito internacional, es la International Community
of Teachers of Mathematical Modelling and Applications, que constituye el International
Study Group for Mathematical Modelling and Applications dentro de la ICMI desde 2003 y
patrocina la International Conference on Teaching of Mathematical Modelling (ICTMA)
desde 1983. La ICTMA aborda diferentes topicos de la modelacion matematica. En la
conferencia ICTMA 11 —Modelacion matemdtica: una forma de vida— se exploran
alternativas para utilizar la modelacion en todos los niveles educativos, el proposito es que el
estudiante perciba la modelacion matemédtica como una manera de enfrentar la vida cotidiana.

En dicha conferencia Houston (2003), al reflexionar sobre los primeros 20 afios de la
organizacion, sefiala que se han alcanzado notables progresos en promover y difundir la
actividad. Sin embargo, menciona la persistencia de ciertos problemas como el descrito en el
reporte sobre las matematicas en la industria de la Society for Industrial and Applied
Mathematics, en el que los graduados de doctorado manifiestan sentirse inadecuadamente
preparados para abordar los diversos problemas. También, en la mencionada conferencia

Houston y Neill (2003) sefialan la falta de habilidad de los estudiantes universitarios para
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clarificar lo que debe ser realizado mediante un modelo, asi como para relacionar situaciones
fisicas con las formulaciones matematicas. Por otra parte, Houston (2003) menciona el
limitado progreso que muestran los estudiantes después de llevar varios moédulos de
modelacion y de trabajar un aflo en la industria (Izard, Haines, Crouch, Houston & Neill,
2003). Estos sefialamientos muestran que aun persisten resultados contrarios a lo que pretende
la OECD a través de PISA. Apreciamos que tanto la Intenational Commission on Mathemtical
Instruction como la International Community of Teachers of Mathematical Modelling and
Applications coinciden en proponer la modelacion en educacién para solucionar las
deficiencias detectadas por PISA, esto es, que proponen el uso de contextos reales. Esto nos
lleva a investigar el papel de la modelacion en la matematica escolar.

Niss, Blum y Galbraith (2007) dicen que hay una dualidad o dos polos en cuanto al
porqué del utilizar la modelacién y aplicaciones matematicas en la escuela. En un polo se
encuentran las posturas que las consideran como un medio para aprender matematicas. En el
otro, las posturas que las consideran un fin. Esto es, las primeras posturas se interesan por
mostrar el papel de la matematica en la actualidad y motivar su estudio; las segundas se
interesan por desarrollar capacidades de modelacion para se utilicen en contextos fuera del
aula. Nosotros decidimos llamar a esta Gltima postura modelacion tradicional. Siguiendo las
ideas de Niss, Blum y Galbraith (2007) creemos que dicha modelacion se caracteriza por un
enfoque utilitario, en el que el conocimiento matematico se asemeja a una caja de
herramientas de la cual hay que extraer el instrumento para resolver una situacion problema.
En esta posicién la secuencia es aprender matematicas y luego a modelar mateméaticamente.
Un ejemplo de este enfoque se aprecia en el libro Mathematical Modelling (Berry y Houston,
1995). '

En el otro extremo radicalmente opuesto, los conceptos matematicos se adquieren
como consecuencia de la modelacion presente en las actividades de matematizacion, tal como
se hace en la realistic mathematics education (Gravemeijer, 1999; Gravemeijer & Doorman,
1999; Gravemeijer & Terwel, 2000). De dichas actividades emerge el conocimiento
matematico durante la solucion de la situacion problema. Entre estas dos posturas extremas,
existen otras que combinan sus fines: aprender matematicas y aumentar las capacidades de
modelacién. Entre ellas ubicamos a la models and modeling perspectives en la que el alumno

necesita resolver un problema utilizando la modelacién, argumentar su razonamiento y
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comunicar sus resultados (Lesh, 2003; Lesh y Lehrer, 2003; Lesh y Harel, 2003), y a la
matemadtica en el contexto de las ciencias (Camarena, 1999, 2002, 2004) que ya hemos
descrito. A continuacion presentamos los principales elementos de lo que Ilamamos

modelacion tradicional, la realistic mathematics education y las models and modeling

perspectlives.

3.2. La modelacion tradicional.

Esta postura la caracterizamos por la intencion del desarrollo de capacidades de
modelacion en primer término, por un entorno en el que se presenta un problema real y se pide
al estudiante que utilice la matematica para solucionarlo. Esto exige un conocimiento previo
de los conceptos y procedimientos matematicos que seran utilizados como instrumentos de
modelacion. Consideramos el contenido del libro Mathematical Modelling de Berry y Houston
(1995) un buen ejemplo de esta postura. En €él, Berry y Houston (1995, p. 1) definen de
manera amplia un modelo matematico como “una representacion matematica de las relaciones
entre dos o mds variables relevantes a un problema o situacion dada” y a la modelacion
matematica como “un método para solucionar problemas matematicamente”. Para dicho
método ambos autores distinguen dos tipos de modelacién: empirica y tedrica. En el primer
tipo, el modelo se construye esencialmente a partir de datos y, en el segundo, a partir de
consideraciones tedricas.

Por sencillez, tomamos el ejemplo que se encuentra en la pagina cuatro del libro de
Berry y Houston (1995). Pretendemos con ello mostrar cdmo se crea un modelo matematico a
partir de datos empiricos. En la informacion del problema se observa como el tiempo récord
para carreras de una milla disminuye a través de los afios: a partir de 1913, cuando el tiempo
récord fue de 4 minutos 14.4 segundos hasta 1993, cuando fue de 3 minutos 44.39 segundos.
Como parte del problema, los autores piden determinar en qué afio es probable que el récord
sea de 3 minutos 40 segundos. Berry y Houston indican que la soluciéon se puede obtener a
través de la grafica (modelo gréfico) de la Figura 3 o bien, de la ecuacion de la recta mostrada
en la grafica (modelo simbolico): t+ = 255 — 0.387 en la que t representa el tiempo récord en
segundos y T el tiempo en afios. Berry y Houston sefialan las obvias limitaciones del modelo,

ya que indican la posibilidad de que el tiempo récord sea de cero segundos.
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Figura 3. Gréafica del tiempo récord para una milla,
tomada de Berry y Houston (1995).

Como un ejemplo de modelacion teérica, Berry y Houston (1995) muestran el

siguiente problema:

Como peaton, hay varias veces en el dia en que usted ha tenido que cruzar una calle. En
algunas calles que no tienen mucho trafico, ha tenido que esperar por un espacio entre
los carros y entonces cruzar; en aquellas con mucho trafico se le aconseja que utilice un
crucero peatonal. La autoridad local tiene que decidir si debe instalar y cuéando, cruceros
controlados en ciertas calles [...] formule un modelo matemaético para el cruce en una
calle de un solo sentido, de manera que un peatén pueda hacerlo en forma segura. Utilice
su modelo para decidir bajo qué condiciones la autoridad local debe instalar un crucero

peatonal. (p. 12) [traduccion libre].
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La informacion cuantitativa que se requiere para solucionar este problema depende de la
perspectiva tedrica con que se enfrente. Si se consideran las velocidades de los vehiculos, del
peatén, asi como las distancias reglamentarias que deben guardarse entre los vehiculos, serd
necesario conseguir la informacion correspondiente. Bajo esta perspectiva, Berry y Houston
comentan que tal vez se sugiera que no se instale un crucero peatonal, porque en teoria existe
tiempo suficiente entre carro y carro para realizar un cruce seguro. Otra consideracion puede
incluir las frecuencias de los espacios que hay entre dos vehiculos consecutivos y las
probabilidades de que se presente un espacio suficientemente grande para realizar un cruce
seguro. Las dos formas de solucionar el problema son descritas a detalle en el libro
Mathematical Modelling de Berry y Houston (1995).

En estos ejemplos podemos ver la necesidad de que el estudiante cuente con el
conocimiento previo de conceptos matematicos relacionados con desigualdades y teoria de
probabilidad; asi como de los procedimientos matematicos para ajustar una recta a datos
puntuales con tendencia, la forma de calcular velocidades, entre otros. Aparte de poner a la
matematica en contacto con la realidad, el propdsito expreso de esta didactica es desarrollar
capacidades de modelacion. Para Berry y Houston, la modelacion matematica involucra el
desarrollo de los siguientes pasos: a) comprender el problema, b) identificar las caracteristicas
relevantes, c¢) realizar suposiciones y simplificaciones, d) definir variables, e) utilizar sub
modelos, f) establecer relaciones entre variables, g) resolver ecuaciones, h) interpretar y
validar el modelo, i) mejorar el modelo, y j) explicar los resultados.

Los cursos de modelacién matematica en la Universidad de Ulster en Inglaterra, que
utilizan ejemplos del texto de Berry y Houston, no necesariamente persiguen el desarrollo de
habilidades para realizar cada uno de los pasos mencionados. Houston y Neill (2003) reportan
que los estudiantes de los cursos de matematicas, estadistica y computo llevan dos moédulos de
modelacion durante los primeros dos afios y que, durante el tercero, pasan un afio en la
industria. En los mddulos mencionados se persigue que, para un problema real, los estudiantes
desarrollen la habilidad para: a) formular un modelo apropiado; b) producir la correspondiente
solucion matematica; ¢) interpretar posibles resultados; d) evaluar una solucion 6ptima; €)
reportar la solucion y sus implicaciones y f) repasar y refinar el modelo original a la luz del

analisis.
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Para evaluar las habilidades de los alumnos al desarrollar cada etapa en el proceso de
pasar de un problema real a un problema matematico, Houston y Neill (2003) sefialan que
Haines, Crouch y Davis disefiaron una prueba del tipo de opcién multiple. Los tipos de
preguntas incluyeron: a) realizar suposiciones simplificadoras; b) clarificar el objetivo; ¢)
formular el problema; d) asignar variables, parametros y constantes; e) plantear formulaciones
matematicas y f) seleccionar un modelo. Houston y Neill aplicaron dichos cuestionarios al
inicio y al final de cada afio académico para los periodos 1999-2000 y 2000-2001 con el fin de
detectar las 4areas de debilidad y proponer mejoras a los médulos de modelacion. También
utilizaron un cuestionario que ellos mismos disefiaron, y que era similar al de Haines, Crouch
y Davis. Los resultados previos mostraron que los tres cuestionarios quedaron cortos, por lo
que se recombinaron y se agregaron dos tipos de preguntas mas para completar un
cuestionario con 22 preguntas. Entre los resultados, los investigadores encontraron que los
estudiantes mostraban falta de habilidad para saber qué es lo que persigue un modelo
(clarificar el objetivo) y dificultad para relacionar situaciones fisicas con las formulaciones
matematicas (seleccionar un modelo).

Estos resultados forman parte de otro estudio mas amplio que involucra a otras
universidades y que reportaron Izard, Crouch, Haines, Houston y Neill (2003). En dicho
estudio los autores concluyen que a pesar de haber cursado varios modulos en modelacion
matematica y haber trabajado un afio en la industria, los resultados de las pruebas no mejoran.
Aun asi, otros reportes en que se involucra una modelacion tradicional indican que los
estudiantes pueden aprender del papel sociocultural de las mateméticas (Barbosa, 2003), o que
los alumnos se motivan y se sorprenden por la forma en que la matematica les ayuda a
resolver problemas reales (Yanagimoto, 2003).

Podemos concluir que no encontramos dentro de esta postura un interés explicito en
construir significados para los conceptos mateméticos, sino en el desarrollo de habilidades de
modelacion. Pensamos que en sus primeros afios éste fue el uso dominante de la modelacion
matematica en el ambito escolar (Berry, Burges, Huntley, James, Moscardini, 1986). Sin
embargo, el introducir contextos reales para modelar con matematicas permite al estudiante
crear significados a través de estas situaciones. Significados que acercan la matematica a la

realidad cotidiana.
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3.3. La realistic mathematics education.

En una postura opuesta a la modelacion tradicional, en que la modelacion es un medio
para aprender matematicas, ubicamos a la realistic mathematical education. Iniciada por Hans
Freudenthal (1905-1990) ésta se desarroll6 en la Universidad de Utrecht, en los Paises Bajos.
Esta corriente se distingue por su interés en que la matematica construida tenga un sentido de
realidad en cualquier nivel de actividad. Privilegia el uso de contextos centrados en las
actividades, en las cuales se utiliza la modelacion como un puente entre situaciones y objetos
matematicos construidos. Freudenthal compartié la idea del centro de interés de Decroly: un
conjunto de temas relacionados con las necesidades del nifio y su medio ambiente, hacia los
cuales éste dirige su atencién en forma natural. Freudenthal, convencido de que la matematica
es una actividad humana, se opuso con fuerza a las teorias de corte conductista, sus métodos
de enseflanza y de evaluacion. Para €l la matematica era mas que nada una actividad de la que

surgian los productos matematicos (Gravemeijer & Terwel, 2000):

La matematica como actividad humana es una actividad de solucion de problemas, de
buscar problemas, también es la actividad de organizar un tépico. Este puede ser de
una realidad que tiene que ser organizada de acuerdo con patrones matematicos, si se
parte de la realidad. También puede ser un tdpico matematico, de nuevos o viejos
resultados, propios o ajenos, los cuales tienen que organizarse de acuerdo con nuevas
ideas, para ser mejor entendidas, en un contexto amplio, o bajo un enfoque axiomatico.

(p. 781) [traduccion libre].

Tal concepcion de la matematica lleva a Freudenthal a promover cambios en el
curriculo, en los métodos de investigacion y en la didactica. El centro de la educacion
matematica abarca las actividades que sirven para organizar mateméticamente un problema o
actividades de matematizacion y sus efectos: el producto matematico. Gravemeijer y Terwel
(2000) nos indican que el término “matematizacion” literalmente significa “hacerlo mas
matematico” (p. 781). Es decir, de mayor generalidad, certidumbre, exactitud y brevedad. La
actividad de matematizacién y sus construcciones son el centro de la intervencion didéactica.
En ella, el docente desempeiia un doble papel: promueve construcciones matematicas por un

lado, y por otro su formalizacion, a través del uso de simbolos, notaciones y conceptos
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convencionales de la matemaética. Las actividades de matematizacion son aquellas necesarias
para pasar del mundo real al mundo matematico, con un sentido de realidad (Gravemeijer &
Terwel, 2000; Gravemeijer, Cobb, Bowers, Whitenack, 2000). Treffer (citado en Gravemeijer
y Doorman, 1999) distingue dichas actividades como matematizacion horizontal cuando se
refieren a la descripcion matematica de un problema contextualizado y como matematizacion
vertical, cuando se centran en la actividad matematica, ignorando el contexto. En estas
actividades se alcanza el mayor nivel matematico.

Las ideas anteriores son centrales en la realistic mathematics education, que trata de
mantener un sentido de realidad en todos los niveles de las actividades de matematizacion. El
problema es, entonces, como lograr una configuracién educativa bajo tales ideas. La solucion
propuesta establece tres principios fundamentales: reinvencion guiada, fenomenologia
didactica y los niveles en el proceso de aprendizaje (Gravemeijer & Terwel, 2000), también
llamado el principio del nivel (Van Del Heuven-Panhuizen, 2003).

En la reinvencion guiada, Freudenthal deja claro que se propone disefiar un proceso de
aprendizaje en el que los alumnos compartan sus hallazgos y sean los responsables de los
mismos, no el maestro. En esta interaccion el alumno “re-inventa” el topico de ensefianza,
experimenta las sensaciones de crear, aprender y comprender. Gravemeijer, Cobb, Bowers y
Whitenack (2000) sefialan que bajo este principio se busca la historia del desarrollo de ciertas
practicas matematicas. Con esta informacion elaboran una frayectoria de aprendizaje
conjeturada a la vez que visualizan posibles dificultades, interpretaciones informales y la
manera en que pueden evolucionar a una practica mas formal. La historia y las posibles
interpretaciones constituyen el punto de partida.

De manera muy sintética presentamos como ejemplo el experimento reportado como
estructurando numeros. En él dichos autores describen el desarrollo de una trayectoria de
aprendizaje, en que nifios de primer afio aprendieron a organizar y a sumar los ntimeros hasta
el 20. Luego de buscar en reportes de investigacion los autores encontraron que las estrategias
de duplicar un numero o agruparlo en multiplos de cinco son frecuentes, atribuibles al uso de
los dedos y las manos durante la actividad de conteo. En consecuencia, se disefi6 el arithmetic
rack, un dispositivo similar al dbaco, en el que se colocaron cinco bolitas rojas y cinco blancas

en cada uno de los dos ejes del instrumento. Como se muestra en la Figura 4.
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—=

Figurad. El arithmetic rack, tomada de Gravemeijer,
Cobb, Bowers y Whitenack (2000).

Con este dispositivo, en una especie de modelacién elemental, los nifios podrian
realizar conteos al desplazar las bolitas del lado derecho al izquierdo: actividades de
matematizacion que presumiblemente dieron origen a la secuencia numérica. Para que estas
actividades tengan un sentido de realidad, es necesario que se anclen en actividades cotidianas.
Para ello se requiere atender al principio de la fenomenologia didéctica.

Para Freudenthal la matemadtica no es un cuerpo de conocimiento que deba adquirirse
en una forma bancaria'’; mas bien es una actividad de solucion de problemas. Freudenthal
sugiere que la mejor manera de aprenderla es a través de la actividad (Van Den Heuvel-
Panhuizen, 2003, p. 11): “lo que los seres humanos tienen que aprender, no es la matematica
como sistema cerrado, sino mdas bien una actividad, como el proceso de matematizar la
realidad y, si es posible aun eso de matematizar mateméticas”. El arithmetic rack, no sirve
para este propdsito por si solo, aunque favorece las actividades de conteo. Debe ser utilizado
en esta didactica como un instrumento que ayude a matematizar una realidad, un fenémeno.

La fenomenologia didactica busca escenarios reales o que puedan percibirse como
reales; que sean apropiados para promover el surgimiento de otro nivel de actividades de
matematizacion. Para este ejemplo, Gravemeijer, Cobb, Bowers y Whitenack (2000) eligieron
la situacion problema de contar los pasajeros que quedan después de que cierto niimero de
ellos sube y baja de un autobus de dos pisos. Asi, la hilera superior de bolitas y la inferior del
arithmetic rack asemejan a los pasajeros de los niveles superior e inferior del autobus. Esto
puede dar al nifio la sensacién de que estd manejando y contando pasajeros y no bolitas. La
trayectoria de aprendizaje queda definida hasta este punto en dos niveles de actividad: la

eleccion de un fenémeno susceptible de ser matematizado y el uso de un instrumento que

' Término acufiado por el educador Paulo Freire para referirse al tipo de educacion en que el profesor es el

poseedor del conocimiento y lo “deposita” en el alumno quien lo recibe de manera pasiva.
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propicia la actividad de matematizar. Pero, ;jcémo favorecer la transicion al mundo
matematico? Es aqui donde el principio de los niveles o de los modelos emergentes se torna
relevante para elaborar la trayectoria de aprendizaje.

La realistic mathematics education distingue cuatro tipos generales de actividad que
llevan de los escenarios reales al mundo matematico. Estas actividades constituyen una
especie de matematizacion progresiva en la que, para Freudenthal, la actividad de un nivel
previo es sujeta de analisis y reflexion en la actividad del siguiente nivel, y por tanto implica
diferente nivel de comprension (Van Del Heuvel-Panhuizen, 2003). Estas actividades no
necesariamente se presentan en una secuencia ordenada o jerarquica. Gravemeijer, Cobb,

Bowers y Whitenack (2000) las describen de la siguiente forma:

Nivel 1: Actividad en el escenario de la tarea, en la cual interpretaciones y soluciones
dependen de la percepcion de como se desarrolla tal escenario (con frecuencia fuera de
ambientes escolares).

Nivel 2: Actividad referencial, en la cual los modelos de refieren a la actividad descrita
en actividades instruccionales (ubicada principalmente en las escuelas).

Nivel 3: Actividad general, en la cual los modelos para hacen posible enfocarse en
interpretaciones y soluciones independientemente del contexto especifico.

Nivel 4: Razonamiento con simbolizaciones convencionales, el cual no depende mas

del apoyo de los modelos para de la actividad matematica. (p. 243) [traduccién libre].

Para el ejemplo citado, la actividad en el escenario de la tarea implicaria pasear en tales
autobuses, observando cuanta gente sube y baja en cada parada y, de ser posible, contandolos.
En el segundo nivel empieza a darse un uso didéactico a los modelos en esta corriente. Van Del
Heuvel-Panhuizen (2003, p. 13) sostiene que la nocién de modelo es amplia: “materiales,
bosquejos visuales, situaciones paradigmaticas, esquemas, diagramas y atn simbolos pueden
servir como modelos”. En este ejemplo, el arithmetic rack es un dispositivo que funciona

como modelo de '® la situacion representada: los pasajeros de un autobus de doble piso.

'® Modelo especifico de una situacion problema. Esto es, materiales, bosquejos visuales, esquemas, entre otros,

que representan una situacion particular en su totalidad.
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La actividad referencial implicaria representar a los pasajeros con tal dispositivo,
distribuir y sumar a los que suben y bajan, sin el empleo de notacion alguna. Gravemeijer,
Cobb, Bowers y Whitenack (2000) sefialan que en la trayectoria didactica “conjeturada”, el
profesor podria pedirle a los nifios que mostraran la forma en que podrian sentarse nueve
pasajeros. Después de una discusion procederia a preguntar cuantos pasajeros se tendrian en
el caso de que subieran siete mas. Dos maneras en que podrian hacerlo son a través de grupos

de diez o de dobles, como se muestra en la Figura 5.

(a)
(b)

Figura5. Dos maneras en que podrian sentarse 16
pasajeros, en grupos de diez (a) o dobles (b),
tomada de Gravemeijer, Cobb, Bowers y
Whitenack (2000).

En las actividades de tercer nivel, el modelo de funciona como un patrén de relaciones
matematicas generales, esto es, como un modelo para. Volviendo al ejemplo, los autores
indican que esto podria iniciarse con una discusion ante el grupo sobre la necesidad de crear
notaciones para representar lo que se ha logrado con el arithmetic rack. Aqui el profesor,
aparte de estimular las representaciones propias de los alumnos, debe promover que se
adopten los simbolos convencionales. Presumiblemente en este punto el nifio se aleja de la
situacion especifica de los pasajeros, y se centra en las relaciones numéricas. El arithmetic
rack se emplea ahora como un modelo para de tales relaciones. La vision gira: de percibirlo
como modelo de pasajeros en el autobus, a percibirlo como modelo para las relaciones que se
describen a través de la simbolizacion. Gravemeijer, Cobb, Bowers y Whitenack (2000)
indican las posibles formas de simbolizar las relaciones numéricas para el resultado previo, en

la Figura 6.
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@ 9+1=10 (b) 7 2
10 +6 = 16
9+7
9+7=16
P4s 7+7=14
1 6 14+2=16

Figura 6. Posibles formas de anotar los resultados del
arithmetic rack en la Figura 5, tomada de
Gravemeijer, Cobb, Bowers y Whitenack (2000).

Dichos autores conjeturan que el cuarto nivel podria alcanzarse cuando, dentro de la
actividad, las relaciones numéricas se percibieran como algo que existe por si mismo. Aunque
el uso de modelos emergentes (modelo de y modelo para) durante las actividades de
matematizacion desempefia un papel central en la realistic mathematics education, el
proposito principal no es el desarrollo y la construccién de modelos matematicos. Mas bien, el
prop6sito es proporcionar un sentido de realidad a los significados de conceptos y notaciones
mateméticas a través de un proceso de reinvencion guiada, como lo ejemplifica el uso del
arithmetic rack. Aunque la realistic mathematics education se ha desarrollado para los niveles
béasicos de la educacion, es posible utilizarla en temas complejos como el calculo (Gravemeijer
y Doorman, 1999; Doorman, 2005).

Consideramos que la fenomenologia didactica constituye un aporte significativo de
esta propuesta para acercar la matematica a la realidad. Creemos que favorece aprendizajes
significativos al utilizar contextos cotidianos, como lo sefialan Rioseco y Romero (1997). Por
otra parte, el significado de un objeto matematico se facilita en esta propuesta, a través del uso
didactico de la modelacion, y de las nociones de modelo de y modelo para. Dichas nociones
permiten relacionar las formulaciones mateméticas con las situaciones particulares de donde
emergen. De ahi que tales formulaciones tienen un sentido, un significado propio. Sin
embargo, consideramos conveniente sefialar que la realistic mathematics education no
enfatiza el papel de las cantidades y sus relaciones presentes al matematizar el problema, tal

como lo proponemos con el enfoque hacia la modelacion.
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3.4. Models and modelling perspectives.

La perspectiva de la modelacion tradicional, como la hemos descrito, se interesa mas
por desarrollar capacidades de modelacién, y los conceptos y notaciones matematicas
presentan un uso instrumental. En un sentido inverso, la realistic mathematics education se
interesa mas por construir los conceptos a través de actividades de matematizacion, y los
modelos tienen un uso instrumental (Véase Tabla 3). Entre estas dos posturas observamos
corrientes intermedias que utilizan la modelacion y se interesan tanto por desarrollar

capacidades de modelacion como por construir significados de conceptos matematicos.

Prioridad de la propuesta

Desarrollar el modelo y
habilidades de modelacién

Desarrollar el signiﬁcach:)<

Nivel Educativo’
del concepto

Elemental

Realistic Mathematics
Education
e Uso instrumental de
cualquier tipo de
modelo
e Reinvencion guiada
e Actividades de
matematizacion

Medio

Models and Modelling
Perspectives
e Variedad y
entendimiento
profundo de
conceptos
elementales al
construir un modelo
e Desarrollo de
sistemas
conceptuales

Superior

Matematica en el Contexto
de las Ciencias
e [ntroduce el
concepto formal
durante el proceso de
modelacion
e Conceptos
contextualizados en
la practica
profesional

Matematica Tradicional

e Uso instrumental
de conceptos y
notaciones
matematicas

e Actividades de
modelacion
tradicionales

' Aunque las propuestas se originan en cierto nivel educativo, con frecuencia su aplicacion puede
ampliarse a otros niveles.

Tabla 3. Posturas teoricas que utilizan la modelacion en procesos educativos.

Dentro de estas corrientes intermedias, Jones, Langrall, Thorton y Nisbet (citados en
English, 2003) dicen que el alumno debe iniciarse en estas actividades desde la educacion
primaria. Esencialmente, estos autores sostienen que al momento de modelar un problema a

fin de solucionarlo, difundirlo y argumentarlo, el alumno requiere expresar, probar y revisar
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sus construcciones conceptuales. Actividades menos realizadas en la solucion de problemas o
en la ensefianza tradicional con base en ejercicios. Dentro de estos enfoques, English (2003)
afirma que es necesario ir mas alla de solucionar problemas y cambiar la practica en el &mbito
escolar y optar por otra posibilidad. Al nifio debe darsele la oportunidad para que se desarrolle
socialmente y se involucre en actividades matematicas importantes, tal como ocurre en la
modelacion al describir, explicar, construir y razonar de manera critica. Lesh (2003), por su
parte, aflade que alumnos menos brillantes realizan aportaciones importantes en estos
procesos. Lamon (2003) reporta que estas actividades se pueden aplicar al algebra en la
educacién media superior. En resumen, estd surgiendo un importante movimiento en
educacion matematica que tiende a utilizar modelos y la modelacion a partir de los niveles
elementales. Dichas actividades permiten alcanzar una mayor profundidad al comprender la
actividad matematica y su importancia.

Una postura tipica de dicho movimiento es la Models and Modelling Perspectives.
Richard Lesh la inici6 a finales de la década de los setenta en la Universidad de Indiana. Lesh
(2003) nos indica que una de las principales preocupaciones gira en torno a la naturaleza de
los conocimientos y habilidades matematicas que fundamentan el éxito del alumno en la
sociedad del conocimiento. De acuerdo con su experiencia, las actividades en las que se
aplican las matematicas implican solucionar problemas para un fin especifico en poco tiempo,
con recursos limitados y objetivos encontrados. Las personas que tienen mayor €xito en este
tipo de actividades son las que poseen variadas herramientas conceptuales y un entendimiento
profundo de conceptos elementales, entre otros. Sin embargo, el desarrollo de estas
capacidades no se promueve en los textos tradicionales de solucion de problemas. Para ello,
Lesh (2003) propone actividades que utilizan el modelo y la modelacién para la ensefianza y
aprendizaje de la matematica.

En el centro de la models and modeling perspectives se encuentran las actividades que
promueven el construir un modelo para solucionar una situacién-problema de la realidad
cotidiana. De esta manera dicha postura privilegia contextos cotidianos en el aprendizaje de
las matematicas. Las model eliciting activities se distinguen de la solucion de problemas
tradicional, en tres aspectos: a) los alumnos tienen que ofrecer descripciones matematicas
simbélicas de situaciones que son significativas para ellos, b) siempre esta claro quién necesita

del modelo como una herramienta, por qué o para qué proposito, y c) el desarrollo del modelo
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vale la pena porque serda compartido, re-utilizado o modificado. Aqui la nocién de modelo
funciona como una herramienta conceptual para describir o explicar matematicamente una

situacion (Lesh y Harel, 2003):

Los modelos son sistemas conceptuales que generalmente tienden a ser expresados
utilizando una variedad de medios representacionales que interactian entre si. Dichos
modelos pueden involucrar simbolos escritos, lenguaje hablado, graficas en
computadoras, diagramas o graficas en papel o metaforas basadas en la experiencia.
Sus propdsitos son construir, describir o explicar otros sistemas [...] los modelos
matematicos son distintos de otras categorias de modelos, principalmente porque se
enfocan en las caracteristicas estructurales [...] de los sistemas que describen [...] el
desarrollo de modelos utiles tipicamente requiere una serie de “ciclos de modelacion”
donde las descripciones [...] son probadas y revisadas repetidamente. (p. 159)

[traduccion libre].

Al igual que en otras corrientes, la modelaciéon se concibe como el proceso de
desarrollo del modelo, y se reconoce la naturaleza iterativa de dicho proceso en la nocién de
ciclos de modelacion. Cada uno de estos ciclos supone un nivel de entendimiento de mayor
profundidad. Lesh y Harel (2003) reportan cierta similitud entre estos niveles y las etapas de
desarrollo cognitivo de Piaget. Durante estos procesos de modelacion entran en juego tres
tipos de sistemas: a) un sistema conceptual interno, que se construye en la estructura cognitiva,
b) un sistema externo, que se ubica en el contexto de la experiencia, en la naturaleza, y c) un
sistema representacional, que se encuentra fuera del individuo y que representa tanto el
sistema conceptual como el sistema externo (Lesh y Doerr, 2000).

En el sistema conceptual interno surgen los constructos que dan sentido a sistemas que
involucran entidades matemaéticas, como los tasas, razones, vectores y proporciones, entre
otros. Este sistema conceptual sufre transformaciones durante los ciclos de modelacion,
cuando la utilidad del sistema representacional es puesta a prueba para solucionar el problema.
Dichos sistemas se convierten en poderosas herramientas conceptuales y construirlos deberia
ser uno de los objetivos de la educacion matematica (Lesh y Doerr, 2000). Bajo la models and

modeling perspectives el proceso de aprendizaje se inicia con una situacion problema
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relacionada con la vida cotidiana. Se le pide al nifio que elabore un modelo para solucionar el
problema, que argumente como lo construye, sus razonamientos y por qué funciona. Esto
promueve el desarrollo de sistemas conceptuales mas profundos entre los conceptos
matematicos utilizados, a la vez que experimenta la utilidad de la matematica en el mundo real
(Lesh, 2003; Lesh y Lehrer, 2003; Lesh, Carmona y Post, 2002). Un ejemplo del tipo de

problemas utilizados en las model eliciting activities es el de los trabajos de verano (Summer

Jjobs problem) (Lesh y Doerr, 2000):

El verano pasado Maya empezd con una concesion de negocios en el Wild Day
Amusement Park. Sus vendedores llevaban palomitas de maiz y bebidas alrededor del
parque, vendiendo donde encontraban consumidores. Maya necesita tu ayuda para
decidir qué trabajadores recontratar el proximo verano. El afio pasado Maya tuvo
nueve vendedores. Este verano, ella solo puede tener seis: tres tiempos completos y
tres medios tiempos. Ella quiere recontratar a los vendedores que produzcan mayores
ganancias, pero no sabe como compararlos porque trabajaron diferentes niimeros de
horas. También, cuando trabajaron mostraron profundas diferencias. Después de todo,
es facil vender mas por la noche de un viernes abarrotado que en una tarde lluviosa.
Maya revisé sus registros del afio pasado. Para cada vendedor, ella sumé el nimero de
horas trabajadas y el dinero obtenido, en los momentos en que el negocio del parque
estuvo lleno, estable, y bajo (Consulta la tabla). Por favor, evalia qué tan bien se
desempeifiaron los diferentes vendedores el afio pasado y decide cudles tres Maya
deberia recontratar a tiempo completo y cuales tres a medio tiempo.

Escribe una carta a Maya con tus resultados. En tu carta describe como evaluaste a los
vendedores. Proporciona detalles de manera tal que Maya pueda verificar lo que
hiciste, y también ofrece una explicacion clara, de manera que ella pueda decidir si tu

método es bueno para que lo utilice. (p. 369) [traduccion libre].

El resto del problema incluye dos tablas con las cantidades de horas trabajadas y del
dinero acumulado por sus empleados. Lesh y Doerr (2000) reportan que este problema se
aplico en Estados Unidos a alumnos cuyo nivel corresponderia al primer afio de ensefianza

secundaria en nuestro pais. El grupo se organizé en equipos de tres alumnos y se les
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proporciond herramientas de trabajo, que incluian una computadora y calculadoras. El analisis
de las actividades de los alumnos permitié identificar 14 ciclos de modelacion, ello implica
que el sistema conceptual se desarrollé en 14 niveles de entendimiento. El primero se
caracterizo por formas desorganizadas de pensamiento: los alumnos se preocuparon mas por
qué hacer que por el significado de la informacion. En el segundo ciclo construyeron una tabla
con datos mas significativos, con el total del nimero de horas por trabajador. En el tercer ciclo
elaboraron otra tabla con el total de ingresos por trabajador. Los alumnos se concentraron en el
total de horas trabajadas y de ingresos, pero ignoraron los horarios de cada trabajador. Lesh y
Doerr indican que un pensamiento mas sofisticado se present6 a partir del quinto ciclo, en el
que la atencion se centrdé en un diagrama con las trayectorias de ventas de los mejores
trabajadores. En el sexto ciclo, los alumnos utilizaron gréficas computarizadas pero no vieron
claramente quién era mejor o peor trabajador. Un cambio se presenté del octavo al décimo
ciclo, cuando construyeron una razén de ventas por hora para cada trabajador. Comentan Lesh
y Doerr que en la solucion, los alumnos manifestaron interpretaciones complejas, con
opciones condicionales, que explicaron a Maya en una carta. Estas explicaciones,
descripciones y argumentos, reflejan el sistema conceptual que los alumnos tienen sobre una
nocion. En este caso, el de productividad. La Figura 7 muestra la carta y la grafica que los
alumnos construyeron, misma que modela las tendencias de las ventas por hora por trabajador

y permite dar respuesta al problema planteado.

Querida Maya: 8,000
Nosoltros pensamos que deberias -
contratar a Kim, Cheri y José a tiempo | ?000: .
completo, y que deberias contratar a Maria T 7 s
k!lad_ y Tony a‘ medio t:cm[m. i Y 6.000[ !{-f S, . S
naliza esta grifica y ve porqué ellos o Vi Wik
son los mejores, — Teny s000F N )
La grifica trata solo los momentos T e ~
ocupados y estables. No puedes ganar :
mucho en los momentos de poca ¢« + Chad
clientela y no querris contratar =i GG
personal para esos momentos.
——— Robin
Algunos trabajadores rinden mds al v TONY
final del verano y otros no. Asi que ;
agosto es importante y también julio, [ 7777777 Willy
En este tltimo mes es ti tienes mids
ingresos. |traduccion libre| June July August

Figura 7. Carta de los estudiantes a su cliente, con una gréafica sobre las
tendencias de ingreso de sus trabajadores, adaptada de Lesh y

Doerr (2000).
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Esta model eliciting activity, nos sugiere que los alumnos profundizan sus
interpretaciones sobre la nocion de razéon de ventas por hora cuando la usan para medir la
productividad de los vendedores. Aqui la actividad de modelacion se utiliza explicitamente
para construir un modelo y profundizar en el concepto matematico como herramienta
conceptual. Observamos en esta postura una mezcla de la modelacion tradicional y de la
realistic mathematics education en cuanto al uso de la modelacion. Por una parte la
construccidon del modelo es un propdsito de la models and modeling perspectives, en lo que
coincide con la modelacion tradicional. A la vez, otro propdsito que se persigue es desarrollar
un sistema conceptual con nuevas interpretaciones del concepto en contextos de la vida
cotidiana. En esto la models and modeling perspectives se parece a la realistic mathematics
education. Al igual que en las otras posturas, creemos que el uso de contextos ordinarios en la

models and modeling perspectives promueve aprendizajes significativos.

3.5. Habilidades de modelacion.

Hasta este punto hemos descrito cuatro posturas que consideramos importantes para
aproximar el papel de la modelacion en la matematica escolar. Ello nos coloca en un punto en
el que podemos proponer un esquema tedrico para precisar habilidades de modelacion. Lo que
consideramos pertinente para lograr el tercer objetivo, en que nos propusimos evaluar los
efectos de nuestra propuesta didéctica en habilidades de modelacion. Kaiser (2005) describe

en la Figura 8 el proceso de modelacion que subyace en las posturas descritas.

b
Real world model ——(—)——-- Mathematical model
(a) (¢
d
Real situation *—(-)— Mathematical results
Reality Mathematics

Figura 8. Proceso de modelacion, tomado de Kaiser (2005).
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El inicio del proceso es una situacion problema real que es representada y solucionada
a través de lo que llamamos cuatro momentos o pasos de modelacion. En el primero
[representado por (a)], el problema real se simplifica y se traslada a una situacion ideal, con lo
que obtenemos un modelo del mundo real (real world model). El segundo paso consiste en
matematizar o trasladar la situacion ideal a un modelo matematico [inciso (b)]. El tercer paso
comprende las actividades matematicas para obtener una solucién [inciso (c)]. En el dltimo
paso [representado por (d)] hay que verificar y validar la solucion. En estos pasos encontramos
cierta coincidencia con las etapas de la matematica en contexto. Esto es, con plantear el
problema, identificar variables y constantes, asi como los conceptos necesarios para construir
el modelo, obtener y verificar su solucion (Camarena, 2002, 2004). También, encontramos
estos pasos dentro de los ciclos de modelacion de la models and modeling perspectives (Lesh,
2003, Lesh y Doerr, 2000), de la modelacion tradicional (Houston y Neil, 2003), asi como con
las actividades de matematizacion sefialadas por OECD/PISA para organizar fendmenos
matematicamente y promover el lenguaje matematico (OECD, 2003).

La matematica en contexto de las ciencias propone que las actividades de modelacion
requieren de las habilidades propias de la resolucion de problemas: heuristicas, del
pensamiento, metacognitivas y creencias (Camarena, 2003b). Habilidades que consideramos
mas generales que las de modelacién sefialadas por las otras posturas. Entonces, ;qué
habilidades de modelacion promueve la matematica en el contexto de las ciencias? Creemos
obtener una respuesta pertinente a partir de la didactica de dicha postura, esto es, de la
mateméatica en contexto. Consideramos razonable pensar que cada una de las etapas de
modelacién promueve el desarrollo de una habilidad particular. En consecuencia, esperamos
que los estudiantes desarrollen habilidades para plantear el problema, identificar aspectos
relevantes y representarlos con variables y constantes, construir un modelo matematico,
obtener una solucion, interpretarla y validarla dentro del contexto del problema.

De acuerdo con Camarena (2001), la actividad de modelacién también exige la
habilidad para descubrir las relaciones que gobiernan o describen la situacion. Como ella
indica, la modelacién la concebimos como un proceso cognitivo con tres momentos: a) la
identificacion de variables y constantes del problema, b) el establecimiento de relaciones entre
éstas a través de los conceptos involucrados y c) la validacién de la relacion matematica con la

que se modela el problema. Es decir, Camarena sostiene que la identificacion de relaciones es
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una habilidad de modelacion. Con base en esta reflexion sugerimos que la matematica en

contexto promueve habilidades para:

1. Plantear el problema.

Determinar las variables y constantes que describen el problema.
Identificar las relaciones entre variables y constantes.

Formular o construir el modelo matematico.

Obtener una solucién matematica del problema.

SRV

Interpretar y validar la solucion en términos del problema.

Construimos la Tabla 4 para mostrar ciertas coincidencias en las habilidades de
modelacion sefialadas por diferentes posturas, y que tienen una estrecha relacion con las etapas
de modelacion que sugiere Kaiser (2005).

La habilidad de identificar y aclarar relaciones entre las variables y constantes de un
problema es, a nuestro entender, una habilidad clave al construir el modelo. De acuerdo con
Freudenthal y Terwel (2000), existen conceptos que son capaces de organizar
matematicamente una situacién, un problema. Dichos conceptos funcionan como modelos
para 'y desde un enfoque conceptual tradicional, su aplicacion exige distinguir las relaciones
numéricas que estd modelando. Esto es, requerimos de la capacidad para distinguir dichas
relaciones tanto en el problema real como en el concepto.

Pensamos que la habilidad mencionada no es facil de alcanzar. De acuerdo con
Houston y Neill (2003) en cursos de modelacién matematica tradicional las habilidades menos
desarrolladas por los estudiantes son clarificar el objetivo y seleccionar un modelo apropiado
en menor grado. En el caso de posturas que buscan la construccion del concepto o la
profundizacion del mismo, que hemos revisado, el identificar relaciones numeéricas tiene
diferentes matices. En la models and modeling perspectives las relaciones se identifican a
prueba y error, a través de diferentes ciclos de modelacion. Por su parte, la realistic
mathematics education, identifica las relaciones a través de un modelo, que funciona como
modelo de y modelo para. En la matemética en contexto, profesor y estudiantes identifican las
relaciones. El profesor introduce el concepto que las modela. En el enfoque hacia la

modelacion sugerimos que estas relaciones las identificamos con mayor facilidad en términos
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de las cantidades. Cantidades que surgen en actividades propias de la vida cotidiana, como el
medir y contar. Pensamos también que la nocion de modelo para, al funcionar como patrén de
relaciones entre cantidades, facilita identificar dichas relaciones. De ahi surge nuestra idea

sobre su potencial para mejorar habilidades de modelacion.

Habilidades o competencias de modelacién
Modelacion tradicional | Models and | Matematica en
Etapas del proceso PISA (OECD, (Houston y Neil, 2003, | modeling contexto (Camarena,
de modelacién 2003, p. 40) p. 156-160) perspectives | 1999, 2003, 2004)
(Kaiser, 2005) (Lesh,
2003, p.50-
51)
Simplificacion o Estructurar el Formular un modelo Plantear el problema
estructuracion campo o situacion a | apropiado [de a) a f)]
idealizada del ser modelada a) Realizar suposiciones y
problema simplificaciones
b) Clarificar el objetivo
Producto de esta c¢) Formular el problema
etapa: real world
model Disefiar o
Matematizar o Trasladar la d) Asignar variables, planear Determinar las
trasladar el realidad a parametros y variables y
problema a un estructuras constantes constantes del
modelo matemético | matematicas e) Formular declaraciones problema
matematicas Identificar relaciones
Producto de esta f) Seleccionar un modelo entre variables y
etapa: Mathematical constantes
model Formular o construir
modelo matematico
Consideraciones Solucionar el Producir la solucién Probar Obtener una solucion
matematicas para problema. matematica matematica del
obtener una correspondiente problema
solucién
Producto de esta
etapa: Mathematical
results
La adecuacion de la | Interpretar la Interpretar y evaluar la Revisar lo Interpretar y validar
solucion debe solucion solucion; realizado la solucién en
verificarse, validada | matematica en Reportar sus términos del
términos del implicaciones; problema
problema real. Revisar y ajustar el
modelo a la luz del
analisis.

Tabla 4. Habilidades de modelacion en diferentes posturas.
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3.6. El enfoque hacia la modelacién y la comprension relacional.

De acuerdo con Orton (1998), hay cuatro tipos de aprendizaje requeridos en la
actividad matematica: a) retencion y memorizacion; b) empleo de algoritmos; ¢) aprendizaje
de conceptos, y d) resolucion de problemas. El primer tipo de aprendizaje busca fijar en la
memoria a largo plazo y recuperar con cierta facilidad, diferentes expresiones matematicas
como palabras, notaciones, simbolos y férmulas, entre otros. Este tipo de aprendizaje se
facilita si el alumno es capaz de atribuirle significados a dichas expresiones. El problema se
presenta en los primeros niveles educativos: jcémo iniciar a un alumno en matematicas
cuando carece de tal materia en su estructura cognitiva? Orton no ofrece una respuesta en esta
direccion. Para promover la memorizacion y retencion, Orton (1998) sugiere el uso de
diversas estrategias como la mnemotecnia, ejercicios de repeticion y mapas conceptuales.

Creemos que el enfoque hacia la modelacion favorece la comprension en el segundo
tipo de aprendizaje: el empleo de algoritmos. Ante la carencia de significados para los
diferentes pasos del algoritmo, es frecuente que el estudiante entienda lo que debe hacer para
tener un resultado; esto es lo que Skemp (citado por Orton, 1998) llama comprension
instrumental. Por otra parte, si el estudiante sabe porqué tiene que hacer cada paso, posee lo
que Skemp llama una comprensién relacional. Esta distincion entre dos tipos de comprension
es importante: cada una de ellas tiene sus ventajas. Godino (2003) cita a Skemp para sefialar

los beneficios de la comprensidn instrumental:

Dentro de su propio contexto, las mateméticas instrumentales son usualmente mas
faciles de aprender; a veces mucho mas féciles. Algunos temas, como la multiplicacion
de dos niimeros negativos, o la divisién por una fraccion son dificiles de comprender
relacionalmente. “Menos por menos, mas”, y “para dividir por una fraccion,
multiplicas por la faccion inversa” son reglas que se recuerdan con facilidad. Asi como

las respuestas rapidas, correctas y el sentimiento de éxito. (p. 121)
De acuerdo con esta afirmacioén, la comprension instrumental es deseable ante la

ausencia de un discurso que explique el porqué de la accion. Sin embargo, para ofras

situaciones, la comprension relacional tiene mas ventajas (Godino, 2003):
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La comprension relacional, el saber no s6lo qué método funciona sino también por qué,
permite adaptar los métodos a los nuevos problemas. La comprension instrumental
necesita controlar qué método se aplica a cada problema y cudl no, y aprender un

método diferente para cada nueva clase de problemas. (p. 122)

Godino (2003) sefiala que los métodos son mas faciles de recordar y tienden a
favorecer su propio crecimiento. Sin embargo, la actividad de modelacion exige saber por qué
gjercitamos un procedimiento, seguimos un método matematico o aplicamos un concepto. Ello
facilita adaptar el conocimiento a circunstancias nuevas. Es necesario saber por qué sirve un
concepto.

Proporcionamos un ejemplo de céomo el enfoque hacia la modelacion favorece la
comprension relacional en la division de fracciones. Orton (1998) sefiala el papel de la

comprension relacional con los problemas que se presentan al aprender tales divisiones:

La peor historia de horror de todas las fracciones consiste en la division, por ejemplo:

3 7

5 10
Para hallar instrumentalmente, la respuesta, se “invierte la segunda fraccion y se
sustituye el “+” por “x”. Esto ha conducido inevitablemente a la confusion en el
recuerdo, sobre todo respecto a qué fraccion habia que invertir o si eran ambas.
Relacionalmente, desde luego, deseamos saber cuantos 7/10 hay en 3/5, por ello, la
idea de equivalencia esta implicita. ;Es necesario el algoritmo? Si lo es, ja qué edad es
preciso dirigirse para lograr una comprension relacional? Tal comprension auténtica no
parece estar al alcance de la mayoria de los chicos dentro de los afios de escolaridad

obligatoria. (p. 45)

Orton se refiere al interés por saber cudntas veces siete décimos caben en tres quintos,
y afirma “por ello, la idea de equivalencia esta implicita”. El sugiere que esta idea sélo se
percibe en una comprension relacional que nos ayuda a entender el algoritmo y que es dificil
de alcanzar por parte de los alumnos de educacion obligatoria. ;Pero especificamente a qué se

refiere Orton con esta expresion? El no lo explicita, asi que sélo nos queda especular. Dos
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situaciones son posibles. Primera, que €l se refiera a que se obtiene otra fraccion equivalente al
determinar cuantas veces siete décimos caben en tres quintos. Segunda, que se refiera a que la
division de fracciones es equivalente a la multiplicacion de las mismas pero utilizando

fracciones inversas, ya que se trata de operaciones inversas:

3.7 _3.10 30_6

5710 5 7 35 7

Creemos que Orton se refiere al primer tipo de situacion, y que la comprension
relacional permite ver que se trata de obtener, como resultado, una fraccién equivalente. Sin
embargo, a este nivel no queda explicito el por qué de cada paso del algoritmo.

En el enfoque hacia la modelacion, una fraccion procede de actividades en las que hay
que medir dimensiones con tamafio menor a la unidad. Para lograr exactitud, la unidad de
medida se fracciona o divide en partes iguales, lo que nos lleva a tener mitades, tercios,
cuartos, u otra fraccion como nueva unidad de medida, que podriamos llamar fraccion unidad.
Con ésta, contamos o medimos tamailos menores a la unidad, y obtenemos una cantidad de
fracciones unidad que nos indica el tamaiio de lo que medimos. De esta forma, interpretamos
el nimero que aparece en la parte inferior de la fraccion o denominador como unidad de
medida, y el nimero que aparece en la parte superior de la fraccion o numerador, como una

cantidad, tal como lo indicamos en la Figura 9.

cantidad de fracciones — 3 tamafio de la fraccion
unidad obtenidas en la = unidad utilizada como
actividad de medicion 5 unidad de medida en la

i S actividad de medicion

Figura 9. Significados del numerador y del denominador
con el enfoque hacia la modelacion.

En el enfoque hacia la modelacion, las unidades de medida no son sujetas de
operaciones matematicas. Esto ocurre sélo con las cantidades. También observamos un
principio de uniformidad de medida para operar tales cantidades. Esto es, podemos afirmar
que la expresion 8 + 8 = 16 es verdadera s6lo si hay uniformidad en las unidades de medida.
Si la primer cantidad se obtuvo con centimetros y la segunda con milimetros, la expresién 8 +

8 = 16 es falsa al igual que lo seria utilizar semanas y dias en una suma, como lo sefiala Tarp
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(2004). Para que la expresion sea verdadera, ambas cantidades deben haberse generado con
centimetros, o bien con milimetros. Este hecho es relevante para comprender los algoritmos
para las operaciones con fracciones. Por ejemplo, en la suma de las siguientes fracciones:

3.7

510

el resultado que se obtiene sumando directamente las cantidades de tres y siete es incorrecto,
porque dichas cantidades se obtuvieron con diferentes unidades de medida, y refieren a
tamafios diferentes: un quinto es el doble de un décimo en tamafio. El principio de
uniformidad que observamos nos lleva a igualar las unidades de medida, ya sea a quintos,
décimos o alguna otra unidad comiin para ambas, como quinceavos, por ejemplo. Utilizar otra
fraccion equivalente para tener la misma unidad de medida, es a lo que al parecer se refiere
Orton cuando habla de “la idea de equivalencia”. Una vez que ambas fracciones se expresan

en términos de la misma unidad, calculamos el valor de su unién mediante la suma:
S . 3
para encontrar un fraccion equivalente a r

. . : .. 3
cambiamos la unidad de medida a décimos, entonces :

6
lo podemos expresar con 10

3 7
ylasuma —+—
5 10

. 6
esiguala —+—
10 10

A 6 7 13
cuyo resultado obtenemos sumando los nimeradores 10 + 10 = 0

Observemos que cuando tenemos décimos como unidad de medida Ginica, sumamos las
cantidades seis y siete que corresponden a mediciones con dicha unidad. Notemos que la
unidad de medida no la sumamos, sino simplemente la indicamos. Volvamos ahora a la
“historia de horror” de la division de las fracciones:

3 7

5 10
Para Orton (1998) en este problema el interés se centra en conocer cuantas veces siete
décimos caben en tres quintos. En el enfoque hacia la modelacion, lo interpretamos como en

cuantas partes iguales de siete décimos podemos separar la cantidad de tres quintos. Con tales
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unidades de medida no es posible hacer una comparacion que nos permita cuantificar lo que se
pide. Nuevamente enfrentamos la necesidad de igualar las unidades de medida, como lo
sugiere el principio de uniformidad. Procedemos entonces de manera similar a como lo

hicimos en la suma de fracciones, utilizando décimos como unidad de medida:

N . 3
entonces la division de las fracciones g e

10
; 6 7
esiguala —+—
10 10
o ; 7 _6
cuyo resultado lo obtenemos dividiendo los nimeradores T - = =;

Como se trata de separar la cantidad de seis décimos en cantidades iguales de siete
décimos, resulta obvio que no podemos hacerlo, ya que siete décimos es mayor que seis
décimos. Sin embargo, como ambas cantidades refieren a unidades de medida del mismo
tamafio, podemos expresar el resultado como la division de seis entre siete. Con ello
indicamos que la relacién entre las cantidades es igual a tener seis partes de la primera por
cada siete de la segunda, o en decimales, a 0.8571 de la primera por cada unidad de la
segunda. En otras palabras, dividir una cantidad de tres quintos entre otra de siete décimos, es
igual a dividir seis entre siete, cuando las unidades de medida son iguales. La comprension
relacional de la divisién de fracciones con el enfoque hacia la modelacion, nos permite
modificar ligeramente la regla que menciona Godino (2003, p. 121): “multiplicas por la
fraccion inversa”; o por Orton (1998, p. 45): “se invierte la segunda fraccion y se sustituye el
“+" por 'x"”. Formulaciones inspiradas, a nuestro entender, en una forma mecénica de obtener
fracciones equivalentes para igualar los denominadores.

Para lograr la comprension relacional con el enfoque hacia la modelacion, empleamos
diversas nociones clave que explicitan la actividad. Nociones tales como cantidad, unidad de
medida, y principio de uniformidad, facilitan el significado de la division de fracciones como
actividad de modelacién. Pensamos que este significado puede llevar a un aprendizaje
significativo por al menos dos razones. Una, es que el estudiante empieza a construir sus
significados en contextos cotidianos de medir y contar, lo que favorece la presencia de ideas
de anclaje. Otra, que el material de aprendizaje se organiza a partir una actividad concreta en

una secuencia légica, y conlleva un grado de significado logico. Estas dos razones y el interés

69



III. La modelacion en la escuela

del alumno, son los requisitos que Ausubel (2002) establece para lograr aprendizajes

significativos.

Sumario. Hay una necesidad sentida internacionalmente para acercar el conocimiento
matematico a las actividades cotidianas o actividades del “mundo real” (Blum, 2002; OECD,
2003). Las actividades de modelacion matematica retinen muchas de las condiciones para
desarrollar las habilidades que exige la “sociedad basada en el conocimiento” (Lesh, 2003,
English, 2003). Sin embargo, la modelacion matematica se utiliza con diferentes propésitos y
papeles en los procesos de aprendizaje. En un extremo, encontramos la modelacion tradicional
(Berry y Houston, 1995; Houston y Neill, 2003) en la que el propésito de la educacion enfatiza
el desarrollo de las habilidades de modelacion y de aprender a modelar matematicamente. En
esta tendencia los conceptos matematicos se adquieren con anterioridad y su papel es el de
herramienta que ayuda a solucionar problemas. En el otro extremo, ubicamos a la realistic
mathematics education (Gravemeijer y Terwel, 2000; Van Den Heuvel-Panhuizen, 2003;
Doorman, 2005) cuyo proposito es la re-invencion del concepto matematico. Para ello, esta
tendencia utiliza modelos emergentes. Esta postura estd mas acorde con las posturas
constructivistas y las ideas de Decroly y Dewey para la educacion. El papel que desempeiia la
modelacion es el de una actividad instrumental, mediadora, por medio de la cual se facilita la
re-invencion.

En otras corrientes intermedias —como las models and modeling perspectives (Lesh,
2003; Lesh y Lehrer, 2003; Lesh, Carmona y Post, 2002)— ubicadas en educacion media, €l
proposito del proceso de aprendizaje es que el alumno aprenda la actividad de modelacion
matematica y profundice en los significados de los conceptos mateméticos. Todo esto como
una forma de enfrentar los retos de la “sociedad del conocimiento”. En otra posicion
intermedia ubicamos a la matematica en el contexto de las ciencias, cuyo proposito es que el
alumno de ingenieria relacione el conocimiento matematico con su entorno profesional y lo
encuentre menos arido.

Una vez que hemos expuesto las diferentes posturas que utilizan modelacion
matematica en los procesos de aprendizaje, sugerimos qué habilidades de modelacion que
promueve la matematica en contexto. Con base en Kaiser (2005) describimos el proceso de

modelacién que subyace en las diferentes posturas. Las coincidencias que encontramos entre
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dichas posturas las indicamos en la Figura 12. Sugerimos entonces, que la didictica de
matematica en contexto promueve el desarrollo de habilidades como el plantear el problema,
identificar variables y constantes, y sus relaciones, entre otras. Creemos que el enfoque hacia
la modelacion facilita identificar relaciones entre variables y constantes, al considerar a las
cantidades. La nocion de modelo para facilita el identificar las relaciones al funcionar como
un patrén de relaciones entre cantidades. Relaciones que emergen de las actividades de medir
y contar en contextos ordinarios de la vida cotidiana.

En las posturas revisadas no encontramos un analisis del papel que desempefia la
nocion de cantidad en la construccion de significados. En el enfoque hacia la modelacion
(Cervantes, 1996, 2003; Cervantes y Arcos, 2005) se propone que este papel es esencial para
comprender el concepto matematico como producto de una actividad modeladora sobre el
entorno. En la solucién de una situacion problema, la actividad lleva a crear o usar conceptos y
notaciones matematicas. Bajo dichas condiciones algunos conceptos funcionan como modelos
para que organizan toda la actividad. Los significados que proponemos en esencia se basan en
las nociones de modelo para, unidad de medida, cantidad, modelacion y modelo. Proponemos
que estas nociones favorecen la comprension relacional, como mostramos en la division de
fracciones. Sugerimos que el enfoque hacia la modelacion también favorece las habilidades de
modelacion y el percibir la matematica y la realidad en estrecho contacto. Finalmente, dicho
enfoque lo visualizamos como una postura complementaria a las diferentes corrientes
didacticas que utilizan la modelacion matematica. En los siguientes capitulos describimos la
importancia de la derivada para la ingenieria y la problematica de su aprendizaje, asi como

nuestra interpretacion con el enfoque hacia la modelacion.
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IV. Problemas en el aprendizaje de la derivada

En los capitulos anteriores describimos ciertas posturas que utilizan la modelacion en
la matematica escolar. Posturas que consideramos importantes para presentar un panorama
general de los usos de la modelacion. Los ejemplos descritos permiten clarificar cada
propuesta. Apreciamos en todas ellas el uso de contextos reales para el aprendizaje de las
matematicas o para aplicarlas. Con respecto a la ensefianza tradicional que promueve
aprendizajes algoritmicos, el uso de contextos supone un avance en la construccion de
significados. En particular, en el caso de la derivada, pensamos que el empleo de actividades
reales fortalece los procesos de ensefianza aprendizaje. Por ello, la modelacién es deseable en
la didactica. ;Coémo se utiliza la modelacion en la enseflanza de la derivada? ;Cudles
contextos son utilizados? ;Cuédles son los principales problemas de aprendizaje?

En el presente capitulo tratamos responder a las preguntas anteriores. Iniciamos con un
ejemplo sencillo que nos muestra la importancia de la derivada para la ingenieria. Con esto
pretendemos ubicar al lector en por qué es importante facilitar el aprendizaje de dicha nocion.
Presentamos también el resultado de nuestra blisqueda sobre el papel que desempeiia la
modelacion en el aprendizaje de la derivada. Ademas, incluimos un apartado sobre el origen
de dicha nocién como un limite. Ello nos proporciona una idea de la dificultad que tienen que
enfrentar los estudiantes para lograr la comprension relacional, al aprenderla y apreciarla
como algo obtenido de la realidad. Un ultimo apartado abunda en los problemas que se
presentan en el aprendizaje de la derivada, asi como algunas propuestas tedricas para
superarlos, mismas que incluyen el uso del laboratorio, software, o nuevas posturas
epistemoldgicas. Todo ello proporciona un panorama de los problemas que pretendemos

superar, a partir de la matematica en contexto y el enfoque hacia la modelacion.

4.1. Importancia de la derivada en ingenieria.

El aprendizaje del célculo matematico es esencial para la ingenieria. No sélo es una
herramienta con la que debe contar el futuro ingeniero, sino que si es contextualizado
apropiadamente, proporciona una visién del papel que tiene el conocimiento matematico en la

practica profesional. Vision propia del perfil deseable por parte de organismos internacionales
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o nacionales (Vargas, 1998). Pero, ;por qué otorgarle tanta importancia al papel que
desempefia la nocién de derivada en este contexto? Mencionamos tres razones principales: a)
es un tema central para el aprendizaje del calculo; b) es una fuente constante de problemas de
aprendizaje en las escuelas de ingenieria; y c) se aplica a problemas de optimizacion y de
prediccion que muestran como utilizar el conocimiento matemético en la practica profesional.
Presentamos un ejemplo que provee una vision de esto ultimo.

Tomamos del texto de Hoffman (1985, p. 137) el problema de determinar las
dimensiones de una lata de refresco (cerveza en el problema original) que minimice el costo
de los materiales. Se establece que la lata debe tener un volumen de 360 ml (12 oz) y que el
costo de las tapas superior e inferior es el doble del resto del material. Bajo estas condiciones,

las dimensiones a determinar son el radio » de la tapa y la altura / de la lata como se muestra

en la Figura 10.

A

g

Mo

h

N
N

Figura 10. Radio y altura de un bote
cilindrico, adaptado de Hoffman
(1985).

El material total requerido se representa con el drea total 4, que incluye el de las dos
tapas (270”) més el area de las paredes del cilindro (2nrh). A partir de ello y del volumen ¥/ de
la lata, se obtiene el siguiente modelo que calcula el drea total en funcion del tamafio del radio
de la tapa: A = 2w’ + 720r ', medida en centimetros cuadrados. Si C representa el costo
total del material, y suponemos un costo por centimetros cuadrados de § 0.001, el costo total
lo calculamos con C = 0.0047* + 0.720r ~" medido en pesos. A medida que el radio r varia, la
altura / variara para conservar el mismo volumen. Dichas cambios provocan una variacién en

el material requerido y en consecuencia en los costos. Una interrogante frecuente en este tipo
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de problemas de optimizacién es jen qué momento se obtiene un costo minimo de materiales?
Los procedimientos de cdlculo permiten determinar el ritmo de variacion del costo: en qué
momento estd aumentando, disminuyendo o permanece constante a través de la razon de
cambio'” para cada tamafio de radio. Es obvio que obtendremos un costo minimo justo cuando
esta razon de cambio pase de valores que disminuyen a valores que aumentan, o
matematicamente, cuando dicha razén toma un valor de cero después de tener valores
negativos y antes de tener valores positivos. La Tabla 5, elaborada en Excel contiene las
dimensiones r, A, el area A y los costos totales C, asi como la razén de cambio para cada

tamaifio del radio cuando varia de uno a diez centimetros.

Razon de cambio

Radio r Altura h Area total 4 [Costo C' Costo/radio
(cm) (cm) (cm’) ($) (A$/Acm)
1 114.59 726.28 0.73 -0.695

2 28.65 385.12 0.41 -0.130

3 12.73 296.52 0.35 -0.005

4 7.16 280.48 0.38 0.055

5 4.58 301.00 0.46 0.097

6 3.18 346.08 0.57 0.131

7 2.34 410.58 0.72 0.161

8 1.79 491.92 0.89 0.190

9 1.41 588.68 1.10 0.217

10 1.15 700.00 1.33 0.244

Tabla 5. Alturas, areas y costos para diferentes tamafios del radio
del bote cilindrico de la Figura 10.

17 Definimos razén de cambio como la razén matematica existente entre dos cambios o variaciones. Por ejemplo,
la velocidad de 65 kilémetros por hora es la razon de cambio entre la distancia recorrida y el tiempo utilizado, y
expresa una relacion de 65 a uno: 65 unidades de distancia por una de tiempo. Si la razén aumenta, esto implica
mayor velocidad; si disminuye, implica una velocidad menor. Con ello observamos el ritmo de variacion de la

velocidad y cuando es maxima o minima.
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En esta forma tabular observamos las dimensiones que minimizan el costo total C. En
la cuarta columna vemos que los costos se minimizan cuando la tapa tiene un radio de tres
centimetros, o sea, con una lata de seis centimetros de diametro y 12.7 centimetros de altura;
aproximadamente, las dimensiones de una lata de refrescos comun. La ultima columna nos
proporciona la razon de cambio para cada tamafio del radio. Observamos que cuando el radio
mide un centimetro, la razén de cambio toma un valor negativo de 0.695. Es decir, el costo se
reduce en 0.695 pesos por centimetro que aumente el radio. Pero ocurre sélo cuando el radio
es de un centimetro. Cuando es de dos, el costo se reduce a otro ritmo, a una razoén negativa de
0.130 pesos por centimetro. Cuando el radio es de tres centimetros, el costo se reduce a una
razon de 0.005. Finalmente, cuando el radio es de cuatro centimetros, el costo aumenta a una
razon de 0.055 pesos por centimetro. De ahi en adelante los costos aumentan, lo que indica
que ya se rebasé el costo minimo.

De esta forma la razon de cambio permite determinar en qué momento tenemos un
valor minimo o maximo. La funcién que proporciona dicha razén de cambio es la derivada’®.
En este ejemplo apreciamos su eficacia para conocer cuando maximizar un beneficio, o
bien, cuando minimizar costos, materiales, o cualquier otra dimensién. La nocién también se
utiliza para describir conceptos como velocidad instantanea, aceleracion instantanea, costos
marginales, tasas de crecimiento, productividad instantinea, entre otros. En este punto
creemos que es posible tener una mayor aproximacion a la importancia del aprendizaje de la
derivada, y del papel que ésta desempefia como conocimiento basico para la ingenieria.
También, con el ejemplo descrito podemos apreciar el papel del contexto para significar la
funciéon derivada, y la importancia de la modelacion para la comprension relacional en el

aprendizaje de dicha nocion.

4.2. La modelacion y el concepto de derivada.
La modelacion tiene una aplicacion limitada como estrategia didactica para la
ensefianza y aprendizaje de la derivada. Tras una busqueda cuidadosa, encontramos escasos

reportes de investigacion con esta temadtica en tres de las conferencias internacionales mas

' En nuestra investigacion llamamos derivada a la funcién que proporciona la razén de cambio en un punto.
Dicha funcién no se puede obtener directamente, sino que es necesario derivarla de otra funcion, tal como se

muestra mas adelante,
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recientes: el 10" International Congress on Mathematical Education (ICME 10), celebrado en
Copenague, Dinamarca, en julio de 2004; la Eleventh International Conference on the
Teaching of Mathematical Modelling and Applications ICTMA 11) celebrada en Milwaukee,
Estados Unidos, en 2003; y el estudio 14 de la International Comission on Mathematical
Instruction (ICMI Study 14): Modelling and applications in Mathematics Education,
celebrado en Dortmund, Alemania, en febrero de 2004. En la Twelfth International
Conference on the Teaching of Mathematical Modelling and Applications (ICTMA 12),
encontramos investigaciones relacionadas de manera indirecta con la modelacion en el
aprendizaje de la derivada (Roorda, Vos y Goedhart, 2007; Jiang, Xie y Ye, 2007). Estos
resultados indican que la modelacion tiene escasa aplicacion en la ensefianza y aprendizaje de
la derivada.

Pese a lo anterior, observamos que la modelacion cada vez adquiere mayor importancia
en relacion con la derivada. Roorda, Vos y Goedhart (2007) se interesan por un marco teorico
especifico para medir habilidades de transferencia del concepto de derivada en la modelacion
y aplicaciones matematicas. Jiang, Xie y Ye (2007) reportan el Concurso Matemético de
Modelacién Chino iniciado en 2003. Dicho concurso promueve el disefio de “modulos™ de
modelaciéon matematica, mismos que los profesores utilizardan en sus cursos. A manera de
ejemplo, los autores presentan un modulo para el aprendizaje de cédlculo. Con anterioridad en
Alemania, Kaiser-Mesmer (1986), reportd que los grupos que utilizan la modelacién en el
aprendizaje de la derivada alcanzan una mejor comprension del concepto.

Por otra parte, Doorman (2005) reporta una investigacién en la que el movimiento es
modelado con ayuda de computadoras bajo la realistic mathematics education, y analiza el
desarrollo conceptual en los alumnos sobre la velocidad instantdnea. Dado el papel que dicha
nocion desempeiié en la historia de los conceptos de calculo, Doorman (2005) describe un
proceso de reinvencién guiada y el éxito obtenido al integrar aspectos historicos de la nocion
de derivada: el uso de graficas y problemas de velocidad instantanea. Doorman concluye que
bajo tales condiciones es factible implementar el proceso de reinvencion guiada. Entre otras
cosas, aclara que los alumnos encuentran dificil pasar de modelos graficos basados en datos, a
modelos graficos continuos. Doorman investiga ademds, los efectos que tienen los medios

informéticos en tales procesos y concluye que estos proveen un ambiente de trabajo dindmico
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para interpretar la pendiente y contribuyen a comprender las relaciones graficas que predicen
el movimiento.

Con base en lo anterior, creemos que la modelacion tiene una utilizacién limitada para
profundizar en la ensefianza y aprendizaje de la derivada. En particular, desaprovechamos el
potencial de la modelacion para significar dicha nocion en contextos reales. Afirmamos que
ello ocurre esencialmente por la dificultad que encierra encontrar situaciones reales en las que
abstraer el concepto sea relativamente sencillo. Para clarificar esta afirmacion, resumimos la

evolucién histérica de la derivada en el siguiente apartado.

4.3. La nocién de derivada como limite.

En el ejemplo sobre las dimensiones de una lata de refresco, utilizamos la razén de
cambio costo/radio para cada tamafio de radio. Con ella identificamos el costo minimo. Es
posible obtener dicha razén de cambio a través de la funcién mateméatica que llamamos
derivada. Aunque logramos una mayor comprension relacional al saber porqué utilizar dicha
nocién, atin no sabemos porqué o como funciona. Pensamos que la historia de la derivada no
ayuda lo suficiente, y es dificil comprender el porqué una razén de cambio promedio tiende a
un valor fijo. Sin embargo, con el deseo de aproximarnos a las dificultades que experimentan
los alumnos en el aprendizaje de la derivada, revisamos su evolucion histérica. Se atribuye a
Newton y a Leibniz la creacion de la derivada de manera independiente en el siglo diecisiete,
pero ella requirié de siglo y medio para ser dcﬁ-nida como la conocemos actualmente.

De acuerdo con Boyer (1959) los matematicos de la segunda mitad del siglo XVII se
preocuparon por encontrar métodos generales que solucionan problemas de tangentes,
maximos y minimos, y cuadraturas de las curvas (area bajo la curva). El desarrollo de los
métodos de calculo para solucionar dichos problemas se atribuye a Issac Newton y a Gottfried
Wilhelm Leibniz en forma independiente. El primero de ellos desarrollé entre 1665 y 1666 su
método bajo la idea de que las cantidades fluyen en un continuo o en fluentes. Lo anterior lo
asent6 en el documento De analysi per aequations numero terminorum infinitas, que elaboro
en 1669 y publicé hasta 1711. Una explicacion mas detallada la escribi6 Newton en su
Methodus fluxionum et serierum infinitarum aproximadamente en 1671, misma que se publico
hasta 1736. Boyer (1959) indica que en una tercer etapa, Newton percibi6 la nocion de limite

como se refleja en su manuscrito De quadratura curvarum escrita en 1676 y publicada hasta
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1704. De acuerdo con Boyer (1959, p. 202). “se ha sugerido que la larga demora de Newton
por publicar estros tres trabajos seminales en el célculo, fue ocasionada por el hecho de que
estaba insatisfecho con sus fundamentos légicos”.

Al revisar a Dunham (2005) nos aproximamos al pensamiento de Newton sobre la
razén de cambio en su propuesta para calcular el area bajo la curva propuesto en el manuscrito
De analysi. (Aclaramos que nuestro interés no es proporcionar la demostracion rigurosa y
compleja hecha por Newton, sino presentar las ideas principales de su trabajo con la derivada).
De acuerdo con Dunham (2005) en dicho documento Newton explica las reglas para encontrar
la cuadratura de curvas simples. A partir de un planteamiento deductivo, Newton establece la
regla y procede a demostrarla. La regla nimero uno afirma que si la curva de una gréfica es

del tipo y = ax™”, donde m y n son enteros positivos, el drea bajo la curva del punto 4 al punto

. ; 2 - an
D (véase la Figura 11) esta dada por la expresion:  ——— x"*"""
m+n

Newton se propuso demostrar que si la expresion anterior proporciona el area bajo una
curva cuando x aumenta en o unidades, entonces al reducir tal aumento a un “valor minimo”,
el 4rea aumentada se reduce al de una linea bajo la curva, igual a la linea y. De acuerdo con
Dunham (2005) una versién moderna de esto seria la grafica de la Figura 11 en que el area
inicial ABD se amplia al 4rea 4f0 cuando x aumenta a x + o. El érea BFDJ es la ampliacion
bajo la curva y es igual al drea BAKH del rectangulo de base o y altura v (linea punteada).

K 9

D H El drea bajo la curva BfDd
es igual al area BAKH y esta

/ dada por:

a~
y ¥ ﬁ_ t("H—H)J’n
m+n
re—

Figura 11.  Version moderna del area aumentada bajo
la curva Do, adaptada de Dunham (2005).
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Para Newton, a partir del area punteada, si el aumento o se reduce a un “tamafo
minimo” se obtiene un area igual al de la linea y con valor y, como se muestra en la Figura
12.

Ko —"

AH

X

A [ B
= -]
Figura 12.  El area aumentada bajo la curva Do se reduce

al “minimo” y toma la forma de la altura y,
adaptada de Dunham (2005).

Para comprobar su afirmacién, Newton tiene que demostrar que la razon entre el area

/] e
" cuando o toma su “valor minimo”. En otras

ampliada y el aumento o es igual al valor y = ax
palabras, tiene que encontrar la razén de cambio instantdnea el 4rea con respecto a la
variacion de x. Para describir la demostracién hecha por Newton, Dunham (2005) describe el

area con z(x) y su aumento con ov; transforma la expresion inicial del érea bajo la curva:

an ' y .
= xmin g 1a expresion cx””, donde donde ¢ = an/(m + n) y p = m+n. Con esto, el area
m+n

ampliada bajo la curva toma la forma de un binomio, en lo que Newton era experto:
no_n P
[z(x)+0v]" =¢"(x+0)
Después de complejas operaciones algebraicas, entre las que se incluye dividir la serie
entre el valor o, Newton llegaria a la siguiente expresion:

n P(P_U x_n-ﬁo
2

’?[2(»‘5)]”_1 v JrL(Mz_—l)[z(x)]”_2 oV +..=c"px"" +¢ +...

En este punto Newton escribe (Dunham, 2005, p. 14): “Si suponemos que Bff son
disminuidos infinitamente y desaparecen, o que o es nada [cursiva agregada], v y y seran

iguales en ese caso, y los términos que son multiplicados por o desapareceran”. La
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contradiccién sefialada extensamente por matematicos contemporaneos, es que si el valor o
toma el valor de cero, todo lo hecho carece de sentido. Lo anterior, porque el dividir entre cero
implica que el aumento en x nunca se dio y, ,como puede obtenerse la razon de un aumento de
4rea entre un aumento en x que no existi6? Dunham (2005, p.14) escribe al respecto: “esta
dicotomia de cero/no cero meteria en problemas a los analistas del siguiente siglo y a otros
desde entonces”. A pesar de ello, Newton continia y demuestra que y = ax™", con lo que
“comprueba” su primera regla para determinar cuadraturas. El lector interesado puede buscar
mayores detalles en Dunham (2005).

El método de Leibniz para encontrar el drea bajo la curva nos parece
significativamente diferente a lo que propone Newton. De acuerdo con Dunham (2005) y
Boyer (1959), Leibniz publicé en 1684 su método para encontrar tangentes, MmAaximos y
minimos como: Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec
fractas, nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus, que
podriamos traducir del inglés como un “nuevo método para maximos y minimos, también
tangentes, al cual no lo limitan cantidades fraccionales o irracionales”. Su método se basa en
la nocién de diferencia o diferencial de una cantidad que supone la existencia de una
“cantidad minima”, infinitesimal. Una aproximacion al pensamiento de Leibniz sobre los
diferenciales, la podemos obtener en el teorema de la fransmutacion, descrito en Dunham
(2005). Segun Leibniz, el 4rea bajo la curva debia encontrarse a partir de la suma infinita de

rectdngulos infinitesimales, cuya base y altura tienen longitudes dx y y respectivamente, tal

como lo muestra la Figura 13:

A
B

)

JJ‘

Y

dx

Figura 13.  El rectangulo infinitesimal dx de Leibniz,
adaptado de Dunham (2005).
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Pero, jcomo calcular la suma de estas cantidades? Bajo la idea de que el diferencial

tiene una longitud infinitesimal, a partir de la siguiente figura Leibniz supuso la existencia de
a4 L N P L] .

un tridngulo “infinitamente pequefio”, cuya hipotenusa ds es tangente a la curva, como se

aprecia en la Figura 14:

o r
-
......... y Cix
I -

Figura 14. El Tridngulo infinitesimal o infinitamente pequefio
de Leibniz, adaptado de Dunham (2005).

El término dy/dx corresponderia a la razén de cambio en un “instante” o la w/timate
ratio de Newton. Al proyectar la tangente ds, Leibniz determind relaciones geométricas segun

las cuales encontré que el drea de un tridngulo infinitesimal formado por los puntos OPQ,

mostrado en la Figura 15, es igual a: area de OPQ =%Za’x

> %

10 dx

Figura 15. Area de un “triangulo infinitesimal” formado por
los puntos OPQ, adaptado de Dunham (2005).
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Leibniz pudo determinar el érea bajo la curva AB, sumando el drea de todos los
triangulos infinitesimales que forman el triangulo OAB al érea del tridngulo OBb, restando el

area del triangulo OAa. Esto se muestra en la Figura 16.

A

¥(b)

wa)

19) a b

Figura 16. El area bajo la curva AB se obtiene al restar el area
OAa ala suma de las areas OAB y OBb, adaptado de
Dunham (2005).

Asi, Leibniz especific el area bajo la curva en su propia notacién simbdlica, como:

j ydx = % Izdx + %by(b) — % ay(a)

y lo llamo el teorema de la transmutacioén. No encontramos una explicacion de como aplicar
dicho teorema a un caso especifico en Dunham (2005). Sin embargo, consideramos suficiente
concluir que Leibniz basa su célculo en la nocién controvertida de diferencial: “cantidad
minima o infinitesimal”. Remitimos al lector Dunham (2005) para mayor informacion.

Los acontecimientos historicos alrededor del naciente céalculo son muy complejos y
s6lo esbozamos algunos hechos relevantes que llevaron a la nocién actual de derivada. Tanto
Newton como Leibniz fueron cuestionados por matematicos de su época en cuanto a la logica
de sus planteamientos. Pero no en la efectividad de sus métodos. Newton utilizé la nocién de
Sfluxion para referirse a la razén de cambio entre dos cantidades que fluyen o fluentes y que
disminuyen hasta desvanecerse. En algin punto de este desvanecimiento se presenta esta
dicotomia de cero/no cero para tales cantidades. Al mismo tiempo, el fluxion converge o

tiende a un valor fijo: la ultimate ratio o razén de cambio para un instante. Boyer (1959) cita
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la siguiente explicacion que Newton ofreci6 en su Principia, para apartarse de la idea de los

infinitesimales y centrarse en las razones de cambio:

Las razones tltimas en las cuales las cantidades desaparecen, no son, estrictamente
hablando, razones de las ultimas cantidades, sino limites. A los que, [...] dichas
cantidades tienden al decrecer sin limite, y [...] aunque pueden estar muy cerca de tales
limites, ni se pueden pasar, u obtener antes de que las cantidades hayan disminuido

indefinidamente [cursiva agregada]. (p. 198) [traduccidn libre].

Esta afirmacién indica que Newton intuia la nocion de limite aunque no la formalizo
matematicamente. Sin embargo al igual que Leibniz, Newton manifesté que se accede al
limite a través de una confusa “disminucion infinita”. En el caso de Leibniz, sus afirmaciones

también fueron similares (Dunham, 2005):

Por [...] infinitamente pequefio, entendemos algo [...] indefinidamente pequeiio [cursiva
agregada], de manera que cada [diferencial] conduce a un tipo de clase, y no
meramente como la ultima cosa de una clase. Si cualquiera desea comprender [lo
infinitamente pequefio] como las cosas Gltimas [...] puede hacerlo, y eso también sin
regresar a la controversia sobre la realidad de las extensiones, o del continuo infinito en
general, o de lo infinitamente pequefio [...] aunque se pueda pensar que tales cosas son

completamente imposibles. (p. 24) [traduccion libre].

Boyer (1959) afirma que Leibniz intent6 escribir externar sus puntos de vista sobre el
infinito pero al parecer, cay6 en vacilaciones. Dos meses antes de su muerte, en una carta,
afirmé (Boyer, 1959, p. 219) que “no creia del todo que hubiera magnitudes verdaderamente
infinitas o verdaderamente infinitesimales”, sino que ¢l las consideraba “ficciones ttiles para

abreviar y hablar universalmente”. ;Como podria ensefiarse tal célculo?

Estos cuestionamientos sobre una matematica no fundamentada, tenian en aquella
época implicaciones de tipo social. En particular en torno a las actitudes religiosas y
cientificas acerca de la fe. El obispo de Cloyne, George Berkeley en The analyst en 1734,

marc6 su critica célebre (Dunham, 2005, p. 71): “; Y qué son esos fluxiones? ;Las velocidades
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de incrementos que se desvanecen? Ni son cantidades finitas ni infinitamente pequeiias, ni
nada todavia. ;No podriamos llamarlas los fantasmas de las cantidades muertas?” Esta es la
respuesta a la critica que los cientificos lanzaban a los hombres de fe (Grabiner, 2005).
Coincidimos con Berkeley: ;no se requiere fe también para creer en tales razonamientos
cientificos? Berkeley argumentd que si Newton basaba su razonamiento en la suposicion de
que se genere un aumento o variacion, la desaparicion de este aumento invalidaba todos sus
resultados. Se necesitaba una mejor explicacién cientifica del método de fluxiones. Para
Berkeley no podia existir algo como la velocidad en un instante obtenida por Newton a través
del método de fluxiones. Leibniz también enfrenté dificultades con su diferencial: Voltaire
describié su célculo como (Boyer, 1959, p. 238): “el arte de numerar y medir exactamente una
cosa cuya existencia no puede ser concebida”. Hasta la actualidad, encontramos dificil la
existencia de contextos cotidianos donde podamos observar lo infinitamente pequefio.

Durante el siglo XVIII los matematicos trabajaron para fundamentar el célculo. Sus
trabajos marcaron el rumbo hacia la definicion actual de derivada. Jean le Rond d’Alembert, al
considerar los fundamentos del calculo, afirmé (Dunham, 2005, p.72): “una cantidad es a/go o
es nada [cursiva agregadal; si es algo, todavia no se ha desvanecido; si es nada, literalmente se
ha desvanecido. La suposicién de que hay un estado intermedio es una quimera”. Dunham
sefiala que d’Alembert propuso la nocion de limite como base del calculo y que la expresion
dy/dx refiere al limite del cociente de dos cantidades finitas (Dunham, 2005, p. 72): “la
cantidad a la cual la razén z/u converge mas y mas cercanamente si suponemos que z y i son
reales y decrecientes. Nada es mas claro que esto”. El término z/u expresa la razon de cambio
entre la variacion de la funcién y, y de la variable x:

Y(x -+ A) - y(x)
Ax

D’Alembert no fue mas alla. De acuerdo con Dunham (2005) fue Augustin Louis
Cauchy quien formaliz6 esta situacion en 1823 en su Résumé des lecons donneés a 'Ecole
Royale Polytechnique, sur le calcul infinitésimal. La esencia de sus ideas la describe Dunham

(2005) de la siguiente forma:

Cauchy proporcioné el ejemplo del area del circulo como el limite de las dreas de los

poligonos regulares [cuadrados, hexagonos, decagonos, entre otros] delimitados dentro
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del mismo, a medida que el nimero de lados se incrementa sin fin. De seguro, ningun
area poligonal igualara el area del circulo. Pero para cualquier tolerancia aceptada
[diferencia entre areas], se puede encontrar un poligono dentro del circulo cuya area, y
aquellas de todos los poligonos regulares inscritos con mas lados, se acerque a la del
circulo, tanto como lo permita la tolerancia. El area de los poligonos se acerca -y

permanece cerca- al area del circulo. (p. 78) [traduccion libre].

Esta idea implica que dentro de un circulo se puede construir un pentidgono, un
hexéagono, o cualquier otro poligono. Y aunque el drea de cada figura aumente con el nlimero
de lados, siempre tendra como limite el area del circulo. Nos podremos acercar a dicha area (o
limite) tanto como deseemos. Cauchy describié el limite asi (Grabiner, 2005, p. 114):
“Cuando los valores atribuidos indefinidamente a la misma variable tienden a un valor fijo,
terminando por diferenciarse de dicho valor por tan poco como se desee, tal valor es llamado
el limite de todos los otros”. Grabiner (2005) aclara que Cauchy agregd que cuando el limite

existe la razon de cambio,

[...] tiene un valor definido para cada valor de x; que varia con x [...] [Sera] una nueva
funcién de la variable x [...] Para indicar esta dependencia, le damos a la nueva funcién
el nombre de funcion derivada [cursiva agregada] [...] y la designamos con la ayuda de

un apostrofe en la notacion y ' o /°(x). (pp. 114-115) [traduccion libre].

Esto es, la derivada o funcion que proporciona la w/timate ratio de Newton, el cociente
dy/dx de Leibniz o razén de cambio en un punto, tal como la conocemos actualmente, es un
limite al que tiende la razén de cambio promedio entre la variacion de la funcion y la de la

variable independiente:

y'= £i(x) = Lim L ZHD =)
i-0 i
Omitimos otras aportaciones de Cauchy a la definicion y demostracion de la derivada;
el lector interesado puede consultar Grabiner (2005). Nos interesa remarcar como se formaliza
la nocién de limite que Newton y Leibniz poseian intuitivamente, y que tomé mas de un siglo

para que la formalizaran los matematicos mas destacados.
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Con esta perspectiva historica de la nocion de derivada como limite resulta fécil
pronosticar importantes dificultades para su aprendizaje. Asi, resulta dificil lograr la
comprension relacional que permite utilizar la nocién en diferentes situaciones, y atn, adaptar
los algoritmos en ellas. Desde la perspectiva de la cognicion situada, enfrentamos la dificultad
para observar en actividades ordinarias, a las razones de cambio con variables que disminuyen
infinitamente. Dicha dificultad obstaculiza el significar la nocién en un contexto cotidiano, y
el uso de la modelacion como estrategia didactica. Desde la perspectiva del aprendizaje
significativo, que exige un material l6gico y la presencia de ideas de anclaje, enfrentamos una
nociéon que sélo podemos intuir. Esto implica la ausencia de los requisitos globales de un
aprendizaje significativo, necesario para profundizar en la comprension relacional. Nos
inclinamos a pensar que esto es lo que ocurre en el aprendizaje del calculo. La compleja
evolucion historica de la derivada, nos sugiere que es dificil utilizar la modelacion matematica

en su aprendizaje. En consecuencia, surge el interés por conocer la problematica del

aprendizaje de la derivada.

4.4. Problemas en el aprendizaje de la derivada.

En la evolucion de la derivada como concepto, encontramos tres nociones
fundamentales: la razon de cambio instantanea o en un punto que en esencia es la ultimate
ratio; la tangente a la curva o cociente diferencial dy/dx, y la nocion de limite. La revision nos
sugiere que conceptualizar dichas nociones y aplicarlas en la soluciéon de problemas son las
principales dificultades de aprendizaje de la derivada. Esto lleva a que predomine el
aprendizaje de los algoritmos o reglas de derivacion (Dolores, 2000; Moreno y Cuevas, 2004;
Bloch y Schneider, 2004; Tall y Mejia, 2004; Cantoral y Reséndiz, 2003). De acuerdo con

Dolores (2000), las dificultades del aprendizaje del calculo diferencial son generalizadas:

Segun reportes de varios investigadores, son generalizados los resultados que se
obtienen después de haber cursado Célculo Diferencial (CD) en México y en varias
partes del mundo. [Si bien] se logra un dominio razonable de los algoritmos
algebraicos para calcular limites y derivadas, existen dificultades significativas [al
conceptualizar] los procesos subyacentes al limite en la nocién de derivada [...] y

existen dificultades mayores en la resolucion de problemas de aplicacion del concepto
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de derivada [...] cantidades significativas de estudiantes solo pueden obtener derivadas
de funciones algebraicas mediante férmulas, pero dificilmente [los alumnos]
comprenden el para qué de esos algoritmos que realizan y el significado de los

conceptos. (p. 2)

Dolores (2000) indica ademds que surgen dificultades para aceptar la tangente a la
curva como el limite de una serie de secantes, y cita a Sierpinska para referirse a obstaculos de
tipo epistemoldgico, en los que los alumnos ven el limite como una especie de aproximacion o
rechazan el nuevo tipo de operaciones matematicas.

Otro problema no menos importante que encontramos, es escuchar afirmaciones entre
profesores respecto a que la derivada no se relaciona con la realidad. Esto, pese al avance que
supone el formalizar la nocién de limite y casi 200 afios de experiencia: Berlinski, (1995) al
dirigir sus pensamientos a uno de sus alumnos que le habia cuestionado la nocién de velocidad

instantdnea, manifiesto:

Pero Hafez, Hafez, Hafez, [...] la derivada es un artefacto; el primero de los grandes
conceptos de la ciencia moderna que fracasa visiblemente en corresponder a cualquier
cosa en la vida real. Para expresar la velocidad como una funcién del tiempo, el
matematico estd preparado para sacrificar el sentido comun; estd preparado para
sacrificar la definicion intuitiva de velocidad. De hecho, esta preparado para sacrificar

cualquier cosa. (p. 165) [traduccion libre].

Una percepcién de esta naturaleza en un profesor limita en consecuencia las formas de
ensefianza y aprendizaje. En el caso de las didicticas que utilizan la modelacion matemética
basada en hechos reales, este tipo de percepcion tiende a reafirmar una discontinuidad: una
verdadera ruptura entre la actividad matematica y el mundo real. Desde otra perspectiva, esta
situacién obliga a aprendizajes algorftmicos, sin posibilidad de lograr una comprension
relacional, deseable en actividades de modelacion.

En el ambito internacional, sugerimos que la modelacion como estrategia didéctica se
aplica muy poco para superar las dificultades del aprendizaje de la derivada. Sin embargo,

bajo ciertas posturas tedricas se propone superar tales dificultades a través de experiencias
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previas de laboratorio o de software, o bien, con nuevas epistemologias. Para tener una idea de
las investigaciones de este tipo, comentamos algunos casos. Bloch y Schneider (2004) se
apoyan en la teoria de situaciones didacticas de Guy Brousseau, e indican que los estudiantes
rara vez experimentan con la nocién de limite, antes de iniciar con los conceptos formales. En
consecuencia, los estudiantes perciben el calculo como algo muy dificil. Segin explican Bloch
y Schneider, (2004) se espera que en la educacion media los alumnos se familiaricen con estos
conceptos y que profundicen las cuestiones formales en educacion superior. Sin embargo, con
frecuencia se observa un fuerte énfasis en el uso de algoritmos y de representaciones graficas.
Como consecuencia, al llegar a la universidad, durante y después de los cursos de célculo,
persisten ciertos obstaculos de tipo epistemologico. Bloch y Schneider sefialan, ademas, la
dificultad que varios estudiantes muestran para aceptar conceptos como velocidad y flujo
instantaneo, y procedimientos en los que el drea bajo la curva se obtiene a través de
rectingulos. Agregan la dificultad semiética que los estudiantes enfrentan por el formalismo
matematico del concepto de limite.

Bloch y Schneider (2004) sugieren utilizar situaciones fundamentales para la nocién de
limite considerando los obstaculos descritos. Dichos autores proponen el uso del laboratorio
para observar el valor de un flujo instantaneo. Esto es, experimentar la existencia de valores
instantaneos, asi como comprobar el valor del area bajo una curva. Estas actividades deben ser
previas a las formalizaciones del concepto. Resumimos que dichos autores abogan por
situaciones antecedentes que faciliten el significar la razén de cambio instanténea, y la integral
como area bajo la curva.

Otro caso lo reporta Hihkitniemi (2005) de la Universidad de Jyvéskyld, Finlandia.
Hihkioniemi utiliza la teoria APOS (action, process, object, schema), y concluye que la
nocién de razén de cambio genera diversos aprendizajes cuando se utiliza para acceder a la
nocién de tangente a la curva o cociente diferencial. Hahkioniemi realizé su estudio con
estudiantes finlandeses de nivel medio, para explorar si comprendian la nocién de limite del
cociente diferencial. En el curso de célculo diferencial, se introdujo la derivada con la
pregunta jcomo determinar la razon de cambio en un punto? Se utilizaron gréficas y se
describié que la razén de cambio promedio es una secante. Después se arribé a la derivada
como la pendiente de la tangente a la curva, a medida que los cambios en x tendian a cero y se

formalizé como el limite de la razén de cambio promedio. Hihkioniemi (2005) indica que al
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final hubo alumnos que interpretaron la derivada como la pendiente de la tangente a la curva;
otros la interpretaron como razén de cambio y otros mds, mostraron ambas interpretaciones.

En el caso del desarrollo tecnologico y el uso software encontramos contextos
interactivos que funcionan como andamiaje a las nociones formales del calculo. David Tall
(2004) sugiere tres categorias del desarrollo cognitivo en su teoria three worlds of
mathematics: a) el conceptual-embodied world o mundo de las percepciones fisicas que
internalizamos como conceptos, a través de la reflexion y la experimentacion; b) el symbolic-
proceptual world o mundo de los célculos y la manipulacién simbélica, en que los simbolos
funcionan como proceptos; esto es, implican procesos y conceptos a la vez y, ¢) el formal-
axiomatic o mundo de las propiedades expresadas a través de axiomas, definiciones y
demostraciones matematicas. Tall y Mejia (2004) indican que los sistemas de computo
desempefian un papel primordial al proveer a los estudiantes de experiencias para el desarrollo
cognitivo. En el caso de la nocién de limite, dichas experiencias se generan en los mundos
conceptual-embodied y symbolic-proceptual, y sirven como andamiaje para acceder a la
nocion formal.

Tall (1985) indica que los procesos asociados al limite son solucionados en el sentido
matematico, pero no en un sentido cognitivo. Afiade que el educador en matematicas debe
proveer experiencias que ayuden a construir (Tall, 1980, p. 2) “la estructura cognitiva formada
por imagenes mentales, propiedades y procesos asociados a un concepto™ o conceplo imagen.
Para el caso de la derivada como limite, Tall y Mejia (2004) sugieren el uso de software para
adquirir experiencias que faciliten el desarrollo cognitivo. Para dar importancia a ello, en su
participacién dentro del Topic Study Group 12: Research and Development in the Teaching of
Calculus del Congreso ICME 10, Tall y Mejia (2004) indican que hay cosas que permanecen a
pesar de los grandes cambios culturales. Como ocurre con la libra y la pulgada, que se utilizan
a pesar de la adopcion del sistema métrico internacional. Ellos sostienen que en matematicas
ocurre lo mismo con el céalculo diferencial e integral, pese a los grandes cambios tecnoldgicos.

Al final de su intervencion, Tall y Mejia (2004) hacen el siguiente llamado:
Nuestro reto en este grupo de trabajo es pensar cuidadosamente dénde se encuentra la

ensefianza de las matematicas en este momento y hacia déonde va. En este encuentro

tendremos un formidable rango de presentaciones sobre ciertos aspectos del calculo.
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Nuestro desafio no es describir la ensefianza local del calculo en un topico particular, o
la continuaciéon de elementos culturales que han funcionado en el pasado y que
contintian en el presente, sino re-pensar de manera fundamental el contexto global del

célculo en una nueva era tecnologica. (p. 11) [traduccion libre].

Desde esta perspectiva ambos autores sugieren que los equipos de computo pueden
desempeiiar un papel clave para el futuro de la educacion matemética. Para el aprendizaje de
la derivada, Tall (1992) propone usar software que permite ampliar la imagen de una curva. A
medida que los valores de la variable independiente vuelven més pequefios, mediante el uso de
més decimales, la imagen de una curva se transforma en una “recta local”. Esto sugiere que en
un valor puntual (o en un instante) existe una recta, cuya pendiente se obtiene a través de la
derivada. Es en esta manera que los equipos de computo proveen contextos que permiten
acceder a la nocién de derivada de un modo menos intuitivo.

Giraldo y Carvalho (2004) reportan un estudio para el aprendizaje de la derivada con las

ideas anteriores, en el que los alumnos transforman una curva en recta local (véase Figura 17).
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Figura 17. Ampliacion de una curva hasta obtener una imagen de
recta local, tomado de Giraldo y Carvalho (2004).

Sin embargo, el uso del software no esté libre de problemas: una ampliacién continua de
la imagen a través de la disminucion de los valores de la variable, hasta ocho o mas decimales,

produce una imagen fragmentada en forma escalonada, como muestra la Figura 18.
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Figura 18. Limitaciones del algoritmo: degeneracion de la imagen
como recta local, tomado de Giraldo y Carvalho (2004).

Giraldo y Carvalho (2004) reportan que esta situacion se convirtid en un acicate para
ciertos estudiantes cuando intentaron entender lo que ocurria. No so6lo la visualizacion de la
curva como una recta local se logra en este contexto. Hofe (1998), al identificar el papel que
desempeiia la superacion de obstaculos epistemologicos, entre otros, reporta que es posible
generar construcciones sobre el limite y los infinitesimales con la ayuda de software. Este
permite ver como una linea secante se convierte en una tangente en un punto, a medida que A
toma valores pequefios en [f{lx+h) — f{x)]/h (una razén de cambio promedio). En su estudio,
Hofe (1998) pidié a un grupo de nifios experimentar con valores de / que incluyen el dos, una
milésima y cero entre otros. Con el dos obtuvieron una secante; con una milésima dicha
secante practicamente se transformo en una tangente (véase Figura 19). Con el valor de cero,
la secante desaparecié. Al explicar este comportamiento, una nifia emple6 la idea de un
minipunto que se obtiene al reducir y reducir las cantidades. Estos minipuntos equivaldrian a
la nocién infinitesimal de Leibniz en la que se tiene la tangente a la curva. Aunque estos
procesos facilitan construir la nocion, observamos que los estudios reportados no utilizan
contextos con situaciones reales y se viven como una experiencia intramatematica.

En el ambito nacional, identificamos dos principales tradiciones de investigacion en
matemética educativa que abordan el aprendizaje de la derivada. Una de ellas es la matematica
en el contexto de las ciencias en las escuelas de ingenieria que ya hemos descrito. Esta postura
propone utilizar contextos de la ingenieria para introducir los conceptos matematicos. Sin
embargo, no encontramos trabajos especificos para el aprendizaje de la derivada. Otra

tradicién de investigacion, se desarrolla en el Departamento de Matematica Educativa del
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Centro de Investigaciones Avanzadas (CINVESTAV). Ambas tradiciones se encuentran en el

Instituto Politécnico Nacional con més de 20 afios en investigacion.
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Figura 19. Transformacion de la secante en tangente a medida que 4 toma
un valor extraordinariamente pequefio, tomado de Hofe (1998).

Los investigadores del Departamento de Matematica Educativa proponen tres
epistemologias o formas de construir la nocién de derivada bajo el enfoque
socioepistemolégico del conocimiento matematico. Dicho enfoque comprende el analisis de
cuatro factores en la ensefianza de las matematicas: el aspecto epistemoldgico, el cognitivo, la
transmision social del conocimiento y el aspecto sociocultural. En este tltimo se revisa el
papel del contexto y de los procesos de enculturacion al significar un concepto (Cantoral y
Farfan, 2003). En otras palabras, el enfoque socioepistemolégico reconoce que el aprendizaje
es situado (Brown, Collins y Duguid, 1989). Por lo tanto, la socioepistemologia reconoce que
los objetos matematicos se crean en las practicas en que intervienen y que el conocimiento
matematico esta situado social, histérica y culturalmente. El anélisis se centra en explicar qué
motiva a las prdcticas normadas socialmente bajo las que se construye un objeto matematico,
asi como en el discurso matemdtico escolar a través del cual se logran acuerdos y se

comparten significados. Por ejemplo, este enfoque sostiene que la necesidad de prediccion
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llevé a précticas sociales que justifican el uso de la derivada lagrangiana19 (Cantoral, Farfan,
Lezama, y Martinez, 2006).

Desde la epistemologia, el enfoque socioepistemolégico identifica tres tipos de
situaciones en el aprendizaje de la derivada: de aproximacion, de variacion y de
transformacion (Cordero (2001). Entre las situaciones de aproximacién, se encuentran los
trabajos de Newton y Leibniz. En dichos trabajos se obtiene un valor limite a través de un
acercamiento infinito. La derivada como limite se obtiene a través de este acercamiento o
epistemologia de aproximacion. Las situaciones de variacion se caracterizan por la necesidad
social de predecir (Cantoral y Mirén, 2000) y las situaciones de transformacion, por la
necesidad de modificar graficas de funciones matematicas. Cordero propone el término de
comportamiento tendencial de las funciones para referirse a procedimientos en que las graficas
que describen funciones se modifican a partir de sus coeficientes. Con tales procedimientos se
obtiene la derivada al coincidir en un punto una curva y una recta tangente. Estos tres tipos de
situaciones constituyen la epistemologia de las construcciones de la derivada. Cada situacion
genera sus significados propios. Observamos que tanto Cordero (2001) como Cantoral y
Mirén (2000) investigan situaciones alternativas alejadas de la nocién de limite en el
aprendizaje de la derivada.

Como parte del enfoque socioepistemolédgico, Cantoral y Farfan (1998) reportan la
linea de investigacion de pensamiento y lenguaje variacional. Dentro de dicha linea analizan
la matemética de la variacién entendida como la cuantificacion del cambio, que con frecuencia
se observa en fenémenos fisicos. Cantoral y Farfan (1998) sostienen que en los fenémenos de
flujo continuo en el tiempo se presenta la necesidad social de predecir, al pasar el tiempo de un
estado inicial a uno futuro. La derivada de Lagrange se utiliza en los procedimientos de
predecir. En consecuencia, el significado de la derivada obtenida envuelve la idea de
prediccion. Cantoral sostiene que un pensamiento y lenguaje variacional avanzado puede dar
significado a la derivada cuando se aparta de interpretaciones fenomenoldgicas (Cantoral y

Farfan, 1998; Cantoral, 2004).

' En la busqueda de fundamentos para el célculo, Joseph Louis Lagrange propuso la derivada como un
coeficiente en un resultado algebraico, obtenido al elevar a una potencia 7 a un binomio que incluye una
variacién o incremento. Aunque este fundamento es practico, no explica el significado de la derivada como la

pendiente de la tangente a la curva o la razon de cambio en un punto (Grabiner, 2005, pp. 35-40).
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La linea de investigacion del lenguaje y pensamiento variacional también estudia la
transmision social del conocimiento. Dolores sefiala que otro factor en la problematica de los
aprendizajes del célculo es el modo o tendencia que sigue la ensefianza (Dolores, 2000, 2000a;
Dolores, Guerrero, Martinez y Medina, 2002). Dolores (2000) indica que en el caso de la
derivada pueden clasificarse dos tendencias fundamentales para la instruccion: las orientadas a
los contenidos o las orientadas a los significados. En la primer tendencia los contenidos rigen
el proceso de ensefianza aprendizaje y los significados del concepto pasan a un segundo plano.
Por el contrario, la segunda tendencia da prioridad a la construccion de los significados sobre
los contenidos. En ambas tendencias, Dolores (2000) identifica ademas, ciertas variantes que
llama enfoques. En las tendencias orientadas al contenido, dichos enfoques son: algebraico,
numérico, formal, infinitesimalista y de aproximacion local. En las tendencias orientadas a los
significados los enfoques son: el geométrico y el variacional. Otro enfoque que puede caer
dentro de cualquiera de las dos tendencias, es el computacional, caracterizado por el uso de los
medios informéticos como lo proponen Tall y Mejia (2004).

El enfoque geométrico se caracteriza por solucionar problemas de optimizacién, de
acuerdo con Dolores (2000). Ellos implican determinar la tangente a la curva e identificar
cuando una funcién aumenta, disminuye o se encuentra en un punto maximo o minimo. Lo
importante de esta tendencia es que pone el interés en solucionar un problema de optimizacién
que puede ser real o ficticio. Esto justifica aprender el concepto de derivada. Sin embargo,
Dolores (2000) sefiala que este enfoque lleva demasiado tiempo, causado por el recorrido
histérico del concepto.

El enfoque variacional se centra en solucionar problemas de variacion fisica y coloca
en segundo plano el papel de la nocion de limite. Con dicho enfoque se realiza un mayor
esfuerzo en el uso de las cantidades y magnitudes. Dolores (2000) plantea el desarrollo de una
propuesta didéctica con este enfoque siguiendo las ideas de Elfriede Wenzelburger (1993).
Estas se apartan de la secuencia tradicional de los contenidos para el aprendizaje de la
derivada. En vez de iniciar con nimeros reales, funciones, limites y continuidades, propone
una didactica de tres etapas. En la primera, Dolores sugiere iniciar con actividades de
modelacion de problemas de la fisica. Ello permite construir las nociones de variable y
funcién en contextos fenomenoldgicos, reales. En la segunda, a través de nociones como

velocidad promedio y velocidad instantanea, se construye la nocién de “rapidez de la variacion
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promedio”, en que se intuye la nocion de limite. En la tercer etapa se formaliza la derivada, a
través de su definicion, del uso de reglas y formulas de derivacion. Es evidente que estas ideas
abogan por un mayor contacto de la matemética con el mundo real y rescatan parte de las
situaciones que enfrenté Newton. Observamos también cierta coincidencia con las didécticas
que utilizan la modelacion matematica. El enfoque variacional y la didictica para el
aprendizaje del célculo que plantea Dolores (2000) rescata el papel de las cantidades y
magnitudes. Sin embargo, no centra el significar los conceptos como modelos para que
sugerimos en el enfoque hacia la modelacion y que, creemos, facilita el utilizar los contextos
cotidianos.

De acuerdo con lo expuesto en esta seccidn, sugerimos que en la ensefianza y el
aprendizaje de la derivada se privilegia el dominio de sus reglas y algoritmos (Dolores, 2000,
Moreno y Cuevas, 2004; Bloch y Schneider, 2004; Tall y Mejia, 2004; Cantoral y Reséndiz,
2003). En casos extremos se afirma que no tiene nada que ver con la realidad (Berlinski,
1995). Sin embargo, en los reportes de investigacion, apreciamos esfuerzos significativos para
superar esta situacion desde diferentes posturas tedricas. Algunas abogan por experiencias
previas que ayudan al alumno a significar el conocimiento. Bloch y Schneider (2004)
proponen actividades de laboratorio bajo la teorfa de las situaciones didacticas. Tall y Mejia
(2004), entre otros, proponen el uso de software para experimentar con la nocién de limite,
antes de acceder a su definiciéon formal.

También encontramos un esfuerzo por apartarse de la nocion de limite en el terreno
epistemolégico. En particular, Cantoral y Reséndiz (2003) sugieren que la derivada se
justifica en la necesidad social de predecir. Cordero (2001) propone el comportamiento
tendencial de las funciones como necesidad génesis de la derivada. Mientras que Dolores
(2000) sugiere una didéctica iniciada en la modelacion de variaciones fisicas. En su propuesta,
Dolores rescata situaciones que enfrenté Newton y el papel de las cantidades y las mediciones.
Sin embargo, no utiliza estas tltimas como fuentes para significar. En concreto, encontramos
esfuerzos educativos por facilitar el acceso a la nociéon de limite y por alejarse de ella.
Sugerimos que dicha nocién esté en el centro de las dificultades de aprendizaje de la derivada.
En el proximo capitulo describimos nuestra propuesta para superar tales dificultades, con base

en el enfoque hacia la modelacién y la matematica en contexto para favorecer la comprension

relacional de la derivada.
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Sumario. La ensefianza y aprendizaje de la derivada es un tema relevante para la
ingenieria. En ésta, uno de los objetivos frecuentes de la actividad es optimizar recursos, y la
derivada es el concepto matematico que permite lograrlo. Ademads, dicho concepto también
describe ciertas nociones cientificas como velocidad instantanea y costo marginal, entre otras.
La modelacion como estrategia didactica es deseable porque utiliza contextos reales. Sin
embargo, encontramos un papel limitado de la modelacién en el aprendizaje de la derivada.
Creemos que ello ocurre por la dificultad de encontrar situaciones reales para abstraer la
derivada como un limite. Pese a ello, la modelacion y aplicaciones matemadticas estan
adquiriendo mayor importancia como didacticas.

Al revisar la evolucién histérica del concepto de derivada, encontramos una evolucion
compleja. En sus origenes Newton y Leibniz aparecen como dos creadores con razonamientos
independientes. Newton define la derivada como la razén dltima de una razén de cambio
promedio. Por su parte, Leibniz la define como el cociente de dos diferenciales, con el término
dy/dx. En el pensamiento de Newton, la razon tltima obtenida al dividir entre cero, operacién
matematica no aceptada, ocasiona una contradiccion. En el caso de Leibniz, la nocién de
diferencial como la unidad mas pequefia, es inconcebible. Estas dificultades son superadas por
Cauchy a través de la nocién de limite. Sin embargo, es dificil encontrar contextos cotidianos
para significar la razén de cambio promedio como un limite, por lo cual es necesario intuir
dicha nocion.

La derivada tiene una problemética compleja en la instruccion. La dificultad de sus
principales nociones ocasiona que se prefiera el aprendizaje algoritmico. Como resultado de
ello, se debilita el aspecto conceptual. Incluso, hay quienes afirman que la derivada es un
artefacto que no tiene que ver con la realidad, en una postura contraria a lo deseable por la
modelacién matematica. Entre los esfuerzos realizados para solucionar esta problematica,
observamos posturas que recomiendan experiencias previas para acceder a la nocién de limite
o nuevas epistemologias que se apartan de dicha nocion. Creemos que podemos mejorar el
aprendizaje de la derivada y favorecer la comprension relacional de dicha nocion, si seguimos

esta ultima direccion y promovemos el uso de contextos cotidianos, tal como lo describimos

en el siguiente capitulo.
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V. La derivada con ¢l enfoque hacia la modelacién

En el capitulo anterior sefialamos que el aprendizaje de la derivada como limite, tiene
dos grandes desafios. Primero, desde la teoria de la cognicion situada, encontramos dificil
emplear contextos cotidianos para significar la razén de cambio en un punto, y en
consecuencia, resulta problematico utilizar didacticas de modelacion. Segundo, desde la teoria
del aprendizaje significativo, enfrentamos la ausencia de un material l6gico y de ideas de
anclaje sustentadas en experiencias cotidianas. La nocién de derivada como limite se nos
presenta como algo que s6lo podemos intuir. Para solucionar los problemas del aprendizaje de
dicha nocién, encontramos posturas que sugieren la adquisicion de experiencias previas o
bien, nuevas epistemologias.

Desde nuestra posicion, creemos que la derivada se puede significar como una nocién
en estrecho contacto con la realidad, a través de didacticas de modelacién basadas en las
relaciones entre cantidades. Estas ultimas obtenidas en contextos cercanos a la experiencia
cotidiana, con actividades de conteo y medicién. Pensamos que dichas actividades, favorecen
la presencia de ideas de anclaje. Ademas, en el terreno epistemologico, proponemos un
significado para la derivada que se aparta de la nocion de limite. Con ello, presentamos ideas
para desarrollar un material con mayor significado légico para el aprendizaje de la derivada.
Asi como para conceptualizar dicha nocién de una manera que favorece la comprension
relacional, y en consecuencia, habilidades de modelacion.

En el presente capitulo presentamos la naturaleza continua de los problemas que se
organizan y resuelven a través de la derivada, en la que ésta funciona como modelo para. En
las secciones siguientes, describimos cémo representar tales problemas en la actividad de
modelacion. Para ello, describimos como se mide lo continuo, y la manera de obtener la razon
de cambio en un punto a partir de dicha medicion y el promedio aritmético. También y en
primer término, proponemos como obtener la derivada para funciones cuadréticas de tipo
polindmico, sin utilizar a la nocién de limite. En segundo, como obtener dicha nocién para
cualquier funcién polinémica a partir de lo que hemos llamado términos independientes del
tamaiio del intervalo. Por tultimo, describimos nuestra propuesta didactica con base en la

matemética en contexto y el enfoque hacia la modelacion.
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Creemos que la comprensién relacional es favorecida con los aprendizajes
significativos. Estos a su vez, requieren de la posibilidad real de enlazar nueva informacion
con las ideas previas del alumno o ideas de anclaje. Esto es, las ideas contenidas en el
material, deben poder relacionarse con las experiencias comunes de los alumnos. Segun
Mochén (1994) el aprendizaje de la derivada como limite, requiere de un salto cognitivo que
metaféricamente, es comparable a un salto con garrocha. Por tanto, para que el material de
aprendizaje sea potencialmente significativo debe preparar al estudiante para ese salto
cognitivo, o bien, reducir su altura. Para esto Gltimo, sugerimos dos acciones: la primera,
disminuir el nivel de intuicién que histéricamente requiere aprender la nocién de derivada
(Boyer, 1959; Colette, 1985; Grabiner, 2005). Esto es, que el material de aprendizaje contenga
proposiciones admisibles y razonables sobre la derivada, creibles a la luz de la experiencia de
los alumnos (Ausubel, 2002). Pensamos que esto, lo logramos en el terreno epistemolégico, al
evitar los procesos de aproximacion y la nocién de limite. La segunda accién que sugerimos,
es procurar que el material de aprendizaje desarrolle la nocién de derivada a partir de las
cantidades generadas en contextos de modelacion. Esto permite acercar la matematica escolar
a la realidad cotidiana, tal como interesa a los gobiernos en el caso de la educacion obligatoria
(Gil, s.f.; OCDE, 2003); a la teoria de la matematica en contexto de las ciencias (Camarena,
2004) y a organismos colegiados sobre la ingenierfa industrial (Vargas, 1998).

En el enfoque hacia la modelacion proponemos como llevar a cabo las dos acciones
que sefialamos en el parrafo anterior, y con ello, lograr el primer objetivo de nuestra
investigacion. Nuestra premisa basica es que debemos situar la derivada en una actividad de
modelacién que la “genere”. Esto es, la derivada debe ser un producto de la actividad de
modelacion, de manera semejante a la reinvencion guiada como la propone Doorman (2005).
Sin embargo, diferimos en la necesidad de recurrir a la nocion de limite. Para ello, describimos
mas adelante como obtener la razén de cambio en un punto a partir de las cantidades y sus
relaciones. Otra premisa, es que la actividad de modelacion debe iniciarse en contextos de
conteo y medicion cercanos a lo cotidiano. Esto permite significar la derivada en actividades
ordinarias y sencillas, mismas que facilitan ideas de anclaje para construir la nocién y lograr
aprendizajes significativos (Rioseco y Romero, 1997) y, en consecuencia, favorecer la

comprension relacional. En las siguientes secciones describimos nuestra propuesta.
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5.1. Situaciones que organiza la derivada.

Para Freudenthal un concepto matematico surge de las actividades de matematizacién
y tiene la capacidad de organizar’’ matematicamente el problema de donde ha surgido
(Gravemeijer & Terwel, 2000). En el caso de la derivada, las situaciones que ésta organiza,
son aquellas en que se desea determinar una razén de cambio instantanea. Desde una
perspectiva de modelacion, estas situaciones se relacionan estrechamente con los fenémenos
de variacion que se encuentran en la naturaleza y en otros ambitos de interés. Estas variaciones
las podemos apreciar con un ejemplo sencillo. Imaginemos que permanecemos un dia en la
playa, desde el amanecer hasta el anochecer. Observaremos que ciertas cosas varian o
cambian a medida que transcurre el tiempo: la posicion del sol en el horizonte, la temperatura
ambiente, la altura de la marea, entre otras. Cuando es posible, estos cambios los describimos
a través de una funcién matematica con variaciones en la variable tiempo. Asi, para una hora
determinada podemos predecir en que posicion se encuentra el sol en el horizonte, cudl es la
temperatura ambiente, la altura de la marea o la direccién del viento. Sin embargo, nuestra
descripcion es més completa si conocemos su ritmo de variacién, o lo que de manera
cuantitativa, llamamos razén de cambio. Para el caso de la marea, predicciones como ;cuando
sube?, ;ja qué hora estd més alta? Son realizadas con ayuda de la derivada, o funcion
matematica que describe la razén de cambio en un instante dado.

Otras situaciones mas comunes en la ciencia incluyen condiciones instantédneas de
fenémenos tales como la velocidad y la aceleracion de un objeto, tasas de crecimiento o de
natalidad, enfriamiento de un liquido, productividad, entre otras. Condiciones fugaces todas,
que s6lo podemos describir a través de la derivada. Sin embargo, creemos que construir dicha
nocion como un modelo de tales condiciones es una tarea conceptual dificil. Pese a ello,
necesitamos clarificar el tipo de problemas que podemos precisar, representar y resolver, esto

es, organizar matematicamente con dicha nocién. Para identificar tales problemas tipicos,

20 para Freudenthal (Gravemeijer y Terwel, 2000) las matemdticas se caracterizan por su generalidad,
certidumbre, exactitud y brevedad. Las actividades de generalizar, dar certeza, exactitud y brevedad a un asunto,
son actividades que lo organizan de una manera matemtica, son actividades de matematizacion. En este sentido

para nosotros, un concepto emerge de las situaciones que organiza matematicamente.
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tomamos como ejemplo una experiencia que consideramos cotidiana: acelerar nuestro

, Vv
automovil.

Supongamos que justo antes de salir a carretera, nos encontramos haciendo un alto en
un semaforo en rojo: nuestro vehiculo no se mueve. Al cambiar la luz a verde, aceleramos y
momentos después alcanzamos la velocidad de 90 kilémetros por hora. ;Qué velocidad
experimentamos a los tres segundos después de arrancar? No lo sabemos.

Para obtener una respuesta, necesitamos reflexionar sobre la naturaleza de la velocidad
como razon de cambio. Podemos observar que el velocimetro indica la velocidad como una
razon de cambio con la expresion: 90 Km/hr. Esto es, la velocidad requiere que midamos dos
dimensiones para describirla: la distancia recorrida y el tiempo utilizado en ello. La primera de
ellas, la obtenemos al medir el cambio de posicion (As) y la segunda, el cambio en el tiempo
(Af). La razén matematica obtenida con estos cambios (As/Af), la interpretamos como modelo
para lo que llamamos relacién por unidad. Dicha relacién la establecemos con base en dos
cantidades de variacion o dos cambios. Esto es, la expresion 90 Km/hr representa una relacion
por unidad de 90 a uno. Con el enfoque hacia la modelacién, dicha expresion significa que el
cambio de la posicion es de 90 unidades cuando el cambio del tiempo es de una unidad. Es
decir, la posicion varia 90 unidades cuando el tiempo varia una.

Regresando a nuestra pregunta: ;qué velocidad experimentamos a los tres segundos
después de arrancar? Ella implica determinar una velocidad instantdnea: la velocidad que
experimentamos cuando completamos exactamente los tres segundos. ¢Existe tal velocidad?
Pensamos que si. Si el vehiculo pasé de una velocidad de cero a 90 kilémetros por hora, es
evidente que experimenté en forma continua todas las velocidades instanténeas existentes
entre ambos valores. Esto es, nuestro vehiculo experiment6 todas las razones de cambio
instantaneas posibles entre tales valores. Creemos que el problema no es la existencia de una
velocidad instantanea como lo cuestiond Berkeley en 1734, sino como medirla. Tal como lo
sefiala Dolores (1999, p. 71): “el problema principal consiste en la imposibilidad de calcular
la velocidad en un instante o en un punto [cursiva agregada] por medios aritméticos

conocidos”.
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Para nosotros, tiene una validez absoluta utilizar la razén de cambio (As/Afr) como
expresion de la velocidad promedio, 2l pero su uso merece ciertas precauciones en el caso de
la velocidad instantdnea. Una manera comun de razonar nos sugiere que obtenemos dicha
velocidad a través de la disminucion infinita del intervalo de tiempo (Af), tal como hicieron
Newton y Leibniz. Observamos con tal disminucion, que la velocidad promedio expresada con
la razon de cambio (As/Af) converge hacia un valor instantaneo o limite. Esta forma de pensar
conduce a un callejon sin salida: a) por un lado, la razon de cambio proporciona una velocidad
instantanea sélo cuando el intervalo de tiempo At desaparece; b) por el otro, no podemos
calcular velocidad sin tener dicho intervalo Ar. En lo matematico, evitamos este callejon sin
salida con la nocién de limite, pero no en el aspecto cognitivo (Tall, 1985).

Dicho callejon sin salida en lo cognitivo, lo enfrentamos cuando se utiliza la razén de
cambio en un punto para expresar condiciones instantdneas. A nuestro juicio, esta dificultad
cognitiva causa afirmaciones sesgadas en torno a que la derivada no tiene nada que ver con la
realidad (Berlinski, 1995), o que es un artefacto matematico (Pinet, 2001). También creemos
que es el origen del rechazo de los alumnos en niveles medios (Sierpinska citado en Dolores,
2002; Bloch y Schneider, 2004) y en niveles superiores de la educacién (Cantoral y Miron,
2000; Tall, 2004); asi como de la preferencia por aprendizajes algoritmicos en detrimento de
los conceptuales. Nos apartamos de la nocién de derivada como limite para evitar esta
dificultad cognitiva y los problemas de aprendizaje asociados.

En este punto, desde un enfoque hacia la modelacion, resumimos que la derivada
organiza matematicamente situaciones problemas con dos caracteristicas esenciales: a)
dimensiones continuas que varian y cuyas cantidades son representadas con tres variables: una
independiente, una dependiente y otra dependiente que expresamos como razon de cambio
entre las dos primeras variables; y b) hay que determinar el valor de esta Gltima variable
dependiente en una condicién instantanea, esto es, obtener la razén de cambio en un valor de
la variable independiente. En nuestro ejemplo las dimensiones continuas que varian son el
tiempo, la distancia recorrida y la velocidad, y deseamos obtener una velocidad instantanea,
esto es, la velocidad cuando el tiempo es de tres segundos de desplazamiento. Expresamos la

velocidad como una razén de cambio entre la distancia y el tiempo, que especifica la relacion

2! Velocidad que no varia durante todo el perfodo de desplazamiento de un objeto. Se expresa con la razén de

cambio que identifica la relacién a uno entre el desplazamiento y el tiempo utilizado en ello.
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a uno entre dichas dimensiones. La velocidad instantanea la expresamos con una razon de
cambio instantdnea que especifica la relacion a uno para un valor en el tiempo. Dicha razon de
cambio es obtenida a través de una funcion derivada. En este contexto, la derivada funciona
como modelo para la relaciéon a uno instantdnea entre cantidades de variacién. En esencia,
proponemos este significado como la génesis o razén de la existencia de la derivada,

independientemente del contexto en que haya sido creada.

5.2. La derivada de funciones cuadrdticas polinémicas.

En la seccion anterior vimos que la derivada organiza situaciones caracterizadas por
dimensiones continuas que varian. En estas secciones proponemos la actividad de modelacion
con base en cantidades de la que emerge la derivada. Si queremos modelar una dimension
continua, enfrentamos la interrogante de ;como representar lo continuo? o mas bien, ;coémo
modelar la continuidad con nuestro sistema numérico?

Con el enfoque hacia la modelacion centramos la atencion en la actividad de modelar.
En su etapa inicial, ésta requiere identificar las dimensiones relevantes para el problema y
plantearlo con base en ellas. Después de identificar tales dimensiones como variables y
constantes, es necesario elegir o crear una unidad de medida con la cual podamos
cuantificarlas. Con dicha unidad, medimos lo continuo y determinamos cuantas unidades hay
en una porcion de continuidad. De esta manera, obtenemos un sistema de representacion con
base en las cantidades determinadas, mismas que expresamos con numeros. En consecuencia,
un nimero representa el punto en la continuidad en que completamos cierta cantidad o niimero
de unidades.

Con base en la actividad de medir descrita modelamos la continuidad a través del
sistema numérico. Con ¢él, cuantificamos y representamos dimensiones continuas como el
tiempo, la longitud, el peso, y fenémenos complejos como la velocidad de un objeto, misma
que cuantificamos a partir de las variaciones de tiempo y longitud. En el ejemplo del vehiculo
que arranca, cuya velocidad se incrementa en un continuo de cero a 90 kilémetros por hora,
nuestro problema es: jcomo determinamos la velocidad alcanzada exactamente a los tres
segundos después de arrancar?

Es evidente que necesitamos formular un modelo para obtener una velocidad

instantanea, misma que expresamos como una razéon de cambio en un punto. Centramos de
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nuevo nuestra atencion en la actividad de modelar con base en las cantidades. Después de
identificar las variables continuas y como representarlas a través del sistema numérico,
consideramos las relaciones entre dichas variables. Con ellas, propondremos un modelo
matematico para obtener la razén de cambio en un punto y por tanto, calcular velocidades
instantaneas.

A diferencia de las dimensiones como longitud y tiempo, que se pueden medir
directamente, las cantidades de otras dimensiones como la velocidad, tenemos que calcularlas.
Esto es, primero medimos el desplazamiento y el tiempo utilizado y, con base en ellos,
calculamos la razon de cambio con la que expresamos la cantidad de velocidad. Dicha razon
de cambio indica la relacion por unidad entre el desplazamiento y el tiempo que muestra el
objeto al moverse. Asi, expresamos la velocidad promedio con una razon de cambio constante
para todo el desplazamiento. En contraparte, representamos la velocidad instantanea con una
razon de cambio en un punto de la continuidad. El calculo de una velocidad promedio es fécil,
se logra al dividir cantidad de desplazamiento entre cantidad de tiempo. Pero, jcomo calcular
la velocidad instantanea?, jcomo obtener la razon de cambio en un punto de la continuidad?

Newton y Leibniz calculan la razén de cambio en un punto, a partir de la razon de
cambio promedio. En el contexto de las velocidades, esto tiene ciertas implicaciones durante
la representacion de continuidades. Primero, los promedios tienden a estar al centro de las
mediciones. De ello se desprende que la velocidad promedio para un intervalo de tiempo, es
més apropiada para calcular la velocidad instantdnea de un punto cercano al centro de dicho
intervalo. Segundo, la razén de cambio promedio se calcula de dos formas: a) dividir las
cantidades de variacion de las correspondientes dimensiones continuas, o b) promediar todas
las razones de cambio en un punto del intervalo de continuidad. En consecuencia, hay dos
maneras de calcular la velocidad promedio: promediar las velocidades instantaneas o dividir la
cantidad de variacion de posicion entre la de tiempo. Desarrollamos nuestro modelo con base
en estas dos maneras de calcular la razén de cambio promedio.

Los numeros representan cantidades de dimensiones medidas e indican puntos
especificos en la continuidad. En consecuencia, el promedio aritmético obtenido con dichos
numeros, también se ubica en un punto especifico. Veamos qué implica todo ello en nuestro
ejemplo. Supongamos que al arrancar, el vehiculo experimenta un incremento de velocidad

constante en el tiempo. Es decir, para un mismo periodo de tiempo experimenta el mismo
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incremento de velocidad. La dimensién continua de velocidad es expresada con una linea en el

inciso a) de la Figura 20.

Continuidad de velocidad en el tiempo

a): ' t t i ' } i t ! t | =

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 Km/hr

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 20. Velocidades promedio y su ubicacion en
la continuidad.

Si para el intervalo de tiempo en que pasamos de cero a 40 kilometros por hora [inciso
b) de la Figura 26], calculamos la velocidad promedio (v,) con un promedio de sus

velocidades instantaneas (v;), encontramos que su valor es de 20 kilometros por hora:

v, = lZv; = %(0+10+20+30+40) Km/hr =20 Knv/hr

¢
Dicho valor ocupa la posicién central en la continuidad de velocidad, y corresponde a
la velocidad alcanzada justo al centro del intervalo en que se pas6 de cero a 40 kilometros por
hora. Se repite la misma situacién con la velocidad promedio del intervalo en que el vehiculo
pasa de 50 a 90 kilémetros por hora. Dicha velocidad es de 70 kilometros por hora y
corresponde al punto central del intervalo [inciso ¢) de la Figura 26]. Esto sefiala otro camino
para determinar una velocidad instantanea, y que no utiliza la nocién de limite. Sin embargo,
hay una condicién muy selecta: la velocidad debe ser constante en periodos iguales de tiempo.
Esto implica que dicho razonamiento se aplica sélo cuando las dimensiones expresadas con
razones de cambio varian de manera continua y constante.
Las relaciones anteriores permiten encontrar la razon de cambio en un punto a partir de

la razén de cambio promedio y las describimos de la siguiente manera:
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e Sea un fenémeno que representamos a través de dimensiones continuas, una
independiente como el tiempo 7 y dos dependientes, como la posicion s y la
velocidad v,

e La dimensién que funciona como variable independiente la medimos con un
intervalo df seleccionado como unidad de medida,

e Para cada intervalo dr de la dimension independiente, hay una variacién en las
otras dimensiones: ds para la dimension de posicion y dv para la de velocidad.

e Una de las dimensiones dependientes sélo se puede expresar con una razon de
cambio y tiene una variacién constante, como la velocidad (ds/dr) con dv igual
en cada intervalo de tiempo,

e Para analizar el fenémeno, elegimos un numero par de » unidades de la

dimension independiente dr.

Bajo estas condiciones, para nuestro fenémeno de velocidad de un objeto, afirmamos
que la velocidad promedio para un intervalo de tiempo, es igual a la velocidad del punto del
centro de dicho intervalo. De manera general, sostenemos que la razon de cambio promedio de
todo el intervalo de variacion es igual a la razon de cambio del punto en el centro.

Se puede comprobar la afirmacion anterior, si hacemos n par para garantizar un punto
en el centro y representamos con /; el primer punto de la continuidad en el tiempo; con /. el
punto central; y con f,+ el ultimo punto [inciso a) de la Figura 21]. En la continuidad de
velocidad expresamos con vy las cantidades de velocidad instantanea correspondientes a cada
punto 7, separadas por un incremento igual o variacién dv [inciso b) de la Figura 21].
Aclaramos que la variacién dv no es la unidad de medida para la continuidad en la velocidad,

sino el cambio correspondiente a una unidad df en el tiempo.
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V. La derivada con el enfoque hacia la modelacion

a) ¢ ; o oaes } b oeee i e
t4 ta ta to-1 te tea1 ln tn+1
—

dt

b) ! i b oses =t i e A———————
' Viz Vi ... Vet Vie Vie+1 Vin Vi(n+1)
—

dv

Sp S Sa ... S Sic Sttt Sin Sin+1)
A

ds
(no necesariamente constante)

Figura 21. Continuidad de tiempo, velocidad y posicion.

Para las condiciones anteriores proponemos que la velocidad promedio v, en el

intervalo de tiempo (fy+1 - f) es igual a la velocidad del punto en el centro v,.. Como se

demuestra a continuacion:

] q v+ ve+ve + ... F Vet Ve

V= —— Vi =

n+1ig n+1

. iz n
y en virtud de su posicion el punto del centro es w.-=vn+5dv

fin+l)

n
ycomo: v,=v, +ldv, v, =v, +2dv, ..V =V, +5dv, v

1 n+l

=v, +ndv,

vt (vt dv)+(va+ 2dv)+... + [l«’n - g a'v] +... (vat+ndv)

luego: vm=——) w=
n+lia n+l
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- (n+1)vn+(1 +2+3...11)dv

desarrollando:  va=——) v =
n+lig n+1
n
- (n+l)vu+—(n+1)dv
V= Dvi= 2 =w+—dv=v,
n+1ia3 n+1 2
tenemos V=1V,

Nuestro problema ahora es como calculamos la velocidad promedio v,, para conocer la
velocidad instantdnea del punto central del intervalo. La velocidad la expresamos con una
raz6n de cambio, en consecuencia, una velocidad media se expresa con una razén de cambio
promedio. Al inicio de esta seccion indicamos que conocemos dos maneras de obtener dicha
razén de cambio: a) dividir las cantidades de variacion de las correspondientes dimensiones
continuas y, b) promediar todas las razones de cambio en un punto del intervalo considerado.
Las dos maneras determinan la misma relacion por unidad, y por tanto, la misma razon de
cambio promedio. Con el siguiente ejemplo pretendemos aclarar estas ideas. Supongamos que
soltamos un objeto y cae durante los primeros cuatro segundos, en los que experimenta las

velocidades instantaneas de la Tabla 6.

Tiempo ¢ (s) | Velocidad (m/s)
0 0
| 10
2 20
3 30
4 40

Tabla 6. Velocidades de un objeto en
caida libre.

Obtenemos la velocidad promedio para estos primeros cuatro segundos a través de las

velocidades instantaneas:

" 0+10+20+30+40 =20 Tiife

5
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Dicho promedio implica una velocidad constante, con la que el objeto recorre una
distancia equivalente a la recorrida con las velocidades de la Tabla 6. En consecuencia, la

velocidad instantanea en cada punto es la misma, como se indica en la Tabla 7:

Tiempo 7 (s) | Velocidad (m/s)
0 20
I 20
2 20
3 20
4 20

Tabla 7. Velocidades instantaneas.

Estos datos indican que el objeto recorre 80 metros en un intervalo de tiempo de cuatro
segundos. Otra manera de calcular la velocidad promedio, es dividir la distancia recorrida o
cambio de posicion As entre el tiempo utilizado A, esto es, v, = As/At = v,. Para ello,
revisamos como obtener dicho cambio a partir de una funcion.

Establecimos que para intervalo de variacién en el tiempo df, tenemos una variacién en
la dimensién de posicion ds, que no es necesario que sea constante. En consecuencia, para

cada punto £, tenemos una medicién de posicion s,; como muestra el incico ¢) de la Figura 22.

a) ¢ i boeee : N S—" .
h fz f:a f.;.t fc fcﬂ fn fn+1
—_

dt

c) ¢ f t wes i = e o t ——
St Sp2 S3 ... St Ste Sie+1 Stn St(n+1)
l__
ds

(no necesariamente constante)

Figura 22. Continuidad de tiempo y posicion.
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Con frecuencia, para calcular dicha posicion, podemos establecer una funcion s(7).
Con ella, obtenemos el cambio de posicion o distancia recorrida que expresamos con As = s, -
s1 = s(t) - s(t;). Otra manera de obtener dicho cambio, es medir fisicamente la distancia
recorrida en el intervalo Af, lo que consideramos ideal para una actividad de modelacion con
los alumnos. Ahora nos encontramos en condiciones de formular un primer modelo para
obtener la velocidad instantdnea de un punto central, a partir de la velocidad promedio.
Expresadas ambas con razones de cambio.

Para el intervalo Af, expresamos con fy, I y t, el primer punto, el punto central y el
Gltimo respectivamente. También representamos sus correspondientes puntos en las
continuidades de velocidad y posicién con vy, ve y v2; 81, Se, ¥ $2. Con dichas notaciones
formulamos un modelo para la velocidad instantdanea del punto central v, del intervalo,
expresada con la razon de cambio:

__‘_Aﬁ_ $3 78 _ 5("2)_'9('#1)
"2—’1

=V
lm

ph - -
Attt

Dicho modelo requiere de los valores #), #, y de la funcién s(f) para proporcionar la
velocidad instantanea v, a través de la razén de cambio en un punto. Nuestra intencion es
formular un modelo que nos proporcione la velocidad instantanea a partir del punto central /..
Para ello, utilizamos 7. como punto de cdleulo™ y la funcion de posicién s(f), para derivar una
nueva funcion s '(f.) que nos sirva de modelo. Con ¢él, obtenemos la velocidad instantanea del
punto central, expresada como una razon de cambio As/Af. Esto es:

S(fz)—s(.’,) =S'(!L,)

lf2_"'1

. =
! e

En términos del punto /., nuestro modelo para derivar una funcion de la velocidad
instantanea queda:

1 =t,— KA f=1, + %Al

s+ na)-s(t. - ha)
- Al

v, =8' (rl_)

22 punto de la continuidad que introducimos en nuestro modelo matemético o férmula, para obtener la razon de

cambio promedio.
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En este modelo, requerimos conocer la funcion de posicion s(/) para obtener la funcion
derivada de una razén de cambio instantanea. En nuestro ejemplo del vehiculo que arranca,
necesitamos la funcién s(¢) para conocer la velocidad a los tres segundos de aceleracion. De
manera general, esta propuesta se aplica a fenomenos que tengan las condiciones descritas al
inicio de nuestro anélisis. Condiciones que presentamos a continuacion expresadas en

términos generales:

e Sea un fenémeno que representamos a través de tres dimensiones continuas.
Una independiente expresada con la variable x, una dependiente expresada con
la variable y y otra dependiente de ambas, expresada como una razén de cambio
entre las anteriores Ay/Ax.

e Medimos la variable independiente x a través de un intervalo dx seleccionado
como unidad de medida,

e Para cada intervalo dx de la variable independiente, hay una variacion
dependiente ¢y en la variable y y una variacion constante en la variable
expresada como la razén de cambio Ay/Ax.

e El intervalo de variacién Ax de la variable independiente x, tiene un ntimero par

de » unidades de medida d¥x.

El modelo matemaético para obtener la derivada en el punto central x., se expresa de

manera general como:

S (x+ JhAx) - f(x, = ) Ax)
Ax

Una vez definida la funcién derivada, se puede calcular la razén de cambio en dicho
punto x.. Lamentablemente, una condicion restrictiva es la variacion constante de la variable
expresada con la razon de cambio. Esto implica que sélo podemos aplicar nuestro modelo a
situaciones en que la cantidad dependiente y sigue una funcién cuadratica. Veamos ahora
como funciona nuestro modelo con un ejemplo sencillo. Supongamos que deseamos obtener

_ . . . . 2
una derivada en que la variable dependiente y sigue la funcién f{x) = x":
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V. La derivada con el enfoque hacia la modelacion

f(x. + Y% ax) - f(x, - Y Ax)

y'=1'(x)= &

v A _(,YC+%Ax)2—(xc—%m;)2
y _f ('\C)__ Ax

' ' _ xc: +ICA’C+AX2 _xc2 +x‘.m-—m—2
y'=f'(x)= =

xAx+x Ax 2x Ax

[ [ x )= ¢ ¢ _ e :2‘I

y'=f'(x) o =21,

Nuestro modelo proporciona la funcion derivada para la razéon de cambio en el punto
X, sin utilizar la nociéon de limite. Para este ejemplo, la derivada y’ = 2x. la interpretamos
como un modelo para la relacién de la variacion de y entre la variacion de x, y nos indica que
dicha relacién es de dos a uno (dos veces el valor del punto x.). Es decir, la dimension y varia
en dos unidades de medida cuando la dimensién x varia en una unidad de medida. Si en los
puntos siguientes a x. la relacién anterior disminuye hasta cero, esto revela que la dimension y
deja de variar con respecto a la dimension x. Este tipo de analisis es basico para la ingenieria.
En la Figura 23 resumimos nuestro enfoque para significar la funcion derivada como modelo
para, a partir del papel que desempefian las cantidades en un contexto fenomenologico
ordinario. En la siguiente seccién, proponemos ampliar el modelo para utilizarlo con cualquier

funcion de la cantidad dependiente y.

Situacion problema (= Cantidades (= Concepto matemdtico

Arranque Medicién de tiempo La funcién derivada para
del vehiculo. y desplazamiento. la razén de cambio en un
Célculo de ¢ Célculo de velocidad & punto, es un modelo para
velocidad como razon entre dos la relacion por unidad
instanténea cantidades de instantdnea, entre dos
A cantidades de variacion

Figura 23. La derivada como modelo para.
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5.3. La derivada para cualquier funcion polinémica f(x).

Del analisis de la secciéon anterior, formulamos un modelo para obtener la funcion
derivada que proporciona la razon de cambio en un punto central. Para hacerlo tomamos como
base el hecho de que la razén de cambio promedio es igual a la razén de cambio en dicho
punto, cuando la funcién f{x) es cuadratica. Este hecho también implica que la razon de
cambio promedio es diferente de la razon de cambio en un punto que no es central. En
consecuencia, al tomar el punto inicial del intervalo como punto de calculo, la razon de
cambio promedio no provee la razén de cambio en dicho punto. Esta situacion la enfrentaron
Newton y Leibniz al utilizar la razén de cambio promedio para obtener la razoén de cambio de
un punto x situado al inicio del intervalo. La posicion del punto x se observa en la definicion

de la derivada como un limite, en la que el intervalo Ax se expresa con la letra /:

fGx+i)-f(x)

y'=['(x)=Lim

Lo anterior sugiere que hay una diferencia entre la razéon de cambio promedio y la
razén de cambio en el punto inicial, que casi desaparece cuando el intervalo es infinitamente
pequefio. Esto origina los procesos de aproximacién al infinito entre ambas razones, que
enfrentaron Newton y Leibniz y llevaron a d’Alembert y Cauchy a desarrolar la nocién de
limite.

Con el enfoque hacia la modelacion proponemos una alternativa que elude los procesos
mencionados. Para ello, analizamos la razén de cambio promedio que se obtiene con
diferentes posiciones del punto de célculo en el intervalo de variacion. En la Figura 24
mostramos los modelos o funciones obtenidas para la razon de cambio promedio, formuladas a
partir del punto de calculo x y la funcién f{x) = x* para la variable dependiente y. En la primer
columna, se indica la posicién del punto de calculo en términos del tamafio del intervalo Ax.
Asi tenemos cero Ax, un cuarto, una mitad, tres cuartos y un Ax. En las columnas restantes se
muestran tres espresiones de la razén de cambio promedio formulado con dichos puntos. En la
segunda columna, obtenemos una version general para obtener la derivada con la funcion f(x)
de la variable y. En la tercer columna, introducimos la funcién cuadratica f(x) = x” para dicha
variable. En la cuarta, se muestra el modelo final para obtener la derivada del punto central

f(x.) a partir del punto de calculo x y la funcion f{x) = .
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Posicion Razo6n de cambio Razoén de cambio Razén de cambio
del punto promedio: promedio con del punto central
calculo: Fx)=a% Xet
. A (x) _ f(x2)=S(x) (x,)" = ()" piy= 40
Ax Ax Ax Ax
. N . : AT _ a2
bkt f(x+Ax) = f(x) (x+Ax)" —(x) [2“‘%‘ N A.\']
Ax Ax
_ f(x+¥%Ax)~ f(x— Y Ax) (x+ % Ax)? — (x - ¥ Ax)? )
Y4 Ax i i 2y + HA
. S+ BAN) — f(x =A%) (x+ JAY)' — (x =} Av)’ e el
Ax Ax Yax
; S(x+ )i Ax) = f(x =} Ax) (x+ % Ax) = (x =} Ax)’ ) )
HAx 4 e E 5 : 2A%A' — Y Ax
; . A2 e Ayl
1Ax S(x)= f(x—Ax) (x) —(x—Ax) Dty — A
Ax Ax

Figura 24. Larazon de cambio del punto central f{x.) obtenida con diferentes
posiciones del punto de calculo con f(x) = 2.

En la Figura 24 observamos tres propiedades importantes al determinar la funcién
derivada /"(x.) a partir de la razén de cambio promedio. Primera, cuando el punto de calculo x
y el punto central x, coinciden (véase el caso en que x estd a la mitad del intervalo, 2Ax), la
razén de cambio promedio es igual a la razén de cambio en el punto de célculo [Af{x)/Ax] =
£°(x). En este caso, no se presenta la diferencia que origina procesos de aproximacion infinitos.
Esta propiedad es valida con cualquier funcién polinémica f{x), cuando el punto de célculo x
coincide con un punto medio x,, cuya razon de cambio es igual a la razon de cambio
promedio. Aunque se desconoce la posicién del punto medio x,, su existencia la comprueba el
teorema del valor medio. Asi, la primera propiedad que proponemos es: cuando el punto de
calculo y el punto medio coinciden (x= x,), la razon de cambio promedio es igual a la razon de
cambio en el punto de célculo, esto es: [Af{x)/Ax] = 1 (x).

En la cuarta columna de la Figura 24 observamos otra propiedad: la razén de cambio
promedio siempre incluye a la funcién derivada para el punto de célculo. Esto es, Cuando x es

un valor que esta al inicio del intervalo (0Ax) la razon de cambio promedio [Af{x)/Ax] es 2x +
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Ax. Cuando x es un valor a un cuarto del intervalo (Y4Ax) la razon de cambio promedio es 2x +
,Ax. Cuando x esta al centro del intervalo (2Ax) la razon de cambio promedio es 2x. Esta
situacion se repite para los puntos de calculo restantes. La constancia de dicha situacion, nos
lleva a proponer la segunda propiedad: la razon de cambio promedio es igual a la razon de
cambio del punto medio x, y siempre incluye a la funcion derivada del punto de cilculo x, esto

€s.
() _ f'(x,)='x)+[f'(x,)= ()]
Ax

Esta segunda propiedad implica otro hecho relevante: no importa la posicién del punto
de calculo; siempre es posible obtener su derivada a partir de la razén de cambio promedio. La
dificultad es identificar tal derivada. Para ello, en la cuarta columna de la Figura 24, se
observa que la derivada del punto x al inicio de Ax, f'(x) = 2xoa. €8 independiente del tamafio
del intervalo. También encontramos esta independencia en las derivadas de los restantes
puntos de calculo. Por ende, se propone como tercer propiedad: la funcién derivada para el
punto de célculo x, es independiente del tamaiio del intervalo Ax. Con base en ello,
identificamos la derivada del punto de célculo x, con los términos independientes o factores
en su caso, del tamatfio del intervalo en el cociente de la razon de cambio promedio. En nuestra
propuesta, expresamos con el término fiic a dichos términos o factores. Esto es, con base en la

tercer propiedad, identificamos la derivada a través de los fiic y la expresamos como:

f(x+A‘f)~f(x)]
Ax

f(x)= mc[

A través de los planteamientos descritos, proponemos que es posible obtener la funcion
derivada para la razén de cambio en un punto, en un contexto de modelacién. En el que la
derivada surge de la actividad de determinar una velocidad instantinea y se aparta de la nocién
de limite. Sugerimos que con un enfoque hacia la modelacion, los significados de las
principales nociones se entrelazan de una manera que favorece la comprension relacional. Esto
es, tales significados se originan al modelar el problema a través de las cantidades y sus
relaciones. Dicha actividad de modelar se convierte en un contexto semidtico para nociones
tales como: funcion derivada, razon de cambio promedio y en un punto, cantidad de variacion,
punto medio y punto de célculo. Por tanto, sugerimos que una didactica con el enfoque hacia

la modelacién para significar las nociones anteriores, profundiza la comprension relacional de
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la funcion derivada y promueve habilidades de modelacién. Entre ellas y de manera particular,

favorece la identificacidn de relaciones entre variables.

5.4. Propuesta diddctica para el aprendizaje de la derivada.

Al inicio del presente capitulo sugerimos dos acciones para obtener un material
potencialmente significativo en el aprendizaje de la derivada. Ellas son apartarse de la nocion
de limite, y significar la derivada a partir de las cantidades generadas en un contexto de
modelacion. Para guiar dichas acciones, establecimos dos premisas basicas: situar la derivada
en una actividad de modelacion que la “genere” e iniciar dicha actividad en contextos de
conteo y medicion cercanos a lo cotidiano. Con estas premisas en mente, en las secciones
anteriores hemos desarrollado una propuesta conceptual bajo el enfoque hacia la modelacion.
Con la cual modelamos la derivada sin utilizar la nocion de limite. Con base en ello, logramos
el primer objetivo de la investigacion.

El segundo objetivo es crear una propuesta didactica con la matematica en contexto y
la propuesta conceptual desarrollada para la derivada. A continuacién describimos cada una de
las etapas didacticas de la matematica en contexto (Camarena, 1999, 2002, 2003) que integran

la propuesta para la ensefianza y aprendizaje de la derivada.

5.4.1. Andlisis de textos de las asignaturas que cursa el estudiante. De acuerdo con
Camarena (2002), para integrar el conocimiento matematico a la ingenieria, se recomienda
solucionar problemas de la misma profesion. Con este propésito Camarena sugiere analizar los
textos de la carrera. Asi, un concepto matematico se presenta al modelar un problema tipico, lo
que motiva al estudiante a aprender matematicas. En nuestro caso, la propuesta conceptual
para el aprendizaje de la derivada con el enfoque hacia la modelacion, requiere de problemas
reales en que la variable dependiente siga una funcién cuadratica. Después de una busqueda
cuidadosa, no encontramos en los textos de ingenierfa industrial un problema con tal
condicién. Recurrimos entonces a textos de las ciencias basicas. Asi, en textos de fisica
localizamos el problema de la caida libre de un objeto. Problema que decidimos utilizar por
dos razones basicas: el desplazamiento sigue una funcién cuadratica, y es posible replicar la

caida en el aula.
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5.4.2. Planteamiento del problema de las disciplinas del contexto. Esta etapa refiere al
momento en que el problema se presenta al grupo. Antes de ello, sugerimos dedicar dos
semanas de clases al aprendizaje de las operaciones basicas con enfoque hacia la modelacion.
Con esto familiarizamos al alumno con el nuevo enfoque conceptual, a la vez que presentamos
las etapas de la matematica en contexto, como etapas de un procedimiento general de
modelacién. De esta manera, creamos condiciones més adecuadas para iniciar el aprendizaje
de la derivada con el enfoque hacia la modelacion. El problema que sugerimos se encuentra en
la pagina 26 del documento: “Calculo diferencial e integral. Las operaciones basicas y la
derivada bajo un enfoque hacia la modelacion” (véase Apéndice A). A continuacion

transcribimos dicho problema:

Situacion Tipica:

1) Con frecuencia en ingenieria industrial se presentan problemas asociados a las
velocidades de un objeto como la velocidad de una pieza en una méaquina, de bandas de
produccion, de fluidos, cajas en transportadoras de rodillos, etc. Con el fin de analizar
los problemas de objetos en movimiento, resuelva el siguiente problema.

Un objeto se deja caer en caida libre. ;Cual es la velocidad promedio durante las
primeras cinco décimas de segundo?, ¢cual es la velocidad que lleva el objeto en el
tiempo ¢ = 0.4 s; £ = 0.6 s; en cualquier momento?, ;cudl es la velocidad que lleva el
objeto en el tiempo = 0.4 s; 7= 0.6 s; en cualquier momento 7 si la posicion del objeto

sigue la funcion s(f) = r£?

Las dos primeras preguntas requieren utilizar una funcion cuadratica para el
desplazamiento. Esta condicién resulta propicia para modelar la caida libre de un objeto en el
aula. La tltima pregunta obliga a concluir que la derivada es independiente del intervalo Ax, y
que puede ser identificada con base en ello. Todo esto permite introducir la nocién de derivada
como fiic de la razén de cambio promedio. Para dar respuesta a las interrogantes, los
estudiantes necesitan generar los datos del desplazamiento. Para esto se sugiere filmar la caida

libre de un objeto.
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5.4.3. Determinacién de las variables y de las constantes del problema. El
planteamiento del problema termina cuando se precisa lo que se requiere para solucionarlo. El
siguiente momento didé4ctico determina las variables necesarias para representar el problema,
asi como sus condiciones constantes. En esta etapa se identifica como variable independiente
el tiempo, como dependientes el desplazamiento y la velocidad. Es importante que los
estudiantes concluyan que esta tltima se expresa con la razén de cambio desplazamiento sobre
tiempo. Para lo anterior se guia a los estudiantes a través de una lluvia de ideas para

determinar variables y constantes.

5.4.4. Inclusion de los temas y conceptos matemiticos necesarios para el desarrollo
del modelaje y su solucién. En esta etapa de la matemdtica en contexto, el profesor debe
invitar a los estudiantes a investigar sobre la derivada. Luego, a través de discusiones y
consensos, se identifican las relaciones entre las variables con base en la derivada (Camarena,
2001). Sugerimos identificar esta etapa como de determinacion de relaciones entre variables y
constantes. Esto permite centrar la atenci6n en identificar y clarificar dichas relaciones, con
las que se crea el concepto de derivada. Es decir, a partir de las dimensiones y sus cantidades,
proponemos identificar los tres tipos de variables que caracterizan la situacion problema: una
independiente, una dependiente, y otra dependiente relacionada con las anteriores, expresada
como su razon de cambio. También sugerimos clarificar que se requiere una medicion
instantanea para esta tltima variable y que ello se logra al derivar una nueva funcion a partir
de la razén de cambio promedio. Todo lo anterior, como parte de la actividad de modelar el
problema. Por tanto, en esta etapa los estudiantes identifican la funcion de posicion, la relacion
de igualdad entre la velocidad promedio y la velocidad instantdnea para una funcién
cuadratica. También identifican la propiedad de independencia de la derivada, con la que ésta

se obtiene a partir de cualquier funcién polinémica.

5.4.5. Determinacion del modelo matemdtico. Esta etapa se inicia en el momento en
que se realizan los procedimientos matematicos que llevan a obtener un modelo o formula,
que valida todas las relaciones entre variables. Dicho modelo sirve para solucionar el

problema. Para las dos primeras interrogantes, el modelo o funcién derivada es la formula en
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que el punto de calculo x es igual al punto central x.. Esto es, el modelo genera la derivada
para cualquier funcion cuadratica. La férmula a obtener es:

£ (x, + Y% Ax) — f(x, - 4 Ax)
Ax

y':f'(xl.)=
Para la Gltima pregunta, el modelo a obtener y que crea la derivada para cualquier

funcién polinomica es:

f(x+ m‘)—f(x)}
Ax

£i(x) = fiic[

5.4.6. Solucién matemdtica del problema. Las expresiones obtenidas en la etapa
anterior son de tipo general (Camarena, 1999). Se requiere la funcién especifica de la situacion
para obtener la derivada a partir de los modelos anteriores mediante los pasos matematicos
apropiados. En esta etapa los alumnos deben obtener las derivada f"(x) = 10f para responder a
las primeras preguntas, y la derivada f'(x) = 37 en el caso de la ultima pregunta. En este
momento, la derivada funciona como modelo para la relacion instantdnea entre dos cantidades

de variacion.

5.4.7. Determinacién de la solucion requerida por el problema en el ambito de las
disciplinas del contexto. En esta etapa, se introducen los datos apropiados en las derivadas

obtenidas para calcular las razones de cambio instantaneas y solucionar el problema.

5.4.8. Interpretacién de la solucién en términos del problema y drea de las
disciplinas del contexto. Por iltimo, los resultados se interpretan en el ambito del problema y
para verificar su congruencia. En nuestra propuesta, sugerimos que las actividades de éstas
Gltimas tres etapas, se realicen en una sola etapa procedimental, que identificamos como
“obtencién de una solucion”. El lector puede recurrir al documento “Célculo diferencial e
integral. Las operaciones basicas y la derivada bajo un enfoque hacia la modelacion™ (véase
Apéndice A).

Con nuestra propuesta pensamos favorecer la comprension relacional sobre la
derivada, esto es, proporcionar mayor claridad en torno a los diferentes aspectos de la nocion.

Para ello, evitamos la nocién de limite y se construye la nocién de derivada a partir de las
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cantidades, en un contexto para modelar la caida libre de un objeto. Sugerimos que la
propuesta provee de ideas cercanas a la experiencia de los alumnos y constituye, por tanto, un
material potencialmente significativo. Ademas, al profundizar en las diferentes relaciones de
las variables que llevan a crear la derivada, los estudiantes se capacitan para ajustar
procedimientos matematicos a diferentes situaciones. En consecuencia, esperamos una mejora

en cuanto a las habilidades de modelacion de tales estudiantes.

Sumario. En el aprendizaje de la derivada se enfrenta la naturaleza intuitiva de la
nociéon de limite. Asi mismo, tal naturaleza dificulta encontrar contextos ordinarios para su
modelacién en educaciéon matematica, asi como la presencia de ideas de anclaje en los
estudiantes. Para enfrentar tales desafios, nos alejamos de la nocién de limite y proponemos
una didactica con base en la actividad de modelar relaciones con base en las cantidades.
Dichas cantidades representan las dimensiones que gobiernan el problema y que llevan a crear
la nocién de derivada. Con todo ello se pretende favorecer la comprension relacional y las
habilidades de modelacion.

Presentamos aqui el ejemplo prototipico de la velocidad instantdnea de un vehiculo,
para mostrar el tipo de problemas que organiza la derivada. Las preguntas que caracterizan
dichos problemas son del tipo jcuél es la velocidad en un momento /7, jcuél es la razon de
cambio instantanea? El célculo de la razén de cambio instantdnea a partir de la razon de
cambio promedio lleva a un callejon sin salida. Este es superado en lo matematico mediante la
nocién de limite, mas no en lo cognitivo. Creemos que la frustracion en lo cognitivo es la
causa del rechazo de la nocién y de expresiones de que la derivada no tiene que ver con la
realidad. Sin embargo, proponemos que se puede obtener la derivada a partir de la razon de
cambio promedio. Para ello, consideramos la manera en que expresamos lo continuo con
nuestro sistema numérico, y sugerimos que los promedios tienden a ubicarse al centro de
intervalos de continuidad. Esto implica que la razén de cambio promedio puede ser igual a la
razon de cambio en un punto cerca del centro del intervalo de variacion.

Cuando en un fenémeno, la variable dependiente sigue una funcién cuadrética,
tenemos las condiciones bajo las cuales la razén de cambio promedio es igual a la razén de
cambio en el punto central x,. Esto es, obtenemos la funcion derivada para dicho punto. Tales

fendmenos tienen varias caracteristicas: una variable independiente x, una dependiente y =
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fix), y otra dependiente con variacién constante, que expresamos como razon de cambio entre
las dos primeras. Ejemplificamos lo anterior con el problema de calcular la velocidad
instantanea de un vehiculo. Demostramos matematicamente que v,, = V... Esto nos muestra
otra manera de obtener una razén de cambio sin utilizar la nocién de limite. Con base en estas
ideas, determinamos el siguiente modelo para obtener la derivada cuando se tiene una funcién

cuadratica:

= P} S (> + %Ax) -1 (x, - )4 Ax)
Ax
El modelo anterior es tranformado para utilizarlo con cualquier funcién polinémica f(x)
para la variable dependiente. Esto lo logramos al considerar tres propiedades: primera, la
razén de cambio promedio y la razén de cambio en un punto son iguales cuando el punto de
calculo x y el punto medio x, coinciden. Esto es, [Aflx)/Ax] = f'(x,). Segunda, la razon de
cambio promedio siempre incluye a la razon de cambio del punto de célculo x:

A _ pie y= £+ - £1)]
Ax

Tercera, la funcién derivada para la razéon de cambio del punto de calculo x, es

independiente del tamafio del intervalo Ax. Con base en esta propiedad, identificamos la

derivada con los tice:

.f(ﬂm‘)—f(x)}
Ax

Fix)= Hic{

Por ultimo, describimos la propuesta didactica para el aprendizaje de la derivada a

partir de las ideas anteriores y de la matematica en contexto. Dicha propuesta no utiliza la
nocién de limite y utiliza un contexto cotidiano para modelar: la caida libre de un objeto. Con
ello, pretendemos favorecer la comprension relacional de la derivada y, en consecuencia, las
habilidades de modelacion. En los proximos capitulos expondremos los resultados obtenidos
con una didéctica tradicional y la propuesta, en cursos de calculo diferencial de la carrera de

ingenierfa industrial del Centro de Estudios Superiores del Estado de Sonora.
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VI. Método

En los capitulos anteriores hemos revisado la problemdtica del aprendizaje de la
derivada en ingenieria, la dificultad de la nocién de limite y elaboramos una propuesta
didactica para superar tal dificultad. En este capitulo describimos el método seguido para
realizar la investigacion. Esencialmente desarrollamos el estudio de dos grupos de Calculo
diferencial e integral seleccionados como casos para evaluar dicha propuesta. En uno de ellos
se sigue lo que llamamos una didactica fradicional y en otro la didactica propuesta. A cada
caso aplicamos los mismos instrumentos de coleccion de datos y comparamos resultados para
emitir una respuesta. Los resultados se describen en los capitulos siguientes.

Los objetivos del estudio nos llevaron a realizarlo en dos etapas, la elaboracion de la
propuesta didactica descrita y la evaluacién de sus efectos en la comprension relacional y
habilidades de modelacion. Para la primer etapa, en que desarrollamos nuestra propuesta
didactica, se realizé investigacion documental. Consultamos bibliografia y bases de datos en
diferentes bibliotecas, asi como revistas y bases de datos electronicas del area tematica, y de
eventos y organizaciones matematicas. Para la segunda etapa, en que tomamos el estudio de
casos como estrategia de investigacién, seguimos los criterios dados por Yin (2003), tal como

se describe a continuacion.

6.1. Seleccion de la estrategia de investigacion.

La naturaleza de la pregunta de investigacién nos sugiri6é desarrollar una actividad en
un escenario complejo, exploratorio y de poco control en la busqueda de una respuesta.
Complejo porque indagamos efectos en la comprensién relacional y en habilidades de
modelacién. La primera de ellas remite al analisis de la apropiacion de los significados, lo que
reviste una complejidad considerable. Es aqui donde otorgamos al analisis semiotico de
Godino y Batanero (1997, 1998) un papel relevante para esta investigacion. Con respecto a las
segundas, observamos una complejidad menor, ya que entre los autores del tema encontramos
cierta coincidencia sobre las habilidades especificas que demanda la modelacién matematica
(Camarena, 2001; Houston y Neill, 2003; Kaiser, 2005). En consecuencia, sugerimos que es

posible analizar los efectos de la didé4ctica propuesta con base en tales habilidades. Esto es, es
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posible caracterizar las habilidades de modelacion de un estudiante, a través de las actividades
mostradas al modelar un problema de ingenieria.

Por otra parte, el escenario nos muestra una actividad de investigacion exploratoria
porque no encontramos antecedentes de trabajos similares al del enfoque hacia la modelacion.
Como una implicacion de lo anterior y de la falta de un estudio piloto, se nos presenta una
actividad con poco control sobre la evolucién de la instruccion conforme a lo planeado. Con
base en estas implicaciones se decidié realizar un estudio de casos en la segunda etapa de la
investigacion.

De acuerdo con Yin (2003), un estudio de casos es recomendado cuando se tienen
preguntas de investigacién que inician con 4c6mo? o ;por qué?, poco control del investigador
sobre los eventos y se pone mayor atencién a eventos contemporaneos. Las ultimas dos
condiciones est4an dadas en el escenario de la investigacion. En el caso de la primer condicion,
la pregunta de investigacion inicia con un ;qué? Al respecto Yin (2003) indica que el estudio
de casos exploratorio es apropiado, cuando una pregunta que inicia con un jqué? refiere a una
comprension de tipo cualitativo, como en este caso. Para otros autores, un estudio de casos es
una estrategia de investigacion que se enfoca en un ejemplo particular con un contexto
complejo, sobre el que se desea mayor comprension (Mertens, 1998; Titscher, 2000). O bien,
se enfocan en ejemplos tGnicos en contextos reales en los que se observa como pueden

coincidir teoria y practica (Cohen, Manion y Morrison, 2000).

6.2. Diseiio de investigacion.

De manera general el disefio refiere a la secuencia logica de las actividades que
proveen evidencia para responder la pregunta de investigacion. La pregunta de investigacion
sugiere una base de comparacion para obtener una respuesta. Por ello utilizamos un disefio de
dos casos con condiciones contrastantes, esto es, un caso sometido a la didéctica propuesta y
otro con la didactica sugerida por la academia de matematicas. Por tanto, tomamos como casos
a estudiar a los dos grupos de ingenierfa industrial de los cursos de célculo diferencial e
integral en el periodo 2006-1. Dichos grupos corresponden a los turnos matutino y vespertino
en el semestre de enero a junio. Elegimos estos grupos por varias razones, primero por la
coincidencia de la programacién de los cursos con los tiempos propuestos para el desarrollo de

la investigacion; segundo, por el hecho de que es el primer curso de calculo dentro del
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programa. Otra razén importante fue la facilidad del acceso que representd para la
investigacion.

Como primer caso se escogi6 al grupo programado en el turno vespertino en horario de
5:00 a 5:50 PM de lunes a viernes. En este grupo las clases se impartieron por el profesor
asignado a la materia, con una didactica expositiva propia de la ensefianza tradicional. A este
grupo le llamamos el caso de la matemdtica tradicional. Como segundo caso se seleccioné al
grupo de célculo diferencial e integral en horario de 8:00 a 8:50 AM, las cuales se
desarrollaron con la matemética en contexto con el investigador como profesor. A este grupo
le llamamos el caso de la matemdtica en contexto. El disefio contemplo realizar el estudio de
los efectos en la comprension y en habilidades de modelacion para ambos casos, y un analisis
de sus diferencias para dar respuesta a la pregunta de investigacion.

El disefio de investigacion para un estudio de casos comprende cinco componentes
(Yin (2003, p. 21): “l. las preguntas del estudio, 2. sus proposiciones, si las hay, 3. sus
unidades de anélisis, 4. la 16gica de enlace entre los datos y las proposiciones; y 5. el criterio

para interpretar los resultados” [traduccion libre].

6.2.1. Pregunta y proposiciones del estudio. Tradicionalmente, de acuerdo con
Merriam (1988) los estudios de caso se inician con algun problema identificado en la préactica
y en el que deseamos conocer como ocurren las cosas. En nuestro caso la pregunta de
investigacion surge de la posibilidad de comprender la derivada desde una perspectiva de
modelacion del entorno. Esto nos sugiere realizar una actividad exploratoria utilizando la
didactica de la matematica en contexto con un grupo de alumnos, para luego comparar sus
resultados con otro grupo que no la haya utilizado.

La importancia de una proposicion, segin Yin (2003), esté tanto en su aportacién de
tipo tedrico como en su capacidad para dirigirnos en la blisqueda de una respuesta. Sin ellas es
dificil dirigir la investigacién hacia puntos especificos. Al inicio de la misma pensamos que
los efectos mas significativos podrian darse en la comprension relacional y en las habilidades
de modelacién. Sin embargo, en el transcurso de la investigacion, nos interesamos por indagar
si el estudiante percibe la derivada en su realidad cotidiana. Con base en el marco teérico y

esta tltima consideracion, se establecieron tres proposiciones:
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1. La didactica de la matemética en contexto con el enfoque hacia la modelacion para
la ensefianza aprendizaje de la derivada favorece la comprension relacional.

2. Acerca la nocion de derivada a la realidad cotidiana.

3. Favorece el desarrollo de habilidades de modelacion, en particular, la identificacion

de relaciones entre variables.

Si la matematica en contexto con un enfoque hacia la modelacion, favorece la
comprensién relacional y las habilidades de modelacion, esperamos que los estudiantes

muestren las capacidades sefialadas y declaren significados para la derivada como modelo

para.

6.2.2. Unidades de andlisis. De manera global, las unidades de andlisis en cada caso
son la trascripcién de la clase en que se estudia la nocién de derivada, y los alumnos
seleccionados para evaluar efectos en la comprensién y habilidades de modelacion. Otras
unidades de andlisis son propias del enfoque ontolégico semidtico (Godino, 2003) para
determinar la configuracién epistémica de la derivada, o para caracterizar los significados

propios de la comprension relacional.

6.2.3. Enlaces de datos a proposiciones y criterios de interpretacion. La obtencion de
datos enlazados a las proposiciones se puede hacer de muchas maneras segiin Yin (2003).
Aungue €l aclara que ninguna ha sido definida con la misma precision con que ocurre la
asignacion de sujetos y tratamientos en los experimentos psicologicos. En nuestro estudio, la
primer proposicion implica el analisis de las explicaciones de los estudiantes sobre lo que
hacen y ver si su discurso incluye conceptos, propiedades y argumentaciones coherentes con el
enfoque hacia la modelacion. Esto nos sugiere utilizar tres fuentes de evidencia para la
coleccién de datos en ambos casos: a) observacion directa de los significados que se negocian
en clases en las que la derivada es objeto de ensefianza aprendizaje. Caracterizar dichos
significados con base en el enfoque ontologico semidtico de Godino (2003) para obtener el

. . o g B : P
significado implementado como una configuracion epistémica 3 del objeto; b) evaluaciones

= Conjunto de significados con relacion a un concepto matematico que se agrupan en las categorias: significados

lingiiisticos, situacionales, actuativos, conceptos, propiedades y argumentos (Godino, 2003)
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para identificar y caracterizar los significados del enfoque hacia la modelacion declarados por
los estudiantes, a través de un cuestionario sobre comprension relacional, un examen con
ejercicios y un problema de derivadas; y c) entrevistas enfocadas para precisar mas alla de lo
escrito, los significados declarados y logrados.

La segunda proposicion del estudio, relacionada con la derivada y la realidad, nos
sugiere utilizar la evaluacién y la entrevista para preguntar de manera directa sobre ello. En
cuanto a la tercer proposicion, nos parece apropiado utilizar la evaluacién como fuente de
evidencia para identificar habilidades de modelacion. Asi como entrevistar a los estudiantes
para profundizar en lo realizado.

En cuanto a los criterios de interpretacién de resultados, Yin (2003) afirma que
actualmente no hay una forma precisa de establecerlos. Ante la ausencia de una guia clara,
optamos por comparar los resultados en cada una de las proposiciones. Esto es, en cuanto a la
comprension relacional, esperamos que los estudiantes del caso de la matematica en contexto
muestren mejores resultados que los del caso tradicional. Para confirmar dicha condicién,
comparamos los resultados de ambos casos. De manera similar comparamos los resultados en
habilidades de modelacién y la percepcion del estudiante sobre la derivada y la realidad.
También al comparar ambos casos, se buscan posibles indicios de correlacion entre la

comprension relacional y habilidades de modelacion.

6.3. Participantes.

El grupo del caso tradicional lo utilizamos como referencia y estuvo formado por seis
alumnos regulares y un alumno de oyente. Tres de los estudiantes regulares llevaron
anteriormente el curso de calculo diferencial e integral en otras universidades. El profesor
imparte el curso por primera vez en ingenieria industrial y todos los estudiantes son del sexo
masculino. El grupo de la matemética en contexto estuvo integrado por 19 estudiantes, en su
mayoria jovenes que llevarfan su primer curso de célculo diferencial en la universidad. En
dicho grupo solo se tuvieron dos alumnas. El investigador participé como profesor del curso e
implemento la didactica propuesta. El profesor regular particip6 en la filmacién de las clases y

al dar instrucciones sobre la aplicacion de examenes.
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6.4. Materiales e instrumentos.

6.4.1. Notas del curso de cdlculo diferencial. En el caso tradicional el material o notas
del curso, son elaboradas por el profesor siguiendo instrucciones de la academia de
mateméticas, y su experiencia bajo el principio de libertad de catedra. En el caso de la
matematica en contexto, las notas del curso son elaboradas por el investigador con el enfoque
hacia la modelacion siguiendo la matematica en contexto (véase Apéndice A). Dichas notas se
dividen en tres temas, modelos y modelacion, modelos para relaciones de unién o separacion
de cantidades, y modelos para relaciones de variacién: dependencia, variacion media, en punto
y total. Los dos primeros temas ofrecen una perspectiva de los modelos y de las operaciones
basicas como modelos simbdlicos. El tercer tema se desarrolla siguiendo la propuesta
didactica. Esto es, a los alumnos se les pide construir un modelo matematico para calcular
velocidades instantaneas de un cuerpo en caida libre. Con ello se ofrece una perspectiva de

modelo para las funciones y la derivada. La parte que corresponde al calculo intergral no se ha

escrito.

6.4.2. Trascripcién de clases. En ambos casos la clase en que se estudia la derivada fue
transcrita para el andlisis de los significados negociados en la misma. En el caso tradicional se

transcribe la clase del 20 de febrero y en el caso de la matematica en contexto, la clase del 16

de marzo.

6.4.3. Examen sobre argumentos. De acuerdo con Godino (2003) es posible inferir la
comprension de un estudiante a partir de sus argumentaciones al realizar una tarea, o a partir
de los conceptos, propiedades y argumentos que un estudiante reconoce como caracteristicos
de un objeto matematico. Por consiguiente, decidimos disefiar un examen sobre derivadas y
pedirle al alumno que justificara cada paso (véase Apéndice B). Dicho examen tiene tres
secciones, una que contiene los ejercicios y problemas a resolver, otra para anotar los pasos de
soluci6n, y otra para anotar la justificacion de cada paso. En un inicio, pensamos incluir la
nocién de limite en nuestro analisis, pero la complejidad de la investigacion y el escaso aporte
a responder la pregunta de investigacion nos llevaron a rechazar la idea. El examen tiene
cuatro reactivos, dos para limites y dos para derivadas. A los estudiantes se les pidio resolver

s6lo los reactivos tres y cuatro que corresponden a derivadas.
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6.4.4. Cuestionario sobre comprension. Con el proposito de conocer si el alumno
reconoce significados de la derivada propios del enfoque hacia la modelacién, que funcionan
como andamiaje para la comprension relacional, se disefia el cuestionario de comprension
(véase Apéndice C. Con base en Godino (2003), los reactivos de dicho cuestionario se
categorizan en conceptos, propiedades y argumentos asociados con la derivada. Asi, los
reactivos del uno al cinco, siete, ocho y once pertenecen a la categoria de conceptos. Todos
ellos son de opcién multiple y sus respuestas tienen significados de la matematica tradicional y
del enfoque hacia la modelacion. En el cuestionario se le pide al estudiante que elija una de
ellas, la que considere correcta. Algo similar ocurre con los reactivos seis, nueve y diez,
pertenecientes a la categoria de propiedades. Por su parte, los reactivos 15, 16 y 17 pertenecen
a la categoria de argumentos y son preguntas abiertas. Los reactivos 12 y 13 son preguntas
abiertas sobre ejemplos y contra ejemplos de la derivada en la realidad. El reactivo 14 es de
opcion multiple que se pide al estudiante que identifique los ejemplos que tratan de derivadas.
Por tltimo, los reactivos 18 y 19 incluyen una grafica en que se pide identificar el valor de una
derivada. Estos dos ultimos reactivos los basamos en el instrumento utilizado por Dolores

(2000) para estudiar el conocimiento de la derivada en jovenes de educacion media superior.

6.4.5. Examen sobre habilidades de modelacion. Las habilidades que evaluamos son
plantear el problema, identificar variables y constantes, relacionar variables y constantes, y
formular el modelo matematico. Para ello se adapté un problema de administracion de
inventarios del 4rea de investigacion de operaciones para aplicarlo en un examen (véase
Apéndice D). En éste ultimo se pide formular un modelo para el ritmo de variacion del costo

total anual de acuerdo al tamafio de pedido.

6.4.6. Entrevistas. Dado que los estudiantes pueden proporcionar respuestas o realizar

acciones sin un por qué claro, se decidi6 entrevistarlos. Por lo tanto, todos los exdmenes y el
; . X i v . e 24

cuestionario sobre comprensién fueron complementados con entrevistas enfocadas™ en los

ejercicios, problemas y preguntas contestadas por los estudiantes seleccionados.

* La entrevista enfocada se caracteriza porque se encuentra definida por temas especificos. De acuerdo con
Galindo (1998, p. 299) en dicha entrevista “el sujeto nos interesa porque [..] se conoce de antemano su

participacion en una experiencia que ha motivado el disefio de la investigacion”.
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6.5 Procedimiento.

6.5.1. Caso tradicional. Se contacté al profesor del curso, se le expuso el objetivo de la
investigacién y se obtuvo su autorizacion para realizarla en su grupo. En consecuencia las
clases fueron video grabadas, transcritas y se analiza la que presenta a la derivada. Se
aplicaron los instrumentos sefialados anteriormente y se entrevisto a los estudiantes. Por
ultimo se resumieron los resultados para tener una base de comparacion con el caso de la
matematica en contexto. A continuacion se describe el procedimiento seguido para evidenciar

cada proposicion del estudio.

6.5.1.1. Comprension relacional y la derivada en la realidad. Para inferir los logros en
la comprension relacional con base en el enfoque ontologico semidtico de Godino y Batanero
(2003) se siguieron las siguientes acciones: a) determinar la configuracion epistémica
implementada de la derivada, b) identificar los argumentos de los estudiantes al solucionar una
tarea con dicha nocién, y c¢) caracterizar los conceptos, propiedades y argumentos de la

derivada con el enfoque hacia la modelacion, reconocidos por los estudiantes.

6.5.1.1.2. Configuracion epistémica implementada de la derivada. Esta configuracion

se obtuvo siguiendo los siguientes pasos:

a) La clase del 20 de febrero en que se presenta la derivada, fue video grabada y
transcrita por el investigador para su analisis.

b) Con base en el enfoque ontolégico semidtico, el texto de la trascripcion se
descompuso en unidades naturales, unidades epistémicas y configuraciones
epistémicas.

¢) Para cada configuracion epistémica se determin6 un cardcter global o significado
global.

d) Con base en los significados globales se obtuvo la configuracion epistémica
implementada de la derivada, desglosada en las categorias de situaciones, acciones,

conceptos, propiedades, argumentos y lenguaje.
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6.5.1.1.3. Caracterizacion de argumentos. Los argumentos de los estudiantes se
caracterizan con base en el tipo de comprension mostrada, ya sea relacional o instrumental.

Para caracterizar tales argumentos se realizaron los siguientes pasos:

a) Se obtuvo autorizacion del profesor del curso y se aplicé el examen sobre
argumentos a todo el grupo.

b) Se recogieron y guardaron los examenes.

¢) Se propuso la soluciéon del examen y 18 probables argumentos que reflejan
comprension relacional o instrumental.

d) Se eligieron tres estudiantes que mostraron mayor interés en las clases y se les
entrevistd sobre sus justificaciones.

e) De acuerdo a las justificaciones ofrecidas, se asigné un tipo de comprension a los
argumentos dados por los estudiantes.

f) Se elabora una tabla con los resultados de los tres estudiantes y el tipo de

comprension mostrada.

6.5.1.1.4. Conceptos, propiedades y argumentos reconocidos. Los significados
propios de una comprension relacional con el enfoque hacia la modelacion, se infieren a través
de los conceptos, argumentos y propiedades sobre la derivada que reconoce el alumno. Para

ello se realizaron las siguientes acciones:

a) Se obtuvo autorizaciéon del profesor del curso y se aplicé el cuestionario sobre
comprension a todo el grupo.

b) Se recogieron los cuestionarios y se guardaron.

c) A los tres estudiantes elegidos para el andlisis se les entrevist6 sobre sus respuestas.

d) De acuerdo a las argumentaciones ofrecidas, se determina si el estudiante reconoce
los significados de conceptos, propiedades o argumentos con el enfoque hacia la
modelacion.

e) Se elabora una tabla con los resultados de los tres estudiantes sobre los significados

reconocidos.
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Con los elementos anteriores inferimos los logros en la comprension relacional del
caso tradicional, y establecemos una base para comparar los resultados del caso de la
matematica en contexto.

La siguiente proposicion del estudio refiere a la posibilidad de que el estudiante
reconozca la derivada como algo en contacto con la realidad. Decidimos preguntar sobre ello
de manera directa en las preguntas 12, 13 y 14 del cuestionario sobre comprension. En
consecuencia, el procedimiento que seguimos es el descrito arriba hasta el paso c¢), en que
también se pregunta por la forma en que ellos enseflarfan la derivada. Esto ultimo con
intencién de conocer el interés de los estudiantes por utilizar situaciones reales. Las entrevistas
fueron transcritas y se analizo si el estudiante es capaz de proporcionar ejemplos y contra

ejemplos de la derivada en situaciones reales. Los resultados se resumieron en una tabla.

6.5.1.2. Habilidades de modelacion. La ultima proposicién del estudio nos lleva a
indagar por las habilidades de modelacion. Estas son, plantear el problema, identificar
variables y constantes, relacionarlas, y formular el modelo matematico. Dichas habilidades se

evalian a través del examen diseflado para tal fin. Este se aplico de acuerdo a los pasos

siguientes:

a) Se obtuvo autorizaciéon del profesor del curso para aplicar el examen sobre
habilidades de modelacion a todo el grupo.

b) El profesor ofrecié diez puntos adicionales en la calificacion para motivar a los
estudiantes a resolverlo.

¢) Se aplicé el examen a todo el grupo.

d) Se recogieron los exdmenes y se guardaron.

e) A los tres estudiantes elegidos para el anlisis se les entrevistd sobre sus respuestas.

f) De acuerdo a las argumentaciones ofrecidas, se determin6 si el estudiante planteo el
problema, identificé todas variables propias de una situacion de derivadas, las
relaciond y formulé cada paso para obtener el modelo del ritmo de variacion.

g) Se elabora una tabla con los resultados de los tres estudiantes sobre las habilidades

mostradas.
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6.5.2. Caso de la matemdtica en confexto. Al igual que en el otro caso, se contacto al
profesor y se le expuso el motivo de la investigacion, sin embargo, €l decliné impartir la
derivada con la didactica de la matematica en contexto y el enfoque hacia la modelacion. Se
acordd entonces que impartiéramos la parte del curso en que se estudia la derivada como
modelo para. Los procedimientos e instrumentos utilizados para este caso son los mismos que
se utilizaron en el caso tradicional, con excepcion de que seleccionamos cuatro estudiantes

para el analisis de los resultados; y nuestra observacién fue mas en forma de tipo participante.
6.5.3. Comparacién de resultados. Para dar respuesta a la pegunta de investigacion,

los resultados de ambos casos se compararon para cada proposicion, a partir de los totales de

las diferentes categorias de respuestas.
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VII. Resultados: Caso tradicional

En este capitulo describimos los resultados obtenidos con la didactica tradicional para
el aprendizaje de la derivada en un grupo de ingenieria industrial, al que hemos denominado
caso tradicional. De manera general exponemos el contexto y los aspectos considerados mas
relevantes de nuestro estudio en cada una de las proposiciones que nos guian: comprension
relacional, la derivada y la realidad, y las habilidades de modelacién. El lector interesado
encontrard mas detalle de lo que aqui presentamos en los apéndices. En esta seccion
presentamos el contexto y los resultados relacionados con cada una de las proposiciones del
estudio. Esto es, los logros obtenidos en la comprension relacional, la derivada y la realidad, y

habilidades de modelacion.

7.1. El contexto.

San Luis Rio Colorado es una ciudad frontera con San Luis Arizona en Estados Unidos
y se ubica aproximadamente a 50 Km al este de la ciudad de Mexicali, Baja California. En
1983 se cred el CESUES en la unidad académica San Luis Rio Colorado para apoyar el
desarrollo regional, acorde a sus prioridades institucionales, tal como se indica en su ley
orgénica (Gobierno del Estado de Sonora, 1983). En la década pasada, el CESUES
implement6 los programas de ingeniero industrial e ingeniero industrial en electrénica para
atender las necesidades de la industria maquiladora local. Dichos programas tienen un sistema
curricular de créditos, y comparten un tronco comin durante los primeros cinco periodos a
partir del plan de estudios 2001.

El aprendizaje de la modelacion matemdtica en ambas carreras es algo que no
encontramos explicitamente definido. En el caso del programa de ingeniero industrial
observamos una referencia tangencial en su objetivo general, al sefialar que el propésito es
formar ingenieros que optimicen recursos materiales, tecnolégicos y financieros entre otros.
Una referencia mas especifica la encontramos en el perfil del egresado (CESUES, 2002, p. 4):
“desarrolla y utiliza modelos tedricos a través de técnicas de investigacion de operaciones y
simulacién de sistemas para predecir el comportamiento de sistemas industriales y de

servicios”. Otra referencia la hallamos en el campo de trabajo descrito en la pagina cinco del
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mismo documento, en ella se indica que el ingeniero participa en tareas para analizar “un
modelo, para aplicar metodologias de solucion fundamentales en la resolucion de problemas™.
En el programa de ingeniero industrial en electrénica encontramos menos referencias para el
aprendizaje de la modelacion matematica. La tnica expresién que asociamos al uso de la
modelacién matematica, la hallamos en el perfil del egresado, en el que establece que el
ingeniero es capaz de utilizar (CESUES, 2002a, p. 4): “las computadoras para el andlisis,
disefio, simulacion y control de dispositivos y circuitos eléctricos y electronicos”.

Los planes curriculares en ambos programas presentan las mismas asignaturas en los
primeros cinco periodos y no observamos ninguna orientacion especifica para cada carrera.
Para la formaciéon en matematicas se establecen cuatro cursos iniciales: a) MATI03
Matematicas para ingenieria, b) MAT104 Célculo diferencial e integral, ¢) MAT105 Célculo
avanzado y, d) MAT106 Ecuaciones diferenciales. El primer curso se presenta bdsicamente
como un repaso a las nociones fundamentales del algebra, de la trigonometria y la geometria
analitica. El curso de calculo diferencial e integral por su parte, tiene como objetivo
“proporcionar los conocimientos introductorios sobre el Célculo para funciones de una
variable, con la finalidad de obtener la derivada de funciones de varios tipos y la resolucion de
integrales utilizando diversas técnicas de integracion”. En dicho objetivo no se menciona el
desarrollo de habilidades en modelacion matematica.

En el periodo 2006-1 se programé el curso de célculo diferencial para los estudiantes
de ingenierfa industrial en dos horarios. El horario matutino es de 8:00 a 8:50 hr y el
vespertino es de 17:00 al7:50 hr. Ambos cursos se programan de lunes a viernes. Observamos
que en el horario matutino se inscriben estudiantes regulares en su mayoria. El caso contrario
lo encontramos en el horario vespertino. De acuerdo con la disponibilidad de los profesores
para implementar nuestra didéctica, seleccionamos al grupo de este ltimo horario como caso
tradicional. En este grupo, el profesor imparte las clases de acuerdo con las instrucciones de la
academia de matemadticas y su experiencia personal. El manual del curso sugerido por dicha
academia, muestra una tendencia para la ensefianza con base en ejercicios basicos de cada
tema, con una explicacion conceptual minima. El disefio del curso lo identificamos como el de
una clase expositiva centrada en aprendizajes algoritmicos.

Para determinar los significados implementados en clase con respecto a la derivada,

realizamos una observacion no participante en los dias 20, 22, 23, 27 de febrero y 1, 6 de
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marzo. En tales dias se presenté la nocién de derivada, y se realizaron ejercicios con limites y
reglas para derivar. El curso fue interrumpido frecuentemente por la asistencia del profesor a
otros cursos de capacitacion que promovié el mismo CESUES. Decidimos aplicar el anélisis
semidtico ontoldgico para configurar los significados implementados s6lo a la clase del dia 20
de febrero. Ello obedece a dos razones, una es que el analisis es complejo y detallado lo que
hace impractico extenderlo a més clases; la otra, es que en dicha clase se presenta la nocion de
derivada.

Con respecto a los estudiantes participantes, la matricula fue de seis de los cuales tres
llevaron calculo en otras escuelas de ingenieria antes de inscribirse en el CESUES. Ademas se
admitio un alumno de oyente, que segun manifesto, queria repasar calculo diferencial antes de
entrar a calculo avanzado. Realizamos la observacion a través de audio y video grabacién. La
camara de video se ubicé en la parte posterior del aula y una pequefia grabadora de audio en la
parte frontal.

Después del periodo de observacion todos los estudiantes fueron sometidos a tres
examenes: uno para conocer sus argumentaciones al solucionar ejercicios y un problema; un
cuestionario sobre nociones propias de la comprension relacional, y un examen que requiri6
modelar un problema para solucionarlo. Para analizar los resultados seleccionamos a tres
estudiantes que a nuestro criterio, mostraron mayor interés en clase: Carlos, Raul y Erick. Los
dos primeros son repetidores que llevaron cursos de calculo en otras universidades, y el ultimo
cursa calculo por primera vez en el ambito universitario. A continuacién presentamos los

resultados obtenidos en cada proposicion del estudio.

7.2. Comprension relacional.

La primer proposicion que guia nuestro caso, es que la matematica en contexto y el
enfoque hacia la modelacion, favorecen la comprension relacional y la construccion de
significados como modelo para de la derivada. Nos apoyamos en el enfoque ontologico
semi6tico de Godino y Batanero (1997, 1998; Godino, 2003) para el andlisis de la
comprension relacional lograda. Siguiendo dicho enfoque decidimos realizar el analisis a

partir de tres fuentes de datos. La primera la constituyen los significados negociados en clase
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con respecto a la derivada o configuracion ep.".S’féme(st implementada, de esta manera nos
aproximamos a lo que se ensefi6 en el aula. La segunda fuente son los significados declarados
por el estudiante al justificar sus acciones en un problema con la derivada. Con ello inferimos
si la comprension lograda es instrumental o relacional. La tercer fuente, son los significados
que el estudiante es capaz de reconocer en un cuestionario sobre conceptos, propiedades y
argumentos para la derivada con el enfoque hacia la modelacion. Con base en los significados
reconocidos por el estudiante inferimos si posee el andamiaje para una comprension relacional
con dicho enfoque. A partir de estas tres fuentes de datos comparamos los resultados

obtenidos entre los dos casos y proponemos nuestras conclusiones.

7.2.1. Configuracién epistémica implementada. Para analizar los significados
negociados en el aula, utilizamos el modelo tedrico que propone Godino (2003) y que
denomina andlisis epistémico. En dicho analisis, clasificamos la actividad del aula en seis
tipos de précticas: situaciones, acciones, conceptos, proposiciones, argumentos y lenguaje.
Cada una de ellas origina una entidad primaria (o categoria) del significado. EI analisis
epistémico consiste entonces, en descomponer la actividad en tales entidades y determinar su
secuencia o trayectoria. Godino llama unidad epistémica a cada parte de la actividad en que se
negocia una sélo entidad primaria o categoria del significado, e identifica con el término
estado epistémico al tipo de significado que muestra dicha unidad. En consecuencia, los seis

estados posibles son (Godino, 2003, p. 184):

E1: Situacional: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de problemas.

E2: Actuativo: se aborda el desarrollo o estudio de una manera de resolver los
problemas.

E3: Lingiifstico: se introducen notaciones, representaciones graficas, etc.

E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los objetos puestos en juego.
ES: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades.

E6: Argumentativo: se justifican las acciones adoptadas o las propiedades enunciadas.

% Conjunto de significados con relacién a un concepto matemdtico que se agrupan en las categorias: significados

lingiisticos, situacionales, actuativos, conceptos, propiedades y argumentos (Godino, 2003).
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Con la trayectoria epistémica caracterizamos los significados implementados a través
de la identificaciéon de cada estado. Concordamos con Godino (2003) sobre la subjetividad
presente al caracterizar una actividad como un estado epistémico, sin embargo, creemos que es
posible lograr una caracterizacion aceptable. Para realizar el anélisis epistémico
descomponemos el texto en sus oraciones gramaticales con cierta flexibilidad, a cada una de
ellas se le llama unidad natural. Estas oraciones o unidades son agrupadas para integrar un
conjunto de oraciones en el que se negocia una entidad primaria. Dicho conjunto es una
unidad epistémica para el que sugerimos un estado epistémico.

A su vez, las unidades epistémicas con sus correspondientes estados, son agrupados en
otra unidad mas global, que Godino (2003) llama configuracion epistémica. De acuerdo con el
analisis ontoldgico semidtico, dicha configuracién se delimita con el inicio y terminacion de
una situacion problema. Esto es, una configuracion epistémica engloba la actividad desde el
momento en que se presenta un problema hasta el momento en que se resuelve y se pasa a
otro. Otro criterio para delimitar una configuracién epistémica, es el caracter global de la
discusion en que el profesor presenta una entidad primaria (comunicacién personal, 24 enero
2007). En otras palabras, una configuracion epistémica también es delimitada por el inicio y
fin de una argumentacién con un significado global, que corresponde a una sola entidad
primaria.

Al caracterizar los significados implementados aplicamos el anélisis epistémico a las
transcripciones de la clase del 20 de febrero, en que el profesor explica la derivada como
limite. Para ello, separamos el texto en unidades naturales, las cuales agrupamos en unidades
epistémicas al identificar el inicio y fin de un estado epistémico. A su vez, las unidades
epistémicas son agrupadas en configuraciones epistémicas que nos muestran el caracter global
de la actividad analizada. Con base en dichas unidades epistémicas determinamos los
significados implementados para la derivada en cada entidad primaria del significado. A
continuacién describimos como determinamos las primeras tres configuraciones epistémicas
de las ocho que encontramos en esta clase. El lector interesado puede ver el analisis completo
en el Apéndice E, asi como la video filmacién y trascripcion de la clase en los Apéndices F y

G respectivamente.
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Configuracion epistémica uno. Esta configuracion es iniciada con la unidad

epistémica uno (véase Tabla 8), al recordar el significado de recta tangente y de recta secante,

y termina al reconocer que una parabola es la gréfica de una funcién de segundo grado.

Unidad g"g’:‘ Unidad | oo o e Caricter
Natural | P°" | Epist. P global de CE
(tiempo)
1-17 : Recordatorio del concepto de recta secante E4: conceptual Conceptual:
y recta tangente a una curva Se pretende
1823 CE-1 5 F"resemacmn gréﬁca‘fie 1'ec:ta tangente y |5 Saliistiie que los
recta secante en una circunferencia alumnos
5.10.00 Recordatorio de que el grado de una recuerden
24-25 a. ' 3 funcién es determinado por su mayor [ES: proposicional | conceptos
26-32 4 t[{ecqzoczml;r.l.ttt? d.c 2(]:]-63 [‘a gréfica dfi'.; lea ES: proposicional | nocién de
uncién cuadratica: x~ -+ 3x es una parabola derivatia.
b 1 s -
3334 5 Planteamiento del‘ problema de obtener la El: situacional
tangente a una parébola
Introduccion de gréficas y notaciones para
35-47 6 la variable independiente, su incremento y [E3: lingiiistico
funcién x, x + A.\ Sx) : Conceptual:
48-52 7 Inti qcluce n‘otacu-’m pal-a el incremento en la E3: linghistico Se _formula la
Aih funcién [flx + Ax) - f{x)] : derivada
56-65 8 Se propone que la’secame se gonweﬁe en o proposicional | €OMO una
tangente cuando el incremento tiende a cero funcién que
5:12:09 Describe la accién para obtener la funcién permite
66-67 a. . 9 que proporciona la inclinacién o pendiente |E2: actuativo obtener la
5:16:34 de la tangente pendiente de
Se introduce la formula para obtener la la tangente a
» " pendiente de la tangente: E3: lingtist una curva,
f(x)=lim f(x+4Ax) - f(x) : lingiiistico
5 Av—0 Ax
69-72 1 Se deﬁn'e la derwad? como la funcion que B4: conceptual
proporciona la pendiente de la tangente
Descripcion de situaciones en que es 1til la Situacional:
73-82 12 derivada, equivocadamente menciona que  |El: situacional Se pretende
CE-3 sirve para obtener una velocidad media que los
Mencion de la derivada como velocidad en alumnos
83-92 [5:16:34 |13 un punto y su utilidad en problemas de El: situacional identifiquen
a optimizacion. situaciones
5:20:52 e . 5 que justifican
93-94 14 S{? |nsEst_e en quetla for lttwla de la derivada BA: cordeptial ol estudio dé
proporciona una tangente T

Tabla 8. Trayectoria epistémica de la clase del 20 de febrero. 1ra. seccién. Caso
tradicional.
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Creemos que en la primer unidad epistémica la trayectoria presenta un estado
conceptual, al poner en juego la definicion de recta secante y recta tangente. Observamos que
la definicién se limité a los puntos de la circunferencia, y no a la curva que describe una
funcion.

La segunda unidad epistémica nos sugiere un estado lingiistico en que es presentada la
forma grafica de describir los conceptos negociados. Esto es, el profesor dibuja la
circunferencia con una recta secante y una tangente. Luego, él dirige la clase al tema de
funciones en la tercer unidad epistémica, y afirma que el grado de una funcién es identificado
por su exponente, aunque no aclara que debe ser el mayor, lo que puede generar conflictos
semioticos.

En la cuarta unidad epistémica, se realiza un repaso de la propiedad gréfica de las
funciones de segundo grado, como una curva parabdlica. En este punto el profesor trata de
asociar las funciones a sus curvas caracteristicas como una propiedad con el ejemplo de la
funcion de segundo grado x* +3x. Estas cuatro unidades epistémicas las agrupamos en la
configuracion epistémica uno, y sugerimos que, de manera global tiene un caracter
esencialmente conceptual, previo para la construccion del concepto de derivada. Pensamos
que los principales significados negociados incluyen los conceptos de recta secante, recta

tangente, grado de una funcién, representaciones notacionales y graficas de funciones de

segundo grado.

Configuracion epistémica dos. De manera global en esta configuracion se formula la
derivada como la pendiente de la tangente a la curva y abarca de la unidad epistémica cinco a
la 11. En unidad epistémica cinco es propuesto el problema de obtener la recta tangente a una
parabola. En la seis, el profesor presenta la gréfica y las notaciones correspondientes. En la
unidad epistémica siete, se introduce la notacion para el incremento de la funcién. En la ocho,
el profesor explica que la pendiente de la secante se transforma en la pendiente de la tangente
a la pardbola cuando el incremento tiende a cero. La expresion de un alumno: jorale! nos
sugiere que se ha generado un acto de comprensién. En la unidad epistémica nueve, el
profesor describe la accién para obtener la funcién de la pendiente a la curva, por lo que dicha
unidad tiene un estado actuativo. En la diez, se formaliza la accion a través de la formula de la

derivada como el limite de un cociente. En la unidad epistémica 11 se presenta un estado
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conceptual, ya que el profesor define la derivada con dicha formula para una funcion de
cualquier grado.

En esta configuracion se formula el concepto de derivada sin mayor discusion por los
alumnos. Entre los significados puestos en juego, encontramos la situacion problema de
determinar la tangente a una parabola, el uso de notaciones x, fx), Ax, flx + Ax), la derivada
como una férmula para la pendiente de la tangente, y como un limite. De manera global,
sugerimos un significado conceptual para esta configuracion epistémica, ya que se pretende

definir la derivada.

Configuracion epistémica tres. Sugerimos un cardcter esencialmente situacional para
la configuracién epistémica tres. El profesor menciona diversas situaciones problema en las
que se utiliza la derivada para su solucién, como una justificacion para el estudio. En la
unidad epistémica 12 el profesor pregunta a los estudiantes sobre el porqué aprender
derivadas, ¢l insiste en que los alumnos recuerden lo aprendido en preparatoria. En la unidad
epistémica 13, el profesor expone la situacién en que se requiere calcular la velocidad de un
objeto en caida libre, como un caso de aplicacion de la derivada. También €l expone la
situacion en que se requiere minimizar el material de una lata como otro caso de aplicacion, y
menciona el ahorro de tiempo obtenido a través del calculo como una justificacion para su
aprendizaje. En la unidad epistémica 14, el profesor insiste en situaciones en que la derivada
proporciona la tangente a la curva.

Inferimos una configuracién epistémica para la derivada (véase Tabla 9), a partir de los
significados propuestos en las ocho configuraciones epistémicas que encontramos para esta
clase. De acuerdo con Godino (2003) la comprensién instrumental de la derivada es definida
por los significados implementados que corresponden a las categorias de situaciones y
acciones. Asi, la comprension instrumental que deberia haber logrado un estudiante en la clase
reportada, implica identificar situaciones y realizar acciones para obtener la derivada de una
funcién no contextualizada, asi como de algunas situaciones de aplicacion.

En cuanto a la comprension relacional, ésta se define por los significados
implementados que se encuentran en las categorias de conceptos, propiedades y argumentos.
Para este caso los conceptos de recta secante, recta tangente y funcioén constituyen el punto de

partida para conceptualizar la derivada como la tangente a la curva. Asi mismo, en cuanto a las
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COMPONENENTE PRACTICO

(comprension instrumental)

SITUACIONES ACCIONES

= Determinar la tangente a una parabola o a una curva | |= Obtencion de una solucion e interpretaria.
» Problemas descontextualizados para calcular la| |= Aplicacion de las reglas de derivadas.
derivada de una funcién lineal, de una funcién| [® Introduccion de la funcion en la formula de

cuadratica, de n grado derivada como limite.
= Problemas de optimizacion = Realizacion de procedimientos algebraicos de
= Problemas para encontrar valores maximos o tasas solucién para la derivada como limite

de crecimiento poblacional

(Comprension relacional)

COMPONENTE DISCURSIVO/RELACIONAL

CONCEPTOS PROPIEDADES

= Previos: recta secanfte, recta tangente, funcién,| |® Se obtiene cuando Ax tiende a cero.
grado de wna funcion, pardbola, limite de wna| |= Esellimite de un cociente.
Sfuncion = Reglas de derivacion como propiedades

= Emergentes:  derivada como formula para la
pendiente de la tangente a una curva, derivada
como limite de una familia de secantes, derivada
como promedio, como velocidad en un punto, como
tangente a la curva. Reglas de derivacion.

ARGUMENTOS

= Comprobacién grafica de que el limite de la secante es la pendiente de la tangente a la curva,
= Comprobacion procedimental de que la regla produce ¢l mismo resultado que el procedimiento algebraico para
la derivada como limite.

COMPONENTE DE
DESARROLLO

LENGUAJE

= Verbal: Derivada: pendiente de la recta tangente a la curva, el limite de las secante cuando 4X tiende a cero.
Meétodo de los cuatro pasos.

»  Grafico: grdficas en las que se obtiene la pendiente de la recta tangente a una curva.

* Simbélico: x, £{(x) = Lim 7!(,\4&;)“_[(-\')),::0; y'= nkxr
=

Av—0

Tabla 9. Configuracion espistémica de la derivada. Caso tradicional.
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propiedades, el estudiante debe comprender que la derivada se obtiene al reducir infinitamente
los incrementos Ax, lo cual debe argumentar a través del uso de graficas cartesianas.
Encontramos que el profesor expone las reglas para derivar como una propiedad de los
procedimientos algebraicos, y no como un argumento o demostracion para encontrar un limite.
Si un estudiante construye tales significados, debe ser capaz de presentar un discurso que los
relacione.

Es decir, los significados negociados deben funcionar como una andamiaje en el
estudiante, para saber qué hacer y por qué al solucionar un problema. Pero, ;c6mo sabemos
que esto es asi? Godino (2003) sugiere inferir la comprensién relacional lograda a partir del
analisis de las argumentaciones dadas por el estudiante, y de sus respuestas a reactivos de
evaluacion sobre la comprensién de la nocién. Ello lo reportamos en el apartado de
significados declarados. Por tltimo, las notaciones que el estudiante debe utilizar al expresar
su comprension, son incluidos en la categoria de lenguaje de la Tabla 9.

Al analizar las clases implementadas los dias 22, 23, 27 de febrero, uno y seis de
marzo, encontramos que solo se realizan ejercicios para obtener la derivada como limite y se
introducen ofras reglas para derivar. Observamos que el profesor no profundizé en los
aspectos conceptuales mas alla de lo visto en la clase del dia 20 de febrero, como se muestra
en la Tabla 10. Consideramos por tanto, que la configuracién epistémica para la derivada
mostrada en la Tabla 9, es representativa de los elementos del significado implementados

durante el periodo de observacion.

7.2.2. Significados declarados. De acuerdo con Godino (2003) es posible inferir la
comprensién personal de un estudiante, a partir del analisis de sus explicaciones al solucionar
un problema o de sus respuestas en una evaluacion sobre las caracteristicas del objeto
matematico. Por tanto, decidimos aplicar un examen sobre derivadas y un cuestionario
adicional sobre comprension. En el primero requerimos al estudiante justificar cada paso al
solucionar dos ejercicios sencillos y un problema sobre derivadas. En el segundo evaluamos la
capacidad del estudiante para reconocer significados propios de un enfoque hacia la
modelacién. Con ello evidenciamos la existencia del andamiaje de significados propios de la

comprension relacional con dicho enfoque.
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FECHA TEMA DESARROLLADO EN CLASE

22 de febrero Comportamiento grafico de las funciones:

El profesor explica el comportamiento grafico de funciones cuadraticas y lineales
utilizando el software Derive 5. Muestra como éstas se indefinen en un punto
dado sefialando esta condicién como un limite.

23 de febrero Determinacion del limite de una funcion.

El profesor explica que hay funciones que no estan definidas en un punto en forma
directa, pero que adn asi tienden a tomar un valor especifico, conocido como el
limite. Luego muestra acciones algebraicas para obtener el limite de una funcion.
Dedica el tiempo al desarrollo de ejercicios para obtener el limite.

27 de febrero Determinacion del limite de una funcion.

El profesor proporciona una hoja con ejercicios para obtener el limite de una
funcién que los alumnos resuelven en forma individual o en grupo. La interaccién
es practicamente nula.

1 de marzo Calculo de derivadas utilizando reglas de derivacion.

Se repasa el método de obtencion de la derivada a través del uso de limites. El
profesor hace un recordatorio de las dos reglas de derivacién vistas e introduce las
reglas sobre la multiplicacion y divisién de funciones. Presenta dos ejemplos y
requiere a los alumnos que resuelvan ejercicios en el pizarrén. Deja dos ejercicios
de tarea.

6 de marzo Célculo de derivadas utilizando reglas de derivacion.

El profesor pasa a dos alumnos a resolver los ejercicios de tarea. Aclara que se
pueden seguir diferentes caminos algebraicos para aplicar las reglas y continua con
la realizacion de mas ejercicios para aplicar las reglas de derivacion.

Tabla 10. Desarrollo global de las clases. Caso tradicional.

El examen aplicado para analizar las justificaciones dadas por los estudiantes y sus
resultados se muestran en el Apéndice H. Resumimos dichos resultados en la Tabla 11. En la
primer columna se transcribe los ejercicios que se pidieron resolver. En la segunda, anotamos
las acciones o pasos necesarios para solucionar cada ejercicio. En la tercer columna se anota
la posible argumentacion que justifica cada paso desde una comprension relacional. Dicha
argumentacion la comparamos con la justificacion dada por el estudiante y analizamos la
evidencia de una comprension relacional. Si en su justificacion el estudiante proporciona una
respuesta que refleja una comprension relacional, la consideramos asi aunque no coincida con
la argumentacion propuesta. En las columnas restantes mostramos el tipo de comprension
manifestada. Los resultados indican que los tres estudiantes poseen una comprension
instrumental. En cuanto a los ejercicios, Carlos manifiesta dicha comprensién en ocho posibles

justificaciones, Raul y Erick en seis. A diferencia de Carlos, estos ultimos no definen la
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Compren-
sion
Situacion Accion Justificacion (;por qué?) |
problema Lel3 ‘E‘E;
58|8
a) Definir la derivada:
fAx)= Lim Slx+Ax)-/(x) | Necesitamos definir la
R Ax derivada y y realizar el [ IN|N
1) = die f(_\'+¢_\;3-‘_@ procedimiento para obtenerla,
b) Sustituir la funcion f{x) = | fix)= 6x" proporciona el
6x” en la definicion de cambio o variacién en la LlEQLT
3 a) Encuentre la derivada funcion
derivada de las ; s Requerimos el cociente de la
. : . _ | ¢) Realizar procedimientos - : ;
funciones: a) f{x) = : ) : razén de cambio promedio
2 algebraicos para reducir la ] e )
6 ; . | para derivar la funciéondela | T | I |1
expresion a términos con x \ .
) razon de cambio en un punto
y Ax 5
Los términos Ax deben tender
d) Eliminar los términos con | a cero para acercarnos al
Ax y obtener f'(x) como el | limite y poder identificarlo. B
limite Los términos Ax se ignoran
para identificar los tiic
a) Definir la derivada:
A= L S(x+Av)-/(x) | Necesitamos definir la
LA Av derivada para poder I |N|N
- f(x larle
1) = tiie L {7”‘1;: Sy |caloulaca
b) Sustituir la funcion f{x) = N .
x* —2x en la definicion de j(.x?‘plf)'pmcmna gl c.ambzo * ®mlale
derivads variacion en la funcion
3b)Aix)=x"-2x |c) Realizar procedimientos A 0¢ i_ente dfe la
; = razon de cambio promedio
algebraicos para reducir la ) ; 5
= ; | para derivar la funcion de la [
expresion a términos conx | ;
razon de cambio en un punto
y Ax 5
Los términos Ax deben tender
d) Eliminar los términos con | a cero para acercarnos al
Ax y obtener f//(x) como el | limite y poder identificarlo. LTI
limite Los términos Ax se ignoran
para identificar los tiic

" Comprensiéon manifestada: I = instrumental; R = relacional; N = no manifestada (ninguna

accion)

Tabla 11. Tipo de comprension mostrada al argumentar ejercicios. Caso

tradicional.

derivada como un paso inicial para resolver el ejercicio. Las justificaciones dadas por los tres
estudiantes manifiestan que ninguno logra comprension relacional. En cuanto a solucionar el

problema, en la Tabla 12 mostramos los resultados sobre el tipo de comprension manifestada.
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ComPren-
sion
Situacion Accion Justificacion (;por qué?) |
problema ol35| 8
5|25
a) Plantear el problema:
b s.e pides l‘nodelg.pam 4l Dentro del contexto del problema
ritmo de produccion a e ;
gl ) .. |esnecesario identificar loque se | N| N| N
partir de la produccion: i i
) = -+ +210x pide en concreto
4) Una fabrica ha | b) Identificar variables y constantes:
encontrado que la 2. num. de trabajadores x | Variable independiente N|N|[N
produccion global - = -
et siis difererie 3. produccion f(x) Variable dependiente N|[N|N
lineas, medida en Variable dependiente expresada
productos estd 4. ritmo de produccion f'(x) | como razén de cambio de las N|N|N
relacionada otras dos variables.
estrechamente con ¢) Relacionar variables:
el 111'u'nero de La funcion del ritmo de
trabajadores por produccion es el limite o fiic de la
turno y sigue la razon de cambio promedio de la
funcién de 5. f(x)es el limite cuando | variable dependiente produccién
producclén Ax tiende a cero o fiic de | sobre la variable independiente [ | NN
Sx) = -x"+210x [A flx)/Ax] nim. de trabajadores y se expresa
donde x representa con f’(x). Obtenemos el modelo
el numero de J'(x) al derivar la produccion f(x)
trabajadores en el =32 4210x
WEPE d) Formular el modelo matematico:
i A Necesitamos definir la derivada
modelo para la 6. Definir la derivada _ i _ N|N|N
satin a6 cambio _ ) para poq’m calcularla :
produccion / T Susmulr‘j(.\r‘} =.x +?1|0.\' Ax) =-x +2]'0x_ .proporcmna_el AREEY
trabajador en un en dt?ﬂmcmu de. de‘rwada cambxobo variacion en la funcion
punto (ritmo de 8. Reahza.r pmcedumentgs Rec!uerlmos el_cocwnte Qe la
produccion) a!gebl'alcps para l‘&{iucu‘ razén de camb!o promedio para i1l N
la expresion a términos | derivar la funcién de la razén de
conx y Ax cambio en un punto x
9. Eliminar términos con | Los términos Ax deben tender a
Ax para obtener el cero para acercarnos al limite y 1N
modelo: f(x) =-2x + poder identificarlo. O bien, se
210 ignoran al considerar los fiic
b) Determine el €) Obtener una solucién:
ritmo de la 10. Sustituir x = 100 en el Utilizar el modelo construido para
produccion con 100 modelo y calcular la obtener una solucion matematica | 1 [ I [ N
trabajadores solucién al problema

' Comprension manifestada: I = instrumental; R = relacional; N = no manifestada (ninguna

accion)

Tabla 12. Tipo de comprension mostrada al argumentar en el problema. Caso
tradicional.
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En la primer columna se transcribe el problema a resolver. En la segunda, describimos
diez acciones posibles para resolver el problema a partir de la actividad de modelacion que
resumimos en cinco etapas: a) plantear el problema, b) identificar variables y constantes, c¢)
relacionar variables y constantes, d) formular el modelo, y ) obtener una solucion.

La etapa de identificar variables implica identificar tres de ellas: la independiente, la
dependiente y la expresada como razon de cambio; a su vez, etapa de formular el modelo,
implica cuatro acciones mas: definir la derivada, sustituir la funcién f{x), realizar
procedimientos algebraicos y eliminar términos con Ax. En la tercer columna se propone una
justificacion para cada accion. El resto de las columnas indica el tipo de comprension que se
sugiere manifiesta cada estudiante.

Al igual que en los ejercicios, encontramos que los tres estudiantes manifiestan una
compresion instrumental al solucionar el problema. Desde una perspectiva de modelacion,
ninguno de los tres estudiantes explicita acciones en las etapas de: a) plantear el problema, b)
identificar variables y constantes, y c¢) relacionar variables. Observamos que sélo anotan
acciones en las etapas de d) formular el modelo matemético y e) obtener una solucién. Sin
embargo, las justificaciones solo se refieren al procedimiento para resolver un problema de
derivadas.

De las diez acciones propuestas para solucionar el problema, Carlos sélo realiza cinco
y manifiesta comprension instrumental en sus justificaciones. Ratl realiza s6lo cuatro acciones
necesarias para derivar y obtener una solucion, y sus justificaciones son de tipo instrumental.
Erick no realiza ninguna accién. Observamos que los tres estudiantes no realizaron acciones
tipicas de las etapas iniciales de modelacion, por lo que sugerimos que no forman parte de su
estrategia para solucionar problemas de este tipo. De manera global encontramos que los
Carlos, Raul y Erick solo manifiestan comprensién instrumental en las acciones que
realizaron. Carlos muestra dicha comprension en 13 de 18 posibles argumentaciones o el 72.2
por ciento. Rauil la manifiesta s6lo en 10 argumentaciones o el 55.5 por ciento, y Erick en 6 o
el 33.3 por ciento de las justificaciones.

Aplicamos un segundo examen para analizar la capacidad del estudiante en reconocer
significados propios de un enfoque hacia la modelacién. Nuestro objetivo es observar si los
estudiantes poseen significados propios de la comprension relacional con dicho enfoque. Los

resultados indican que los estudiantes no poseen tal andamiaje. Antes de presentar dichos
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resultados, prescntamés nuestra manera de elaborar el cuestionario de comprension.
Sugerimos que el disefio de dicho cuestionario debe partir de la configuracion epistémica de
la derivada (véase Tabla 13) con los significados del enfoque hacia la modelacion. En
consecuencia, proponemos dicha configuracion con base en las notas para el curso de calculo
diferencial que fueron elaboradas bajo la matemaética en contexto y el enfoque hacia la
modelacion.

El cuestionario consta de 19 reactivos de opciéon multiple, de los cuales, 13 examinan
la comprension relacional. Las respuestas incluyen significados de una ensefianza tradicional
como la descrita en este caso, y del enfoque hacia la modelacion. Sugerimos que un estudiante
dispone de una comprension relacional con dicho enfoque, si elige para sus respuestas los
significados correspondientes. Esto es, si es capaz de reconocer significados del enfoque hacia
la modelacién en los conceptos, propiedades y argumentos examinados. El cuestionario
elaborado se aplico el ocho de mayo a los siete estudiantes que conformaron el grupo, luego se
entrevistd a los tres estudiantes seleccionados sobre el por qué de sus respuestas. Con ello
confirmamos la presencia en su estructura cognitiva de los significados elegidos.

Los resultados indican que los estudiantes disponen de minimos significados de la
comprension relacional con el enfoque hacia la modelacién. En las ultimas tres columnas de la
Tabla 14 presentamos el tipo de significados elegidos por Carlos, Raul y Erick. Identificamos
con el nimero uno los significados que corresponden a un enfoque hacia la modelacion y con
el niimero cero los que no lo son. Observamos que Carlos reconoce el significado de un so6lo
concepto de los siete examinados, mientras que Rail manifiesta disponer el significado de dos
conceptos y Erick ninguno. En cuanto a las tres propiedades y los tres argumentos examinados
ninguno de los tres estudiantes manifiestan disponer de significados con el enfoque hacia la
modelacion. Esto sugiere poca capacidad para comprender el por qué de las acciones desde

una perspectiva de modelacion.
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SITUACIONES

ACCIONES

Problemas contextualizados en los que se quiere
determinar en un punto, la relacién por unidad cntre
dos cantidades de variacién.

Problemas descontextualizados sobre el cilculo de
una razén de cambio en un punto o del cilculo de la
pendiente de la recta tangentc a la curva,

= Dcscontextualizar el problema a través de un

planteamiento, identificacion de variables y
constantes, relaciones entre cllas y la formulacién
de un modelo.

Obtencion de una solucion e interpretarla,
Elaboracion de dibujos o graficas para representar y

COMPONENENTE PRACTICO

(comprension instrumental)

aclarar relaciones entre variables.
= Aplicacién de reglas de derivadas.
= Realizacion de procedimientos algebraicos.

= Situaciones de naturaleza continua.

COMPONENTE DISCURSIVO/RELACIONAL

(Comprension relacional)

CONCEPTOS PROPIEDADES

s Previos: Modelo de. modelo para, razon por| |* Es constante para un punto.
unidad, cantidad, unidad de medida, velocidad| = Independencia del tamano del intervalo.
media, velocidad instantanea. = Para funciones de segundo grado, hay coincidencia
entre la razén de cambio promedio de un intervalo
» Emergentes: Punto en la continuidad, unidad de y la razén de cambio del punto central.
medida infinitesimal, razon de cambio promedio,| [®* No se puede obtener directamente, se tiene que
razon de cambio en un punto, fifle, modelo para la derivar a partir de una razén de cambio promedio,
relacion a uno entre dos cantidades de variacion, vya sea por los tiic o a través del limite.
pendiente de la tangente a la curva, limite de la
razon de cambio promedio, permanencia, razon de
cambio como velocidad, relacion por unidad

ARGUMENTOS

= A partir de la velocidad de un cuerpo en caida libre, comprobar que la velocidad media para un intervalo es
igual a la velocidad instantanea del punto central del intervalo.

= Comprobar que la velocidad promedio obtenida a partir de diferentes posiciones del punto ¢, incluye a la
velocidad instantanea de dicho punto, misma que se puede identificar a través de los fiic.

= Generalizar esta situacion a cualquier funcion para obtener la razon de cambio en un punto.

COMPONENTE DE
DESARROLLO

LENGUAJE

s Verbal: Derivada, elacién a uno entre cantidades de variacion, division de dos variaciones, razén de cambio en
un punto, pendiente de la recta tangente a la curva, el limite de la razén de cambio promedio, términos
independientes del tamaiio del intervalo en el cociente de la razén de cambio promedio.

= Grdfico; Dibujos sobre la razon de cambio en un punto, graficas en que se muestra la pendiente de la recta
tangente a la curva.

s(t f&ﬁ}_m - s(f — kA1) lf'(x,u): Pl kiey= Sx+Ax)- f(x) .
At Ax

L), .f(-\‘r‘)ﬂ f.(.\') wfioe lif(-‘_ +_M__ f(-l)} f‘('\‘) = i [f‘(a\' + A.\)ﬂ}
Ax Ax—» 0 Ax

= Simbdlico: y,, = s'(tp) =

Tabla 13. Configuracion epistémica de la derivada con el enfoque hacia la
modelacion.
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A 1
Entidad Nocién B gl Significado declarado
2iatals Carlos | Rail | Erick
Modelo de 1 0 0 0
Razén de cambio promedio 2 0 1 0
Velocidad media 3 0 1 0
Conceptos | Razon por unidad 4 0 0 0
Punto 3 0 0 0
Derivada como modelo para 7 0 0 0
Re.l.am_on a uno entre dos 1 1 0 0
variaciones
!nde.pendenma del tamafio del 6 0 0 0
intervalo
Propiedades De de_rwacmn de la razon de 9 0 0 0
cambio en un punto
Propiedad de coincidencia 10 0 0 0
Derw_ada como razon de s 0 0 0
cambio en un punto
Argumentos | Demostracion de vy, = vy 16 0 0 0
[rpportancza del punto de 17 0 0 0
calculo
Numero de respuestas con significados del enfoque | ) 0
hacia la modelacion:
Porcentaje respuestas con significados del enfoque 76 5 0

hacia la modelacion:

Con el “uno” indicamos el significado declarado propio del enfoque hacia
la modelacién. Con “cero” indicamos un significado que no pertenece a
dicho enfoque, o un significado no declarado.

Tabla 14.  Significados de la comprension relacional con un
enfoque hacia la modelacion. Caso tradicional.

7.3. La derivada y la realidad cotidiana.

La segunda proposicién que guia nuestro estudio es que la didactica propuesta para el
aprendizaje de la derivada, acerca dicha nocién a contextos de la realidad cotidiana. Nos
parecié apropiado preguntar de manera directa sobre este punto, tanto en el cuestionario de

comprensién como en la entrevista realizada para profundizar en las respuestas. Esto lo
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realizamos en las preguntas 12 y 13 del cuestionario y son preguntas de tipo abierto. En la
primera de ellas preguntamos al estudiante por dos ejemplos de la derivada que encuentre en
su medio ambiente. En la segunda les pedimos dos contraejemplos, o sea, dos ejemplos que
parecen de derivadas pero que no lo son. Creemos que las respuestas deben girar en torno a
situaciones que implican la medicion instantanea de una variable que expresamos con una
razon de cambio. Resumimos los resultados obtenidos con Carlos, Raul y Erick en la Tabla 15.

De manera global apreciamos que los estudiantes no identifican el uso de derivadas en
situaciones cotidianas. Carlos y Erick no presentaron ningun ejemplo. Raul proporciono6
ejemplos correctos al responder con la velocidad y aceleracion instantdneas en la pregunta 12.
Sin embargo, estos ejemplos los escribi6é en una hoja aparte del cuestionario y al realizar la
entrevista, afirmé que no encontrdé ejemplos. Tanto Carlos como Raul provienen de otras
escuelas de ingenierfa y nos parece significativo el que no hayan proporcionado respuestas

mas completas.

Estudiante
Pregunta Instrumento
Carlos Rauil Erick
Velocidad y
Cuestionario in respuesta aceleracid Sin respuest
Pregunta 12: Sin resp . ma,clon puesta
instantaneas

Proporciona dos

ejemplos de derivada Los ejemplos eso si | “No la contesté ... no

Entrevista “No la ... [respondi]” | no los encontré ... no | encontré un ...
los puse” [ejemplo]”
Pregunta 13 Cuestionario | Sin respuesta Sin respuesta Sin respuesta
Proporciona dos
ejemplos que parecen “Esa si no la puse ... [“Tampoco ...
derivada pero no lo Entrevista “Ni la trece” no le encontré como | [encontré un
son .. qué pudiera ser” ejemplo]”

Tabla 15. Resultados sobre la derivada y la realidad. Caso tradicional.

Para profundizar en la importancia que tiene para los estudiantes el acercar la derivada
a la realidad, a cada uno le preguntamos ;como ensefiarias calculo? Las respuestas sugieren
diversidad de intereses. Las respuestas de Carlos indican que no tiene una idea clara de la
nociéon de derivada cuando afirma: “primero tendria que saber yo” o “no puedo decir la
derivada es exactamente esto”. Sin embargo, Carlos identifica la utilidad de dicha nocién para

calcular valores maximos o minimos. Encontramos también que €l aboga por una ensefianza
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tradicional: de la definicion abstracta del concepto a la realizacion de ejercicios de aplicacion.
Dicha didactica fue criticada por Freudenthal al proponer didécticas con base en actividades
de matematizacion (Gravemeijer y Terwel, 2000). El lector puede encontrar la trascripcion de
esta parte de la entrevista para cada estudiante en el Apéndice .

En el caso de Ratl nos parece que posee unos significados mas completos y definidos
para la derivada. El se refiere a dicha nocién como la pendiente de la tangente en lo grafico y
como razon de cambio al aplicarla a un problema. Asi mismo, Raul dice que ensefiaria la
derivada como “algo mds practico”, que pueda saber “como usarlo”. Entendemos que con
estas expresiones Raul se interesa por una derivada en mayor contacto con contextos
cotidianos, y sugiere que la ensefianza debe ir en esta direccion.

La entrevista con Erick dio un giro en torno a los aspectos que le gustaria aprender. El
se interesa més por los aspectos tedricos evaluados a través del cuestionario, y afirma que son
“cosas que no vemos”. La experiencia de Erick con el célculo es mas limitada que la de Carlos
y de Raul, ya que se limita a lo visto en preparatoria y a este curso en ingenieria industrial. Al
preguntarle por la derivada como algo real, observamos que Erick asocia la realidad a la
existencia fisica, y por tanto, para ¢l la derivada es un razonamiento. El se muestra incapaz de
relacionar las velocidades instantaneas de la realidad fisica con la derivada. El interés de
Erick por los aspectos tedricos sugiere que ¢l da importancia a acercar derivada y realidad
fisica, aun cuando no puede encontrar ninguna relacion entre ellas. De acuerdo con estos

datos, proponemos que los tres estudiantes tienen una percepcion débil de la derivada como

algo real.

7.4. Habilidades de modelacion.

La tercer proposicion que guia el estudio es que la didactica propuesta promueve el
desarrollo de habilidades de modelacion. De acuerdo con la matematica en contexto y nuestros
argumentos en el capitulo de la modelacién en la escuela, las habilidades de modelacion
comprenden: a) plantear un problema, es decir, clarificar lo que se quiere lograr haciendo las
suposiciones y simplificaciones pertinentes, b) Determinar las variables y constantes que
describen el problema, c¢) identificar las relaciones entre tales variables y constantes, d)

formular el modelo matematico y €) obtener una solucién e interpretarla. En consecuencia,
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pedimos a los estudiantes solucionar un problema para contar con indicadores de dichas
habilidades.

De acuerdo con la matematica en contexto debemos utilizar un problema real tomado
de la practica de la ingenieria, o bien, real para el estudiante que lo solucionara. Ante la
dificultad para encontrar un problema de la ingenierfa adecuado para nuestro estudio,
decidimos adaptar un problema de administracion de inventarios (véase Apéndice D). Dicho
problema requiere determinar como varian los costos totales para un tamafio especifico de
pedido o ritmo de variacion del costo total de un componente de fabricacion. En el problema
se incluye informacion sobre las principales variables. Para resolverlo, el estudiante debe
identificar el objetivo, las variables y sus relaciones, y construir un modelo matemético por
medio de una derivada. Tomamos cada actividad como un indicador de las habilidades de

modelacién que posee un estudiante. De manera especifica se analizan las siguientes

habilidades:

a) Plantear el problema: Identificar cuanto varia costo total anual para un tamafio de
pedido especifico o ritmo de variacion de dicho costo. Esto es, obtener una razon
de cambio (costo total anual/tamafio de pedido) en un punto.

b) Determinar variables: el tamafio de pedido (Q) es la variable independiente, el
costo total anual (Cr) es la variable dependiente, la segunda variable dependiente
es la razon de cambio entre el costo total anual y el tamafio de pedido y se pide su
valor instantaneo o ritmo de variacion del costo. Otras variables son: costo de
pedido para una orden (Cp), costo anual de almacenamiento para un componente
(Cp), demanda anual (D), inventario promedio (Ip), costo anual por pedidos y
costo anual de almacenamiento.

c) Relacionar variables: El costo total anual (Cr) es una variable dependiente del
tamaifio del pedido (Q). El ritmo de variacion del costo total anual (C’y) es la razén
de cambio en un punto entre el costo total anual y el tamafio del pedido. El costo
total anual (Cr) es igual al costo anual por pedidos (Cap) mas el costo anual por

almacenamiento (Caa); a su vez, el costo anual por pedidos es igual al nimero de

pedidos al afio por el costo de cada pedido (-g—cn) y el costo anual de
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almacenamiento es igual al inventario promedio por el costo anual de almacenar
una unidad (5CA).

d) Formular el modelo: Elaborar la funcion que modela el costo total anual:

D , . .
C,=—C,+ 9C . Obtener la razén de cambio en un punto entre dicho costo y el
T Q (8] 9 A

tamafio de pedido como una derivada: C';= % - g Co

Esta parte de la investigacion incluye la solucion del problema de inventarios y una
entrevista sobre los resultados mostrados. Aplicamos el examen y aclaramos las dudas sobre €l
mismo a los estudiantes. De manera adicional, el profesor del curso ofrecid a los estudiantes
diez puntos adicionales en la calificacion, para interesarlos en solucionar el problema.
Mostramos los resultados en la Tabla 16.

Los resultados anteriores los complementamos con una entrevista en la que pedimos a
cada estudiante que explicara sus respuestas. Los resultados de Carlos nos parecieron
contrarios a su desempefio en clase, ya que no escribié nada en su examen. En este caso, la
entrevista nos proporciond la mayor informacién. Con respecto a las habilidades de
modelacion, encontramos que Carlos no puede plantear el problema, como €l afirma: “nomas
no... no lo... no lo supe plantear”. A pesar de ello, observamos en sus respuestas que tiene una
idea global de lo que se pidi6. En relacion con la habilidad de determinar variables,
encontramos que Carlos identifica el tamafio del pedido como variable independiente y el
costo total anual como variable dependiente, pero no identifica la variable dependiente
expresada como razén cambio costo total anual / tamafio de pedido, para la cual, se desea
determinar un valor instantdneo o ritmo de variacion del costo total. Identificar estas tres
variables es esencial para reconocer que es una situacién que se soluciona con derivadas.
Carlos discrimina el resto de las variables con excepcion del costo anual por almacenamiento.

Con respecto a la habilidad de relacionar las variables, Carlos reconoce la dependencia
que tiene el costo total anual del tamafio del pedido, pero no identifica que el ritmo de
variacién es la derivada de dicho costo. Con respecto al resto de relaciones que permiten
solucionar el problema, observamos que Carlos pasé por alto que el inventario promedio es la

mitad de la cantidad ordenada. Una vez superado este obstéculo, Carlos explica con claridad
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x4 e e
Habilidades de modelacion Resultados

Carlos Ratil Erick

a) Plantear el problema:

Identificar como varia el costo total para un
o " ; 0 0 1
tamario de pedido especifico

b) Determinar variables

Tamario del pedido (Q)
(variable independiente)
Costo total anual (Cy) | | |
(variable dependiente)
Ritmo de variacion del costo (C’r) o como
varia el costo total anual / tamafio de pedido 0 0 0
(segunda variable dependiente)
Costo anual de almacenar un componente

1 I 1
(Can)

Demanda anual del componente (D) 1 1 1

Costo anual por pedidos (Cyp) 1 ] 1

Costo anual por almacenamiento (Cy4) 0 1 1

Costo por ordenar un pedido (Co) 1 1 1

¢) Relacionar variables

Cr=Cart+ Car I | 1
Car = (D/Q)Co I 0 1
Caa = (Q/2)C, 0 0 1
C’¢ = derivada de Cy 0 0 0

d) Formular el modelo
Cry=(Q2)C, + (D/Q)Co 0 0 1
C=Cu2 - (DIQ))Co 0 0 0

' Identificamos con “uno” la accion realizada y con “cero” la accion nula.

Tabla 16. Habilidades de modelacion. Caso tradicional.

cémo obtener el costo total. Con respecto a la habilidad de formular el modelo, Carlos no
realiza ninguna de las dos tareas basicas: determinar la funcién o modelo del costo total y
derivarlo para obtener el ritmo de variacion de dicho costo. En resumen, Carlos manifiesta
incapacidad en las habilidades de modelacion. Solo muestra cierta habilidad para identificar la

variable independiente y la dependiente, habilidades insuficientes para solucionar situaciones
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que implican derivadas. Esto porque Carlos no identifica la variable dependiente expresada
como razon de cambio.

Al realizar la entrevista con Rail para profundizar en la identificacion de las
habilidades mostradas, hallamos que €l percibe algo de lo que se desea cuando afirma: “lo que
yo entendi... es que ocupabas una ecuacion para encontrar el menor costo”. Sin embargo, €l no
hace ningtin planteamiento especifico: “es que no le encontré asi bien”. Pensamos que Raul
discrimina el problema como uno de maximos y minimos, por lo que se interesa en una
ecuacion de costo para derivar y obtener el minimo costo. En cuanto a la habilidad de
determinar variables y constantes, encontramos que Ratl identifica dos variables
independientes y una dependiente. Como variables independientes €l reconoce el tamaiio de
pedido y el nimero de pedidos, y como variable dependiente, el costo total anual. Raul falla en
identificar la segunda variable dependiente expresada como razon de cambio costo total anual
/ tamafio de pedido. En consecuencia no identifica el ritmo de variacion del costo total como
lo que pide el problema. De cuatro relaciones necesarias para obtener el ritmo de variacién del
costo total, Ratil sélo relaciona que éste con la suma de los costos anuales por ordenar y de
almacenamiento. En consecuencia, €l es incapaz de relacionar el ritmo de variacion con la
derivada del costo total anual. Con respecto a la habilidad de formular el problema, Raul solo
formula una funcién de costo total anual incorrecta. Estos datos sefialan pocas habilidades de
modelacion en Raul.

Erick sélo escribe la funcién de costo total anual en el examen y no especifica las
etapas de plantear el problema, determinar y relacionar variables, y formular el modelo. A
pesar de ello, de los tres estudiantes Erick identifica correctamente lo que pide el problema:
“saber como varia el costo total ... cuanto se incrementa o disminuye para el tamafio de ... de
pedido dado”. Erick reconoce también que “siempre es dificil plantear algo... es la parte dificil
de esto”. En relacion con habilidad de determinar las variables, él reconoce el tamafio del
pedido como variable independiente y el costo total anual como variable dependiente, pero al
igual que Carlos y Raul, falla en identificar la variable dependiente expresada como razon de
cambio. En cuanto al resto de las variables necesarias para solucionar el problema, Erick las
reconoce todas.

Erick discrimina las relaciones entre el costo total anual, el costo anual por ordenar y el

costo anual de almacenamiento. El falla en reconocer que el ritmo de variacion del costo total
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es la derivada del costo total anual, y por lo tanto, no resuelve el problema. Erick manifiesta
mayor habilidad para formular el modelo que sus compaiieros, ya que elabora la funcion de
costo total anual, aunque no la derivd para resolver el problema. De acuerdo con estos
resultados, Erick muestra habilidad para plantear el problema, menor habilidad para identificar
las variables de una situacién tipica de derivadas. Asi mismo, ¢l muestra habilidad para
relacionar las variables y en menor grado, la habilidad para formular el modelo matematico.
En el siguiente capitulo mostramos los resultados del caso de la matematica en contexto. Ellos
se obtuvieron con los mismos instrumentos descritos en el caso tradicional y en la mayor

parte, se presentan los resultados de ambos casos juntos para facilitar su comparacion.

Sumario. En el presente capitulo hemos visto el contexto en que estudiamos el caso
tradicional. En dicho contexto elegimos para nuestro estudio, al grupo vespertino que lleva el
curso de calculo diferencial en el periodo 2006 — 1, dicho grupo forma parte del tronco comin
del programa de ingeniero industrial e ingeniero industrial en electrénica. Tales programas se
encuentran en el CESUES unidad San Luis Rio Colorado. El aprendizaje de la modelacion
matemética en ambas carreras no lo encontramos explicitamente definido, y se hace referencia
indirecta en otros documentos como el campo de trabajo y el perfil del egresado. Por su parte,
el curso de célculo diferencial pretende proporcionar sélo conocimientos introductorios para
funciones de una variable. La ensefianza en dicho curso es de tipo tradicional centrado en la
exposicion y solucion de ejercicios, con un papel expositivo por parte del profesor y pasivo
por parte de los alumnos. Realizamos una observacion no participante, audio y video
grabamos las clases, y analizamos los significados negociados con el enfoque ontolégico
semiotico. Elegimos para dicho andlisis la clase en que se introdujo la nocion de derivada.

Para evaluar los efectos de nuestra propuesta didéctica en la comprensién relacional,
determinamos la configuracion epistémica implementada para la nocién de derivada. En ella
caracterizamos los significados que forman el andamiaje de la comprension relacional. Para
inferir el tipo de comprension lograda por los estudiantes, aplicamos un examen en que les
pedimos justificar sus acciones al solucionarlo. Encontramos una comprension instrumental en
la mayor parte de sus justificaciones. También aplicamos un cuestionario sobre comprension,
copara evaluar la disponibilidad de significados propios del enfoque hacia la modelacion.

Inferimos que no disponen de tales significados.
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La percepcion de los estudiantes sobre la derivada como objeto matematico en contacto
con la realidad, decidimos inferirla a través de preguntas directas en el cuestionario de
comprensién. En él, pedimos ejemplos de situaciones cotidianas en que se utiliza la derivada y
dos contra ejemplos, o situaciones que aparentemente implican derivadas pero que no lo
hacen. Encontramos que Carlos no tiene una idea clara de la nocién, Raul se interesa por
didécticas que pongan la derivada en mayor contacto con la realidad, al igual que Erick. En
resumen, inferimos una débil percepcion de la derivada como algo real.

Por ultimo, mostramos la manera en que obtenemos indicadores de las habilidades de
modelacion de cada estudiante. Para esto, pedimos a cada uno de ellos solucionar un problema
de administraciéon de inventarios que requiere determinar un ritmo de variacion del costo.
Encontramos que sélo Erick mostr6 habilidad para plantear el problema, y en menor grado,
habilidades para determinar variables, relacionarlas y formular el modelo. Ninguno de los tres
estudiantes es capaz de reconocer la variable dependiente que expresamos como razon de

cambio, y que es esencial para identificar una situacion tipica de derivadas.
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VIII. Resultados: Caso de la matematica en contexto

En el capitulo anterior describimos los principales hallazgos de nuestro estudio para el
caso tradicional. En el presente capitulo proporcionamos los resultados del caso de la
matematica en contexto. Estos se describen en la misma secuencia de las proposiciones del
estudio, pero agregamos los resultados del caso tradicional para efectos de comparacion. De
igual forma que en el capitulo anterior, el lector encontrara en los apéndices mayor detalle de
los resultados que aqui se presentan.

En esta seccion presentamos el caso de la matemética en contexto de manera similar al
caso tradicional, esto es, presentamos el contexto y los resultados obtenidos. Estos tltimos los
describimos en secciones acordes a las proposiciones del estudio: comprension relacional,

derivada y realidad, y habilidades de modelacion.

8.1. El contexto.

En el periodo 2006-1 se programa el curso de Calculo diferencial para ingenieria
industrial de lunes a viernes en horarios de 8:00 a 8:50 hr. y de 17:00 a 17:50 hr.
Seleccionamos el grupo del horario matutino para implementar nuestra propuesta didactica. La
principal razén para ello, fue la disposicién positiva del profesor. Sin embargo, ¢ste pertenece
al 4rea de agronomia y manifesté que tenia cerca de tres afios sin impartir la asignatura. Su
designacion como profesor del curso se debi6 a cuestiones de tipo administrativo, y al hecho
de que varios profesores estén realizando estudios de posgrado. Ante esta situacion
implementamos nuestra propuesta personalmente bajo una observacion de tipo participante.
Las sesiones fueron audio y video grabadas con una camara colocada al fondo del aula y una
grabadora al frente de la misma.

El grupo a observar se integré por 19 estudiantes, en su mayoria, jovenes provenientes
de preparatoria que llevarian su primer curso de calculo diferencial en la universidad. El
profesor les explicé que después del tema de funciones, verian un material nuevo, parte de una
investigacion para el aprendizaje de la derivada. Esta duraria de dos a tres semanas y seria
impartido por otro profesor. Nuestra propuesta diddctica para la enseflanza y aprendizaje de la

derivada consta de dos partes: a) una introductoria a los modelos matematicos y a las

157



VIIL Resultados: caso de la matemdtica en contexto

operaciones bésicas con este enfoque. Con ello pretendemos que el estudiante construya un
andamiaje para acceder a la derivada, y b) una parte dedicada al aprendizaje de la derivada
con la matemadtica en contexto y el enfoque hacia la modelacion. La primera parte de la
intervencion se realizo del 13 al 28 de febrero y la segunda parte, se implementé del uno al 22
de marzo, tiempo en el que se desarrollaron diez sesiones.

Al inicio de la intervencion no se ofrecié ningun estimulo adicional al alumno y el
material se presentd como algo extra. Pensamos que esto fue causa de un interés menor en el
estudio y el aprendizaje. Al comentar esta situacion casi al final de la intervencion, el profesor
decidi6 asignarle participacion en la calificacion. Con ello esperamos motivar el interés
natural para un curso. Para el analisis de los resultados elegimos un equipo de cuatro alumnos
que identificamos como Gaby, Cristy, Juan y José para cuidar su verdadera identidad. Les
seleccionamos porque observamos en ellos interés por el aprendizaje, asi como una asistencia
y participacion mayor que el resto del grupo. Las clases fueron video grabadas por el profesor
del curso y el contenido tematico propuesto sufrié algunas modificaciones sobre la marcha.

De acuerdo con la matematica en contexto, para iniciar un tema se elige un problema
de la ingenieria, y lo resolvemos en un proceso de modelacion. Iniciar el estudio de las
operaciones basicas en dichas condiciones es complejo. Decidimos por tanto, utilizar las
etapas de la matemética en contexto como un procedimiento para solucionar problemas con
modelacion matematica. Pensamos que esto familiariza al estudiante con un marco de
referencia para solucionar problemas via modelacion. Pretendimos que dicho marco
funcionara como andamiaje en la segunda parte de nuestra propuesta, al estudiar la derivada.
Enfocamos el anélisis de los efectos en la comprension relacional y habilidades de modelacion
en esta segunda parte de la intervencion didactica, debido a la complejidad del andlisis. En las
siguientes secciones sugerimos la configuracién epistémica implementada para la derivada,
los significados declarados con respecto a la comprension relacional, asi como las habilidades

de modelacion manifestadas por los estudiantes.

8.2. Comprension relacional.

En las proposiciones de nuestro estudio sugerimos que la didactica de la matematica en
contexto y el enfoque hacia la modelacion favorece la comprension relacional de la derivada.

En la esta tiene un significado de modelo para la razén de cambio en un punto o relacion a
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uno entre dos cantidades de variacién en un punto. Esto nos lleva a analizar los significados
implementados y declarados por los estudiantes en las categorfas de conceptos, proposiciones
y justificaciones para la nocién de derivada. Al identificar dichos significados contamos con

un indicador sobre el andamiaje de que dispone un estudiante en comprension relacional.

8.2.1. Configuracion epistémica implementada. Ante la complejidad que implica
realizar un analisis epistémico para caracterizar los significados implementados de cada clase
de la intervencién didéctica, describimos en la Tabla 17 los temas de las primeras ocho
sesiones. El analisis epistémico sélo lo realizamos para la clase del 16 de marzo en que se
estudia la nocion de derivada. Para esto, separamos el texto en unidades naturales, y con base
en el significado que transmiten, las agrupamos en unidades epistémicas. Cada una de ellas
presenta un estado epistémico. Todas las unidades epistémicas que transmiten un significado
global, las agrupamos en configuraciones epistémicas. Con base en ellas, es posible proponer
la configuracién epistémica implementada de la derivada. A continuacién describimos las
primeras tres configuraciones epistémicas que encontramos para la clase del 16 de marzo, el

resto, puede revisarse en el Apéndice J.

Fecha Tema desarrollado en clase

I de marzo | Presentacion del problema y filmacién de una caida libre

2 de marzo | Obtencion de datos de posicion

7 de marzo | Obtencion de la velocidad media

8 de marzo | Razoén de cambio promedio y en un punto

9 de marzo | Relacion entre velocidad promedio y en un punto

I3 de marzo | Demostracion de v,, = v,.

14 de marzo | Determinacion del modelo para velocidad en un punto

15 de marzo | Identificacion de los términos independientes del intervalo

Tabla 17. Contenidos implementados del uno al 15 de marzo. Caso
matematica en contexto.
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Configuracion epistémica uno. Esta configuracion se inicia con el recuerdo de la tarea
pendiente, a la que hemos identificado como la primer unidad epistémica (véase Tabla 18).
Consideramos que la trayectoria presenta un estado situacional al presentar un problema
pendiente a resolver, el de obtener la velocidad del punto medio v, en términos de las
variables y constantes /, k', k y Ar. El propésito didactico es que la velocidad en el punto de
calculo ¢ sea identificable en v,, El hecho de que los alumnos no hayan trabajado origina la
segunda unidad epistémica en el que se desarrollan las acciones para obtener v;,, por lo que
proponemos un estado actuativo.

Proponemos como tercer unidad epistémica el periodo en que obtenemos la velocidad
del punto medio a partir de una funcién de posicion s(f). Dicha velocidad es una funcion
semibtica de la razén de cambio. Sugerimos un estado de tipo lingiiistico para esta unidad. En
la cuarta unidad epistémica, de naturaleza proposicional, justificamos la propiedad de
independencia de la velocidad v, del tamafio del intervalo At. Tal velocidad la identificamos
con los términos que no varian en el cociente de la razon de cambio promedio y se introduce la
notacién fiic para referirse a dichos términos. Finalmente, proponemos una quinta unidad de
tipo lingiiistico para la primer configuracién epistémica. En dicha unidad introducimos las
expresiones con que se generaliza la velocidad v,, como una razén de cambio, obtenida a partir
de cualquier funcién de posicion s(f). Proponemos que la configuracion epistémica que
engloba estas cinco unidades presenta un caracter global de tipo conceptual. En tal
configuracion identificamos la velocidad v;, a partir de la velocidad del punto medio, obtenida

como razon de cambio promedio.

Configuracion epistémica dos. 1dentificamos esta configuracion con un caracter global
de tipo proposicional. En ella sostenemos que la razén de cambio promedio tal como se define
en la derivada como limite, proporciona la velocidad del punto medio y no la velocidad del
punto ¢ que deseamos determinar. Integramos esta configuracion con las unidades epistémicas
seis, siete y ocho. En la sexta unidad encontramos un estado proposicional cuando explicamos
que la velocidad en el punto #, v;, se identifica en la velocidad del punto medio v, sin importar
la posicion del punto 7 en el intervalo At. En la séptima unidad epistémica interpretamos la
razén de cambio como la velocidad del punto medio v,, obtenida a partir del punto de calculo

¢, ubicado al inicio del intervalo At. Para esta unidad proponemos un estado conceptual.
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Unidad | SO0 | Unidad | e Cardcter
Natural | P Epist. p global de CE
(tiempo)
Recordatorio a los alumnos que iban a
1-10 1 obtener la velocidad v, en términos de 1, k, |E1: situacional
k', y At Conceptual:
Se obtiene la velocidad v, en términos de ¢, ) : Se formula
11-32 2 TaY E2: actuativo o
i CE-1 Se presenta v,, como la razon s'(7) obtenida e iden_tiﬁcar v a
33-39 3 a partir de la funcién de posicién s(?) E3: lingiiistico partir de v, a
8:17:57 Se sefiala la propiedad de independencia del EAaR de los
40-43 a 4 tamafio del intervalo como una forma de [5: proposicional f{fc (_Y sus
8:24:40 identificar v, y se introduce la expresion tiic significados
Se introduce la notacién general para €Omo razones
calcular vip como una razon de cambio de cambio).
44 5 obtenida a partir de una funcién de posicion |E3: [ingiistico
s(t+ (1 =k)At—s(t -
Vip = S‘(fjl) = "( ( ) S(r kA!)
At
Se explica que v, se puede identificar en v,
45-62 6 calculada a partir de ¢ sin importar su ES: proposicional
posicion dentro de At Proposi_cional:
Se interpreta v;, como Se explica
i - ue la razoén
CE-2 B+ A0) -~ 3(6) cuando se calcula con el ge cambio
63-91 7y é{ . . E4: conceptual promedio
e punto ¢ al inicio del intervalo, por su S
8:24:40 : ; : proporciona la
semejanza con la formula de la derivada f
a & velocidad del
— como limite :
8:31:18 : : punto medio y
Se generaliza el concepto y se introduce la i 15 dal
notacion para cualquier funcion y variable punto de
= ; ; 5 x+Ax)— f(x) |E3: lingliisti :
92-94 8 Fle)=Fx+kAx)= S( )~ f(x) |E3: lingtiistico | caleulo
Ax
Se insiste en como poder identificar v,a
73-82 9 partir de v,, y los alumnos manifiestan no  |El: situacional
entender la pregunta
Se recuerda entonces el problema de la
83-92 10 caida libre como un ejemplo donde se El: situacional
puede iFIemiglcar v, Ya que Vi = Ve Conceptual:
93.94 |CE-3 . Se e,\plzcan' e nuevo las nociones de #,, 1 y BA:gonceptus] Se formula la
vp = W(( + K'AD) — razon de
95-102 [8:32:33 |9 Se_w'lel've a]_prol?lema y seindicaquese  |o.. oo oo | cambio en un
a quiere identificar v, a partir de v;, punto de
8:42:23 De nuevo se explica como obtener v, a manera
103-107 13 través de los tiic utilizando el problema de  |E2: actuativo general
la caida libre
Se introduce una expresion general para
obtener la razon de cambio en un punto x: ; ’
108-117 14 E3: lingiiistico

f(x+ .’lx__)

Ax

f'(.f)zu'cc[' f(.\‘)]]

Tabla 18. Primeras tres configuraciones epistémicas de la clase del 16 de marzo. Caso
matematica en contexto.
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Finalmente, en esta configuracion identificamos una octava unidad epistémica con un
estado lingiiistico. En esta unidad deducimos la expresion con que generalizamos la derivada
del punto medio, como una razén de cambio promedio entre la variacién de la funcion y la
variacion de la variable. Expresamos que dicha derivada contiene la derivada del punto x y su

diferencia con la derivada del punto medio x,,.

Configuracion epistémica tres. Esta configuracion estd integrada por las unidades
epistémicas de la nueve a la 14. En ellas exponemos que la razén de cambio promedio con el
punto de célculo al inicio, es la razon de cambio del punto medio, y argumentamos la manera
de identificar la razon de cambio en un punto a través de los fiic. Por tanto, proponemos un
significado global conceptual para esta tercer configuracion epistémica.

Proponemos que la novena unidad tiene un estado epistémico situacional, ya que
insistimos en identificar la velocidad v, a partir de la velocidad vy, calculada con la razén de
cambio promedio. Los estudiantes manifiestan no entender la pregunta y procedemos entonces
a recordar como obtener la velocidad en un punto a partir del problema de la caida libre. El
recuerdo origina la unidad diez, también con un estado situacional. Ahi recordamos que el
punto de célculo esta al centro del intervalo y que esto s6lo ocurre con funciones de segundo
grado. En la unidad 11 establecemos que para funciones de otro grado es necesario introducir
la nocién de punto medio, y repasamos lo pertinente de la configuracion epistémica anterior.
Asi mismo recordamos las nociones de punto de célculo /4, velocidad del punto medio v,
como la velocidad de ¢ + k'At. Para esta unidad 11 proponemos un estado epistémico
conceptual.

Proponemos la unidad 12 con un estado situacional, cuando de nuevo insistimos en que
el problema es identificar la velocidad del punto 7 o v, para situaciones en que el punto de
célculo ¢ no coincide con el punto medio /,. La unidad 13 la iniciamos al explicar de nuevo
como obtenemos la velocidad del punto 7 a través de los tiic en la razén de cambio promedio
con ¢ al inicio del intervalo, tal como estd definida en la derivada. Proponemos un estado
actuativo para esta unidad, ya que mostramos las acciones con que obtenemos la velocidad del
punto . Finalmente, proponemos la unidad epistémica 14 con un estado lingiistico cuando
expresamos de manera general, la razéon de cambio en un punto obtenida con los fiic.

Observamos una didactica expositiva en esta tercer configuracion epistémica.
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A partir del analisis epistémico de la clase del 16 de marzo, encontramos una
trayectoria epistémica con cinco configuraciones. Con base en ellas proponemos la

configuracion epistémica implementada para la derivada de la Tabla 18.

8.2.2. Significados declarados. Recordaremos que de acuerdo con Godino (2003) la
comprension relacional se infiere a través de las explicaciones dadas por el estudiante al
justificar sus acciones, o a través del uso de un examen sobre comprension. En consecuencia,
aplicamos los dos instrumentos que utilizamos en el caso tradicional para inferir la
comprension lograda en el grupo de la matematica en contexto (véanse Apéndices B y C). EI §
de abril se aplica el primer instrumento, en ¢l pedimos al estudiante que justifique sus acciones
al resolver dos ejercicios y un problema con derivadas. Para el anlisis seleccionamos a cuatro
alumnos, Gaby, Cristy, Juan y José, que a nuestro criterio mostraron mayor interés en el
aprendizaje (Ausubel, 2002). Resumimos los resultados encontrados en la Tabla 20. El
segundo instrumento es el cuestionario sobre comprension relacional con un enfoque hacia la
modelacion. Con dicho cuestionario inferimos la presencia de un andamiaje de significados
con dicho enfoque, propios de la comprension relacional. El 24 de abril aplicamos tal
instrumento al grupo de la mateméatica en contexto. El lector interesado puede revisar los
examenes de los estudiantes en el Apéndice K.

En el primer instrumento o el examen para analizar las justificaciones dadas por los
estudiantes, para el caso de la matematica en contexto encontramos que la mayor parte de ellos
muestra una comprension instrumental. Uno de alumnos no realizd ninguna accion, dos
manifiestan una comprension instrumental en casi todas sus acciones y una manifiesta una
comprension relacional en la mitad de ellas. Esto tltimo es el caso de Gaby. Ella proporciona
una justificacion global y afirma que la derivada se obtiene a partir de su definicién, en la que
“h tiende a cero”, lo que “quiere decir que existe una razén de cambio, y que la funcién tiene
un limite”. Proponemos que esta afirmacion implica una comprension relacional para la
primera y ultima accion sugerida para resolver cada ejercicio (véase Tabla 20). Sin embargo,
dicha comprensién no corresponde a un enfoque de modelacion, por lo que no se considera

en los resultados globales de la Tabla 22.
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SITUACIONES ACCIONES
* Problemas contextualizados en los que se quiere| [® Descontextualizar ¢l problema a través™ de un
8 determinar velocidad media, instantanea, (v, v, Vi planteamiento, ) ‘
E s'(1)) como razones de cambio con funciones de| |" Lﬂf;‘;'&fé‘:“’" de variables y constantes, de relaciones
é g _ "EFE?dO gr:;d,n‘ lizad | ' . *  Formulacion de un modelo para velocidades medias e
& E Pro emas descontextualizados en 0s que se quiere instantiieas (v, Ve (7)) Como mzones de cambio ton
=) E dFtcr minar velocidad media, instantanea, (_"m' Y Vo funciones de segundo o tercer grado a través de los tiie
z & $'(#)) como razones de cambio con funciones de| |« Caleulo de velocidades instantaneas
% E tercer grado a partir de los fiic. = Elaboracion de dibujos o grificas para aclarar y
i;i S representar relaciones entre variables.
o5 * Realizacién de procedimientos algebraicos y célculos en
; =4 calculadora, ele.
> £
(ol
Q&
CONCEPTOS PROPIEDADES
= Previos: Modelos y sus tipos, modelos| |= Propiedad de independencia del tamaiio del
matemdticos, la operaciones bdsicas como modelos intervalo.
para, razon por unidad, cantidades, unidades de| [= v, se puede identificar en v, independientemente de
medida, velocidad media e instanténea. su posicion dentro de At
= FEmergentes: punto en la continuidad, punto de| [= Propiedad de coincidencia/(x) =/"(x.)
caleulo, punto medio, velocidad media como razon| |* No se puede obtener directamente, se tiene que
de cambio promedio y como velocidad del punto derivar de una razén de cambio promedio, ya sca
central, velocidad del punto medio v, razon de por medio de los tife o del limite.
3 cambio promedio, razén de cambio en un punto,
< derivada como tiic, modelo para la relacion a uno
% entre dos cantidades de variacion. La pendiente de
o la tangente a una curva.
-+
-
Z
g ARGUMENTOS
E = A partir de la velocidad de un cuerpo en caida libre, comprobar que la velocidad media para un intervalo es
= = igual a la velocidad instantanea del punto central del intervalo.
28] = Justificar que la velocidad se puede considerar como una razon de cambio.
i = Comprobar que la velocidad promedio obtenida a partir de diferentes posiciones de un punto f, incluye a la
E B velocidad instantanea de dicho punto, misma que se puede identificar a través de los tiic.
&8 | |= Generalizar esta situacién a cualquier funcién para obtener la razén de cambio en un punto.
§ E = Comprobacién grafica de que el limite de la razén de cambio promedio es la pendiente de la tangente a la
g g curva.
=3
LENGUAJE
= Verbal: Derivada, relacion a uno entre cantidades de variacion, razon de cambio en un punto, pendiente de la recta tangente
a la curva, ¢l limite de la razon de cambio promedio, términos independientes del tamaiio del intervalo en el cociente (liic) de
la razon de cambio promedio.
= Grdfico: Dibujos en los que se esquematizan las razones de cambio en un punto, graficas en las que se obtiene la pendiente
de la recta tangente a una curva,
a = Simbilico: () L) vy = 5°(1p) = SUH A= K)AL = st = kAL)
= 8 A
22‘ )= S+ hany = LE2 0= T,
- =4 . o - "y o -
&% Jre— [f(«\ + Ax) __{(.n_}] PeEy= [_m +Ax) .f(al}
8 2 Ax Ax— 0 Ax

Tabla 19. Configuracion epistémica de la derivada. Caso matematica en contexto.
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Comprensién '
C.Trad. | c.MenC.
Situacién Accion Justificacion (ypor qué?)
problema Sl=|<| = 2 o
<5252 §|%
8 &l@lo '(_'j ==
a) Definir la derivada:
von . JxrAx)-f(x) | Necesitamos definir la
fi(x)= Lim ———— > 3
Av—0 Ax derivada y y realizar el [ ININ|R|T|[N|N
Filx)=the f(.\‘+r§3—_{(,\-) procedimiento para obtenerla.
b) Sustituir la funcion fix) = | fix) = 6x” proporciona el
6x en la definicion de cambio o variacion en la I{1]T]I|T|T1|N
3 a) Encuentre derivada funcidon
la derivada de ; ”w Requerimos el cociente de la
. .| ¢) Realizar procedimientos b ’ :
las funciones: aleebraicos para reducir la | 220 de cambio promedio
a) flx) = 6x° & i p' o para derivar la funcion de la I|{1]T1|T[I]|]1I]|N
expresion a términos conx | .
razdn de cambio en un punto
y Ax .
Los términos Ax deben tender
d) Eliminar los términos con | a cero para acercarnos al
Ax y obtener /”(x) como el | limite y poder identificarlo. [T |J1|[{R|T|I|N
limite Los términos Ax se ignoran
para identificar los tiic
a) Definir la derivada:
%)= Lim S(x+Ax)-/(x) | Necesitamos definir la
T N Ax derivada para poder I'ININ[R|T|N|N
A= (% larl
£ = e F(x+A%)- f(x) calcularla
Ax
b) Sustituir la funcion f{x) = R .
x* —2x en la definicién de _f(,\).pl‘().pozcmna % (.‘:ﬂ,[]lbl{} S lrjr|rfr]|1|1|N
: variacion en la funcion
derivada
b) flx) =x" — ; - i i
. : M) = ¢) Realizar procedimientos I.{equeumos e].cm:{ente d.e 8
2x leebraicos para reducir la razon de cambio promedio
a’s i P i para derivar la funciondela | 1T [ 1T | T [ 1| T |T|N
expresion a términos conx | © :
razon de cambio en un punto
y Ax g
Los términos Ax deben tender
d) Eliminar los términos con | a cero para acercarnos al
Ax y obtener /’(x) como el | limite y poder identificarlo. IfT|{T|R|]I]|I1(N
limite Los términos Ax se ignoran
para identificar los tic

: Comprension manifestada: I = instrumental; R = relacional; N = no manifestada (ninguna accion)

Tabla 20. Tipo de comprension mostrada al argumentar ejercicios. Ambos casos.

Gaby no proporciona ninguna justificacion en el resto de las acciones para solucionar
los ejercicios, sin embargo realiza cada una de ellas. Es decir, ella manifiesta una comprension

instrumental, esto es, que “sabe hacer” las acciones para resolver los ejercicios. Cristy muestra
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una comprension instrumental en todas sus justificaciones al solucionar los ejercicios. Ella
realiza seis acciones 0 pasos de solucién y proporciona un justificacion detallada de cada uno.
Sin embargo tales justificaciones son operativas, esto es, ella dice lo que se debe hacer, pero
no por qué. Un ejemplo de sus justificaciones es “sustituir en la férmula de la derivada, todo lo
que valga x en la funcion, se va a sustituir en la férmula”.

Juan proporciona un argumento global para todas sus acciones al igual que Gaby, pero
menos detallado. El escribe la frase: “porque es la razén de cambio en un punto” como tinica
justificacién para los pasos realizados. Proponemos que dicha justificacion manifiesta una
comprension instrumental, ya que es una explicacion insuficiente del por qué de cada accion.
Juan no realiza la primer accion propuesta para resolver los ejercicios pero si el resto. En el
caso de José, encontramos que ¢ste no realizé ninguna accion.

En las justificaciones dadas por los estudiantes al resolver el problema 4, inferimos que
Gaby muestra mayor comprension relacional que sus compaiieros (véase Tabla 21). Esto es,
ella dice el por qué en siete de diez acciones realizadas. Por su parte, Cristy solo explica el por
qué en una de sus acciones, Juan no dice el por qué de sus acciones y José no realiza ninguna
accion. Desde otra perspectiva, Gaby es la tnica que explicita sus acciones en etapas de
modelacion y las describe como “planteamiento del problema”, “variables y constantes”,
“relaciones” y “solucién”.

Gaby proporciona una justificacion global que nos sugiere que ella comprende lo que
debe hacer y el por qué al solucionar un problema. En dicha justificacion ella sefiala que el
problema pide determinar la razén de cambio “produccion / trabajador” (productividad) en un
punto y valuarla cuando el niimero de trabajadores es 100. Gaby también identifica las
variables produccion y niimero de trabajadores. Ademas, en su justificacion, ella escribe que la
razon de cambio en un punto es la derivada de la funcion de produccién obtenida con los fiic.
Con base en dicha justificacion pensamos que ella sabe el por qué de sus acciones al plantear
el problema, identificar variables, relacionarlas, y al formular el modelo. Esto es, proponemos

que Gaby muestra comprension relacional.
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Comprension '
Situacién : . C. Trad. C.Men C.
Accién Justificacion (;por qué?)
problema Elz|%12 85l
R85 28|E|2|8
(@] (63] (o] R e =
a) Plantear el problema:
b rsifn?{;d;ec:):-:;gszl? é[:‘a;a o Dentro del contexto del problema
4) Una fabrica partir de la produceibn: e:.i{;lecesarm |ldem1ﬂca|- loquese [N|N|N|R|[N|N|N
e ——— ) = 4210y pide en concreto
que la _ b) Identificar variables y constantes:
produccion : 8 ) ; ; 3
global en sus 2. num. de trabajadores x Variable independiente NIN[N[RIN|IN|N
diferentes 3. produccion fx) Variable dependiente N[N|[N[R|N|N|[N
lineas, medida — - =
& ot Variable dependiente expresada
estéllj 4, ritmo de produccion /(x) | como razon de cambio de las N|N|N|R|N[N|N
; otras dos variables.
relacionada 2 :
estrechanierite ¢) Relacionar variables:
con el niimero La funcién del ritmo de
de trabajadores produccidn es el limite o fiic de
por turno y . la razon de cambio promedio de
sigue la funcion | 3. /'(v) es el limite cuando | la variable produccion sobre la
de produccion Ax tiende a cero o tife de | variable niimero de trabajadores | I [N|{N| R[N [N [N
fx) = -x? +210x [A flx)/Ax] y se expresa con f(x).
‘donde Obtenemos el modelo /'(x) al
representa el derivar la produccion fx) = -x*
nimero de +210x
trabajadores en | d) Formular el modelo matematico:
el turno. &, i Necesitamos definir la derivada
a) Desarrolle 6 Taeliir laiderivinla para poder calcularla NININIR| T NIN
un modelo para | 7. Sustituir fx) = - +210x | flx)=-x"+210x proporciona el tlrintrlol N
la razsﬁn de en definicion de derivada | cambio o variacion en la funcion
cambio ) 8. Realizar procedimientos | Requerimos el cociente de la
prodgccmn / algebraicos para reducir | razon de cambio promedio para lilntlololIn
trabajador - la expresion a términos | derivar la funcion de la razén de
un punto (r!tmo conxy Ax cambio en un punto x
de produccion) |79 Eliminar términos con Los términos Ax deben tender a
Ax para obtener el cero para acercarnos al limite y tlidintlalolin
modelo: f(x)=-2x + poder identificarlo. O bien, se
210 ignoran al considerar los fiic
b) Determine el | ¢) Obtener una solucion:
ritmo de la —— g -
produccion con 10. Sustituir x =100 en el Utilizar el modelo constr unido
100 modelo y calcular la para obtener una solucién I[T|N|IT|R|I|[N
trabajadores solucién matematica al problema

! Comprension manifestada: [ = instrumental; R = relacional; N = no manifestada (ninguna accion)
? Aunque mostré compresnion relacional, no es propia de un enfoque de modelacién

Tabla 21. Tipo de comprension mostrada al argumentar en el problema 4. Ambos casos.
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Cristy manifiesta una comprension instrumental al justificar sus acciones en el inciso a)
del problema, sin embargo en el inciso b), ella manifiesta comprensiéon relacional.
Proponemos que Cristy comprende que la derivada es un modelo para la razén de cambio en
un punto. Asi en el inciso a), en que se pide un modelo para la razén de cambio
produccion/trabajadores, ella solo desarrolla las acciones para obtener una derivada y las
justifica desde una comprension instrumental. En el inciso b), Cristy indica que la derivada
obtenida en el inciso a) es el modelo del ritmo de produccién, y que los trabajadores son la
variable x. Con dicha informacién ella hace las operaciones pertinentes y obtiene una
respuesta en el inciso b) del problema. Con base en sus justificaciones no tenemos indicadores
del por qué de sus acciones en la primer parte del problema, por lo que decidimos proponer
que ella manifiesta una comprension instrumental.

Juan presenta una situaciéon muy parecida a la de Cristy. En el inciso a) del problema,
¢l argumenta que la razon de cambio produccion/trabajadores en un punto es una derivada, por
tanto, €l realiza todos los pasos para obtener dicha derivada sin mayor justificacion. Con base
en ello, proponemos que Juan manifiesta una comprension instrumental. En el inciso b) del
problema, €l solo escribe que la derivada es la “razon de cambio produccion/trabajadores y
que “se puede decir que el ritmo es de 10 productos por trabajador”. La diferencia con Cristy
es que ella hace referencia a que la derivada proporciona un modelo del ritmo de produccién.
Con base en los argumentos de Juan, proponemos que él manifiesta una comprension
instrumental. Encontramos que Cristy y Juan no realizan acciones de plantear el problema,
identificar variables y relacionarlas, propias de una actividad de modelacion,

Entre los dos ejercicios y el problema a resolver, sugerimos 18 acciones posibles. El
tipo de comprension manifestada en los argumentos dados por los estudiantes y el nimero de
acciones no realizadas, las resumimos para ambos casos en la Tabla 22. En ella observamos
que Gaby muestra mayor comprension relacional de entre todos los estudiantes analizados.

En la Tabla 23 mostramos los resultados obtenidos con el cuestionario de comprension.
Con dicho instrumento inferimos si Gaby, Cristy, Juan y José disponen del andamiaje de
significados propios de la comprension relacional con el enfoque hacia la modelacién. Los
datos indican que dichos estudiantes disponen de insuficiente cantidad de significados para

desarrollar una comprension relacional con tal enfoque.
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Contexto

Carlos|Raul | Erick|Gaby |Cristy] Juan| José

ifi

Argumenl_c{s que mani lestan 13 10 6 B 12 10 0
comprension instrumental
Argumentos que manifiestan

Numero | comprension relacional con un 0 0 0 ) | 0 0
enfoque de modelacion
Acciones no realizadas 5 8 12 0 5 8 18
Argumentos que manifiestan 722 55613331 61.1 166715561 0

comprension instrumental
Argumentos que manifiestan

Porcentaje | comprension relacional con un 0 0 0 [389]55] 0 0
enfoque de modelacion
Acciones no realizadas 27.8 {444 (1667 0 [27.8 (444 100

Tabla 22. Tipo de comprension mostrada en argumentos. Ambos casos.

En el caso de Gaby, encontramos que sélo identifica tres significados de los trece
evaluados con respecto a la comprension relacional. En la categoria de conceptos ella
manifiesta significados correctos para la nocién de razén por unidad y la nocién de derivada
como modelo para. Esta tGltima la consideramos como la nocién central de nuestra propuesta y
s6lo Gaby la identifica correctamente. En la categoria de propiedades, s6lo sefiala de manera
correcta, que la razon de cambio en un punto tiene que ser derivada, esto es, no se puede
obtener directamente. En la categoria de argumentos y en el resto de los reactivos Gaby no
acierta a aquellos significados propios del enfoque hacia la modelacion. Esta situacion es
contraria a lo que ella manifesté en sus argumentos al solucionar los ejercicios y el problema
del primer examen.

Cristy presenta una situacion extrema, ya que no acierta en elegir ninglin significado
propio del enfoque hacia la modelacion, lo que es congruente con lo expresado en sus
argumentos en el primer examen. Juan logra la mayor cantidad de significados propios del
enfoque hacia la modelacion de todos los estudiantes, él acierta en cuatro de los 13 reactivos,
cantidad relativamente baja. En la categoria de conceptos Juan sefiala los significados
correctos para las nociones de velocidad media, razén por unidad y punto. Sin embargo, ¢l

falla al significar la derivada como modelo para y la relacién a uno entre dos variaciones,
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nociones centrales en nuestra propuesta. En cuanto a las propiedades, Juan significa
correctamente la propiedad de coincidencia, esto es, que la razén de cambio promedio es igual
a la razon de cambio del punto central en las funciones de segundo grado. En la categoria de

argumentos Juan no realiza ninguna argumentacion.

Significado declarado’

El"lti(lafi Nocién Pregunta|Caso Tradicional | €aso Matematica en
primaria Contexto

Carlos|Raul |Erick|Gaby |[Cristy| Juan| José

Modelo de 1 0 0 0 0 0 0 0
Razén de cambio promedio 2 0 1 0 0 0 0 0
Velocidad media 3 0 | 0 0 0 1 I

Conceptos | Razon por unidad -} 0 0 0 1 0 I 1
Punto 5 0 0 0 0 0 1 0
Derivada como modelo para 7 0 0 0 1 0 0 0
Rel.am.Cm a uno entre dos " | 0 0 0 0 0 0
variaciones
[ndgpendencna del tamaiio 6 0 0 0 0 0 0 0
del intervalo

Propiedades De de'rlvacmn de la razon de 9 0 0 0 | 0 0 |
cambio en un punto
Propiedad de coincidencia 10 0 0 0 0 0 1 0
Del‘IVflda como razon de 15 0 0 0 0 0 0 0
cambio en un punto

Argumentos | Demostracion de vy = vy 16 0 0 0 0 0 0 0
Importancia de la posicién 17 0 0 0 0 0 0 0
del punto de calculo

Nuamero de respuestas con significados del enfoque I 5 0 3 0 4 3

hacia la modelacion:
Por.cemajerespuc‘:slasconmgmﬁcadosdelenfeque 76 11541 00 | 23.0 | 0.0 130.7]23.0
hacia la modelacion:
|

Con el “uno” indicamos el significado declarado propio del enfoque hacia la modelacién. Con
“cero” indicamos un significado que no pertenece a dicho enfoque, o un significado no
declarado.

Tabla 23. Significados de la comprension relacional con un enfoque hacia la

modelacion. Ambos casos.

José acierta en tres significados del enfoque hacia la modelacion. En la categoria de

conceptos significa de manera correcta las nociones de velocidad media y razon por unidad.
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José falla en el resto de nociones de esta categoria. El otro acierto él lo tiene al indicar la
propiedad de derivacion de la razon de cambio, al igual que Gaby, esto es, sefala que la razon
de cambio en un punto tiene que ser derivada.

Ninguno de los cuatro estudiantes de la matematica en contexto y el enfoque hacia la
modelacion realiza un argumento. Encontramos ademas dos situaciones contradictorias, Cristy
no acierta ningun significado de dicho enfoque pero al resolver el incico b) del problema en el
primer examen, ella manifiesta una comprension relacional al describir la derivada como un
modelo. En su caso, José¢ manifiesta tener significados del enfoque hacia la modelacion que
deberia ser un andamiaje para una comprension relacional, sin embargo, él no realiza ninguna
accion en el primer examen. De manera global, los resultados en el cuestionario de
comprension, nos sugieren que los estudiantes de ambos casos, no disponen de significados

suficientes para la comprension relacional con el enfoque hacia la modelacion.

8.3. La derivada y la realidad cotidiana.

En la segunda proposicién de nuestro estudio sugerimos que la didactica propuesta
acerca la nocién de derivada a los contextos de la realidad cotidiana. Indagamos sobre ello en
las preguntas 12 y 13 del cuestionario de comprension, al igual que en el caso tradicional. Las
respuestas de los estudiantes del caso tradicional y el de la matematica en contexto son
presentadas en la Tabla 24. Para profundizar en el conocimiento construido realizamos
entrevistas enfocadas sobre tales preguntas, y la forma en que les gustaria ensefiar el tema de
derivada.

Sugerimos que los ejemplos deben incluir situaciones en la que es necesario realizar
mediciones instantaneas, para dimensiones o variables que s6lo expresamos con una razéon de
cambio. Los contra ejemplos deben entonces, incluir situaciones en las que medimos
dimensiones expresadas como razones de cambio, pero dicha medicion no es instantdnea o en
un punto. De entre ambos casos, la respuesta mas correcta la proporcioné Raul, sin embargo,
al momento de la entrevista declaré no recordar lo que hizo. Cristy también proporciona
ejemplos correctos, pero los toma de la pregunta 14 del mismo examen. El resto de los
estudiantes no da respuestas correctas. Esto nos sugiere que ambas didacticas no favorecen
que los estudiantes identifiquen situaciones problema de la realidad cotidiana, que se

resuelven con derivadas. A continuacién describimos nuestros principales hallazgos con
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respecto a Gaby, Cristy, Juan y José. El lector puede encontrar la trascripcion de esta parte de

la entrevista para cada estudiante en el Apéndice L.

Respuesta por alumno
Pregunta Caso tradicional Caso matematica en contexto
Carlos Raul Erick Gaby Cristy Juan José

Pregunta Sin “Velocidad y | Sin “Al lanzar “La caida | “La “El tiempo
12: respuesta | aceleracion | respuesta |una pelotaen |librede |velocidad | de tu casa
Proporciona instantaneas” caida libre, una conlaque [ala
dos ieudl es su pelota. El | venga a la | escuela en
ejemplos de velocidad ejemplo | escuela una
derivada promedio? a)dela | Km/hr. semana,
que Calcular la |pregunta |Lascosas | Las veces
encuentres produccion 147 que hago | que vota
en tu medio de x eneldia |unbaléna
ambiente producto, por entre las | la misma

un nimero x horas que | altura”

de tardo en

empleados, hacerlas”

en un

intervalo de

tiempo Ar”
Pregunta Sin Sin respuesta | Sin “Siuna pieza |“c)yd) |“Las “El pago
13: respuesta respuesta | de aluminio | pregunta |horas que |de un
Proporciona al calentarse | 14" estoy en | trabajador
dos se dilata laescuela |ala
ejemplos 0.030 cm al dfa. Las | quincena.
que parecen cuando la horas que | El punto
derivada temperatura duremos | de
pero no lo aumenta en en el dia” | ebullicion”
son 10 °c, no es

una derivada,

€s una razon

por unidad”

Tabla 24. Respuestas sobre la derivada y la realidad en el cuestionario de
comprension. Ambos casos.

Gaby no identifica de manera clara situaciones reales en que apliquemos la derivada, a
la vez, que se interesa por didacticas mas practicas, que acercan dicha nocién con la realidad.
En los ejemplos proporcionados, ella menciona el problema de la caida libre estudiado en
clase y el problema del ritmo de produccién que venia en el primer examen. En el primer
ejemplo Gaby menciona incurre en un error al escribir que se busca una velocidad media. Al

indagar sobre la diferencia entre esta velocidad y la velocidad instantanea, encontramos que
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ella no puede explicar la diferencia entre ellas expresadas como razon de cambio promedio y
en un punto. Gaby tampoco puede explicar en forma precisa sus respuestas en los contra
ejemplos que dio de la derivada. Ella toma como contra ejemplo la situacién sefialada en la
pregunta dos del cuestionario de comprension, que refiere a una razén por unidad. Gaby
sostiene que esa situacion es un ejemplo que parece de derivada pero que no lo es, aunque no
explica el por qué, ni la diferencia entre dicha nocién y la razon por unidad.

Los ejemplos y contragjemplos proporcionados por Gaby no fueron los mas apropiados
ni pudo justificar sus elecciones. Sin embargo, al preguntarle como ensefiaria el tema de
derivada, ella aboga por el uso de escenarios reales: “Pues ya no mas férmulas ;no?, [...]
primero explicaria el porqué de una derivada, qué es una derivada y el porqué y la funcién que
[...] tiene esta derivada, que tienen las derivadas en las situaciones reales, en la vida diaria”.
También Gaby manifiesta que la derivada es algo real para ella: “la derivada es algo real ...
pienso yo” y que esto lo mir6 en con la matematica en contexto: “aqui pues vimos de que, la
derivada es algo real, es ... que hay muchas situaciones que la podemos aplicar”,

Cristy manifiesta dificultad al identificar el uso de la derivada en situaciones reales,
relacionadas con la medicion de variaciones instantineas. Aun asi, cree entender su
significado en una situacion real, o bien en situaciones no contextualizadas. A la vez, muestra
interés por la didactica propuesta complementada con la didactica tradicional y una mejor
distribucion de los contenidos en el tiempo. Al proporcionar ejemplos de situaciones que se
resuelven con derivadas, Cristy recurre al problema de la caida libre visto en clase y a los
ejemplos a), ¢) y d) de la pregunta 14 del cuestionario de comprension. En la entrevista
observamos que ella busca variables y una funciéon que se pueda derivar, como principal
criterio para elegir un ejemplo de derivada. Al indagar sobre el por qué eligié dichos ejemplos,
ella no recordé el por qué.

En el caso de los contra ejemplos, Cristy selecciona las incisos ¢) y d) y considera de
nuevo la presencia de variables y funciones dentro de una situacién para considerarla ejemplo
de derivada. Acierta al afirmar que el inciso ¢) de la pregunta 14 no es un ejemplo de derivada,
pero sélo argumenta: “yo me imaginé que no” se trata de un ejemplo de derivada. Cristy no
acierta al anotar el ejemplo del inciso d) como un contra ejemplo de derivada. Al preguntarle
sobre esto, ella concluye que dicho contra ejemplo se puede resolver con otros métodos sin

utilizar derivadas. Sin embargo, la situacion descrita en el inciso d) es un ejemplo tipico de
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aplicacion de derivadas. Esto nos sugiere que Cristy no relaciona claramente la derivada con
situaciones en las que se requieren calcular razones entre dos variaciones en un punto o en un
instante dado.

A pesar de las deficiencias anteriores, Cristy dice que “entiende” lo que est4 pasando al
trabajar con los problemas de derivada vistos en las clases del maestro del curso, y que eso se
debe a la “teoria” que vimos durante nuestra intervencion: “con usted me di cuenta en un caso
real... que estd pasando no, y... y ahorita también con lo que nos esta explicando el maestro ya
s¢ donde esta la derivada en [...] la curva y esto y el otro... porque nada mas hacfamos las
formulas y esta bien, ok, esta bien, pero no sabia que, o sea no entendfa... no entendia”

En cuanto a la ensefianza de la derivada, Cristy se preocupa més por distribuir mejor
los contenidos tematicos, sugiere mezclar una didactica contextualizada con una no
contextualizada bien delimitada en tiempo: “yo... repartiria bien, los temas, [...] de aqui a ac4,
voy a dar teoria y para que entiendan bien, [...] voy a dar ejemplos, de aqui parto con las
formulas y de aqui ya sigo con los demas temas, eso es lo que haria yo”

Juan asocia la derivada con situaciones en que se obtiene una razén de cambio, pero
sus ejemplos y contra ejemplos sugieren que ¢l tiene una confusion similar a la de Gaby y
Cristy. En cuanto a la ensefianza de la derivada, Juan tiene interés en didacticas que ayuden a
entender para que sirve la derivada y lo que se estd haciendo con ella. También encontramos
que €l afirma que la derivada es algo real, es decir, es algo que ayuda a resolver un problema
real.

Juan proporciona ejemplos y contra ejemplos creados por €él, sin embargo, apreciamos
que se confunde de manera muy parecida a Gaby y a Cristy. Juan anota como ejemplo la
velocidad con la que viene a la escuela y las cosas que hace en el dia entre o divididas por las
horas utilizadas. Al indagar sobre el primer ejemplo Juan se aclara asimismo, que su ejemplo
es una velocidad promedio, y sélo puede interpretarla como una razén de cambo promedio.
Algo similar le ocurre con el ofro ejemplo. Pensamos que tom¢ las situaciones en que se
requiere una razon de cambio promedio como ejemplos que se solucionan con derivadas.

Como contraejemplos Juan sefiala las horas que esta en la escuela al dia entre las horas
que dura en el dia. Tenemos la impresion de que trata de decir que es una razén por unidad y
no una razén de cambio, en cuyo caso, su contra ejemplo es correcto. Al preguntarle por la

forma en que ensefiaria la derivada, Juan se interesa por didacticas que promueven la
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comprension relacional, como €l afirma: “saber para qué te sirve, no nomas para, [...] hacerlo,
y eso que, lo que hiciste no sepas ni qué es, o sea que supieran qué es lo que estdn haciendo
nomas [...] no, nomds, que ya, la pura formula ten y vamonos, como si, /si me entiende...?” .
Aunque no en una forma muy decidida, Juan acepta que la derivada tiene que ver con los
hechos reales: “;Real, real, real?, pues si te ayuda a resolver problemas yo digo que es real”.

A nuestro parecer, Juan y Gaby son los estudiantes que muestran mayor interés durante
nuestra intervencion, sin embargo, encontramos en su aprendizaje serias deficiencias para
asociar la derivada con la realidad cotidiana.

José muestra significados muy diferentes a sus compaiieros. La derivada la asocia a
fendmenos de variacién, y no a mediciones instantineas para una razén de cambio. El aboga
mas por una ensefianza tradicional como ocurre actualmente, y piensa que la derivada no tiene
que ver con la realidad. En cuanto a los ejemplos proporcionados, José sefiala el tiempo que
hace de su casa a la escuela, y las veces que vota un balén a la misma altura. Durante la
entrevista observamos que el significado que José otorga a la derivada esta en términos de
variaciones o cambios, sin precisar que se trata de una razon entre ellos en un punto. Esto
ultimo es algo que encontramos en los cuatro estudiantes.

En el caso de los contra ejemplos encontramos que José menciona situaciones que
involucran un cambio nada mas, sin describir las condiciones que implica el uso de una
derivada. Al preguntarle cuando un cambio implica una derivada, no encuentra un ejemplo
pertinente: “como puede ser, pues yo diria que, como por ejemplo que, mm... no, no
encuentro”. Contrario a lo esperado, José indica que la derivada no tiene contacto con la
realidad y sefiala que utilizaria una didéctica como la actual, que a nuestro parecer es mas
propia de la ensefianza tradicional.

En resumen, observamos una seria deficiencia en los estudiantes para identificar
situaciones reales que pueden solucionarse con la derivada, en ambos casos de estudio. En el
caso tradicional Raul es el tinico que identifica situaciones correctas, al sefialar a velocidades y
aceleraciones instantaneas. Sin embargo, durante la entrevista él manifesté no acordarse de
dichos ejemplos. Carlos y a Erick no proporcionan ningtin ejemplo ni contra ejemplo de la
derivada. En el caso de la matematica en contexto se sefialaron situaciones que en su mayoria
se relacionan con una razon de cambio promedio, en particular las indicadas por Gaby y Juan.

Cristy se apoya en ejemplos de la pregunta 14 del cuestionario y acierta en uno de ellos, pero
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en la entrevista ella no explica el por qué de sus elecciones. José, muestra significados mas
pobres al asociar la derivada con situaciones en las que se producen cambios o variaciones
simples. Es significativo que ninguno de ellos, relacioné el uso de la derivada con situaciones
reales que involucran mediciones instantaneas de variables expresadas con razones de cambio.

En cuanto a la manera en que se ensefaria la derivada, en el caso tradicional
encontramos que Carlos aboga por una ensefianza tradicional, partiendo del concepto hacia las
aplicaciones. Ratl, se interesa mas por los significados gréficos y de razon de cambio con
mayor nimero de aplicaciones, pero no hace referencia a situaciones contextualizadas. Por su
parte Erick, tiene interés por los aspectos tedricos que le fueron preguntados en el cuestionario
de comprensién. En el caso de la matemética en contexto, Gaby indica que ella explicaria el
porqué de la derivada y sus usos en ambientes reales, para identificar las situaciones que se
resuelven con dicha nocién. Cristy, se preocupa mas por la distribucion de los contenidos con
una did4ctica que combina aspectos de la matematica en contexto y de la didéctica tradicional.
Juan tiene interés en didacticas que promuevan la comprension relacional, y permitan entender
el porqué de las acciones con la derivada, con un mayor contacto con la realidad. José, por su
parte, sefiala que utilizarfa una didactica tradicional. En resumen, Carlos, Raul y José se
interesan en didacticas tradicionales, mientras que Gaby, Juan y Erick, en didacticas que
favorecen la comprension relacional. Cristy prefiere una combinacién de ambas didacticas.

En cuanto a la percepcion de la derivada como algo real, en el caso tradicional solo
preguntamos a Erick por ello, su respuesta fue que la consideraba mas como un razonamiento.
En el caso de la matematica en contexto, Gaby y Juan manifiestan que la derivada es algo real,
a Cristy no se le hizo dicha pregunta pero manifiesta que la estudio en un caso real y en el caso
de José, indica que no la considera algo real. En estos datos encontramos que tres de los cuatro
estudiantes del caso de la matematica en contexto, esto es, Gaby, Cristy y Juan, significan la

derivada en la realidad, mientras que esto no ocurre con ningun estudiante del caso tradicional.

8.4. Habilidades de modelacion.

En la tercer proposicion de nuestro estudio se propone que la didactica de la
matematica en contexto y el enfoque hacia la modelacion favorece a las habilidades de
modelacion. Para tener un indicador de esto, aplicamos el instrumento en que pedimos a los

estudiantes del caso tradicional solucionar un problema de administracién de inventarios
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(véase Apéndice D). En dicho instrumento analizamos si el estudiante muestra las habilidades

siguientes:

e) Plantear el problema: Identificar cuanto varia costo total anual para un tamafio de
pedido especifico o ritmo de variacion de dicho costo. Esto es, obtener una razén
de cambio (costo total anual/tamafio de pedido) en un punto.

f) Determinar variables: el tamafio de pedido (Q) es la variable independiente, el
costo total anual (Cr) es la variable dependiente, la segunda variable dependiente
es la razon de cambio entre el costo total anual y el tamafio de pedido y se pide su
valor instantdneo o ritmo de variacion del costo. Otras variables son: costo de
pedido para una orden (Cp), costo anual de almacenamiento para un componente
(Cap), demanda anual (D), inventario promedio (Ip), costo anual por pedidos y
costo anual de almacenamiento.

g) Relacionar variables: El costo total anual (Ct) es una variable dependiente del
tamafio del pedido (Q). El ritmo de variacion del costo total anual (C’t) es la razon
de cambio en un punto entre el costo total anual y el tamafio del pedido. El costo
total anual (Cr) es igual al costo anual por pedidos (Cap) mas el costo anual por

almacenamiento (Caa); a su vez, el costo anual por pedidos es igual al nimero de

pedidos al afio por el costo de cada pedido (%CO) y el costo anual de

almacenamiento es igual al inventario promedio por el costo anual de almacenar

una unidad ( gCA )-
h) Formular el modelo: Elaborar la funcién que modela el costo total anual:

D : .
Cr=—Liat % C, . Obtener la razén de cambio en un punto entre dicho costo y el

. . ; C D
tamarfio de pedido como una derivada: C',=—-—C,

=
2
La aplicacion del instrumento mencionado o examen sobre habilidades de modelacion,
la complementamos con una entrevista enfocada en las respuestas dadas por los estudiantes.

En el caso de la matematica en contexto, al aplicar dicho examen y aclarar dudas sobre el

mismo, un estudiante describi6 su planteamiento del problema en voz alta, y pregunto si era
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correcto, esto generd un acuerdo simultineo entre el grupo. En consecuencia, en el andlisis
decidimos eliminar el planteamiento del problema dado por los alumnos seleccionados, ya que
no es posible asegurar que sea una aportacion propia. Los resultados obtenidos para ambos

casos los mostramos en la Tabla 25.

Resultados '
Habilidades de modelacién Caso Tradicional Caso Matematica en
Contexto
Carlos| Raul | Erick | Gaby |Cristy| Juan | José
a) Plantear el problema:
Identificar como varia el costo total para 0 0 | 2 5 2 2
un tamafio de pedido especifico
b) Determinar variables
Tamaiio del pedido (Q) | | | i . | i
(variable independiente)
Costo total anual (Cy)
(variable dependiente) : : ! 9 g : .
Ritmo de variacién del costo (C’y) o
codmo varia el costo total anual / tamafio| 0 0 0 0 0 0 0
de pedido (segunda variable dependiente)
Costo anual de almacenar un componente
1 1 I 1 1 1 1
(CAJ\)
Demanda anual del componente (D) 1 | | | 1 0 1
Costo anual por pedidos (Cap) ] 1 ] 1 0 1 1
Costo anual por almacenamiento (C,,) 0 I 1 | 0 1 1
Costo por ordenar un pedido (Co) 1 1 1 | 1 1 1
¢) Relacionar variables
Cp=Cuap+Cap | 1 1 0 0 1 1
Cap = (D/Q)Co | 0 1 1 0 0 0
Can=(Q/2)Ca 0 0 1 0 0 0 0
C’ = derivada de Cy 0 0 0 0 0 0 0
d) Formular el modelo
Cr=(Q/2)C, + (D/Q)Co 0 0 1 0 0 0 0
Cly =2 - (DA 0 0 0 0 0 0 0

' Identificamos con “uno” la accién realizada y con “cero” la accion nula
2 No consideramos el planteamiento del problema porque se acordé en el grupo

Tabla 25. Habilidades de modelacion. Ambos casos.
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En el caso de Gaby, encontramos un esfuerzo por solucionar el problema siguiendo las
etapas de la matemética en contexto. Sin embargo, ella no identifica el costo total anual como
la variable dependiente cuya funcion hay que derivar. También observamos que no identifica
la variable dependiente cuya razoén de cambio en un punto se desea obtener, esto es, el ritmo
de variacion del costo. Proponemos que Gaby sigue pasos instrumentales para resolver el
problema, y que no muestra habilidad para identificar las variables tipicas de las situaciones
que solucionamos con derivadas.

Gaby solo identifica la relacion entre las variables que determinan el costo anual por
pedidos. Ella no identifica las relaciones necesarias para obtener el costo anual de
almacenamiento, el costo total anual y en particular, que el ritmo de variacion es la derivada
de dicho costo total. Gaby declara no saber como relacionar las variables: “tenia mi idea pero
realmente no, no, no sabia”, y afirma que no comprendié que pide el problema: “es que no le
entendi profe, la verdad no... o di.. o sea no le entendi a que era lo que querfa”. En
consecuencia Gaby es incapaz de formular el modelo. Esto nos indica que ella no dispone de
las habilidades de modelacion analizadas.

Cristy afirma que no se sentia bien cuando hizo el examen y es quien realiza menos
acciones para resolver el problema. Ella sélo identifica cuatro variables: costo por ordenar un
pedido, costo anual de almacenamiento por unidad, demanda anual y el tamafio del pedido.
Cristy falla en identificar las variables dependientes: el costo total anual y el ritmo de
variacion de dicho costo. Estas dos variables son basicas para solucionar el problema con la
derivada. En consecuencia se muestra incapaz de relacionarlas y de formular un modelo. A
pesar de ello, se esfuerza por construir un modelo y trata de aplicar la regla de derivadas para
la division de funciones. Cristy comenta que no captd bien el problema y que intent6 construir
un modelo. Con base en estos datos, sugerimos que Cristy no muestra las habilidades de
modelacion estudiadas.

Con base en su participacion en clase Juan es, en nuestra percepcion, uno de los
estudiantes con mayor comprension de lo estudiado con la didactica propuesta. Sin embargo,
sus resultados en el examen de habilidades de modelacion son mds bajos de lo esperado. En
cuanto a determinar variables, Juan identifica el tamafio de pedido como variable
independiente, y el costo total como variable dependiente, sin embargo, no describe el ritmo

de variacién como una segunda variable dependiente, expresada con una razén de cambio.
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Identificar estas tres variables es esencial en situaciones que se resuelven con derivadas. Juan
identifica el resto de las variables del problema con excepcion de la demanda anual.

Con respecto a las habilidades de relacionar variables y formular el modelo, Juan sélo
identifica las relaciones para determinar el costo total anual y falla en discriminar que el ritmo
de variacion es la derivada de dicho costo. Esto le impide a Juan obtener una respuesta al
problema. El analisis de las acciones de Juan nos indica que no dispone de las suficientes
habilidades de modelacion, ain cuando logra identificar la variable independiente y una
dependiente.

José es el ultimo estudiante de nuestro andlisis y en cuanto a determinar variables y
constantes, €l encuentra dos variables independientes: el nimero de pedidos (D/Q) y el
nimero de unidades o tamafio del pedido (Q). El determina como variable dependiente el
costo total anual a partir de estas variables, pero, no discrimina como segunda variable
dependiente al ritmo de variacion del costo, o bien, como varia con el tamafio del pedido. En
consecuencia no puede construir un modelo para dar respuesta al problema. Esto es, José falla
en relacionar las variables y formular el modelo. Este actuar de José, nos indica que tampoco
dispone de las habilidades de modelacion analizadas.

En resumen, ninguno de los estudiantes de ambos casos, identifica la variable
dependiente que se expresa como razoén de cambio en un punto, o ritmo de variacion del costo.
Ello les impide solucionar el problema. Esto sugiere que no disponen de la suficiente habilidad
para identificar las tres variables que caracterizan una situacion a resolver con derivadas.
Encontramos que los estudiantes del caso tradicional muestran mayor habilidad para
relacionar las variables, y que en ambos casos, ninguno identifica todas las relaciones bdsicas
para solucionar el problema. Sélo Erick del caso tradicional muestra mayor habilidad para
determinar relaciones entre variables y formular el modelo, al determinar la funcién del costo
total anual. Sin embargo, €l no deriva dicha funcién para obtener el ritmo de variacién del
costo total. Pensamos que esto tltimo se debe a que Erick no identifica la variable dependiente
que se expresa como razéon de cambio. Por ultimo, los estudiantes de la matematica en
contexto explicitan las etapas de modelacion al solucionar sus problemas, cosa que no hacen

los estudiantes del caso tradicional.
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Sumario. En este capitulo describimos los resultados obtenidos en el caso de la
matematica en contexto. En dicho caso implementamos de manera personal la didactica
propuesta al grupo vespertino del curso de Célculo diferencial en el periodo 2006 — 1, en los
programas de ingeniero industrial e ingeniero industrial en electronica. La intervencion
didéctica tiene dos partes, en la primera estudiamos las operaciones basicas como modelos
simbélicos y en la segunda, estudiamos la nocion de derivada con la matematica en contexto y
el enfoque hacia la modelacion. La matricula en el grupo de estudio es de 19 estudiantes, de
los cuales, seleccionamos cuatro para realizar la investigacion, Gaby, Cristy, Juan y José.
Dichos estudiantes mostraron mayor interés en clases, lo que es un requisito para aprendizajes
significativos de acuerdo con Ausubel (2002). Los resultados los presentamos en cada una de
las proposiciones que guian nuestro estudio y los resumimos para ambos casos.

Inferimos la comprensién relacional lograda por los estudiantes a partir de los
significados implementados y los declarados en dos instrumentos de investigacion: el examen
en que pedimos argumentar acciones y el examen de comprensién. Ambos instrumentos
fueron los mismos aplicados a los estudiantes del caso tradicional. En las argumentaciones
dadas por los estudiantes, encontramos que Gaby manifiesta comprension relacional en el 61.1
por ciento, Cristy en el 5.5 por ciento, mientras que el resto de los estudiantes no muestra
comprensién relacional. Esto es, casi todos los estudiantes de ambos casos manifiestan
comprensién instrumental. Algo similar ocurre con los resultados en el examen de
comprension, que indican la falta de significados para una comprension relacional en todos los
estudiantes.

Los estudiantes muestran una seria deficiencia para identificar situaciones reales que
pueden solucionarse con la derivada. En el caso de la matematica en contexto, Gaby y Juan
relacionan la derivada con situaciones en que se presentan razones de cambio promedio. Cristy
no relaciona la derivada con situaciones especificas y José la relaciona con situaciones de
variacién. En el caso tradicional, Carlos y Erick no hayan ejemplos ni contra ejemplos de la
derivada en la realidad y Rail, manifiesta no hacerlo ain cuando sus ejemplos en el examen
son correctos.

En cuanto a habilidades de modelacién, ninguno de los estudiantes es capaz de
reconocer todas las variables que caracterizan una situacion tipica de derivadas. En el caso de

la matematica en contexto, los estudiantes manifiestan menor capacidad en habilidades de
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modelacién, que en el caso tradicional. S6lo Erick muestra habilidades para plantear el

problema, y en menor grado, determinar variables, relacionarlas y formular el modelo.
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IX. Conclusiones

El presente capitulo se organiza en tres secciones. En la primera describimos la
interpretacién que hemos hecho sobre los resultados en la comprension relacional, la derivada
y la realidad, y en habilidades de modelacion, obtenidos con la didéactica propuesta. En la
segunda seccion presentamos las conclusiones que consideramos pertinentes en cada cada
objetivo de investigacion. En la tercera, describimos las limitaciones del estudio, asi como las

recomendaciones que consideramos relevantes para investigaciones posteriores.

9.1. Interpretacion de resultados.

Nos propusimos tres objetivos en el estudio: a) desarrollar una propuesta conceptual
para la derivada con el enfoque hacia la modelacion, b) elaborar una didéctica para el
aprendizaje de la derivada con base en la matemaética en contexto y el enfoque hacia la
modelacion, y ¢) implementar y evaluar los efectos en la comprension relacional y en
habilidades de modelacion de la did4ctica propuesta. En esta secciéon presentamos la

interpretacion de los resultados logrados al implementar dicha didactica.

9.1.1. Comprensién relacional. La primera proposicién que guié el estudio, es que la
propuesta didactica favorece la comprension relacional. Para el anélisis utilizamos el enfoque
ontolégico semidtico de Godino (2003). Este enfoque nos proveyé de tres elementos de
analisis: las configuraciones epistémicas implementadas, argumentos de los estudiantes al
solucionar un problema, y significados del enfoque hacia la modelacion reconocidos por los
estudiantes. Con base en el primer elemento, en el caso de la matematica en contexto
encontramos una configuracion epistémica mas compleja, orientada a la construccion de
significados de la derivada como razén de cambio, y como modelo para la relacion a uno
entre dos variaciones. En consecuencia era previsible que los estudiantes contaran con un
andamiaje de significados, mismo que se manifestaria en el segundo y tercer elemento de
analisis.

Los argumentos dados por los estudiantes al resolver un problema con derivadas,

indican que éstos no cuentan con el esperado andamiaje de significados, propio de una
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comprension relacional con el enfoque hacia la modelacion. Esto es, de los cuatro estudiantes
del caso de la matematica en contexto sélo Gaby muestra comprension relacional en buena
parte (38.9%) de los argumentos proporcionados al obtener derivadas. José no realizé ningun
paso, y Cristy y Juan muestran casi s6lo comprension instrumental en sus argumentos, al igual
que los estudiantes del caso tradicional, Carlos, Raul y Erick.

El tercer elemento de andlisis, el cuestionario de comprension, tampoco evidencia en
los estudiantes la existencia de un andamiaje de significados para la comprension relacional.
De los 13 reactivos sobre conceptos, propiedades y argumentos propios del enfoque hacia la
modelacién, Gaby, Juan y José reconocen entre cero y tres conceptos o propiedades, mientras
que Carlos, Ratl y Erick del caso tradicional reconocen entre cero y dos. Ningtn estudiante de
ambos casos fue capaz de reconocer un argumento propio de una comprension relacional. Con

base en estos resultados, no apreciamos diferencias sustanciales entre ambos casos.

9.1.2. Derivada y realidad. Cuando planteamos nuestra pregunta de investigacion, nos
interesamos por los efectos en la comprension relacional y en habilidades de modelacion. En
ese momento no previmos analizar el efecto de dicha didactica para acercar la derivada a la
realidad. Sin embargo, esto dltimo lo incorporamos en las proposiciones del estudio (Yin,
2003), y dedicamos una seccion a describir los resultados. Estos nos sugieren que con la
didactica propuesta los estudiantes perciben menos érido el conocimiento o menos aislado, tal
como sostiene la teoria de la matematica en contexto (Camarena, 1999). Dichos estudiantes
manifiestan haber aprendido la derivada en un caso real. Esto ocurrié con Gaby, Cristy y Juan,
tres de los cuatro alumnos del caso de la matematica en contexto. En contraparte, en el caso
tradicional observamos que los estudiantes no asocian el concepto de derivada a una situacion

real.

9.1.3 Habilidades de modelacién. En la tercer proposicion del estudio sugerimos que
la propuesta didéctica favorece el desarrollo de habilidades de modelacion. Sin embargo,
encontramos que los estudiantes del caso tradicional muestran mayor habilidad para plantear
el problema, identificar variables, relacionarlas, y formular el modelo, ain cuando no
reconocen las etapas de modelacion. Un aspecto que puede incidir en estos resultados es que

Carlos y Ratl han llevado cursos de célculo en otras instituciones. Otro aspecto puede ser la
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capacidad individual para el analisis matemético, como nos parece en el caso de Erick, quién
llevé el curso de calculo por primera vez en la universidad y mostré mayores habilidades al
solucionar el problema.

También encontramos que los estudiantes del caso de la matematica en contexto, con
mayor frecuencia describen las etapas de modelacion como pasos para solucionar el
problema. Mientras que los estudiantes del caso tradicional no describen ninguna de tales

etapas de modelacion.

9.2 Conclusiones.

En esta seccién presentamos nuestras conclusiones en cada uno de los objetivos del

estudio.

9.2.1. Primer objetivo. Como primer objetivo nos propusimos elaborar una propuesta
conceptual para la nocién de derivada en ingenieria, con el enfoque hacia la modelacion. Con

respecto a ello concluimos lo siguiente:

e Consideramos que hemos logrado una aportacion importante al apartarnos de la nocion
de limite para significar la derivada. Con ello evitamos los problemas asociados al
aprendizaje de la derivada como el limite de una razon de cambio. Dificultad sefialada
por varios autores como Bloch y Schneider (2004), David Tall (1985), Ana Sierpinska
(en Dolores, 2000), Artigue (1995) entre otros, en el nivel internacional; y por Simén

Mochén (1994), Cordero (2001), Dolores (2000) entre otros, en el nivel nacional.

e Con nuestra propuesta conceptual podemos utilizar contextos de medicion cotidianos
para significar la derivada. Esto es, podemos iniciar con problemas en que requerimos
hacer mediciones instantdneas para variables expresadas con una razén de cambio,
tales como la velocidad, tasa de crecimiento, productividad, entre otras. Tales

mediciones son presentadas en contextos de modelar con base en cantidades.

e Consideramos que la propuesta conceptual es una alternativa que amplia el

conocimiento sobre la derivada. Encontramos que la razén de cambio promedio es
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igual a la razén de cambio de un punto alrededor del centro del intervalo de cambio, la
cual, difiere de la razén de cambio del punto al inicio de dicho intervalo. Esta
diferencia hace necesario reducir el intervalo al infinito para que ambas razones de
cambio sean casi iguales, lo que lleva a la nocion cultural de derivada como limite.

e Por tltimo, con respecto a este primer objetivo, sefialamos el caracter evolutivo de
nuestra propuesta a lo largo de la investigacion. La revision de las notas del curso de
calculo (véase Apéndice A) y del capitulo IV muestra el inicio y el final del proceso de
evolucion. Concluimos que este cardcter evolutivo afectd sensiblemente los resultados

obtenidos.

9.2.2. Segundo objetivo. Una vez que contamos con la propuesta conceptual, el
siguiente objetivo fue disefiar la didactica de la matematica en contexto con base en dicha

propuesta. Nuestras conclusiones son:

e [a didactica de la matematica en contexto no es facil de realizar, tal como lo indica
Camarena (1999). De acuerdo con dicha didactica, debe iniciarse con la seleccion de
un problema real. Dicho problema debe ser elegido de las ciencias de la ingenieria o
bien, de la ingenieria misma. En el caso de la derivada, los problemas tipicos incluyen
tres dimensiones o variables. Una independiente, una dependiente con funcion
conocida, y otra dependiente expresada como razon de cambio entre las otras dos
variables, y para la cual, se requiere una medicion instantdnea. Aparte de estas
condiciones, nuestra propuesta conceptual requiere que la funcion de la variable
dependiente sea de segundo grado. Todas estas condiciones no son ficiles de lograr en

los problemas reales de la ingenieria.

e Consideramos que son minimos los problemas que podemos utilizar con la matemética
en contexto y nuestra propuesta conceptual. Sélo encontramos la caida libre de un
objeto como un problema ideal, cercano a contextos cotidianos de los alumnos. La
busqueda que realizamos nos indica que los problemas de ingenieria, son mas
complejos en términos matematicos. Encontramos dificil utilizar tales problemas para

disefiar una propuesta didéctica para el aprendizaje de la derivada.
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9.2.3. Tercer objetivo. El ultimo objetivo fue implementar la didactica de la
matematica en contexto con base en la propuesta conceptual de la derivada, y conocer qué
efectos produce en la comprension relacional y en habilidades de modelacién. Con respecto a

ello concluimos:

e La intervencion didéctica presenta condiciones muy distintas a las de un curso normal
de calculo diferencial, mismas que afectaron los resultados. El profesor de la asignatura
presenté el material a estudiar como parte de una investigacion, y no como parte
formal del curso. Lo cual afectd de manera sensible el interés y la participacion de los
estudiantes. Aunado a esto, agregamos que la propuesta tuvo un caracter evolutivo o de
mejora sobre la marcha, con cierta inestabilidad en el contenido y en los conceptos. Asi
mismo, la intervencién duré un periodo prolongado para solucionar el problema

planteado.

e (Con base en nuestro andlisis concluimos que la propuesta didactica tiene efectos
minimos en la comprension relacional de la derivada, situacién contraria a la
proposicion inicial del estudio. Esto es, los estudiantes no construyen un andamiaje de
significados propios para una comprension relacional con el enfoque hacia la
modelacion y no significan la derivada como modelo para. Los estudiantes tampoco

identifican las tres variables de una situacion tipica de modelacion con derivadas.

e En cuanto a la segunda proposicion, concluimos que la propuesta didactica ayuda a
que el estudiante asocie la derivada con la realidad. Consideramos este hecho como un
avance con respecto a la didactica del caso tradicional, que se utiliza en los cursos de
calculo de ingenierfa industrial en CESUES. Asi mismo sefialamos que la asociacion
de la derivada con la realidad lograda con la didactica propuesta, no llega a una
comprension profunda sobre lo que implican los aspectos conceptuales en situaciones

reales.
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e Con respecto a la tercer proposicion, concluimos que las didacticas de ambos casos no
favorecen el desarrollo de las habilidades de modelacion. En particular, no ayudan a
que los estudiantes identifiquen las relaciones entre variables que implican una

derivacion, y con base en las cuales, tomarian la decision de derivar.

9.3 Limitaciones y recomendaciones.
Con base en los resultados y la experiencia lograda en este estudio, seflalamos las
siguientes limitaciones del estudio, y sugerimos algunas recomendaciones que consideramos

pertinentes para investigaciones posteriores.

9.3.1. Limitaciones. El estudio es una modesta aportacion a la educacion matematica
en el que notamos dos importantes limitaciones. La primera de ellas, es que nuestras
interpretaciones condicionan los hallazgos reportados. Limitacion inherente a la investigacion
cualitativa. En segundo término, tenemos la naturaleza de la investigacion y los tiempos de
ejecucion. Esto es, el enfoque hacia la modelacion es una postura sencilla en evolucion.
Muchas de sus ideas fueron revisadas y reestructuradas durante el estudio, con los
consecuentes ajustes “sobre la marcha”. La carrera entre el tiempo para madurar dichas ideas y
el tiempo para ejecutar el estudio, repercuti6 en la calidad de los instrumentos, el contenido de
la propuesta, y en particular, la falta de un estudio piloto. Sin embargo, pese a ello, pensamos

que la informacion generada es (til en obtener una respuesta a la pregunta de investigacion.

9.3.2. Recomendaciones para la propuesta diddctica.

e Reduccion los contenidos: La intervenciéon fue disefiada en dos etapas, una para el
estudio de las operaciones basicas como modelos simbélicos y otra para el estudio de
la derivada como modelo para. Sugerimos eliminar la primer etapa, ya que ella parece
ineficaz para ayudar a significar la derivada como modelo para. En consecuencia, la
propuesta debe iniciar con el problema de la caida libre de un objeto limitado a obtener
velocidades instantaneas con funciones de segundo grado, para luego discutir sobre
c6mo modelar la continuidad y formular la derivada como modelo para. Todo ello con

la didactica de la matematica en contexto.
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Enfatizar la construccion de significados: En las etapas de modelacion de identificar
variables y sus relaciones, la negociacién de los significados debe girar en torno a
esclarecer las tres variables de una situacién tipica de derivadas. En la etapa de
formular el modelo, debe insistirse en construir el significado de la derivada como
modelo para.

Uso de representaciones graficas: En la didactica implementada nos centramos en
construir el significado de la derivada como razén de cambio en un punto, y evitamos
representaciones gréaficas para minimizar significados como pendiente a la tangente a
la curva. Esto fue contraproducente de acuerdo a los resultados del cuestionario de
comprensién. Proponemos por tanto, incorporar el uso de representaciones graficas en
las que el estudiante determine de manera grafica razones de cambio o la pendiente de
la tangente, antes de formular el modelo. Esto permitird un conocimiento previo para
significar la derivada como modelo para.

Sesiones de consolidacion: Sugerimos consolidar los significados construidos, a través
de dos o tres sesiones con ejercicios de obtenciéon de derivadas con funciones de
segundo grado. Lo anterior como una preparacon para el estudio de derivadas con

funciones mayores de segundo grado.

9.3.3. Recomendaciones de orden metodologico.

Capacitacién del profesor: Proponemos capacitar el profesor a través de un taller
sobre el nuevo material, en que él se desempefie como estudiante. Esto le permitira
conocer mejor la propuesta e implementarla en su curso de calculo diferencial. Lo
anterior a causa de que los estudiantes mostraron menor interés por aprender al
participar en una investigacion.

Integracion del material en el curso: Recomendamos que el material propuesto forme
parte de los contenidos a estudiar, justo después del tema del limite de una funcion y
antes de la derivada como limite. Nuestra propuesta podria nombrarse “la derivada
como modelo para”. Con dicha ubicacion en los contenidos pretendemos que el
estudiante cuente con una explicacion del por qué de los procesos infinitos, y asocie la

derivada a situaciones reales.
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Evaluacién: Los estudiantes tienden a aprender aquello en que son evaluados. Por
tanto, recomendamos que la evaluacion realizada en los cursos considere las etapas de
modelacién: Plantear el problema, identificar variables y constantes, entre otras. Con
esto pretendemos que se favorezcan habilidades de modelacion.

Instrumentos de medicién: Sugerimos que los instrumentos sean revisados y
corregidos para adaptarse a los cambios propuestos. La naturaleza evolutiva de los
aspectos conceptuales gener6 imprecisiones en las nociones tedricas. Hemos corregido
la mayoria de dichas imprecisiones durante el desarrollo de la investigacién, y en
consecuencia, los instrumentos de medicién también requieren considerar tales

correcciones.

9.3.4. Recomendaciones para CESUES.

Investigacion en competencia matematica: Dado el reciente énfasis internacional para
que los estudiantes aprendan a aplicar el conocimiento matematico a situaciones reales
(Blum, 2002; OECD, 2003; Blum, Galbraith, Henn y Niss, 2007). Pensamos que es
necesario continuar investigando sobre la manera de lograr tales aprendizajes. Ello
debe generar un modelo institucional especifico para las competencias en matematicas
con base en la investigacion cientifica.

Matematica en contexto para las ingenierias: Uno de los principales logros de la
didactica propuesta es que los estudiantes manifiestan que aprendieron la derivada en
una situacion real. Esto es deseable en el aprendizaje de todos los contenidos
matematicos. En consecuencia consideramos recomendable que se utilice la didéctica
de la matematica en contexto en las carreras de ingenieria.

Ampliar la propuesta del enfoque hacia la modelacion: Aunque dicho enfoque ha
mostrado cierto potencial para construir significados en contextos de modelacion, es
una propuesta que requiere ampliarse a otros contenidos importantes para ingenieria

como derivadas de funciones sinusoidales, exponenciales, la integral, entre otros.
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3. Modelos para relaciones de variacion: Dependencia, variacién media, en punto y total’,

En este curso nos interesamos basicamente en las relaciones de cantidades que estan variando,
que aunque son un poco mas dificiles de establecer son muy importantes en ingenieria, pues con
frecuencia interesa conocer como varian ciertas cantidades en determinado momento, y en que
otros alcanzan su expresion maxima o minima, tal como pudiera ser tension dentro de una viga o
columna sometida a ciertos esfuerzos, la presion del agua que acttia sobre la cortina de una presa,
el nivel de producciéon que minimiza los costos de una fabrica, a qué velocidades un automovil
consume menor gasolina, etc.

Distinguimos al menos cuatro tipos de relaciones de variacion: de dependencia, de variacion media
e instantanea y de variacion total. Las relaciones de dependencia las tenemos cuando se da una
dependencia entre dos cantidades, en las que el valor de una cantidad independiente determina el
valor de otra dependiente. Asi si la cantidad independiente varia, también lo hara la dependiente.
El concepto matematico de funcién se constituye en un modelo para esta dependencia y la
describe a través de una representacion. Algunos ejemplos son:

a) f(x)=6x-1 b) h(t)= 5t + 3 c) fix,y) = x>+ xy —y*

Las relaciones de variacién media se presentan cuando dos cantidades estan variando y se
establece una variacion promedio entre ellas durante todo el intervalo de variacion. Por otro lado,
las relaciones de variacién instantanea se. presentan en un “instante” de las variaciones, es decir
en un punto de medicién. El concepto de derivada modela esta relacion de variacion instantanea
y permite identificar qué valor tiene en un momento, o en qué momento la cantidad dependiente ha
llegado a un valor extremo, esto es, en que momento una tension llega a ser maxima por ejemplo,
o la presion del agua sobre la cortina de una presa, o bien, en que nivel de produccién los costos
se minimizan. En el analisis de las relaciones de variacion entre dos cantidades es necesario una
revision de ciertas nociones.

3.1 La razén y la razén por unidad.

Hay diversas situaciones en las que podemos establecer una relacion entre cantidades en la que
una es varias veces o bien, parte de otra. Asl si se tiene un acervo de 5000 libros para la carrera
de ingenieria y se tiene una matricula de 500, 300 6 200 alumnos para la carrera de ingenieria, la
relacion que hay entre la cantidad de libros y la de alumnos es de 50 a 5 (5000/500 = 50/5), o de
50 a 3 (5000/300 = 50 /3) o de 50 a 2 (5000/200 = 50/2).

Algo similar pudiéramos hacer a la inversa, al identificar la relacion entre la cantidad de alumnos y
la de libros, en este caso la relacién seria de 5 a 50 (500/5000 = 5/50), de 3 a 50 (300/5000 =
3/50) o bien, de 2 a 50 (200/5000 = 2/50). Estos dos tipos de relaciones son modeladas por el
concepto de razén: “La razén de un nimero a a un numero b, distinto de cero, es el cociente que
se obtiene al dividir a entre b"

Ahora veamos un caso particular de estas relaciones. Supongamos que en cada caso del ejemplo

anterior deseamos tener una relacion de la cantidad del numerador por una unidad de la cantidad
del denominador, esto es, una relacion de a a una unidad de b. Veamos el siguiente ejemplo:

Situacion Tipica:

' S6lo se proporcionan los temas 3.1 y 3.2 en que se presenta la derivada como razén de cambio de acuerdo con

la matematica en contexto y el enfoque hacia la modelacion.
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1) Dos placas de acero provenientes de diferentes fabricantes, son sometidas a traccién en una
maquina para conocer su resistencia. La placa A tiene una seccion transversal de 2.50 cm®
cede a la traccion cuando se le aplica una fuerza de 2875 Kg. La placa B con una seccion
transversal de 1.75 cm” cede a los 2100 Kg. ¢, Cual presenta mayor resistencia a la traccion?

Planteamiento del problema:

Se pide determinar que placa tiene mayor resistencia a partir de los datos de tension y
seccién transversal.

Variables y constantes:

Seccién transversal A: 2.50 cm’
Fuerza de traccion en A: 2875 Kg
Seccion transversal B: 1.75 cm®
Fuerza de traccion en B: 2100 Kg.
Resistencia a la traccion en A: ty
Resistencia a la traccion en B: (g

Relaciones entre las variables:

La resistencia a la traccién es mayor entre mas fuerza se requiera para que la placa se rompa
y es menor entre mayor sea la seccion que se opone a la fuerza. Esto es, la resistencia es
directamente proporcional a la fuerza e inversamente proporcional a la seccion transversal.

Representacion o modelo:

a) ¢cual es mayor?

b) ¢ Qué significan esta relaciones?

La resistencia a la traccion es un concepto que s6lo se puede describir a través de dos cantidades:
una de fuerza y una de area que se opone a esa fuerza. Estas cantidades se relacionan de una
manera particular con la resistencia, a mayor fuerza requerida para romper la placa, mayor es la
resistencia. Por otro lado entre mayor area de material se requiere para que la placa se rompa, su
resistencia es menor. Asi una buena unidad de medida para la resistencia es la razon fuerza/area:
Kg/cm? . En el inciso a) se tiene una razon entre la fuerza y el area que no permite identificar cual
de las dos resistencias es mayor. En el inciso b) se tiene una razon por unidad (o tasa) que
permite conocer que tanta fuerza se requiere por unidad de area, es decir, al tener una unidad en
el denominador se establece una relacién a uno que permite establecer relaciones de tamafo. Asi
la placa B tiene mayor resistencia que la placa A. De esta forma, la razén por unidad o unitaria
funciona como un modelo para las relaciones a uno entre dos cantidades. En fisica y en ingenieria
muchos conceptos se describen mediante razones: velocidad (distancia recorrida/tiempo), presion
(fuerzal/area), densidad (masalvolimen) y se comparan mediante razones por unidad: km/hr,
Ib/pulg?, glcm®, etc.

Ejercicios.

Realice los ejercicios y problemas siguientes utilizando una razoén unitaria. En su caso, explique su
respuesta.
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10.

11.

¢, Cual es la velocidad de un automovil que recorre 630 Kmen 7 hr?;Cual es la velocidad
en millas?.

¢, Cual es la presion a que se somete el aceite de un piston hidraulico que levanta un auto
de 2500 libras, si el 4rea de contacto del piston es de 14.3 pulg®?

Desarrolle una interpretacion correcta para las siguientes representaciones

a) 40 toneladas/m? b) 40 toneladas/almacén c) 40 toneladas /dia
d) 10 dias/trabajador  e) 50 libras/bolsa f) 50 Lb-ft/motor

g) 50 Lb-f/hombre h) 10 dias/mes i) 5 millas/auto

j) 24 semanas/ 3 semanas k) 10 000 dl/ 2 casas

Ud. dispone de 4 horas para llegar a una ciudad y no sabe cual es la distancia exacta que
tiene que recorrer. ¢Cual es la velocidad que debe tener para llegar en 4 horas?

Su equipo de trabajo fue asignado para limpiar el patio posterior de su escuela. Sino sabe
el area exacta, ;jcuantos m? debera limpiar cada uno de los 5 integrantes de equipo?.
Incluya unidades.

Se tienen 2300 libros para "empastar" o reparar. Si no sabe cuantos voluntarios se
presentaran, ;cuantos libros debera empastar cada voluntario?. Incluya unidades. Coémo
seria la representacion si sabe que son 10 voluntarios pero no conoce cuantos libros se
van a reparar?

La barda de la escuela tiene 8 ft de alto pero se desconoce la distancia total a lo largo.
Tampoco sabe cuantos pintores vendran a ayudarle. Represente con un modelo los ft* que
tendra que pintar. Incluya unidades.

Una pieza de una maquina tiene que soportar una fuerza de 5000 N al levantar
determinada carga, si él area que soporta esta fuerza es de 19.63 cm? scudl es la carga
que tiene que soportar por cada cm? de area?

La pendiente de una carretera es la distancia que asciende por cada unidad de longitud.
Determine la pendiente promedio de una carretera que asciende 50 m en 3 Km.

El calor de fusién de un material solido es la cantidad de calorias necesario para fundir un
gramo de dicho material. Determine el calor de fusion del hielo si 2000 calorias funden 25

gramos de hielo.

Si se traza un mapa con una escala de 1.5 cm a 15 kilometros, ¢qué distancia representan
9 centimetros?
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3.2 Razdn de cambio promedio y en un punto.

Hasta ahora hemos revisado los conceptos que nos sirven como modelo para situaciones en las
que se presentan relaciones de tamafio, o bien, de union o separacion entre cantidades

Modelo:
Representacion  que permite comprender y
estudiar el comportamiento de las relaciones
presentes en una  situacion, que puede ser
manipulada y generar informacion vélida

Se construye con |

objetos fisicos Se construye en base
¥ a semejanzas

Se construye con
simbolos

N

Analégico .\

/

Formulan relaciones entre Utilizan dibujos mas que
variables y constantes formulas en su

representacion

Matematicos -

P4 %

O\

Utilizan conceplos que Utilizan conceptos que funcionan
= -
funcionan como como representaciones de

z 5 L
representaciones aisladas relaciones entre cantidades

14

Unidades de medida,
nimero, variable,
constante, poblacion,
ctc.

Relaciones de ’ \

tamaiio entre Relaciones de unidn
cantidades o0 separacion entre

Relaciones de
variacion entre

cantidades
/ cantidades \

Igualdad, .
desigualdad, razon, Suma, resta, Funcién, razon de
porcentaje multiplicacion, Cﬂl]l‘bl(} pu?med:o,
divisi : derivada, integral
ivision, potencia,

raices
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En esta parte del curso no analizaremos la funcion como un modelo para la relacion de
dependencia entre dos cantidades, sino mas bien, nos enfocaremos a la razén de cambio
promedio y a la razén de cambio en un punto. Para analizar la primera resuelva el problema que
se presenta en la siguiente situacion tipica.

Situacion Tipica:

1) Con frecuencia en ingenieria industrial se presentan problemas asociados a las velocidades
de un objeto, como la velocidad de una pieza en una maquina, de bandas de produccion, de
fluidos, cajas en transportadoras de rodillos, etc. Con el fin de analizar los problemas de
objetos en movimiento resuelva el siguiente problema.

Un objeto se deja caer en caida libre.; Cual es la velocidad promedio durante las primeras cinco
décimas de segundo?;,Cudl es la velocidad que lleva el objeto en el tiempo t = 0.4 s, t = 0.6 s;
en cualquier momento?cuél es la velocidad que lleva el objeto en el tiempo t= 0.4 s; t = 0.6s;
en cualquier momento ¢ si la posicion del objeto sigue la funcion s(t) = t£'?

a) Para la primera pregunta:
Planteamiento del problema:

Variables y constantes:

Obtencioén de datos:

Puntos de medicién

distancia o
posicion (m)

tiempo t (seg)

De los textos se tiene que para la caida libre, la funcién de posicion es s(f) = Y%gt,
aproximadamente, s(f) = 5t
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Relaciones entre las variables:

Representacion o modelo:

a8 5liz)-Sh)

At t2—t

Solucion matematica:

Interpretacion de la solucién:

La velocidad promedio como razén de cambio promedio.
Hemos visto que la velocidad de un objeto define como el resultado de dividir dos cantidades de
variacion: una distancia recorrida o desplazamiento entre una variacion de tiempo; también puede
ser considerada como un cambio de posicién entre un cambio de tiempo. Nos referimos a ella
como velocidad promedio y se modela con la siguiente expresion:
As
Vm=—
At
Donde vy, representa la velocidad que permite recorrer la distancia As en una variacion de tiempo
At es decir, se trata de una velocidad constante durante toda la variacion de tiempo. Al considerar
que el cociente de una cantidad a entre otra b diferente de cero proporciona una razon por unidad
entre esas cantidades, podemos ver la razon As/At como una razén por unidad entre dos
variaciones: una de posicién entre una de tiempo. De manera general si tenemos una variable f(x)
que depende de otra variable independiente x, la razén de cambio (funcion/variable) se define

como el cociente:

Af(x)  f(x2)—f(x1) _ F(x1+Ax)—F(x1)
AX  Xe=X1 AX

Dicha razén de cambio es un modelo para las relaciones de razén por unidad entre dos cantidades
de variacién. Volviendo a nuestro problema encontramos que la distancia recorrida es un cambio
de posicion cuya cantidad es de (1.25 — 0.0) m y que el tiempo transcurrido es un cambio de
tiempo cuya cantidad es de (0.5 — 0.0) s, de esta manera, la velocidad media o razén de cambio

promedio para el intervalo de 0 a 0.5 segundos de caida libre es:

As _(1.25-0.0)m

=—= =25mls
At (0.5—0.0)3

Esto es, una razon de cambio posicién/tiempo de 2.5 m por cada segundo de tiempo de caida libre.
Otros ejemplos de conceptos que se expresan como una razon de cambio son los conceptos de
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aceleracion a y productividad (a = Av/At; p = AP/Af). Conceptos como la resistencia a la traccion,
densidad y presién (1= F/A, p= m/v, P=F/A), aunque son una razén por unidad no son razones de
cambio, ya que no modelan variaciones. Volvamos ahora a la segunda pregunta de nuestro
problema.

b) ¢ Cuél es la velocidad que lleva el objeto en el tiempo t = 0.4s; = 0.6 s; en cualquier momento (?

Planteamiento del problema:

Para las mismas condiciones anteriores, ahora se pide calcular la velocidad para el tiempo =
0.4s: t = 0.6 s; en cualquier momento t. Pero ¢Cual es el tiempo t = 4 s?,t = 0.6 s?¢cualquier
momento {7

Desde una perspectiva de modelacion, la respuesta esta en la manera en que determinamos
una cantidad de tiempo. Dado que éste es continuo, necesitamos emplear un segmento de
ese tiempo como unidad de medida y luego contar cuéantas unidades tenemos. Asi cuando
hablamos de un tiempo t = 0.4 s, nos referimos al momento en que se mide una cantidad de
tiempo igual a cuatro décimas de segundo. Dicha cantidad es constante, no varia con la
unidad de medida que se utilice (décimas, centésimas, milésimas,
_.diezmillonésimas...infinitésimas de segundo):

t=0.4s=040s=0.400s= ..=0.4000000s = ... = 0.4000000000... s

Otro aspecto relacionado con el momento { = 0.4 s es cuanto dura. La respuesta también esta
en la unidad de medida que se utilice. Si se utilizan décimas, el momento { = 0.4 s dura una
décima de segundo, puesto que no se tendra ninguna otra cantidad hasta que se complete
otra décima de segundo. Si para aumentar la precision se utilizan centésimas de segundo, el
momento t = 0.4 s durara una centésima de segundo, puesto que ahora se necesitara que
transcurra una centésima de segundo para obtener la siguiente cantidad (t = 0.41 s). Si
nuestro interés es continuar mejorando la precisién y utilizamos milésimas de segundo, el
momento t = 0.400 s durara una milésima de segundo, puesto que soélo después de una
milésima se obtendra la siguiente cantidad (t = 0.401 s). Puede llevar al infinito la reduccion
de la unidad de medida, asi el momento t = 0.4 s durara un instante infinitesimal. Pero la
unidad de medida nunca puede ser cero porque no se tendria una unidad con que medir y
determinar cantidades.

Definimos entonces el tiempo t como el instante en que se tiene una cantidad de tiempo
medida con unidades infinitesimales. A dichos instantes también se les conoce como puntos
o valores puntuales de la variable tiempo.

Definimos ahora la velocidad promedio v,, para el intervalo de tiempo At en el que un objeto
recorre la distancia As como una velocidad constante para cada instante del intervalo At con
la que se recorre la distancia As: v, = As /At

Identificaremos por el momento como velocidad instantanea a la velocidad que lleva el objeto
en un instante o punto del tiempo en el intervalo At. De este modo, lo que se desea en esta
parte del problema es construir un modelo para encontrar la velocidad instantanea en que el
tiempo es igual a cuatro, seis décimas de segundo, o en cualquier instante ¢.

Las relaciones entre estos conceptos las podemos observar en el siguiente esquema:
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Igual para cada punto del

intervalo de tiempo

Velocidad

Promedio

Variables y constantes:
Distancia recorrida: As = 8; — Sy

Tiempo transcurrido: At =t; -t
Constante de gravedad: g = 9.81 m/s’

Datos:

De la seccién anterior tenemos los siguientes datos de tiempo y posicion:

Velocidad

(razon de cambio

Unica para cada punto dcl

intervalo de tiempo

\

Velocidad

Instantanea

(s)

s(f)
(m)

v
(m/s)

y podemos extender nuestros datos a las velocidades promedio en cada décima de segundo:
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At As Vin
(s) (m) (m/s)

Relaciones entre variables:

Para obtener una velocidad es necesario separar la cantidad distancia recorrida en partes
iguales a la cantidad tiempo utilizado para tener una razén de cambio que nos modele la razon
por unidad posicién/tiempo del problema. Pero no es posible determinar la cantidad de
distancia recorrida con la informacion sobre la posicion que se tiene en un solo punto del
tiempo. Se requieren dos para conocer la distancia recorrida.

Con lo que disponemos sblo podemos calcular velocidades promedio. Tambien podemos
observar que el intervalo de 0.0 a 0.5 décimas de segundo esta formado por cinco intervalos
de una décima de segundo cada uno. Si calculamos la velocidad promedio para cada
intervalo, encontramos que la velocidad promedio de todo el intervalo es igual a la velocidad
promedio del intervalo que corresponde a la tercer décima de segundo. Podemos ver que este
tercer intervalo se encuentra al centro del intervalo de 0.0 a 0.5 segundos. También
encontramos que la velocidad de cada intervalo de una décima se incrementa en forma
constante de un metro sobre segundo.

Esto nos sugiere que si un intervalo de tiempo esta formado por intervalos menores iguales y
sus velocidades se incrementan en forma constante, la velocidad promedio de todo el
intervalo es igual a la velocidad promedio de un intervalo menor situado al centro del mismo.
Si este intervalo menor es del tamafio de una unidad de medida infinitesimal, estaremos
hablando de un punto. Asi la velocidad promedio de un intervalo es igual a la velocidad
instantanea de un punto de tiempo ubicado al centro del mismo, cuando estas velocidades se
incrementan en forma constante.

Para ver si esta condicion es una propiedad para las velocidades que se incrementan de
manera constante en intervalos de tiempo iguales, hagamos el siguiente analisis:

Si en lugar de décimas de segundo utilizamos el intervalo At para medir el tiempo, como una
unidad de medida infinitesimal, al inicio del intervalo tendremos un tiempo ¢; y al final un
tiempo t, = t; + At . Si dentro de un intervalo cualquiera de tiempo tenemos n intervalos
infinitesimales, entonces tendremos n + 1 cantidades o puntos de tiempo:
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| | | | |

| |
h 5]

S A

I I ! I |
le ty

A .\ - A > AN N

Al

Al At At At

En cada punto tendremos al objeto en una posicién s(t) y con una velocidad v(t). Tambien
tendremos que en cada instante At ocurre un cambio de velocidad Av. Al inicio de dicho
cambio tendremos una velocidad v, y al final una velocidad v, = vy + Av. Si representamos la
velocidad obtenida en el primer punto del tiempo con vy, = vy, la velocidad del segundo

instante con vy = V2

y asi sucesivamente, para todo el intervalo de tiempo tendremos n +1

velocidades instantaneas. La velocidad promedio de todo el intervalo seré igual al promedio
de todas las velocidades instantaneas para estas condiciones:

v ZV;‘ Viry+ V) + ... Viey+... Vilm+1)
'm= -
n+1 n+1
y Viez) = Vi + AV, V() = Ve + 2AV, Vi < 1) = Viey + DAV
. o n
y en virtud de su posicién: Vl:c)ZV(uMEAV
Luego:
Svi v+ (veen+Av) + (van + 2Av) + vy + 3AV)+.. + (Vun +NAV)
Vm= =
n+1 n+1
” SVi Vi + Vi + AV 4 Vi + 2AV + Vey + 3AV 4 L+ Van + DAV
m = =
n+1 n+1
” Svi vm;(n+1)+(Av+2Av+ 3AV +... + n/_\v)
'm= -
n+1 n+1
vm(n+1]+9(n+1ﬂAv)
Vi 2
Vin= - =V +—AV = Vi)
n+1 n+1 2

Con esta demostracién confirmamos que para estas condiciones, la velocidad promedio de
un intervalo de tiempo cualquiera es igual a la velocidad instantanea del punto {. que se

encuentra al centro del mismo: vy, = Vi

Representacion o modelo:

Aunque aun no hemos desarrollado un modelo para obtener la velocidad en un punto
cualquiera f, la reflexion previa nos lleva a que podemos elaborar un modelo para la velocidad
o razobn de cambio posicién/tiempo en un punto f, construyendo un intervalo de tiempo
cualquiera alrededor del mismo de tal forma que quede colocado en el centro. Si el punto
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inicial lo representamos con t; y el final con t; y calculamos la velocidad promedio obtenemos
un modelo para la velocidad en un punto cualquiera fc:

vty =25 - Sl -sh)
At fo—t

para poner este modelo como una funcién de t; hacemos: ti=tc- %At y t=k +%At

asi nuestro modelo para la velocidad instantdnea o razén de cambio posicion/tiempo en un
punto . es:

S(fc+1AfJ—8[fc-1AfJ
2 2

(tc+1m‘)—[tc-1m]
2 2

S(fc - ; AIJ - s(&—, = % At]
V(rc} =

At

v(t) =

para nuestro problema, la funcién de posicion es s(f) = 5¢ dada en metros. Si colocamos
esta funcién en el modelo anterior, tendremos un modelo que nos proporcione la velocidad
instantanea de la pelotita en cualquier momento de la caida libre:

S(fcﬁ-%ﬂf]-S(tc—%ﬂtJ
v(te) =

At

i ¥ (P
5[rc+ > AI] = 5(& 3 N] 5(:3 +leAt +(A!)2)—5(fcz —MH(A‘)z)
v(te) = Al - At

Bt:2 + 5teAt +5(At)° —5t2 + 5teAt —5(At)°  10tAt
Vite}= Al T A

=10fc

asi el modelo de velocidad instantanea para nuestro problema es v(t;) = 10t (m/s).

Solucion matematica:
Lo que se nos ha pedido es encontrar la velocidad instantanea en que el tiempo es t = 0.4 s;
t = 0.6 sy para cualquier momento t . Si hacemos el valor t = {; , podemos calcular la
velocidad en t utilizando el modelo anterior. Asi tenemos:
v(it=0.4s)=10(0.4) =4.0 m/s
v(t=0.6 s) = 10(0.6) = 6.0 m/s

v(f) = 10t (m/s)
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Interpretacion de la solucién:

. Qué significa esto? Si consideramos que v(f;) = 10t. es el resultado de dividir la distancia
recorrida entre el tiempo transcurrido, lo que tenemos es una razén de cambio posicion/tiempo
en un punto t. Esto quiere decir que en el momento t = 0.4 s la razon de cambio
posicién/tiempo es de cuatro metros por un segundo de variacion. Siesa razon se mantuviera
por dos segundos, la variacion de posicion seria el doble: ocho metros. Como ejercicio
encuentre la velocidad instantanea para cada décima de segundo de caida de la pelotita.
Volvamos a nuestro problema y tratemos de resolver la tercer pregunta.

c) ¢ cudl es la velocidad que lleva el objeto en el tiempo t=0.4s; t=0.86s; en cualquier momento ¢
si la posicién del objeto sigue la funcion s(t) = £?

Planteamiento del problema:

Se pide determinar la velocidad que lleva el objeto en t = 0.4 s; t = 0.6 s; en cualquier
momento { como en el caso anterior pero con una funcién de posicion s(f) = 2. Esto nos lleva
a que no es posible utilizar el modelo construido para las condiciones de la segunda pregunta,
ya que la velocidad no se incrementa de manera constante para iguales intervalos de tiempo y
por lo mismo, la velocidad promedio de un intervalo no es igual a la velocidad promedio del
punto central. Lo mismo podria decirse considerando a la velocidad como una razon de
cambio. En consecuencia nuestro problema es indagar la velocidad en un punto t aun cuando
no dispongamos de un punto t, cuya velocidad es igual a la velocidad promedio del intervalo.

Variables y constantes:

Distancia recorrida: As = s; — 54
Tiempo transcurrido: At =t; =t
Constante de gravedad: g = 9.81 m/s
Tiempo ¢

Tiempo t;

Relaciones entre las variables:

La pregunta inmediata en la solucion de este nuevo problema es ;qué ocurre si el punto ¢
tiene un valor diferente de t.? Sabemos que no podremos utilizar el modelo desarrollado,
ipero qué relaciones podriamos encontrar si t esta en diferentes posiciones dentro del
intervalo? ¢/Qué pasa si t se encuentra al inicio del intervalo por ejemplo?¢a un cuarto? sa
tres cuartos? Lo Unico de que disponemos para indagar este tipo de relaciones es el modelo
que hemos desarrollado:

1 1
S|te+—At |—8| le-=At
As _s(ta)-s(t) _ (42 ) ( 2 J
At ta—t At

V(fc) =

Como siempre tendremos la velocidad del punto central en el intervalo. Este modelo lo
podemos poner en funciéon del punto ¢ y de su posicion representando a f, en términos de
tales valores. Si t se encuentra al inicio del intervalo, f; es:

fc:h%m‘; luego: ti=t y ta=t+At

tenemos:
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As _ s(t2)-s(t) _ s(t+At)-s(t)
At te-ti At

v(te) = ycomo fe=t+ % At

" +1At) _s(t+at) -s(t)
2 At

Si sustituimos nuestra funcion de posicion s(f) = 5¢ obtenemos:
2 2
5(t+At) —5(t)

1
fe) =v(t +=Al)= -
) =vit 2 A = 2L

5% + 5(2tAt) + 5(At)? — 5t
At

=10t +5At

v(te) = v(t+ % At) =

de donde tenemos que la velocidad en el punto . es 10t + 5At y sabemos que el primer
término es la velocidad del punto (.

Siel punto t se encuentra ahora a un cuarto del inicio, tendremos que:

tczhlm‘; luego: t1=t—1At y rz=t+§at
4 4 4

y:
s(t+ EM) -s(t- 15!)
v(te) = oA Sh)-Sig = 4 4 ycomo fe=t+ 1At
At ta—t At 4
1 s(t+%m‘)—s(t—%m)
v(t +—Af) =
4 At

nuevamente, si sustituimos la funcién de posicion s(t) = 5 :

5 2
1 5[r+§mJ %[r-%m}
V(l‘.‘C) = V(I 'f'zﬂf) = =

4
At
1 5(r2+gmt+%m2)-5[t‘*—Emuiar?] .
v(te) = v(t+—Al) = =10t + - At
4 At 2

nuevamente obtenemos que la velocidad en el punto f; es la velocidad del punto f mas otra
cantidad de velocidad. Si repetimos este proceso para posiciones del punto ¢ igual a la mitad,
a tres cuartos del inicio del intervalo y al final del mismo tenemos los siguientes resultados:
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Posicién de ¢ te v(te)
0 t+1m s(t + At) - s(t)
2 At

3 1
t+> At)—s(t—— At
B+ o Al-sl— A

1 f+1Af
4 4 At
S(t+- At —s(t - Al)
1 ¢ 2 2
2 At
1 3
S(t+ - At)—s(t— > Ab)
E f_lm 4 4
4 4 At
; . A s(t) - s(t - At)
2 At

=10t +5At

=10t+§At
2

=10t
5

=10t ——At
2

=10t - 5At

En estos resultados encontramos que la velocidad en el punto ¢ es el término 10t y que este
aparece como un término constante en cualquier posicién de t dentro del intervalo e
independiente del tamafio del mismo. Dichos términos los representaremos con la expresion
tiic (términos independientes del intervalo en el cociente) y con ellos podemos identificar la
velocidad en el punto t aunque no sea igual al punto f. como hasta ahora lo hemos hecho.
Esto nos lleva a que si calculamos la velocidad del punto central a partir de un punto f que se

encuentra al inicio del intervalo, tendremos que:

- 1., S(t+at)-s(t)
v(te) = v(t +5At) Hele———
v(r):tﬁc[s[mm)—s(f)]

At

que en nuestro problema equivalen a:

v(te) = v(t + % At) =10t + SAt y:

v(t) = tiic[10t + 5At] = 10t
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Como esta velocidad se obtuvo a partir de la funcion de posicion s(f), la expresamos también
como la “razén de cambio posicién/tiempo en un punto obtenida partir de la funcion s(f)", esto
es:

s'(t) = v(t) = 10t + 5At y s'(t) = v(t) = tiic[10t + 5At] =10t

Ahora nuestro problema es extrapolar estas relaciones a una situacion en la que el valor f; no
se encuentra al centro del intervalo de medicion, como ocurre con la funcién s(t) = £

Podemos aplicar estas relaciones al caso en el que la razén de cambio promedio del intervalo
sea igual a la razén de cambio de un punto f, que no necesariamente se encuentra al centro
del intervalo. Podemos auxiliarnos con el siguiente dibujo en el que se representan los
tiempos t, t;, by, y t, con las respectivas posiciones y velocidades de un objeto en movimiento,
asi como las posiciones de t y t, dentro del intervalo de variacion At, donde representamos la

relacion (t —t1)/(t2~t1) como k y la relacion (t—t1)/(tz~t) como k', asi la posicién del punto
tes kAt, y y del punto f, es k'At.

| | e
I I —
v(i7) V(1) V(1)
I I T —
T ) =5
SUJ) S(f) S(f.u)
| |
| l =
{; ! lp 15} {
B ==
kAt (k) Al
- fe=

si representamos f,, £, y t; en términos de ¢y construimos un modelo para la velocidad como
la razén de cambio posicién/tiempo encontramos que:

to=t+(k'At —kAt) = to=t+(k'- k)AL,
y: ti=t—kAt
t=t+(At-kAt)=>  to=t+(1-k)At

Representacion o modelo:

Sustituyendo en la razén de cambio promedio posicién/tiempo, el modelo de velocidad en el
punto f, es:
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§'(to) = v(bo) = i—f = w

$'(ts) = v(ty) = v(t + (k' kyat) = SLHI=K )i:g —s(t - kat)

Este modelo ya no esta sujeto a las condiciones de tener una velocidad constante entre
intervalos de tiempo constantes. Puede utilizarse con cualquier funcion de posicion. Ahora si
ponemos el punto t al inicio del intervalo, t = t; y k es igual a cero, el modelo para la

velocidad en {, y en t queda:

s(t + At)—s(t)

S'(t) = v(le) =v(t+ k'Al) = A

s(t+At)—s(t}]

s'(t) = v(t) = tiic [ =

Asi si nuestra funcion de posicion es s(f) = £, el modelo para la velocidad en el punto t es:

s'(te) = v(to) = v(t + k' At) = S(Lﬁ:"—s(ﬂ
(t+A0° () _ £ +32At+ BAL +£ -
At At

s'(t) = V(to) =

3t2at + 3t (At) +(at)’

= 3t + 3tAt + (At)’
At

s'(fs) = v(fp) =
de donde obtenemos que:

' i t+ At)—s(t i 2 2 »
s'(t) = v(t) = tiic [%—sﬂ}mc[ar +3tAt + (At) ]=3f

s'(t) = 3t?

De manera general, si tenemos una variable independiente x y una funcion f(x), la razén de
cambio funcién/variable en el punto x, obtenida a partir de f(x) esta dada por:

£(x0) = v(x + k" Ax) = X+ AX) = 1(X)
AX
y la razon de cambio funcién/variable en el punto x obtenida a partir de f{x) esta dada por:

f(x+Ax}~f(x)]
AX

f'(x) = tiic [
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Esta razon de cambio funciona como un modelo para la relacion a uno (razén por unidad)
entre dos variaciones que existe en un punto. También se conoce como la derivada de una
funcién f(x) aunque no es su definicién formal. Volvamos a nuestro problema.

Solucion matematica:

Lo que se nos ha pedido es encontrar la velocidad instantanea en que el tiempo es t = 0.4 s;
t = 0.6 sy para cualquier momento { cuando la posicién sigue una funcion s(f) = . Hemos
encontrado que en esos casos la velocidad instantanea para t es s{f) = v(f) = 3£
Sustituyendo los valores de t tenemos:

v(t=0.4s)=3(0.4)°=0.48 m/s
v(t=0.6 s) = 3(0.6)° = 1.08 m/s

w(t) = 3¢ (m/s)

Interpretacion de la solucion:

. Qué significa esto? Si consideramos que v(f) = 3F es el resultado de dividir la distancia
recorrida entre el tiempo transcurrido, lo que tenemos es una razoén de cambio posicion/tiempo
en un punto f Esto quiere decir que en el momento t = 0.4 s la razén de cambio
posicion/tiempo es de 0.48 metros por un segundo de variacion. Si esa razon se mantuviera
por dos segundos, la variacion de posicion seria el doble: 0.96 metros.

Podemos resumir las razones de cambio promedio y en un punto descritas con este problema en el
siguiente esquema:

Modelo para

(modelo que representa las

relaciones entre las cantidades
en una situacion general)

\ la relacion entre la
variacion total de una

variable dependiente y
la razon de cambio en
un punto

la relacion a uno (razones \

por unidad) entre dos
variaciones que existe en
un punto

\

razon de cambio en un
punto
f'(x) = m‘.:[ il Ax]_—_f(_x_)—’

Ax

relaciones de dependencia
entre cantidades que
varfan

la relacion a uno
(razones por unidad)
entre dos variaciones
igual para cada punto de
un intervalo

integral

[ F1(x)dx

razon de cambio
promedio

Af(x) E fix + Ax) = f(x) = (%)

Ax Ax
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En la solucién del problema anterior hemos visto que la razén de cambio promedio es igual a la
razon de cambio de un punto x, y que la razén de cambio de cualquier punto x dentro del intervalo,
es igual a los términos independientes del tamafio del intervalo en el cociente (tiic) de la razon de
cambio promedio. De manera general podemos utilizar estas relaciones para encontrar la razoén de

cambio en un punto.

Ejemplo:

Encuentre la razén de cambio en punto f(x) obtenida a partir de la funcion f(x) = 4x* + 2x . Para
ello obtenemos la razén de cambio promedio, igual a la razén de cambio en el punto X, :

Filxp) = TXEAX =) o sy = 42 4 2x
AX
40x + Ax)? +2(x + AX) = [ 4(x)° +2(x) |
f'(xp) =
Ax

, A(X? + 2XAX + (AX)?) + 2(x + Ax) — 4(x)? — 2(X)

F'(Xp) =
AX

, 4x% + BXAX + 4(AX)? +2X + 2Ax —4x? —2x

f (Xp) =
Ax
2

f,(xp):8x,ﬁx+4(ax) +2M=8x+4ﬂx+2 y:

AXx

f'(x) = tiic[8x + 4Ax + 2] = 8x +2

12. Para las siguientes funciones encuentre f(x):
a) f(ix)=x* b) f(x)=7x° c) fix)=x*+ 5x

d) f(x)=2x"+x e) f(x) = x*+3x+1

224



Apéndice B: Examen argumentaciones

Apéndice B: Examen sobre argumentaciones

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUISR. C.

Curso: Examen: Contenido: Grupo:
Calculo diferencial e int. 20. PARCIAL Limitey derivada 01
- Nombre del alumno: Fecha; Puntos:

Prof. Ing. Maximiliano Cervantes S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha.
Utilice el reverso de la hoja si lo considera necesario.

2
1. Encuentre los limites siguientes:  4)lim = =0 b) lim 3.\-2 -5x—4
X239 vx -3 x—9

2. En un circuito eléctrico la intensidad i de la corriente esté en funcion del voltaje suministrado V y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modelo i = V/R . Si el voltaje suministrado a dicho circuito
es de 5v, determine el limite de la intensidad cuando la resistencia tiende a los valores: a) R =2 b) R=0.65

3. Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) fix)= 6x° b) f(x)= X —2x

4. Una fabrica ha encontrado que la produccion global en sus diferentes lineas, medida en productos esta
relacionada estrechamente con el nimero de trabajadores por turno y sigue la funcion de produccion
fix) = -x* + 210x donde x representa el nimero de trabajadores en el turno. a) Desarrolle un modelo para la
razén de cambio produccién/trabajador en un punto (ritmo de produccién). b) Determine el ritmo a que
cambia la produccion por trabajador cuando se tienen 100 trabajadores en el turno.

Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso
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Apéndice C: Cuestionario sobre comprension

oe CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
e b UNIDAD SAN LUIS R. C.
Oliuavery  CUrSO: Examen: Contenido: Grupo:
“68>  Caloulo diferencial e int.  20. PARCIAL Teoria 01 A
. Nombre del alumno: Fecha: Puntos:

Prof. Ing. Maximiliano Cervantes S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesta correcta.
Si tiene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: "En una planta se producen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana.
¢ Cuantos camiones se produciran para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a
partir de la segunda semana?”. El planteamiento matematico para solucionarlo y = 140 + 5x es:

a) Una formula b) Un modelo de c) Un modelo para d) Ninguna anterior

2. Si una pieza de aluminio al calentarse se dilata 0.030 m cuando la temperatura aumenta en 10 °C, la

expresion 0.003 m/°C es:
a) Una razon por unidad b) Una derivada c) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

3. Siun objeto recorre 60 Km en el tiempo de una hora, la expresion 60 Km/h significa:
a) Una velocidad instantanea  b) Una velocidad media  ¢) Una razon por unidad  d) ninguna anterior

4, La pieza A de una maquina tiene que soportar una fuerza de 5000 N al levantar determinada carga. Si el area

que soporta esta fuerza es de 10 cm?, la expresion 500 N/cm? es:
a) La rapidez de variacion b) Una razén por unidad ¢) Una razén de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

5. Cuando se dice que una variable toma el valor de un “punto”, la palabra "punto” significa que se trata de:
a) Un intervalo infinitamente pequefio b) Una misma cantidad sin importar la unidad de medida

c¢) Una cantidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anteriores
6. Para diferentes posiciones del punto x dentro del intervalo Ax, la razén de cambio promedio obtenida a partir
de dicho punto x e intervalo Ax es:
) J(x+ Ax) - f(x)

Ax
c) La razon de cambio en x mas otros términos con Ax d) Ninguna de las anteriores

b) Un modelo para la relaciéon a uno entre dos variaciones

7. La derivada como modelo para representa;:
a) La relacion a uno entre dos cantidades de variacion en un punto
b) La pendiente de la recta tangente a la curva c) Larazon de cambio en un punto

d) La rapidez de variacion

8. Laderivada como lim L el Jin) significa que en el limite:

Ax—0 Ax
a) Ax =0y que la pendiente de la recta secante es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva
b) Que la pendiente de |a recta secante se aproxima a la pendiente de la recta tangente a la curva
¢) Que la pendiente de la recta secante es igual a la pendiente de la recta tangente a la curva
d) Ninguna de las anteriores

9. Larazon de cambio en un punto:
a) No existe porque en un punto no hay variacion b) Se tiene que "derivar” a partir de una funcion

c) Es un artificio porque Ax tendria que ser cero para estar en el punto y si es cero, no hay razén de cambio
d) Ninguna de las anteriores
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Jx+Ax) = f(x)
— " es!
Ax
a) La derivada del punto x ubicado al centro de Ax b) La pendiente de la recta tangente a la curva
c) La razoén de cambio promedio d) Ninguna de las anteriores

10. Para las funciones de segundo grado

11.Si f(x) = 5x°, entonces f(2) = 20. Esto significa que:
a) La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recta tangente a la curva es de 20
c) f(x) es una funcion para cualquier punto x d) Ninguna anterior

12. Menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en tu medio ambiente:
13. Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero que no lo son:
14. Indica cual de los siguientes problemas se pueden modelar utilizando la derivada:

a) Se estima que dentro de t afios la poblacién de San Luis Rio Colorado (en miles de habitantes) esta dada
por la funcion: P(f) = £ + 200t +150 ;Cual ser4 su tasa de crecimiento dentro de 5 afios?

b) Un objeto se mueve sobre una linea recta de forma que después de { minutos su distancia en metros al
punto de inicio esta dada por S(f) = 10t + 5/(t + 1). ¢ Cual es la velocidad en los primeros tres minutos?

c) El tiraje (numero de periodicos producidos) esta creciendo a un ritmo constante. Hace tres meses era de
3200. Actualmente es de 4400. ;Cual sera el tiraje dentro de dos meses?

d) A medida que una sierra circular metalica se calienta, su diametro aumenta a razon de 0.01 cm/min.
¢ Cual es la variacion del area de uno de sus lados exactamente a los dos minutos?

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14.

16. En una hoja aparte demuestre que en caida libre la velocidad media para un intervalo es igual a la velocidad
instantanea del punto central del intervalo.

J(x + Ax) - [(x) y

17. Porqué es necesario que Ax tienda a cero si la derivada se define como  f'(x) = Alimo %
X—> X

f(x+Ax) = f(x) |

X

no como ['(x) = tiic

Para la funcion de la siguiente grafica: i A
10

Y

18. ¢ Cual es la derivada en x = 3?
a) 6b)4 <¢)2 d 0

19. ¢ Cual es la derivada en x = 67
a) 10 b)y4 c¢)2 d 0
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Apéndice D: Examen sobre habilidades de modelacion

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

wtnd) Curso Examen: Contenido: Grupo: A
Calculo diferencial e int.  3r. Parcial Aplicacioén 02
Nombre del alumno: Fecha: Puntos:

Ing. Emmanuel Viera

Resuelva correctamente el siguiente problema explicando cada paso:

El departamento de administracion de inventarios de Bose S.A. de C.V. ha estado enfrentado el
dilema del tamafio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacién, algunos
componentes de sus productos son administrados bajo el sistema Just in time (JIT) pero otros deben
ser ordenados en pedidos de acuerdo al agotamiento que se produce en sus almacenes. Los
administradores reportan que el tamafio del pedido repercute en los costos totales de administracion
del inventario. Para disponer de un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al
proveedor Mitsuni e incurre en un costo por hacer el pedido. Entre mas pedidos haga, se tienen
mayores costos por pedido. Una vez que éste se ha recibido, se manda al almacén hasta que es
enviado a la linea de produccion. Cada dia que el componente pasa en el almacén la compaiiia cubre
un costo por mantenerlo ahi, es decir se incurre en un costo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menor sea el tamario del pedido, se haran mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor costo por mantenerlos, pues seran pequefas
las cantidades almacenas. Por otra parte, entre mayor sea el tamarfio del pedido se tiene el proceso

inverso.

Para fines préacticos, la administracién ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez,
que los costos totales no sean excesivos. En el departamento de ingenieria lo que mas preocupa por
el momento es saber como varia el costo total (cuanto se incrementa o disminuye) para un tamafio de
pedido dado. Algunos datos obtenidos por el departamento para los siguientes componentes son:

COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D
Proveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo
Tamafio del pedido actual | 100 unidades 150 unidades 50 unidades
Costo por hacer un pedido | 20 dl/pedido 20 dl/pedido 20 dl/pedido

Demanda anual

1000 unidades

1200 unidades

800 unidades

Unidades en el inventario
en promedio

50 unidades/afio

75 unidades/afo

25 unidades/ano

Costo anual por mantener
una unidad en inventario

1.2 dl/funidad

1.2 dl/unidad

1.2 dl/unidad

Por el momento resuelva el problema que tiene el departamento de ingenieria.
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Apéndice E: Configuracion epistémica implementada, caso tradicional

Configuracion epistémica implementada.

Aplicamos el analisis epistémico de Godino y Batanero a las transcripciones de la clase
del 20 de febrero en que se presenta la derivada como limite. Dicho andlisis consiste en
separar el texto en unidades naturales y agruparlas en unidades epistémicas de acuerdo a la
entidad primaria del significado negociado. La trayectoria epistémica propuesta para dicha
clase es descrita a través de las Tablas E1, E2 y E3, correspondientes a tres secciones en que
se dividi6 la clase. A continuacion mostramos las configuraciones epistémicas que

determinamos cada seccion.

Configuracion epistémica uno. Esta configuracion es iniciada con la unidad
epistémica uno (véase Tabla El), al recordar el significado de recta tangente y de recta
secante, y termina al reconocer que una parabola es la grafica de una funcién de segundo
grado. Creemos que en la primer unidad epistémica la trayectoria presenta un estado
conceptual, al poner en juego la definicion de recta secante y recta tangente. Observamos que
la definicion se limité a los puntos de la circunferencia, y no a la curva que describe una
funcion.

La segunda unidad epistémica nos sugiere un estado lingiiistico en que es presentada la
forma grafica de describir los conceptos negociados. Esto es, el profesor dibuja la
circunferencia con una recta secante y una tangente. Luego, él dirige la clase al tema de
funciones en la tercer unidad epistémica, y afirma que el grado de una funcion es identificado
por su exponente, aunque no aclara que debe ser el mayor, lo que puede generar conflictos
semioticos.

En la cuarta unidad epistémica, se realiza un repaso de la propiedad grafica de las
funciones de segundo grado, como una curva parabolica. En este punto el profesor trata de
asociar las funciones a sus curvas caracteristicas como una propiedad con el ejemplo de la
funcién de segundo grado x* +3x. Estas cuatro unidades epistémicas las agrupamos en la
configuracion epistémica uno, y sugerimos que, de manera global tiene un caracter
esencialmente conceptual, previo para la construccion del concepto de derivada. Pensamos

que los principales significados negociados incluyen los conceptos de recta secante, recta
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tangente, grado de una funcién, representaciones notacionales y graficas de funciones de

segundo grado.

Unidad | oMY | Unidad | A, Carécter
Natural | D" Epist. P global de CE
(tiempo)
117 | Recordatorio del concepto de recta secante 7 T— Conceptual:
y recta tangente a una curva Se pretende
18-23 CE-1 9 I.’rescnta(nén grafica d.e recta llang_ente y E3: lingtistico que los
recta secante en una circunferencia alumnos
5.10.00 Recordatorio de que el grado de una recuerden
24-25 a‘ ' 3 funcién es determinado por su mayor E5: proposicional | conceptos
5:12:09 exponente previos para
Reconocimiento de que la grafica d ol
26-32 4 ﬁec ‘goc g'égc (.Hilz _? ;_gr ca ce _Lfrl.;a! ES5: proposicional | nocion de
incién cuadratica: x” -+ 3x es una parabola dbsividi
3334 5 Planteamiento dcl.pl‘oblema de obtener la B1: siteacional
tangente a una parabola
Introduccién de graficas y notaciones para
35-47 6 la variable independiente, su incremento y  |E3: lingiiistico
Iﬁmcién x x + Ax, fx) | Conceptual:
ntroduce notacion para el incremento en la P —— Se formula la
48-52 e 7 funcion [flx + Ax) - )] E3: lingiiistico st
56-65 g Se propone que la sf':ca.nle se convierte en  |Es: proposicional | cOMO una
tangente cuando el incremento tiende a cero funcién  que
5:12:09 ; : ; .
Describe la accion para obtener la funcién permite
66-67 a’ 16: 9 que proporciona la inclinacioén o pendiente |E2: actuativo obtener la
3:16:34 de la tangente pendiente de
Se introduce la formula para obtener la la tangente a
pendiente de la tangente: . una curva.
68 10 ) E3: lingiiistico
; x+Ax) - f(x
1) = lim LG A0~ 1G)
Ar—0 Ax
69-72 . Sa? dcfjm'e la derwadE} como la funcién que BA: Goricaptual
proporciona la pendiente de la tangente
Descripcion de situaciones en que es Util la Situacional:
73-82 12 derivada, equivocadamente menciona que  |E1: situacional Se  pretende
CE-3 sirve para obtener una velocidad media que los
Mencion de la derivada como velocidad en alumnos
83-92 |5:16:34 |13 un punto 'y su utilidad en problemas de El: situacional identifiquen
a optimizacion. situaciones
5:20:52 . - . que justifican
93-94 14 Se msa_st.e en que la formula de la derivada B eonceptusl el estiutio de
proporciona una tangente .
la derivada

Tabla E1: Trayectoria epistémica de la clase del 20 de febrero. Ira.

seccion. Caso

tradicional

Configuracion epistémica dos. De manera global en esta configuracion se formula la

derivada como la pendiente de la tangente a la curva y abarca de la unidad epistémica cinco a
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la 11. En la unidad epistémica cinco se propone el problema de obtener la recta tangente a una
parabola. En la seis, el profesor presenta la grafica y las notaciones correspondientes. En la
unidad epistémica siete, se introduce la notacion para el incremento de la funcion. En la ocho,
el profesor explica que la pendiente de la secante se transforma en la pendiente de la tangente
a la parabola cuando el incremento tiende a cero. La expresion de un alumno: jorale! nos
sugiere que se ha generado un acto de comprensién. En la unidad epistémica nueve, el
profesor describe la accion para obtener la funcion de la pendiente a la curva, por lo que dicha
unidad tiene un estado actuativo. En la diez, se formaliza la accion a través de la férmula de la
derivada como el limite de un cociente. En la unidad epistémica 11 se presenta un estado
conceptual, ya que el profesor define la derivada con dicha formula para una funcion de
cualquier grado.

En esta configuracion se formula el concepto de derivada sin mayor discusion por los
alumnos. Entre los significados puestos en juego, encontramos la situacion problema de
determinar la tangente a una parabola, el uso de notaciones x, f{x), Ax, fix + Ax), la derivada
como una formula para la pendiente de la tangente, y como un limite. De manera global,
sugerimos un significado conceptual para esta configuracion epistémica, ya que se pretende

definir la derivada.

Configuracién epistémica fres. Sugerimos un cardcter esencialmente situacional para la
configuracion epistémica tres. El profesor menciona diversas situaciones problema en las que
se utiliza la derivada para su solucién, como una justificacion para el estudio. En la unidad
epistémica 12 el profesor pregunta a los estudiantes sobre el porqué aprender derivadas, €l
insiste en que los alumnos recuerden lo aprendido en preparatoria. En la unidad epistémica 13,
el profesor expone la situacion en que se requiere calcular la velocidad de un objeto en caida
libre, como un caso de aplicacién de la derivada. También €l expone la situacion en que se
requiere minimizar el material de una lata como otro caso de aplicacion, y menciona el ahorro
de tiempo obtenido a través del céalculo como una justificacion para su aprendizaje. En la
unidad epistémica 14, el profesor insiste en situaciones en que la derivada proporciona la

tangente a la curva.
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Configuracion epistémica cuatro. Se inicia con la presentacién de un problema

prototipico para solucionar. Se trata de obtener la pendiente de la tangente por medio de la

derivada de una funcion lineal, f{x) = 2x — 6. Esta configuracion basicamente tiene dos

momentos que se caracterizan por las unidades epistémicas 16 y 17.

Unidad | oMY |Unidad | oL T Cardter
Natural |, Do Epist. P global de CE
(tiempo)
Se presenta el problema de obtener la Actuativo: Se
95-96 15 tangente de una funcion lineal [f{x) =2x— |El: situacional pretende que
CE-4 6]a través de la derivada los alumnos
Inicia la préactica introduciendo la funcién conozcan el
97-102 |5:20:52 (16 lineal en la férmula de la derivada como E2: actuativo procedimiento
a limite para obtener
Snls Se desarrollan las practicas algebraicas IR AAVHCR 05
103-113 17 - ) P Bos E2: actuativo una funcion
necesarias para obtener la solucion fiieal
Ahora propone el problema de obtener la
115 18 derivada de la funcién cuadratica: f{x) = 4x* |E1: situacional
—3x+35 .
Inicia la practica introduciendo la funcién é\ctuatwo&
116-123 19 cuadratica en la formula de la derivada E2: actuativo 2 pi‘eten 5
como limite 2;33[11?15
—— — 7 0s
124-128 20 Se {n51ste en el significado del objeto EA: conceptual et
derivada como tangente < e
129-154 e 21 o deszf!'rollan. i pe alge?:ra;cas E2: actuativo procedimiento
necesarias para obtener la solucién ; ;
P : ; para obtener
5:24:18 Recordatorio de que el incremento en x s
la derivada de
155-166 |a 22 debe ser cero para tener la tangente en un E4: conceptual i
una funcion
5:36:23 punto i
. — cuadrdtica, se
Se mencionan problemas de optimizacion, fencionan
170-203 23 valores Enaxmms y ta§as de. crecu‘fuento B situacional posibles
econémico como justificacion para el S
s 4 aplicaciones
estudio de la derivada para justificar
204-214 24 Se hace. referencia a la exactitud de las Es: proposicional | su estudio.
matematicas
219-226 75 Se dgsan'o]lan précticas a]ggbralcas para R2: actuativo
terminar de obtener la solucién
Se presenta el problema de obtener la T— Actuativo: Se
A28 | ppy A derivada de f{x) = 3x” — 2 a los alumnos EL: sitaciaral pide a los
El alumno introduce la funcién en la : , alumnos que
229 5:36:23 27 formula de la derivada como limite 9 getnative resuelvan una
a & - situacion no
231268 | 5:44:48 |28 Se de‘s.al rollan las practicas fsllgeblf?ucas de 55 astnitive contextualiza
solucion con la ayuda del profesor da

derivada como el limite del cociente Af{x)/Ax

Tabla E2: Trayectoria epistémica de la clase del 20 de febrero. 2a. seccion. Caso
tradicional
En el primer momento el profesor introduce la funcion lineal en la férmula obtenida para la

y olvida utilizar la notacion f'(x). En el

232



Apéndice E: Configuracion implementada caso tradicional

segundo, se realizan las practicas matematicas algebraicas requeridas para obtener la funcién
derivada. La interaccion es en su mayor parte de tipo instrumental o procedimental para
aclarar cuestiones algebraicas. No observamos negociaciones de tipo conceptual. Sugerimos
que esta configuracion es eminentemente actuativa y los significados implementados incluyen:
situaciéon no contextualizada para obtener la derivada de una funcién lineal, procedimientos
algebraicos para obtencién de la derivada, la derivada como tangente. Aspectos notacionales

de la variable, la funciéon y la derivada como limite.

Configuracion epistémica cinco. Al igual que la configuracién epistémica cuatro, la
configuracion cinco es dedicada a ejemplificar el procedimiento para obtener la derivada. En
este con funciones de segundo grado, esto es, para f(x) = 4x* — 3x + 5. Dicha configuracién
comprende las unidades epistémicas de la 18 a la 25. La configuracion epistémica se inicia al
pedir la derivada de la funcion cuadrética sefialada y continia durante los dos momentos
descritos en la configuracion epistémica cuatro. Primero el profesor introduce la funcion
cuadratica en la férmula de derivada como limite y segundo, procede a su solucion por medio
de practicas algebraicas. De nuevo se descuida el uso de la notacion /°(x) para la derivada.

En la unidad epistémica 20 el profesor hace un recordatorio del significado de la
derivada, como la pendiente de la tangente a la curva. También, €l hace referencia a las reglas
para derivar que se verdn en un momento posterior. Sugerimos que la unidad epistémica 21
presenta un estado epistémico actuativo que se caracteriza por las practicas algebraicas hasta

que se tiene f'(x) = lim 8x + Ax — 3. A partir de tal momento creemos que se presenta la
Av=0

unidad epistémica 22 con un estado epistémico conceptual. Esto es, la negociaciéon de los
significados nos sugiere que el profesor utiliza dicha expresion para referirse a una secante que
se transforma en una tangente cuando el incremento en x vale cero. Observamos que un
alumno pregunta sobre ello, al parecer, mas bien con la intencién de confirmar lo que ha
escuchado més que de profundizar. Se inicia entonces la unidad epistémica 23 en que el
profesor comenta sobre situaciones de optimizacion para justificar el aprendizaje de la
derivada, tales como la de minimizar material para la construccion de una lata de atun,
cilindros de gas. También €l presenta la situacién en que se requiere obtener el valor
instantdneo para variables expresadas con una razon de cambio, como el problema de

determinar la altura maxima en un tiro parabdlico y tasas de crecimiento poblacional. La
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unidad epistémica 25 muestra un estado actuativo cuando el profesor realiza los pasos
algebraicos con que obtiene la derivada de la funcion. Creemos que los significados puestos en
juego dentro de esta configuracién incluyen: a) situacionales: situacion problema no
contextualizada con funcién de segundo grado, problemas de optimizacion, valores maximos;
b) actuativos: procedimientos algebraicos de solucién; c¢) lingiiisticos: notaciones simbolicas

para variable, funcion y derivada como limite.

Configuracion epistémica seis. Después de mostrar las practicas para obtener la
derivada con dos ejemplos, el profesor anota en la pizarra la funcion f(x) = 3x* — 2 e invita a
que alguien pase a resolverlo, con lo que inicia la configuracion epistémica seis. Esta abarca
las unidades epistémicas 26, 27 y 28. La primer unidad presenta un estado epistémico
situacional y se caracteriza por la presentacion de una situacion problema descontextualizada.
La unidad 27 se presenta cuando un alumno pasa e imita el primer paso mostrado para obtener
una derivada, esto es, sustituir la funcién en la formula de derivada como limite. La unidad
epistémica 28 comprende la interaccion entre el profesor y el alumno sobre los pasos
algebraicos del procedimiento de solucion. Pensamos que los significados implementados en
esta configuracién incluyen: a) una situacion descontextualizada y b) précticas actuativas para

la obtencion de la derivada.

Configuracién epistémica siete. Las configuraciones epistémicas siete y ocho,
corresponden a la tercer seccién en que se dividio la clase como se muestra en la Tabla E3. En
estas dos configuraciones notamos un giro en la estrategia didéctica, ya no se trata de mostrar
ejemplos y sus procedimientos de solucién, sino de inducir dos reglas de derivacién a partir de
la observacién directa de lo realizado. La configuracién epistémica siete abarca de las
unidades epistémicas de la 29 a la 33. Tal configuracion se inicia al anotar en la pizarra las tres
funciones que se han derivado, y termina con un ejemplo para derivar con las reglas
mostradas. La unidad epistémica 29 consiste en presentar los tres casos resueltos e introducir
la notacién y’ en cada uno de ellos. Creemos que el profesor confia en que la mayor parte del
grupo tiene antecedentes de célculo y conoce sobre las reglas para derivar, por lo que
{inicamente las presenta como una especie de propiedad de los procedimientos. En la unidad

epistémica 30 el profesor pregunta: ;qué podemos observar de todo esto? y se inicia la

234



Apéndice E: Configuracion implementada caso tradicional

interaccion sobre posibles reglas de derivar, para no utilizar el procedimiento algebraico. En la
unidad epistémica 31 se negocia que la derivada de una constante es cero y de una funcion
exponencial y = kx" es y’' = nkx"', y al introducir las notaciones respectivas da origen a la
unidad epistémica 32 de tipo lingiiistico. No se realizan las acciones argumentativas que
demostrarfan la verdad matematica de tales reglas, sino que se introducen como propiedades
algebraicas. Al final identificamos otra unidad epistémica con un estado actuativo al aplicar la
regla para derivar y = 3x°. Creemos que esta configuracién epistémica tiene un carécter global

proposicional por la forma en que se introducen las mencionadas reglas.

Jodad go::‘f Ui Descripcién Estado Carjdier
Natural | P | Epist. P global de CE
(tiempo)
Se presentan los tres casos iniciales y se Proposicional:
276-278 29 introduce la notacion y’ para las derivadas  |E3: lingiifstico Se  pretende
obtenidas que los
CE-7 A partir de la observacion sobre lo obtenido alumnos
279-305 . 30 se negocia la induccion de dos reglas para  |E4: conceptual conozcan las
derivar reglas de
et Se acuerdan las reglas de derivacion para derivacion
306-319 |a 3l - 5 E4: conceptual
5-48:59 y=k y=k como una
o Se introducen las notaciones para ambas L aEc propiedad del
320-324 32 reglasy’ = 0, ' = nke™' E3: lingiiistico procedimiento
Se resuelve un ejemplar del tipo de ’ . de obtencion
i 3 problemas (3x°) aplicando la segunda regla i de la derivada
: ; N =242 .
133.334 14 Se presenta el ejemplar f{x) = 3x" — 7 para Rl sitiscional
su solucién
Se desarrollan practicas de solucion
335-341 35 aplicando las reglas de derivacion E2: actuativo Argumentativo:
acordadas Se pretende
Se aborda el procedimiento de derivacion ?cm‘i?‘.f’a"‘, _""el
342-347 CE-8 36 como limite como una forma de comprobar |E6: argumentativo I::::gﬁ::mn "
lo obteniIdO cor: la 1'eg(;zz1 . | <stiblecidas
348-352 37 Ee menciona e plfycc umfnto como la E3: lingtiistico proporcionan la
regla de los cuatro pasos derivada de una
Se desarrollan las practicas algebraicas funcién.
353-397 38 necesarias para obtener '[a soluméu_ Y |E2: actuativo
comprobar la solucién obtenida
previamente

Tabla E3: Trayectoria epistémica de la clase del 20 de febrero. 3ra. seccion. Caso tradicional

Encontramos

como

significados implementados:

a) situacionales:

situacién

descontextualizada; b) actuativos: procedimientos algebraicos; c) lingtiisticos: notacién para la
derivada y’ y para las reglas de derivacion; d) conceptuales: reglas de derivacion; d)

proposicionales: las reglas como propiedades de los procedimientos de solucién.
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Configuracion epistémica ocho. Después de presentar las dos reglas de derivacion, la
estrategia del profesor es obtener la derivada de la funcion f{x) = x> — 7x a través del uso de las
reglas mostradas y de los procedimientos para la derivada como limite, como una forma de
comprobacion de la veracidad de la regla. A esta parte la identificamos como la configuracion
epistémica ocho con un estado global argumentativo. Dicha configuracion inicia con un estado
situacional en que se pretende derivar la funcién sefialada en la unidad epistémica 34. En la
unidad 35 se pide a un alumno que proporcione la derivada, lo que éste hace a partir de las
reglas estudiadas. La unidad 36 se presenta cuando el profesor aclara que la derivada de 7x es
7. El profesor argumenta que el resultado es correcto y demuestra que se obtiene el mismo
resultado con el procedimiento algebraico. En la unidad epistémica 37 €l menciona que tal
procedimiento es conocido como el método de los cuatro pasos e insiste en que se trata de
obtener la tangente. Después la clase presenta un estado actuativo cuando la interaccién se
centra en el desarrollo de las pricticas algebraicas y se origina la unidad epistémica 38.
Identificamos los siguientes significados en esta configuracion: a) situacionales: situacion
problema descontextualizada; b) actuativos: uso de reglas de derivacion y de procedimientos

algebraicos de derivacion como limite; ¢) lingtifsticos: variable, funcion, método de los cuatro

pasos.

Configuracién epistémica implementada. El anélisis epistémico sugerido muestra la
complejidad de los significados puestos en juego. Proponemos una trayectoria en la que es
notoria la falta de practicas demostrativas, y en la que posible apreciar los principales
momentos de naturaleza epistémica a lo largo de la sesion. A través del cardcter global de las
ocho configuraciones propuestas, observamos una estrategia didactica que se inicia con dos
momentos conceptuales: a) un recuerdo de las definiciones de recta secante y recta tangente y
b) la formulacion de la derivada con un significado geométrico, como el de una funcién que
permite encontrar la pendiente de la tangente a la curva, con poco o nula referencia a su
significado como razén de cambio. La fercer configuracion nos muestra un momento
situacional donde el profesor comenta situaciones en las que se utiliza la derivada sin que éstas
sean una situacién problema a resolver por los alumnos, pero que tiene la funcion de motivar

el estudio. Después de ello el desarrollo de la clase presenta un tramo de momentos actuativos
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en los que se muestra el procedimiento de solucion, dos ejemplos resueltos por el profesor y
un ejercicio resuelto por los alumnos en el pizarrén. Finalmente la clase presenta un momento
proposicional en el que se introducen dos reglas de derivacion, y un momento argumentativo
en el que se muestra que lo obtenido con las reglas es lo mismo que lo obtenido sin ellas. Asi
en el perfodo de poco menos de una hora, se hace un recorrido de las definiciones de rectas
secante y recta tangente hasta dos reglas de derivacion. A partir del andlisis realizado
sugerimos la configuracién epistémica implementada para la derivada que se muestra en la

Tabla E4.
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SITUACIONES ACCIONES
» Determinar la tangente a una parabola o a una curva | | = Obtencion de una solucién ¢ interpretarla.
& g : P
= Problemas descontextualizados para calcular la| |= Aplicacion de las reglas de derivadas.
¥ ; p p . g
B~ derivada de una funcién lineal, de una funcion| = Introduccion de la funcién en la formula de
E — cuadratica, de n grado derivada como limite.

& 2| |= Problemas de optimizacion = Realizacion de procedimientos algebraicos de
(3 yow s . r .
= E s Problemas para encontrar valores méximos o tasas solucidn para la derivada como limite

. . - l
= E de crecimicnto poblacional
22
Gs
S§
g
o s
QE
CONCEPTOS PROPIEDADES
= Previos: recla secante, recta tangente, funcion, | |® Sc obtiene cuando Ax tiende a cero.
arado de una funcion, pardbola, limite de una| |® Es el limite de un cociente.
Suncion " Reglas de derivacion como propiedades
= Emergentes:  derivada como [fornuda para la
pendiente de la tangente a una curva,  derivada
como limite de una familia de secantes, derivada
como promedio, como velocidad en un punio, como
5 tangente a la curva. Reglas de derivacion.
<
z
=
&
<
._1
=
& ;
g ARGUMENTOS
z = Comprobaci6n grifica de que ¢l limite de la secante es la pendiente de la tangente a la curva,
6 = Comprobacion procedimental de que la regla produce el misma resultado que el procedimiento algebraico para
22 la derivada como limite,
53
=k
A -
= e
Z 2
gp
(=%
zE
g¢
LENGUAJE
v Verbal: Derivada: pendiente de la recia tangente a la curva, el limite de las secante cuando /X tiende a cero.
Métado de los cuaire pasos.
=
a
= =2 | Grafico: grdficas en las que se obtiene la pendiente de la recta tangente a una curva.
z
|
=
z < ; i ; . S+ Ax) = f(x) - ) n-
o 5 v Simbélico: x, £(x), S'(x),»'= lim ———————,..y'=0; Y = nkx
&< Av—0 Ax
2 i
O =
O

Tabla E4: Configuracién epistémica implementada de la derivada. Caso tradicional
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Apéndice G: Trascripeion de la clase del 20 de febrero

Caso: Tradicional.
Sesion: 20 de febrero 17:00 hus.
Tema: Derivada comao limite

La derivada como tangente a la curva

5.10.00 p.m. [CE-1] [Hora de inicio de la clase segtin grabacion]

[El maestro anota en el pizarron: recta tangente y recta secante]

1. M: [UE-1] Sirecuerdan lo que son los dos términos esos, ;107

2. M: Los han de haber visto en matematicas, recta tangente y secante

3. A: No me acuerdo ni de...

4. M: ;Desde cuando se ven?

5. M: Creo que se ven desde que empiczan alld con geometria en secundaria jno?,
segundo o algo asi

6. M: Lo que es una recta tangente y lo que es una recta secante,

7.  M: ¢Alguien sabe lo que es cada una de estas? ... por recta tangente ...

8. A: Larectatangente es la que toca un solo punto de una circunferencia

9. M: ;Deunaqué?

10. A: Unsolo punto de la circunferencia

11. M: Unsolo punto, ;jno? [lo anota en el pizarron]

12. A: Unsolo punto.

13. M: Y ;lasecante? [mientras todavia escribe]

14, A:  Aah...Los dos puntos

15. M: ;Tocauno?

16. A: Los dos puntos

17. M: Como dice el compaiiero jno? [Lo escribe en el pizarrén| [UE-1]

18. M: [UE-2] Si yo tengo una circunferencia y

19. M: trazo una recta y toca un punto de la circunferencia

20. M: A eso le llamo una tangente [lo dibuja al tiempo que explica].

21. M: Sitrazo otra raya que toque dos puntos...
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22,

24,

25.

26.
27-
28.
29.

30.
31
32.

= g 25

= &

Secante [susurrando]

..de esa circunferencia entonces es una secante. [UE-2]

[UE-3] En mateméticas como ustedes ya habran mirado hay muchas funciones
ino?

Funciones de segundo orden, tercer orden, ctcétera, etcétera, cuarto, quinto, que el
orden mas que nada lo va a dar lo que es ¢l exponente o el grado de la ecuacion o
la funcion [UE-3]

[UE-4] Muchas de las ecuaciones que miramos aqui, pues son cuadraticas ;no?
Por ejemplo una funcién que es x* +3x,

Es una funcién de segundo orden.

sta funcion de segundo orden yo siempre s¢, que las de segundo orden me dan
una ;qué? [pregunta al momento que dibuja ejes cartesianos)]

Parabola [varios al mismo tiempo]

Una pardbola. [al tiempo que dibuja una parabola el pizarron, explica]

Que dependiendo del nimero [sefiala el termino x*] pues puede ser més angosta o
mas grande, dependiendo de estos dos [sefiala la funcién] se puede mover o girar

dependiendo de los datos que yo tenga aqui, 0 puede ser invertida. [UE-4]

5:12:09 p.m. [CE-2]

33,
34.

35.

36.

37.

38.
39.

M:
M:

[UE-5] A esta parabola yo también le puedo sacar lo que es una recta tangente.
Entonces si yo saco una secante, en este caso, tengo dos puntos (5:12:19 p.m.) ...
lo voy a hacer un poco mas grande /no? para que se note un poco mas. [UE-5]
[UE-6] [Dibuja una seccion de pardbola e introduce las notaciones f{x), flx + Ax),
x, Ax]

Se supone que yo tengo dos puntos aqui, en esta pardbola que me va a representar
esa funcion cuadrética, una funcién de segundo orden.

Si yo trazo una recta, una secante ;que va a pasar conforme a esta distancia de
aqui? [sefiala el intervalo entre x y x + Ax] jcuanto se..?;que distancia tendria
aqui?

Esto es x y esta serfa pues x mas un incremento, ino?

Quiere decir que esto cuanto vale? [sefiala de nuevo el intervalo entre x y x +Ax]
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40.
41.
42.
43.

44,
45.

46.
47.

48.

49,
50.
1.
52.
53.
54.
55.
56.

3
58.
59.
60.
61.
62.

=

=

= g 2 8

=222 2

Z 22 22 2K

X+ Ax
No, eso seria todo esto [sefiala desde el origen hasta el intervalo entre x y x + Ax]
Aah, es cierto
Esta es x [sefiala del origen a x] y esto seria el intervalo enfre x y x + Ax o el
incremento de x, ;Cuanto vale este pedacito nomas de aqui? [sefiala de x hasta x +
Ax]
El incremento de x
Nomds incremento de x, que serfa la resta de esto menos esto jno? [sefiala x + Ax
menos x|
Si
Si yo lo resto serfa x + Ax — x ¢no? y eso me da el incremento de x [escribe la
ecuacion en el pizarron x + Ax — x = Ax] que viene siendo només este pedazo que
tengo aqui. [UE-6]
[UE-7] Si quiero hacer lo mismo con respecto a esto, esta otra parte de aqui,
[sefiala intervalo f(x) y f{x + Ax)] /cudnto mediria este [inaudible]?
Ax [varios alumnos]
No
Ay (no?
[Inaudible] Aqui no. Seria... [escribe f{x + Ax) - f{x) en el pizarron]| [UE-7]
Una funcién del tiempo
Ehh?
No
[UE-8] Ya tengo lo que es la altura y la base y si se fijan se hizo como un
triangulo.
Entonces yo puedo sacar esta pendiente [sefiala la recta secante]
¢ Que pasa si este punto lo recorro? lo voy recorriendo [desplaza el punto x + Ax]
La pendiente cambia
A ver, no, con este ejemplo, ;qué tiende a ser esta secante?;a que se transforma?
A ser, este, tangente
A ser una tangente jno?
Orale
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64.

63.

66.

67.

68.

69.

70.
L,

72.

Quiere decir que si este incremento yo lo voy reduciendo o lo hago lo mas
pequefio que tienda a ser, entonces encuentro una linea tangente [5:15:13 p.m.] a
una funcién de segundo, tercer o cuarto orden, cualquier orden.

Si yo voy, voy a sacar un incremento que sea muy pequefio, entonces encuentro
esto. [UE-8]

[UE-9] Ahora para yo encontrar esta pendiente o esta inclinaciéon pues nada mas
que esto [seflala f{x + Ax) - f{x)] dividido entre el incremento [Ax].

Entonces yo digo que la ... la funcion, va a ser ignal a: [UE-9]

J(x+ Ax) -
Ax

[UE-10] /(x) = lim S (5.16:08 p.m.). [UE-10]

[UE-11] Entonces yo puedo sacar la ecuacion de una pendiente por medio de csa
formula que no es mas que la derivada de una ecuacion de cualquier grado,
llamese cubica cuadrada, quinto orden, etcétera, etcétera, ;no?

O una lineal también.

La lineal es mas facil, pues ya tengo la pendiente nomds seria y, la altura, sobre x,
¢no? O x; - x sobre, ja no! y; - y» sobre x; - x2.

Es con la que sacaban las pendientes ¢no?, también en matematicas en la
secundaria que de ahi se empieza a ver, obvio mas en prepa, mas especifico [UE-

11]

5:16:34 p.m. [CE-3]

3,

74.
72
76.
2
78.

79.
80.

M:

Al:
A2:

o

[UE-12] Bueno esto de la derivada jpara que me puede servir, o que es lo que yo
obtengo con esto?

Es por lo que viene la derivada

;Sirve para evaluar una funcion en un punto especifico de ella?

¢ Sirve para que?

Evaluar una funcién en un punto especifico de ella

2Qué mas?;Qué mas? Hay muchas cosas que ya conocen de esto de la derivada
puesto que lo tuvieron que haber visto en prepa.

Les tuvieron que dar una nocion de que es la derivada o para que me sirve.

Lo que es la derivada muchas veces viene siendo para sacar promedios,
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81.

82.
83.
84.
85.

86.

87.

88.

89.

90.

g1,

92,

23,

94,

=22 E

=

Como la velocidad, no sé, puede ser la velocidad que hago de San Luis a... no s¢, a
Sonoyta, vamos a decir que son dos horas... o que es una hora de camino y que son
200 km.
Puedo sacar la velocidad promedio, no es mas que la derivada, [UE-12]
[UE-13] Al igual que si dejo caer una pelota o aviento algo hacia el cielo,
Va a ir decreciendo en una forma exponencial cuadratica y
Puedo sacar la formula y puedo encontrar que velocidad lleva en un cierto punto,
pero para eso lo que se tendria que hacer serfa derivar.
Otra de las aplicaciones que es muy comun lo que es en mateméticas, la derivada y
todas esas cosas que se utilizan, seria para encontrar muchas veces lo que son los
mAaximos y minimos.
Ustedes como futuros ingenieros deben encontrar el méximo, el maximo... ya se
me olvidé jcémo se llama? Encontrar lo mdximo por el minimo material.
Supongamos que van a hacer una lata, o que van a hacer un disefio de... de alguna
caja y les dan un pedazo de metal y tienen que hacer una forma cilibica de ese
material, les van a pedir que con el minimo material hagan el volumen mas grande.
Y eso lo hacen pues practicamente todo con las derivadas, y llegando a eso,
entonces van a determinar, si le cortas tantos milimetros vas a obtener tanto
volumen que es el maximo.
Y no estarfan echando a perder muchos hojas o perdiendo su tiempo en calcular
haciéndolo a error-prueba. Ya nada mas les van a decir: uhh, tanto volumen, bueno
vale 5.3, si no se los comeria el tiempo ¢no?.
Esa ventaja es lo que... muchas veces lo que quieres, que saquen los resultados lo
mas rapido. Entonces en jcuanto me va a salir ya todo el sistema?
Ya conforme vayamos viendo mas adelante las unidades, ya que lo estemos
aplicando, se van a dar cuenta, lo van a ir asentando, pero esto parte de esta
formula jno? [UE-13]
[UE-14] Por que siempre miramos esta formula pero muchas veces no sabemos de
donde sale. Lo que sale, lo que se esta buscando es que sea una tangente,
;cuando voy a tener una tangente? Cuando el incremento de este tienda a cero
[sefialando f{x) y fix + Ax)] ¢Si? [UE-14]
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95,

96.
97.

98.

99.

100.
101.
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103.

104.

105.
106.
107.

108.
109.
110.

M:

S

=

[Escribe en el pizarron la funcion fx) = 2x - 6]

[UE-15] Vamos a suponer que tengo una ecuacion lineal, que seria una linea ;no?,
2x - 6.

Si yo aplico la derivada, pues obtengo lo que es la tangente ;no?. Ehh.. [UE-15].
[UE-16]Aplicando la formula que tenemos, que acabamos de obtener seria igual a
esto ;no?

Limite cuando el incremento de x tiende a cero igual, ;qué dije antes? es flx) mas
incremento ;no? que en este caso serfa 2(x +Ax) o el incremento de x,

¢ Que mas?

Menos el 6 original

Menos 6, menos esta funcién de aqui,gno? f(x), que vendria siendo esta parte de
aqui [sefiala formula de la derivada].

Seria la funcién mas su incremento menos [inaudible] la funcion que seria 2x - 6
sobre el incremento de x 0 Ax, como quieran llamarlo. [UE-16]

[UE-17]Lo pueden agrupar en corchetes o paréntesis si gustan y seria el valor de

fix), 2x - 6, sobre, el incremento de x [ f(x)= iill‘}) Lt _Af . ]. Lo

q.
que sigue..., seria..., nomas... es algebra ;no?

Hacer una multiplicacion de este monomio por polinomio al igual que eliminar
este paréntesis contra este signo, o sea una multiplicacién de 2 por x y 2 por Ax.
Esto me da 2x + 2Ax — 6 — 2x + 6 sobre el incremento de x.

Hasta ahi una alguna duda, de lo que se ha dicho, dudas, preguntas ¢, nada?.

Prosigo entonces, el limite, cuando el incremento tiende a cero, lo que sigue seria
eliminar los términos que estdn semejantes /cuéles términos tengo que estdn
semejantes?

6 y 2x [varios]

Este 2x con este —2x se cancelaria ;jno?

Si, seises [varios]
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111

112.
[1%:

114.

Menos 6 mas seis.. y ;que es lo inico que... que queda? 2 por el incremento de x
sobre el incremento de x

Ohh, ;es lo Gnico que queda?

Si. Entonces Ax sobre Ax, es uno, una unidad, entonces digo que, la derivada de
esta funcién va a ser igual a 2. [UE-17]

Hasta ahi ;hay dudas? Diganlas, alguna duda, ;ninguna? Posteriormente vamos a

ver que hay formulas y no tenemos que aplicar todo este procedimiento.

5:24:18 p.m. [CE-5]

I,

116.

i ¥ 2
118.
119.
120.
121.
122,
123.

124.

125.
126.

127.

M:

[Escribe en pizarron flx) = 4x*~3x + 5]
[UE-18] Vamos a ver una funcion cuadrética ;ehh? o una funcion de segundo
orden. La funcién seria 4x*— 3x + 5. [UE-18]

[UE-19] Si aplico la misma terminologia que estuvimos haciendo seria limite

4(x + Ax)® =3(x + Ax) +5

cuando el incremento tiende a cero, seria: lim
Av—0

mas sigue?

Por 4x

Menos

Menos

Aj4, -4x, menos 4x?

Menos 3x, cinco, sobre Ax todo

Todo sobre Ax, /no?

Es aplicando la formula Ax la que teniamos hace un momento nomas que la borre,
que decia f{x + Ax) — f{x) sobre el Ax. [UE-19]

[UE-20] Cuando el limite de la funcion tiende a cero, lo que estoy encontrando en
vez de una recta secante serfa una tangente ;qué es la tangente?

No es mas que la derivada de una funcion.

Y vuelvo a lo mismo, puede ser una funcion de cualquier orden /no?, primero,
segundo, tercer orden.

Posteriormente vamos a ver qué es lo que esta pasando con los exponentes y
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128.

129,
130.

131.
132.
133,

134.
135.

136.

137.
138.

139.
140.

141.

142,

143.

S

<% 22K

Deducir por qué la derivada de una constante es cero, por qué la derivada de x" es
n por x"! y etcétera, etcétera, y las trigonometricas jno? [UE-20]

[UE-21] Lo que aqui sigue pues es lo... ya es pura algebra nada mas,

Elevar este binomio al cuadrado, hacer esta multiplicacion de un monomio por un
polimio o un binomio y eliminar estos paquetes por medio del signo.

Pues eso de elevar al cuadrado ;que tengo que multiplicar?

x2... 4 por x*

Aj4 [anota en pizarron 4(x” + 2xAx + Ax?)]

Mas 2x Ax4 + xAx + 4x*

Que no es mas que el primer término elevado al cuadrado, més el doble producto
del primero por el segundo termino, mas el segundo término al cuadrado, que es
un binomio al cuadrado, o como decia él, puedes poner (x + Ax) por (x + Ax) ;no?
Van a salir cuatro términos, se reducen y ya, o aplicas la férmula que algunas
veces la dan en la secundaria o en la prepa todavia algiin maestro lo maneja:
binomio al cuadrado es igual al primer término elevado al cuadrado mas el doble
producto del primero por el segundo término mas el segundo término al cuadrado
y obtenemos esto.

Lo que sigue, continuamos,

Entonces vamos a multiplicar este —3 por x + Ax, que serfa —3x - 3Ax +5 — 4x> + 3x
- 5 sobre Ax.

Si nos fijamos todavia sigo teniendo paréntesis ;no?

Lo que prosigue seria eliminar esto, multiplicando el 4 por cada uno de los

términos que tengo dentro del paréntesis. Eso quedaria...4x* ;no?...

. 4x® +8xAx +4x* —3x —3Ax +5—-4x* +3x -5 o
lim [anota en el pizarron]

Ax—0 Ax
(5:28:06 p.m)

Pues vamos a hacer lo mismo, buscar los términos que son semejantes a los cuales

yo pueda restar o sumar dependiendo sea el caso.
Pueden empezar por, por donde quieran, no necesariamente tenemos que llevar un

. 2
orden, lo que si tengo que sumar todas las x” con las que tengan x%, ;no?,
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144,

145.
146.

147.

148.

149.

150.

151.

152,

153,

154.

155.
156.

I57.

158.

Por ejemplo podemos empezar con esta, entonces 4x*... la Ginica seria con esta
/,N0?, una es positiva otra es negativa entonces se cancelan.

3x

;Con cual quieren proceder?;con el 3x? Este 3x negativo con este

positivo.(Inaudible). Aqui esta 5 — 5:

4;(—2 +8xAx + 4Ax? —3/r - 3Ax +{/§—4}2 + 3ﬁ —!é
Ax

lim
Ax—0

Estos términos de aqui no son semejantes, [sefiala 8xAx y 3Ax] no los puedo

2 ; ;
sumar, puesto que este es XAx y este es Ax” y este es nada mas Ax, ninguno es

semejante.
XAx + 4Ax’ —
[Anota lim S ole 3Ax]
Av—=0 Ax

Si pueden ver en los términos tengo ... en todos, tengo un factor comun que en este
caso es el Ax, estd en todos.

Ehh... aqui no hay ningtin factor comiin en cuestién de los coeficientes puesto que
este es 8, 4 y 3, y 3 es niimero primo y no hay multiplos ni del 3 ni el 4.

Si hubiera sido el puro 4 y el 8, hubiera tomado el 4 como uno de los multiplos, en
este caso ;no?

Entonces, puedo factorizar y decir que el incremento de x va a multiplicar a 8x +
4Ax — 3 sobre el Ax.

Incremento de x entre incremento de x eso me da una unidad y la unidad
multiplicada por lo que tengo aqui en paréntesis, eso me da lo mismo ;no?

[Anota il\i_mﬂ 8x +4Ax —3] [UE-21]

[UE-22] Bien si yo le doy el valor al incremento de x, cero,

Porque lo que yo quiero es que esa secante se vaya reduciendo hasta que sea una
linea tangente,

Le tengo que dar el valor del incremento, porque no quiero que tenga un
incremento sino que se vaya decreciendo,

Su incremento debe de valer cero, si esto vale cero se va a cancelar
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159,

160.
161.
162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.

169.

170.

171,

172,

173.

174.
175.

176.

177

178.
179.

=

=

=

SEEZE®E2E

Profe, una pregunta. O sea, usted tiene una funcion pero la estds tomando puntos,
como que ellos te van a definir la pendiente de la recta...

Si.

Pero, o sea, lo que tu estds realmente evaluando es nomds un punto..,

Un punto.

Por eso es que se va..., por eso tiende a cero...

Cero.

Una tangente. Es todo

Entonces encuentro derivada de esta funcion, que seria 8x — 3. [UE-22]

Hay alumnos que... no s€ si han llevado ya este curso,

Pero rdpidamente se dan cuenta del resultado que voy a obtener, otros no, que
dicen jde donde sale? ;no?

Posteriormente todo este proceso que esta aqui se simplifica estando usando ya las
formulas y llegamos a un punto,

[UE-23] Posteriormente cuando queramos ya aplicarlo esto, como lo que les decia,
Lo que es la lata de atin, cuando yo quiero saber lo que es el volumen, y quiero
encontrar un maximo o un minimo, ehh... [dibuja un cilindro, dos circunferencias
y un rectangulo en el pizarrén| (5:32:02 p.m.)

Es lo que dicen ustedes una latita de atin, eso no se como va o como quieran
llamarlo,

Esa lata de atun esta constituida por dos circulos que es el area que serian las
tapaderas y aparte el, lo que es el como hoja de la lata

Si yo aplico la derivada y

Sacando las ecuaciones de volumen y drea y me dicen quiero un volumen de 100
mililitros, me dicen quiero un volumen de 100 mililitros con esta...

Con un cilindro, para meter un... o una lata de cualquier otro alimento o lo que sea
y

Que me calcules el area mas pequefia usando el mayor volumen,

¢cudl es la idea de la empresa?

Bueno de que... no se desperdicie tanto material.
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180.

181.

182.

183

184.

185.

186.

187.

188.
189.

190.

151,
192.

193.
194,

198.

196.

197.
198.

=

=

S

Entonces, si yo puedo hacer esto, me voy a dar cuenta de que puedo aplicar estas
formulas de derivada y llegar a esto,

Entonces puedo decirles y se van a dar cuenta de que el radio, el radio de esto, vaa
ser igual a la altura de la base.

O sea que...

Calculandolo

El volumen esta en funcion de lo que vale el radio.

Y de la altura, del material.

Es curioso, cuando més adelante lo vamos a ver van a ver que ya tengan todo esto
van a decir; jAhh! jQue chistoso!

Entonces la lata de atin esta no la hicieron a lo tonto, es calculado, con medida,
tengo tanto de altura, tanto de radio, y

La persona que disefi6 le estd pagando mucho dinero la empresa.

Al igual como van a calcular, como pueden ser los cilindros de gas o algo, o
cualquier otro volumen que ustedes se lo imaginen,

O lo mismo que es en contabilidad o en otras dreas que no tienen, que no nomas en
ingenieria, se calcula.

Para lo que es fisica, pues es indiscutible /no?

Para la deduccién de muchas férmulas de interés, como por ejemplo lo que es
(inaudible) lo que es el tiro parabolico,

Es muy comtn a veces un problema de un maestro... que nos puso en el TEC,

Un problema sobre el tiro parabolico, no daba mucho (inaudible) nada mas daba,
no daba ni dngulo,

Tenia la velocidad con la que va a salir el proyectil y tenfa la distancia hasta la
pared, o sea 100 metros y una velocidad de 500 metros sobre segundo.

El problema este es ja que distancia y en qué angulo lo podia colocar para pegar
en el punto mas alto de la pared?

Ya me estan pidiendo un punto muy alto, lo mas alto,

Que cuando estamos refiriéndonos a esto estamos, ya estamos hablando de

méximos y minimos, que son aplicaciones de la derivada y
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199.

200.
201
202.
203.
204.
205.
206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.
213.

214.

215.

216.

217.

218.

219;
220.
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A veces no entendemos que esto me puede servir para otras cosas no nomas para
pasar la materia y se acabo,

Sino que vienen muchas variantes y muchas aplicaciones en la vida diaria.

¢A poco tiene aplicacion para la administracion o la economia esto? ;Si?

Si, como la tasa de crecimiento, son exponenciales y

Puedes decir: jAhh, en tanto tiempo voy a tener tanta poblacion! [UE-23]

[UE-24] Claro, hay que.. a veces disminuimos ciertas variaciones ;no?

Por ejemplo cuando estamos calculando el tiro parabolico

Despreciamos lo que es el viento, ya en la realidad eso me va a dar algunos
cambios /no?

Al igual con la... la tasa de crecimiento pues ahi [inaudible] ya no me va a dar el
valor exacto /no?

Pero en condiciones normales se supone que estos datos me van a arrojar valores...
Cercanos...

Exactos. Estas variaciones me van a dar...

No es que las matematicas sean inexactas, son exactas, pero hay que renunciar a
otras cosas entonces, para tener exactitud.

Por que siempre la pregunta es jes exacto? jes exacto?

Como el Pi, no hay una persona que no haya descubierto todavia cudl es el valor
cercano a Pi [inaudible].

Para dividir una cosa en fracciones alguien dijo pues 0.3333, cuando una persona
encontré que es mejor poner 1/3. Y esta especificando la exactitud. [UE-24]

Al igual esto nos va a servir para muchas... muchas aplicaciones ;no? Las vamos a
ir viendo ;no?

Y mas cuando veamos los temas de esas aplicaciones, méximos y minimos, se van
a dar cuenta de esto como se aplica ya y...

Hasta ahorita ;alguna duda o pregunta aparte de lo que dijo el compaiiero? Dudas,
preguntas...

No

[UE-25] Sobre lo que haya quedado en confusi6n. Prosigo?

¢Por qué se elimina?
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221.
222,
223.
224,
223.
226.

> 22 &

-

¢ Por que se elimino que?

El cuatro...

Por que esto vale cero

El incremento tiende a cero

¢ El incremento tiende a cero?

Ajé4, cuatro por cero, pues es cero. [UE-25]

5:36:23 p.m. [CE-6]

2217.

228.
229.

230.
231,
232.
233.
234.
233,
236.

237.

238.

239,

240.

241.
242,

M:

=
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2 E X 2

= » 2> 2~ X

[Escribe en pizarrén: flx) = 3x% —2]

[UE-26] Es similar al que hicimos ;jno? ;Alguien que quiere pasar a hacerlo?
[inaudible] Alguien que guste pasar a hacerlo. ;No? [un alumno pasa]

Esta facil al cabo! [UE-26]

[UE-27] Escribimos la funcion... que vamos a denotar... [escribe en el pizarron

o HEHAX) —2-3x7 =2

lim r» y desarrolla el procedimiento de solucion] [UE-27]
T X

[Explica que no va a dar clases]

[UE-28] El tltimo 2 de ahi ;que no es positivo?

;Cual?

El ultimo 2.. el de..

jAhh! Lo cambiaste, era positivo.

iAhh! Si es cierto, entonces... [hace las correcciones]

Ponle només positivo a todos, el de abajo también, €se, y si se cancela con el otro
dos, por que en ese caso hubiera quedado —4.

Ehh... Ahi maestro, no tuvo que haber eliminado el 3x%, el negativo lo tuvo que
eliminar el primero [inaudible]

Si, mira, eliminaste este, era este producto, no este. Era el primer término 3x’, es0s
dos, el primero que tenias, 3x” y habfas eliminado 3Ax

iAhh! OK [corrige]

El 3x? este lo debias eliminar con este. Sobre el Ax

Debes buscar el factor comun, en este caso Ax

Y 3 /no?
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243.
244,
245.
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247.
248.
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2595,
256.
257,
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259.
260.
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262.
263.
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266.
267.
268.
269,

270.
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Bueno, también.
[Tnaudible, revisa con maestro ejercicio]

[Inaudible, revisa ejercicio de alumno]

Esto tiende a cero... igual a 2 [anota lim =3

Ax—0
Nada mas que... era
Le falto multiplicar...
ajd...

..por el 2

Permiteme, este 3 multiplica a este y a este...

iAhh! Si es cierto...

+2 y obtiene lim =2
Av—0

Entonces no te quedarfa... tu crees que... estos Ax se cancelan, entonces ;que (e

quedan? 3Ax y 3 por 2,

Si es cierto

Entonces nomas aqui serfa el 6 jno? Nomas era agregarle en vez del 2 un 6

Mas 6

Eso tiende a cero, pues, y 3 por cero, cero

Ahi le falta X jno? 2x

A ;x7 Donde le...

Era 2x

Enel 2

Alla...

Arriba, ese 2 era x

2x

iAah!

Si por que la x no era el comun.
No, era...

Era el 3Ax [UE-28]
¢Preguntas?;Dudas? Ochoa ;dudas?
Ochoa?;Célculo avanzado?

No, profe

[inaudible] ;Qué

cslas

llevando tu
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271,

272
KD
274.
273,

M
A
M:
A
M

(No?

Pues ahi dice en la mafiana, yo que sé, jejeje
Beto, ;puedo borrar?

Si, si...

Adael, ;me prestas tu cuaderno?

5:44:48 p.m. [CE-7]

276.
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278.
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295:

SR

P2 ERPEPERER

Z S

M:

Al:

[Escribe en el pizarrdn las funciones y = 2x -6, y = 4P —3x +5 yy =3x" 2]
[UE-29] Este son los que hicimos ;no? ahorita.

Si

Y los resultados que obtuvimos de esto, que seria y* o la derivada de y como
quieran decirle, es lo mismo, prima o derivada... [anota ¥ para cada resultado]
[UE-29]

[UE-30] En la primera seria 2...

Nos dio 2. ;En esta 8...7 [anota en el pizarrén las derivadas y’ =2, )" = 5]

-3

8x — 3 y en esta .. (inaudible)

6

x ;jno? [termina anotando y* =2, y* =8x-3,)" = 6x]

6x

;Qué podemos observar de esto?;Qué observan?

Hey profe, jno podemos hacer asi, sin hacer todo el movimiento?

St

O nomas, nomas....(inaudible) ;como le puedo explicar?

O sea, alli donde esta el 3x%, pues se... el 3 y el 2 se multiplican por 6x, o sea, no s¢
como explicarle pero... se le elimina... la constante ;no?

Ahi va, ahi va...

Se elimina la constante

;Hay alguien que le quiera ayudar? Ochoa...

Asi, el.. el... {como se llama?

A2: Exponente
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El 2, exponente, multiplica al 3 y al exponente le quitas uno.

Primero, ;qué pasa con esos niimeros?

Se elimina, se eliminan... [Varios alumnos]

Como son constantes se eliminan

Por que son constantes pues...

Entonces quiere decir que la derivada de una constante es...

Cero [Varios alumnos]

Es lo primero que vemos ;no?,

Que la derivada de cualquier constante es cero ;no?

Cualquier coeficiente, dos, mil, tres mil 6 =5 6 1/4 6 1/3, Pi, esos numeros que son
constantes, al momento de derivarlos van a ser cero. [UE-30]

[UE-31] Y lo que dijo Ochoa es muy cierto, no van a tener... no necesitan hacer
todo esto, por que primero [inaudible] observando que estd pasando pues.

Ahora, /que era lo que estaban diciendo ustedes? Ehh... x a la n ¢no? [anota y = x"]
El exponente

¢Que pasa?

Multiplica... El exponente multiplica

Aja, multiplica ;a quien?

Al coeficiente del... al coeficiente x, ;no?

Lo voy a poner asi, constante, jno? [anota y = kx|

Ahsi...

Entonces la derivada de esto, va a ser igual a ;qué?

A npork

1 por k, ;qué mas? [anota y’ = nk]

Yn-—1

Pero no... [UE-31]

[UE-32] [anota y* = nkx"]Y ahi sale ;no?

Son las dos tiicas que miramos hasta ahorita, ;n0? Ni modo.

Entonces ya no tuve que hacer todo el procedimiento como decia Ochoa.

Si yo me fijo que la derivada de una constante, [anota y = £ * = 0] pues es cero, y

la derivada de esta funcién, &, una constante, con un valor x elevado a un
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324.

325.

326.
327,
328.
329.
330.
331.
332.

M:
A

Al:
A2:

M:
A
M:

exponente, va a ser lo mismo que nkx a la n — 1[sefialando 3 = nkx""'] [5:48:13
p.m.]

Entonces, si yo quiero derivar una funcion como estas que estuve haciendo, puedo
obtener los resultados sin necesidad de hacer cada uno de los procedimientos.
[UE-32]

[UE-33] Por ejemplo, ahi si fuera cubica, nomas seria, en la x, 3x* ;no? Si fuera
cubica fuera nueve.. si ;jno?, nueve... 9x’, ino?

Ox?

¢En cual?;En la primera?

En la de abajo

En el medio

En esta

iOhh! Si, perdon

9x?, si fuera cubica... ;Preguntas hasta ahorita? [UE-33]

5:48:59 p.m. [CLE-8]

333,

334.

336.

338.

339,

340.

341.

M:

=

=% 22

& &

[UE-34] Podemos hacer [inaudible] para ver si es cierto jno? ;jHacemos una
cubica, como dice Ochoa? Vamos a ver... ahh... x* menos tres, no, menos 7x.
[Anota en el pizarron y = x> — 7x] Seguro que ustedes ya saben cual va a ser el
resultado ¢no?;Cual seria Ochoa, la derivada? [UE-34]
[UE-35] 3x° — 7
Puesto que en este caso x, vale uno ;no?
Si, pero... porque x vale uno...
Acuérdense de que cuando yo tengo una variable x, x, p, si no tiene exponente se
entiende que es uno, no lo tengo que poner pero se entiende que es uno y seria uno
por—7 es — 7, y luego seguirfa # — 1, entonces juno menos uno?
Cero
Cero y cualquier valor o cualquier cantidad elevada a cero, siempre nos da uno
ino?
Cualquier potencia elevada a la cero, es uno, entonces 1 por 7, es 7 y ya obtuve la
derivada. [UE-35]

256



Apéndice G. Trascripcion clase 20 feb.

342,

343.

344,

345.

346.

347.

348.

349,

350.
351.

352.

333.

354.
335.
356.
357.

M:

2 E P £

[UE-36] Ahora, si volvemos a lo que estdbamos haciendo anteriormente,
aplicando la férmula, yo tengo que esto va a ser igual a... ;como seria?... aplicando
el limite del incremento cuando tiende a cero, va ser igual a

fin (x +Ax) —T(x+ Ax)—x* + 7%

I o (5:50:46 p.m.) que es lo que estdbamos

haciendo ahorita ;jno?

No puse paréntesis a la multiplicacion, menos por mas, me da menos, disctulpenme
¢no? por... perdon. Menos por més s menos y... menos por menos €s mas.

Y le quité el paréntesis.

Lo que sigue serfa evaluar este trinomio, binomio al cuadrado, un binomio al cubo,
perdén y luego multiplicar el —7 por cada uno de los términos que estan dentro del
paréntesis y volver a hacerlo mismo,

Reducir términos que sean semejantes, irlos cancelando, y luego ir... tratando
siempre de sacar el factor comun, en este caso el [inaudible], para eliminarlo con
este incremento, y

Luego lo que sigue seria posteriormente sustituir el incremento de x, [UE-36]
[UE-37] Que algunos maestros, no sé si lo manejaron, la regla de los cuatro pasos,
algo asi le decian,

¢Si lo manejaron asi algunos de ustedes? Ya cuando... es comun a veces, cuando
estan viendo derivadas se meten con esto primero

No

Unos pasos en que se vefa... pues darle el incremento de x jno? y luego evaluarlos,
factorizar y luego al Gltimo dividir y darle valor al incremento de x, es cero,
Porque el incremento yo quiero que sea cero, para encontrar una recta, para
encontrar una tangente. [UE-37]

[UE-38];,Cémo quedaria este trinomio... ese binomio al cubo?

El cubo del primero...

¢Se lo saben bien?

Si [Varios alumnos]

Mas el doble producto...
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358.

359.
360.

361.

362.

363.
364.

365.

366.
367.

368.

369.

370.
371.
372
373.

374,
375

376.
317

-

-

=

=2 2 E

Hay varias formas eh, una... lo voy a hacer yo aparte jno? Esto es bésico, para que
no se vayan asi ;jno? [anota (x + Ax)’ = (x + Ax)z(x + Ax)]

Un binomio al cuadrado por un binomio...

Es lo mismo, yo creo que a veces soil...

No es necesario utilizar todas las cosas de memoria todo es de... pensar: jAhh!
Pues es al cubo, jesto si lo sé! y armar un (Inaudible) o un binomio y se acabo y
Obtenemos un binomio al cubo, en vez que el triple del primero, que el cubo del
de este... y hay como muchas formas mas, ;no?

Entonces hay que valerse de otras reglas,

Porque esto no es mas que leyes de exponentes, leyes de exponentes que miraron
en matemdticas para ingenierfa, que fue el primer tema,

Es lo mismo, esto es igual a esto, y

Esto pues yo sé que es (" + 2xAx + Ax? y esto ya lo multiplico por (x + Ax)

Y es lo que estaban diciendo que es el cubo del primer término mas el triple
producto al cuadrado [inaudible], de ahi sale, que seria X,

Esto estd multiplicando y posteriormente va a pasar para alla, mas 2x’Ax y luego
més xAx? + Axx® + 2¥Ax? + Ax’. [completa 2+ 26%Ax + xAX + Axx® + 2xAx” + Ax’]
Lo tnico que hice, multipliqué este, x, por cada uno, y luego el Ax por cada uno de
los que tengo ahi y obtengo todo esto. X,

Supongo que seria... no..., a ver es este con... con este ;no?, mas 3... si puedo...

¢Es lo que ibas a decir no?

Si

Esto, por regla es, ¢l cubo del primer término, en este caso es x, mas el triple
producto del producto del cuadrado del primero por el segundo mas el triple del
cuadrado del segundo por el primero, més el cubo por del segundo término.

Lo van a aprender por regla o pues, van a usar esta técnica o algo

Regresamos a esto entonces ;no? Limite del Ax cuando tiende a cero:

P 43 Ar 3 AR A = Tx—TAx—x +Tx )
L{llnu i Ya esta.

Esto, este valor lo sustitui ac4 ;jno? donde esté el binomio al cubo.

Ahora vamos a hacer lo mismo, buscar términos que son semejantes
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378. A:
242,
380.
381.
382.
383.
384.

> 222 F 8

385, Al:

386.
387.
388. M:

S

389. M:

=

390.
391. M:

392.
393.
394, M:

>

395. M:
396. M:

397. M.

398. M:
399. M:

=

Y ahi ; es +7 0 es 77

¢, Donde?

En este 7

;,Cual? ;Cual?

Es +7

iAhh! Es +7

LEs +77

Si

Se acuerdan que es menos f{x) jno?

Si [Varios alumnos]

Y el menos, pues abarca a los dos, nomas que yo no lo puse alla, lo multipliqué
directamente.

Todavia lo puedo... lo pongo ¢no?

Para que no se enreden. Ya multiplicado me va a dar este negativo y este positivo.
Vuelvo a lo mismo, busco términos que sean semejantes, esta X con esta - x° se
cancelan, el —7x con el mas 7x se cancelan,

;qué otro se va a cancelar?;es el tmico?

Si

Unico, nada mas, ;jno? Entonces vamos ahora en que el limite, incremento de x
tiende a cero va a ser igual a 3x°Ax + 3xAx’... perdon... al cubo...

¢ Dudas?;dudas hasta ahorita?

Factoricé lo que es el incremento de x, para cancelarlo, entonces me queda el
limite cuando el incremento de x tiene a cero como 3x% + 3xAx + Ax* — 7.

Si yo le doy el valor cuando tiende a cero, pues estos s¢ van a cancelar por que 3X
por cero es cero, Ax* es cero por cero me da cero, y lo que me queda es I
que es lo que vimos ahorita. [UE-38]

Y ya, sin necesidad de hacerlo todo esto,

Pero jque pasa? que con la observacion, jahh! jmira! pues se multiplica, que fue lo

que dijeron acé, serfa n por k y el exponente 7 le restamos uno, y aqui esta pues,

todo.
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400. M: Entonces la derivada de una constante es cero y x" pues no es mas que nx™"

¢, Alguna duda o algo que les gustarfa decir? ;jno? ... nos vemos mafiana ...

5:58:00 p.m. [Termina sesion]|

260



Apéndice H: Exdmenes del caso tradicional.

Apéndice T: Eximenes presentados en el caso tradicional

o o CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
P UNJDAD SAN LUIS R. C.
T g _Cuts'di: ¢ 7 Examem Conlenido: Grupo: A
&E.  Ccalculo diferencial ¢ int.  2o0. PARCIAL  Limitey derivada 02
i Nombre del alumno: Fecha: Punlos:
- Carlos = Prof. Ing. Emanuel Viera

Resuelva correclamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha. Utilice
el reverso de la hoja si lo cansidera necesario.

= 2
- 1) x -3 =
1. Encuentre los limites siguientes: ajim Lr__ Byt Vet —5e—4
9 yx -3 i34

2. En un circuile eléctrico la intensidad 7 de la corriente esla en funcion del voltaje suministrado V y de una
resistancia variable del circuite &3 de acuerdo con el modela f = V/R . Si el voltaje suministrado a dicho circuito
as de 5v, determine el limile de la intensidad cuando la resislencia liende a los valores: a) R=2 bR = 0.65
Encuentre la derivada de las siguienles funcionas:  a) fix) = 6% b) fx) =" —2x

3.

4. Una fabrica ha encontrado que la produccién global en sus diferenles lineas, medida en productos esla
relacionada esirechamente con el nimero de lrabajadores por tumo v sigue la  funcion de produccion
ftx) = - + 210x donde x representa el numero de Irabajadores en el lumo. a) Desarrolle un modele para la
razon de cambio produccion/lrabajador en un punto {ritmo de produccion). b) Determine el ritmo a que cambia
la praduccion por lrabajador cuando se lienen 100 lrabajadores en el lumno.

Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso
fl'. ey lr-. ¥ i : -i;.‘,,_\r)rar_.‘u-_ ::'{;-' 8 ey rj'—’} wvival
= | Ry
'
P LWl = T cadl e i=s ‘f{_.",): __j’:‘_ S5y o e
e 0 va) {33} = (gl 3egi=\0 A )/9_1" Sesitoge ot = G
:1. -F:"f f
bl anba -!—J.L-.j"’_:. 1_“’ Lo Kee =
An L
x s & Vo Whagwony G i) ‘I\ : G d
) i FAEL R 55 g g RHNILEATORY y ;
fit B2 aRea LD —6R " i, 127 ha ¥ il
Bl e e e e
hox ez ]
j Qe g A
Ly Rulizg¥bne) _ g s b8 f:,;f?.'ﬁ‘j e b Ak o
7.5 SEe . - : !— /
% : g,
= Y 2y 2 Es
. i i B = 2 (ko) = A o T
(l‘J'\'-BT—. "l‘)_-j-'ﬂ T ‘If--blj @'i}'—_ _(' i e S aalof L 2\

B
ST (T e et L e

¥

B il

Figura H1: Pasos y justificaciones de Carlos en el ejercicio 3, incisos a), b).

~
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T X = »
: i
[ Fwaf'-f,_?!-,};-“ /T it
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HE By wAz
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Figura H2: Pasos y justificaciones de Carlos en el problema 4, incisos a), b).
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s
i, (e 4 7
e CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
215 UNIDAD SAN LUIS R. G,
o 4 1 = Cursor s Examen: Contenide; Grupo: A
w30 Calculo diferencial eint.  20. PARCIAL  Limite y derivada 02
' Membre del alumno: Fecha: Puntos:
REllll Frof. ing. Emanuel Viera

Resuelva correctamente los siguientes problemas vy justifique cada paso en la columna de la derecha, Ulilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

2
1. Encuentre los limiles siguientes: 4yl e b lim 3 ey
=3 \Ilr_r_ =3 =38

2. En un circuito eléetrico la intensidad f de la corriente esta en funcion del voltaje suministiado V' y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modelo / = WR . Si el vollaje suministrado a dicho circuilo
es de 5v, delermine el limile de la inlensidad cuando la resistencia liende a los valores: a) R=2 b) R =065
Encuentre la derivada de las siguientes funciones:  a) fix)=6x  b) f)=x"-2x

Una fabiica ha encontrado gque la produccion global en sus diferentes lineas, medida en productos esla
relacionada estrechamente con €l nimero de lrabajadores por furno vy sigue la  funcidn de produccidn
f(x) = -x* + 210x donde x representa el nimere de lrabajadores en sl lurno. a) Desarrolle un modela para la
razén de camblo produccién/trabajador en un punto {ritmo de produccion). b) Determine el ritme a gue cambia
la produceion por lrabajador cuando se lienen 100 trabajadores en el lurno.

Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso

et

Figura H3: Examen de Ratil con soluciones aparte.
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Figura H4: Pasos y justificaciones de Ratil en el ejercicio 3, inciso a).

264



Apéndice H: Exdmenes del caso tradicional.
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Figura H5: Pasos y justificaciones de Ral en el ejercicio 3, inciso b).
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Figura H6: Pasos y justificaciones de Ratl en el problema 4, incisos a), b).
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CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

= Clyso: |  Bxemem: - Conlenido: Grupo: A
i Calculo diferencial eint. 20. PARCIAL  Limitey derivada 02 o
- Nombre del alumno: Fecha: Puntos:

Erick Prof, Ing. Emanuel Viera

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha, Utilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario,

& -8l o T
a)lim R &)y lim J.r' —5a-4
= =3 r— i
2. En un cireuilo elécirico la intensidad i de la corrienle esta en funcidn del vollaje suminisirado V' y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modelo f = W/R . Si el vollaje suminisirado a dicho circuito
es de 5v, determine el limite de la intensidad cliando la resistencia tiende a los valores: a) R =2 b) R=0,65

1. Encuentre los limites siguientes:

Encuentie la derivada de las sigulentes funciones: b) fix) = X =2x

i

a) f{x) = 6x°

Una fahrica ha encontrado que la produccion global en sus dilerenles lineas, medida en produclos esla
relacionada estrechamente con el nOmero de lrabajadores por furno sigue la funcidn de produccion

fx) = -

4+ 210x donds x representa el nimero de trabejadores en el lurno. a) Desarrolie un modelo para la

razon de cambio produccidn/trabajador en un punta (ritmo de produceidn). b) Delermine el ritmo & que cambia
la praducelén por trabajader cuando se tienen 100 Irabajadores en el turna.

Pasos para la solucitn del problema Justificacion de cada paso

[ Se transcribe la justificacién para
mayor claridad:

“Epn la ubicacion de cada “x”
colocamos x + Ax realizamos las
operaciones, Después sacamos la Ax
como factor y la eliminamos con la
que esta dividiendo, las demas Ax se
eliminan ya que tienden a cero y lo
que nos queda es la derivada” '

Figura H7: Pasos y justificaciones de Erick en el ejercicio 3, inciso b). No resolvio
el problema 4.
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CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

e Csor ~ Examen.  Conterido: T Gripo!,
%, Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL _ Teoriaderivada - 02
- Mombre det alumno: . Fecha: | Punlos:
- Carlos Fiof. Ing. Emanuel Viera

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesta correcta. Si
liene alguna duda pregunte al profesor,

W

Para el problema: "En una planta se producen 28 camiones por dia y se laboran b dias por semana. ¢ Cuantos
camiones se producirdn para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a parlir de la
segunda semana?’. El planteamiento malemalico para solugioparlo y = 140 + bx es:

a) Una formula b} Un modelo de Un modelo para d) Ninguna anlerior

Si una pleza de aluminio al calentarse se dilala 0.030 m cuando {a lemperatura aumenta en 10 °C, la expresion

0.003 m/”"C es:
&) Una razdn por unidad b) Una derivada ) Una razén de cambio promedio

'd) Ninguna de fas anferiores

Si un objelo recorre 60 Km en el liempo de una hora, la axpresion 60 Kim/h signiica:
a) Una velocidad inslanlanea 1) Una velocidad media p{-Una razén por unidad ) Ninguna anlerior

La pieza A de una maquina lieng que soportar una fuerza de 5000 M al levantar determinada carga. Sl el drea que

soporta esta fuerza es de 10 em’, la expresion 500 Niem” es:
a) La rapidez de variacion $) Una razon por unidad ¢) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anleriores
Cuando se dice que una Variable toma el valor de un -punie’, la palabra “punto” significa que se lrala de:

2 Un intervalo infinitamente pequeiio b) Una misma cantidad sin importar la unidad de medida
¢) Una canlidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anteriores

Para diferenles posiciones del punto x dentro del intervalo Ax, la razén de cambio promedio abtenida a partir de
dicho punlo x e intervalo Ax es:
flx+ A0~ fix)

Ar
¢) La razén de cambio en x mas olfos términos con Ax d) Ninguna de las antariores

b) Un modelo para la relacion a uno entre dos vanaciones

La relacian a uno enire dos cantidades de variacion en un punio
La pendiente de la recta tangente a la curva c) Larazon de cambio en un punto

La%erivads como modelo para representa;:
dy La rapidez de variacion

Lo derivadacono lim, L85 T RIS significa que en el himite:
Av—ll Ay
Ax =0y que la pendiente de la recla secanie £5 igual a la pendiente de fa recta tangenie a la curva
b} Que la pendiente de la recla secante se aproxima a la pendiente de la recta tangenle a la curva
c) Que la pendicnle de |a recta secante es igual a la pendiente de la recta tangents a la curva

d) Minguna de las anteriores

La razon de cambio en un punto;
No existe parque en un punto no hay variacion b) Se liene que “derivar’ a partir de una funcion
¢) Es un arlificio porque Ax tendiia que ser cero pala estar en el punto ¥ si es cerg, no hay razon de cambio

d) Minguna de las anteriores

Sin+ da)=fix)
——— g5

10. Para las funciones de segundo grado ————

Ax

Figura H8: Respuestas de Carlos en el cuestionario de comprension. la. parte.
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3 5

12.
13.
14,

156.

16.

Para la funcién de |a siguiente grafica, fix} |
1 11

18.

a) La derivada del punlo x ubicado al centro de Ax b} La pendiente de la recta tangente o la curva
B La razon de cambio promedio d) Ninguna de las anleriores

Si f(x) = 6x°, enlonces I(2) = 20. Esto significa que:
¥ La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recta tengenle a la curva es de 20
©) fix) es una funcién para cualquier punto x d) Ninguna anterior

Menciona dos gjemplos de dervada que encuentres en lu medio ambiente:
Menciona dos gjemplos que parecen derivadas pero que no la son:

Indica cual de los siguientes problemas se pueden madelar utilizando la denvada:

a) Se eslima que dentro de tanos |a poblacion de San Luis Rio Colorado (en miles de habilanles) esta dada por
la funeién: B(Y = £ + 2004 +150 ;Cudl serd s {asa de crecimiento dentro de 5 afios?

b) Un objetn se musve sobre una linea recta de forma que después de { minutos su distancia en melros al punto
de inicio esta dada por S() =10t+5/({ +1). iCualesla velocidad en los primeros res minutos?

¢) El liraje (nomero de periedicos preducides) esfa creciendo a un rilmo constante. Hace fres meses era de

. 3200, Aclualmenie es de 4400. ,Cudl sera el tiraje dentro de dos meses?
A medida que una sierra circular meldlica se calienta, st diametro aumenta a razén de 0.01 cin/min. oCusl es
|a variagion del area de uno de sus lados exactamente a los dos minulos?

Argumenia porqué seleccionasie las respuestas de la pregunta 14.

En una hoja apaile demuestre que en caida libre la velocidad media para un intervala es igual a la velocidad
instanlénea del punlo central de! intervalo.

, 2 : Ta+Ar)— filx
Porqué es necesario gue Ax lienda a cero sl la dervada se define como [ {x) = GIITI:J PALs i" £1x9 ¥ no
A= faty

como f \(x) = lifc ”;“\A;J— f(x),
X

LCual es la darivada en x = 37
a) 6 b} 4 X 2 d) 0O

19. ¢ Cudl es |a deriveda en x = 67

Figura H9: Respuestas de Carlos en el cuestionario de comprension. 2a. parte.

a) 10 b) 4 ) 2 Yoo
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Apéndice H: Examenes del caso tradicional.

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

ity . Examen: Conlenido: "~ Crupo; _A ;
Chlculo diferencial e int. ~ 20. PARCIAL  Teoria derivada 02

MNembre del alumno: Fecha: Puntos:

Ranl

Frof. Ing. Ermnanuel Viera

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso gue considere como la respuesla correcla. Si
tiene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: “"En una planta se preducen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana. ¢Gusnlos
camiones se produciran para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a parlir de la
segunda semana?”. El planteamienio matemalico para solucionarlo y = 140 + 5x es;

a) Una formula b) Un modelo de ¢) Un modelo para d) Ninguna anlerior

2. Siuna pieza de aluminio al calentarse se dilata 0.030 m cuando la lemperalura aumenta en 10 G, la expresion

0.003 mC es:
a) Una razén por unidad b) Una dervada ) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

3. Siuncbjelo recarre 60 Kim en ¢l tiempo de una hore, la expresion 60 Kin/h significa:
a) Una velocidad instanlénea b} Una velocidad media  ¢) Una razén por unidad  d) Ninguna anterior

4. La pieza A de una maguina liene que soporlar una fuerza de 5000 N al levantar determinada carga. Si el drea que

soporia esta fuerza es de 10 em’, la expresion 500 Niem” es:
a) La rapidez de variacion b) Una razén por unidad ¢) Una razdén de cambio promedio

d) Minguna de las anteriores =

5. Cuando se dice quz una variable loma el valor de un “punte”, la palabra “punto” significa que se trata de:
‘a) Un intervalg infinilamente pequeiio b) Una misma cantidad sin imporar la unidad de medida
¢} Una cantidad determinada por |a unidad de medida d) Ninguna de |as anteriores

6. Para diferentes posiciones del punto x dentro del intervale Ax, Ia razén de cambio promedio oblenida a parlir de
dicho punto ¥ e intervalo Ax es:

x+Ax) - f(x)
a) ﬂ‘— - ‘} —{( - b) Un modelo para la relacion a unp entre dos variaciones
¢) La razdn de cambio en X mas olros [&rminos con Ax d) Ninguna de las anleriores

7. La derivada como modelo para representa;:
a) La relacion a uno entre dos canlidades de variacion en un punto
b) La pendiente de la recia langenie a la curva ¢} Larazon de cambio en un punio
d) La rapidez de variacion

lim ’LM significa que en el limite.
A=l Ay
a) Ax =0y que |a pendiente de la recla secanle es igual ala pendienta de la recla langenie a la curva
b) Cue la pendiente de larecta secante se aproxima a la pendiente de la recla fangente a fa curva
¢) Que la pendiente de la recla secanle es igual a la pendiente de la recla tangente a la curva

d) Minguna de las anteriores

8. Laderivada coma

9. Larazan de cambio en un punto:
a) No existe porque en un punlo no hay variacion b) Se tiene que "derivar” a panlir de una funcion
¢} Es un artificio porque Ax tendria que ser cero para eslar en el punto y si es caro, no hay razon de cambio

d) Ninguna de las anteriores

Slesde) = fx)
s e ST

10, Para las funciones de segundo grado
Ay

Figura H10: Respuestas de Ratl en el cuestionario de comprension. 1a. parte.
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Apéndice H: Exdmenes del caso tradicional.

a) La derivada del punlo x ubicado al cenltro de Ax b) La pendiente de la recla langenle a la curva

¢) Larazon de cambio promadio d) Ninguna de Tas anlariores™— il i
11, Sif(x) =5, entonces f(2) = 20. Esto significa que:

a) La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recla langenie a la curva es de 20

¢) F(x) es una funcién para cualquier punto x =S d) Ninguna anterior s

12. Menciona dos ejemplos de derivada que encuenlres en tu medio ambiente;

13. Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero que no lo son:

a)) Se eslima que denlro de [ afios la poblacién de San Luis Rio Colorado (en miles de habilanies) esta dada por
la funcion: P(f) = £ + 200t +150 ¢ Cudl sera su lasa de crecimiento dentro de 5 afios?

b) Un objeto se mueve sobre una linea recta de forma que después de f minulos su distancia en metros al punto
de inicio estd dada por S(f) = 10f + 5/(t + 1). ¢ Cual es |a velocidad en los primeros lres minutos?

c) El tiraje (ntmero de periodicos producidos) esta creciendo a un rilmo conslanle. Hace tres meses era de
3200. Aclualmente es de 4400. ;Cudl serd el liraje denlro de dos meses?

d) A medida que una sierra circular metalica se calienta, su diamefro aumenta a razon de 0.01 cm/min, 4Cudl es
la variacién del area de uno de sus lados exaclamente a los dos minutas?

14, mt(:i'):ja cual de los siguientes problemas se pueden modelar ulilizando la derivada:

15. Argumenla porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14.
R
Yo TUOT N CAPC e VO -!'1'-" A L) Yt G ¥ N il L
lE\JC'\'\ ‘.:"-.‘__h L0 SR T SR g L

16. En una hoja aparie demuestre que en caida libre la velocidad media para un inlervalo es igual a la velocidad
instanlanea del punto central del intervalo,

17. Porgué es necesario que Ax lienda a cero si la derivada se define como /() = z\"'-'lu ﬁf--*—%‘ )= /) y no
X X
como f'(x)= tiie L+ 40 /(Y)
Ax
Para la funcién de la siguiente grafica: 109 A
10—
/ I~
B il
bl
4
0 -
g 2 4 6 B %
18. ¢Cual es la derivada en x = 37 o
a) 6 b) 4 AE T 2) d 0
19. ;Cual es la derivada en x = 67 5 - '"'-T\‘
"
a) 10 b) 4 c) 2 J\ d) U/

Figura H11: Respuestas de Ratl en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice H: Examenes del caso tradicional.

e 2 CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.
proshrrotn =ttt BT T Examen; . Contenido: Grupo:
%ss  Calculo diferencial e int. 20, PARCIAL  Teorfaderivada 02 A
i Nombre del alumno: Fecha: Punlos:
. B 0S 106
Erick e ing. Emanuel Viera

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesla correcta. Si
tiene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: "En una plania se producen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana. ,Cuanlos
camiones se produciran para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a partir de la
segunda semana?”. El planteamiento matematico para solucionarlo y = 140 + 5x es:

a) Una fdrmula b) Un modelo de c) Un modelo para d) Ninguna anterior
2. Si una pieza de aluminio al calenlarse se dilata 0.030 m cuando la lemperalura aumenta en 10 °C, la expresion
0.003 m*C es:
“a) Una razon por unidad b) Una derivada ¢) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anleriores

3. Siun objeto recorre 60 Km en el tiempo de una hora, la expresion 60 Km/h significa:
a) Una velocidad instantanea b) Una velocidad media 'c) Una razén por unidad  d) Ninguna anlterior

4. La pieza A de una maquina liene que soporlar una fuerza de 5000 N al levantar delerminada carga. Si el area que

soporla esla fuerza es de 10 em?, la expresion 500 Niem” es:
a) La rapidez de variacion ) Una razon por unidad ¢) Una razén de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

5. Cuando se dice que una variable toma el valor de un “punlo’, la palabra "punto” significa que se trala de:
a) Un intervalo infinitamente pequefio b) Una misma cantidad sin imporlar la unidad de medida
c) Una cantidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anleriores

6. Para diferenles posiciones del punto x denlro del intervalo Ax, la razon de cambio promedio oblenida a parlir de
dicho punto x e inlervalo Ax es:

> X+ AY) = i i g
a) f{ = b) Un modelo para la relacion a uno entre dos variaciones

: Ax

¢) La razon de cambio en x mas olros térmings con Ax d) Ninguna de las anteriores

7. La derivada como modelo para representa;:
a) La relacion a uno entre dos cantidades de variacion en un punta
b) La pendiente de la recta langente a la curva “¢) Larazén de cambio en un punto

d) La rapidez de variacién

S ¥iv) = [(3)
Av ’

‘a) Ax =0y que la pendiente de la recta secante es igual a la pendiente de la recla langente a la curva

b) Que la pendiente de la recta secanle se aproxima a la pendienle de la recla langenle a la curva

c) Que la pendiente de la recta secanle es igual a la pendienle de la recla langenle a la curva

d) Ninguna de las anteriores

8. La derivada como ;I imu significa que en el limite:
% e ] |

9. Larazén de cambio en un punto:
‘a)’ No existe porque en un punto no hay variacion b) Se tiene que “derivar” a partir de una funcién
c) Es un arlificio porque Ax tendria que ser cero para eslar en el punto y si es cero, no hay razon de cambio

d) Ninguna de las anleriores

Slx+Ax)— flx)
2 " &8
Ax

10. Para las funciones de segundo grado

Figura H12: Respuestas de Erick en el cuestionario de comprension. la. parte.
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Apéndice H: Examenes del caso tradicional.

a) La derivada del punto x ubicado al ceniro de Ax b) La pendiente de la recta tangente a la curva
¢) Larazén de cambio promedio d) Ninguna de las anteriores

11. Si f{x) = 5x°, entonces f(2) =20. Eslo significa que:
a) La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recla langente a la curva es de 20
¢) f(x) es una funcion para cualquier punto x d) Ninguna anterior

12. Menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en tu medio ambiente:
13. Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero que na lo son:

14. Indica cudl de los siguientes problemas se puaden modelar ulilizando la derivada:

'a) Se eslima que dentro de [ afios |a poblacion de San Luis Rio Colorado (en miles de habilantes) esta dada por

“ 7 la funcion: £{f) = £ + 2001 +150 ;Cual ser su lasa de crecimiento deniro de 5 anos?

b) Un objelo se mueve sobre una linea recla de forma gue después de [ minulos su distancia en metros al punto
de inicio esta dada por S(f) = 10+ 5/(1+ 1). 4Cudl es la velocidad en los primeros tres minutos?

c) El tiraje (numero de periodicos producidos) esta creciendo a un ritmo constante. Hace lres meses era de
3200. Actualmente es de 4400, ¢Cudl serd el tiraje denlro de dos meses?

d) A medida que una sierra circular metalica se calienta, su didmelro aumenta a razon de 0,01 cm/min, ;Cual es
la variacion del area de uno de sus lados exactamente a los dos minulos?

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14.

16. En una hoja aparte demuestre que en caida libre la velocidad media para un inlervalo es igual a la velocidad
instantanea del punto cenlral del intervalo.
il O

17. Porqué es necesario que Ax tienda a cero si la derivada se define como  ['(x) = A!ti"; 5
-y X

como /() = fiic ﬂ"f:-%’r—{i‘) !

Para la funcién de la siguiente grafica: fx)
10

2}

]

18. (Cudl es la derivada en x = 37
a) 6 b) 4 c) 2 d) 0

19, ¢ Cual es la derivada en x = 67
a) 10 b) 4 c) 2 d 0

Figura H13: Respuestas de Erick en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice H: Exdamenes del caso tradicional.

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

. Curso: Examen: Contenido: = Grupo: A
Calculo diferencial eiint.  3r. Parcial Aplicacion Deriv. 02 :
Nombre del alimnn: ; Fecha: Punlos:

— Carlos ~Ing. Emmanuel Viera

Resuelva correctamente el siguiente problema explicando cada paso:

El departamento de adminisiracion de inventarios de Bose S.A. de C.V. ha eslado enirentado el dilema
del tamafio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacion, algunos componentes de
sus productos son administrados bajo el sistema Just in time (JIT) pero otros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agotamiento que se produce en sus almacenes. Los administradores reportan que
el tamaiio del pedido repercute en los costos tolales de adminisiracion del inventario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Mitsuni e incurre en un
costo por hacer el pedido. Enlre mas pedidos haga, se lienen mayores costos por pedido. Una vez que
éste se ha recibido, se manda al almacén hasta que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacén la compaiia cubre un costo por mantenerlo ahi, es decir se incurre en
un costo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menor sea el tamaio del pedido, se haran mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor coslo por mantenerlos, pues seran pequenas las
canlidades almacenas. Por otra parte, entre mayor sea el tamano del pedido se tiene el proceso inverso.

Para fines préclicos, la administracion ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los costos lfotales no sean excesivos. En el departamento de ingenierla lo que mas preocupa por el
momento es saber como varia el costo total (cuanto se incrementa o disminuye) para un tamafo de
pedido dado. Algunos datos obtenidos por el departamento para los siguientes componentes son:

Por el momento resuelva el problema que tiene el departamento de ingenieria.

Figura H14: Respuestas de Carlos en examen de modelacién (ninguna).

COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D

Proveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo

e P 100 unidades 150 unidades 50 unidades
"~ Costo por hacer un : == ; WP :

pedido 20 dlipedido 20 dlfpedido 20 di/pedido

Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades

Unidades en el - = ) R 3 5

inventario en promedio | 50 unidades/ano 75 unidades/ano XS 25 unidades/ano

Costo anual por

mantener una unidad 1.2 dlfunidad 1.2 dlfunidad 1.2 dl/unidad

en inventario S -
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Apéndice H: Exdamenes del caso tradicional.

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

Curso: 0 " Examen: . Conlenido: Griipo: A

Calculo diferencial eiint.  3r. Parcial  Aplicacion Deriv. 02

Nombre del alumno: Fecha: Puntos:

! Raul F =il o e 8 X
Ing. Emmanuel Viera

Resuelva correctamente el siguiente problema explicando cada paso:

El departamento de administracion de inventarios de Bose S A de C.V. ha eslado enfrentado el dilema
del tamarfio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacion, algunos componentes de
sus productos son administrados bajo el sistema Jusl in time (JIT) pero ofros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agotamiento que se produce en sus almacenes. Los administradores reportan que
el tamaio del pedido repercule en los costos lotales de administracion del inventario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Mitsuni & incurre en un
costo por hacer el pedido. Entre mas pedidos haga, se tienen mayores costos por pedido. Una vez que
éste se ha recibido, se manda al almacén hasta que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacén la compaiila cubre un costo por manlenerlo ahi, es decir se incurre en

un costo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menor sea el lamano del pedido, se haran mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor costo por manltenerlos, pues seran pequefas las
cantidades almacenas. Por olra parle, entre mayor sea el tamafio del pedido se liene el proceso inverso.

Para fines practicos, la administracion ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los costos totales no sean excesivos. En el departamento de ingenieria lo que mas preoccupa por el
momento es saber como varia el coslo lotal (cuanto se incrementa o disminuye) para un tamafio de
pedido dado. Algunos dalos obtenidos por el departamento para los siguientes componentes son:

v COMPONENTE

25A32H 25A17C 25A20D
Proveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo
Tamano del pedido 100 unidades 150 unidades 50 unidades
actual -t
GO0 por hacer un 20 diipedido 20 diipedido 20 diipedido
pedido
Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades
Unidades en el 5 : - .
inventario en promedio 50 unidades/afio 75 unidades/ano 25 unidades/aio
Costo anual por
mantener una unidad 1.2 dlifunidad 1.2 dlfunidad 1.2 dlfunidad
en inventario g

Por el momento resuelva el problema que liene el departamento de ingenieria.

e L Y e Wy e g ) P T O T S [ R {2
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Figura H15: Respuestas de Raul en examen de modelacion.
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Apéndice H: Examenes del caso tradicional.

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA

UNIDAD SAN LUIS R. C.

e Curso: . . Examen: : Contenido: Grupe:
Calculo diferencial e int.  3r. Parcial Aplicacién Deriv. 02 A
Sl Fecha: Punlos:

Erick = { 14 )

7 e Ing. Emmanuel Viera
L5 1‘ -G ] &t b ! g
Resuelva correclamente el siguiente problema explicando cada paso:

El deparlamento de administracion de invenlarios de Bose S.A. de C.V. ha eslado enfrentado el dilema
del tamafio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacion, algunos componentes de
sus productos son administrados bajo el sistema Just in time (JIT) pero otros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agotamiento que se produce en sus almacenes. Los administradores reportan que
el tamaio del pedido repercute en los costos totales de adminisiracion del inventario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Mitsuni e incurre en un
coslo por hacer el pedido. Entre mas pedidos haga, se tienen mayores costos por pedido. Una vez que
ésle se ha recibido, se manda al almacén hasta que es enviado a la linea de produccién. Cada dia que
el componente pasa en el alimacén la compaiia cubre un coslo por mantenerlo ahi, es decir se incurre en

un costo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menor sea el tamafo del pedido, se haran mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor costo por manlenerlos, pues seran pequefas las
cantidades almacenas. Por otra parte, entre mayor sea el tamano del pedido se tiene el proceso inverso.

Para fines praclicos, la administracion ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los costos lotales no sean excesivos, En el deparlamento de ingenieria lo que mas preocupa por el
momento es saber como varia el costo total (cuanto se incrementa o disminuye) para un tamafo de
pedido dado. Algunos datos obtenidos por el departamento para los siguientes componentes son:

' COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D
Proveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo
Tacalr: :Iﬁo del pedido 100 unidades 150 unidades 50 unidades
Caoslo por hacer un 20 difpedido 20 diipedido 20 difpedido
| pedido
| Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades
ynidadgs enel : 50 unidades/aiio 75 unidadesfaino 25 unidades/aino
inventario en promedio
Costo anual por
mantener una unidad 1.2 dlfunidad 1.2 dl/unidad 1.2 dlfunidad
en inventario

Por el momento resuelva el problema que tiene el departamento de ingenieria.

i » e P " I L s Y
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Figura H16: Respuestas de Erick en examen de modelacion.
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Apéndice I: Entrevistas derivada y realidad. Caso tradicional

Apéndice I: Entrevistas sobre derivada y realidad. Caso tradicional.

Las preguntas 12 y 13 del cuestionario de comprension, en las que se pide a los
estudiantes mencionar situaciones cotidianas como ejemplos y contra ejemplos de la derivada,
fueron complementadas con parte de las entrevistas. En ellas se pregunt6 ;jcomo ensefarias
calculo? Al ver que Carlos y Erick no mencionaron situaciones reales en sus respuestas, en las
siguientes entrevistas agregamos la pregunta ;para ti la derivada es algo real? con el fin de
apreciar como el estudiante relaciona derivada y realidad.

Las respuestas dadas por Carlos nos sugieren que tiene una idea imprecisa de la nocion
de derivada. Para ensefiar dicha nocion él afirma: “primero tendria que saber yo”. A pesar de
ello Carlos identifica la utilidad de la derivada en el célculo de valores maximos o minimos.
En la trascripcion siguiente ademas observamos que Carlos propone una didéctica tradicional
para la enseflanza de la derivada, esto es, del concepto abstracto a las aplicaciones. Dicha
didactica fue criticada por Freudenthal quien abogé por las actividades de matematizacién. En
la trascripcion identificamos con M del nombre del entrevistador y con C el nombre de Carlos,

el estudiante entrevistado:

M: Si tu ensefiaras cédlculo, si ensefiaras la derivada ;como ensefiarias?;Coémo crees
que seria una buena manera?

C: Pues... primero... primero tendria que definirla... tendria que... primero tendria
que saber yo... pero suponiendo que ya s€... tendria que definirla y este... pasar a
lo que son ejemplos abstractos sin aplicaciones y después ya empezar con
ejemplos aplicados, pero ver bastantes ejemplos aplicados porque no se... no se
alcanza...

M: Ahorita con lo que has llevado no... ahorita con lo que has llevado no, este ;no lo
podrias definir td... no lo podrias o no la entiendes?

C: Pues asi como... sé algunas aplicaciones para que me puede servir, me puede
servir para encontrar valores maximos o minimos de ...cuando ocupe... por
ejemplo ahorrar un material o tener dimensiones que me maximicen volimenes o
cosas asi... sé que la puedo usar para eso..pero como... no puedo decir la

derivada es exactamente esto.
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Apéndice 1: Entrevistas derivada y realidad. Caso tradicional

Aqui vamos a cambiar un poquito los papeles... (Comentarios sobre la
posibilidad de compartir el significado de la derivada después de la serie de
entrevistas programadas)

Bueno, pues no me queda mas que darte las gracias, no se si, hay algo que
quisieras comentar. ;De que te ha servido todo esto?

Pues... de que se lo que no entiendo... no pues... o sea, me... 0 sea, me doy
cuenta de,,, de lo que todavia no entiendo acerca del tema y de lo que no... no
puedo hacer todavia... ocupo mas un poquito més de profundizar en el tema...
porque pues, por ejemplo el ultimo problema pues es un problema muy comun
que pues si... si... pienso ser ingeniero tengo que saberlo como bésico... y... y de

que me lo pongan asi y no sepa plantearlo pues... paso.

En el caso de Raul nos parece que posee unos significados mas completos y definidos

que los que posee Carlos para la derivada. Raul se refiere a dicha nocién como la pendiente de

la tangente “en lo grafico” y como razon de cambio al aplicarla a un problema. El aboga

también por “algo mas practico” en el aprendizaje de la derivada, en que se pueda saber como

utilizarla, tal como nos sugiere la siguiente trascripcion:

£7

Si ti ensefiaras la derivada

Ah ah.

Este... ;jcomo lo harfas?;qué dirias lo que es una derivada?;como ensefiarias la
derivada?;como te gustaria? Imaginate que estds con unos cuatro cinco
compaifieros tuyos, y tu eres el unico que sabes de derivadas y los otros estan...
pues atorados, queriendo entender ;como les ensefarias?

Pues asi como que para mas fécil... yo... me... yo veo la derivada asi mas en lo
grafico, como para explicarla mas facil.

(Como la explicarias?

Mmm... pues la derivada... como... pues como la recta tangente a la curva que...
de la ecuacion que vas a derivar...

Y para llevarlo a un problema ;cémo es que crees que (inaudible)... que no es,

que no es tan (inaudible)... que no es grafico, como lo harfas?

278



Apéndice I: Entrevistas derivada y realidad. Caso tradicional

7

R:

Pues la derivada, ya en un problema asi es como... como una variacién pues...
como... como una razon de cambio o algo... asi... entonces tienes un problema asi
como que... mmm... como el de la caja por ejemplo... tienes una caja y encuentras
la ecuacion del volumen de la caja y ya haces tu... (inaudible) y ya encuentras el
volumen méaximo, cudles ocupan ser para el volumen méximo, ya aplicas mas
cosas.

Ah, usarias aplicaciones.

Ah ah.

Este... otro detalle... que mas ;coémo te gustaria que te ensefiaran a ti la derivada
en esa forma?

Pues si... y también aprender mas de... ah mas practico... (inaudible) se siente uno
medio verde en estos problemas practicos...

Eeeh. No, no te sorprendas, es parte de... es parte de, o sea esa es una de las
cosas que motiva el hacer esto... Usualmente lo que se hace... y no es exclusivo
del CESUES, o sea, usualmente lo que se hace en todas partes, en todo el mundo
cuando se trabaja con este tema es irte sobre los ejercicios... agarras, este... das la
definicion, das las reglas y a trabajar.

Y derivas ecuaciones y ecuaciones.

Derivas ecuaciones, funciones, funciones, derivas usualmente lo que se hace y
unas aplicaciones al final de eso. Aplicaciones, maximos y minimos y dejas el
tema y te vas sobre la integral. O sea, usualmente es lo que se hace. Lo que se
encuentra es que, ya en la préctica.

Ya no sabes como usarlo.

La entrevista con Erick di6 un giro en torno a los aspectos que le gustaria aprender. El

muestra interés por los aspectos teoricos que se evaluaron a través del cuestionario sobre

comprension, y afirma que son “cosas que no vemos”. Tal como lo observamos en la

siguiente trascripcion. En Erick encontramos una experiencia con el calculo més limitada que

la de Carlos y Raul. Erick solo ha estudiado la derivada en preparatoria y en el curso de

calculo de CESUES, mientras que Carlos y Ratl lo han hecho en otras escuelas de ingenieria.
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EY

¢ Como ensefiar la derivada?

Coémo te gustaria que la ensefiaran (inaudible)... si t (estuvieras) con CESUES
enseflando este tema dentro del calculo, ;jcémo te gustaria lo ensefiaran?;como te
gustaria aprenderlo?;Si me entiendes la pregunta? no, no... jde qué otra manera
se puede decir?... ;hay algunas cosas dentro de este tema de derivadas que te
gustaria aprender o entender y creas que no has aprendido?

iTodo este examen! (risas).

Todo el aspecto teorico.

De lo tedrico o sea son cosas que en realidad no conozco... cosas que no vemos.

Al preguntarle a Erick por la derivada como algo real, observamos que ¢l asocia la

realidad a la realidad fisica y la derivada a un razonamiento. Aunque dentro de esa realidad

fisica se encuentran las velocidades instantaneas, Erick declara no encontrar la relacion entre

éstas y la derivada. Resumiendo, nos parece que la nocién de derivada no la asocia con la

realidad tangible. La trascripcion de esa parte de la entrevista se muestra a continuacion.

w g

-

Ok, una derivada ;es algo real?

Una derivada... la derivada para mi es en realidad, es algo logico. Para mi real,
es algo que existe o jno?

Si.

La derivada la puedes realizar y todo eso, pero la... para mi... la derivada es como
un célculo nada mas.

Aja.

O sea, para mi real es ese mesabanco, porque ahi esta, es fisico.

Si.

La derivada yo no la veo asi... siento que es mas como un razonamiento.

Ok.

Tal vez por eso no pude encontrar... un ejemplo de la derivada como dice en el
problema... como hicimos en el examen.

Por ejemplo, /ta llevaste fisica?

Si.
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M: Este... la velocidad instantanea para ti jes algo real?

E: ;Lavelocidad instantdnea?

M: Un objeto en movimiento.

E:  Mmm.

M: La velocidad que lleva en un instante jes algo real?

E: Digamos que si.

M: Va un carro... shh... y ta dices aqui ;qué velocidad lleva? la velocidad en un
instante ;es algo real?

E: Si

M: Este... jpudieras explicar que relacion hay entre eso y la derivada?;entre una
velocidad instantanea y una derivada?

E: No.

De los tres alumnos, Ratl parece tener significados mas claros sobre la nocion de
derivada y aboga por problemas més practicos en los procesos de ensefianza aprendizaje. Por
su parte Carlos manifiesta la falta de significados claros acerca de la nocion y en forma similar
Erick aboga por los aspectos “tedricos” y se muestra incapaz de asociarla a la velocidad
instantanea. Los resultados nos sugieren una construccion de significados muy limitada de la

nocién, no sélo de los tratados en este curso sino en cursos previos en los que han participado

tanto Carlos como Ral.
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Apéndice J: Configuracion epistémica implementada, caso matematica en contexto.

Configuracion epistémica implementada.

Ante la complejidad que implica realizar un andlisis epistémico para caracterizar los
significados implementados de cada clase de la intervencion didactica, describimos en la
Tabla J1 los temas de las primeras ocho sesiones. El analisis epistémico s6lo lo realizamos
para la clase del 16 de marzo en que se estudia la derivada. Para esto, separamos el texto en
unidades naturales, y con base en el significado que transmiten, las agrupamos en unidades
epistémicas que presentan un estado epistémico. Todas las unidades epistémicas que
transmiten un significado global, se agrupan en configuraciones epistémicas. Con base en

ellas, es proponemos una configuracion epistémica implementada de la derivada.

Fecha Tema desarrollado en clase

I de marzo | Presentacion del problema y filmacién de una caida libre

2 de marzo | Obtencion de datos de posicion

7 de marzo | Obtencion de la velocidad media

8 de marzo | Razdn de cambio promedio y en un punto

9 de marzo | Relacién entre velocidad promedio y en un punto

13 de marzo | Demostracion de v,, = v,

14 de marzo | Determinacion del modelo para velocidad en un punto

15 de marzo | Identificacion de los términos independientes del intervalo

Tabla J1: Contenidos implementados del uno al 15 de marzo. Caso
matematica en contexto

Configuracion epistémica uno. Esta configuracion se inicia con el recuerdo de la tarea
pendiente, a la que hemos identificado como la primer unidad epistémica (véase Tabla J2).
Consideramos que la trayectoria presenta un estado situacional al inicia con un problema
pendiente a resolver, el de obtener la velocidad del punto medio v, en términos de variables y
constantes /4, k', ky At. El hecho de que los estudiantes no hayan trabajado en ello, origina las
acciones para obtener v,,, por lo que sugerimos una segunda unidad epistémica con un estado

actuativo.
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Unidad Cop ) Unidad i Cardcter
Natical EPISI. Epist, Descripcion Estado global de CE
(tiempo)
Recordatorio a los alumnos que iban a
1-10 | obtener la velocidad vy, en términos de 4, k, [El: situacional
k' ya Conceptual:
11-32 ) ze;b;?;e la velocidad V;p €n términos de ¢, 3 sctugfivo fg{ﬁ;nmla
CE-1 Se presenta v, como la razon s'(7) obtenida |_. .. identificar v, a
3339 4 a partir de la Funcién de posicion s(7) ha: linghistico partir de v, a
8:17:57 Se sefiala la propiedad de independencia del través de los
40-43 |a 4 tamafio del intervalo como una forma de  [ES: proposicional | fiic (y sus
8:24:40 identificar v, y se introduce la expresion tiic significados
Se introduce la notacién general para como razones
calcular vep como una razén de cambio de cambio).
44 5 obtenida a partir de una funcién de posicion E3: lingiiistico
N s(+ (1= k)A1 - s(1 ~ kA1)
At
Se explica que v, se puede identificar en Vip
45-62 6 calclu!ada a partir de ¢ sin importar su E5: proposicional Proposicional:
pos‘lclén dentro de Ar Se explica
Se interpreta v, como que la razén
CE-2 s(t+ A1) - (1) cuando se calcula con el de cambio
63-91 7 Ar ‘ E4: conceptual | Promedio
8:24:40 punto ¢ al inicio del intervalo, por su proporciona la
a semejanza con la formula de la derivada velocidad del
8:31:18 como limite punto medio y
Se generaliza el concepto y se introduce la no la del
- % notacion para cualquier funcién y variable B3 Tinatiise punto de
- " £y : lingiiistico
f'(.\'-,u) (b EAY) = L(_\ +_m-) _f_(«\_) cdlculo
Ax
Se insiste en como poder identificar v,a
73-82 9 partir de Vi ¥ los alumnos manifiestan no El: situacional
entender la pregunta
Se recuerda entonces el problema de la
83-92 10 caida libre como un ejemplo donde se El: situacional
puede EE:Icntiﬁcar V. ya que Vi = Vi Conceptual:
93.94 |CE-3 1 Se expllcan’de nuevo las nociones de 7,, 1 y E4: conceptual | S¢ formula la
Vip = V(1 + kA1) razon de
95-102 |8:32:33 12 Se_vt'le!ve al_ problema y se indica que se E1: situacional cambio en un
a quiere identificar v,a partir de v, punto de
8:42:23 De nuevo se explica como obtener v, a manera
103-107 13 través de los tiic utilizando el problema de  [E2: actuativo general
la caida libre
Se introduce una expresién general para
1 obtener la raz6n de cambio en un punto x: . .
08-117 14 o {L{ILA:)__JF(L)}] E3: lingiiistico
5

Tabla J2: Primeras tres configuraciones epistémicas de la clase del 16 de marzo. Caso
matematica en contexto
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Proponemos como tercer unidad epistémica el periodo en que se obtiene la velocidad
del punto medio a partir de la funcién de posicion s(f). Dicha velocidad es una funcién
semidtica de la razon de cambio. Sugerimos un estado de tipo lingtiistico para esta unidad. En
la cuarta unidad epistémica, de naturaleza proposicional, se justifica la propiedad de
independencia de la velocidad v, del tamafio del intervalo Af. Dicha velocidad la identificamos
con los términos que no varian en el cociente de la razon de cambio promedio y se introduce la
notacion fiic para referirse a dichos términos. Finalmente, proponemos una quinta unidad de
tipo lingiiistico para la primer configuracion epistémica. En dicha unidad introducimos las
expresiones con que se generaliza la velocidad v, como una razén de cambio, obtenida a partir
de cualquier funciéon de posicion s(#). Proponemos que la configuracion epistémica que
engloba estas cinco unidades presenta un cardcter global de tipo conceptual. En tal
configuracion identificamos la velocidad v,, a partir de la velocidad del punto medio obtenida

como razon de cambio promedio.

Configuracion epistémica dos. Identificamos esta configuracion con un caracter global
de tipo proposicional. En ella sostenemos que la razon de cambio promedio tal como se define
en la derivada como limite, proporciona la velocidad del punto medio y no la velocidad del
punto / que deseamos determinar. Integramos esta configuracién con las unidades epistémicas
seis, siete y ocho. En la sexta unidad encontramos un estado proposicional cuando explicamos
que la velocidad en el punto /, v, se identifica en la velocidad del punto medio v, sin importar
la posicion del punto 7 en el intervalo At. En la séptima unidad epistémica interpretamos la
razon de cambio como la velocidad del punto medio v, obtenida a partir del punto de célculo
t, ubicado al inicio del intervalo At. Para esta unidad proponemos un estado epistémico
conceptual.

Finalmente, en esta configuracion identificamos una octava unidad epistémica con un
estado lingiiistico. En esta unidad deducimos la expresion con que generalizamos la derivada
del punto medio, como una razén de cambio promedio entre la variacion de la funcién y la
variacion de la variable. Expresamos que dicha derivada contiene la derivada del punto x y su

diferencia con la derivada del punto medio x,,.
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Configuracion epistémica fres. Esta configuracion esta integrada por las unidades
epistémicas de la nueve a la 14. En ellas exponemos que la razon de cambio promedio con el
punto de calculo al inicio, es la razén de cambio del punto medio, y argumentamos la manera
de identificar la razén de cambio en un punto a través de los fiic. Por tanto, proponemos un
significado global conceptual para esta tercer configuracion epistémica.

Proponemos que la novena unidad tiene un estado epistémico situacional, ya que
insistimos en identificar la velocidad v, a partir de la velocidad vy, calculada con la razén de
cambio promedio. Los estudiantes manifiestan no entender la pregunta y procedemos entonces
a recordar como obtener la velocidad en un punto a partir del problema de la caida libre. El
recuerdo origina la unidad diez, también con un estado situacional. Ahi recordamos que el
punto de célculo esta al centro del intervalo y que esto s6lo ocurre con funciones de segundo
grado. En la unidad 11 establecemos que para funciones de otro grado es necesario introducir
la nocién de punto medio, y repasamos lo pertinente de la configuraciéon epistémica anterior.
Asi mismo recordamos las nociones de punto de célculo 7 velocidad del punto medio Vip
como la velocidad de 7 + k'At. Para esta unidad 11 proponemos un estado epistémico
conceptual.

Proponemos la unidad 12 con un estado situacional, cuando de nuevo insistimos en que
el problema es identificar la velocidad del punto ¢ o v, para situaciones en que punto de
célculo  no coincide con el punto medio #,. La unidad 13 la iniciamos al explicar de nuevo
como obtenemos la velocidad del punto ¢ a través de los fiic en la razén de cambio promedio
con / al inicio del intervalo, tal como esta definida en la derivada. Proponemos un estado
actuativo para esta unidad, ya que mostramos las acciones con que obtenemos la velocidad del
punto /. Finalmente, proponemos la unidad epistémica 14 con un estado lingiiistico cuando
expresamos de manera general, la razén de cambio en un punto obtenida con los fiic.

Observamos una didéctica expositiva en esta tercer configuracion epistémica.

Configuracion epistémica cuatro. El siguiente momento de la trayectoria epistémica
nos sugiere una configuracion con cardcter global actuativo. Para esta configuracion
proponemos las unidades epistémicas de la 15 a la 18 (véase tabla J3). En la unidad epistémica
15 se utilizan los conocimientos previos para obtener las velocidades instantineas para 1 = 0.4

s, t=10.6 s y cualquier , para una funcién de posicién s(f) = £. Para esta unidad se sugiere un
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estado situacional. Sugerimos que la unidad 16 es de tipo actuativo en que se realizan las
acciones algebraicas que permiten obtener la velocidad del punto medio, esto es, v, = 37 +
3rAt + (Af)’. La interpretacion del término independiente del tamafio del intervalo Ar la
proponemos dentro de la unidad epistémica 17 con un estado conceptual. En este caso se
propone que la velocidad del punto /, esto es v, es igual a los términos independientes en el
cociente obtenido, es decir, v, = fiic [3t" + 3tAt + (A))?] = 3t Sugerimos como unidad
epistémica 18 el momento de la trayectoria en que se realizan las acciones para encontrar los

valores de las velocidades instantaneas para = 0.4 s, 1 = 0.6 s, tal como se muestra en la Tabla

I3

Unidad | %" |Unidad | g Cardcter
Natural | P> | Epist. P global de CE
(tiempo)
Se aplica lo visto para calcular v(1 = 0.4 s),
164-172 15 v(r = 0.6s), v(1) introduciendo la funcion s(r) |E1: situacional Actuativo: Se
CE-4 = aplican  los
173-187 16 Re‘allzacmn de procedimientos algebraicos B2 sctuativo conceptos .
8:42:23 para obtener v, vistos  para
a Se interpretan los tiic como la velocidad v, |, obtener v, -
188-199 8:52:51 17 dentro de los términos que integran v,, E4: conceptual 0.4s), V(1 -
200-208 18 Se Obl’lﬂn_el'l gas velocidades v, = 04s, v, = £9: actuativo 0.65) Y V(1)
0.6syv, =3¢
Se plantea el problema de cémo obtener via|., . . Conceptual:
209-227 CE-5 19 partir de v,, sin utilizar los tiic El: situacional Se introduce
la nocion de
8:52:51 Se formula que una reduccién continuada limite previo
228-255 |a 20 del tamafio del intervalo al infinito, acerca |E4: conceptual a la nocién
9:02:41 v, @V, y se introduce la nocion de limite formal de
derivada

Tabla J3: Trayectoria epistémica en la clase del 16 de marzo, caso matematica en contexto.

2da. seccion

Configuracion epistémica cinco. Después de obtener las velocidades requeridas, la
trayectoria muestra un giro significativo, en el que se expone de manera grafica como la
diferencia entre v, y v, se reduce a medida que se reduce el tamaiio del intervalo Az, lo que
lleva a la nocién de limite. A este momento de la trayectoria al final de la clase la
identificamos como una quinta configuraciéon epistémica con un cardcter global de tipo
conceptual, en que se presenta la nocion de limite en este contexto. En ella s6lo sugerimos dos

unidades, 18 y 19. En la primera de ellas se presenta el problema de cémo obtener una

286



Apéndice J: Configuracion implementada. Caso matemdtica en contexto

velocidad en un punto v, a partir de la velocidad del punto medio v, sin recurrir a los fiic.
Sugerimos un estado situacional para esta unidad. Para solucionar el problema se induce al
grupo a considerar la reduccion del intervalo Az, lo cual minimiza la diferencia entre dichas
velocidades. Esto genera la unidad epistémica 20 que consideramos de tipo conceptual. En ella
se propone una solucion a través de la reduccion al infinito del intervalo At, a la vez que se
seflala la contradiccion de origen epistémico que pretende resolver la nocién de limite de
Cauchy. Esto como una preparacién para introducir la nociéon formal de derivada como el
limite de la razoén de cambio promedio.

A partir del analisis epistémico de la clase del 16 de marzo, encontramos una
trayectoria epistémica con cinco configuraciones. Con base en ellas proponemos la

configuracion epistémica implementada para la derivada de la Tabla J4.
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COMPONENENTE PRACTICO

comprension instrumental)

SITUACIONES

ACCIONES

* Problemas contextualizados en los que se quiere
determinar velocidad media, instantanea, (v, vy, v, 5°(1))
como razones de cambio con funciones de segundo
grado

* Problemas descontextualizados en los que se quiere
determinar velocidad media, instantanea, (v, vy, v, s°(1))
como razones de cambio con funciones de tercer grado
a parlir de los tiic.

* Descontextualizar ¢l problema a través de un
planteamiento,

* ldentificacion de variables y constantes, de relaciones
entre cllas

* Formulacion de un modelo para velocidades medias ¢
instanténeas (v, v, s°(f)) como razones de cambio
con funciones de segundo o tercer grado a través de los
fiic

= Cilculo de velocidades instantaneas

®* Elaboracion de dibujos o graficas para aclarar y
representar relaciones entre variables.

* Realizacion de procedimientos algebraicos y cilculos en
calculadora, etc.

COMPONENTE DISCURSIVO/RELACIONAL

Comprension relacional)

CONCEPTOS

PROPIEDADES

= Previos: Modelos y sus tipos, modelos matematicos, la
operaciones bdsicas como modelos para, razon por
unidad, cantidades, unidades de medida, velocidad
media e instantanea

= Emergentes: Unidad de medida, punto en la
continuidad, punto de calculo, punto medio, velocidad
media como razén de cambio promedio y como
velocidad del punto central, velocidad del punto medio
vy, Tazon de cambio promedio, razén de cambio en un
punto, derivada como tiic, modelo para la relacion a
uno entre dos cantidades de variacion. La pendiente de
la tangente a una curva.

* Propiedad de independencia del tamarnio del intervalo.

* v se puede identificar en v, independientemente de su
posicion dentro de Ar

* Propiedad de coincidencia f°(x) = /"(x.)

* No se puede obtener directamente, se tiene que derivar
de una razon de cambio promedio, ya sea por medio de
los tiic o del limite.

ARGUMENTOS

velocidad instantanea del punto central del intervalo,

®* A partir de la velocidad de un cuerpo en caida libre, comprobar que la velocidad media para un intervalo es igual a la

= Justificar que la velocidad se puede considerar como una razon de cambio.

* Comprobar que la velocidad promedio obtenida a partir de diferentes posiciones de un punto f, incluye a la velocidad
instantanea de dicho punto, misma que se puede identificar a través de los fiic.

*  Generalizar esta situacion a cualquicr funcion para obtener la razon de cambio en un punto,

= Comprobacién grifica de que el limite de la razon de cambio promedio es la pendiente de la tangente a la curva.

COMPONENTE DE DESARROLLO

LENGUAJE

cociente (tiic) de la razon de cambio promedio.

pendiente de la recta tangente a una curva,

= Simbdlico: f(x), f(x,), v = 8'(1p) =

W L G)= Si(x+kAx) = S(x+ %f(‘)_ )
x

Ax

* Verbal: Derivada, relacion a uno entre cantidades de variacion, razon de cambio en un punto, pendiente de la recta
tangente a la curva, el limite de la razon de cambio promedio, términos independientes del tamaiio del intervalo en el

* Grdfico: Dibujos en los que se esquematizan las razones de cambio en un punto, grificas en las que se obtiene la

s+ (1- k)Ar — s(1 -

[(x) = tice l:_f(l' ik e f(.\'_)_] J(x)= A[i'l‘u[f(:\- ' A-")__“__f(-")]

kAL

Ax

Tabla J4: Configuracion epistémica implementada de la derivada. Caso matematica en

contexto.
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Apéndice K: Exdmenes presentados en el caso de matemitica en contexto

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
eslies ~ UNIDAD SAN LUIS R. C. e

T e CUISD: Examen: Contenido: Grupo: A
Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL  Limite y derivada (1
Hombre del alumno: Fecha: Puntos:
— Gaby {50906

les S. Edificio J Cublculo 6 Planta Baja

Resuelva correctamente los siguientes problemas y juslifique cada paso en la columna de la derecha. Ulilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

T
1. Encuentre los llmites siguientes: . jim > bitine B maa sy

AV oy -3 Bep)
2. En un circuito eléctrico la intensidad / de la comente esta en funcion del vollaje suministrado  V y de una
resistencia variable del circuite R de acuerdo con el modelo i = WR 5] el voltaje suministrado a dicho cireuito
es de Sv. determine el limite de la intensidad cuando la resistencia tiende a los valores: a) R =2 b) R = (.65
Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) fix) = 65 b) fix}=x"-2x

a.
4. Una fabrica ha encontrado que la produccion global en sus diferentes lineas, medida en productos estd
relacionada esirect con el ni de trabajadores por turno  y sigue la  funcidn de produccién
f{x) = -%* + 210x donde x rep ta el ni de trabajadores en el turno. a) Desarrolle un modelo para la
razén de cambio produccianfirabajador en un punto {ritmo de produccidn). b} Determine &l ritmo a que cambia
la produccién por trabajador cuando se tienen 100 trabajadares en el turno.
Il Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso
\(r“ 11'}||u'| x;. s} I'-II;I ef -2t &'g}t}‘:-"fﬁf'ﬂ-'"'"- '!‘."I f-"'!l'.'.'h'l""'
] X & 3: fa encontrar la  cleriwvdo
. §l T Ho h"rl."”l{ de i ~ (1 tone: ¢ E{x]s bx*
LJI":; = MAT-Tia 3 flul= X3y v ak fizn *” ﬂ“n‘?('!l‘fl
e L : 05§ o
"'\,.]'i"'-i(i}"f' V&) =Ms-1) F'(‘.-J (5 o et Qe g g ',.___,_.'.n
y "
{ e
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Figura K1: Pasos y justificaciones de Gaby en el ejercicio 3, inciso a).
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Figura K2: Pasos y justificaciones de Gaby en el ejercicio 3, incisos b) y en el problema
incisos a), b).
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)

Figura K3: Pasos y justificaciones de Cristy en los ejercicios 1 y 2 sobre limites. No se

(i
4 ‘(' (4) Una fabrica ha encontrada que la produccion global en sus diferentes lineas, medida en productos esta

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
cestes UNIDAD SAN LUIS R. C.

vanine il ke GUPSO! Examen: Conlenido: Grupo: A
Calculo diferencial e int. 20, PARCIAL  Limite y derivada 01
Nembre del alumno: Fecha: Puntos:
Ciristv Kofnberl 106

+ e e nimiliano Cervantes S. Edificio J Cubleulo 6 Planta Baja

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha. Ulilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

% |
1. Encuentre los limites siguientes: .} fim =B Bkl e e
R JT =3 x4
2. En un circuito eléctrico la intensidad { de la corriente esta en funcion del voltaje suministado  V y de una
resistencia variable del circuite R de acuerdo con el modelo i = V/R . Si el vollaje suministrade a dicho circuito
. esds5v, determine & limite de la intensidad cuando la resistencia tiende a los valores:a) R =2 b) R=0.65
Encuentre |a derivada de las siguientes funciones, a) fix) =6 b} fix)=x" —2x

relacionada estrechamente con el nimero de trabajadores por tumno vy sigue la funcién de produccion
fix) = -x* +210x donde X representa el nimero de trabajadores en el turno. a) Desarrolle un modelo para la
razan de cambio produccién/trabajador en un punto (rilmo de produccion). b) Detarmineg el ritmo a que cambia
la produccion por trabajador cuando se tienen 100 trabajadores en el turno.

Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso
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requiri6 solucionar estos ejercicios.
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Figura K4: Pasos y justificaciones de Cristy en el ejercicio 3, incisos a), b).
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CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.
CW Curso: Examen: Conlenido: Grupo: A
Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL  Limite y derivada 01
MNombre del alumno: Facha; Puntos:

Cristy Lot oo DASIRREIIOE o
s vun ey wdXimiliano Cervantes S. Edilicio J Cublculo 6 Planta Baja

v

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha. Ulilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

2
1. Encuenre los limites siguientes: o lim 5 T e e e
=Y :“.\' -1 Y

2. En un circuito eléctrico la intensidad i de la coriente esta en funcién del voltaje sumimistrado V' y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modelo / = V/R . 8 el voltaje suministrado a dicho circuito
es de 5v. determine el limite de la intensidad cuando la resistencia tiende a los valores: a) R =2 b) R = 0.65

3. Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) flx) = 6 b} fix)=x" -2x

4. Una fabrica ha encontrado que la produccion global en sus diferentes lineas. madida en productos esta
relacionada estrachamente con el numero de trabajadores por turno y sigue la  funcién de produccién
fix) = -x* + 210x donde x representa el nimero de trabajadores en el tumno. a) Desarrolle un modelo para la
razén de cambio produccién/irabajador en un punto (ritmo de produccion). b) Determine el ritmo a que cambia
la preduccion por trabajador cuando se tienen 100 trabajadlores en el turno.

Pasos para la solucion del problema 4 _ Justificacion fie cada paso
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Figura K5: Pasos y justificaciones de Cristy en el problema 4, incisos a) y b).
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Figura K6: Justificaciones de Cristy en el problema 4, inciso b).
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Apéndice K: Exdmenes del caso matemdtica en conlexio

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

C$u$ Curso; Examen: Contenido: Grupo: A

Calculo diferencial e int. 20, PARCIAL  Limite y derivada 01

MNornbre del aliimno: . ‘ g Fecha: Puntos:

Juan L___Ln’s] os/D‘ifaf_-; :
v & Frun iy, wasnnmano Cervanles S. Edificio J Cubloulo 6 Planta Baja
(652) W4 %18¢ @ P4 147 Ca

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha. Utilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

. = =
; EE 4 | 3
1. Encuentre los limites siguientes: . lim Ay lim \‘f\-’ -3y —4d
XY \'ir =3 =Y

2. En un circuito eléctrico la intensidad i de la corriente estd en funcion del voltaje suministrado V' y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modelo/ = V/R . Si el voltaje suministrado a dicho circuito
as de Gv. determine el limite de la intensidad cuando |a resistencia tiende a los valores: a) R =2 b) R =0.65

4 Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) fix)=6¢  b) fix) =x"-2x

4. Una fabrica ha encontrado que la produccién global en sus diferentes lineas, medida en productos esta
relacionada estrechamente con el numero de trabajadores por turno Yy sigue la funcion de produccion
f(x) =-x* + 210x donde x representa el niimero de trabajadores en el turno. a) Desarrolle un modelo para la
razén de carnbic produccion/rabajador en un punto (ritmo de produccion). b) Determine el ritmo a que cambia
la produccian por trabajador cuando se tienen 100 trabajadores en &l turno.

Pasos para la solucion del problema Justificacion de cada paso

@) lim X'-81

Rl =3
7 1 o n 1 [I & I{ ¢ ";:‘
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Figura K7: Pasos y justificaciones de Juan en el ejercicio | sobre limites, incisos a), b). No requerido.
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Figura K8: Pasos y justificaciones de Juan en el ejercicio 3, incisos a), b), y
problema 4, incisos a), b).
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2 b

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

e viisse st GUISO; Examen: Conlenido: Grupo:
: Calculo diferencial e int. 20. PARCIAL  Limite y derivada 01
Nembre del alumno: Fecha: Puntos:
José 5 fab | /06

, 1ur. wy. Maximiliano Cervanles S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Resuelva correctamente los siguientes problemas y justifique cada paso en la columna de la derecha. Utilice
el reverso de la hoja si lo considera necesario.

D

Encuentre los limites siguientes: o lim —uh E1Tin
XY \[\'-— 1 ¥—=9
En un circuito eléctrice la intensidad i de la corriente estd en funcién del voltaje suministrado V y de una
resistencia variable del circuito R de acuerdo con el modeloj = V/R . Sl el voltaje suministrade a dicho circuito
es de 5v. determine el limite de la intensidad cuando Ia resistencia liende a los valores: a) R =2 b) R = 0.65
Encuentre la derivada de las siguientes funciones: a) f{x) =6x” 11 xb) flx)=x"-2x 2K ¢—L
Una fabrica ha encontrado que la produccién global en sus diferentes lineas. medida en productos estd
relacionada estrechamente con &l numero de trabajadores por turno y sigue la funcién de produccién
f(x) =-x* + 210x donde x representa el nimero de trabajadores en el turno. a) Desarrolle un modelo para la
razon de cambio produccion/trabajador en un punto (ritmo de produccién). b) Determine el ritmo a que cambia
la produccién por trabajador cuando se tienen 100 trabajadores en el turno.

() 0w = 16,

B 3k A5 (-

Pasos para la solucion del problema - Justificacion de cada paso

yt =@ (@)t-g1 /0)
g8 -5 gy
ot

TSI P S

Figura K9: Pasos y justificaciones de José en el ejercicio 1 sobre limites, incisos a), b). No requerido
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Figura K10: Pasos y justificaciones de José en el problema 4, inciso a).
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Apéndice K: Examenes del caso matemdtica en contexto

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

o CUrso; % Examen; | Contenido: = Grupo: A
Calculo diferencial e int.  20. PARCJAL  Teoria derivada (1 ;
Nombre del alumno! Fecha: Punlos:

Gaby S= 2¢-04-00b
. ... Ing. Maximiliano Cervantes S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesta correcta. Si
tiene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: “En una planla se producen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana. ¢Cuanlos
camiones se produciran para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a partir de la
segunda semana?”. El planleamiento malemadtico para solucionarlo y = 140 + 5x es:

a) Una formula b) Un modelo de ©) Un modelo para d) Ninguna anterior
2. Siuna pieza de aluminio al calentarse se dilata 0.030 m cuando la temperatura aumenta en 10 °C, la expresion
0.003 m”C es:
;a) Una razon por unidad b) Una derivada c) Una razén de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

3. Siun objelo recorre 60 Km en el tiempo de una hora, la expresion 60 Km/h significa:
“a) Una velocidad inslantanea  b) Una velocidad media ¢) Una razon por unidad  d) Ninguna anterior

4. La pieza A de una maquina liene que soportar una fuerza de 5000 N al levanlar determinada carga. Si el area que

soporta esta fuerza es de 10 cm’, la expresion 500 Niem” es:
a) La rapidez de variacion ‘bj.Una razon por unidad c) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anleriores

5. Cuando se dice que una variable toma el valor de un "punto”, la palabra “punlo” significa que se trata de:
a) Un intervalo infinitamente pequefio b) Una misma canlidad sin importar la unidad de medida
QUna cantidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anteriores

6. Para diferentes posiciones del punlo x dentro del inlervalo Ax, la razén de cambio promedio oblenida a partir de
dicho punto x e inlervalo Ax es:

r L+ Ax) - Jix) T =5
;6 f - )=/ b} Un modelo para la relacién a uno entre dos variaciones
Av
c) La razén de cambio en x mas olros lérminos con Ax d) Ninguna de las anteriores

7 Laderivada como modelo para representa;:
E}’\La relacion a uno entre dos cantidades de variacion en un punto
) La pendiente de la recta langente a la curva c) Larazon de cambio en un punto

d) La rapidez de variacion

8. Laderivada como lim L+ Jix) significa que en el limite:
Ax—l) Ax
a) Ax =0y que la pendienle de la recla secanle es igual a la pendiente de la recla tangenle a la curva
~8) Que la pendiente de la recla secante se aproxima a la pendiente de la recta langente a la curva
¢) Que la pendiente de la recia secanle es igual a la pendienle de la recla langente a la curva

d) Ninguna de las anleriores

9. Larazon de cambio en un punto: _
a) No exisle porque en un punto no hay variacion b). Se liene que “derivar” a parlir de una funcion

c) Es un arificio porque Ax lendria que ser cero para estar en el punlo y si es cero, no hay razon de cambio
d) Ninguna de las anleriores

flxv+ax) - f(x)
_ e

10. Para las funciones de segundo grado
Ax
V

’

[ ! 3

Figura K11: Respuestas de Gaby en el cuestionario de comprension. la. parte.
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Apéndice K: Exdamenes del caso matemdtica en contexto

a) La derivada del punto x ubicado al cenlro de Ax b} La pendiente de la recta tangente a la curva
o). La razon de cambio promedio d) Ninguna de las anteriores
1. Sifi{x)= 5x°, énlonces f(2) = 20. Eslo significa que:
a) La funcitn varia en 20 unidades b) La pendiente de la recta tangente a la curva es de 20
&) I(x) es una funcion para cualguier punlo x d) Ninguna anterior

12. Menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en u medio ambiente: - ¥hlealor o poyticion
* 0L faren oo pele fo ory fotcdn Alowe . conl ex oo e locicko { P !r'-f.‘(l'.(l = 3
Qe preo™Monclons tos senpios e farigen JeBes pe K e ko bt g pmerd! % dle epAplec
rormenten O Gl ARl de T8 SGUaes problémas 46 BiEteR Moddlar Utfando la derivada:  dby » en i gt
a) Se estima que dentro de { afios la poblacion de San Luis Rio Colorado (en miles de habitantes) esla dada por
la funcion: Af) = # + 200 +150 ;Cudl sera su tasa de crecimiento dentro de 5 afes? Llath
b) Un abjeto se mueve sobre una linea recta de forma que después de  minutos su distancia en metros alpunto « p1
de inicio esta dada por S(f) = 10t + 5/({ + 1). ¢Cuél es la velocidad en los primeros lres minulos? a
~e) . El tiraje (nimero de periodicos producidos) esta creciendo a un rilmo conslante. Hace lres meses era de
3200. Actualmente es de 4400. ;Cual sera el tiraje deniro de dos meses?
d) A medida que una sierra circular metalica se calienta, su diamelro aumenta a razon de 0.01 cm/min, ;Cual es
la variacion del 4rea de uno de sus lados exactamente a los dos minulos?

o’ %" pro clue le, po

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14. T .!
f‘mq-! Yir deye igwe ket ta | shenne efinty torma A yigon contk }' At :
| e I ol ’ e J,li-.l- sl l.tr Y
sjeyinsle romn  necle o ’ ] h-] N ]‘._! tiag G LN f]‘t il
Yelge 1ane o tlos ottt de  Unuacion  en un [‘-"-\1"‘-' .

16. En una hoje apare demuestre que en caida libre la velocidad media para un intervalo es igual a la velocidad
instantanea del punto cenltral del intervalo.

\Jp.\‘ Nie e (¥

17. Porqué es necesario que Ax lienda a cero si la derivada se define como [ '{x) = a“mu S ‘;—J AL ¥y no

X X

como ['(x) = tiic Jx a0 = /),
; i ;

Para la funcion de la siguiente grafica: 1)
10
/ I~
8- - —
B ; \’I '-"":.'l )
4 d
2 /[ f‘ A
2 e i
it Y TR Rt
18. ;Cudl es la derivadaenx=3? , - A T [ \
a) 6 ) GXE  hyd t(uls Yo ¢) 2 b, LS} a4 D |
blm) T 5 fihs Y% f{xy= 19 { J
19, ;Cudl es la derivada en x = 67 /
a) 10 b) 4 c) 2 d) 0
/ P T g {7 SR VAt I e
, 4 = i) T ) it
I‘J(T‘} fi'\( {f\} . / f
ey - ) )

Figura K12: Respuestas de Gaby en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice K: Exdmenes del caso matemdtica en contexto

e CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
2 3 UNIDAD SAN LUIS R. C.
mm-- C_uz'so: e :_. ; _IExaimﬁ: T Cmtepido:’ 55 Grupo:
Hes  Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL = Teoria derivada (1
MNombre del alumno: Fecha: Punlos:
_ Cristy 24/t o5
“ 1 avens g maanoman® Cervantes S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesta correcta, Si
tiene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: "En una plania se producen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana. ¢Cuanlos
camiones se produciran para las préximas dos semanas, sl la produccion diaria se va a ampliar a parlir de la
segunda semana?”. El planieamiento matemdtico para solucionarlo y = 140 + bx es:

Una [ﬁ_[m b) Un modelo de ¢) Un modelo para d) Ninguna anterior

2. Si una pieza de aluminio al calentarse se dilata 0.030 m cuando la temperalura aumenta en 10 °C, la expresion

0.003 mP°C es:
1) Una razon por unidad b) Una derivada ¢) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anleriores
3. Siun objelo recorre 60 Km en el liempo de una hora, la expresion 60 Km/h significa:
a) Una velocidad inslantanea  b) Una velocidad media i Una razén por unidad _  d) Ninguna anterior

4. La pleza A de una maquina liene que soportar una fuerza de 5000 N al levantar determinada carga, Si el area que

soporia esta fuerza es de 10 cm’, la expresion 500 Niem® es:
a) La rapidez de variacion E\Upg razén por unidad c) Una razon de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores v

5. Cuando se dice que una variable toma el valor de un “punto”, la palabra “punto” significa que se lrata de:
ahlUn-intervalo infinitamente pequeno b) Una misma cantidad sin imporlar la unidad de medida
¢) Una canlidad determinada por la unidad de medida dj Ninguna de las anleriores

6. Para diferentes posiciones del punto x dentro del intervalo Ax, la razon de cambio promedio obtenida a parlir de
dicho punto x e intervalo Ax es: ]

N (3 + Ax)— [ 5
‘?S_ \M b) Un modelo para la relacion a uno entre dos variaciones
" Ay
¢) La razon de cambio en X mas olros términos con Ax d) Ninguna de las anteriores

7. Laderivada como modelo para represenia;:
a) La relacién a uno enlre dos canlidades de variacion en un punto )
La pendiente de |a recta langente a la curva c) Larazén de cambio en un punto

d) La rapidez de variacion

8. Laderivada como lim Jevin i significa que en el limite:
Av—l) Av
a) Ax =0y que la pendienle de la recla secanle es igual a la pendienie de la recta langente a la curva
I} Que la pendiente de |a recla secanle se aproxima a la pendienle de la recla langenie a la.curva
¢) Que la pendiente de la recta secante es igual a la pendiente de la reca langente a la curva

d) Ninguna de las anteriores

8. Larazdn de cambio en un punto:
a) No existe porque en un punto no hay variacién b) Se fliene que “derivar” a partir de una funcion

¢) Es un artificio porque Ax lendria que ser cero para eslar en el punto y si es cero, no hay razon de cambio
d),_NinQUﬂa_da_.las anteriores .

flx+Ax)= [
10. Para las [unciones de segundo grado 2 o 1— fl‘-.]- es:
Av

Figura K13: Respuestas de Cristy en el cuestionario de comprension. la. parte.
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Apéndice K: Exdamenes del caso matemdtica en contexto

a) La derivada del punto x ubicado al centro de Ax ‘) La pendiente de la recta tangente a la curva
¢) Larazén de cambio promedio d) Ninguna de las anteriores
11. Sif(x) = 5x°, entonces f(2) = 20. Esto significa que:
a) La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recla tangente a la curva es de 20
;')a{;!‘(xj es una funcién para cualquier punto x d) Ninguna anterior

12. Menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en [u medio amblente: ;
3 e ..il Y\ipl:ir’ ?‘\" tind }.'-"t'_"‘ e a, €] lern f‘}_f_‘, = L',"-‘" ‘I*- l’ 'H"l'r';_.'|lf =) ///
13. Menciona dps ejemplos que parecen derivadas pero que no lo son:
g g Ia pregonda )
14. Indica cual de los siguientes problemas se pueden modelar ulilizando la derivada:
" Se estima que dentro de t anos la poblacion de San Luis Rio Colorado (en miles de habitantes) esla dada por
la funcién: P(f) = t* + 2001 +150 ;Cual sera su lasa de crecimiento dentro de 5 afos?
b) Un objeto se mueve sobre una linea recta de forma que después de { minulos su distancia en metros al punio
de inicio esta dada por S(f) =10t + 5/(t + 1). (Cuales la velocidad en los primeros fres minutos?
¢) El tiraje (nimero de periddicos producidos) esla creciendo a un ritmo conslante. Hace lres meses era de
3200. Actualmente es de 4400. ¢Cuadl sera el liraje denlro de dos meses?
d) A medida que una sierra circular metdlica se callenta, su diametro aumenla a razén de 0.01 ecm/min. ;Cual es
la variacion del area de uno de sus lados exaclamente a los dos minufos? .

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14.

Ao wesytVad Ay

e (;’,){"‘i\"}é\j’l ) L

o

a \]. [I'.\'_‘| Sy T [‘.'I-‘]-:’:' jLas g { 4
. o PR - d x o d e 1O ,‘-_.'-’:‘;' el A, o
('._.';"‘. ._f'i(___-,,\ YA S (!( o\ & ‘_l! { (‘.‘t " YL Vim0 { /’{‘)}J_" ‘J r,.r ‘r‘(’

/16. En una hoja aparte demuestre que en caida libre la velocidad media para un intervalo es igual a la velocidad
instantanea del punto cenlral del intervalo. | =
[l an-[x)
0 Ax

17. Porqué es necesario que Ax lienda a cero si la derivada se define como S = _{\]'ﬂ no
X

como f'(x) = fiic ;‘[!Lﬁ—\} S AL 2

Para la funcién de la siguiente grafica: )
10
8 f/
s ks
K aE
0 a
g 2 4 6 8 X

18. ¢Cudl es la derivada en x =37 .
a6 " b)4 c) 2 d) 0

19, ¢ Cudl es la derivada en x = 67
a) 10 b) 4 c) 2 dy 0

Figura K14: Respuestas de Cristy en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice K: Exdamenes del caso matemdtica en contexto

A8 CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

: il o Examen: Confenido: Grupo:

5. Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL  Teoria derivada 01

¥ Nombre del alumno: Fecha: :'-i/,.;; {’Puntos:
G

— Juan s . :
1 vt vansge s CeIVantes S. Edificio J Gubiculo 6 Planta Baja
Para las siguientes preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesla correcta. Si
liene alguna duda pregunte al profesor.

1. Para el problema: "En una planta se producen 28 camiones por dia y se laboran 5 dias por semana. ;Cuanlos
camionas se producirdn para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a parlir de la
segunda semana?”. El planteamiento matematico para solucionarld y = 140 + 5x es:

a) Una formula b) Un modelo de 'p¥, Un modelo para d) Ninguna anterior
2. Si una pieza de aluminio al calenlarse se dilala 0.030 m cuando la lemperalura aumenta en 10 °C, la expresion
0.003 m°C es:
‘a) Una razén por unidad b) Una derivada >):Una razéin de cambio promedio

d) Ninguna de las anleriores

3. Siun objeto recorre 60 Km en el tiempo de una hora, la expresion 60 Km/h significa:
a) Una velocidad instantanea b Una velocidad media  ¢) Una razén por unidad  d) Ninguna anterior

4. La pieza A de una maquina liene que soporiar una fuerza de 5000 N al levanlar determinada carga. Si el area que

soporta esla fuerza es de 10 om’ , la expresion 500 Nicm’” es:
a) La rapidez de variacion !;{Una razén por unidad ¢) Una razdn de cambio promedio

d) Ninguna de las anteriores

5. Cuando se dice que una Variable toma el valor de un “punlo”, la palabra “punto” significa que se frata de:
#af Un inlervalo infinitamenle pequefio b). Una misma cantidad sin importar la unidad de medida
na canlidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anteriores

6. Para diferenles posiciones del punto x dentro del intervalo Ax, la razon de cambio promedio obtenida a partir de
dicho punto x e intervalo Ax es:

‘if Jlx+ Au_r]—f(.t_)
/ Av

¢) La razén de cambio en x mas olros lerminos con Ax d) Ninguna de las anleriores

b) Un madelo para la relacion a uno entre dos vanaciones

7. La derivada como modelo para represenia;:
a) La relacién a una enlre dos cantidades de variacion en un punto
b) La pendiente de la recla angente a la curva ﬁ(’La razon de cambio en un punto
d) La rapidez de variacion

8. Laderivadacomo lim Lara =) significa que en el limite:
Av-—0 Ax
Ax =0 y que la pendienle de la recta secante es igual a la pendiente de la recta langente a la curva
Que la pendiente de a recta secanle se aproxima a la pendiente de la recta langente a la curva
¢) Que la pendiente de la recta secanle es igual a la pendiente de la recta langente a la curva

d) Ninguna de las anleriores

9. Larazon de cambio en un punto:
a) No existe porque en un punto no hay variacion ',b)’.' Se liene que “derivar” a parlir de una funcion
¢} Es un arificio porque Ax tendria que ser cero para estar en el punto y si es cero, no hay razén de cambio

d) Ninguna de las anteriores

(x4 Ax)= S
10, Para las funciones de segundo grado phekays 14 es
Av

Figura K15: Respuestas de Juan en el cuestionario de comprension. la.
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Apéndice K: Exdmenes del caso matemdtica en contexto

}(La derivada del punto x ubicado al centro de Ax b) La pendiente de la recta langente a la curva

¢) La razon de cambio promedio d) Ninguna de las anteriores
11. SiF(x) = 5¢°, entonces f(2) =20. Estosignifica que:

a) La funcion varia en 20 unidades b) La pendiente de la recta langente a la curva es de 20

¢) f{x) es una funcion para cualquier punto x d) Ninguna anlerior !
12 Mencian? dos ejemplos de derweda que encu?nires en lu medio ambiente: | a0 Vi l g l(—‘\ gl Con I'f

o el SR d, R X T N L ) 1_{ oges dug Lag en.s i dial fi ﬁ";_ i
13. Menciona das ejqmplos que parccen dervadas poro que foloion: | MAAME U Ot pad pir b v | o
euetd N VAL Lygs horas ge€ divemc th €1 ) fa 00T 4 sl

14, Indica cuél de los siguientes problemas se pueden modelar ulilizando la derivada:
a) Se estima que dentro de [ afios la poblacion de San Luis Rie Colorado (en miles de habitantes) esta dada por
la funcién: P(f) = £ + 2001 #150 ;Cudl sera su tasa de crecimiento dentro de 5 afios?
b) Un objelo se mueve sobre una linea recta de forma que después de { minulos su dislancia en metros al punlo
de inicio esta dada por S(f) = 10+ 6/({ + 1). ;Cual es la velocidad en los primeros tres minutos?
¢) El tiraje (nimero de periadicos producidos) esta creciendo a un rilmo conslante. Hace ires meses era de
1200. Aclualmenle es de 4400, ;Cuél serd el liraje dentro de dos meses?
x A medida que una sierra circular metalica se calienta, su diametro aumenta a razon de 0.01 cm/min. ,Cual es
la variacion del area de uno de sus lados exactamenie a los dos minulos?

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14. | fros

!)Q[ _-'/[“".' ,I' B ] Er S8

:,l’tl I 8 f/.lf-]

16. En una hoja aparte demuestre que en caida libre la velocidad media para un intervalo es igual a la velocidad

inslantanea del punto central del intervalo. t

: hecl

17. Porqué es necesario quéd Ax lienda a cero si la derivada se define como [ '{x) = lim Lt dny= /(0 )\.m
Ax—l) Ax !

como J (x)=lil¢ !&U_‘l .

Ay
Para la funcion de la siguiente grafica: 1) A
[ bt
A
66—
2 | ]
D - = —
0 2 4 6 8 x
18. ;Cual es la derivada en x = 37
a) 6 b) 4 c) 2 9( 0
19. ¢ Cuél es la derivada en x = 67
a) 10 b) 4 ¢) 2 M 0

Figura K16: Respuestas de Juan en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice K: Exdmenes del caso matemdtica en contexto

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA

29
a0do
% UNIDAD SAN LUIS R. C.
CERMO o G A
01

spirasn (CU R : !
*95}-» Calculo diferencial e int.  20. PARCIAL  Teoria derivada

Nombre del alumno: , Fecha: Punlos:

3 Jose A0 A 20064

et Jaximiliano Cervanles S. Edificio J Cubiculo 6 Planta Baja

Para las siguienles preguntas marque con una X el inciso que considere como la respuesta correcta. Si
liene alguna duda pregunte al profesor.

1.

a) Una formula b) Un madelo de ¢) Un modelo para d) Minguna anterior
e — ) TR
2. Si una pieza de aluminio &l calentarse se dilata 0.030.m cuando la temperalura aumenta en 10 °C;jla expresion
0.003 mPC es: SerAs
&Y Una razon 1 por unidad b) Una derivada ¢) Una razon de cambio promedio
d) Ninguna de las anteriores
3. Siun objeto recorre 60 Km en el liempo de una hora, la expresion 60 Knm/h significa:
a) Una velocidad instantanea  b) Una velocidad media  ¢) Una razén por unidad  d) Ninguna anterior
4. La pieza A de una maquina liene que soportar una fuerza de 5000 N al levanlar delerminada carga. Si el area que
soporta esla fuerza es de 10 cm’, la expresion 500 Niem” es: %
a) La rapidez de variacion b) Una razan por unidad ¢) Una razén de cambio promedio
d) Ninguna de las anteriores
5. Cuando se dice que una variable loma el valor de un “punlo”, la palabra “punto” significa que se lrafa de:
a) Un intervalo infinitamente pequeiio b) Una misma cantidad sin importar la unidad de medida
¢) Una cantidad determinada por la unidad de medida d) Ninguna de las anleriores
6. Para diferenles posiciones del punlo x denlro del intervalo Ax, la razon de cambio. promedio obtenida a parlir de
dicho puntofi”e intervalo dhes:
(x+ Av) - f(0
) AL \—] Ji) b) Un modelo para la relacion a uno entre dos variaciones
‘_,,_._-—A‘———-'-— wh d
¢) La razén de cambio en x mas otros términos con Ax d) Ninguna de las anleriores
7. La derivada como modelo para representa;:
a) La relacion a uno enlre dos cantidades de variacion en un punlo
) La pendiente de la recla langente a la curva ) La razon de cambio en un punto
d) La rapidez de variacion T e e Y . e
8. Laderivada como lim "M significa que en el limite.
A0 A »
a) Ax=0yque la pendiente de la recla secante es iqual a la pen_dien_lg_gg_!i&da.langentg ala curva.
b) Qué Ta pendiente de la recla secante se aproxima a la pendienle de la recta langenle a la curva
¢) Que la pendiente dé la recta secante es igual a la pendiente de la recta langenie a la curva
d) Ninguna de las anteriores
9 Larazon de cambio en un punto:
a) No exisie porque en un punio no hay variacion b) Se liene que “denvar’ a parlir de una funcion
c) Es unfartificio’porque Ax lendria que ser cerc para estar en el punto y si es cero, no hay razondecambio ™
d) Ninguna de las anleriores
E S(x+Ax) - flx)
10. Para las funciones de segundo grado ———— €5

Para el problema; “En una planta se producen 28 camicnes por dia y se laboran 5 dias por semana. ¢Cuanlos
camiones se produciran para las proximas dos semanas, si la produccion diaria se va a ampliar a partir de la
segunda semana?”. El planteamiento malemalico para solucionarlo y = 140 + 5x es:

Ax

Figura K17: Respuestas de José en el cuestionario de comprension. la. parte.
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Apéndice K: Exdmenes del caso matemdtica en contexto

a) La denvada del punto x ubicado al centro de Ax b) La pendiente de la recla tangente a la curva

¢) Larazon de cambio promedio d) Ninguna de | las anteriores

11, SiF(x) = 5x°, enlonces f'(2) = 20. Eslo significa que:
_ @) La funcion varia es b) La pendiente de la recla tangente a la curva es de 20

¢) F(x) es una funcidn para cualquier punlo X d) Ninguna anlerior
12. Menclona dos ejemplos de derivada que encuentres en lu medio arnhief'lle: I :
A= ("k r-L{(—"rn(’('J {12 !:“] st e Groein Bh 1 =ewiv(| 20 \ns wetes ool ol aw bulon 0 I0 waibnala
13. Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero gue no lo son: o et

1= Al (00 de ok toudddor a\g Quuw e ) 17 6\ wonde dg chollicion.
14. Indica cual de los siguientes problemas se pueden modelar util zando la derivada: ;
a) Se estima que dentro de t aros la poblacién de San Luls Rio Colorado (en miles de habitantes) esla dada por
la funcian: P(0 = £ + 2001 +150 ;,Cudl serd su lasa de crecimienlo dentro de 5 afios?
b) Un objeto se mueve sobre una linea recta de forma que después de [ minutos su dislancia en melras al punto
de inicio esta dada por S(f) = 10f + 5/(t + 1). ¢Cualesla velocidad en los primeros tres minutos?
- ¢) El tiraje (nimero de periddicos producidos) esta creciendo a un ritmo conslante. Hace lres meses era de
3200, Aclualmente es de 4400. Cual ser4 el liraje dentro de dos meses? i Fre
d) “A medida que una sierra circular melalica se calienia, su diamelro aumenta a razon de 0.01 cmimin. ¢Cual es
la variacién del area de uno de sus lados exaclamente a los dos minulos?

1

15. Argumenta porqué seleccionaste las respuestas de la pregunta 14.
Porque  me Piggundan Ave en il Se fueden 1y
e dm el madelo ven C wedon los dodos eCesanes i

Voley on wiodelo v ave en d v oy dan.

colelny N @ d N b

16." En una hoja aparle demuestre que en caida libre la velocidad media para un inlervalo es igual a la velocidad
instantanea del punto central del intervalo.

17, Porqué es necesario que Ax tienda a cero si la derivada se define como [ '(x)= aﬁﬂo L b0 = 1t3) y na
X

Av
como £ (x) = tiic L& * &)= flx),
Ax
Para la funcion de la siguiente grafica: 10\ \

e eheobhAr S lmtte. ' AT /
B 1 L
[ il
N
a2 11 i
L B v

18. ¢ Cual es la derivada en x = 37

a) 6 b) 4 c) 2 d) 0
19. ¢Cual es la derivada en x = 67
a) 10 b) 4 c) 2 d 0

Figura K18: Respuestas de José¢ en el cuestionario de comprension. 2a. parte.
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Apéndice K: Excmenes del caso matematica en contexto

ek CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.
S ) s Cm's'ur. Examen: Gu_\tan_[do: . Grupo;
a3 Caleulo diferencial e int.  3r. Parcial Aplicacion Deriv. 01
Nermis dal alimnn: Fecha: Puntos:
ot “‘ (Gab}v 8 o Cervantes % S bicoia & Plania Bafa
0\ 35

0N 23 4615
Resuelva correclamente el siguiente prablema éxpaicando cada paso:

El depar de administracion de inventarios de Bose S.A. de C.V. ha eslado enlientado el dilema
del tamaiio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su Informacion, algunos componentes de
sus productos son adminisirados bajo el sistema Jusl in lime (JIT) pero olros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agolamiento que se produce en sus almacenes. Los administradores reporlan que
el lamanio del pedido repercule en los coslos tolales de adminisiracion del inventario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Milsuni e incurre en un
costo por hacer el pedido. Entré mas pedidos haga, se lienen mayores coslos par pedido. Una vez que
ésle se ha recibido, se manda al almacén hasta que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacén la compania cubre un costa por mantenerlo ahi, es decir se incurre en
un costo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menar sea el tamaio del pedido, se haran mas y mayor seid el
costo anual por hacer los pedidos pero se lendra menor coslo por mantenerlos, pues saran pequenas les
cantidades almacenas. Por olra parle, enlre mayor sea el lamario del pedido se lizne el proceso inverso.

Para fines praclicos, la administracion ha preguntado por uri indicador que e orienie sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los coslos lolales no sean excesivos. En el departamento de ingenieria lo que mas preocupa por el
momenlo es saber como varia el costo lolal (cuanio se incrementa o disminuye) para un lamano de
pedido dado. Algunos datos oblenidos por el departamento para los siguientes componenies son:

Por el momenlo resuslva el problema que tiene &l deparlamento de ingenieria.

| fuae hi i
ol enslo dotal{ tuntle oo peve ot o disemauys ) HE

Figura K19: Respuestas de Gaby en examen de modelacion. 1a. parte.

COMPOMENTE
25A32H 26A17C 25A20D
Proveedor . Mitsuni Mitsuni Daewoo
;f«' Z::ltr::lﬁo e 100 unidades 150 unidades 50 unidades
) g::i‘é’n'”' penU 20 difpedida 20 difpedida 20 diipedido
 Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades
Unidades en el : 7
inventario en promadio 500 unidades/afo G00-unidadesfano 400 unidades/ano
Coslo anual por s s =5
mantener una unidad 1.2 dlunidad 1.2 dijunidad 1.2 difumdad
en invenlario
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Figura K20: Respuestas de Gaby en examen de modelacion. 2da. parte.
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Apéndice K: Examenes del caso matemdtica en contexto

f

CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
UNIDAD SAN LUIS R. C.

{ el ‘Curso: ] e ~ Examen: Conlenido: - Gupo: A ;
@8- Calculo diferencial e int.  3r. Parcial Aplicacion Deriv. 01
b Mamhea rnl alirmna: Fecha: Punlos:
: i OT105/06
Cristy ) Cervantes S. E{.‘:rﬁda J Cubiculo 6 Planta Baja

(1R (% Kozt o

RS A
Resuelva correclamente el siguiente problema expltcaﬁda cada paso:

El deparlamento de administracion de invenlarios de Bose S.A. de C.V. ha estado enfrentado el dilema
del lamafio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacion, algunos componentes de
sus praduclos son adminisirados bajo el sistema Jusl in time (JIT) pero olros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agolamiento que se produce en sus almacenes. Los adminisiradores reportan que
el tamano del pedido repercute en los costos lolales de administracion del inventario. Para disponer de
un componente, por efemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Milsuni e incurre en un
costo por hacer el pedido. Entre més pedidos haga, se tienen mayores costos por pedido. Una vez que
asle se ha recibido, se manda al almacén hasla que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacén la compaiiia cubre un coslo por mantenerlo ahi, es decir se incurre en

un coslo de manlenimiento. e eyt Con | ev

Los administradores indican que enlre menor sea el lamarnio del pedido, se haran més y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor coslo por mantenerlos, pues seran pequenas las
canlidades almacenas. Por olra parle, entre mayor sea el lamano del pedido se tiene el proceso inverso.

Para fines practicos, la administracion ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la canlidad
que debe padir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los coslos lolales no sean excesivos. En el departamento de ingenieria lo que mds preocupa por el
momento es saber como varia el costo folal (cuanto se incrementa o disminuye) para un tamano de
pedido dado. Algunos datos oblenidos por el deparlamento para los siguienles componenies son:

COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D
Proveedor Milsuni Mitsuni Daewoo
T o pedido 100 unidades 150 unidades 50 unidades
Egjig’op‘“ faaniin 20 diipedido 20 dipedido 20 dipedido
iDamanda anual A000 unidades 1200 unidades 800 unidades
Unidades en el @ 3 15 - i
{Eeatiaaio o peattetio -ﬁumdadesfano milunidades/ano mumé;des!aﬁo
“Casto anual por
“mantenér una unidad 1.2 diunidad 1.2 di/unidad 1.2 difunidad
en inventario

Por el momento resuelva al problema que liene el departamento de ingeniera. menty € v ido
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Figura K21: Respuestas de Cristy en examen de modelacion. 1a. parte.
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Figura K22: Respuestas de Cristy en examen de modelacion. 2da. parte.
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Apéndice K: Excmenes del caso matematica en contexto

":: & CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA
: UNIDAD SAN LUIS R. C.

s Curso: | - e b e Eeaman: -+ Conlenido: Grupo: A
Ga»  Calculo diferencial e int. 3r. Parcial * Aplicacién'Derlv. 01
. Nombrea del ah—-~ “echa: Punlos:

. Juan . =
o iy, XU Gervarines o, Ediffcio J Cubiculo 6 Planta Baja

Resuelva correctamento el siguiente problema explicando cada paso:

El departamento de administracion de invenlarios de Bose S.A. de C.V. ha eslado enfrentado el dilema
del tamaio de los pedidos que debe hacer. De acuerdo con su informacion, algunos componenles de
sus productos son administrados bajo el sistema Jusl in time (JIT) pero olros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agotamiento que se produce en sus almacenes. Los administradores reportan que
el tamaiio del pedido repercute en los coslos lotales de administracion del invenlario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Milsuni e incurre en un
coslo por hacer el pedido. Enlre mas pedidos haga, se lienen mayores costos por pedido. Una vez que
ésle se ha recibido, se manda al almacén hasla que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacén la compaiiia cubre un coslo por mantenerlo ahi, es decir se incurre en
un coslo de mantenimiento.

Los administradores indican que entre menor sea el lamano del pedido, se haran mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendréa menor coslo por mantenerlos, pues seran pequenas las
cantidades almacenas. Par otra parle, enire mayor sea el tamano del pedido se liene el proceso inverso.

Para fines practicos, la adminisiracion ha preguniado por un indicador que le orienie sobre la canlidad
que debe pedir de cualquier componenle dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los costos totales no sean excesivos. En el depariamento de ingenieria lo que mas preocupa por al
momento es saber como varia el costo lofal {cuanto se incrementa o disminuye) para un tamano de
pedido dado. Algunos datos ablenidos por el deparlamento para los siguientes componentes son:

COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D

Proveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo

e it pedido 100 unidades 150 unidades 50 unidades

ggds[tgopm hacer un 20 difpedido o0 clou T

Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades
— Unidades en el =l = ; -

_— iverikario i GrOMIHI0 5QU_Hnldades}ano §?l}€urlldades!aﬁo zl_gl%unldadasﬁano

Coslo anual por

mantener una unidad 1.2 dlfunidad 1.2 dlfunidad 1.2 dlfunidad

en inventario

Por el momenlo resuelva el problema que tiene el deparlamento de ingenieria.

f { i e
1)y | 4 ’,i’ .,fI’ i’ 3 etk ' fe vk prids X =

Figura K23: Respuestas de Juan en examen de modelacion. la. parte.
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Figura K24: Respuestas de Juan en examen de modelacion. 2da. parte.
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Apéndice K: Examenes del caso matemdtica en conlexto

See CENTRO DE ESTUDIOS SUPERIORES DEL ESTADO DE SONORA

O% UNIDAD SAN LUIS R. C.

e Curso: . Evamen: . Contenido: Grupo: A
i3+ Calculo diferencial e int.  3r. Parclal - Aplicacion Deriv. 01 !

Nombre del alumno: Fecha: Punlos:
- José (a) Qff (006
+r s g ssemenennms ) CETVANTES S. Ediificio J Cubloulo 6 Planta Baja
(04 653 1154100 ) (o ly¥ei
Resuelva correctamente el siguiente problema explicando cada paso:

El departamento de-adminisiracion de inventarios de Bose S.A..de C.V. ha estado enfrentado el dilema
del tamafio de los pedidos que debe hacer. - De acuerdo caon su informagcion, algunos componentes de -
sus productos son adminisirados bajo el sislema Just in time. (JIT) pero olros deben ser ordenados en
pedidos de acuerdo al agotamienio que ' se produce en sus almacenes. Los adminisiradores reportan que
el tamano del pedido repercute en los coslos Totales. de administracion del inventario. Para disponer de
un componente, por ejemplo el 25A32H, compras hace un pedido al proveedor Milsuni e incurre en un

costo por hacer &l pedido. Entre mas pedidos haga, se lienen mayores costos por pedido. Una vez que
éslo se ha recibido, se manda al almacén hasla que es enviado a la linea de produccion. Cada dia que
el componente pasa en el almacen la compaiia cubre un costo por mantenerlo ahi, es decir sg'Incurre en
un costo de mantenimiento. otolona
A AL B

Los adminisiradores indican que enlre menor sea el lamano del pedido, se har&n mas y mayor sera el
costo anual por hacer los pedidos pero se tendra menor costo por manienerlos, pues serdn pequenas las
canlidades almacenas. Por olra parle, enlre mayor sea el lamario del pedido se liene el proceso inverso.

Para fines préacticos, la adminisiracion ha preguntado por un indicador que le oriente sobre la cantidad
que debe pedir de cualquier componente dado, para que se cubra la demanda anual pero a la vez, que
los coslos totales no sean excesivos. En el deparlamento de ingenieria lo que méas preocupa por el
momento es saber como varia el costo lotal (cuanto se incrementa o disminuye) para un lamano de
pedido dado. Algunos datos obtenidos por el departamento para los siguientes componentes son:

COMPONENTE
25A32H 25A17C 25A20D
Praveedor Mitsuni Mitsuni Daewoo
- ;slr:aalﬁo dprein 100 unidades 150 unidades 50 unidades
Costo por hacer un : )
pedido 20 di/pedido 20 dl/pedido 20 difpedido
[ Demanda anual 1000 unidades 1200 unidades 800 unidades
gcg’;‘;ﬁz < :‘mm o | 500 unidadesianio | 600 unidadestaiio 400 Unidadesfano
-—ry 473 i
Costo anual por
- maniener una unidad 1.2 dlfunidad 1.2 dl/unidad 1.2 dlfunidad
en invenlario

Por el momento resuelva el problema que tiene el departamento de ingenieria.

Figura K5: Respuestas de José en examen de modelacion. 1a. parte.
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Figura K26: Respuestas de José en examen de modelacién. 2da. parte.
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Apéndice L: Entrevistas sobre derivada y realidad. Caso matemdtica en contexto

Apéndice I: Entrevistas sobre derivada y realidad. Caso tradicional.

Como indicamos anteriormente, sugerimos que la didéctica propuesta acerca la nociéon
de derivada a los contextos de la realidad cotidiana. Indagamos sobre ello al igual que con el
caso tradicional, a través de las preguntas 12 y 13 del cuestionario de comprension. Creemos
que las respuestas debieron girar en torno a situaciones en la que es necesario precisar la
relacién cuantitativa que hay entre dos variaciones en un momento dado, o razones de cambio
instantéaneas. La respuesta més correcta la proporcioné Rauil, sin embargo, al momento de la
entrevista declaré no recordar lo que hizo. Aunque enconframos un numero mayor de
ejemplos y contraejemplos en el caso de la matematica en contexto, s6lo Cristy menciona dos
ejemplos correctos citando incisos de la pregunta 14. Esto nos sugiere que ambas didécticas no
proveen un aprendizaje que permita que a los alumnos identificar en la realidad cotidiana,
situaciones problema que se solucionan aplicando la derivada. Para profundizar en el
conocimiento construido, realizamos entrevistas enfocadas sobre las preguntas mencionadas y
la forma en que les gustaria ensefiar el tema de derivada. A continuaci6n describimos cada una
de ellas en los casos de Gaby, Cristy, Juan y José.

Al parecer Gaby no puede identificar de manera clara ejemplos reales en los que se
pueda aplicar la derivada. Recurre a dos ejemplos presentados en clase, al problema
determinar velocidades medias e instantineas de un objeto en caida libre y a un problema
sobre el célculo de ritmos de produccién instantineos. En cuanto al primero, se le pregunta por

la velocidad promedio para ver si encuentra una diferencia con la velocidad instantanea:

M: Ok, bien... la nimero 12.

G: Dice menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en el ambien, en, en
tu... medio ambiente... al lanzar una pelota en caida libre fue un ejemplo...

M:  ;Cudl es su velocidad promedio?

G. Es como por ejemplo, que te puedas saber, sacar por derivada y (inaudible) una
pelota...segun...

M: Otra vez, eso es... eso me recuerda lo que hicieron en la clase.

G: Aja, dice, menciona dos ejemplos de derivada que encuentres en tu medio

ambiente... dice al lanzar una pelota en caida libre, ;cual es su velocidad
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Apéndice L: Entrevistas sobre derivada y realidad. Caso matemdtica en contexto

promedio?...porque al lanzar una pelota debemos de... calcular la velocidad
promedio también me va (inaudible)... promedio...

M: Si.

Antes de hablar sobre la velocidad instantinea Gaby interpreta derivada como una

razén de cambio, en ese momento, se le pide que precise la diferencia entre la razén de cambio

promedio y la de un punto, ya que esta tltima se obtiene con la derivada:

ello:

G: Y la derivada también puede ser por la... razén de cambio.

M: Pero ahi hay diferencias, entre una razén de cambio en un punto y una razon de
cambio promedio.

G: Pudiera ser que asi... y luego dice calcular la producciéon de equis, equis
producto, por un numero equis de empleados, en un intervalo de tiempo, por
ejemplo una fabrica...

M: Mm mm.

G: Cuéntos productos... eh...cudntos productos se puede hacer con un determinado
nimero de empleados en un determinado tiempo.
M: Si, me recuerda al, al...

G: A un problema que nos puso, a un problema que nos puso... en este fue (sefiala

a otro examen)

Aungque responde con otro ejemplo, no precisa la diferencia y volvemos a insistir en

M: Si, este... ;cudl es la diferencia que ti encuentras entre una razon de cambio en
un punto y una razon de cambio promedio?

G: Pues la diferencia es que la razén de cambio especifica en un solo punto, que
ahi... entre por ejemplo este punto y la razoén de cambio entre determinado
punto...

M:  ;Otro punto?
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Apéndice L: Entrevistas sobre derivada y realidad. Caso matemdtica en conlexto

M:

Aj4, y la promedio yo creo que ya es de acuerdo a la distancia... como el
ejemplo de la pelotita... dice (inaudible) la razén de cambio... en jun punto
maestro? que se puede la razén de cambio en el punto... cero seis...

Ok.

Tuvo que seguir una formula para sacar eso o un método, entonces dice cual es
la razén de cambio, promedio, primero te pide la razoén de cambio promedio y
ya sacas otra.. (inaudible)... ya te esta preguntando un promedio de... ah,
;como es?... ah...

Ahi vas.

Aunque llega a precisar la razon de cambio en un punto cuando se refiere al punto

“cero seis” termina por aceptar que no puede explicar la diferencia:

G:

Pero... la razon de cambio promedio, estd preguntando cual es la razon de
cambio promedio... es que usted lo, lo explicé eso... Es una cosa muy diferente
a un punto a la promedio, porque, para un punto pues nada més vas buscando
para ese punto, cual es la razén de cambio entre ese, entre ese intervalo... de
tiempo no... y ya cuando te dice promedio que es otra... promedio en general...
ah no lo entiendo... jno sé explicarlo!... dice promedio... pero si es algo muy
diferente, usted lo explicd y se tiene otra, otra férmula algo asi, en unos

problemas que...

Algo similar encontramos en los contraejemplos de derivada, tampoco puede explicar

en forma precisa su respuesta. Ella toma como ejemplo la situacién que se describe en la

pregunta dos de dicho cuestionario, que refiere a una razén por unidad, sostiene que esa

situacion es un ejemplo que parece de derivada pero que no lo es, aunque no explica la

diferencia entre ambas nociones:

G:

Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero no lo son...si una pieza de
aluminio al calentarse se dilata cero punto cero treinta cuando la temperatura

aumenta diez centigrados, no es una derivada, es una razén por unidad.
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@ =

@ 2 QK

@ =

@ X QX

Ok.

Eso lo saqué de aqui [sefiala una respuesta de su examen]... (Porqué puse eso?
profe juna razén por unidad y una derivada es lo mismo?

No exactamente, una razon...

Pero parece que, parece derivada.

Parece.

Parece, por ejemplo este ejemplo parece que €s una derivada pero nada mas es

una razon por unidad, por eso..
Asf es.

Por eso lo puse yo, porque viendo acé... no es una derivada viene siendo una
raz6n por unidad... jqué también parece una derivada!, pero [inaudible] una
derivada.

;T puedes decirme de la diferencia entre razén por unidad y derivada?

Y derivada...

¢ Podrias decirme?

iNo!, creo que, no no, no puedo.

Aunque los ejemplos y contraejemplos proporcionados por Gaby no fueron los mas

apropiados ni pudo justificar sus elecciones, en otra parte de la entrevista aboga por el uso de

didacticas mas contextualizadas en escenarios reales:

Q

=

Asi es, si ti ensefiaras derivadas ;como las ensefiarias?

.Yo?

Imaginate que terminaste que saliste una excelente alumna y etcétera, etcétera,
etcétera y estas dando clases, y te piden que ensefies calculo y que ensefies el
tema de la derivada.

;Qué ensefie el tema de derivada?

Si, ;como lo harfas?;0 como te gustaria?

Pues yo, pues ya no mas formulas ;no?, pero primero explicaria el porqué de

una derivada, qué es una derivada y el porqué y la funcion que hay, que... que
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tiene esta derivada, que tienen las derivadas en las situaciones reales, en la vida

diaria.
M: Ok.
G: Que ti miras un fenémeno que se presenta en la vida diaria y dices, ah mira:

esto se puede resolver con una derivada.

M: Ok.
G: Y otra también el explicar... es... no nada mas llegar y poner las formulas y

decir, esto es asi y ya, sino creo yo que también explicar... en la vida diaria.
También considera que la derivada es algo real:
Ok... jpara ti la derivada seria algo imaginario?

No, la derivada es algo real... pienso yo.

No, lo que tu piensas.

Pienso yo, en mi opinién... [inaudible] si creo que, que la derivada, por ejemplo
en la prepa ;qué es la derivada?;nada mas hago toda esta bola de niimeros? y
sen que, que lo voy, a aplicar?... y ya no, ya aqui pues vimos de que, la

derivada es algo real, es...que hay muchas situaciones que la podemos aplicar.

Gaby no discierne en forma clara las nociones utilizadas en esta parte del cuestionario
y de la entrevista, sin embargo, manifiesta que la derivada es algo que tiene que ver con la
realidad, con la vida cotidiana y aboga por didacticas como la propuesta.

Cristy recurre al problema de la caida libre visto en clase y a los ejemplos del mismo
cuestionario presentados en la pregunta 14, donde pedimos que nos indique qué problemas se
modelan con una derivada. Al parecer, se guia mas por la presencia de variables y funciones
que por la necesidad de determinar una razén de cambio en un punto. Observamos que no

puede precisar porqué eligié esos ejemplos:

M: Ok, la doce, menciona dos ejemplos de derivada ;pusiste dos ejemplos?
C: Puse la caida libre de una pelota... y el ejemplo a) de la pregunta catorce.
M:  Ah
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C:

o=

QK

E... [lee el problema para si] estime que dentro de t afios la poblacion de San
Luis Rio Colorado en miles de habitantes esta dada, por la funcion P tigual a t
cuadrada mas doscientas t mas ciento cincuenta. ;/Cual serd su tasa de
crecimiento dentro de cinco afios?

¢ Porqué pones eso como ejemplo?

Mm mm... para empezar pues era una funcion.

Aja.

Cinco afios... no me acuerdo ahora.

En el caso de los contraejemplos, Cristy considera de nuevo la presencia de variables y

funciones dentro de una situacién para considerarla ejemplo de derivada. Acierta al afirmar

que el inciso c) no es un ejemplo de derivada, pero no proporciona un discurso justificativo

explicativo convincente al decir “yo me imaginé que no” se trata de un ejemplo de derivada.
I

O 0g0E

Ok, vamos entonces a la trece.

Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero /que no son?

Aja.

Lac) y la d) [risas].

Lac)y lad) jporqué?

El tiraje... el tiraje nimero de peri6dicos producidos estd creciendo a un ritmo
constantes. Hace tres meses era tres mil doscientos. Actualmente es cuatro mil
cuatrocientos jcuél serd el tiraje dentro de dos meses?... no tiene... no tiene
variables ni nada de eso ni ninguna funcién ni nada pos yo... yo me imagine que

no.

Para el ejemplo del inciso d) que no es un contragjemplo, su respuesta es ambigua, y

concluye que se puede resolver con otros métodos sin utilizar la derivada, cuando es un

problema tipico. Esto nos sugiere que Cristy no relaciona claramente la derivada con

situaciones en las que se requieren calcular razones entre dos variaciones en un punto o en un

instante dado:
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Ok, y el inciso d)

A medida que una sierra circular metalica se calienta, su diametro aumenta a
razén de cero punto uno... centimetro sobre minuto ;cual es la variacién del
area de uno de sus lados exactamente a los dos minutos?... le habia puesto
primero que si era... pero déjeme encontrar porqué dije que no... pues tal vez si
sea porque es... una razon de cambio ;no?

Ta dime a mi.

Exactamente dos minutos... Eh dice a medida que una sierra circular metélica se
calienta, su didmetro aumenta a razén de cero punto uno centimetros por
minuto, o sea que cada minuto se aumenta esto.

Mm mm.

Entonces, /cudl es la variacion del area de uno de sus lados exactamente a los
dos minutos?... si en un minuto... se.. se... aumenta tantos centimetros jen dos
minutos cuanto va aumentar?;a eso se refiere?

Mm mm.

Entonces... pues eso también se puede hacer con... con... [inaudible]... mas
sencillos.

¢ Sin usar la derivada?

Sin usar la derivada.

A pesar de las deficiencias anteriores, Cristy dice que “entiende” lo que esta pasando al
p y q p

trabajar con los problemas de derivada vistos en las clases del maestro del curso, y que eso se

debe a la “teoria” que vimos durante nuestra intervencion:

M:

-

Estas son otras preguntas de tipo general.. que me interesa conocer qué
piensas. ;Te acuerdas que cuando... tuvimos las clases, tuvimos el ejercicio este
de la, la pelotita de la caida libre, todo esto. jya habias llevado tu calculo
antes?; habias visto esto de la derivada antes?

Derivadas e integrales si, mas no teoria.

No teoria, ;es la primera ves teoria sobre esto?

Mm mm.
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=

02 0%

¢ Y qué has aprendido?... ;0 qué te ha parecido?

En parte esta bien.

Aja.

Porque... yo me acuerdo que en la prepa, pues yo hacia las formulas y derivaba
y todo eso, pero en realidad no sabia que estaba haciendo.

Ok.

Y aqui me di cuenta... con usted me di cuenta en un caso real.. que estd
pasando no y... y ahorita también con lo que nos esté explicando el maestro ya
sé donde est4 la derivada en [risas] si me explico... en la curva y esto y el otro...
porque nada més haciamos las formulas y esta bien, ok, esta bien, pero no sabia

que, o sea no entendia... no entendia.

A diferencia de Gaby, Cristy muestra una preocupacion mayor por la distribucion de

los contenidos tematicos, sugiere una mezcla de didactica contextualizada y no

contextualizada bien delimitada en tiempo. Entendemos dicha preocupacion por lo extendido

de nuestra intervencion:

02 0E

Q=

=02 0%x=

Esto ...;,como, como te gustaria la derivada o que te la ensefiaran?

Que me la ensefiaran.

Aj4, jcomo te gustaria que fueran?

Una parte de lo que pu... de lo que nos ensefi6 usted y otra parte de lo que nos
ensefio el maestro.

¢, Cual y cual?

Por ejemplo, mmm... vamos a ver... soy por la maestra por ejemplo y y me
dieron esta materia... yo lo que haria es ver un poco de teoria...

Mm mm.

De como usar la derivada y ahi empezar con las férmulas,

Asi es,

Si.

Aja.
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= Pero a mi lo que se me hizo es que... como es todo un semestre nada mas...
siento que nos llevamos mucho tiempo con la teoria,

M: Aja.

s Y ya pues ahorita nos queda muy, muy poquito tiempo, ya terminamos con la

derivadas, pero como son tan... integrales, ya, ya casi no las vamos a alcanzar a

ver,
M Aja.
2] Entonces, si a mi me dieran este curso de diferencial e integral, yo... repartiria

bien, los temas, diciendo bueno, de aqui a acd, voy a dar teoria y para que
entiendan bien, esto y el otro, voy a dar ejemplos, de aqui parto con las

formulas y de aqui ya sigo con los demaés temas, eso es lo que haria yo.

En resumen Cristy presenta dificultad para identificar el uso de la derivada en
situaciones reales, relacionadas con la medicion de variaciones instantineas. Aun asi, cree
entender su significado en una situacion real, o bien en situaciones no contextualizadas. A la
vez, muestra interés por la didactica propuesta complementada con la didactica tradicional y
una mejor distribucion de los contenidos en el tiempo.

En el caso de Juan, observamos una confusion similar a la de Gaby y Cristy al tratar de
identificar dos ejemplos de la derivada en la realidad cotidiana. Juan anota la velocidad con la
que venga a la escuela y las cosas que hace en el dia entre las horas utilizadas. Al indagar
sobre el primer ejemplo recapacita en que fue un error y trata de explicarla como razén de
cambio pero se le dificulta hacerlo en forma coherente. Aunque no indagamos sobre el
segundo ejemplo, observamos que en ningtin momento se refiere a situaciones que impliquen

la medicién entre dos variaciones en un instante, sino mdas bien, a razones de cambio

promedio:
M: Menciona dos ejemplos, de derivada que encuentres en tu medio.
JN: Yo puse la velocidad con la que... viajo a la escuela.
M:  Aja
JN:  Que es, pues la relacion de kilometros sobre hora ¢no?
M: ¢Si te vienes a veinte kilometros por hora eso seria una derivada?
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252

=

z £ 2 %

No, eso seria una velocidad media ;no?

¢ Y como lo pones ahi como ejemplo?

Me equivoqué yo creo, porque, pero.. si me vengo con una. no seria.
[inaudible] yo lo, relacionéndola, es una razén de cambio esto pues, pero,

Es una razén de cambio.

Eso es lo que lo, lo relaciono nomas, pero de ahi...

Ok.

Entre las horas... asi dividiendo las cosas, entre las horas, entre los tiempos que
tarda, lo que hago.

(Porqué pusiste eso?

Medio raro [risas]... pues esto también puede cambiar no... no todas las cosas

las hago igual.

Como contragjemplos Juan sefiala las horas que esté en la escuela al dia y las horas

que dure en el dia. Tenemos la impresion de que utiliza la nocion de razon de cambio como el

significado central de la derivada, por lo que sostiene que esas situaciones no son ejemplos de

derivada aunque pudieran parecerlo:

-

JN:

JN:

< Z K

JN:

Ok, dos ejemplos de derivada pero que no lo son.

Las horas que estoy en la escuela en el dia... como de veinticuatro horas estoy
tantas horas nomas en el dia.

.Y porqué no es una derivada?

Porque, le decia nomds entre, no, no... [inaudible] del puro tiempo nomas.

No te entiendo ahora, yo.

Ahora no entiende usted ;verdad?, no, o sea no, no hay una razon pues...

Ah.

Es lo que...

;Una razon de tiempo dices?

No, no es... has de cuenta que es una, es una, no hay razén ahi pues.
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Al preguntarle por la forma en que ensefiaria la derivada, Juan no hace alusion a la

didactica de la matematica en contexto en forma directa, sin embargo, se interesa por

didacticas que promuevan la comprension relacional, es decir, “saber para qué te sirve” y “qué
quep 5 ;

es lo que se estd haciendo™:

JN:

JN:

JN:

....S1 th ensefiaras la derivada, como la ensefarias? suponiendo que ti fueras
profesor, o suponiendo que tuvieras un grupo de cuatro cinco, compafieros que
te dijeran no sabemos nada de derivada, te dijeran sabes qué, ayudanos o
enséfianos, /,cémo, como...

(Como le ensefiaria?

¢ Cémo te gustaria enseflarles?

Pues no, no... buscar la manera mas facil de que me lo entendieran, también,
aparte pues, no, nomas ah, (inaudible) asi nomas, saber o sea, saber para qué te
sirve, no nomas para, no nomas hacerlo, y eso que, lo que hiciste no sepas ni
qué es, 0 sea que supieran qué es lo que estan haciendo nomas... ellos como lo
pueden relacionar con otra cosa, pues, no, nomas, que ya, la pura férmula ten
y vamonos, como si, si me entiende... 0 sea que sepan derivar pero no sepan
para qué, que, como la puedes usar ...

¢, Tt sabes mas o menos como pueden usarla? ;en qué puede usarse?

Como eso, como en este problema, pues ya la usamos mire, con la funcién que
hicimos aqui, en el cuatro [del examen sobre justificaciones y argumentos con
problemas de derivada, Apéndice B], que sacamos el modelo, ahi la usamos y
depende también, la tienes que... buscar mas o menos como... relacionar la... un

cambio asi, una razon de cambio o buscar asi mas o menos, la relacion que hay.

Aunque no en una forma muy decidida, Juan acepta que la derivada tiene que ver con

los hechos reales:

M:

JN:

A si... jpara ti la derivada es algo real?

¢/ Real, real, real?, pues si te, ayuda a resolver problemas yo digo que es real,
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M: Si pero lo puedes, o sea, lo puedes ver.. como seria la pregunta...;puedes
asociar la derivada con los hechos reales? [inaudible] decir ti en estos hechos
reales se estd presentando una derivada.

JN:  Puesenuna [inaudible] pero yo digo que si.

Juan y Gaby fueron a nuestro parecer, los alumnos que mostraron mayor interés
durante nuestra intervencion, sin embargo, encontramos serias deficiencias para asociar la
derivada con la realidad cotidiana. En lo particular, Juan, asocia la derivada con situaciones
en las que se requiere obtener una razén de cambio, pero no encontramos indicaciones, de que
esa razon de cambio refiera a una medicion puntual. Por otra parte, Juan se interesa por
didécticas que ayuden a entender para que sirve la derivada y lo que se esta haciendo con ella.
Ademas encontramos una manifestacion de que para él, la derivada es algo real, en cuanto a
que ayuda a resolver un problema real.

José proporciona como ejemplos de derivada el tiempo que hace de su casa a la escuela
y las veces que vota un balon a la misma altura. Durante la entrevista observamos que el
significado que le otorga est4 en términos de variaciones, cambios sin precisar que se trata de

una razon entre ellos en un punto, algo que hemos encontrado en los cuatro alumnos:

M: Bien, menciona dos ejemplos, de derivada que encuentres en tu medio

ambiente, entonces, ;qué me pusiste ahi?

JS: Pues le puse el tiempo de, la casa a la escuela en, en una semana.
M: . Como estd eso?
JS:  Pues, este.. lo tomé, pues mas o menos, lo tomé como por ejemplo, el tiempo

que duro, pues de la casa a la escuela y como puedo decir, es, supongamos que
veinte minutos y otro dia hago, mads, pero, eso no seria como una derivada,

parece, eso seria nada mas como, como una variaciéon mas o menos o sea...

M: (Qué se ocuparia para que fuera una derivada?

JS: Mmm... [inaudible]

M:  No te preocupes, se trata de, nada mas expliques lo que puedas explicar ..
JS: Mm.

M: Tt tienes otro ejemplo aqui dice, las veces que bota un balén..
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JS:

JS:

JS:

A la misma altura.

A la misma altura.

Si, es que, pues, no, no lo tomé como una derivada, sino mas o menos como un
cambio.

Ah.

No lo tomé como,... pues si, igual aqui, también no. .

Encontramos la misma situacién en el caso de los contraejemplos, ya que menciona

situaciones que involucran un cambio nada maés, sin reflexionar mas en las condiciones que

implica el uso de una derivada. Al preguntarle cuando un cambio implica una derivada, no

encuentra un ejemplo pertinente:

M:

JS:

IS

Menciona dos ejemplos que parecen derivadas pero que no lo son [se lee la
pregunta]... ti le pusiste el pago de un trabajador a la quincena... dos el punto
de ebullicién, jrecuerdas porqué?

Pues, pues es que, mm, como se dice, me he guiado por, nada més un cambio,
no por, una derivada asi.

Mm, ;cuando un cambio puede, referirse a una derivada?

Mm, como, como puede ser, pues yo diria que, como por ejemplo que, mm...

no, no encuentro.

Contrario a lo esperado, José indica que la derivada no tiene contacto con la realidad y

sefiala que utilizarfa una didactica que a nuestro parecer es mas propia de la ensefianza

tradicional:

M:
IS:
M:
IS:

¢ Se te hace algo real lo de la derivada?

¢, Coémo real?

Cémo, como te diré, ;se te hace que la derivada tiene que ver con la realidad?
No.

(Con problemas reales?
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JS:

Pues asi a simple vista, pues dirfa que no, pues yo digo que probablemente en
algunos, en algunos si.

Si ta ensefiaras derivada, la derivada, jcémo lo harfas?;,0 cémo te gustaria
ensefiarlo, ese tema?

(Como?;,qué?

Si tu fueras profesor o les ensefiaras a tus amigos la derivada, ;c6mo lo harias?
Pues, pues, ah.. como lo harfa... pues como, pues como, pues como
regularmente como se estan dando si, explicar que... pues si, (inaudible) el
ejemplo ese de t dos mas doscientos, mas doscientos t mas ciento cincuenta,
pues ya empezar explicar que, pues la derivada de uno, no, ciento cincuenta no

tiene, y que [inaudible] el dos se pasa a, parte [inaudible].
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