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Introduccion

El presente trabajo consiste en el andlisis del comportamiento rotodindmico de una turbina
hidraulica con el fin de validar la viabilidad del su disefio desde el punto de vista de las vibraciones
mecanicas, ya que, dado el caso en el que la amplitud de las mismas fuese lo suficientemente
grande, podria producirse una colision con la carcasa que contiene el rotor.

La primera seccion del documento plantea los antecedentes y bases tedricas en el campo de estudio
de la roto-dindmica. Ademas de introducir diversos modelos analiticos, el marco tedrico presenta
varios conceptos clave para poder comprender el comportamiento de la turbina.

En la segunda seccion del documento se detalla la metodologia utilizada para llevar a cabo el
analisis roto-dindmico del ensamble del rotor en ANSY'S, para generar dicha metodologia se toma
como base un manual oficial de ANSYS en el cual se muestran distintos casos de analisis para
diferentes tipos de geometria, habiendo disponibles métodos para trabajar con geometrias
unidimensionales, bidimensionales, y tridimensionales, siendo el método descrito para estos
ultimos el tomado como base para analizar el modelo en el presente trabajo.

Por ultimo, la seccidn final del documento se enfoca en describir los resultados obtenidos mediante
el analisis e interpretar los mismos, en esta etapa se pueden encontrar las interpretaciones dadas a
los distintos resultados modales obtenidos, es en base a la interpretacion de dichos resultados
modales que se llega a la conclusion del documento.

Justificacion

Es muy comun que la turbo-maquinaria en general se vea afectada por vibraciones, esto pese a no
tener componentes que trabajen de manera reciproca, esto se debe en buena parte a que resulta
imposible producir componentes perfectos (como ejes o discos perfectamente balanceados), por
lo que las pequenias masas de desbalance presentes en los componentes hacen necesario tomar en
cuenta los efectos que la inercia de estas tiene sobre el resto del sistema del rotor. A lo anterior se
le suman los efectos que puede tener la mala alineacion del eje del rotor o la no linealidad de la
rigidez del rotor produce lo que se conoce como una respuesta forzada o respuesta sincrona al
desbalance.

Por ultimo otra fuente de vibracion un tanto menos frecuente, pero con la que es mas dificil lidiar,
proviene de los eigenvalores o frecuencias naturales de la maquina y sus rodamientos; pudiendo
presentar vibraciones aun en la ausencia de una fuente externa de desbalance o excitacion. Los
efectos de estas frecuencias naturales suelen ser anulados o disipados por el amortiguamiento en
las estructuras estaticas, sin embargo, en la maquinaria rotativa esos efectos tienden a verse



incrementados con el tiempo. Esto se conoce como inestabilidad autoexcitada o inestabilidad
rotodinamica.

Habiendo quedado expuesto lo anterior se vuelve mas claro que es importante realizar un estudio
acerca del comportamiento dindmico del ensamble rotor de la turbina, como parte del proceso de
disefio de la misma, esto con el fin de asegurar que haya eigenvalores presentes en el rango de
trabajo de la maquina; y en caso de haberlos, poder descartar que la amplitud y forma de los
mismos presente cualquier clase de peligro para la segura operacion del aparato o una reduccion
significativa en la vida del mismo.

Antecedentes

El desarrollo de la teoria de vibraciones, como una subdivision de la mecanica, vino como un
resultado natural del desarrollo de las ciencias bdsicas que la componen, la mecanica y las
matematicas; las cuales fueron fundadas por los antiguos filésofos griegos en el primer milenio
antes de cristo. El termino vibracién lleva en uso desde tiempos de Esquilo. Pitagoras de Samos
condujo varios experimentos de vibracion con martillos, cuerdas, tubos y cascarones. Establecio
el primer laboratorio de vibraciones, el primero conoci6 en la historia de la humanidad. Ademas,
inventd el monocordio, un instrumento puramente cientifico para conducir investigaciones
cientificas en cuerdas tensas y establecer un estdndar para la medicion de vibraciones.

El hecho de que los sistemas (lineales) tienen frecuencias a las cuales producen movimiento era
conocido por los musicos, sin embargo, fue Pitdgoras quien descubrid que se trataba de una ley
natural para sistemas vibratorios. Mdas aun, logro probar, mediante sus experimentos con martillos,
que las frecuencias naturales son propiedades del sistema que no dependen de la magnitud de la
excitacion.

El inicio de la llamada era de la mecénica continua estd marcado por los trabajos de Galileo y
Newton. Aun mas, estda marcado con las etapas tempranas de mecanizacion y la revolucion
industrial. El uso de energia quimica, asociado con la alta potencia por unidad de volumen de
maquinaria introdujo numerosos problemas de vibracion. En conjunto con el desarrollo del célculo
infinitesimal y la mecanica continua llevo al rdpido desarrollo de la teoria de vibraciones para la
mitad del siglo 19.

Los modos de vibracion y los puntos nodales fueron observados por primera vez por J. Sauver
(1653-1716), quien identifico la frecuencia natural fundamental y los tonos armoénicos. Daniel
Bernoulli (1750) explico los resultados obtenidos experimentalmente mediante el principio de
superposicion de los armonicos, e introdujo la idea de expresar la respuesta vibratoria como la
suma de armodnicos simples. El problema de la cuerda vibratoria fue resuelto por Lagrange (1759)
considerandolo como una secuencia de masas pequenas.

La ecuacion de onda fue introducida por D’ Alembert en una memoria de la academia de Berlin
(1750). El la utiliz6 también en su memoria para vibracion longitudinal de las columnas de aire en



organos. Los resultados experimentales para esta clase de problemas fueron obtenidos
anteriormente por Pitagoras. Euler (1744) obtuvo la ecuacion diferencial para la vibracion lateral
de barras, de igual forma determino las funciones que ahora conocemos como funciones normales
y la ecuacién que ahora llamamos ecuacion de frecuencia para vigas con extremos libres,
empotrados o simplemente soportados, mientras que Daniel Bernoulli le proporciono la evidencia
experimental. Euler y James Bernoulli intentaron resolver el problema de las placas y cascarones
vibratorios analiticamente. Euler (1767) considero que las membranas consistian de dos sistemas
de cuerdas tensadas perpendiculares entre si, obteniendo asi la ecuacion diferencial para una
membrana. Jaques Bernoulli (1759-1789) obtuvo la ecuacidn diferencial para una placa vibratoria,
bajo la consideracion de que la misma consistia de dos sistemas de vigas perpendiculares entre si.

La solucion para las ecuaciones diferenciales del movimiento de un so6lido eléstico fue tratada por
Poisson (1829) y Clebsch (1862), fundando asi la teoria general de vibraciones. Lord Rayleigh
(1889) escribid el primer tratado sistematico sobre vibraciones, el formalizo la idea de las
funciones normales, tal y como fue presentada por Daniel Bernoulli y Clebsh, e introdujo la idea
de fuerzas y coordenadas generalizadas Posteriormente introdujo de manera sistematica los
métodos de energético y aproximado en el andlisis de vibraciones, sin resolver ecuaciones
diferenciales, idea que a su vez continiio siendo desarrollada por W. Ritz (1909). Rayleigh
introdujo una correccion para la vibracion lateral de vigas debido a la inercia rotatoria y
Timoshenko (1916) una para la deformacion por corte [1]. Todo el trabajo anterior sirvid para
cimentar las bases de la rotodinamica.

La rotodinamica es el estudio de la dindmica de la maquinaria rotativa. La rotodindmica difiere de
las vibraciones mecanicas convencionales debido a la presencia de momentos giroscopicos,
fuerzas de acoplamiento cruzado y la posibilidad de la inestabilidad giratoria. La existencia de
todos estos diferenciadores se debe a la rotacion del ensamble del rotor [2].

La dinamica de los cuerpos en rotacién ha llamado la atencion desde ya hace bastante tiempo.
Desde finales del siglo 19, la teoria de las vibraciones ha sido extensamente desarrollada, y ha
habido un rapido progreso en la construccion de maquinaria de alta velocidad, particularmente la
empleada en locomotoras y turbinas de vapor. El giro en los ejes fue anticipado por W. A. Rankine,
quien postulo que la operacion de un eje por encima de su velocidad critica era imposible. Extensas
investigaciones analiticas fueron llevadas a cabo por Dunkerley y Reynolds. De Laval observo y
resolvio experimentalmente la mayoria de los problemas de rotodindmica, experimentando con
turbinas de vapor en el Gltimo cuarto del siglo 19. El problema del giro fue resuelto por A. Fopl,
quien explico analiticamente porque la operacidon por encima de la velocidad critica es posible,
como fue demostrado experimentalmente por De Laval. Su andlisis es en ocasiones, erroneamente,
acreditado a Jeffcott, siendo el rotor de De Laval llamado ocasionalmente “rotor de Jeffcott”. Los
primeros trabajos de Rankine, Jeffcott y Stodola identificaron identifico algunos de los aspectos
fundamentales sobre la dindmica de los ejes en rotacion.
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Figura 1. Historia de la Rotodindmica.

En la década de 1920 la industria comenz6 a disefiar maquinas capaces de operar con cargas mas
altas y a velocidades por encima de la primera velocidad critica, lo anterior introdujo los problemas
modernos de la rotodindmica, los cuales fueron tratados por B. L. Newkirk, H. D. Taylor y A.
Stodola. Las vibraciones en ejes y vigas de ingenieria fueron estudiadas inicialmente por Frahm,
en particular la vibracion torsional en los ejes de barcos [3].

El analisis de los sistemas de rodamientos a gran escala ha avanzado lentamente desde la década
de 1940. El calculo de las velocidades criticas no amortiguadas de rotores de turbinas fue planteado
por Prohl a mediados de la década de 1940, el cual espero al desarrollo de la computadora digital
para mejorar el tiempo de calculo de los a mano utilizados inicialmente. La estabilidad de los
rodamientos y el balanceo de rotores fueron los temas de discusion en la década de 1950. Durante
la siguiente década obtener las caracteristicas apropiadas de un rodamiento para llevar a cabo un
analisis se convirti6 en todo un desafio, y muchos disefios de rodamientos requerian
interpolaciones de tablas. Esta fue la década en la que los rodamientos basculantes fueron
introducidos, permitiendo asi la operacion a velocidades mas altas. También fue la década en la
que las computadoras permitieron graficar la respuesta eliptica de desbalance del rotor por primera



vez. El concepto de estabilidad del rotor para modelos de rotores simples era lo mas avanzado que
habia. Los mecanismos de inestabilidad en los rotores de turbinas fueron introducidos por Alford.
Al poco tiempo esto permitio desarrollar un procedimiento capaz de estimar la velocidad umbral
de inestabilidad en compresores centrifugos, redefiniendo los pardmetros basicos en términos de
las etapas de compresion, en lugar de las etapas de la turbina axial estudiadas por Alford [4].

El desarrollo de métodos para deteccion y monitoreo de grietas comenzo a principios de la década
de 1970 en la industria de generacion. Dimarogonas, en dos reportes internos del departamento de
turbinas de General Electric, desarrollo la teoria de vibracion para ejes con fisuras un esquema
que, junto con la extension a vigas con fisuras y hojas de turbina, serian incluidos en un libro de
texto. Pafelias continto el trabajo de Dimarogonas después de 1972 y, en un reporte formal de
General Electric publicado en las Technical Information Series, utiliz6 métodos teodricos, extensas
pruebas de laboratorio y experimentos de campo para desarrollar una metodologia para la
deteccion de grietas basada en la segunda armonica y la subarmoénica de media velocidad critica.
Posteriormente escribi6 un par de reportes sobre el desarrollo de instrumentacion electronica capaz
de monitorear y emitir alertas sobre las grietas en los rotores, consiguiendo su implementacion
como un instrumento de supervision de turbinas. Los reportes escritos por Pafelias fueron
ampliamente distribuidos, dando pie a trabajos bastante sustanciales dentro de la industria de la
turbomaquinaria. Desde la década de 1980 se han venido desarrollando trabajos de investigacion
bastante importantes en la materia [5].

Marco Teorico

En general, la maquinaria rotativa consiste en discos de distintas formas, ejes cuyos diametros
cambian en funcion de su posicion longitudinal y baleros situados en varias posiciones. En analisis
de vibraciones, un sistema de rotor muy complejo es simplificado y se adopta un modelo
matematico adecuado. En este proceso de modelado es importante saber cudles son los parametros
importantes para el sistema.

Las maquinas rotativas son clasificadas de acuerdo a sus caracteristicas de la siguiente manera: Si
la deformacién del eje en rotacion es despreciable en rango de velocidades en que opera, se
considera un rotor rigido. Si el eje se deforma de manera considerable en alguna velocidad
rotacional que se encuentre dentro de su rango de trabajo, se trata de un rofor flexible. No es posible
determinar a cual de las anteriores categorias pertenece el rotor solo tomando en cuenta sus
dimensiones. En rotodindmica, las velocidades rotacionales que producen respuestas de resonancia
debido a la excentricidad de la masa se conocen como velocidades criticas. La deformacion del
rotor se vuelve mayor cuando la velocidad rotacional del mismo se acerca a una velocidad critica.
Por lo tanto, el rango de la velocidad a la que se opera, en relacion con la velocidad critica termina
por determinar si el rotor es rigido o flexible.
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Figura 2. Velocidades criticas y formas modales graficadas contra la rigidez de los rodamientos.

La figura 1, llamada diagrama de velocidades criticas muestra las variaciones de las velocidades
criticas y los modos de vibracion contra la rigidez de los rodamientos para un rotor simétrico. La
parte izquierda de la figura representa los valores para rotores que se encuentran soportados sobre
rodamientos suaves o poco rigidos. En el primer y segundo modo los rotores no se deforman de
manera considerable, sin embargo, los componentes que los sujetan sufren deflexiones; en este
caso el rotor es considerado un rotor rigido. Conforme la rigidez de los soportes se reduce la
frecuencia natural de dichos modos de aproxima a cero. En el caso del tercer modo el rotor se
deforma y se considera, por lo tanto, un rotor flexible. Dependiendo del tipo de modo que se esté
discutiendo el mismo sistema puede considerarse como uno de rotor rigido o flexible. En la parte
derecha de esta primera imagen la deformacion ocurre en los tres modos y por lo tanto el sistema
se considera flexible en cada modo.

En algunos modelos se considera que los discos son rigidos y la masa del eje elastico se encuentra
concentrada en las posiciones de los discos. Tal modelo es llamado sistema de pardametros
agrupados. Si un rotor flexible con masa distribuida y rigidez es considerado el modelo es
conocido como un sistema de parametros distribuidos o sistema de rotor continuo. El tratamiento
matematico para este ultimo es mas complicado que el primero, dado que es gobernado por
ecuaciones diferenciales parciales.

En ocasiones lo rotores son clasificados en sistemas de ejes verticales y horizontales. Otro sistema
empleado para clasificar rotores se basa en su velocidad, donde se les puede considerar como
rotores de alta velocidad o rotores de baja velocidad. En dichos casos el termino velocidad hace
referencia a la velocidad rotacional. El limite entre los sistemas de alta y baja velocidad no se



encuentra definido de manera clara y difiere dependiendo de la situacidn, en algunos casos la
mayor velocidad critica es considerada el limite [6].

El modelo de rotor mas simple es el de un solo grado de libertad. La figura 3 muestra tres tipos
distintos de modelos de rotor. En el inciso a) se considera que los rodamientos son flexibles y el
rotor (el eje y el disco) rigido.

Rotor
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Figura 3. Sistemas de rotores simples sujetos a vibraciones transversales y su modelado: (a) un rotor rigido montado en baleros
flexibles; (b) un eje flexible con un disco rigido montado en baleros rigidos; (c) un rotor en voladizo con un disco rigido; (d) un
sistema masa-resorte de equivalente con un solo grado de libertad; y (e) el diagrama de cuerpo libre de la masa del disco.

En los incisos b) y c), se considera que el rodamiento y el disco son rigidos y el eje flexible. Aqui
k;, es la rigidez de cada rodamiento, E el modulo de elasticidad o modulo de Young del material
del eje, I (el cual es igual a d*/64, donde d es el didmetro del eje), L es la longitud del eje y m la
masa del disco.

En todos los casos mencionados anteriormente es considera que la masa de todo el sistema esta
compuesta Unicamente por la masa de los discos, los cuales estdn montados sobre ejes delgados
desprovistos de masa. Todos los casos pueden idealizarse asumiendo Unicamente un grado de
libertad que representa la vibracion transversal (también llamada lateral o flexion) del rotor, como
se muestra en el inciso d), donde k. sf es larigidez efectiva de los rodamientos del eje en la manera
que lo experimenta la masa del disco, y f(t) es la fuerza externa en la masa del disco (debido al
desbalance). De la manera en que se plantea aqui se considera que solo existe un movimiento de
traslacion que ocurre de manera transversal, sin embargo, también es posible considerar otro
movimiento de traslacién que ocurre de manera simultanea en un plano perpendicular al actual,
asi como movimientos de inclinacion.



(a) (b)
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Figura 4. Diferentes tipos de desbalance en un mismo plano. a) Los centros geométricos y de gravedad del rotor son
coincidentes. b) Los centros de geométrico y de gravedad del rotor no son coincidentes. c) Una masa de desbalance adicional,

cuya ubicacion no es coincidente con los centros de geometrico y de gravedad, se encuentra presente. d) Los centros geometrico
y de gravedad, asi como la masa de desbalance adicional no son coincidentes.

Teoricamente hablando, si un rotor se encuentra perfectamente balanceado, no deberia existir
fuerza de desbalance alguna, tal y como se muestra en el inciso a) de la figura 4, donde C y G son
el centro de rotacidn (o centro geométrico) y el centro de gravedad del rotor respectivamente. Sin
embargo, en la practica resulta imposible manufactura un rotor perfectamente balanceado. En los
incisos b), ¢) y d) se muestran varios casos en los que U representa la ubicacion de una masa de
desbalance adicional, como lo pudiera ser un pequefio tornillo sujeto al disco.

El desbalance puede ser el resultado de las tolerancias de manufactura, el desgaste operacional,
distorsiones térmicas, reparaciones, etc. El desbalance del rotor produce una fuerza sinusoidal a la
velocidad que cambia junto con la velocidad de giro del rotor. Por lo tanto, la fuerza de desbalance
(en la direccion vertical representada por el eje y) es modelada de la siguiente manera:

fy = mw?esinwt

(1)



Donde m es la masa del rotor, w su velocidad de rotacidon y e la excentricidad del rotor (e = CG),
el producto de me es tipicamente conocido como desbalance, U. Esta fuerza de desbalance cambia
su direccion a la vez que el rotor gira, con un angulo wt, por lo que la fuerza de desbalance varia
sinusoidalmente a razén de sin wt, con respecto a un marco de referencia fijo, en el cual el eje Y
se encuentra en direccion vertical.

Adicional al caso descrito anteriormente, es posible encontrar uno adicional en el que la fuerza
esta descrita por el término cos wt (para el cual el eje X se encuentra en la direccion horizontal) o
de manera mas general cos(wt — ¢) con ¢, como una fase inicial del desbalance con respecto a
algiin eje de referencia conveniente (siendo este el eje X) en un tiempo t = 0. Esta fuerza
desbalance aparecera cuando el sistema es un rotor excéntrico, basados en las definiciones
anteriores, esto significa que los centros de rotacion y gravedad del rotor no coinciden. Dicho tipo
de desbalance es conocido como desbalance residual o inherente.

Cuando no se trata de rotor excéntrico, tal que C y G sean coincidentes, y se encuentre presente
una pequefia masa de desbalance m;, adjunta a un radio relativamente grande r; = C - U como se
muestra en el inciso ¢) de la figura 4, la fuerza de desbalance debe escribirse de la siguiente manera:

fy () = mw?r;sinwt

(2)

Este tipo de desbalance, m;r;, es llamado de prueba, correccion o adicional, y es frecuentemente
utilizado para estimar la fuerza de desbalance residual experimentalmente mediante
procedimientos de balanceo dindmico. Cuando se trata de un rotor excéntrico y una pequefia masa
de desbalance de prueba se encuentra adjunta al rotor como se observa en el inciso d) de la figura
4, la fuerza de desbalance total se expresa de la siguiente forma:

fy(£) = mw?e - sinw t + m;w?r; sin(wt + ¢)

(3)

Donde ¢ es la diferencia de fase angular entre los diferentes vectores de las fuerzas de desbalance
debido a la excentricidad del rotor y la masa de desbalance de prueba. Cuando el rotor se encuentra
girando en sentido antihorario, como se muestra en el inciso d) de a figura 4., el desbalance de
prueba (CU) se encuentra liderando el &ngulo de fase con respecto a la masa de desbalance residual
(CQ). Si el desbalance tiene una fase inicial ¢, la expresion anterior tomaria la siguiente forma:
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fy () = mw?e - sin(wt + ¢o) + m; + w?r; sin(wt + ¢y + ¢)

(4)

La siguiente imagen (Figura 5) muestra las convenciones positivas, asi como las variables
utilizadas para definir la ubicacion de un sistema de rotor en un instante dado, ¢, en el cual la fase
inicial (¢o) se considera cero. Para representar la velocidad angular constante se utiliza w, la
localizacion del desbalance con respecto al tiempo estd dada por 8 = wt . En general 8 # wt,
siendo el primer término la derivada de la posicion angular con respeto al tiempo) cuando el rotor
tiene cierta aceleracion angular.

J"‘ YA

c/__\\

O g O
(a) (b)

Figura 5. Localizacion del desbalance en el rotor en un instante particular: a) en un tiempo t=0y b) en un tiempo t.

=Y

Por ejemplo, para una aceleracion constante & = « y sin condiciones iniciales, tendremos que 8 =

atyf = %atz. Para el presente caso a = 0, eso es 8 = wt.

En el modelo de rotor mas sencillo se considera que la fuerza centrifuga actia como una fuerza
externa; por lo tanto, se puede asume que el centro de gravedad se encuentra en el centro de
rotacion C del disco. Subsecuentemente, podemos ver que la fuerza centrifuga en realidad se
origina de la fuerza de inercia debido a que el centro de gravedad esta desfasado con respecto al
desbalance. Si aplicamos la Segunda ley de Newton al diagrama de cuerpo libre de la masa del
rotor como se muestra en la Figura 3 inciso e), igualando la suma de las fuerzas externas a la masa
del rotor multiplicada por la aceleracion en el centro de gravedad de la masa del rotor obtenemos
la siguiente expresion:

2.

(5)



—kerry + mw?e sinwt = my

(6)

Donde ks es la rigidez efectiva del sistema del rotor (como se observa en la Figura 3.) y k¢ ry

es la fuerza restauradora que actiia de manera opuesta al movimiento, de ahi el signo negativo. La
ecuacion anterior es la forma estandar de la ecuacion de movimiento de un solo grado de libertad
para un sistema masa-resorte, y puede reescribirse de la siguiente manera:

my + keppy = mw?e sin wt

(7)

Debe hacerse notar que este representa una variedad bastante amplia de sistemas de rotores, y que
la rigidez efectiva podria cambiar dependiendo del tipo de sistema de rotor que se considere. En
algunas ocasiones incluso es posible que la masa y el desplazamiento cambien, pero la forma de
la ecuacion diferencial permanecera igual [7].

11
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(c) (d)

Figura 6. Maneras en las que las vibraciones en los ejes X'y Y se combinan para producir orbitas. a) desplazamientos con
respecto al tiempo, b) orbita circular, c) orbita eliptica y vibracion traslacional.

Modelos como el descrito anteriormente son de ayuda para tratar de comprender el
comportamiento de las frecuencias naturales del primer modo, sin embargo, tienen series
limitaciones cuando se trata de analisis rotodinamicos mas avanzados. Primeramente, el Uinico
grado de libertad del modelo masa resorte solo le permite efectuar movimientos de traslacion en
una direccion, mientras que el sistema rotor-rodamiento puede efectuar orbitas de giro con
complejas forma y patrones. Este defecto puede superarse parcialmente afiadiendo un segundo
grado de libertad al sistema, permitiéndole vibrar en dos direcciones simultdneamente, por
ejemplo,en Xy Y.

La combinacion de vibraciones en ambas direcciones ortogonales puede producir diferentes tipos
de movimiento por parte de la masa. El tipo de movimiento producido depende de las amplitudes
relativas y la relacion de fase del movimiento en X y Y, como se observa en la Figura 6 inciso a).
Si la vibracidn solo posee una frecuencia, los movimientos producidos seran orbitas circulares,
figura 6 inciso b), elipticas (Figura 6 inciso ¢)) y movimientos en linea recta a cualquier d&ngulo
con respecto al eje X (Figura 6 inciso d)).
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El modelo de dos grados de libertad que se observa en la figura 7 fue utilizado por Rankine en
1869 para el primer andlisis publicado de rotodindmica, en un intento para explicar el
comportamiento de las velocidades criticas de los sistemas rotor-rodamiento.

2
Moy r

Figura 7. Modelo de Rankine.

El sistema consistia en una masa rigida girando en una 6rbita circular con un resorte elastico
actuando en la direccion radial, como se observa en la figura 7. Rankine empleo la Segunda Ley
de Newton de manera incorrecta en el sistema coordenado, predijo que las maquinas rotativas
jamas serian capaces de superar su primera velocidad critica.

Unbalanced disk

/

Elastic shaft

[ / 4
v
7555 %

2

Rigid supports

Y

Figura 8. Rotor de Jeffcott, también conocido como Rotor de Prohl.

A pesar de que el sistema masa-resorte de dos grados de libertad es capaz de mostrar las orbitas
de un sistema rotor-rodamiento, este no es capaz de proporcionar una representacion del
desbalance rotativo del rotor. Debido a que los sistemas perfectamente balanceados jamas se
presentan en casos reales; y a que es el desbalance rotativo e que excita el tipo de vibraciones
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comunmente observado (sincrona), resulta que el desbalance rotativo es un componente esencial
de uno de los modelos rotodinamicos mas utiles; el Rotor de Jeffcott, también conocido como
Rotor de Prohl en Europa (Figura 8), permite analizar la respuesta sincrona de maquinas rotativas
que se encuentran trabajando a altas velocidades.

Consiste en un disco grande y desbalanceado montado a la mitad de un eje flexible y sin masa
soportado por dos rodamientos en sus extremos. Los rodamientos se encuentran soportados de
manera rigida y el amortiguamiento viscoso actiia de manera opuesta a los movimientos del disco.

El analisis llevado a cabo de manera paralela por Prohl y Jeffcott explica como la amplitud del
giro del rotor alcanza un valor maximo durante las velocidades criticas, y disminuye una vez que
esta es superada; lo anterior debido a la inversion de la velocidad critica del desbalance.

Las frecuencias presentes en las mediciones de vibraciones son parte de la informacion mas util
en el diagnostico de problemas rotodinamicos. Por ejemplo, una fuente comun de giro en el eje
(no confundir con velocidad rotacional) es el desbalance del rotor y el desbalance por lo general
produce giros sincronos a la velocidad del eje (velocidad rotacional). E por esto que por lo general
grandes cantidades de vibracion sincrona suelen ser sintoma de un problema de desbalance en el
rotor. El giro simple excitado por el desbalance del rotor fue el problema abordado por el analisis
de Jeffcott y Prohl descrito anteriormente, sin embargo, el giro no todos los giros en el eje son
sincronos, de hecho, los problemas rotodindmicos mas destructivos suelen involucrar giros no
sincronos.

synchronous whirl: g = constant, 2 =0 nonsynchronous whirl: 8 # constant, g =0

(a) (b)

Figura 9. a) Giro sincrono y b) Asincrono (no sincrono).

La figura 9 nos da una idea del giro en un rotor, a la vez que describe la diferencia esencial entre
ambos tipos de movimiento. El elemento en negritas (U) representa una masa de desbalance. En
el inciso a) de dicha imagen se puede apreciar como es que la razén de cambio del angulo (¢) es
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la velocidad de giro. El 4ngulo  permanece constante, de tal manera que la velocidad de giro y la
velocidad rotacional tengan la misma magnitud, manteniendo asi, un giro sincrono. Por lo tanto,
el desbalance del rotor U lidera al vector de giro V por un angulo constante, 8. Puede apreciarse
que en el inciso b) de la misma figura la razén de cambio con respecto al tiempo del angulo g es
la velocidad de rotacion del rotor relativa al vector de giro V, de tal forma que la velocidad del eje
eslasumade gy ¢.

La rotacién entre ambos tipos de movimientos de rotacion nos provee el factor de clasificacion
mas basico para un andlisis del espectro de frecuencias. El andlisis de velocidades criticas y
respuesta al desbalance lidia unicamente con giros sincronos, mientras que la inestabilidad
rotodinadmica trata casi exclusivamente con giros no sincronos.

La figura 10 muestra una perspectiva del giro de un rotor de Jeffcott con coordenadas que describen
su movimiento. El centro de masa del disco desbalanceado se encuentra ubicado en el punto
sefialado como M, mientras que el punto C muestra la ubicacion del centro geométrico del disco.
Es debido a lo anterior que la magnitud del desbalance estatico se denota mediante la siguiente

expresion u = C - M, se expresa en unidades de longitud y la deflexion debida a las cargas

dinamicas es u = O - C. Este analisis desprecia las cargas debidas a la aceleraciéon producida por
la gravedad.

Figura 10. Vista de un Rotor de Jeffcott-Prohl con coordenadas.

.o .. . . masa-tiempo?
El eje tiene una rigidez al pandeo expresada por k , el disco tiene una masa de m (Wm;) y

el arrastre debido al aire producido en el disco giratorio puede aproximarse mediante un coeficiente
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fuerza-tiempo

de amortiguamiento viscoso, ¢ ( ). El sistema dindmico tiene tres grados de libertad,

distancia
si se asume velocidad constante, dicho niimero se reduce a dos. Las coordenadas polares presentan

una ventaja a la hora de representar las soluciones de giros sincronos en términos constantes que
pueden ser facilmente interpretadas, sin embargo, su principal desventaja consiste en la no
linealidad que presentan las ecuaciones de movimiento, volviéndolas poco adecuadas para el
analisis de la inestabilidad rotodinamica.

Las coordenadas Cartesianas X y Y (del centro del eje) en conjunto con el dngulo f producen
ecuaciones diferenciales lineales. Ademas, las soluciones obtenidas en términos de estas
coordenadas como funciones que varian con respecto al tiempo se correlacionan mejor con las
mediciones obtenidas por los sensores de proximidad tipicamente utilizados para medir el
desplazamiento en los rotores instalados.

Las ecuaciones diferenciales y sus soluciones en ambos sistemas coordenados se presentan a
continuacion, dichas ecuaciones desprecian el efecto de la gravedad y asumen velocidad rotacional
constante en el eje.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento expresadas en coordenadas polares tienen la siguiente
forma:

"+C'+<k .2) o .
7 mr — Q% |r = w*u - cos(wt — @)

(8)

re + (21" + %r) ¢ = w?u - sin(wt — @)

(9)

La solucion para el giro sincrono es la siguiente:

(10)
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(11)

La amplitud constante del giro 7y y el angulo de fase [3; satisfacen las dos primeras ecuaciones
diferenciales para cualquier velocidad rotacional (w) constante. Las graficas tipicas para 15 y S5 se
muestran en la figura 11 para dos valores diferentes de amortiguamiento. En cambio, al ser
expresadas en coordenadas cartesianas, las ecuaciones de movimiento vistas anteriormente toman
la siguiente forma:

mX + cX + kX = mw?u - cos wt

(12)
mY + cY + kY = mw?u - sinwt
(13)
Es asi que la solucion para el giro sincrono toma la siguiente forma:
w?u
X = > cos(wt — fs)
k ) cw)?
JGe=o2) + (50
(14)
wu _
Y = = sin(wt — fs)
k 2 cw
JGe=o?) + ()
(15)
1 cw
e = tan™ (————)
m (5~ ?)
(16)
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Figura 11. Respuesta de un rotor de Jeffcott-Prohl en: a) amplitud y b) fase.



19

Para la geometria de la Figura 10 puede observarse que la deflexion del eje es:

r=+X%2+Y2

(17)

Si se inspeccionan las ecuaciones 10, 14 y 15 se puede observar que las soluciones satisfacen la
ecuacion 15, por lo tanto, el inciso a) de la figura 11 es también una grafica tipica de la amplitud
de la vibracion horizontal (eje x) o de la vibracion vertical (eje y).

La figura 11 inciso a) muertas como es que la amplitud del giro sincrono aumenta con la velocidad
conforme el sistema se aproxima a la velocidad critica, y como es que después disminuye una vez
superada la velocidad critica y se aproxima al valor del desbalance estatico a velocidades
supercriticas. Por lo tanto, a altas velocidades, se puede reducir la amplitud del giro sincrono del
rotor a un valor arbitrariamente pequefio mediante un balanceo de precision del sistema; a
velocidades cercanas a la velocidad critica puede observarse que el valor mas importante en la
reduccion de la amplitud del giro es el amortiguamiento. El inciso a) de la figura 11 también nos
permite plantear la definicion mas 1til de una velocidad critica, siendo esta: “la velocidad a la cual
la respuesta sincrona al desbalance alcanza su amplitud méxima”. Es importante destacar que el
amortiguamiento incrementa ligeramente el valor de la velocidad critica, a la vez que reduce el
valor del eigenvalor de vibracion libre.

Si inspeccionamos la figura 10, en conjunto con la solucion mostrada en el inciso b) de la figura
11, esta nos da una explicacion para el comportamiento asintdtico de la amplitud de giro hacia U.
Conforme la velocidad critica es atravesada, el angulo B pasa a través de 90° y se aproxima a 180°
a velocidades altamente supercritica. La figura 10 nos muestra como es que £ es el angulo por el
cual el desbalance lidera al vector de giro. Por lo tanto, a altas velocidades el centro de masa M se
acerca al interior de la 6rbita de giro y permanece ahi, a la vez que el centro del eje C gira alrededor
del centro de masa M. Este fenémeno es conocido como inversion de velocidad critica o inversion
del centro de masa.

Es importante notar que el centro de masa se mantiene fuera de la orbita de giro solo a bajas
velocidades, y que el desbalance supera al vector de giro por un desfase de exactamente 90° cuando
la velocidad rotacional del eje iguala a la velocidad critica no amortiguada (,/k/m). Este ultimo
hecho es la base del método para la medicion precisa de la velocidad critica no amortiguada, la
cual, de no ser por esto, tendria una amplitud de giro ilimitada y dificil de medir [8].

Giancarlo Genta Pag.93

En el modelo de Jeffcott-Prohl, se asumia que el rotor tenia una masa puntual, y, consecuentemente
no se toman en cuenta los momentos de inercia. Mientras que esta asuncion simplifica en gran
medida el analisis, impide la posibilidad de estudiar un fendmeno de considerable influencia en el
comportamiento dindmico de los rotores, y, particularmente uno que hace que las frecuencias de
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los modos a flexion dependan de la velocidad de giro, provocando, por ejemplo, que el diagrama
de Campbell deje de ser una grafica con lineas rectas y horizontales.

El modelo més simple para evaluar este comportamiento se muestra en los incisos a) y b) de la
figura 12, ya sea mediante un cuerpo rigido sujeto a un eje flexible sin masa o un rotor rigido sobre
montado en rodamientos flexibles. Un sistema mas complejo se muestra en el inciso c), en el cual
ambos, rotor y rodamientos son flexibles; como si se tratase del rotor de Jeffcott-Prohl, los tres
casos coinciden si se desprecia el amortiguamiento.

El presente modelo no es muy distinto al rotor de Jeffcott-Prohl, con la tinica diferencia de que en
lugar de haber una masa puntual en C hay un cuerpo rigido con momentos de inercia. Uno de los
principales de inercia coincide, cuando el rotor no se encuentra deformado, con el eje Z mostrado
en la figura 11, y su elipsoide de inercia tiene simetria axial con respecto a ese mismo eje. El
principal de los momentos de inercia del cuerpo rigido con respecto al eje de rotacion serd referido
como momento de inercia polar, J,, y como momento de inercia transversal, J;, con respecto a
cualquier otro eje en el plano de rotacion.

Si J, >];, el cuerpo suele ser referido como disco; con la limitacion siendo un disco
infinitesimalmente delgado, tal que J, = 2J;. Si ], <J;, el rotor suele ser denominado como un
rotor largo. Un caso particular es cuando J, = J;; en cuyo caso, el elipsoide de inercia se
deformaria formando una esfera como se mostrara después, esta configuracion debe evitarse en
rotores con giros de alta velocidad.

z ) y z )
b
> . SKMMAR CY
Q \ 0
1> ; N c
0 p X
Q X
\
KAMWWWWWWWWAAR MW

Figura 12. Rotor con 4 grados de libertad. a) Cuerpo rigido montado en un eje flexible sin masa, b) rotor rigido montado en
rodamientos flexibles, y c) rotor en el cual ambos, rodamientos y eje son flexibles. En a) y c) se asume que el disco es un cuerpo
rigido.

Es importante asumir que, debido a pequefios errores o defectos de manufactura, el punto en el
que se ubica el centro de gravedad del rotor puede no coincidir con el centro del eje. La distancia
entre estos dos puntos se conoce como excentricidad e. Ademas, el eje de simetria del cuerpo
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rigido no coincide exactamente con el eje de rotacion, siendo el dngulo entre ellos un pequeno
error angular referido como y. Se asume que ambos errores son pequefios, causan un desbalance
estatico y un par de desbalances respectivamente.

Estrictamente hablando, el sistema tiene 6 grados de libertad, y 6 coordenadas generalizadas deben
definirse para el estudio de su comportamiento dindmico. El desacoplamiento entre los
comportamientos axiales, flexurales y torsionales observado en el rotor de Jeffcott-Prohl se
mantendra también en este caso, y un modelo con 4 grados de libertad es adecuado para el estudio
del comportamiento flexural a una velocidad constante, para lo cual es necesario hacer un par de
asunciones que simplifican bastante el modelo.

Figura 13. Marcos de referencia utilizados en el estudio del rotor con 4 grados de libertad. El simbolo encerrado en los recuadros
indica si el eje (a) o plano (p, indicado con el doble arco) es paralelo o perpendicular a algtn eje.
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Las coordenadas generalizadas utilizadas para el modelo se definen en base al marco de referencia
mostrado en el inciso a) de la figura 13.

Marco OXYZ : Marco inercial, con origen en O y el eje Z coincidente con el eje de rotacion
del rotor.

Marco OEZHZ con origen en O y un eje Z coincidente con el del marco de referencia
anterior; con ejes = y H rotando en el plano XY a una velocidad angular w, en caso de que
se opera a una velocidad constante. Este marco serd referido como marco rotativo.

Marco CX'Y'Z’ con origen en C: Sus ejes permanecen paralelos con los del marco OXYZ .
El plano X'Y' permanece paralelo al plano XY.

Marco Cxyz con origen en C: Su eje z coincide con el eje de rotacion del cuerpo rigido en
la posicion deformada, y los ejes X y Y se definen mediante las siguientes rotaciones:

o Rotando los ejes del marco CX'Y’'Z' con respecto al eje X’ con una magnitud de un
angulo ¢, hasta que el eje de Y’ entre al plano de rotacion del cuerpo rigido en su
configuracion deformada. Siendo los ejes obtenidos el y y z *. La matriz de rotacion
que permite expresar los componentes del vector en el marco de referencia CX'yz *
a partir de los encontrados en el marco de referencia CX'Y'Z’ (0 en el marco inercial
de referencia, debido a que las direcciones de los ejes coinciden) es:

1 0 0
Ry =0 cos(¢y) sin(¢y)
0 —sin(¢y) cos(dx)

(18)

o Rotando el marco obtenido a partir de la rotacion mencionada anteriormente con
respecto al eje Y hasta que el eje X' entre también al plano de rotacion del cuerpo
rigido en su configuracion deformada. Siendo el eje obtenido el eje x y el angulo
de rotacion ¢,,, después de las dos rotaciones mencionadas anteriormente el eje z
coincide, aparte del error y, con el eje de simetria del cuerpo rigido en su
configuracion deformada. El marco de referencia Cxyz se encuentra centrado en el
centro del eje del cuerpo rigido y o sigue en su movimiento giratorio, sin embargo,
no rota a la velocidad rotacional w. En adelante serd referenciado como marco
giratorio. Siendo la matriz que expresa esta segunda rotacion:

COS(¢X’) 0 _Sin(d)xl)
0 1 0

Sin(¢xl) 0 C05(¢xr)

R2:

(19)
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Marco Cénz con origen en C: Se obtiene a partir del marco de referencia Cxyz mediante
la rotacion de los ejes x y y en el plano xy con una magnitud igual al 4ngulo de rotacion 0
del rotor correspondiente a la velocidad de giro. Si la rotacion ocurre a una velocidad de
giro constante w, el angulo 6 es igual a wt . El marco Cénz esta en realidad fijo al cuerpo
rigido, aunque no se encuentre centrado en su centro de gravedad debido a la excentricidad
€, ni sea el marco principal de inercia debido al erro angular y . De ahora en adelante sera
referido como marco rotativo y giratorio. La matriz que permite expresar un vector en el
marco Cénz es:

cos(@) sin(@) O
R; =|—sin(0) cos(d) 0
0 0 1

(20)

Donde 6 = Qt a velocidad de operacion constante.

Marco P123, contiene los principales ejes de inercia del cuerpo rigido: como se ha dicho
anteriormente, se asume que el rotor se encuentra ligeramente desbalanceado. Debido a
que la posicion angular del rotor en el marco Cénz es inmaterial, se asumird que el eje
principal de inercia, correspondiente al momento de inercia J, se encuentra en un plano
paralelo al éz. Como se asume que el desbalance estatico se encuentra en el mismo plano
que el par de desbalance, no es posible asumir que la excentricidad se encuentra sobre el
eje &, como es el caso en el rotor de Jeffcott-Prohl. Las condiciones del desbalance se
encuentran resumidas en el inciso b) de la figura 13, donde se muestra como el desbalance
estatico lidera al par de desbalance por un angulo de fase @. Una cuarta matriz de rotacion
R, que permite la transicion del sistema del marco de referencia Cénz a los ejes principales
del cuerpo rigido P123 debe definirse

cos(y) 0 —sin(y)
R,=| 0o 1 0
sin(y) 0 cos(y)

(21)

Las transformaciones necesarias para pasar de un marco de referencia a otro se muestran a

continuacion en la Tabla 1:
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from to translation rotation
0XYZ CX'Y'Z [Xo Yo 0] -

CX'Y'Z  CX'yz* ; R.
CX'yz* Cryz - R
Czxyz Cénz - R3
Cénz P123 [ e e, 0] R,

Tabla 1 Resumen de las transformaciones entre los distintos marcos de referencia de los vectores de desplazamiento y matrices
de rotacion.

Si tomamos las coordenadas X, Y y Z del punto C, asi como los angulos ¢y, ¢, y 6 como
coordenadas del cuerpo rigido y asumimos un pequefio desplazamiento en las primeras 5
coordenadas nos permitira simplificar en gran medida el problema; la coordenada @ por otro lado,
no puede considerarse pequefia.

La velocidad en el centro de gravedad (P en la figura 13) y la velocidad angular expresada en el
sistema principal de inercia deben ser calculadas para poder determinar la energia cinética del
cuerpo rigido. La posicion de P puede obtenerse mediante la siguiente ecuacion.

_ X €¢
(P—-0) ={y;+ RIRTRI i€,
Z 0

(22)

La asuncion de los pequenos desplazamientos permite la linealizacion de las funciones
trigonométricas de los angulos ¢, y ¢,,r a la vez que desprecia algunos términos del mismo orden

que aquellos que se desprecian al truncar funciones trigonométricas después del primer término;
lo que reduce la ecuacion 22 a la siguiente expresion.

X+ ecos(6+ a)
P=0) = Y + esin(0 + a)
Z + €[y sin( + a) — ¢y cos(8 + a)]

(23)

Donde el desbalance se expresa en términos de amplitud y fase (¢ y @) en lugar de componentes
como €; = € cos(a) y €, = €sin(a).
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Las ecuaciones de movimiento se obtienen siguiendo una aproximacion Lagrangiana de las
expresiones de las energias cinética y potencial. Las coordenadas generalizadas son 5: X, Y, Z, ¢,
y ¢y; 6 no se considera una coordenada Lagrangiana ya que se asume que la velocidad es

constante. Solo los comportamientos laterales y axiales del sistema se consideran para el analisis,
dejando de lado la dindmica torsional.

La energia cinética del sistema puede ser facilmente computada mediante la suma de la energia
cinética traslacional del centro de masa y la energia cinética rotacional.

1 S
T=T¢ + Ty = Em‘/p +§le319123

(24)

Donde V}, es la velocidad del centro de masa, )],3 es el vector de velocidad angular expresado en
el marco de referencia 123 y:

\l

I
o oS~
o~ o
=

(25)

Es el tensor de inercia del cuerpo rigido expresado en el mismo marco de referencia.

La velocidad del centro de gravedad del rotor puede determinarse facilmente derivando el vector

(P - 0) con respecto al tiempo, recordando que § = Q y el angulo @ es constante, al hacerlo
obtenemos la siguiente expresion:

X
Y
Z + €[(Qpy — Py) cos(0 + @) + (AP, + ¢y, ) sin(8 + a)|

~
I

(26)

En la tercera fila de la ecuacion 26 hay dos términos: El primero representa la velocidad en la
direccion axial causada por el desplazamiento del punto C en la misma direccion, y el segundo de
estos representa la velocidad en la direccion axial causada por la excentricidad y las rotaciones de
la seccion transversal del eje. Es facil verificar que el ultimo termino produce un acoplamiento
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entre los comportamientos axial y flexural del rotor; sin embargo, si la excentricidad es pequeria,
esta se vuelve despreciable comparada con el primer término. A continuacidon, se muestra el
desarrollo de una expresion en la cual se desprecian todos los términos que contengan productos
de la excentricidad o el error angular en los casos en los que estas tengan valores lo suficientemente
pequefios como para ser despreciados, y no obteniendo, por lo tanto, un acoplamiento axial-
flexural. La velocidad traslacional cinética es, por tanto:

1 . . . . .
T, = Em{XZ + Y2+ 72 4+ €20% + 2eQ[X sin(Qt + @) + Y cos(Qt + @)}

(27)

La velocidad angular Q7,5 puede obtenerse mediante la suma de los tres vectores de la velocidad
angular actuando en diferentes direcciones:¢,, a lo largo del eje X, (ﬁy alolargodelejeYy@alo

largo del eje Z. Utilizando las matrices de rotacion relevantes, los componentes de la velocidad
angular a lo largo de los ejes principales de inercia del rotor Q7,5 son:

)l

xyz!

, ¢x’
Q123 = R4 [R3| R24 0
0 XrYrzZr

(28)

Recordando las asunciones de pequefios desplazamientos la ecuacion 28 para a tener la siguiente
forma:

by cos(6) + Py, sin() — xQ
Q3 = —¢x, sI(8) + By cos(6)
bxi[x cos(0) + ¢y + ¢y xsin(6) + Q

(29)

Como los componentes de ';,5 son referidos a los principales ejes de inercia, despreciando todos
los términos pequetios, la energia cinética rotacional puede ser computada como:
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1 . .
T, =5 U (83 + 65 +2202) +1,(0 + 206,
+ ZQ)((]p —]t) [d)x, cos(6) n qSy sm(@)]}

(30)

Las unicas fuerzas y momentos actuando en el cuerpo rigido en P que seran consideradas son
aquellas provocadas por la reaccion eldstica del eje. Debido a que se asume que el comportamiento
del eje es lineal, las fuerzas y momentos se encuentran enlazadas a las coordenadas generalizadas
mediante la matriz de rigidez del eje; ademas, el comportamiento lateral del rotor se dé nuevo
desacoplado de los comportamientos axial y torsional, quedando acopladas inicamente las fuerzas
y desplazamientos en el plano xy, asi como las rotaciones relacionadas. La situacion en el plano
xz es similar a aquella en el plano yz, pero si los mismos elementos de la matriz de rigidez son
utilizados debido a la simetria axial del eje; las diferentes convenciones en ambos planos obligan
al uso de signos opuestos para los elementos con subscritos 12 y 21 en las matrices de rigidez
relacionadas a ambos planos:

_ Kll KlZ]
Al
(31)
Kll _K12]
K, =—
vz _K12 KZZ
(32)

Las matrices de rigidez K, y K,,, puede obtenerse de diferentes maneras, por ejemplo, utilizando
las formulas que se presentan en varios libros de analisis de esfuerzos, o mediante el método del
elemento finito. También es posible obtenerlas mediante la inversion de la matriz de flexibilidad:

K= g1 [P ﬁlz]‘l

B 512 ﬁZZ

(33)

Donde los varios términos f;; son los coeficientes de influencia del sistema. En el caso presente,
P11 es el desplazamiento del punto P causado por una unidad de fuerza o el desplazamiento



28

causado por una unidad de torque, f3,, es la rotacion provocada por una unidad de torque. El calculo
de las matrices de flexibilidad y rigidez se muestra a detalle a continuacion.

La energia potencial es, por tanto:

u= %{;;}T Kz {di(y} * %{qbi,}T Kyz {qbyx,}

(34)

Mediante la introduccion de la funcidon de LaGrange T — u en la ecuacion de Lagrange y llevando
a cabo ciertas derivadas, se obtienen las ecuaciones de movimiento del rotor no amortiguado con

4 grados de libertad:

( mX + Ky1X + K12¢, = meQ? cos(Qt + a)
j mY + Ki1Y — K129, = meQ? sin(Qt + )

Jebxr + JpQby — Kiz¥ + Kpppyr = —xQ*(Je — Jp) sin(Qt)
L ]tq.sy _]p'Q(ﬁX’ + Ki2X + Ky = XQZ(]t _]p) cos(Qt)

(35)
La cuales pueden expresarse de en forma matricial de la siguiente manera:
mOOO(_X\ 0 0 OO(X‘ Ky Kiz 0 0 X
0 J; 004¢y$+90 0 0_]P4¢y¥+1<12 K> 0 0 by
0 0 m O}y o0 0 0o Y 0 0 Kii —Kizf| Y
0 0 0 ]t ldﬂX,J 0 ]p 0 0 qule 0 0 _K12 K22 ¢xr
me cos(Qt + a) ]
ey xUe = Jp) cos(t) |
me sin(Qt + a) |
%0 - J,) sin(@0)
(36)

Si se utiliza —¢,+ en lugar de ¢, como la coordenada generalizada para las rotaciones con respecto
al eje X, la matriz de rigidez asume un patrén mas regular con todos los términos positivos y la
matriz giroscopica antisimétrica que contiene los momentos polares de inercia es reemplazada por
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su transpuesta. También es posible, de igual manera, definir un conjunto de coordenadas complejas
que nos permiten expresar las ecuaciones de movimiento en una forma mas compacta:

r=X+1iY
{d):(l)y_id)Xr

(37)

Notemos que, definiendo un sistema coordenado complejo de esta manera, la parte real del sistema
coordenado se referird al comportamiento de nuestro sistema en el plano xz , mientras que la parte
compleja hara referencia al comportamiento en el plano yz. Ademas, el signo (-) en la definicion
de ¢ se encarga de las distintas convenciones de signos en ambos planos de flexion, todas las
definiciones alternativas de ¢, por ejemplo:

¢ = by +igy

(38)

Nos llevaria a un escenario con ecuaciones mas complicadas, con una mezcla de caracteristicas
que ocurren en ambos planos, perdiendo de esta manera la mayoria de las ventajas de utilizar
coordenadas complejas.

Partamos de las siguientes formas de las ecuaciones de movimiento, si tomamos la segunda de
estas ecuaciones y la multiplicamos por la unidad imaginaria i y suméndola a la primera ecuacion,
para después multiplicar la tercera ecuacion por —i y sumadrsela a la cuarta.

( mX — mef?[d sin(8 + ) + 2% cos(6 + a)] = F;
mY — mef?[—6b cos(6 + a) + 62sin(d + a)| = Fy,
mZ = FZ

Jeby — 1,005 — x(Jr — J)[6 cos(8) — 6%sin(0)] = M, + p,M,
Jeby — 1,00y — x(Je — J,) [0 sin(6) + 62 cos(9)] = M,
Up +Jex? +me?)d +me[£ sin(8) + ¥ cos(0)] ~ 2 —Jy) [+ cos(6) + , sin(0)] = M,

(39)

Dicho proceso nos permitira reducir las ecuaciones de movimiento a la siguiente forma:
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{I mit + Ky 7 + Ki,¢p = meQ2e@t+a)
P — iﬂlp(i) + Kior + Kpop = XQZ(]t —]p)eim

(40)
La cual poder expresarse de una manera incluso mas compacta:

Mg — i0Gq + Kq = Q% fe't

(41)

El vector de coordenadas complejas, las matrices de masa, giroscopica y de rigidez, asi como el
vector de desbalance en la ecuacion 41 son respectivamente:

(42)
m 0
M =
0 J
(43)
e[ 0]
=lo J,
(44)
K14 K12]
K=
Ki; K
(45)
_ meei“}
! ‘{x(ft—fp)
(46)
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Notese que todas las matrices son simétricas cuando se utilizan coordenadas complejas, en cambio,
cuando se utilizan coordenadas reales la matriz giroscopica es antisimétrica.

La presencia de amortiguamiento puede ser explicada de una manera bastante sencilla si los
modelos de amortiguamiento viscoso o histerético se toman en cuenta. Como en el caso del modelo
desarrollado por Jeffcott y Prohl, es importante distinguir entre el amortiguamiento rotativo y no
rotativo y utilizar dos matrices de amortiguamiento. En caso del amortiguamiento viscoso, la
ecuacion de movimiento para el sistema amortiguado es:

Mg+ (C, + C, —iQG)q + (K — iQC,)q = Q?fel

(47)

Donde la estructura de las matrices C,, y C,- es similar a la de la matriz de rigidez.

De nuevo el amortiguamiento rotativo produce la presencia de una matriz circulatoria, en la cual
las coordenadas reales son antisimétrica y las coordenadas complejas es simétrica pero imaginaria.

Las condiciones de desbalance ya fueron resumidas previamente en el inciso b) de la figura 13,
con el gje principal de inercia correspondiendo con el momento de inercia J, del cuerpo rigido en
un plano paralelo al plano ¢z y con su desbalance estatico liderando al desbalance acoplado por
un angulo de fase a. Esto suele ser suficiente para el estudio de un rotor isotropico debido a que la
posicion del rotor en el marco de referencia Cénz es inmaterial. Sin embargo, en muchos casos la
posicion de los ejes € y i se encuentra fija con respecto al rotor en lugar de depender del desbalance
acoplado, que generalmente se asume, lidera al plano paralelo al plano ¢z por un angulo .

El vector de fuerzas generalizadas provocado por el desbalance toma entonces la siguiente forma:

/= {x(ftm —Ej:ge“*}

(48)

Como se puede observar en la ecuacion 20, ambas ecuaciones se desacoplan si K;, = 0, por
ejemplo, si los grados de libertad traslacionales se desacoplan elasticamente de los rotacionales, el
movimiento traslacional ocurrird de tal forma que el eje del rotor permanezca paralelo al de los
rodamientos, dicho tipo de movimiento so conoce como giro cilindrico, en cambio, cuando el
movimiento rotacional se da con respecto al centro de masa se le conoce como giro conico. Ambos
tipos de movimiento se pueden apreciar en la figura 14.
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a -"'.“"r -
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— Rotor
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whirling

Figura 14. Giro cilindrico y cénico de un rotor rigido montado sobre rodamientos flexibles, el término eje de los rodamientos se
refiere a la posicion no deformada del rotor.

Esto puede ocurrir, por ejemplo, en el caso de un rotor rigido que se encuentre montado en un par
de rodamientos, cuyo centro de masa se encuentre justo a mitad de la longitud del eje, la cual no
es una situacion extrafia en la practica; lo anterior, reduce la ecuacion de movimiento a la siguiente
expresion:

{, mit + Ky, = meQ2el@t+a)
b — Ypd + Ky = Q2 (J; — Jp)e P

(49)

La primera de estas ecuaciones es idéntica a la del rotor de Jeffcott-Prohl, la segunda, en cambio,
describe el comportamiento del sistema giroscopico mas simple que puede concebirse. El giro libre
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del sistema no amortiguado puede estudiarse mediante el empleo de le ecuacion homogénea
asociada con la ecuacion de la segunda fila de la ecuacion 49, mediante la introduccion de una
solucion del tipo ¢ = ¢yeSt, resultando su soluciéon en una ecuacion linear algebraica de la
siguiente forma:

Bo(J:S? + is/pQ + Kz3) =0

(50)
La ecuacion caracteristica cuyo resultado tiende a las frecuencias de giro es:
(J:S?+is],Q 4+ Kz3) =0
(51)
Cuyas soluciones son:
i,Q £ \/—J3 — 4Ky, _ i]p'Q + \/]592 + 4K,
2J; 2]
(52)
Recordando que s = ¢ + iw, nuestra solucion resulta:
Ot VIEQZ + 4),K,,
2]t
c=0
(53)

O, en su forma no dimensional:
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Donde:

(54)

(55)

Puede tener valores que vayan de 0 a 2. La frecuencia de giro no dimensional w* = w/w, y la
velocidad de giro Q* = Q/w, son obtenidas mediante la frecuencia natural del sistema en reposo

wo = +/Ky2/]:. La ecuacion 54 ha sido graficada para diferentes valores de § en la figura 15.

Las principales caracteristicas del diagrama de Campbell son las siguientes:

Las curvas no son rectas horizontales, a menos que § = 0, como puede ser el caso cuando
el efecto giroscopico se desvanece.

La frecuencia de los giros hacia atras disminuye en su valor absoluto conforme aumenta la
velocidad, y el mismo tiende a 0 cuando Q — co.

La frecuencia de los giros delanteros incrementa conforme aumenta la velocidad, y la curva
relevante tiene una asintota inclinada cuya ecuacién es: w = §Q.

Si § > 1, por ejemplo, si se trata de un rotor similar a un disco, no existe interseccion de
la curva con la linea w = Q, lo cual significa que no hay velocidad critica.

Si § <1, o, en otras palabras, nuestro rotor es un rotor largo, la curva intersecta la linea
w = Q y existe una velocidad critica asociada a un movimiento conico. El valor de esta
velocidad critica puede obtenerse mediante la introduccion de la siguiente expresion: w =
Q = Q. en la siguiente ecuacion:

Jes* +is], =0

(56)

Obteniendo como resultado la siguiente expresion:



K32 _ Ky, 1
Je = Jp Jt V1 -6

Qer =

(57)

e Sid =1, como en el caso de un rotor esférico, la curva no llega a intersectarse con la linea
w = Q, pero tiende asintoticamente hacia esta cuando Q — co. Para este caso no existe una
velocidad critica asociada al movimiento conico, pero la situacion es en cierta forma
similar a la de un campo de inestabilidad, aunque no permite la vibracion autoexcitada, la
respuesta al desbalance crece de manera continua a la vez que la velocidad se incrementa,
ninguna configuracion auto centrada puede alcanzarse a alta velocidad.

=0

- ; ; ; ; ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 Q" 3

Figura 15. Diagrama de Campbell no dimensional para los movimientos rotacionales de un rotor con 4 grados de libertad en el
cual los movimientos traslacionales y rotacionales no estdn acoplados. Para graficarlo se consideraron 5 valores de § =
0,051,15y2.
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El diagrama de Campbell completo para un rotor con desacoplamiento completo entre los giros
cilindricos y conicos puede, por tanto, ser obtenido mediante la superposicion de la grafica en la
figura 15 con el rotor de Jeffcott-Prohl, obteniendo asi una grafica como la que se observa en
ambos incisos de la figura 16.

o | @ Conical w | b /
// Conical

— Cylindrical

Cylindrical

Conical

— Cylindrical

Cylindrical

0 0 0 0

Figura 16. Diagrama de Campbell para un rotor con un desacoplamiento completo entre los modos cdnico y cilindrico. En un
caso la frecuencia del modo cilindrico se encuentra por encima a), y en el otro por debajo b) del modo cénico.

La primera grafica se refiere a un caso en el cual la frecuencia natural en un punto muerto del
modo cilindrico es mas alta que la del modo conico, por ejemplo: \/K;1/m > /K, /.. En este caso,
ambas ramas de la grafica se intersectan en el primer cuadrante. La figura 16 en cambio hace
referencia a un caso en el cual la frecuencia natural en un punto muerto del modo cilindrico es mas
baja que la del modo conico, por ejemplo: \/K;1/m < \/Kz,/J:, y en el que la interseccion se da en
el cuarto cuadrante.

Si se utilizan coordenadas reales en lugar de complejas, las ecuaciones de movimiento se vuelven:

I{ mX + K;1X = meQ? cos(Qt + )
4 mY + K1Y = meQ? sin(Qt + a)
|]td5Xr +]pQ<.'by + Ky, = _X-QZ(]t _]p) sin(Qt)
\Jeby = JpQyr + Kaatby = x02(J: = J) cos(Qt)

(58)

36
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Las primeras dos ecuaciones son idénticas a las utilizadas en el rotor de Jeffcott, las otras dos
pueden expresarse en forma matricial de la siguiente manera:

R S B L A [V BRI Koo
(59)

Si se asume una solucién del tipo ¢, = ¢, e*t, ¢, = ¢, e, la ecuacion homogénea da como
resultado la ecuacion caracteristica:

Szjt + +K22 —S.Q]p ~0
sQJ, sy + Kp|
(60)
Por ejemplo:
S*E +5%(2)Kpp + Q%) + K3, =0
(61)
Cuya solucion es:
K 0262 K 0262
§2 = 22 _ +05 =22+
Je 2 Je 4
(62)

O, entérminos de s :
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(63)

La cual coincide con la ecuacion 54. La tnica diferencia entre ambas soluciones es que aquellas
encontradas mediante la aproximacion con coordenadas reales son el doble en nimero, y su signo
pierde todo significado [9].

Una estructura rotativa consiste, generalmente, de varias particulas, y el ensamble de las
ecuaciones de movimiento para todas las particulas resulta en las ecuaciones de equilibrio de todo
el sistema mecanico. En el caso de una estructura con varios (por ejemplo, n) particulas, cada una
con coordenadas generalizadas g; conteniendo los desplazamientos nodales traslacionales
(u;, v;, w;) y rotacionales (¢;, ¥;, 6;):

(91
|92 |
W= { 9 }
\g,)

(64)

U;
%

Wi
g = i(pi f

¥

\o,)

(65)

Se escoge que el orden de los componentes del desplazamiento nodal sea seguido de las rotaciones,
pero no es una necesidad. La mayoria de los softwares comerciales utilizan este orden, pero la
eleccion no tiene nada que ver con las siguientes discusiones.

El equilibrio del sistema mecanico es un sistema completo (a veces llamado de segundo tipo) de
ecuaciones de movimiento de LaGrange de la forma:
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d( 0L oL dD aw
( ) ;i=1,2,..n.

dt\algy) " atgd T dlgd  dlgd

(66)

En las ecuaciones L es el potencial de LaGrange, también conocido como Lagrangiano. Es la
diferencia entre la energia cinética y potencial de una particula:

(67)

D es la energia de disipacion, y W es el trabajo de las fuerzas no disipativas. La energia potencial
de la particula no es dependiente del tiempo; por lo tanto, su contribucion al primer término de la
ecuacion es cero. Por lo tanto, la forma mas usual e intuitiva de la ecuacion es:

d((’)T) 6T+(')U+dD aw -
— - — — = yL=1,42,..1n.
dt\o{g,}) 0d{g;} o0lg:} dig} dig:}

(68)

Esta ecuacion se enfoca Unicamente en la energia cinética, debido a que todas las ecuaciones
derivadas son directamente aplicables con la apropiacion aumentada con otros términos. El lado
izquierdo de la ecuacion contiene otro termino dependiente de la velocidad, reflejando las fuerzas
disipativas en el sistema, y el lado izquierdo de la ecuacion contiene las contribuciones de las
fuerzas no disipativas al equilibrio.

U = 2f (odo + )7 (e} + (e}

= 2 (¥ (e} + (03] + (oY7L} + (o) Leh)av

(69)

Aqui la integral se aplica al volumen de la estructura, y {o}, {€} son esfuerzos y deformaciones
lineales de la estructura respectivamente. Los vectores {o}, y {€}; representan los esfuerzos
iniciales y las grandes deformaciones respectivamente. A continuacion, se ignoraran el primer y
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ultimo producto como cantidades pequefas de segundo orden, los términos restantes se separan en
dos integrales de la siguiente manera:

v =3 [henar +3 [r@aw

(70)
Aqui introducimos la relacion lineal esfuerzo-deformacion {o} = [E]{e}, donde:
O-X.X
{“yy]
o.
@ =tomt
[ 0.y |
\o,.)
(71)
Y
( ou/ox 3
ov/dy
_ ow/0z
te} = ou/0y + ov/ox
ou/oz + ow/ox
\ov/0z + ow/0x/
(72)

El término [E] es la matriz de material que contiene el mdédulo de Young y la relacion de Poisson.
La segunda integral de la ecuacion 70 representa la energia potencial eléstica de la estructura:

Up = 5 [V (v =5 [t (BN

(73)
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La deformacion lineal es una funcion de los desplazamientos nodales generalizada como:

{e} = [Bl{g}

(74)

Donde [B] es la matriz de las funciones de forma, dependiente del tipo de elementos (de coraza o
solidos) utilizados en el modelado de la geometria. Con estas nuevas cantidades introducidas, la
expresion de la energia potencial eldstica toma la siguiente forma:

1
U =5 [V IBITIEIBYg)av

(75)

Considerando nuestro enfoque a la ecuacion de movimiento de LaGrange completa, la derivada
de la componente que representa la energia potencial eldstica, después de la cancelacion
multiplicando por 2, se vuelve:

dUg _
T s avi) = g

(76)

Esto da como resultado la matriz de rigidez de elemento finito convencional de la estructura, el
vector de grandes deformaciones de la traslacion de cualquier punto {p} =[u v w]T de la
estructura es:

( {p}elp}x )
{p}3{r}y
{p}2{p},

{pYelp}y + {p¥o{p}x

{p}xip}, + {p};{p}x

\{p}3{p}; + {p};{p}, )

{e} =+

(77)
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Donde {p} = d{p}/0*; *= x,y, z.

La primera integral en la ecuacion 70 representa la energia potencial de la estructura debido al
esfuerzo inicial, expandiendo que o ** {p}T = {p} x= {p}T * ¢ = {p} * para todos los términos y
reacomodando los resultados de la siguiente manera:

Us =5 [ @olttear = [ Islofehav

(78)
La matriz de en medio los términos del esfuerzo inicial en la forma de:
I30yx 130y, 130y,
[STo = |130yx  130yy 130y
I3sz 13O-zy 130-22
(79)
Donde:
1 0 0
L=[0 1 0
0 0 1
(80)

El vector {e}; se encuentra relacionado a los desplazamientos mediante las derivadas de las
funciones de forma de la siguiente manera: {e}; = [B']{g}. El esfuerzo inicial es el resultado de
las fuerzas externas (la fuerza centrifuga, por ejemplo) y es dependiente de la velocidad de
rotacion, es por tanto que la derivada de la energia potencial inicial basada en esfuerzos da como
resultado:

dUu

g}~ f [B17[S1o[B'1dV{g} = 02[K;}{g)

(81)
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Esta es como resultado la matriz geométrica o de rigidez diferencial, cuyo tamafio es el mismo que
el de la matriz de rigidez eléstica, esto es, 6 veces el nimero de puntos nodales.

El siguiente termino en el lado izquierdo de la ecuacion general de LaGrange se relaciona con las
fuerzas disipativas que actuan en la estructura, las cuales representan la perdida de energia en la
estructura. Dichas fuerzas amortiguan la energia cinética de las particulas; produciendo, por tanto,
matrices de amortiguamiento. Estas fuerzas de amortiguamiento pueden ser internas o externas.

La funcién de disipacion interna representa el amortiguamiento entre las particulas del rotor, y
tiene la forma de la funcion de Rayleigh:

n

> du it ()

n
i=1 j=1

N =

Df:

(82)
Aqui los coeficientes definen el amortiguamiento interno ejercido entre las coordenadas
generalizadas que relacionan dos puntos nodales, i yj. Si nos concentramos en un punto nodal en

particular y su desplazamiento nodal traslacional en el sistema fijo, la funcion disipativa en dicho
punto, como resultado de otros puntos es:

. 1 o o
D,,i = Edi,i{P}iT{,D}i

(83)

Que puede expresarse también de la siguiente forma:

(6} = [H]{p} + [H1{}

(84)

Por tanto, la funcion disipativa del punto en el sistema coordenado rotacional sera:

1 . oo T /roe )
D,; = Edi,i([H]{p}i + [HI{p}) ([H]{p}: + [H1{p3:)

(85)



Tras ejecutar un par de operaciones da como resultado:

Dy = 5 i (10X A1 1103, + (o3 (1] THIRY, + YT THIT [0}, + 3T THITIH0),)

(86)

Donde los dos términos del medio se cancelan entre si por que [H ]T[H ] =— [H ]T[H ]. Ademas, el
primer término no es dependiente de la velocidad; por tanto, la contribucion de la funcion
disipativa de LaGrange es:

dD, ;
p,i .
~=|D,| {p}i
d{p}i [ p]l Pl
(87)
La matriz es formada de la siguiente manera:
di
[DP]L di,i[l] = d” p
ii
(88)

Tomar consideraciones similares para os desplazamientos nodales rotacionales resulta en una
matriz cuya forma es la siguiente:

(89)

La aumentacion de ambas matrices representara a las fuerzas de amortiguamiento interno en la
ecuacion de movimiento de elemento finito:

44
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(90)

Donde el suscrito / representa la naturaleza interna de este amortiguamiento. Los indices
representan ahora la posibilidad de que los componentes del amortiguamiento que actiian en la i,
particula con masa puedan ser diferentes con respecto a los desplazamientos nodales traslacionales
y rotacionales.

Las fuerzas disipativas externas se originan usualmente en el rodamiento; dichas fuerzas
transmiten el efecto del rodamiento hacia el componente rotativo del sistema, principal, pero no
necesariamente, en un plano perpendicular al eje de rotacion. Estas fuerzas son proporcionales a
la velocidad nodal del punto, y son dadas en el sistema de coordenadas fijo que gobierna la parte
estacionaria como:

(B u .
{F}i = E, (= —dpiyv( = —di{p}i
0 0

(91)

La fuerza que actia en el rotor en el sistema coordenado rotativo se relaciona de la siguiente
manera:

{F} = H{F}

(92)

Porque la relacion entre vectores en ambos sistemas coordenados es {7} = [H]{r}, las velocidades
también se relacionan de manera similar a como se muestra en la ecuacion 84:
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{p} = QlHp}: + [H{p}:

(93)

Por tanto, la fuerza en el sistema fijo es:

{F}; = —dp; Q[H{p}; — dr;[HI{p}:

(94)

Porque [H]T[H] = [I], sucede que {F}; = [H|T{F};, sustituir da como resultado la fuerza de
amortiguamiento del sistema de la siguiente manera:

{F}; = —dp; Q[H]"[H{p}; — dr;[HI"[H{p}:

(95)

Finalmente, usando las relaciones de matrices anteriores, la fuerza de amortiguamiento inducida
por el rodamiento en el sistema coordenado rotativos de referencia se convierte en:

{F}; = =Qd;i[P1"{p}; — dr;[I11{p};

(96)

Esas fuerzas son funciones del desplazamiento de las particulas adyacentes y su velocidad, como
podemos ver ahora. El primer término, proporcional al desplazamiento, es llamado matriz
circulatoria. Es una matriz antisimétrica por virtud de su propia matriz de definicién, como:

0 dg; O
dFl[P]T - [_dFl 0 0|= [KD]pl
0 0 O

(97)



Notese que el nombre de [K,] se escoge para reflejar el hecho de que es un componente de
amortiguamiento asociado con el termino de rigidez. El segundo término simplemente da como
resultado:

(98)

En ciertos tipos de rodamientos, también existen momentos traidos por hacia el rotor por el
rodamiento. Lo anterior resulta en una relacion con las rotaciones nodales:

B M, @ _
M} = M, ¢ = —dui )¢ = —dmild}i
0 0

(99)

Mediante pasos idénticos a los anteriores y ensamblando las particiones traslacionales y
rotacionales, se obtienen las matrices de elemento finito para la i}, particula:

0 dpy 0
—dp; 0 0
Kpli={ o o Y
—dy; 0 0
0 0 04

(100)

Similarmente los dos segundos componentes producen la matriz de amortiguamiento externo:

47
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[KD]i = ‘ dMi

(101)

La distincion entre los coeficientes de amortiguamiento relacionados con las fuerzas y momentos
se encuentra encapsulada en los suscritos 'y M, y su ubicacioén dentro de la matriz indica una
diferencia de potencial entre componentes.

Las matrices de amortiguamiento interno y externo, relacionadas con la velocidad son usualmente
sumadas de la siguiente manera [D]; = [Dg]; + [D;];, debido a su ubicacion y multiplicador, las
ecuaciones de equilibrio son idénticas. Esto es también conocido como amortiguamiento viscoso
del sistema, aunque no estd necesariamente relacionado con los amortiguadores viscosos. Otros
sistemas de rodamientos mds complicados pueden inclusive traer cargas externas, que son
funciones de la velocidad rotacional, no tan proporcionales como las anteriores.

El lado derecho de la ecuacion 66 representa las fuerzas no disipativas actuando en la estructura,
las hay de dos tipos, el primer tipo constituye las fuerzas de conservacion que actiian en la
estructura; dichas fuerzas pueden derivarse de un vector de potencial, para el cual el trabajo de la
fuerza es independiente del camino tomado por el cuerpo en una curva cerrada en el campo de
vectores. Tales fuerzas usualmente actiian a través del cuerpo de la estructura, resultando por tanto
en una integral de volumen:

w, = ||| th)grav

(102)

Un ejemplo de esto es la fuerza de gravedad, la cual actua en todas las particulas de la estructura
Con el fin de simplificar, se asume un Unico vector de fuerza activa, sin embargo, esto no es
necesario, la contribucion de las fuerzas de conservacion a la ecuacion de LaGrange es el término:

aw,
{B}= _Tgp}

(103)
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Donde {Fp} es el vector global de las fuerzas de conservacion que actiian a través del volumen de
la estructura.

La segunda clase de fuerzas no disipativas surge de un fendmeno fisico externo que se encuentra
activo, interactuando con la estructura rotativa. Una estructura que se encuentre en cualquier otro
medio que no sea el vacio, experimenta fuerzas provenientes del fluido que le rodea; dicho fluido
puede ser aire, como lo es en el caso de una turbina edlica, o agua como en el caso de una turbina
hidraulica.

El trabajo ejercido sobre la estructura por el campo de fuerzas externas usualmente actua en la
superficie y se encuentra definido por una integral de superficie:

We = _j {fa}g}ds

(104)
El es el término del lado derecho de la ecuaciéon de LaGrange de la siguiente manera:
aw,
== {F, a}
d{g}
(105)

Aqui {F,} es el vector global de todas las fuerzas activas que ejercen su influencia sobre la
superficie de la estructura. El acoplamiento de las fuerzas externas a la superficie de la estructura
rotativa esta por lo general confinado a una parte de la misma; por tanto, el vector de carga
superficial activa puede encontrarse muy disperso y tener una magnitud pequefia conteniendo
componentes diferentes de cero solo en posiciones especificas en las cuales se conecta con la carga
externa.

El vector de fuerzas conservativas es mucho mas denso dado que representa un efecto que acttia
de manera uniforma sobre todas las particulas, pero en ocasiones no se encuentra completamente
poblado, debido a que el volumen de fuerzas tiene cierta direccion; por ejemplo, la gravedad actua
de manera unidireccional y puede, en ciertos casos, coincidir con uno de los ejes coordenados, de
tal forma que solo tendrd una componente de las 6 coordenadas generalizadas. La fuerza centrifuga
{F.} calculada anteriormente es también un volumen de fuerzas; sin embargo, su direccion
raramente se alineara de manera directa con cualquiera de los ejes coordenados, dado que se
encuentra cambiando de manera periddica.

Es posible sumar las fuerzas no disipativas de todas las particulas de la estructura, adoptando el
vector final de fuerzas la siguiente forma:



{F}={F}+{E,} + {F)

( 106)
Este vector ocupara el lado derecho de la ecuacion de equilibrio.

La ecuacion de equilibrio de elemento finito en el sistema coordenado rotacional adquiera la
siguiente forma:

[MI{g} + ([2D] + 20[CD{g} + (K] — Q*[Z] + Q*[K¢] + QK {GY = {F}

(107)
En el sistema fijo de coordenadas la ecuacion de equilibrio de elemento finito es:

[M]{g} + ([D] + Q[CD{g} + (K] + Q[KpDig} = {F}

(108)

La visible diferencia en esta ultima es la falta de las matrices de rigidez centrifuga y diferencial.
El coeficiente de la matriz giroscOpica también es cambiado, asi como su contenido; en especial
falta los términos de Coriolis, dado que dicha fuerza solo es detectable en un sistema rotativo. Con
el fin en ensamblar los nodos rotativos del modelo de elemento finito es necesario ensamblar las
matrices de cada modo rotativo e integrarlos a la coleccion global de nodos de la estructura, tal
cosa resulta en un mapeo sencillo como el siguiente:

[M]y

M) =I[ M
|

N — |

[M];,

(109)
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Donde todos los términos diagonales son cero. Notese que la matriz de masa asociada con el nodo
en rotacion contiene la masa convencional (agrupada) y los valores de inercia rotacional, de
manera similar, para la matriz giroscopica y centrifuga, se aplica el mismo mapeo simple:

(110)

(111)

Las matrices de amortiguamiento viscoso y estructural se ensamblan de la misma manera y de la
siguiente forma:

(112)

e

[Kpln

(113)
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Las matrices de elemento finito representan ahora los 6 grados de libertad convencionales, 3
traslaciones y 3 rotaciones para todas las particulas (o puntos nodales) en la estructura. Sin
embargo, en situaciones practicas la estructura tiene también un componente estacionario.

El ensamble de la ecuacion de equilibrio de elemento finito es un poco mas dificil cuando el
acoplamiento entre la parte rotativa y estacionaria de la estructura es considerado, el vector de
desfase g y el vector rotacional {8} producen grados de libertad en un nodo de la parte estacionaria:

=)

(114)
Los nodos de la parte estacionaria son representados por:
{pi}
gy ={"]
P e
(115)

Grados de libertad. Notese que debido a la presencia de dos particulas con masas distintas es
importante distinguir entre sus masas; los nuevos términos de acoplamiento influyen en el proceso
de ensamblaje de la matriz global de masa como se muestra a continuacion:

TR P
[M] =
l [M];; [M]; J
(116)
Donde las submatrices son las particiones de 2 X 2 de la matriz de masa acoplada, estas son:
[1] [Bo]
Ml: = m:
M= (BT 181718,]
(117)



53

~ [H] [H][A]
[M];; =my [[BO]T[H] [BO]T[H][A]]

(118)

(119)

El acoplamiento de la matriz de masa es simétrico por que [M];; = [M ]]Ti, en el caso de las matrices

centrifuga y giroscopica este no es el caso. El ensamble de la matriz giroscopica se lleva a cabo de
la siguiente manera:

[ e, e ]
- |
| [CT; [C]; |
(120)
Con:
o] [Bo]
IR R
(121)
[ H [HA
€1 = | gy (oo LAl
(122)
Y:



= larrierr (arrierriay
(123)
Pero:
_[lo H]"[Bo]
=0} ariarizal = €0
(124)
Similarmente, las matrices centrifugas se ensamblan de la siguiente manera:
|z, 2|
[Z] =
[Z]; [Z];
| ] ]
(125)
Con
[01  [Bo] l
Zl; = —
2 [[01 [Bo]"[Bo]
(126)

(127)
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(128)

(129)

De nuevo, el acoplamiento es notablemente antisimétrico, las matrices C e Z también se
multiplican por los valores de masa (m ) y velocidad rotacional () apropiados.

Habiendo definido lo anterior estamos en una posicion desde la cual podemos emplear las
ecuaciones de movimiento de elemento finito de una estructura con fines de analisis; para ellos es
importante reconocer que no es necesario que ciertas partes se encuentren presentes en el analisis,
dado que muchas de ellas se encuentran restringidas por condiciones de frontera que restringen su
movimiento. Por ejemplo, los puntos de una estructura estacionaria adyacente y sujeta al suelo
pueden no tener ningun desplazamiento nodal, por tanto, se denotan con el suscrito s a
continuacion. Se separan del vector global de desplazamiento de la siguiente manera.

0=

(130)

Donde el suscrito k denota los puntos remanentes que no son afectados por las condiciones de
frontera. Las matrices estructurales que participan en la ecuacion de equilibrio pueden ser
simplemente separadas de la siguiente manera:

(K] = [Kss Ksk]

Kis  Kik
(131)
D D
D] = SS sk
1= 1D,s D
(132)
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M M
M :[ SSs sk]
M] Mys My
(133)
Y
_ (K
=1z}
(134)

Aqui el tamafio de las matrices de separacion es indicado por sus suscritos; sin embargo, estas
matrices aun no estan listas para ser utilizadas en un analisis.

Puede que haya algunos componentes de la estructura cuyo movimiento sea dependiente de otros
componentes; por ejemplo, los componentes rigidos de la estructura tienen una relacion directa
con el movimiento de los componentes aledanos. Tales relaciones pueden ser descritas mediante
ecuaciones como {g;} = {g;} 0 1{g;} = 1{g;} = 0, estas ecuaciones nos muestran la rigida relacion
existente entre los puntos i y j . Si juntamos dichas ecuaciones en un vector de fila con la siguiente
forma:

(135)

[0 01 0 =1 0 0]

(136)

El vector tiene coeficientes de la relacion de restriccion en las ubicaciones apropiadas, y ceros en
el resto de los lugares, por simplicidad en este ejemplo, el vector se muestra en términos de los
puntos nodales, pero no necesariamente debe ser asi; es posible tener una relacion rigida entre dos
puntos solo con respecto a las traslaciones, por ejemplo, y no con respecto a las rotaciones, en tal
caso el vector se extenderia hasta tener 6 veces su tamafio actual, de la siguiente manera:



57

123456 123456
[.- 111000 - -1 -1 -1 0 0 0]

(137)

En la practica, muchas de esas condiciones de restriccion pueden existir; asumamos que hay una
cantidad m de ellas, en tal caso la relacion entre el movimiento de los puntos de la estructura rigida
dependientes de los puntos flexibles adyacentes es descrita por una matriz rectangular:

[R]mk = [[R]mf [R]mm]

(138)

Donde la particion denotada por el suscrito f es una coleccion de puntos capaces de moverse
libremente, y el movimiento de las m particiones remanentes es dependiente del movimiento de
tales puntos libres. La definicion correcta de dicho escenario demanda que la submatriz derecha,
la coleccion de grados de libertad dependientes, sea invertible, eso permite calcular la matriz de
transformacion.

[Glins = [Rlim[R]my

(139)
También serd necesario ingresar las matrices en el siguiente orden:
K, = |7 Km
fek Kmf Kmm
( 140)
D], = |27 Drm
ek Dmf Dmm
(141)
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M¢r Mgy

[M ] kk = Mmf Mmm

(142)

Aqui, el conjunto de puntos de andlisis que se encuentran libre de cualquier restriccion fue
denotado por el suscrito f, las siguientes operaciones matriciales:

[Klsr = [Kls + [Klpml[Glmg + [Glnf [Klimg + (Gl [K ] mm Gy

(143)
[Dlsr = [Dlss + [D1mlGlims + [Glnf [Py + (Gl [D)n [G Loy
(144)
Y
[Mfy = Ml g7 + M pm[Gling + [Glons [MIing + [Glons MYy [G oy
(145)

Produciréan el conjunto libre de matrices, la transformacion debe llevarse trasladarse al vector de
desplazamiento de la siguiente manera:

{9}r = [Glmflg}k

(146)

Y de igual forma para la matriz del lado derecho:

{F}f = [G]rTnf{F}k

(147)
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El conjunto restante consiste en grados de libertad libres de puntos, que son la base del analisis de
la ecuacion de equilibrio.

Ejecutando una particion y reduccion similares en las matrices rotodinamicas y produciendo las
matrices [Z] ¢, [Kl ¢, [Kplss, [Clss., presentando las siguientes matrices:

[K]ff = [Kl;r — Q%[ Z] 55 + Q%[Kelfp + QUKplss

(148)
[ﬁ]ff [Dlss + 2Q[C ;s
(149)
[M] fr= [M] fr
(150)
Con estas, la ecuacion de equilibrio empleada para el analisis toma la siguiente forma:
[M1{g} + [D]{g} + [K]{g} = {F}
(151)

Denotamos las matrices que son dependientes de la velocidad de rotacion mediante la tilde ~. La
ecuacion 151 es una version unificada de dos ecuaciones (con sistema coordenado fijo y rotativo),
las ecuaciones 148 y 149 son para el sistema rotativo y es necesario ajustarlas antes de utilizarlas
en el sistema coordenado fijo; ambas son dependientes de la velocidad de rotacidon, asi como
posiblemente del tiempo, esto ultimo depende del escenario de acoplamiento.

Su contenido también dependera de si el andlisis se da en un marco de referencia fijo o rotativo
[10].

Marco Metodologico
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La turbina a analizar se encuentra compuesta por diversos componentes que podemos clasificar
como fijos y rotativos, estando el primer grupo compuesto por varios subensambles que
comprenden una carcasa cuyo fin es mantener a los componentes eléctricos protegidos del agua,
asi como bases y soportes que soportan los rodamientos sobre los cuales gira el ensamble del rotor
y permiten fijar el ensamble de la turbina al segmento de tuberia que la contiene. Todos los
componentes rotativos, con excepcion del rotor principal, se encuentran alojados dentro de la
carcasa, o recubiertos por la base o corona directriz, estas tltimas cumplen ademas otros propositos
como lo es sostener los rodamientos, alojar cableado (en el caso de la base) y direccionar el flujo
de agua hacia el rotor.

P ]

e ——

7

1=
=

Figura 17. Ensamble original de la picoturbina.

Debido a la cantidad de recursos necesarios para analizar un ensamble con caracteristicas tan
complejas, y con base en las recomendaciones proporcionadas por la base tedrica se decidio
remover del ensamble de la turbina todos los componentes estaticos, como los son las carcasas,
componentes de fijacion del motor, la corona directriz, diversos tipos de soportes y los rodamientos
como se muestra en la figura 18.
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LT

Figura 18. Ensamble del rotor de la turbina.

El resultado de despreciar los componentes fijos para fines del andlisis es una geometria mucho
mas discreta, lo cual permitira facilitar el proceso de mallado, teniendo asi un impacto significativo
en la reduccion del tiempo de solucion, sin embargo, eliminar los componentes estaticos no es
suficiente para preparar geometria para el andlisis, por lo que el siguiente paso en el
preprocesamiento de nuestro modelo consiste en fusionar los componentes del ntcleo del estator
del generador, el; ultimo paso del preprocesamiento en SolidWorks consiste en remover el sello
mecanico que se encuentra montado sobre el eje, ya que, si bien, se encuentra rotacidon, su
geometria resulta bastante compleja como para mallar y debido a su poca masa, el efecto que ejerce
sobre el resto del sistema puede despreciarse.
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Figura 19. Ensamble del rotor simplificado, en la imagen se puede apreciar cdmo es que ahora el nicleo del rotor (del
generador) ahora se encuentra formado por una tnica pieza.

Una vez concluido con lo anterior no hay mas modificaciones que puedan llevarse a cabo mediante
el uso de SolidWorks, por lo que el resto de ajustes necesarios para geometria se realizaran en uno
de los preprocesadores de ANSYS, DesignModeler, esta herramienta se utilizara para dividir
algunas de las caras cilindricas del eje de la turbina en multiples caras, el fin de esto es poder
aplicar una condicion de frontera que representa un rodamiento sobre dichas caras.

B - C
Engineering Data " y—M# 2 & Engineering Data
v g——A 3 |E] Geometry

V W4 @ Model

o, 5 @ Setup

¥ 4 ] Solution

¥ 4 7 @ Results

Harmonic Response

F |

R RISISS

Figura 20. Diagrama del proyecto en Ansys.

Para llevar a cabo las modificaciones de ANSYS serd necesario crear un nuevo proyecto dentro
del software e insertar un modulo de geometria, un sistema de andlisis modal y por ultimo uno de
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analisis arménico como se observa en la figura 20, esto nos permitird ahorrar tiempo en la
configuracion del modelo y la seleccion de materiales, ya que este arreglo les permite a ambos
modulos intercambiar informacion entre las celdas (modulos) que los componen. Esto ltimo
significa que solo sera necesario configurar las celdas “Geometry”, “Engineering Data” y “ Model”
una sola vez, y cada cambio que se efectué en uno de los sistemas de andlisis (A, B o C) se vera
reflejado en los otros sistemas.

Figura 21. Eje del rotor, las secciones recortadas se muestran en color verde.

Como se puede apreciar en la figura 21 las secciones en color verde se encuentran separadas del
resto del eje, sin embargo, configurando las mismas dentro de una sola parte podemos hacer que
el software las considere como un solo cuerpo para efectos del andlisis, evitando la formulacion
de contactos entre las distintas secciones del eje y permitiéndonos configurar los rodamientos sobre
las superficies cilindricas que se muestran en la figura 22. Una vez completado este paso ya no
serd necesario modificar la geometria del rotor de ninguna manera, pudiendo proceder asi a la
configuracion del modelo en ANSYS, este proceso se lleva a cabo en cualquiera de las celdas
“Model”, dentro de las mismas habremos de configurar los materiales asignados a cada
componente, la formulacion de los contactos que se generan entre cada una de las partes del
ensamble y la malla.
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Figura 22. Eje del rotor, las caras recortadas se muestran en color verde.

A partir de este punto todo el trabajo se realizara dentro de un modulo de ANSYS Ilamado
“Mechanical”, desde el cual podremos configurar las celdas “Model”, “Setup”, “Solution” y
“Results”. El primer paso para la configuracion del modelo consistira en asignar los materiales
para cada uno de los componentes de la turbina, la distribucion de los materiales puede apreciarse
en las figuras 23 y 24, mientras que la tabla 2 nos presenta una descripcidon mas detallada
(componente a componente) de esta distribucion; de igual forma las propiedades mecanicas de

cada uno de los materiales se muestran en las tablas 3, 4, 5y 6.
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Materials
3/28/2022 1251 PM

[T Bronze, cast

[ Copper, wrought
[ Stainless Steel
[ Structural Steel

Materials
3/28/2022 118 PM

[ Bronze, cast

[ Copper, wrought
[ Stainless Steel
[ Structural Stee!

0.000 3.000 £.000(n)

1,500 4500

Figura 23. Distribucion de materiales en el ensamble del rotor.

0.000 2.000 6,000 {in)
I 9 a0
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Ansys
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ks

Ansys

2021 R2

Figura 24. Distribucion de materiales en el ensamble del rotor, el rotor principal y uno de sus discos se encuentran ocultos para

permitir observar el resto de los componentes.
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Componente
Rotor
Discos del rotor
Aros conicos interiores
Aros conicos exteriores
Colector de escobillas
Balero de empuje
Eje
Cilindro aislante
Laminado del rotor
Bobina

Material
Bronce
Bronce

Acero inoxidable
Acero inoxidable
Cobre
Acero estructural
Acero inoxidable
Acero inoxidable

Acero estructural
Cobre

Tabla 2. Distribucion de materiales por componente.

Propiedad
Densidad

Moédulo de Young
Relacion de Poisson

Modulo de
compresibilidad

Modulo de cizalladura

Tabla 3. Propiedades del bronce.

Propiedad
Densidad

Modulo de Young

Relacion de Poisson

Valor
8810

8 x 1010
0.345
8.6022 x 101°

2.974 x 101°

Valor
8940

1.31 x 101!
0.345

Unidad

Kg
m3

Pa

Pa

Pa

Unidad

Kg
m3

Pa
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Modulo de 1.4886 x 1011
compresibilidad

Médulo de cizalladura 4.8699 x 101°

Tabla 4. Propiedades mecdnicas del cobre.

Propiedad Valor
Densidad 7750
Modulo de Young 1.93 x 1011
Relacion de Poisson 0.31
Moédulo de 1.693 x 1011
compresibilidad
Moédulo de cizalladura 7.3664 x 1010

Tabla 5. Propiedades del acero inoxidable.

Propiedad Valor
Densidad 7850
Modulo de Young 2 x 1011
Relacion de Poisson 0.3
Moddulo de 1.6667 x 1011
compresibilidad
Modulo de cizalladura 7.6923 x 1010

Tabla 6. Propiedades del acero estructural.

Pa

Pa

Unidad

Kg
m3

Pa

Pa

Pa

Unidad

Kg
m3

Pa

Pa

Pa
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Una vez que se han asignado los materiales a cada componente podemos seguir configurando el
analisis de manera descendente en el arbol del proyecto, no es necesario realizar cambio alguno
en el apartado de los sistemas coordenados, por lo que se puede avanzar hasta la seccion de
conexiones una vez expandida la carpeta encontraremos en su interior otra carpeta llamada
contactos, en ella se encuentran las configuraciones de cada una de las zonas de contacto de nuestra
geometria, no serd necesario hacer cambio alguno dentro de dicha carpeta; sin embargo esta
seccion requiere que insertemos un par de conexiones que nos ayudaran a modelar el
comportamiento de los rodamientos. Las figuras 25 y 26 nos permiten apreciar la ubicacion de los
rodamientos trasero y delantero respectivamente.

Figura 25. Ubicacion del rodamiento trasero en eje.
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Figura 26. Ubicacion del rodamiento delantero en el eje.

Estas conexiones tipo rodamiento fueron aplicadas en las zonas del eje que se seccionaron al inicio
del preprocesamiento, su proposito es el de sustituir los rodamientos geométricos que formaban
parte del ensamble original mediante el modelado de su comportamiento, para que esto sea posible
es necesario proporcionarle ciertos datos al software siendo el més importante de estos la rigidez,
el valor de esta fue calculado mediante el método descrito por Friswell, Penny, Garvey y Lees en
la referencia [11], la siguiente expresion nos permitird aproximar el valor de la rigidez en un
rodamiento rigido de bolas como los que se utilizan en el ensamble de la turbina.

Se ha demostrado que la deflexion § (en metros) de una sola bola de acero, o rodillo, sujeto a
compresion entre dos placas planas, por una fuerza f (en Newtons) esta dada por:

1 2
§ =436 x 10784 73f3

(152)
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Para una bola de didmetro d (en metros), y:

§ =3.06 x 10710170809

(153)

Para un rodillo de longitud [ (en metros).

Estas aproximaciones son suficiente para baleros (rodamiento completo) cuyos elementos rodantes
tienen un radio pequefio comparado con los de las carreras interna y externa del balero. La
deflexion de un rodamiento completo (balero) que consiste en varios elementos de rodado puede
derivarse distribuyendo la fuerza aplicada sobre todos los elementos del balero que soportan la
carga. Es asi que la rigidez vertical de un rodamiento de bolas, df/dy, puede aproximarse
mediante:

(154)

Donde n,, representa el nimero de bolas de acero de didmetro d en la carrera, a es el angulo de

contacto, fs es la carga vertical estatica que actia sobre el rodamiento, k; es una constante cuyo
4

2
valor es: k, = 13 X 106N3m™3 [11]. Si se asume que la carga es vertical, la relacion entre la
rigidez horizontal k,,, y la rigidez vertical k,,, puede ser determinada en base a los siguientes
valores:

Rodamientos de bolas Rodamientos de rodillos
ky./k, |Bolas ko /Ky | Rodillos
0.46 8 0.49 8
0.64 12 0.66 12
0.73 16 0.74 16

Tabla 7. Valores de k,,/ k., con respecto al nimero de elementos rodantes para rodamientos de bolas y rodillos.

Sabiendo que n, = 15,d = 1.77 X 1073 m, f, = 2.99 N y a = 0° anterior podemos determinar
la rigidez para nuestros rodamientos:
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2 4 2 1 1 5 N
ky, = (13 X 106N§m_§) (15)3(1.77 x 1073m)3(5.98 N)3 cos3(0°) = 13.779 x 10° -

(155)

N
kuu = 0.73kyy ~ 10.059 X 10° —

(156)

Una vez obtenida la magnitud de la rigidez en los rodamientos procederemos a utilizar dicho valor
para construir la matriz de rigidez dentro de Ansys,

k k
K — [ uu uu]
kuu kuu
(157)
N N
10.059 x 10 — 10.059 x 10® —
K = m m
N N
10.059 x 10® — 10.059 x 10® —
m m
(158)

La malla es quiza uno de los factores mas relevantes al realizar un andlisis de elemento finito, por
lo que para asegurar una buna calidad de la misma fue necesario realizar ciertas modificaciones a
la malla estandar generado por el software, con el fin de asegurar que la calidad de la misma no
impacte de manera negativa los resultados obtenidos por el Solver. Para ello se aplicé una serie de
controles de malla, los cuales permiten restringir el tamafio de los elementos que la componen a
un valor maximo; el valor de dichos controles, asi como los componentes a los que fueron
asignados se muestra en la siguiente tabla:
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Componente Tamafio de

elemento
Eje 0.5mm
Nucleo del rotor
Bobina
Colector de
escobillas
Imm

Rotor principal
Discos del rotor

Aros conicos
Balero de empuje

Tabla 8. Tamaiios de elemento utilizados para crear la malla.

Tras aplicar los controles de tamafio ya mencionados se procedid a generar la malla; dado que
dicho proceso es automatico solo fue necesario esperar a que concluyera. La malla es uno de los
factores que mas influyen en la calidad de un resultado obtenido mediante el método del elemento
finito, por lo que es importante asegurar que la misma tenga una calidad aceptable; Ansys nos
permite monitorear distintas métricas con el fin de medir la calidad de nuestra malla, una de ellas
es la calidad del elemento, esta métrica relaciona varias de las caracteristicas geométricas del
elemento con el fin de crear una métrica de calidad compuesta que va de 0 a 1, siendo 1 el valor
con mayor calidad y 0 el de menor, a su vez, también es posible evaluar otras métricas, como las
relaciones de aspecto, Jacobiana y la oblicuidad, las métricas de la malla generada pueden
observarse en la siguiente tabla.

Métrica Valor
Calidad de los

elementos 0.84528
Relacion de aspecto 1.838
Relacidn Jacobiana 0.99428
Oblicuidad 0.2129
Cantidad de elementos | 6149315
Cantidad de nodos 4149036

Tabla 9. Métricas de la malla, todos los valores mostrados con excepcion de la cantidad de elementos y nodos son promedios.

Los pasos finales para llevar a cabo la simulacion consisten en configurar las celdas “Modal” y
“Harmonic Response”, que en tltima instancia son las que nos permitiran llevar a cabo el analisis
rotodindmico. Para comenzar este proceso nos trasladamos a la primera de estas dos celdas, nos
dirigimos al apartado “Analysis Settings”, el cual nos permite configurar los pardmetros con los
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que se llevara a cabo la simulacidn, una vez ahi el primer paso fue indicarle al Solver cuantos
modos de vibracion debe encontrar, posteriormente se activd el amortiguamiento en el modelo y
finalmente, en la seccion de controles rotodinamicos se activaron las opciones “Coriolis Effect” y
“Campbell Diagram” y se le indico al software que utilizase 3 puntos para graficar el diagrama de
Campbell.

Details of "Analysis Settings” *3OX
-|| Options
Max Modes to Find &
Limit Search to Range | Mo
-|| Solver Controls
Damped Yes
Solver Type Program Controlled
-
Caoriolis Effect on
Campbell Diagram on
Mumber of Points 3
+|| Advanced
+|| Qutput Controls
+|| Damping Controls
+|| Analysis Data Management

Figura 27. Configuracion del sistema de andlisis modal.

Después de configurar el apartado que se muestra en la imagen anterior comenzaron a insertarse
las condiciones iniciales y de frontera del modelo, la primera de estas consiste en una velocidad
rotacional que se aplica a la totalidad del ensamble del rotor de la turbina, esta velocidad rotacional
cuenta con tres magnitudes a evaluar, estas magnitudes corresponden a los tres puntos que se
configuraron para el diagrama de Campbell, dicho valores son: 0, 1800 y 3600 RPM. La cantidad
de modos a encontrar se dejo en la cantidad predeterminada, 6 modos, esto significa que el Solver
habra de calcular, mapeando un rango de frecuencias indefinido hasta encontrar los 6 primeros
modos de vibracion de nuestra estructura, la cual consiste en el ensamble del rotor.

Lo anterior significa que nuestro diagrama de Campbell habra de graficar las velocidades criticas
para el rango dado por estas velocidades.
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Figura 28. Zona de aplicacion de la condicion de frontera en la cara frontal del eje del rotor.

Se aplico una condicion de frontera en la cara frontal del eje, el propdsito de esta es limitar los
grados de libertad del modelo de tal forma que el mismo se asemeje mas a la realidad, esto se logra
restringiendo el movimiento a lo largo del eje X (que coincide con el eje de rotacion de la turbina),
esto evitara que exista una traslacion en esta direccion; esta misma condicion de frontera se utiliza
para evitar que el eje se deforme torsionalmente sobre su eje de rotacion, previniendo asi la
mayoria de los modos torsionales, esto se hace mediante la restriccion de la rotacion en el eje X,
el cual es coincidente con el eje de rotacion.

Como se puede observar en la figura 29 las componentes de traslacion y rotacion en el eje X fueron
restringidas para prevenir su movimiento, sin embargo, es importante hacer notar que el
comportamiento de esta condicion de frontera es deformable, por lo que aplicando la fuerza
suficiente es posible vencer estar restricciones, este serd el caso de la rotacion en X, la cual una
sera vencida una vez que el rotor alcance un modo torsional, lo anterior puede sonar un tanto
confuso, sin embargo lo que se busca es evitar que la inercia en combinacidon con la rapida
aceleracion en el andlisis produzca un modos torsionales falsos al excitar el rotor de una manera
distinta a como ocurre en realidad.
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Scope
Scoping Method | Geometry Selection
Geometry 1 Face
Coordinate System | Global Coordinate System
¥ Coordinate 0. mm
¥ Coordinate -9.9242-017 mm
Z Coordinate 5.5134e-018 mm

Location Click to Change
Type Remote Displacement
¥ Component | 0. mm
¥ Component Free
Z Component Free
Rotation X o=
Rotation ¥ Free
Raotation Z Free
Suppressed Mo
Eehavior Deformable
Advanced

Pinball Region All

Figura 29. Configuracion de la condicion de frontera mostrada en la Figura 28.

Llegado este punto se ha concluido la configuracion del andlisis Modal de la estructura, los
siguientes pasos se desarrollaran en el apartado de configuracion del modulo de Respuesta
armonica, resultando la mayoria de ellos bastante similar a lo hecho hasta este punto.

Se comenzara por configurar las opciones de anélisis del Solver, en el apartado opciones (mostrado
en la Figura 30) se le indicara al Solver el rango de frecuencias en el cual debe evaluar la respuesta
del sistema, este rango va desde los 0 hasta los 500 Hz y tiene una resolucion de 1 Hz, el mismo
se eligid basandose en pruebas modales anteriores que contaban con una resoluciéon menor, las
cuales mostraron que los primeros 6 modos de vibracion se encuentran dentro de ese rango de
frecuencias. El método de solucion elegido serd el método completo, basandonos en las
recomendaciones dadas por el manual de rotodinamica de Ansys [12].

El segundo paso consiste en afiadir de nuevo la condicion de frontera que se explicé anteriormente,
misma que es mostrada en las figuras 28 y 29, esto con el mismo fin que en el analisis modal, esto
se puede hacer mediante las funciones Copiar y Pegar con las que el software cuenta, el proceso
para realizarlo es idéntico a como se hace de manera usual en otros programas de computadora.
Una vez afiadida esta condicion sera necesario insertar un objeto mas en el arbol, este es diferente
a todo lo anadido hasta este punto, el mismo consiste en un Script de comandos en lenguaje APDL,
el lenguaje de disefio paramétrico de Ansys.

El proposito de este Script es afiadir una serie de cargas armonicas bajo las cuales reaccionara la
estructura, se eligid6 una pequefia carga, cuya magnitud es marginal, basdndonos en la
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recomendacion dada en uno de los manuales de rotodindmica de Ansys [12], en el cual se realiza
un analisis similar al estudiado en este caso.

Step Controls

Multiple RPMs Mo

Frequency Spacing Linear
Range Minimum 0. Hz
Fange Maximum 500. Hz
Solution Intervals 500

User Defined Frequencies | Off
Solution Method Full
Variational Technology Frogram Controlled

Figura 30. Configuracion del sistema de andlisis de respuesta armanica.

El Script de comandos y su contenido se muestran en la figura 31, el mismo esta basado un Script
similar proporcionado en el manual de rotodindmica de Ansys [12].

La estructura del cédigo es la siguiente, la primera fila del mismo es inicamente un comentario,
la parte funcional del Script comienza en la segunda linea en esta se define la magnitud de la fuerza
de desbalance que se aplicara, el valor de la misma al igual que el resto del Script se tomo de la
referencia [12], en tercer fila se crea una variable correspondiente al nodo donde se aplicara la
fuerza, mientras que en los renglones 4 y 5 se aplica la fuerza en los ejes Y y Z seglin corresponda.

El mismo proceso se repite para dos nodos mas, terminando en la fila 13 del Script de comandos,
la seccién empleada del Script de comandos termina en la fila 21.
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Commands

1 ISet the harmoni s

2 FO = 7.200

3 ndsconfll = node (0.5%14,0,0)
4 F,ndsconfll, £y, Fd

5 F,ndsconfll, £f=, ,-F0O

LS

7 ndsconfl = node(1.22,0,0)
a F,ndsconfl2, £y, FO¥2

5 F,ndsconfl2, f=z,  -FO*2

1a

11 ndsconfl3i = node (1.52,0,0)
12 F,ndsconfl3, £y, FO
13 F,ndsconfl3, £f=, ,-F0

15 ndspalierl = node(0.305,0,0)

l& ndspalier = node(2.13,0,0)

12 ARLLSEL
15 CHM, ALLELEM ELEM

21 FINISH

L
=

23 Iset the analysis type
24 SS0LT

25 hropt, full

26 ko, 1

27 SYNCHROC, , ALLETL.EM
28 CHOMEGA, RALLELEM, 1.0

Figura 31. Script de comandos utilizado para la solucidn de la seccion armdnica del andlisis.

Llegados a este punto se ha concluido con la configuracion de ambos mddulos de andlisis, lo tinico
que resta a partir de este punto es resolver el andlisis, este proceso se encuentra automatizado y
basta con presionar el boton Solve.

Resultados

Esta seccion presenta los resultados obtenidos a partir del trabajo realizado en las secciones
anteriores, tal como se plante6 en la justificacion del presenta trabajo, la importancia de evaluar el
comportamiento dindmico de la turbina reside en que nos permitird encontrar las velocidades
criticas del ensamble de nuestro rotor, lo cual nos permitird saber el rango de velocidades en el
cual sera seguro operar el aparato. De igual forma, en el caso de fuese necesario situar el rango de
operacion de la turbina en una zona con velocidades criticas, los resultados obtenidos nos
permitiran conocer con qué clase de vibraciones estamos tratando, los modos de las mismas, su
amplitud y esfuerzos, pudiendo inclusive predecir el tiempo de vida del aparato cuando este se
encuentra sujeto a dichos esfuerzos.
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Tal informacion abre la puerta a distintas medidas que pueden tomarse para asegurar la viabilidad
del disefio; pudiendo, en caso de ser necesario, redisefar el rotor con el fin de reducir caracteristicas
poco deseables, como altos esfuerzos reversibles que propicien la formacion de grietas, amplitudes
de vibracion cuya magnitud pueda producir colisiones. A continuacion, se presentan los 6 primeros
modos de vibracion de la turbina:

ANSYS

2021 Rl

Figura 32. Primer modo de vibracion del rotor (vista lateral).

ANSYS

2021 R

Figura 33. Primer modo de vibracion (vista isométrica).
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Como se puede apreciar en las figuras 32 y 33 la deformacion en el rotor, producida por el primer
modo de vibracion, en combinacién con el movimiento rotativo tendera a producir una orbita
conica. Al observar la animacion producida por Ansys en base a los resultados obtenidos, todo
parece indicar que el rotor exhibe un comportamiento flexible, mientras que en este primer modo
los rodamientos parecen deformarse a una escala mucho menor.

ANSYS

2021 R

Figura 34. Segundo modo de vibracion (vista lateral)

ANSYS

2021 Rl

Figura 35. Segundo modo de vibracion (vista lateral)
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Los resultados obtenidos para el segundo modo de vibracion parecen indicar la presencia de un
modo de vibracion lateral con orbitas circulares, tal comportamiento es mas apreciable en la figura
34, en la que se puede apreciar como el ensamble del rotor se flexiona con respecto al eje de
rotacion, dicho movimiento en combinacion con la rotacion a la que se encuentra sujeto el conjunto
tenderd a producir orbitas circulares; de igual forma se puede apreciar que los rodamientos se
comportan de manera mas rigida que en el modo anterior.

ANSYS

2021 Rl

Figura 36. Tercer modo de vibracidn (vista lateral).

ANSYS

2021 Rl

Figura 37. Tercer modo de vibracion (vista isométrica).



31

El tercer modo de vibracion es quiza el mas peculiar de todos, pese a que en apariencia no exhibe
vibracion, los contornos que sefialan la magnitud del desplazamiento de los nodos nos permiten
identificarlo como un modo torsional, de ahi que la magnitud de los desplazamientos aumente
conforme nos alejamos del eje de rotacion. Los modos de este tipo son muy dificiles de identificar
durante la operacion de la turbina, ya que esta deformacion torsional se produce mientras que el
ensamble del rotor se encuentra rotando.

ANSYS

2021 Rl

Figura 38. Cuarto modo de vibracidn (vista lateral).

ANSYS

2021 Rl

Figura 39. Cuarto modo de vibracidn (vista isométrica).
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De la misma manera en que ocurre en el segundo modo de vibracion, el cuarto modo parece
presentar el comportamiento tipico de un modo con vibracion lateral, cuyas orbitas son circulares;
sin embargo es importante sefialar que no esta del todo claro que tipo de pertenecen las presentadas
por estos dos modos, ya que, en ausencia del movimiento rotativo, la flexion producida por un
modo con orbitas elipticas presenta caracteristicas similares a la de un modo con orbitas circulares,
tal como se muestra en la figura 6.

ANSYS

2021 Rl

Figura 40. Quinto modo de vibracidn (vista lateral).

ANSYS

2021 Rl

Figura 41. Quinto modo de vibracion (vista isométrica).
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Este modo es quiza el que exhibe el comportamiento mas complejo de los 6 analizados, mientras
que ambos rodamientos parecen mostrar un comportamiento rigido, y la porcion delantera de la
flecha ni siquiera presenta deformacion, el resto de la turbina parece deformarse axialmente con
respecto a su eje de rotacion, resultando en una compresion del ensamble sobre su mismo eje. Lo
anterior lleva a especular que pudiese tratarse de algin modo torsional combinado con un modo
de otra clase.

ANSYS

2021 Rl

Figura 42. Sexto modo de vibracidn (vista lateral).

ANSYS

2021 Rl

Figura 43. Sexto modo de vibracidn (vista isometrica).
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Este altimo modo presenta el comportamiento tipico propio de un modo cilindrico, el
desplazamiento que exhibe en el cual el eje del rotor parece no deformase mientras que se desplaza
es caracteristico de un modo de rotor rigido sobre rodamientos flexibles, este modo posee la
vibracion de mayor amplitud, sin embargo, el que esta se encuentre en el orden de los nandémetros
permite descartarla como un peligro para el funcionamiento seguro de la turbina.

555.32

504

400,

i
z
-
; 300 o
& o
200,
-—
— L e
T S 4
100.
'3 - J— T &
o = O O
0. 50, 100. 150 200. 250, 300, 350, 376.99

Rotational Velocity (rad/s)

Figura 44. Diagrama de Campbell para el sistema de rotor.

La figura 44 nos presenta el diagrama de Campbell de nuestro sistema, mediante la observacion
del mismo podemos confirmar la presencia de una velocidad critica en el domino que representa
el rango de trabajo de nuestro sistema, esta velocidad critica se presenta a una frecuencia de 44 Hz
0 2650 revoluciones por minuto.
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4.4954e-6

4.1024e-7

3.7435e-8

34166e-9

3.118e-10

2.8454e-11

Amplitude (mm)

2.5967e-12

2.3697e-13

2.1626e-14

1 100, 200, 300,

Frequency (Hz)

Figura 45. Grafica de respuesta a la frecuencia por parte de la amplitud en el eje Y del plano normal al eje de rotacion.

Por ultimo, en esta seccion, nos es posible apreciar que la mayoria de los desplazamientos
presentados por la turbina, en un rango de frecuencias que va de 0 a 500 Hz, o 30000 rpm, son
demasiado pequefios como para presentar una amenaza al correcto funcionamiento de la turbina.
Mas aun, dado que se pretende que la misma opere en un rango que va desde las 0 a las 3600 rpm,

0 0 a 60 Hz, podemos esperar que esta puede operar con seguridad a pesar de la posible presencia
de velocidades criticas dentro del mismo rango.

1.2061e-7

2.897e-8

6.929%e-9

1.6611e-9

3.9518e-10

Amplitude (mm)

9.5444e-11

2.2878e-11

5.484e-12

1.3145e-12

1. 100

500.
Frequency (Hz)

Figura 46. Grafica de respuesta a la frecuencia por parte de la amplitud en el eje Z del plano normal al eje de rotacion

Como podemos notar al comparar ambas graficas (para amplitudes en Y y Z) al desplazamiento
en ambos ejes tiene amplitudes similares, por lo que la afirmaciéon hecha anteriormente con

respecto a que tan seguro seria operar la turbina aun con una velocidad critica dentro del rango de
operacion puede considerarse valida para las deformaciones en este eje.
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Conclusion

La redaccidn de esta tesis, en conjunto con el trabajo de investigacion que la misma involucra,
permitié ampliar el uso de herramientas de simulacion en el disefio de esta pico-turbina hidraulica,
lo cual permiti6 validar la presente propuesta de disefio frente a los peligros que presenta el
incremento de la amplitud de la vibracion del rotor cuando este se encuentra operando en un rango
en el que existen velocidades criticas. El andlisis realizado en esta ocasion se enfoca inicamente
en el comportamiento mecénico del sistema, abordando el problema solo desde la perspectiva de
la mecanica de solidos, lo cual, si bien puede considerarse suficiente para el caso de este sistema
en particular, desprecia los efectos de amortiguamiento producidos por el fluido circundante; estos
a su vez pueden llegar a producir, en el caso de sistemas de mayor escala, una reduccién o aumento
en la amplitud de la vibraciones de dicho sistema.

Es en base a esto que consideraria necesario, que si se busca escalar este disefio, o, analizar el
comportamiento de un sistema de mayores dimensiones se debe llevar a cabo mediante un analisis
multifisico, preferentemente uno resuelto de tal manera que permita a ambas partes, mecanica de
solidos y de fluidos, intercambiar informacion de manera continua entre iteraciones, de tal manera
que se puedan obtener resultados que reflejen la respuesta a ambas fisicas de manera més cercana
a la realidad.

Mediante el uso de los modulos de andlisis mencionados anteriormente se obtuvieron datos que
permiten comprender el comportamiento del sistema dentro del rango de frecuencia en el que este
opera. En base a la observacion del diagrama de Campbell, figura 44, sabemos que existe una
velocidad critica en el rango de operacion de la turbina, sin embargo, los resultados obtenidos para
la respuesta a la frecuencia en los dos ejes del plano normal a la rotacion de la turbina, las
amplitudes en Y y Z, indican que la amplitud de las vibraciones en el rango de operacion de la
turbina, incluyendo las frecuencias adyacentes a la velocidad critica, es demasiado baja como para
suponer un peligro para la operacion del sistema.

Teniendo en cuanta los puntos expresados con anterioridad, puedo afirmar que el andlisis llevado
a cabo en el presente disefio es lo suficientemente cercano a la realidad como para considerarse
confiable, y por extension, la operacion del equipo es segura en el rango de velocidades propuesto.
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