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RESUMEN de la tesis de Oscar Ricardo Acosta Del  Campo, presentada como 

requisito parcial para obtener el grado de DOCTOR EN CIENCIAS en ELÉ CTRICA con 

orientación en CONTROL. Ensenada, B.C. México, Noviembre 2013. 

 
Sincronización de redes complejas con nodos caóticos de orden 

entero y fraccional 
 
 
 

Resumen aprobado por: 
 

 
 
 
 
 
 

Dra. Rosa Martha López Gutiérrez 
 

Codirector de Tesis 

Dr. César Cruz Hernández 
 

Codirector de Tesis 
 

En este trabajo de tesis se presenta  la sincronización de redes complejas  en diferentes 

topoloǵıas.   Particularmente se sincronizan  redes con nodos caóticos  de orden entero, es 

decir, el orden de las derivadas  es un número entero. De igual forma, se realiza  la sincroni- 

zación de redes con nodos caóticos de orden fraccional,  es decir, el orden de sus derivadas 

es una fracción (generalmente entre 0 y 1). 
 

Se realizó la sincronización de redes en diferentes topoloǵıas, las topoloǵıas utilizadas 

para nodos de orden entero, fueron: la topoloǵıa de vecino cercano y la de mundo pequeño, 

tales topoloǵıas fueron realizadas con el oscilador de Chua con retardo y el oscilador de 

Rössler como nodos. Para dichas  sincronizaciones  se calculó la fuerza de acoplamiento  c 

necesaria para sincronizar la red en topoloǵıa de mundo pequeño para un número N  de 

nodos. Para la sincronización de mundo pequeño se utilizó la teoŕıa de redes complejas, la 

cual, a partir de los valores propios de la red y una cantidad de N nodos podemos obtener 

el valor de la fuerza de acoplamiento c que garantiza la sincronización de la red. En dicha 

sincronización de mundo pequeño se obtuvo una gráfica que relaciona los valores propios 

con la cantidad de N nodos de la red y en la cual, se aprecia  la región de sincronización 

de dicha red para N nodos. (La cantidad N de nodos  es limitado solo por la capacidad de 

procesamiento computacional). 
 

Las topoloǵıas utilizadas para nodos con orden fraccional fueron: la topoloǵıa maestro- 

esclavo utilizando el oscilador de Chua de orden fraccional como nodo y la teoŕıa hamil- 

toniana para su sincronización, se obtuvieron los valores de ganancias del observador que 

garantizan la sincronización maestro y esclavo.  Además, para tal sincronización se realizó 

una aplicación a las comunicaciones  seguras, donde se encriptó un mensaje el cual fue recu- 

perado en el esclavo de forma satisfactoria. Otra topoloǵıa utilizada es la de vecino cercano 

y mundo pequeño para el oscilador de Chua de orden fraccional, como en el caso de orden 

entero  se obtuvo una gráfica que muestra la zona de sincronización de acuerdo a los valores 

propios y a los N nodos de la red donde se garantiza  la sincronización de la red. 
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Para comprobar la efectividad de la teoŕıa de sistemas complejos en la sincronización
de redes, se recurrió la topoloǵıa en estrella usando como nodos un sistema hipercaótico
modificado de Lorenz fraccional propuesto recientemente, para el cual, se calculó la fuerza
de acoplamiento c que garantiza la sincronización de la red, además se realizó una aplicación
a las comunicaciones seguras, donde se encriptó una señal de audio, la cual, se recuperó
satisfactoriamente en cada uno de los nodos receptores de la red.

Palabras clave: Sincronización, redes complejas, topoloǵıas de redes, sistemas fracci-
onales, caos, comunicaciones seguras.
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ABSTRACT of the thesis presented by Oscar Ricardo Acosta Del Campo, as 

a partial requirement to obtain the DOCTOR IN SCIENCE degree in ELECTRIC with 

orientation in CONTROL. Ensenada, B.C. México, November 2013. 

 
Complex  networks synchronization  with  chaotic nodes of integer 

and fractional  order 
 
 
 

Abstract approved by: 
 

 
 
 
 
 
 

Dra. Rosa Martha López Gutiérrez 
 

Thesis codirector 

Dr. César Cruz Hernández 
 

Thesis codirector 
 

In this thesis work presents the complex networks synchronization in different topolo- 

gies. Particularly are synchronized  networks with chaotic nodes of integer order, i.e. the 

derivatives  order is an integer number.  Similarly, network synchronization  is performed 

with chaotic nodes of fractional order, i.e.  the derivatives  order is a fractional number 

(usually between 0 and 1). 
 

It realized network synchronization in different topologies, the topologies used for nodes 

of integer order, were: the nearest-neighbor topology and small world topology, such topo- 

logy were performed with delayed Chua oscillator and Rossler oscillator like nodes. For such 

synchronizations are calculed the coupling strength c necessary  to synchronize the small 

world network topology for number N of nodes. For small world synchronization  was utili- 

zed complex networks theory, which, from the eigenvalues of the network and a number of 

N nodes can obtain the value of the coupling strength c ensuring  network synchronization. 

In the small world synchronization  was obtained a graph, that relating the eigenvalues and 

the amount of N nodes in the network and in which, shows network synchronization region 

for N nodes. (The number N of nodes is limited only by the computational processing). 
 

The topologies used for fractional order nodes were the master-slave topology using the 

fractional order Chua oscillator like  node and Hamiltonian theory for your synchroniza- 

tion were obtained observer gain values that guarantee the master-slave synchronization. 

Additionally,  for such synchronization  was performed  an application to secure communi- 

cations, where  was encrypted a message which was recovered  in the slave satisfactorily. 

Other topologies  used is the nearest-neighbor and small world for fractional order Chua 

oscillator, as in the case of integer order was obtained a graph showing the area of synchro- 

nization according to the values and the N nodes of the network which ensures network 

synchronization. 
 

To test the effectiveness of the complex systems theory to network synchronization, 

we used the star topology using modified hiperchaotic fractional Lorenz system  as nodes 
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recently proposed, for which we calculated the coupling strength c that ensures network
synchronization also was performed an application to secure communications in networks,
which was audio signal encrypted, which is successfully recovered in each one of the network
nodes.

Keywords: Synchronization, complex networks, network topologies, fractional sys-
tems, chaos, secure communications.
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IV.4.1 Sistemas caóticos de orden fraccional . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

IV.5 Conclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
V Sistemas caóticos 36
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VI.3.1.2 Sincronización de redes con nodos de Rössler en mundo pe-
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34 Atractores caóticos proyectados en el plano (xi1 vs xi2) de cada nodo con

acoplamiento unidireccional con N = 5 nodos. . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
35 Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino cercano unidireccional

con N = 5 nodos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
36 Plano de fase en vecino cercano unidireccional entre los 6 nodos de la red. . . 68
37 Red en configuración en mundo pequeño con N = 6: a) bidireccional, b)

unidireccional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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40 Número de nodos en función de los valores propios para lograr la sincrońıa. . 71
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77 Señal caótica de transmisión s(t) = x11(t) +m(t). . . . . . . . . . . . . . . . 104
78 Mensaje transmitido y recuperado en cada receptor. . . . . . . . . . . . . . . 105

xvii



Caṕıtulo I

Introducción

Recientemente, se han estudiado de manera más adecuada fenómenos o procesos en diferen-
tes campos cient́ıficos, relacionándolos con la teoŕıa de grafos, el uso matemático de estos
enfoques ha tráıdo grandes ventajas, ya que permiten verlos como una red, donde varios
de estos fenómenos pueden verse como redes con topoloǵıas sencillas, es decir, donde se
conocen perfectamente sus caracteŕısticas y tienen propiedades comunes entre ellas. Sin
embargo, la complicada estructura de muchos fenómenos nos obliga a utilizar modelos de
redes complejas.

Un ejemplo del uso de topoloǵıas sencillas es en el campo de estudio computacional. El
uso de las diferentes topoloǵıas de red, se ha ampliado considerablemente en los últimos
años, llegando a ser indispensable en este ámbito, por ejemplo, en las redes de computadoras,
ya sea a nivel local o global (web) se tiene la capacidad de reducir recursos a través del uso
de las diferentes topoloǵıas conocidas, el cual ha sido uno de los avances más significativos
en el área, no se podŕıa tener la velocidad actual en el flujo de información si no fuera por
la optimización otorgada por las topoloǵıas de red utilizadas, aśı como la fiabilidad en los
enlaces realizados.

Los modelos de redes complejas involucran fenómenos donde se tienen propiedades no
triviales en las redes, dichas redes complejas emergen en un amplio rango de disciplinas de
las ciencias naturales y sociales. Los ejemplos de redes complejas frecuentemente utilizados
incluyen la internet, la World Wide Web (WWW), las redes eléctricas, redes de transporte,
ecosistemas, redes genéticas, redes neuronales, etc. Las redes complejas pueden definirse
simplemente como un sistema f́ısico o virtual de componentes interconectados, donde las
interacciones entre los componentes dan lugar a formas intrincadas de los elementos, las
propiedades que emergen como producto de dichas interacciones son consideradas complejas
en virtud a la estructura no trivial de la red.

Los componentes de tales redes, comúnmente conocidos como nodos, tienen carac-
teŕısticas propias, que pueden o no afectar el comportamiento colectivo de la red. En
esta tesis, nos enfocamos a utilizar sistemas caóticos como los nodos de las redes. Un sis-
tema caótico se caracteriza por generar dinámicas complejas y dentro de sus caracteŕısticas
se encuentran: la sensibilidad de condiciones iniciales, una caracteŕıstica muy importante
al hacer la aplicación a las comunicaciones seguras, donde es necesario realizar la sincroni-
zación entre los sistemas para poder recuperar la información.

El hecho de generar dinámica compleja (dinámica aparentemente aleatoria), ha sido
la principal motivación para utilizar a dichos sistemas caóticos en diferentes protocolos de
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comunicación, ya que se puede encriptar la información utilizando la dinámica compleja del
sistema caótico como portadora, logrando una protección de información de forma eficiente.

Durante muchos tiempo, los modelos utilizados para los sistemas caóticos han sido de
orden entero ver por ejemplo [1]-[3], es decir, un modelo es una representación matemática
de un sistema f́ısico, el cual, puede ser representado por medio de ecuaciones integro-
diferenciales ordinarias de orden entero (la potencia de la derivada es un número entero),
tales modelos nos ofrecen dinámicas lo más aproximadas a la del sistema f́ısico y con lo
cual, se pueden realizar las investigaciones y controles requeridas al sistema.

Sin embargo, recientemente se han propuesto y utilizado modelos de sistemas caóticos de
orden fraccional, dichos modelos nos ofrecen aproximaciones más cercanas a la realidad (del
sistema f́ısico), si bien, aunque la teoŕıa fraccional se conoce desde hace siglos, no pod́ıa ser
tan fácilmente utilizada, debido a la complejidad de los cálculos matemáticos involucrados,
con el avance de la tecnoloǵıa y la disponibilidad de un alto poder computacional se han
desarrollado técnicas para poder utilizar la teoŕıa fraccional en los diferentes campos de
estudio. En la literatura se reportan modelos fraccionales que generan caos, ver por ejemplo
[4], [5].

En esta tesis doctoral se realiza la sincronización de redes en diferentes topoloǵıas utili-
zando nodos caóticos de orden entero y nodos caóticos de orden fraccional y se aplica dicha
sincronización a la transmisión segura de información confidencial.

I.1 Motivación

La motivación principal y que incitó a la realización de este trabajo de tesis doctoral, es
la creciente investigación en el campo de sincronización de redes complejas y su continuo
desarrollo y aplicación en los diferentes campos de estudio. Las redes complejas las encon-
tramos en la mayor parte de los fenómenos de estudio. Actualmente la sincronización de
redes complejas ha tenido gran éxito, debido a la cantidad de aplicaciones donde se utiliza,
ver por ejemplo [6], [7]. Una de las aplicaciones con mayor auge es la de encriptado de
información, conociendo las caracteŕısticas y ventajas de los sistemas caóticos fraccionales,
podemos inferir que utilizándolos como nodos, tal encriptado será más eficiente en las redes
de comunicaciones.

I.2 Objetivos

Dado el enorme interés que ha despertado el estudio de las redes complejas en los últimos
años en muchas áreas cient́ıficas y tecnoloǵıcas, en particular, la sincronización de redes



3

complejas y a las muchas aplicaciones en la ingenieŕıa; con la realización de este trabajo de
tesis doctoral, se planteó alcanzar el siguiente objetivo general.

Sincronizar redes complejas con diferentes topoloǵıas, especialmente redes
de mundo pequeño y redes regulares, utilizando como nodos algunos sistemas
caóticos de interés, particularmente sistemas de orden entero y fraccional.

Los objetivos particulares que fueron abordados son los siguientes:

• Sincronizar redes complejas en mundo pequeño con sistemas caóticos de orden entero
como nodos, espećıficamente los osciladores de Rössler y Chua con retardo.

• Sincronizar redes complejas en diferentes topoloǵıas con sistemas caóticos de orden
entero como nodos, espećıficamente el oscilador de Chua con retardo, dichas topoloǵıas
son: anillo abierto, estrella, global y árbol.

• Sincronización en maestro y esclavo utilizando formas hamiltonianas con sistemas
caóticos de orden fraccional como nodos, espećıficamente el oscilador de Chua de
orden fraccional.

• Sincronizar redes complejas en mundo pequeño con sistemas caóticos de orden frac-
cional como nodos, espećıficamente el oscilador de Chua de orden fraccional.

• Sincronizar redes en estrella con sistemas caóticos de orden fraccional como nodos,
espećıficamente el sistema hipercaótico modificado de Lorenz.

• Realizar la comunicación segura de información en redes complejas utilizando como
nodos sistemas caóticos de orden fraccional.

I.3 Estructura de la tesis

La estructura de este trabajo de tesis doctoral es la siguiente: En el caṕıtulo II se proporci-
ona información indispensable acerca de las redes complejas, es decir, se presenta la teoŕıa
de grafos y algunas definiciones utilizadas en este trabajo de tesis, además se muestran las
topoloǵıas regulares utilizadas e información acerca de ellas, aśı como también los tipos
de redes complejas más utilizadas en la actualidad y por último, se da una conclusión del
caṕıtulo. En el caṕıtulo III se presentan los fundamentos del cálculo fraccional, es decir,
la teoŕıa fraccional utilizada en este trabajo de tesis, como las funciones que se utilizan,
principales definiciones, etc., también se muestra el método numérico utilizado para realizar
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las simulaciones hechas en este trabajo, al final se dan algunas conclusiones. En el caṕıtulo
IV se describen algunas de las principales aplicaciones que tiene el cálculo fraccional en
la actualidad, principalmente aplicaciones en modelado, como la viscoelasticidad, aplica-
ciones en la ingenieŕıa, como los sistemas de control fraccional y aplicaciones en sistemas
no lineales, como los sistemas caóticos fraccionales, por último se dan las conclusiones del
caṕıtulo. En el caṕıtulo V se da la información acerca de los sistemas caóticos utilizados en
este trabajo de tesis, los cuales son sistemas de orden entero, como el oscilador de Rössler
y el oscilador de Chua con retardo, también sistemas de orden fraccional, como el oscilador
de Chua fraccional y el sistema hipercaótico modificado de Lorenz, al final se dan algunas
conclusiones. En el caṕıtulo VI se muestran los resultados obtenidos de la simulación de la
sincronización de redes complejas con nodos caóticos de orden entero y fraccional, se mue-
stra la sincronización de redes en mundo pequeño del oscilador de Rössler y del oscilador
de Chua con retardo, también se muestra la sincronización de redes con topoloǵıas anillo
abierto, estrella, global y árbol del oscilador de Chua con retardo. Por otra parte, utili-
zando nodos caóticos de orden fraccional se muestran los resultados de la sincronización en
maestro y esclavo por formas hamiltonianas con el oscilador de Chua de orden fraccional,
también se muestra la sincronización de redes en mundo pequeño utilizando este mismo
sistema de orden fraccional y se muestra la sincronización en estrella utilizando como nodo
el sistema hipercaótico modificado de Lorenz, por último se dan algunas conclusiones. En
el caṕıtulo VII se realiza la aplicación a las comunicaciones seguras, es decir, se realiza el
encriptamiento y transmisión de información en redes complejas, esto se realiza con nodos
caóticos de orden fraccional. Por último, en el caṕıtulo VIII se dan las conclusiones gene-
rales resultadas de este trabajo de tesis doctoral; adémas, se plantean algunos trabajos a
futuro derivados de esta tesis.
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Caṕıtulo II

Redes complejas

II.1 Introducción

Tradicionalmente, las redes complejas fueron modeladas como redes completamente ale-
atorias. Como la ciencia de las redes complejas ha ido aumentando en importancia y
popularidad, se han desarrollado otros modelos de redes complejas. Los dos ejemplos más
conocidos de modelos de redes complejas reportados en la literatura reciente, son los mo-
delos de mundo pequeño y libre de escala. En este caṕıtulo se presentan los tres modelos
comúnmente citados. Antes de dar la descripción formal de los modelos, se establecerá
la notación estandar de la teoŕıa de grafos y la terminoloǵıa de redes complejas, material
necesario para la buena comprensión de los caṕıtulos posteriores de este trabajo de tesis.

II.2 Teoŕıa de grafos

Un grafo G = (V,E, ε) con aristas orientadas se define en el libro de Demel [8], donde V
es un conjunto de vértices (en términos de redes les llamamos nodos), E es un conjunto
de aristas (en términos de redes les llamamos conexiones) y ε es el mapeo ε : E → V × V.
VG(i) es un conjunto de nodos que son vecinos (en el sentido de conexión directa por una
sola arista) del nodo i. Finalmente, EG(i) es un conjunto de conexiones que conectan el
nodo i con sus vecinos.

La definición original implica la consideración de las conexiones orientadas. Sin embargo,
la orientación de las conexiones puede ser información redundante en algunos modelos y
en tal situación la orientación puede ser descartada. Tal estructura se denomina grafo con
conexiones no orientadas.

Ambas definiciones de grafos incluyen múltiples conexiones, es decir, un par de nodos son
conectados por múltiples conexiones, pero realmente vasta con conexiones simples, es decir,
un par de nodos pueden ser conectados una vez como máximo. Esta propiedad no influye
en las funciones que se definen en los grafos. Por último, el grafo se puede generalizar
para llevar información adicional. Estos grafos pueden definirse como G = (V,E, ε, vV ),
G = (V,E, ε, vE) y G = (V,E, ε, vV , vE), donde vV : V → OV , vE → OE y OV , OE son
conjuntos de un objeto adicional que puede ser un número real o natural.
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II.2.1 Variables medibles

Además del modelado, el análisis de las propiedades topológicas relevantes, es uno de los
principales objetivos que gúıan la investigación en redes complejas. Una propiedad to-
pológica es una propiedad inherente gráfico-teórica, es decir, una propiedad que se conserva
bajo todos los posibles cambios topológicos de un grafo. Esto significa que las redes con la
misma propiedad topológica definen una cierta familia de grafos: los que tienen una deter-
minada propiedad topológica especificada. Sin embargo, la propiedad topológica se refiere
sólo a la caracterización descriptiva de las redes. Por ejemplo, la frase “una red no tiene
nodos con un solo vecino” es una propiedad, mientras que “el número de nodos con más de
dos vecinos en una red es igual a seis” es una medida topológica. En consecuencia, en los
últimos años se propusieron una serie de medidas para expresar cuantitativamente propie-
dades topológicas relevantes de redes complejas. En esta sección se presenta un conjunto
de medidas que se utilizarán con frecuencia al hablar de redes complejas.

II.2.1.1 Densidad

La densidad en una red, mide que tan completo es un grupo en términos de las relaciones
entre sus miembros. En consecuencia, la densidad de enlace q, se define como la proporción
del número máximo posible de enlaces que existen realmente entre todos los nodos.

II.2.1.2 Grado

El grado D de un nodo describe el número de enlaces o vecinos que un nodo tiene. La distri-
bución de grado de un nodo es la probabilidad Pr[D] que el gradoD de un nodo seleccionado
aleatoriamente tiene un valor determinado. El número de enlaces promedio que se conec-
tan a un nodo se denomina grado de nodo promedio. El grado de nodo promedio se puede

obtener fácilmente a partir de la distribución de grado a través de E[D] =
Dmax∑
d=1

dPr[D],

donde Dmax es el grado máximo en un grafo dado.

El grado de distribución conjunta Pr[D, D́] es la probabilidad de que los grados D y D́
de un par de nodos seleccionados aleatoriamente tengan un valor determinado. Una medida
resumida del grado de distribución conjunto es el grado vecino promedio de nodos con un
valor de grado determinado [? ].

II.2.1.3 Distancia

El camino más corto H indica el número de saltos entre un determinado par de nodos. La
distribución de distancia es la probabilidad Pr[H] que el camino más corto H tiene entre
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un par de nodos aleatorios. A partir de la distribución de distancia, la distancia de nodo

promedio se deriva como E[H] =
Hmax∑
h=1

hPr[H], donde Hmax es el más largo de los caminos

más cortos entre un par de nodos cualquiera. Hmax también se conoce como el diámetro
de la red. Por otra parte, la excentricidad mide la distancia más grande entre un nodo
dado y cualquier otro nodo de la red. La excentricidad de nodo promedio es el promedio
de las excentricidades de todos los nodos. Obviamente, la excentricidad máxima es igual
al diámetro de la red.

II.2.1.4 Coeficiente de agrupamiento

El coeficiente de agrupamiento ci de un nodo i es la proporción del máximo número posible
de enlaces que existen entre los nodos dentro de una vecindad del nodo i. Para una red
no dirigida, un nodo i con el grado Di tiene en la mayoŕıa Di(Di−1)

2
enlaces entre los nodos

dentro de su vecindad. En otras palabras, el coeficiente de agrupamiento es la relación
entre el número de triángulos que contienen el nodo i y el número de triángulos que posi-
blemente podŕıan existir śı todos los vecinos de i estan interconectados [9]. El coeficiente
de agrupamiento para todo el grafo cG es el promedio de los coeficientes de agrupamiento
de todos los nodos.

II.2.1.5 Conectividad

Una red se dice que está conectada si existe un camino entre cada par de nodos. Del mismo
modo, cuando no hay un camino entre al menos un par de nodos, se dice que la red está
desconectada. Si en la red hay un acoplamiento entre cada par de nodos, se dice que la red
es completa y representada por KN .

El acoplamiento KL y la conectividad del nodo KN son dos medidas de conectividad
clásicas de una red. La conectividad de acoplamiento KL es el número mı́nimo de enlaces
cuya eliminación podŕıa desconectar la red. La conectividad de nodo KN se define de
manera análoga (nodos unidos con enlaces adyacentes se eliminan). Para k ≥ 1, una red
es conectada k veces si una red es completa Kk+1 o si tiene por lo menos k + 2 nodos y
ningún conjunto de k − 1 nodos que los separa. Del mismo modo, para k ≥ 1 una red es k
veces acoplada si tiene por lo menos dos nodos y ningún conjunto de a lo mas k− 1 enlaces
que los separa. El valor máximo de k para que una red sea conectada k veces es igual
a la conectividad de nodos KN . La conectividad de acoplamiento KL se define de forma
análoga [10]. El mı́nimo grado nodal Dmin de una red incompleta es un ĺımite superior
tanto del nodo y la conectividad del acoplamiento KN ≤ KL ≤ Dmin. Si una red es una
red completa KN , entonces KN = KL = Dmin. Si KN = KL = Dmin también decimos que
la conectividad de una red es óptima.
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II.2.1.6 Matriz de grafo

Los métodos desarrollados en la teoŕıa de grafos también ofrecen otra representación de una
red, es decir, la matriz de adyacencia, la matriz laplaciana o cualquier otra caracteŕıstica
de la matriz de una red. La matriz de adyacencia Ω de una red no dirigida de N nodos es
una matriz de dimensión N × N , donde los elementos fuera de la diagonal (i, j) son cero
o uno, dependiendo de si el nodo i y el nodo j son adyacentes (estan conectados). Todos
los elementos de la diagonal (i, i) son cero. De esta manera, la matriz de adyacencia es
simétrica. Un punto particular a destacar es que el número de elementos fuera de la diagonal
en una fila i es igual al grado del nodo i. La matriz diagonal que contiene información sobre
el grado de cada nodo, se denomina matriz de grado ∆. Se utiliza junto con la matriz de
adyacencia para construir la matriz laplaciana de la red Λ = ∆− Ω.

La matriz laplaciana de una red no dirigida de N nodos es una matriz de dimensión
N ×N , donde los elementos fuera de la diagonal (i, j) son cero o menos uno, dependiendo
de si el nodo i y el nodo j están conectados. Los elementos de la diagonal (i, i) son igual
al grado del nodo Di. Otra representación de la matriz de una red es la matriz laplaciana
normalizada Π. La matriz laplaciana normalizada de una red no dirigida de N nodos es
una matriz de dimensión N ×N , donde los elementos fuera de la diagonal (i, j) son cero o
menos la ráız cuadrada inversa del grado del nodo i y j, dependiendo de si el nodo i y el
nodo j están conectados. Los elementos de la diagonal (i, i) son cero o uno, dependiendo
de si el grado i del nodo es igual a cero.

II.2.1.7 Espectro de grafo

La relación entre una red y los valores propios de su matriz caracteŕıstica, se estudia en la
teoŕıa espectral de grafos. Para la matriz de adyacencia todos los valores propios son reales
[11], mientras que para la matriz laplaciana [13] y la matriz laplaciana normalizada [12]
todos los valores propios son reales, pero también no negativos. El conjunto ordenado de N
valores propios de la matriz de adyacencia se llama el espectro de la matriz de adyacencia.
Lo mismo aplica para los valores propios de la matriz laplaciana o laplaciana normalizada.
Existe una matriz de adyacencia y laplaciana unica para cada red (hasta permutando filas
y columnas). Por otra parte, dos redes pueden ser coespectrales, es decir, que comparten
los mismos valores propios, pero no son isomorfas. Sin embargo, al tener dos redes con
el mismo conjunto de valores propios es casi seguro que conducen a la misma estructura
topológica o a un isomorfismo de redes. Por consiguiente, el conjunto de valores propios de
una matriz caracteŕıstica de una red es una herramienta poderosa hacia una clasificación
cualitativa de las redes.

II.2.1.8 Valores propios de grafo

El mayor valor propio de la matriz de adyacencia de un grafo se representa como el radio
espectral ρ. El segundo valor propio más pequeño de la matriz laplaciana se denota como
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la conectividad algebráica λN−1. Hay muchos problemas en la teoŕıa de grafos en los que la
conectividad algebráica juega un papel especial [14], [13]. En particular, su importancia fue
subrayada por el hecho de que el valor de la conectividad algebráica es igual a cero si y sólo si
una red es desconectada o tiene dos componentes conectados. Por otra parte, si λN−i+1 = 0
y λN−i 6= 0, entonces una red tiene exactamente i componentes. Esto también significa que
la multiplicidad de cero como un valor propio de la matriz laplaciana corresponde al número
de componentes de la red. Aparte de la importancia de la conectividad algebráica como la
fuente primaria de la cantidad de los componentes conectados, la conectividad algebráica
mide lo bien que está conectada una red: cuanto mayor es la conectividad algebráica es
más dif́ıcil separar la red en componentes independientes [15].

II.2.2 Topoloǵıas de redes

Una red debe cumplir con tres condiciones principales. En primer lugar, una red debe
tener miembros o elementos, por otra parte, los miembros deben estar conectados entre
śı de alguna manera y en tercer lugar, todos los miembros de la red deben establecer la
comunicación entre ellos claramente, para que la comunicación se lleve a cabo con eficiencia.

Una forma de clasificar las redes es por su topoloǵıa, la cual describe el diseño básico
de la red. Topoloǵıa se refiere a la forma o estructura de una red, muestra cómo se inter-
conectan los diferentes nodos y la manera de cómo se comunican. Las topoloǵıas básicas y
mencionadas en este trabajo de tesis son: anillo o vecino cercano, anillo abierto, jerárquica
o árbol, estrella y global.

II.2.2.1 Topoloǵıa de anillo o vecino cercano

La topoloǵıa de anillo se compone de nodos dispuestos en un anillo, donde cada nodo se
acopla a los vecinos más cercanos, por lo que cada dispositivo está conectado directamente
con dos dispositivos, uno a cada lado de este y se utiliza ampliamente en redes de área local
[16].

Hay estándares de sincronización de redes en topoloǵıa anillo que cumple con el estándar
de sincronización mutua (democracia), esta estrategia se basa en el control mutuo entre los
nodos.

Además, para esta red compleja en particular, todos los nodos estan conectados y son
finitos.

La matriz laplaciana de un grafo L(G) con N nodos acoplados en anillo, es una matriz
de dimensión N ×N ; L(G) = D(G)− A(G), con elementos lij definidos como
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lij =





1 si (i, j) ∈ E(G),

di si i = j,

0 de otra forma.

Para el caso particular en que K = 2, entonces tenemos d1 = d2 = . . . = dN = K.
La matriz laplaciana −L(G), para la mencionada red compleja con acoplamiento en anillo,
corresponde a la matriz de acoplamiento Anc, dada por

Anc = −L(G) = −







K 0 0 · · · 0

0 K 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 K 0

0 0 0 0 K




−




0 1 0 · · · 1

1 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 1 · · · 1

1 0 0 · · · 0







de esta manera, la matriz de acoplamiento Anc para una red con acoplamiento en anillo,
es dada por

Anc =




−K 1 0 · · · 1

1 −K 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 1 · · · 1

1 0 0 · · · −K




.

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En la
matriz de acoplamiento Anc, el segundo valor propio mayor puede ser encontrado mediante

λ2nc = −4

K
2∑

j=1

sen2

(
jπ

N

)
, (1)

puede observarse claramente, que para un valor fijo de K, λ2nc disminuye a cero cuando N
tiende a infinito, es decir

lim
N→∞

λ2nc = 0. (2)

La topoloǵıa de anillo se ilustra en la figura 1, esta topoloǵıa se construye por ejemplo
con N = 8 nodos.
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Figure 1: Ring topology with 8 nodes.

2.3.2 Hierarchical topology

The hierarchical topology also called hierarchical or tree can be viewed as a collection of star

networks arranged in a hierarchy. Topology tree has individual peripheral nodes need to transmit

and receive on another node only and does not need to act as repeaters or regenerators, this

structure is used in cable TV applications, and has also been used in LAN applications-wide band

analog. [26]

There are standards of the synchronization of networks in which the hierarchical topology

meets the Master-Slave Synhronization (Despotism), this strategy is based on the distribution of a

reference node (N1) or master node and the others obey, ie slave nodes. They may have 2 or more

levels of pro�ciency, in the topology shown in Figure 2 domain has 3 levels (multi-level depotism) in

which the link is direct, but this strategy is adopted in the synchronization of telecommunications

networks.

The hierarchical topology is presented in Figure 2, this topology is constructed for example

with N = 8 nodes.

2.3.3 Extended Star topology

Extended star topology is developed from the star topology, the star topology has a central node

and other nodes are connected to it, the extended star is similar, however, the nodes connected to

6

Figura 1: Red en anillo o vecino cercano con N = 8 nodos.

II.2.2.2 Topoloǵıa jerárquica o de árbol

La topoloǵıa jerárquica o también llamada de árbol, puede ser vista como una colección de
redes en estrella dispuestas en una jerarqúıa. La topoloǵıa jerárquica tiene nodos periféricos
individuales necesarios para transmitir en un nodo y recibir en otro solamente, no necesi-
tan actuar como repetidores o regeneradores, esta estructura se utiliza en aplicaciones de
televisión por cable y también se ha utilizado en aplicaciones LAN de la banda analógica
[16].

Hay estándares de sincronización de redes, en la cual, la topoloǵıa jerárquica se encuentra
en sincronización maestro y esclavo (despotismo), ésta estrategia se basa en la distribución
de un nodo de referencia (N1) o nodo maestro y los demás obedecen, es decir, son los nodos
esclavos. Podŕıan tener 2 o más niveles de jerárquica, en la topoloǵıa que se ilustra en la
figura 2 se muestran 3 niveles, en los que el acoplamiento es directo, este tipo de red se
adoptó en la sincronización de redes de telecomunicaciones.

La matriz de acoplamiento Atc para esta red esta definida por
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1

2 3

4 5 6 7

a)

Figura 2: Red en topoloǵıa jerárjica o árbol con N = 7 nodos.

Atc =




0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

1 −1
. . . . . . . . . . . .

...

1 0
. . . . . . . . . . . .

...

0 1
. . . . . . . . . . . .

...
... 1 0

. . . . . . . . .
...

... 0 1
. . . . . . . . .

...
...

... 1 0 0 0 −1




esta matriz tiene un valor propio 0 y los restantes N − 1 son −1. Por lo tanto, el segundo
valor propio mayor es

λ2tc = −1. (3)

La topoloǵıa jerárquica se ilustra en la figura 2, esta topoloǵıa se construye por ejemplo,
con N = 7 nodos.
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II.2.2.3 Topoloǵıa en estrella

Una red en estrella es una red en la cual, los nodos están conectados directamente a un
nodo central (o maestro en el caso de una red dirigida) y todas las comunicaciones se
hacen necesariamente a través de este, donde los nodos restantes no están directamente
conectados entre śı. Para esta red compleja en particular, todos los nodos están conectados
y son finitos.

Hay estándares de sincronización de redes, en la cual la topoloǵıa estrella se encuentra en
sincronización maestro y esclavo (despotismo), ésta estrategia se basa en la distribución de
un nodo de referencia o nodo maestro y los demás obedecen, es decir, son los nodos esclavos,
este tipo de red es muy utilizada en la sincronización de redes de telecomunicaciones.

La matriz laplaciana −L(G), para la mencionada red compleja con acoplamiento en
estrella, corresponde a la matriz de acoplamiento Astc, dada por

Astc = −L(G) = −







N − 1 0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 1




−




0 1 1 · · · 1

1 0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0







de esta manera, la matriz de acoplamiento Astc para una red con acoplamiento en estrella,
es dada por

Astc =




−N + 1 1 1 · · · 1

1 −1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

1 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · −1




.

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En
la matriz de acoplamiento Astc, son {0,−N,−1, . . . ,−1}, el segundo valor propio mayor es

λ2stc = −1, (4)

puede observarse que el valor λ2stc no depende del tamaño (número de nodos) de la red, la
topoloǵıa en estrella se presenta en la figura 3, esta red se realizó con 5 nodos (sin maestro
y sin esclavos).
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Figure 57: Grafo para una red de 5 nodos con acoplamiento en estrella.

y la matriz de acoplamiento es:

Ast =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 1 1 · · · 1
1 2 0 · · · 0
...
. . . 3

. . .
...

1 0 0 3 0
1 0 0 · · · 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Los valores propios de la matriz de acoplamiento Ast, son {0,−N,−1,• • • ,−1}, el segundo

valor propio mayor es:

λ2st = −1.

Puede observarse que el valor del segundo valor propio mayor, λ2st, no depende del tamaño
(número de nodos) de la red, por lo que podemos decir que esta configuración puede sincronizar
sin importar el número de nodos.

Para un a red de 5 nodos la matriz de acoplamiento es:

Ast =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−4 1 1 1 1
1 −1 0 0 0
1 0 −1 0 0
1 0 0 −1 0
1 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
en la figura 57 podemos ver una representación de esta red.

Los valores propios para esta configuración son:

λ1 = 0, λ2 = −5, λ3 = −1, λ4 = −1, λ5 = −1

el segundo valor propio mayor es λ2st = −1.

47

Figura 3: Red en topoloǵıa extrella con N = 5 nodos.

II.2.2.4 Topoloǵıa global

En la topoloǵıa global cada nodo está conectado a todos los nodos, esto significa que cada
nodo esta conectado a la misma cantidad de nodos, tenemos que en esta configuración de
acoplamiento, cada nodo i esta conectado con N−1 nodos. Esto hace que sea posible llevar
mensajes de un nodo a otro de diferentes maneras, esta topoloǵıa se utiliza principalmente
para la conmutación de circuitos de redes públicas, etc. [16]. Además, para esta red
compleja en particular, todos los nodos estan conectados y son finitos.

La matriz laplaciana de un grafo L(G) con N nodos acoplados globalmente, es una
matriz de dimensión N ×N ; L(G) = D(G)− A(G), con elementos lij definidos como

lij =





1 si (i, j) ∈ E(G),

di si i = j,

0 de otra forma.

Los elementos de la matriz laplaciana −L(G), para la mencionada red compleja con
acoplamiento global, corresponden a la matriz de acoplamiento Agc, dada por

Agc = −L(G) = −







N − 1 0 0 · · · 0

0 N − 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 · · · 0

0 0 0 0 N − 1




−




0 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1
...

. . . . . . . . .
...

1 1 0 · · · 1

1 1 1 · · · 0







.
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Figure 4: Mesh topology with 5 laser nodes.

2.3.4 Mesh topology

In this topology each node is connected to all nodes. This makes it possible to carry messages

from one node to another in di¤erent ways this topology is used mainly for circuit-switched public

networks, etc.[26]

There are standard synchronization of networks in which the mesh topology meets the standard

Synhronization Mutual (Democracy), this strategy is based on the contrast between the mutual

nodes.

The mesh topology is illustrated in Figure 4, this topology is constructed with N = 5 nodes.

3 Chaotic Nd:YAG laser model as fundamental node

As in [22] we take (as node of the network) the same model suggested in [19] for a single solid-state

Nd:YAG laser with a sinusoidally modulated loss, described by the state equations

_X = (F � (�0 + �1 cos (!t)))X;
_F = 

�
A0 � F � FX2

�
;

(10)

where X(t) and F (t) constitute the states of the laser, physically represent the amplitude of the

electronic �eld of the laser and its gain, respectively. The parameters �0 and A0 denotes the rates of

intra cavity loss and pump strength, respectively. While �1 represents the strength of modulation

of the intra cavity loss at a frequency !, and  is a ratio of the time scale of light in the laser cavity,

and the upper level spontaneous emission lifetime of the lasing media.

8

Figura 4: Red en topoloǵıa global N = 5 nodos.

de esta manera, la matriz de acoplamiento Agc para una red con acoplamiento global, es
dada por

Agc =




1−N 1 1 · · · 1

1 1−N 1 · · · 1
...

. . . . . . . . .
...

1 1 1 · · · 1

1 1 1 · · · 1−N




.

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En
la matriz de acoplamiento Agc, tiene un valor propio en 0 y los demás en −N , el segundo
valor propio mayor de esta matriz es λ2gc = −N , por lo que podemos decir, que esta red
siempre sincroniza sin importar la cantidad de nodos que formen la red. La topoloǵıa global
se ilustra en la figura 4, esta topoloǵıa es construida con N = 5 nodos.

II.3 Modelos de redes complejas

En la sección anterior se presentaron algunos tipos de redes y sus variables medibles, todas
las topoloǵıas anteriores eran regulares, es decir, sus caracteŕısticas están bien definidas, sin
embargo, se ha demostrado que las redes reales no presentan topoloǵıas regulares, por tanto,
los modelos de estas redes presentan estructuras estocásticas donde las conexiones entre los
nodos se realizan por medio de probabilidades de conexión surgidas aleatoriamente. En
seguida se presentan los modelos más usados para este tipo de redes.
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p=0 p=1

Figura 5: Red aleatoria: el incremento de la probabilidad de conexión p implica que va de
una baja densidad de conexión para el que existen pocos enlaces y muchos componentes
pequeños a una alta densidad de conexión para el que una amplia fracción de todos los
nodos están unidos entre śı en un solo componente gigante. La figura se ha tomado de [23].

II.3.1 Redes aleatorias o de Erdös y Rényi

La teoŕıa de redes aleatorias fue presentada por Paul Erdös y Alfréd Rényi en una serie
de art́ıculos [17]-[19]. Tiempo después se introdujo el enfoque probabiĺıstico a la teoŕıa de
grafos.

Erdös y Rényi en el primer art́ıculo sobre redes aleatorias las definen como redes con
N nodos y las conexiones son tomados aleatoriamente de N(N−1)

2
posibles conexiones [17].

En un conjunto de tales redes, hay C
N(N−1)

2
n =

(N(N−1)
2
n

)
redes. Donde n es el número de

conexiones.

Una definición alternativa de redes aleatorias se llama modelo binomial. Comenzamos
con N nodos, donde un nodo está conectado con otro nodo con una probabilidad p. El
número total de conexiones E, es una variable aleatoria con un valor expectativo 〈E〉 =

pN(N−1)
2

. Teniendo una red G0 con N nodos y n conexiones, entonces la probabilidad de

obtener la red G0 usando la construcción aleatoria es P (G0) = pn(1− p)N(N−1)
2

−n.

Muchas de las propiedades de las redes aleatorias son conocidas anaĺıticamente en el
ĺımite del tamaño mayor N de la red, como muestra Erdös y Rényi en una serie de art́ıculos
redactados en la década de 1960 [17], [18], [20] y más tarde por Bollobás [21]. Sin embargo,
la más importante es la transición de fase que posee: de una baja densidad de conexión
o de un bajo valor de probabilidad p, para los cuales, hay pocas conexiones y muchos
componentes pequeños a una alta densidad de conexión o de un alto valor de p, para el
cual, una amplia fracción de todos los nodos se unen entre śı en un solo componente gigante
como se aprecia en la figura 5.
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II.3.2 Redes de mundo pequeño o de Watts y Strogatz

En 1967, Stanley Milgram, en ese entonces profesor de psicoloǵıa social en la Universidad de
Harvard, se interesó por saber cuál es la probabilidad de que dos personas elegidas al azar
se conozcan entre śı. Esto llevó a la pregunta ¿hasta qué punto se separaran dos personas
entre śı?. La distancia fue expresada en términos de “A conoce a B, quién conoce a C,
quién conoce a D,..., ” y aśı sucesivamente. En otras palabras, la separación se determinó
por una cadena de conocidos a través de la cual una persona podŕıa finalmente conocer a
alguien más.

En términos de grafos, a Milgram le interesaba conocer la longitud del camino promedio
en lo que se conoce como una red social. En este tipo de red, un nodo representa a una
persona y una conexión entre dos nodos A y B nos dice que A y B son conocidos. Milgram
midió la longitud del camino promedio diciendo a gente arbitraria que enviara cartas a
ciertas personas destinatarias. Sea Zach dicho destinatario y sea Alicia una persona que
actualmente posee la carta. Si Alicia no conoce a Zach, ella tendŕıa que enviar la carta
a uno de sus conocidos, por ejemplo a Bob, bajo el supuesto de que Alicia espera que
Bob tenga mejor suerte de hacer llegar la carta a Zach. En el experimento original, las
cartas fueron enviadas inicialmente desde el Medio Oeste de los Estados Unidos con los
destinatarios que se encuentraban en Massachusetts. Para su sorpresa, a las cartas que
llegaron a su destino, les tomó un promedio de sólo 5.5 saltos, lo que lleva a la famosa frase
“seis grados de separación”.

¿Qué tiene esto que ver con las redes aleatorias? Lo que Milgram demostró y lo que se
ha seguido demostrando, es que en muchas situaciones de la vida real, la longitud de camino
promedio es relativamente pequeña. Sin embargo, en muchas redes sociales, sabemos que la
gente tiende a agruparse en grupos relativamente pequeños: los conocidos de Alicia también
se conocen entre śı. En otras palabras, muchas redes sociales (y de hecho, otras también),
tienden a tener un alto coeficiente de agrupamiento. Por lo tanto, lo que nos encontramos
son redes que combinan las propiedades de las redes aleatorias, sin embargo, difieren cuando
se trata del coeficiente de agrupamiento.

El modelo de mundo pequeño describe el hecho de que a pesar del gran tamaño de una
red, en la mayoŕıa de las redes del mundo real hay un camino relativamente corto entre
dos nodos. Hay diferentes realizaciones del modelo de mundo pequeño, pero el modelo
original propuesto por Watts y Strogatz [9], es con mucho, el más ampliamente estudiado.
Se inicia mediante la construcción de una red en anillo RN con N nodos y luego se une
cada nodo a sus 2s vecinos (s vecinos a cada lado del anillo). Esto se traduce en una red de
anillo RN,s con L = sN conexiones. La red de mundo pequeño entonces se crea moviendo,
con una probabilidad pr, el extremo de cada conexion a un nuevo nodo elegido de manera
uniforme en la red de anillo, excepto que no hay conexiones dobles y ningun nodo puede
estar conectado consigo mismo. Este proceso introduce conexiones de largo alcance prNs
y permite que el modelo de mundo pequeño pueda interpolar de una red regular (pr = 0)
a algo que es similar, aunque no idéntico, a una red aleatorio (pr = 1). Para una pequeña
pr el mundo pequeño se convierte en una red agrupada localmente en el que dos nodos
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2. With probability p, replace each edge 〈u, v〉 with an edge 〈u, w〉 where w is a
randomly chosen vertex from V(G) other than u, and such that 〈u, w〉 is not
already contained in edge set of (the modified) G.

The resulting graph is called a Watts-Strogatz random graph (or simply a WS
graph). We also refer to a WS(n, k, p) graph.

The notation “n� k” means that n should be much larger than k. Note that,
just as with ER random graphs, WS(n, k, p) actually denotes a collection of
graphs. To get a first impression of the effect of changing p, Figure 7.5 shows
a small WS graph of only 20 vertices. With k = 8, and ln(n) ≈ 3, we also see
that this example barely meets the conditions for proper WS graphs.

(a) (b) (c)

Figure 7.5: Three WS graphs with n = 20, k = 8, and (a) p = 0.0, (b) p = 0.20, and
(c) p = 0.90, respectively.

It is not difficult to see that the maximum distance between any two con-
nected vertices in Figure 7.5(a) is equal to 3. In general, for a Watts-Strogatz
graph from WS(n, k, 0), it can be shown that this maximum distance is equal
to the smallest integer larger or equal to (n/2)/(k/2) (i.e., dn/ke). What
Watts and Strogatz establish with their construction is that many vertices
will stay close together, but that most vertices will also have a link to a ver-
tex that is relatively far away. In social networks, such a link represents a
tie between different communities, and as we shall discuss later, these so-
called weak links play a crucial role in many societies (see also Csermely
[2006]). As a consequence, one would expect to see randomness combined
with a high degree of clustering.

And indeed, when examining the clustering coefficient for large Watts-
Strogatz graphs, it turns out that it stays close to the value we find for the
case in which p = 0, even for relatively large values of p. If we consider the
specific case p = 0, we can even prove that the clustering coefficient can be
as high as 3

4 . The proof is a bit tedious, but not inherently difficult.
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Figura 6: Red de mundo pequeño: el aumento de la probabilidad de recableado pr implica
que va de la red totalmente ordenada (pr = 0) a la gráfica completamente aleatoria (pr = 1):
(a) p = 0, (b) p = 0.2 y (c) p = 0.9 respectivamente. La figura se ha tomado de [23].

arbitrarios están conectados por un pequeño número de conexiones intermedias, esto se
aprecia en la figura 6.

II.3.3 Redes libres de escala o de Barabási y Albert

El interés en las redes libres de escala se inició a finales de 1990 con el manifiesto descu-
brimiento que en muchas de las redes del mundo real algunos nodos actuan como nodos
centrales altamente conectados, es decir, unos pocos nodos tienen un gran número de veci-
nos de varios órdenes de magnitud mayor que el valor promedio. Esto está claramente en
contraste con las redes aleatorias y de mundo pequeño, en el que cada nodo tiene más o
menos el mismo número de vecinos, la red libre de escala se muestra en la figura 7. Esto
ha permitido la identificación de clases de redes libres de escala, en las cuales, la red se
considera como un sistema dinámico que evoluciona a través de la posterior adición y la
supresión de nodos y conexiones. Barabási [24] ofreció dos importantes conceptos generales
que crean redes con esta caracteŕıstica: el crecimiento y el acoplamiento preferencial de
nodos. En consecuencia, el modelo Barabási y Albert incorpora estos dos conceptos de la
siguiente manera: el modelo comienza con un pequeño número de nodos m0 totalmente
conectados, seguido en cada paso por un nuevo nodo unido a m ≤ m0 = 2m + 1 nodos
ya presente en el sistema. Cada nuevo nodo está conectado a m nodos existentes con una
probabilidad parcial que es proporcional al número de conexiones que el nodo existente ya
tiene. Esto implica que los nodos con mayor grado tienen mayor probabilidad de acoplarse
con nuevos nodos. Después de t pasos este procedimiento da como resultado en una red
con N = t+m0 nodos y L = m0(m0−1)

2
+mt conexiones.

Un ejemplo de tal mecanismo se puede encontrar en la red WWW (World Wide Web),
donde el número de páginas electrónicas crece exponencialmente. La segunda caracteŕıstica
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that it is proportional to the number of links that the existing node already has. This
implies that the nodes with larger degree more likely are candidates for attachment of
new nodes. After t steps this procedure results in a graph with N = t+m0 nodes and
L = m0(m0−1)

2
+mt links.

Figure 2.3: Scale-free graph: characteristic feature of these structures is that some
nodes have a degree that is orders of magnitude larger than the average value. This
figure is taken from [74].

Figura 7: Red libre de escala: un rasgo caracteŕıstico de estas estructuras es que algunos
nodos tienen un grado que es varios órdenes de magnitud mayor que el valor promedio. La
figura se ha tomado de [25].

de la mayoŕıa de este tipo de redes es el acoplamiento preferencial. Esto significa que un
nuevo nodo es más probable que se conecte a un nodo con más conexiones que a uno con
menos conexiones. Por ejemplo, una página web muy demandada (con muchos nodos y
conexiones) tiene mayor probabilidad de agregar nuevos miembros.

II.4 Conclusión

En este caṕıtulo se presentó la información básica acerca de las redes complejas más comu-
nes. Se mencionaron las caracteŕısticas principales de estas redes, aśı como algunas to-
poloǵıas de redes más utilizadas. Las redes reales tienen propiedades especiales que se
modelan mediante redes aleatorias. Se presentaron los modelos de las redes reales más
utilizados en la actualidad. En páginas posteriores de este trabajo de tesis doctoral, se
mostrarán algunas aplicaciones de algunas de estas redes, como la sincronización de redes
y comunicaciones seguras en redes.
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Caṕıtulo III

Fundamentos de cálculo fraccional

III.1 Introducción

La idea de generalizar el concepto de derivada para valores no enteros, surgió con el naci-
miento del propio cálculo diferencial. En aquel entonces se planteó la cuestión del sentido
o utilidad que tendŕıa una derivada de orden fraccional, por ello se le asignó originalmente
el nombre de cálculo fraccional.

Más tarde se amplió el alcance de la pregunta anterior: “¿Puede ser n un número
cualquiera, fraccional, irracional o complejo en el orden de la derivada?”. Sabiendo ahora
que la respuesta es afirmativa, el actual término de “cálculo fraccional” resulta impropio
y debeŕıamos sustituirlo por el de integración y diferenciación de orden arbitrario. Fue el
propio Leibnitz al inventar el concepto dn

dxn
f(x) y posiblemente un simple deseo de jugar

con los śımbolos, lo que empujó en 1695 a L’Hôpital a preguntarle “¿Qué sucedeŕıa en el
caso de ser sustituida n por 1

2
?”. Leibnitz respondió de modo intuitivo que esta aparente

paradoja permitiŕıa en el futuro extraer interesantes consecuencias”.

También en su correspondencia con Bernoulli, Leibnitz mencionó “derivadas de orden
genérico”. En 1697, en referencia al producto infinito de Wallis por π

2
, Leibnitz utilizó la

notación d
1
2 , y afirmó que era posible razonar con el cálculo diferencial fraccionario para

alcanzar el mismo resultado.

La primera referencia en un texto a una derivada de orden arbitrario aparece en un libro
del matemático francés Lacroix de 1819 [26], en el que dedicó a este tema dos páginas de
las 700 que lo constituyen. Lacroix desarrolló un ejercicio meramente matemático genera-
lizando el caso de orden entero, a la manera t́ıpica de los formalistas de aquel periodo.

En este caṕıtulo se presentan solo los fundamentos y conceptos utilizados a tráves de este
trabajo de tesis. En conexión con el material del caṕıtulo II, ya en caṕıtulos posteriores
se construirán redes complejas y su sincronización con nodos fraccionales acoplados en
diferentes topoloǵıas.
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III.2 Ecuaciones integro-diferenciales de orden fracci-

onal

III.2.1 Funciones especiales

Comenzamos describiendo la función más importante que se utiliza en el cálculo fraccional
la función Gamma de Euler, que se define como

Γ(n) =

∞∫

0

tn−1e−tdt. (5)

Esta función es la generalización de un factorial de la siguiente forma

Γ(n) = (n− 1)! (6)

Otra de las funciones, que desempeña un papel muy importante en el cálculo fraccional,
presentada por Humbert y Agarwal en 1953. Es una función de dos parámetros del tipo
Mittag-Leffler definido como [27]

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

Zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0. (7)

Para β = 1, obtenemos la función de Mittag-Leffler en un parámetro [28], como sigue

Eα,1(z) =
∞∑

k=0

Zk

Γ(αk + 1)
≡ Eα(z). (8)

III.2.2 Definición de derivadas e integrales fraccionales

El cálculo fraccional es una generalización de la integración y diferenciación de orden entera
con el operador fundamental aD

α
t , donde a y t son los ĺımites de la operación y α ∈ R. El

operador continuo integro-diferencial se define como
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aD
α
t =





dα

dtα
, α > 0,

1, α = 0,
t∫
a

(dτ)α α < 0.

(9)

Las tres definiciones más utilizadas para la ecuación integro-diferencial fraccional general
son: la definición de Grünwald-Letnikov (GL), la de Riemann-Liouville (RL) y la definición
de Caputo ([29]-[31]). Otras definiciones están relacionadas con nombres bien conocidos
como, por ejemplo, Weyl, Fourier, Cauchy, Abel, Nishimoto, etc. En este trabajo de tesis
vamos a considerar principalmente la GL, RL y las definición de Caputo. Esta consideración
se basa en el hecho de que para una amplia clase de funciones, las tres definiciones conocidas
GL, RL y Caputo son equivalentes bajo ciertas condiciones [31].

III.2.3 Integral y derivada fraccional de Grünwald-Letnikov (GL)

Considerando la función continua f(t). Su primera derivada se puede expresar como

d

dt
f(t) ≡ f ′(t) = lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
(10)

se puede escribir una formula general de la derivada n de la función f(t) con respecto a t
para n ∈ N , j > n en la siguiente forma

dn

dtn
f(t) ≡ f (n)(t) = lim

h→0

1

hn

n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
f(t− jh). (11)

La relación (11) expresa una combinación lineal de valores de la función f(t) en la
variable t. Los coeficientes binomiales con signos alternados para el valor positivo de n se
definen como

(
n

j

)
=
n(n− 1)(n− 2) · · · (n− j + 1)

j!
=

n!

j!(n− j)! . (12)

En caso de valores negativos de n tenemos

(−n
j

)
=
−n(−n− 1)(−n− 2) · · · (−n− j + 1)

j!
= (−1)j

[
n

j

]
, (13)



23

donde

[
n

j

]
se define como

[
n

j

]
=
n(n+ 1) · · · (n+ j − 1)

j!
. (14)

Si sustituimos −n en (11) para n podemos escribir

d−n

dt−n
f(t) ≡ f (−n)(t) = lim

h→0

1

hn

n∑

j=0

[
n

j

]
f(t− jh), (15)

donde n es un número entero positivo.

De acuerdo a las ecuaciones (10) y (11) podemos escribir la definición de la derivada de
orden fraccional de orden α, (α ∈ R) con respecto a t, la cual tiene la forma

Dα
t f(t) = lim

h→0

1

hα

∞∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t− jh). (16)

Para el cálculo de los coeficientes binomiales podemos usar la relación entre la función
Gamma de Euler y el factorial, definida como

(
α

j

)
=

α!

j!(α− j)! =
Γ(α + 1)

Γ(j + 1)Γ(α− j + 1)
, (17)

para
(
α
0

)
= 1.

Si consideramos n = t−a
h
, donde a es una constante real, la cual expresa el valor ĺımite,

podemos escribirla finalmente como

aD
α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

[ t−ah ]∑

j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t− jh). (18)
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III.2.4 Integral y derivada fraccional de Riemann-Liouville (RL)

Para la expresión de la definición de Riemann-Liouville, consideraremos la integral de
Riemann-Liouville definida n veces como

t∫

a

tn∫

a

tn−1∫

a

· · ·
t3∫

a

t2∫

a

f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn =
1

Γ(n)

t∫

a

f(τ)

(t− τ)1−n
dτ (19)

para n ∈ N, n > 0.

La integral fraccional de orden α para la función f(t) puede expresarse de la ecuación
(19) como sigue

aI
α
t f(t) ≡ aD

−α
t f(t) =

1

Γ(−α)

t∫

a

f(τ)

(t− τ)α+1
dτ (20)

para α, a ∈ R, α < 0.

De la relación (20) podemos escribir la formula para la definición de Riemann-Liouville
de la derivada fraccional de orden α en la siguiente forma

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ (21)

para (n− 1 < α < n), donde a y t son los ĺımites de la operación aD
α
t f(t).

Para el caso de 0 < α < 1 y f(t) sea una función causal de t, que es, f(t) = 0 para
t < 0, la integral fraccional se define como

0D
−α
t f(t) =

1

Γ(α)

t∫

0

f(τ)

(t− τ)1−α
dτ, para 0 < α < 1, t > 0 (22)

y la expresión de la derivada de orden fraccional finalmente es

0D
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫

0

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (23)

donde Γ(·) es la función Gamma de Euler [30].
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III.2.5 Derivada fraccional de Caputo

La definición de la derivada fraccional de Caputo puede escribirse como [31], [32]

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, para n− 1 < α < n. (24)

Como se mencionó antes, bajo condiciones iniciales homogéneas la derivada de Riemann-
Liouville y Caputo son equivalentes. Definiendo la derivada fraccional de Riemann-Liouville
por RLa Dα

t f(t) y la defnición de Caputo por CaD
α
t f(t), entonces la relación entre ellas es como

sigue

RL
a Dα

t f(t) =C
a D

α
t f(t) +

n−1∑

k=0

(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a) (25)

para f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, ..., n− 1).

Las condiciones iniciales para la ecuación diferencial de orden fraccional de la derivada
de Caputo son de la misma forma que las de las ecuaciones diferenciales de orden entero.
Es una ventaja debido a que problemas aplicados requieren definiciones de las derivadas
fraccionales, donde hay claras interpretaciones de las condiciones iniciales, que contienen
f(a), f ′(a), f ′′(a), etc.

III.3 Método numérico para el cálculo de derivadas e

integrales de orden fraccional

Existen varios toolbox para matlab, los cuales modelan las ecuaciones diferenciales de orden
fraccional, sin embargo, la mayoŕıa cumple con objetivos espećıficos, por ejemplo, el toolbox
N-integer [33], o los mostrados en [34]-[36] los cuales son dedicados al control o problemas
similares. Algunos métodos numéricos como [37]-[40] también modelan a los sistemas fracci-
onales, sin embargo, tomando en cuenta el hecho de que para una amplia clase de funciones,
las tres definiciones ya mencionadas GL, RL y Caputo son equivalentes, el cálculo numérico
de la derivada fraccional derivado de la definición de Grünwald-Letnikov (GL) es más apro-
piada, además de que entre las 3 definiciones, la definición de Grünwald-Letnikov es la más
sencilla desde el punto de vista de la aplicación numérica.

La relación para la aproximación numérica expĺıcita de la derivada q − th en el punto
kh, (k = 1, 2, ...) tiene la siguiente forma [31], [37], [41]
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(k−Lm/h)D
q
tk
f(t) ≈ h−q

k∑

j=0

(−1)j
(
q

j

)
f(tk−j), (26)

donde Lm es el tamaño de memoria, tk = kh, h es el paso de cuantización del cálculo
y (−1)j

(
q
j

)
son los coeficientes binomiales c

(q)
j (j = 0, 1, ...). Para su cálculo se utiliza la

siguiente expresión [41]

c
(q)
0 = 1, c

(q)
j =

(
1− 1 + q

j

)
c
(q)
j−1. (27)

De esta forma, la solución numérica general de la ecuación diferencial fraccional

aD
q
t y(t) = f(y(t), t), (28)

puede expresarse como

y(tk) = f(y(tk), tk)h
q −

k∑

j=v

c
(q)
j y(tk−j). (29)

Para el término de memoria expresado por la sumatoria, puede usarse el principio de
memoria corta. Entonces el ı́ndice inferior en la sumatoria en la relación (29) será v = 1
para k < (Lm/h) y v = k − (Lm/h) para k > (Lm/h), o sin el principio de memoria corta
se utiliza v = 1 para toda k.

Este método numérico fue utilizado para las simulaciones en este trabajo de tesis.

III.4 Conclusión

En este caṕıtulo se mostraron brevemente los fundamentos del cálculo fraccional, principal-
mente la teoŕıa fraccional utilizada para este trabajo de tesis, se mencionan las funciones uti-
lizadas, aśı como las tres principales representaciones de las ecuaciones integro-diferenciales
fraccionales, las cuales, son equivalentes bajo ciertas consideraciones. También se mostró el
método numérico utilizado para la simulación numérica de sistemas de ecuaciones de orden
fraccional, que en caṕıtulos posteriores son considerados como nodos en la sincronización
de redes.
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Caṕıtulo IV

Aplicaciones del cálculo fraccional

IV.1 Introducción

En este caṕıtulo, se describen una serie de aplicaciones cient́ıficas y en ingenieŕıa, donde el
cálculo fraccional ha encontrado útiles aplicaciones. En esta tesis solo se presentan algunas
de las principales aplicaciones, aqúı se incluyen aplicaciones en viscoelasticidad, control
automático, dispositivos electrónicos y teoŕıa del caos.

Enseguida se muestra un esquema con algunas de las muchas aplicaciones donde hoy en
d́ıa se utiliza el cálculo fraccional, en el esquema se muestran las principales.

Aplicaciones





Modelado de sistemas f́ısicos



Difusión, viscoelasticidad,

movimiento Browniano anómalo,

dinámica no newtoniana, sistemas

de parámetros distribuidos.

Ingenieŕıa



Procesado de señal (imágenes)


Filtrado y estimación

Ajustes de curvas e identificación de sistemas

Detección de bordes y patrones

Control automático

 Control robusto, óptimo, adaptativo.

Amortiguación activa en veh́ıculos

Robótica


Caracterización y control de brazos robóticos

Generación y seguimiento de trayectorias

Evitación de obstáculos

Sistemas no lineales



Redes neuronales celulares fraccionales {Aplicación a procesado de imágenes

Circuitos caóticos de orden fraccional



Sistemas


Caóticos

Hipercaóticos

Multiscroll

Sincronización

 Control de caos

Comunicaciones

A continuacion se describen y se muestran ejemplos de algunas de las principales apli-
caciones mostradas previamente.
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IV.2 Aplicaciones al modelado de sistemas f́ısicos con

memoria

IV.2.1 Difusión

La difusión se refiere a las fluctuaciones de densidad en un material que se difunde, es decir,
el cambio de densidad en un volumen sólo puede deberse a flujo entrante de part́ıculas de
materiales que se introducen en un medio que inicialmente estaba ausente de él.

Por ejemplo, la distribución del calor (o variaciones de la temperatura) en una región
de un conductor a lo largo del transcurso del tiempo. (esto es, como se propaga el calor
en el sólido conforme pasa el tiempo). El modelo de este fenómeno siempre estuvo dado
por una ecuación parcial de segundo orden. La solución de esta ecuación se logra de varias
maneras, la más sencilla y utilizada es discretizando la variable, dando como resultado
una ecuación diferencial ordinaria en el tiempo y dimensión dependiente del número de
segmentos utilizados. En años recientes la discretización del modelo de la ecuación de la
difusión se aproximó a ecuaciones diferenciales de orden fraccional.

La ventaja de utilizar el modelo fraccional es que es más aproximado al real, que el
discretizado y a su vez se reduce la representación, ya que los modelos que aplican derivadas
clásicas (enteras) no describen de forma exhaustiva tales comportamientos.

Algunas de las aplicaciones donde se utiliza la ecuación de difusión son las siguientes:

• Fenómenos de transporte a través de un medio fractal

• Procesos de difusión ultra rápidos y ultra lentos

• Propiedades de super conductividad

• Propiedad de viscoelasticidad

• Dinámicas de procesos muy próximos a la turbulencia

• Resonancia magnética nuclear

• Difusión de los cosméticos a través de la piel

• Dinámicas de absorción de las protéınas por parte de las células

• Movimiento de las bacterias

• Transporte de contaminantes por medio de flujos ĺıquidos
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La aplicación más importante y estudiada es la ecuación de onda-difusión, la cual, es
la relación encontrada entre la ecuación de difusión (orden 1) y la ecuación de onda (orden
2). Desde un punto de vista puramente matemático, se puede pasar de una a otra de
forma continua, estudios realizados sobre la difusión anómala, muestran como es el proceso
asociado a la ecuación fraccional cuando varia entre el orden de 1 a 2.

IV.2.2 Viscoelasticidad

La viscoelasticidad es entendida como la combinación de un sólido elástico (resorte-ley de
Hooke) y un ĺıquido viscoso puro (siguiendo la ley de Newton-amortiguador). Las ondas que
se propagan en estos materiales pierden enerǵıa en forma de calor; la ecuación que modela
este fenómeno es la ecuación de calor o de difusión, la cual tiene la derivada temporal de
orden 1 y la ecuación que modela la propagación es la ecuación de onda cuya derivada
temporal es de orden 2 [59]. Es lógico intentar entender que sucede cuando el orden de la
derivada temporal cambia paulatinamente desde 1 hasta 2.

La aplicación de la derivada fraccional a la viscoelasticidad ha dado origen a lo que en
la actualidad se conoce como reoloǵıa fraccional [60]. Las ecuaciones constitutivas de los
modelos reológicos, tradicionalmente son descritas por sistemas de ecuaciones diferenciales
de orden 1 o de orden 2. Estos modelos se aproximan a la realidad, sin embargo no explican
satisfactoriamente la reoloǵıa sobre todo de ciertos poĺımeros. Desde la década de los 50
se viene estudiando los modelos reológicos cuyas ecuaciones son ecuaciones diferenciales
fraccionales, las cuales nos dan una mejor representación y entendimiento de este fenómeno.

Un fenómeno de esfuerzo y deformación para materiales viscoelásticos en su forma frac-
cional se describe como ε(t) = 1

K c
D−vt σ(t), o de otra forma cuando no se requiere la in-

icialización y por lo tanto es sin memoria se representa como (derivada no inicializada)
ε(t) = 1

K a
d−vt σ(t). Aqúı ε es la deformación y σ es el esfuerzo (tensión). Para v = 0, el

material es sólido elástico y para v = 1, el material es ĺıquido viscoso. K es la constante
que depende del material.

Al utilizar modelos fraccionales para la descripción de sistemas viscoelásticos es posible
describir de manera precisa las manifestaciones mecánicas, dieléctricas y magnéticas del
comportamiento reológico o viscoelástico. La aplicación más importante del modelo frac-
cional de la viscoelasticidad es el surgimiento de un elemento de tipo fraccional, análogo
al resorte y al amortiguador, al que se le da el nombre de “spring-pot”(comportamiento
intermedio entre un resorte y un amortiguador). Tal modelo (spring-pot) puede ayudar
a resolver una serie de dificultades presentes actualmente en el modelado de elementos
discretos de los tejidos biológicos.

Por ejemplo, la relajación de la tensión en las arterias, donde además de ajustar los datos
de control, describe satisfactoriamente las drogas inducidas por activación del músculo liso a
través de cambios en el orden fraccional (α). Por otra parte, el modelo de orden fraccional a
sido observado en los tejidos, células, matrices extracelulares, membranas y podŕıa reflejar
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la dinámica de materiales blandos y vidriosos. El modelo matemático fraccional parece
describir de manera concisa las propiedades viscoelásticas de la membrana de los glóbulos
rojos, otras membranas celulares y de tejidos de varias capas como el cart́ılago o la pared
arterial.

IV.2.3 Movimiento browniano

Es el movimiento aleatorio que se observa en algunas part́ıculas microscópicas que se hallan
en un medio fluido (por ejemplo, polen en una gota de agua). El estudio del movimiento
browniano ha sido motivado por la necesidad de modelar la evolución en el tiempo de ciertos
fenómenos aleatorios, fue uno de los primeros modelos utilizados para describir la evolución
en el tiempo de un proceso estocástico.

Por ejemplo, se ha utilizado para describir el fenómeno de turbulencia, las crecientes
de los ŕıos y en aplicaciones como hidráulica, meteoroloǵıa, comunicaciones y finanzas. El
modelo esta representado con ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales, surgieron del
cálculo estocástico en relación con el movimiento browniano. Con el paso de los años se
observaron propiedades de auto-semejanza (propiedades fractales), con lo que los modelos de
orden entero no representaban adecuadamente los fenómenos, aśı que surgieron los modelos
de orden fraccional llamado movimiento browniano fraccional.

La aplicación más común de este modelo es en finanzas. Se ha utilizado para describir
el comportamiento de los precios de los activos y la volatilidad en los mercados de valores.
La dependencia a largo plazo de propiedades de auto similitud hace que este proceso sea un
modelo adecuado para describir a estas cantidades. Este modelo se utiliza para describir el
precio de una acción, los datos emṕıricos no se ajustan del todo bien al modelo de orden
entero, ya que los incrementos de los precios de la mayoŕıa de las acciones representan
cierta dependencia y su distribución emṕırica y difiere de la distribución normal. El modelo
fraccional tiene una mayor aproximación a la distribución normal y no hay dependencia en
las acciones.

En comunicaciones se utiliza para el modelado del tráfico en una red. El amplio estudio
y medición del tráfico en redes de datos, servicios y aplicaciones, han demostrado convin-
centemente la naturaleza auto-similitud o fractal de tráfico de datos. Donde los modelos de
orden entero utilizados, llevan a una subestimación considerable de calidad y servicio, como
el retraso y el bloqueo. Los modelos fraccionales mejoran considerablemente el manejo de
estos datos teniendo una mejor calidad y servicio.
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9.5 Fractance Circuit

Electrical circuit related to fractional calculus is fractance, an electrical circuit
behaving in between capacitance and resistance. An example of fractance is tree
fractance shown in Fig. 9.2, a self-similar structure.

The impedance of tree fractance is

Z ( jω) =
√

R

C

1√
ω

exp

(− jπ

4

)

;

this corresponds to the fractional order transfer function

Z (s) =
√

R

C

1√
s
.

A circuit exhibiting fractional order behavior is called fractance, not essentially
limited to half order, as described in the self-similar circuit diagram of Fig. 9.2.
The order can be of any arbitrary order in general. The fractance devises have
the following properties. They are constant phase elements, i.e. the phase angle is
constant, independent of the the frequency within wide range of frequency band.
Second it is possible to construct a filter, which has moderate characteristics, which
cannot be realized by using conventional devises. Generally speaking there are three
basic fractance devises. The most popular one is domino ladder circuit network.
Very often these are used as binary tree structure, as in Fig. 9.2. Also balanced
transmission line structure is used (or symmetrical domino ladder). Design of frac-
tances can be easily done by any of these topological configuration as mentioned, to
realize the rational approximated transfer function for the fractional order Laplace
operator (Chap. 7). Truncated continued fraction expansion (CFE) does not require
any further transformation, a rational approximation based on any other method as
(say Newton method of Carlson, described in Chap. 7) must be transformed into the
form of CFE. The values of the electrical circuit elements, which are necessary for
realizing a fractance, are then determined from the obtained continued fraction. If
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Fig. 9.2 Tree fractance circuit
Figura 8: Circuito de árbol fractance.

IV.3 Aplicaciones en ingenieŕıa

IV.3.1 Electrónica fraccional

IV.3.1.1 Circuito fractance

El circuito electrónico relacionado con cálculo fraccional es el fractance, es un circuito que
se comporta como un capacitor y una resistencia. Un ejemplo de fractance es el árbol
fractance que se muestra en la figura 8, en su circuito equivalente [61]. La impedancia del
árbol fractance es

Z(jω) =

√
R

C

1√
ω

exp

(−jπ
4

)
, (30)

esto corresponde a la función de transferencia de orden fraccional

Z(s) =

√
R

C

1√
s
. (31)

El orden puede ser de cualquier valor arbitrario en general, no necesariamente de 1
2
. El

dispositivo fractance tiene las siguientes propiedades. Son elementos de fase constante, es
decir, el ángulo de fase es constante, independientemente del valor que tenga la frecuencia.
La segunda propiedad, es que es posible construir un filtro con caracteŕısticas moderadas
a partir de él, que no se puede realizar mediante el uso de dispositivos convencionales.
En términos generales hay tres dispositivos fractance básicos. El más popular es el circuito
dominó en red escalera, el cual es representado con una estructura de árbol binario como en
la figura 8. Los valores de los elementos del circuito, que son necesarios para la realización de
un fractance, se determinan a partir de la expansión en fracción continua (CFE) obtenida
en [61].
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Si todos los coeficientes de la CFE obtenidos son positivos, entonces el fractance puede
ser hecho simplemente por elementos pasivos (R,L,C). Si algunos de los coeficientes son
negativos, la realización del fractance requiere de circuitos activos como convertidores de
impedancia negativa (inversores de corriente), realizados por circuitos con amplificadores
operacionales, con los cuales se obtiene una función de transferencia negativa Vi

Ii
= −Z.

De este modo, dependiendo del polinomio racional, descrito en [61], la realización con
la CFE puede tener componentes R,C, L combinaciones entre ellos, o incluso impedancias
negativas. Para la realización del fractance y para la śıntesis de la función de transferencia
racional para operador de Laplace se pueden aplicar los fundamentos de śıntesis de circuitos
comunmente utilizados.

IV.3.2 Sistemas de control

Las primeras aplicaciones del cálculo fraccionario en el área de control se produjeron a
principios de los años 60, con Manabe 1963 [42], [43]. Éstas haćıan uso del operador
integral de orden no entero para el control de servos y de sistemas con saturación. Estos
trabajos, probablemente sin conocimiento de los autores, haćıan uso de las propiedades
de la que Bode denominó función de transferencia ideal en lazo abierto, cuya forma era
F (s) = A

sα
, α ∈ R, es decir, era un integrador fraccionario [58].

La principal propiedad de esta función es que, cuando se conecta en lazo cerrado, genera
sistemas robustos a cambios en la carga o ganancia (A) del proceso, es decir, los cambios
en la carga se reflejan en cambios en el ancho de banda del sistema en lazo cerrado, pero se
mantiene constante el margen de fase o, lo que es equivalente, la sobreoscilación máxima.

Esta propiedad es la que marcó las aplicaciones en control que a partir de los años 70
se han venido desarrollando en la Universidad de Burdeos dando como resultado el sistema
CRONE (Control Robusto de Orden No Entero), descrito en [44], aśı como el criterio
adoptado en un trabajo reciente [45] para sintonizar controladores PID tradicionales. Un
estudio completo de este sistema de referencia se puede encontrar en [46].

El controlador de orden fraccional PIλDδ (FOC) (también PIλDδ controlador) fue
propuesto en [31], [47] como una generalización del controlador PID con el integrador de
orden real λ y el diferenciador de orden real δ. La función de transferencia de tal controlador
en el dominio de Laplace tiene esta forma [31], [48]:

C(s) =
U(s)

E(s)
= Kp + Tis

−λ + Tds
δ, (λ, δ > 0), (32)

donde Kp es la constante de proporcionalidad, Ti es la constante de integración y Td es la
constante diferencial.

Como podemos ver en la figura 9, la estructura interna del controlador de orden fraccio-
nal consiste de la conexión en paralelo de la parte proporcional, integral y la parte derivativa
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K

Fig. 3.1 General structure of a PIλ Dδ controller.

to fractional differential equation (3.23)

u(t) = Kp e(t)+Ti 0D−λ
t e(t)+Td 0Dδ

t e(t), (3.23)

or discrete transfer function given below:

C(z) =
U(z)
E(z)

= Kp +
Ti

(ω(z−1))λ +Td(ω(z−1))δ , (3.24)

where ω(z−1) denotes the discrete operator, expressed as a function of the complex
variable z or the shift operator z−1.

Taking λ = 1 and δ = 1, we obtain a classical PID controller. If λ = 0 and Ti = 0,
we obtain a PDδ controller, etc. All these types of controllers are particular cases
of the fractional-order controller, which is more flexible and gives an opportunity to
better adjust the dynamical properties of the fractional-order control system.

It can also be mentioned that there are many other considerations of the fractional-
order controller (Xue and Chen, 2002). For example, we can mention several of
them:

• CRONE controller (1st generation) (Oustaloup, 1995), characterized by the
band-limited lead effect (Oustaloup, 1983):

C(s) =C0

(
1+ s/ωb

1+ s/ωh

)r

(3.25)

where 0 < ωb < ωh, C0 > 0 and r ∈ (0,1).
There are a number of real life applications of three generations of the CRONE
controller such as the car suspension control (Oustaloup et al., 1996), flexible
transmission (Oustaloup et al., 1995), and hydraulic actuator.

Figura 9: Estructura general del controlador PIλDδ.

[49]. La función de transferencia (32) en el dominio del tiempo corresponde a la ecuacion
diferencial fraccional

u(t) = Kpe(t) + Ti 0D
−λ
t e(t) + Td 0D

δ
t e(t). (33)

Tomando λ = 1 y δ = 1, se obtiene un controlador PID clásico. Si λ = 0 y Ti = 0, obte-
nemos un controlador PDδ, etc. Todos estos tipos de controladores son casos particulares
del controlador de orden fraccional, el cual es más flexible y da mejor oportunidad para
ajustar las propiedades dinámicas del sistema de control de orden fraccional. También se
puede mencionar que hay muchas otras consideraciones del controlador de orden fraccional
[50]. Por ejemplo, podemos mencionar algunas de ellas:

• Controlador CRONE (primera generación) [51], caracterizado por el efecto conducción
de banda limitada [52]. Hay varias aplicaciones de la vida real donde el controlador
CRONE de sus tres generaciones se ha aplicado, tales como el control de la suspensión
del coche [53], control de transmisión flexible [54] y el controlador del accionador
hidráulico.

• El compensador fraccional de avance y retardo [55], [56].

• El compensador TID [57], que tiene una estructura similar a un controlador PID,
pero el componente proporcional se sustituye por un componente inclinado que tiene
una función de transferencia s a la potencia de (−1/n).
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IV.4 Aplicaciones en sistemas no lineales

En los últimos años, el uso de la teoŕıa fraccional ha aumentado considerablemente, las ap-
licaciones donde se utiliza cada vez son mayores, en este apartado se menciona la aplicación
en sistemas no lineales.

Aqúı se considerará un sistema no lineal de orden fraccional inconmensurable represen-
tado de la siguiente manera:

0D
qi
t xi(t) = fi(x1(t), x2(t), ..., xn(t), t),

xi(0) = ci, i = 1, 2, ..., n, (34)

donde ci son las condiciones iniciales. La representación vectorial de (34) es

Dqx = f(x), (35)

donde q = [q1, q2, ..., qn]T para 0 < qi < 2, (i = 1, 2, ..., n) y x ∈ Rn.

Los puntos de equilibrio del sistema (35) se calculan a través de la solución de la siguiente
ecuación

f(x) = 0 (36)

y suponemos que E∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) es un punto de equilibrio del sistema.

IV.4.1 Sistemas caóticos de orden fraccional

El uso de la teoŕıa fraccional ha llegado hasta los sistemas caóticos trayendo nuevos modelos
fraccionales y nuevas aplicaciones. Por ejemplo, las ventajas reales de los sistemas de
orden fraccional [69] son que tenemos más grados de libertad en el modelo y que tenemos
un proceso de “Memoria”incluido en el modelo (sistemas de orden fraccional tienen una
memoria ilimitada).

IV.5 Conclusión

En este caṕıtulo se describieron brevemente algunas aplicaciones donde el uso del cálculo
fraccional ha tenido gran auge y donde los modelos fraccionales han traido grandes beneficios
y mejoras para dichas aplicaciones. Por ejemplo, en el modelado de sistemas f́ısicos con
memoria, donde en difusión utilizando los modelos fraccionales se obtuvo una ecuación
onda-difusión, la cual, es la relación encontrada entre la ecuación de difusión (orden 1)
y la ecuación de onda (orden 2), en viscoelasticidad gracias al cálculo fraccional surge
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un elemento con comportamiento entre un resorte y un amortiguador llamado “spring-
pot”. En ingenieŕıa se obtiene un elemento capaz de comportarse como un capacitor y una
resistencia de acuerdo a la variación de su orden el cual es llamado fractance, en control
se obtuvo un modelo PID fraccional con lo que los sistemas de control puede ser más
eficientes. Por último, en sistemas no lineales, se han dado aplicaciones en la simulación de
sistemas caóticos, hipercaóticos y con multiscroll fraccionales, además se ha logrado realizar
comunicación segura de información, entre muchas más potenciales aplicaciones.
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Caṕıtulo V

Sistemas caóticos

V.1 Introducción

En este caṕıtulo, se presentan los sistemas dinámicos de orden entero y fraccional que se
utilizaron como nodos para la construcción de redes complejas en diferentes topoloǵıas y su
posterior sincronización y aplicación a la transmisión segura de información en redes com-
plejas de comunicaciones, que se mostrará en los siguientes caṕıtulos. Primero se describen
los sistemas de orden entero y posteriormente los sistemas de orden fraccional. Se muestra
a través de simulaciones numéricas empleando Matlab, la generación de atractores caóticos
para determinados intervalos de los parámetros de bifurcación.

V.2 Sistemas caóticos

En general, un sistema no lineal es un sistema que no satisface el principio de superposición.
En matemáticas, un sistema no lineal es cualquier problema, donde las variables que hay que
resolver no se pueden escribir como una combinación lineal de componentes independientes.
Si la ecuación contiene una función no lineal, el sistema es no lineal también. El sistema es
no lineal también si tiene una curva de transferencia no lineal como, por ejemplo, la curva
caracteŕıstica de corriente y voltaje de un diodo.

Las ecuaciones diferenciales o en diferencias no lineales son dif́ıciles de resolver por
métodos anaĺıticos y dan lugar a fenómenos tan interesantes como la bifurcación y caos.
Incluso un simple sistema dinámico no lineal (o lineal a trozos) puede exhibir un compor-
tamiento completamente impredecible, el llamado caos determińıstico. La teoŕıa del caos
ha sido tan sorprendente, ya que el caos también se puede encontrar en sistemas triviales.
El concepto de “caos” no está definido de forma exclusiva. En el sentido más utilizado,
se dice que la dinámica caótica es dinámica originada por ecuaciones dinámicas regulares
sin coeficientes estocásticos, pero al mismo tiempo, con las trayectorias que son similares o
indistinguibles de algunos procesos estocásticos [64].

Hay algunas definiciones de dinámica caótica, por ejemplo: (i) un sistema con al menos
un exponente de Lyapunov positivo es caótico, (ii) un sistema con entroṕıa positiva es
caótico, (iii) un sistema equivalente al sistema hiperbólico o Anosov es caótico, etc. La
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Figure 1: Rössler chaotic attractors: a) x2 vs x1; b) x3 vs x2; c) x1 vs x3; d) x1 vs x2 vs x3:

6

Figura 10: Atractor caótico generado por el oscilador de Rössler proyectado dentro del
espacio (x1, x2, x3).

parte común de todas las definiciones es la existencia de inestabilidad local y la divergencia
de trayectorias inicialmente cercanas.

V.3 Sistemas caóticos de orden entero

V.3.1 Oscilador de Rössler

El oscilador de Rössler es un sistema f́ısico no lineal, el cual, presenta dinámicas caóticas,
confirmadas experimental y teóricamente. Las ecuaciones de estado normalizadas del osci-
lador de Rössler están dadas por [62]





.
x1 = −x2 − x3,
.
x2 = x1 + ax2,
.
x3 = b+ x3(x1 − c).

(37)

Los valores de los parámetros para los cuales el oscilador de Rössler (37) genera dinámica
caótica son: a = 0.2, b = 0.2 y c = 5.7. Por ejemplo, para las condiciones iniciales
x(0) = (5, 5, 5), el oscilador de Rössler genera el atractor caótico mostrado en la figura 10.

V.3.2 Oscilador de Chua con retardo

El oscilador de Chua con retardo es un sistema f́ısico, el cual presenta bien definidas
dinámicas hipercaóticas confirmadas experimental y numéricamente. El oscilador de Chua
con retardo se muestra en la figura 11. Este circuito es una variante del oscilador de Chua,
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Figura 13: Circuito electrónico del oscilador de Chua con retardo de tiempo [Cruz-Hernández
2004].

Figura 14: Atractores hipercaóticos generados por el oscilador de Chua con retardo.

28

Figura 11: Circuito electrónico del oscilador de Chua con retardo de tiempo [63].

al cual, se le agregó una retroalimentación con retardo de tiempo. Con esta modificación el
oscilador de Chua con retardo presenta múltiples exponentes de Lyapunov positivos y por
tanto, genera dinámicas hipercaóticas. Las ecuaciones de estado que describen el compor-
tamiento del oscilador de Chua con retardo en forma normalizada estan dadas por [63]





.
x1 = α(−x1 + x2 − f(x1)),
.
x2 = x1 − x2 + x3,
.
x3 = −βx2 − γx3 − βεsen(σx1 (t− τ)),

(38)

con función no lineal

f (x1) = bx1 +
1

2
(a− b) (|x1 + 1| − |x1 − 1|) .

Los parámetros para los cuales se obtienen las dinámicas hipercaóticas son: α = 10,
β = 19.53, γ = 0.1636, a = −1.4325, b = −0.7831, σ = 0.5, ε = 0.2 y el retardo τ = 0.001.
Las condiciones iniciales del oscilador son x(0) = (1.1, 0.1, 0.5). Los atractores hipercaóticos
generados se muestran en la figura 12.
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Figura 12: Atractores hipercaóticos generados por el oscilador de Chua con retardo.

V.4 Sistemas caóticos de orden fraccional

V.4.1 Oscilador de Chua de orden fraccional

El circuito clásico de Chua, que se muestra en la figura 13, es un circuito electrónico
simple que exhibe fenómenos dinámicos no lineales, como bifurcación y caos. De hecho,
con el fin de exhibir caos, un circuito electrónico autónomo debe satisfacer algunos criterios
esenciales que son condiciones necesarias (no suficientes) para la aparición de caos [66]: el
circuito debe contener al menos tres elementos de almacenamiento de enerǵıa, al menos
un elemento no lineal y al menos una resistencia localmente activa. El diodo de Chua,
siendo una resistencia no lineal localmente activa, permite que el circuito de Chua satisfaga
las dos últimas condiciones. El circuito de Chua satisface todos los criterios mencionados
anteriormente. La resistencia activa suministra enerǵıa a las trayectorias separadas, la no
linealidad proporciona plegado, y el espacio de estados en tres dimensiones permite un
continuo estiramiento y plegado en una región acotada del espacio de estado.

El circuito de Chua no lineal más simple y ampliamente estudiado, generalmente cono-
cido como oscilador de Chua consta de cinco elementos: dos condensadores C1 y C2, un
inductor L, una resistencia R y una resistencia no lineal (NR), conocida como diodo de
Chua. Mediante la aplicación de las leyes de Kirchhoff al circuito mostrado en la figura
13, la manipulación y normalización de sus variables, el oscilador puede describirse por las
siguientes ecuaciones no lineales diferenciales [67], [68]
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5.2 Concept of Chua’s Circuit

5.2.1 Classical Chua’s Oscillator

Classical Chua’s circuit, which is shown in Fig. 5.1, is a simple electronic circuit that
exhibits nonlinear dynamical phenomena such as bifurcation and chaos. In fact, in
order to exhibit chaos, an autonomous electronic circuit must satisfy some essential
criteria which are necessary (not sufficient) conditions for the appearance of chaos
(Kennedy, 1993a): the circuit must contain at least three energy-storage elements, at
least one nonlinear element and at least one locally active resistor. The Chua’s diode,
being a nonlinear locally active resistor, allows Chua’s circuit to satisfy the last
two conditions. Chua’s circuit satisfies all the above-mentioned criteria. The active
resistor supplies energy to separate trajectories, the nonlinearity provides folding,
and the three-dimensional state space permits persistent stretching and folding in a
bounded region of the state space.

Fig. 5.1 Chua’s circuit.

The simplest and most widely studied nonlinear Chua’s circuit consists of five
elements: two capacitors C1 and C2, an inductor L, a resistor R and a nonlinear
resistor (NR), known as Chua’s diode.

By applying Kirchhoff’s circuit laws, such circuit, generally known as Chua’s
oscillator, can be described by the following equations (Matsumoto, 1984):

dV1(t)
dt

=
1

C1
[G(V2(t)−V1(t))− f (V1(t))] ,

dV2(t)
dt

=
1

C2
[G(V1(t)−V2(t))+ IL(t)] , (5.1)

dIL(t)
dt

=
1
L
[−V2(t)−RLIL(t)] ,

Figura 13: Oscilador clásico de Chua.





dx(t)
dt

= α(y(t)− x(t)− f(x)),
dy(t)
dt

= x(t)− y(t) + z(t),
dz(t)
dt

= −βy(t)− γz(t),

(39)

donde

f(x) = m1x(t) +
1

2
(m0 −m1)(|x(t) + 1| − |x(t)− 1|). (40)

Teniendo en cuenta las técnicas de cálculo fraccional, hay una serie de formas en las que
el orden del sistema podŕıa ser modificado. Tomando en cuenta que el modelo del capacitor
y el inductor real es de orden fraccional y realizando los análisis anteriores (Kirchhoff,
normalizacion, etc.) se puede obtener el sistema de ecuaciones no lineales diferenciales de
orden fraccional del oscilador de Chua como [69]





0D
q1
t x(t) = α(y(t)− x(t)− f(x)),

0D
q2
t y(t) = x(t)− y(t) + z(t),

0D
q3
t z(t) = −βy(t)− γz(t),

(41)

donde

f(x) = m1x(t) +
1

2
(m0 −m1)(|x(t) + 1| − |x(t)− 1|), (42)

y donde q1 es el orden real del capacitor C1, q2 es el orden real del capacitor C2, q3 es el
orden real del inductor L1 y f(x) es la curva lineal a tramos v − i del diodo de Chua no
lineal fraccional.

Para propósitos de simulación se utiliza una solución numérica de las ecuaciones de
Chua (41), (42) obtenida mediante el uso de la relación (26), que se derivan de la definición
Grünwald-Letnikov (18), lo que conduce a las ecuaciones en la forma
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Fig. 1 Chaotic attractors of fractional-order Chua’s system.

3.2 Synchronization in nearest-neighbor coupled networks

The state equations for multiple fractional chaotic nodes of the complex network
are given by

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Dq1
t xi1 = α(−xi1 + xi2− f (xi1))+ s

N
∑
j=1

ai jx j1, i = 1,2, ...,N,

Dq2
t xi2 = xi1 − xi2+ xi3,

Dq2
t xi3 = −β xi2− γxi3,

(14)

with nonlinear fuction described by

f (xi1) = bxi1+
1
2
(a− b)(|xi1 + 1|− |xi1 − 1|). (15)

For T = 2.5, the isolated fractional-order Chua’s system node (9) stabilizes at
a point as is shown in Figure 2. The coupling strength chosen is s = 2.4 and the
connection grade of the network is K = 2 with N = 5 fractional-order chaotic Chua’s
system nodes, the network topology is shown in Figure 3(a). The coupling matrix is
given by

Anc =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 0 0 1
1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
1 0 0 1 −2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
. (16)

The largest nonzero eigenvalue is −1.382. The synchronization condition (8) is
as follows,

Figura 14: Atractores caóticos del oscilador de Chua de orden fraccional.





x(tk) = (α(y(tk−1)− x(tk−1)− f(x(tk−1))))hq1 −
k∑
j=v

c
(q1)
j x(tk−j),

y(tk) = (x(tk)− y(tk−1) + z(tk−1))hq2 −
k∑
j=v

c
(q2)
j y(tk−j),

z(tk) = (−βy(tk)− γz(tk−1))hq3 −
k∑
j=v

c
(q3)
j z(tk−j),

(43)

donde

f(x(tk−1)) = m1x(tk−1) +
1

2
(m0 −m1)(|x(tk−1) + 1| − |x(tk−1)− 1|) (44)

y donde Tsim es el tiempo de simulación, k = 1, 2, 3, ..., N , para N = [Tsim
h

] y

(x(0), y(0), z(0)) es el punto inicial (condiciones iniciales). Los coeficientes binomiales c
(qi)
j ,

∀i, son calculados de acuerdo a la relación (27).

Los parámetros de la simulación para los cuales se genera la dinámica caótica fraccional
son: Paso de cuantización h = 0.001, q1 = q2 = 0.98, q3 = 0.94, α = 10.3, β = 10.53,
γ = 0.268, a = −1.1726, b = −0.7872 [65]. Las condiciones iniciales del oscilador de
Chua fraccional son x(0) = (0.6, 0.1,−0.6). Los atractores caóticos fraccionales obtenidos
se muestran en la figura 14.
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V.4.2 Sistema hipercaótico de orden fraccional

Recientemente se publicó un nuevo sistema hipercaótico de orden entero [71], el cual, se
obtuvo por la adición de un controlador cuadrático no lineal a la segunda ecuación del sis-
tema caótico autónomo tridimensional modificado de Lorenz [72], dicho sistema hipercaótico
esta determinado por





·
x1 = a(x2 − x1),
·
x2 = bx1 + x2 − x1x3 − x4,
·
x3 = x1x2 − cx3,
·
x4 = dx2x3,

(45)

donde x1, x2, x3, x4 son las variables de estado a, b, c, d son los parámetros.

Basado en las descripciones del cálculo fraccional, se puede modificar el orden de la deri-
vada del sistema (45), dando como resultado el sistema hipercaótico utilizado en esta tesis,
que es un sistema modificado de Lorenz [70], tal sistema hipercaótico de orden fraccional
esta determinado por





Dq1
t x1 = a(x2 − x1),

Dq2
t x2 = bx1 + x2 − x1x3 − x4,

Dq3
t x3 = x1x2 − cx3,

Dq4
t x4 = dx2x3,

(46)

donde qi, i = 1, 2, 3, 4 es el orden fraccional, 0 < q ≤ 1, x1, x2, x3, x4 son las variables de
estado a, b, c, d son los parámetros.

Los parámetros que generan dinámicas hipercaóticas de orden fraccional son: a = 10,
b = 28, c = 8/3 y d = 0, 1. Las condiciones iniciales del sistema hipercaótico de orden
fraccional son x(0) = (8, 9, 10, 11) [70]. Los atractores hipercaóticos obtenidos se muestran
en la figura 15.

V.5 Conclusión

En este caṕıtulo, se describieron los modelos matemáticos de los sistemas de orden entero
y fraccional que se utilizarán como nodos para construir las redes en diferentes topoloǵıas
de acoplamiento y su posterior sincronización. Dichos sistemas son el oscilador de Rössler,
el oscilador de Chua con retardo, el oscilador de Chua fraccional y el sistema hipercaótico
modificado de Lorenz. Además, se describió el método numérico utilizado para la simulación
de los modelos de orden fraccional.
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and can be expressed as

y(tk) = f(y(tk), tk)h
q −

k∑

j=v

c
(q)
j y(tk − j), (5)

where the calculation of binomial coefficients is given by

c
(q)
0 = 1, c

(q)
j =

(
1− 1 + q

j

)
c
(q)
j−1. (6)

B. Complex dynamical networks

We consider complex dynamical networks ofN identical
nodes, linearly coupled through the first state variable of each
node, each node being an-dimensional dynamical system. The
state equations of the complex networks are given by

.
xi1 = f1(xi) + cst

N∑

j=1

(aijxj1), i = 1, 2, ..., N,

.
xi2 = f2(xi),

...
.
xin = fn(xi), (7)

where xi = (xi1,xi2,..., xin)
T ∈ Rn are the state variables

of node i, with fi(0) = 0, cst > 0 represents the coupling
strength, andA = (aij)(N×N) is the coupling matrix of the
networks. If there is a connection between nodei and nodej,
thenaij = 1; otherwise,aij = 0 (i 6= j).

Lemma 1 [22]. Consider the complex dynamical network
(7). Let λ1 be the largest nonzero eigenvalue of the coupling
matrixA of the complex network. The synchronization state of
network (7) defined byx1 = x2 = ... = xn is asymptotically
stable, if

λ1 ≤ − T

cst
(8)

where cst > 0 is the coupling strength of the complex
network, andT > 0 is a positive constant such that zero is
an exponentially stable point of the followingn-dimensional
system:

.
z1 = f1(z)− Tz1,
.
z2 = f2(z),

...
.
zn = fn(z). (9)

Note that system (9) is actually a single chaotic node with
self-feedback –Tz1. Condition (8) means that the complete
complex network will synchronize provided thatλ1 is negative
enough, e.g. it is sufficient to be less than−T/cst , whereT is
a constant, so that the self-feedback term –Tz1 could stabilize
an isolated node.
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Fig. 1. Hyperchaotic attractors of fractional-order hyperchaotic system.

C. Star topology

The star coupling configuration consists in to attach a single
node (called common or central) of the complex network with
the remainingN−1 nodes. The corresponding coupling matrix
is given by

Cst =




1−N 1 ... ... 1
1 −1 0 ... 0
... 0

. . .
.. .

...
...

...
. . .

.. . 0
1 0 ... 0 −1



,

the eigenvalues ofCst are {0,−N,−1, ...,−1}, the largest
nonzero eigenvalue isλ1st = −1 doesn’t matter the size
(number of nodes) of the network.

For the star coupled network, there exists a critical coupling
strength

−
cst = T > 0, so that the network will synchronize if

cst >
−
cst [21].

III. C OMPLEX NETWORK SYNCHRONIZATION WITH

FRACTIONAL-ORDER HYPERCHAOTIC SYSTEM LIKE NODES

A. Fractional-order hyperchaotic system

The system used is a fractional-order hyperchaotic system
recently introduced in [24], which is a new system from a frac-
tional hyperchaotic modified Lorenz system. The fractional-
order hyperchaotic system is determined by

Dq1
t x1 = a(x2 − x1),

Dq2
t x2 = bx1 + x2 − x1x3 − x4, (10)

Dq3
t x3 = x1x2 − cx3,

Dq4
t x4 = dx2x3,

where qi, i = 1, 2, 3, 4 is the fractional order,0 < q ≤ 1,
x1, x2, x3, x4 are the state variables anda, b, c, d are parame-
ters.

The parameters which generate fractional-order hyper-
chaotic dynamics are:a = 10, b = 28, c = 8/3, andd = 0.1
[24]. The initial conditions of the fractional-order hyperchaotic
system arex(0) = (8, 9, 10, 11). The obtained hyperchaotic
attractors are shown in Figure 1.

Figura 15: Atractores hipercaóticos del sistema modificado de Lorenz de orden fraccional.
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Caṕıtulo VI

Sincronización de redes complejas

VI.1 Introducción

En este caṕıtulo se reportan los resultados de la sincronización de redes complejas utili-
zando nodos caóticos de orden entero y de orden fraccional, tal sincronización se logra en
redes de mundo pequeño, con el oscilador de Rössler y el oscilador de Chua con retardo
como nodos, los cuales son sistemas de orden entero. Además, se muestran los resultados
de la sincronización en mundo pequeño del oscilador de Chua de orden fraccional, aśı como
la sincronización en maestro y esclavo por formas hamiltonianas y el diseño de observado-
res. También se muestra la sincronización del sistema modificado de Lorenz fraccional en
configuración estrella utilizando la teoŕıa compleja, además la sincronización en maestro y
esclavo por formas hamiltonianas y el diseño de observadores de dicho sistema.

VI.2 Métodos de sincronización

En esta sección se muestra la teoŕıa utilizada para la sincronización de los nodos caóticos
de orden entero y fraccional. Dicha teoŕıa es la teoŕıa de redes complejas y formas hamil-
tonianas y el diseño de observadores.

VI.2.1 Teoŕıa de redes complejas

Consideremos una red compleja compuesta de N nodos idénticos, acoplados linealmente a
través de la primera variable de estado de cada nodo. En esta red dinámica, cada nodo
constituye un sistema dinámico de dimensión n, descrito como sigue

·
xi = f(xi) + ui, i = 1, 2, ..., N, (47)

donde xi = (xi1, xi2, ..., xin)T ∈ Rn son las variables de estado del nodo i, mientras que
ui = ui1 ∈ Rn es la señal de entrada del nodo i, definida por

ui1 = c
N∑

j=1

aijΓxj, i = 1, 2, ..., N, (48)
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la constante c > 0 representa el grado de acoplamiento de los nodos en la red dinámica y
Γ ∈ Rn×n es una matriz constante de conexiones, que conecta a las variables de estado de
los nodos acoplados. Por simplicidad se asume que Γ = diag(r1, r2, ..., rn) es una matriz
diagonal con ri = 1 para una i en particular y rj = 0 para i 6= j. Esto quiere, decir que
cualquier par de nodos estan acoplados a través de su i-ésima variable de estado.

La matriz

A = (aij) ∈ Rn×n, (49)

es la matriz de acoplamiento. Representa la configuración de acoplamiento de los nodos
en la red dinámica. Si existe conexión entre el nodo i y el nodo j, entonces la entrada
aij = 1; de otra manera, aij = 0 para i 6= j. Los elementos de la diagonal de la matriz de
acoplamiento A se definen por

aii = −
N∑

j=1, j 6=i
aij = −

N∑

j=1, j 6=i
aji, i = 1, 2, ..., N. (50)

Si el grado del nodo i es di, entonces

aii = −di, i = 1, 2, ..., N. (51)

Ahora, suponiendo que la red dinámica (47) esta conectada de manera que no hay
nodos aislados. Entonces, la matriz de acoplamiento A es una matriz simétrica irreducible.
Se conoce que en este caso, cero es un valor propio de la matriz de acoplamiento A, con
multiplicidad 1 y el resto de los valores propios son estrictamente negativos [73], [74].

La sincronización de los estados de los nodos de la red compleja, puede determinarse
por los valores propios diferentes de cero de la matriz de acoplamiento A. Se dice que la
red dinámica (47) sincroniza (asintóticamente), śı [73]

x1(t) = x2(t) = . . . = xN(t), cuando t→∞. (52)

La arquitectura de acoplamiento establecida en (50) garantiza que la sincronización de
los estados de los nodos de la red corresponden a una solución s(t) ∈ Rn, de un nodo
aislado, es decir satisfacen

·
s(t) = f(s(t)), (53)

donde la solución s(t), puede ser un punto de equilibrio, una órbita periódica o un atractor
caótico. Esto implica que, la estabilidad de la sincronización de los estados de los nodos,
es decir

x1(t) = x2(t) = . . . = xN(t) = s(t), (54)

de la red dinámica (47) está determinada por la dinámica de un nodo aislado, de la función
no lineal f(•) y de su solución s(t), del grado de acoplamiento c, de la matriz de conexiones
Γ y de la matriz de acoplamiento A.
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La dinámica de un nodo aislado se determina por d̄, la cual, es una constante positiva,
tal que cero es un punto exponencialmente estable, el sistema n-dimensional aislado no
lineal esta determinado por





.
z1 = f1(z)− d̄z1,
.
z2 = f2(z),

...

.
zn = fn(z).

(55)

Hay que notar que el sistema (55) corresponde al modelo matemático de un nodo aislado
con una retroalimentación de estado −d̄z1.

VI.2.1.1 Condiciones de sincronización

Teorema 1 [73], [74] Considere la red dinámica compleja (47). Sean

0 = λ1 > λ2 ≥ λ3 ≥ ··· ≥ λN , (56)

los valores propios de la matriz de acoplamiento A. Suponiendo que existe una matriz
diagonal (de dimensión n× n ) D > 0 y dos constantes d < 0 y τ > 0, tales que

[Df(s(t)) + dΓ]T D + D[Df(s(t)) + dΓ] ≤ −τIn (57)

para todo d ≤ d, donde In ∈ Rn×n es la matriz identidad. Si además, se cumple que

cλ2 ≤ d, (58)

entonces, la sincronización de los estados como expresado en (54), es exponencialmente
estable.

Ya que λ2 < 0 y d < 0, la desigualdad (58) es equivalente a

c ≥
∣∣∣∣
d

λ2

∣∣∣∣ . (59)

Esta condición dice, que dado que |λ2| puede ser muy grande, implica que la red dinámica
compleja (47) pueda sincronizar con un valor de acoplamiento pequeño c. Aśı que, la
sincronización de la red dinámica compleja (47) con respecto a una configuración particular
de acoplamiento (regular o irregular) se puede determinar por el segundo valor propio más
grande de la matriz de acoplamiento A, la cual, guarda estrecha relación con la configuración
de acoplamiento de la red compleja.

VI.2.2 Formas hamiltonianas

Considere un sistema no lineal autónomo de la forma
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·
x = f(x), x ∈ Rn, (60)

el cual, representa un sistema que exhibe un comportamiento caótico. Donde x =
(x1, ..., xn)T ∈ Rn es el vector de estados y f(•) es una función no lineal. A partir de
lo establecido en [75] muchos sistemas descritos por (60) pueden escribirse en la siguiente
forma canónica de un hamiltoniano generalizado

·
x = J (x)

∂H

∂x
+ S(x)

∂H

∂x
+ F(x), x ∈ Rn, (61)

dondeH(x) nos indica una función de enerǵıa suave, la cual, es definida positiva globalmente
en Rn. El vector gradiente de H, representado por ∂H/∂x se considera que existe en
cualquier parte. Frecuentemente utilizamos funciones de enerǵıa cuadráticas de la forma

H(x) =

(
1

2

)
xTMx (62)

con M una matriz constante, definida positiva y simétrica. En tales casos, ∂H/∂x = Mx.

Las matrices cuadradas J (x) y S(x) mencionadas en la expresión (61) deben satisfacer
para toda x ∈ Rn las propiedades:

J (x) + J T (x) = 0 y S(x) = ST (x).

El campo vectorial J (x)∂H/∂x representa la parte conservativa del sistema y el campo
vectorial S(x)∂H/∂x, nos describe la parte no conservativa del sistema. La matriz S(x) es
en general, una matriz simétrica que representa la parte no conservativa del sistema. Para
ciertos casos, la matriz simétrica S(x) es definida negativa o semi-definida negativa. En ta-
les casos, el campo vectorial S(x)∂H/∂x representa la parte disipativa del sistema. Si por el
contrario, S(x) es definida positiva, semi-definida positiva o indefinida, éste claramente re-
presenta, la parte desestabilizante del sistema, global, semi-global o local, respectivamente.
En el caso de ser S(x) indefinida, ésta se descompone en la suma de una matriz simétrica
semi-definida negativa R(x) y una matriz simétrica semi-definida positiva N (x). Y donde
F(x) representa el vector de campo localmente desestabilizante.

VI.2.2.1 Diseño de un observador no lineal para una clase de osciladores en

forma hamiltoniana generalizada

En el contexto de diseño de observadores, en nuestro caso, consideramos una clase especial
de las formas hamiltonianas con un campo vectorial desestabilizante y un mapeo lineal de
salida, expresada como sigue

·
x = J (x)

∂H

∂x
+ (I + S)

∂H

∂x
+ F(y), x ∈ Rn

y = C ∂H
∂x

, y ∈ Rm, (63)
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donde S es una matriz constante simétrica, no necesariamente de signo definido, la matriz I
es una matriz constante antisimétrica, y es la salida del sistema y C es una matriz constante.

Para el diseño del observador de la forma (63), se estima el vector de estado x por x̂ y
se considera la función de enerǵıa hamiltoniana H(x̂) como una particularización de H en
términos del estado estimado x̂. De la misma manera, se indica la salida estimada por ŷ
calculada en términos del estado estimado x̂. Donde el gradiente ∂H(x̂)/∂x̂ es también de
la forma Mx̂ siendo M una matriz, simétrica constante y definida positiva.

Por tanto, podemos obtener un observador de estado no lineal para (63) de la siguiente
forma

˙̂x = J (y)
∂H

∂x̂
+ (I + S)

∂H

∂x̂
+ F(y) +K(y − ŷ),

y = C ∂H
∂x̂

, (64)

donde K = (k1, k2, ..., kn)T es una matriz constante, conocida como ganancia del observador.
En el contexto de la sincronización, el observador (64) realizará el papel de oscilador esclavo,
cuya función será estimar las dinámicas completas del sistema (63).

El error estimado del estado, definido como e = x− x̂. Y el error estimado de la salida,
definido como ey = y − ŷ, son gobernados por

·
e = J (y)

∂H

∂e
+ (I + S − KC)∂H

∂e
, e ∈ Rn

ey = C ∂H
∂e

, ey ∈ Rm (65)

donde ∂H(e)/∂e con abusos de notación, es el vector gradiente de la función de enerǵıa
modificada

∂H(e)

∂e
=
∂H

∂x
− ∂H

∂x̂
= M(x− x̂) = Me. (66)

VI.2.2.2 Estabilidad del error de sincrońıa

En esta sección, se dan condiciones de estabilidad para el error de sincrońıa definido por
(65) entre el oscilador maestro (63) y el oscilador esclavo (64).

A continuación, se propone, cuando sea necesario, I + S =W y recordamos un par de
conceptos relacionados con la estabilidad del error de sincrońıa (65).

Teorema 2 [10]: El estado x del oscilador no lineal (63) puede ser global, asintótica y
exponencialmente estimado por el estado x̂ de un observador de la forma (64), si el par de
matrices (C,W) o (C,S) son observables o al menos detectables.
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La observabilidad en cualquiera de los dos pares de matrices (C,W) o (C,S) es una
condición suficiente, mas no necesaria para la reconstrucción asintótica de los estados del
sistema maestro (63). Una condición necesaria y suficiente para estabilidad asintótica global
del error de estimación, está dada por el siguiente teorema.

Teorema 3 [75]: El estado x del sistema no lineal (63) puede ser global, asintótica
y exponencialmente estimado por el estado x̂ del observador (64), si y sólo si, existe una
matriz constante tal que la matriz simétrica

[W −KC] + [W −KC]T = [S − KC] + [S − KC]T = 2[S − 1

2
(KC − CTKT )], (67)

sea definida negativa.

VI.3 Sincronización de redes complejas con nodos

caóticos de orden entero

En esta sección se reportan los resultados numéricos de la sincronización de redes complejas
utilizando como nodos a sistemas caóticos de orden entero, tales sistemas son el oscilador
de Rössler y el oscilador de Chua con retardo. Los resultados numéricos se obtuvieron por
medio del programa Matlab.

VI.3.1 Sincronización del oscilador de Rössler en mundo pequeño

Aqúı se consideran las ecuaciones del oscilador de Rössler en forma normalizada, las cuales,
estan dadas por las ecuaciones (37). Sabemos que los valores de los parámetros para los
cuales el oscilador de Rössler (37) genera dinámicas caóticas son: a = 0.2, b = 0.2,, c = 5.7
y las condiciones iniciales x(0) = (5, 5, 5).

VI.3.1.1 Sincronización de redes con nodos de Rössler en vecino cercano

Las ecuaciones de estado para múltiples nodos caóticos de Rössler que forman la red
dinámica (de acuerdo a la ecuación (47)), están dadas por



50

.
xi1 = −xi2 − xi3 + s

N∑

j=1

aijΓxj1, i = 1, 2, ..., N,

.
xi2 = xi1 + axi2 , (68)

.
xi3 = b+ xi3 (xi1 − c).

Para d̄ = 0.2, el nodo aislado de Rössler (37) (de acuerdo a la ecuación (53)) se estabiliza
en un punto fijo como se muestra en la figura 16. En particular, con N = 8 nodos caóticos
de Rössler, con el grado de conexión K = 2 y con las condiciones iniciales para el nodo 1
x1(0) = (4, 4, 4), para el nodo 2 x2(0) = (3, 3, 3), para el nodo 3 x3(0) = (6, 6, 6), para el
nodo 4 x4(0) = (2, 3, 4), para el nodo 5 x5(0) = (3, 4, 5), para el nodo 6 x6(0) = (4, 5, 6),
para el nodo 7 x7(0) = (6, 5, 4) y para el nodo 8 x8(0) = (5, 4, 3).

La red dinámica en configuración de vecino cercano se muestra en la figura 17. La
matriz de acoplamiento correspondiente está dada por

Anc =




−2 1 0 0 0 0 0 1

1 −2 1 0 0 0 0 0

0 1 −2 1 0 0 0 0

0 0 1 −2 1 0 0 0

0 0 0 1 −2 1 0 0

0 0 0 0 1 −2 1 0

0 0 0 0 0 1 −2 1

1 0 0 0 0 0 1 −2




. (69)

El segundo valor propio mayor definido por (1) es como sigue,

−4sen2(
π

8
) = −0.5858. (70)

Con la fuerza de acoplamiento elegida s = 0.4, la condición de sincronización (59) es
como sigue,

0.4 ≥
∣∣∣∣

0.2

−0.5858

∣∣∣∣ = 0.3414. (71)

La condición (59) se cumple y por tanto, la red dinámica (68) con 8 nodos caóticos de
Rössler acoplados en configuración de vecino cercano sincronizará. La figura 18 muestra
los atractores caóticos generados por los 8 nodos, los cuales, son proyectados sobre el plano
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Figure 2: Attractors of an isolated Rössler node with feedback �Tx1 .

The largest nonzero eigenvalue is de�ned by (6), as follows,

�4 sin2(�
8
) = �0:5858: (12)

The synchronization condition (3) is as follows,

�0:5858 � �0:2
0:4

= �0:5: (13)

The condition (3) is ful�lled and therefore the network (10) with 8 coupled chaotic nodes in
nearest-neighbor will synchronize. Figure 4 shows the �rst attractor (xi1 vs xi2) of each of the 8
nodes. While, Figure 5 illustrates the synchronization among nodes, showing the �rst state of each
node.

With N = 9 nodes, the network is shown in Figure 6. The coupling matrix is de�ned by

Anc =

26666666666664

�2 1 0 0 0 0 0 0 1
1 �2 1 0 0 0 0 0 0
0 1 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 1 �2 1 0 0 0 0
0 0 0 1 �2 1 0 0 0
0 0 0 0 1 �2 1 0 0
0 0 0 0 0 1 �2 1 0
0 0 0 0 0 0 1 �2 1
1 0 0 0 0 0 0 1 �2

37777777777775
: (14)

The largest nonzero eigenvalue is de�ned by (6),

8

Figura 16: Atractores en punto fijo generados por un nodo aislado de Rössler con una
retroalimentación de control −d̄x1 .
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Figura 17: Red en vecino cercano con N = 8 nodos caóticos de Rössler
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Figura 18: Atractores caóticos proyectados en el plano (xi1, xi2) para N = 8 nodos caóticos
de Rössler.
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Figure 4: First attractor of each node, N = 8:
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Figure 5: Synchronization in the �rst states of 8 nodes xi1 ; i = 1; :::; 8, in the nearest-neighbor
coupled network.

9

Figura 19: Sincronización de la red del primer estado de los 8 nodos caóticos de Rössler
xi1 , i = 1, ..., 8 en la red con nodos acoplados en vecino cercano.
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Figura 20: Red en vecino cercano con N = 9 nodos caóticos de Rössler.

(xi1, xi2). Mientras, la figura 19 ilustra la sincronización de la red dinámica entre los 8
nodos, mostrando la sincronización del primer estado de cada nodo, es decir, xi1, i = 1, ...8.

Ahora, considerando la red con N = 9 nodos caóticos de Rössler acoplados, la red
dinámica en configuración de vecino cercano es como se muestra en la figura 20. La matriz
de acoplamiento correspondiente es definida por

Anc =




−2 1 0 0 0 0 0 0 1

1 −2 1 0 0 0 0 0 0

0 1 −2 1 0 0 0 0 0

0 0 1 −2 1 0 0 0 0

0 0 0 1 −2 1 0 0 0

0 0 0 0 1 −2 1 0 0

0 0 0 0 0 1 −2 1 0

0 0 0 0 0 0 1 −2 1

1 0 0 0 0 0 0 1 −2




. (72)

El segundo valor propio mayor definido por (1),

−4sen2(
π

9
) = −0.4679. (73)

La condición de sincronización (59) es como sigue,
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Figure 7: Phase portrait for no synchronization process among 9 nodes of the network.

probability p. In this case, we used a probability of connection p = 0:15, we choose a network with
two new connections of 15 di¤erent, the total 15 possibilities are shown in Appendix. With these
new connections the network is shown in Figure 8. Then, we recompute the diagonal elements
according to formula (2), the coupling matrix with two new connections is de�ned as

Anc =

26666666666664

�2 1 0 0 0 0 0 0 1
1 �3 1 0 0 1 0 0 0
0 1 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 1 �3 1 0 0 0 1
0 0 0 1 �2 1 0 0 0
0 1 0 0 1 �3 1 0 0
0 0 0 0 0 1 �2 1 0
0 0 0 0 0 0 1 �2 1
1 0 0 1 0 0 0 1 �3

37777777777775
:

The largest nonzero eigenvalue is �0:8732. The synchronization condition (3) is given by,

�0:8732 � �0:2
0:4

= �0:5: (16)

The condition (3) is ful�lled and therefore the network with 9 nodes will synchronize.

Figure 9 shows the �rst attractor of each node. While, Figure 10 illustrates the synchronization
among 9 nodes, showing the �rst state of each node.

12

Figura 21: Retrato de fase de la no sincronización entre 9 nodos de la red en configuración
de vecino cercano.

0.4 ≥
∣∣∣∣

0.2

−0.4679

∣∣∣∣ = 0.4274.

Ahora, la condición de sincronización (59) no se cumple y por tanto, la red dinámica
(68) con N = 9 nodos caóticos de Rössler acoplados en vecino cercano no sincronizará. La
figura 21 muestra el retrato de fase entre los nodos, mostrando el primer estado de cada
nodo xi1, i = 1, ...9, se puede observar que no hay sincronización entre los nodos.

Por tanto, podemos decir que para la fuerza de acoplamiento s = 0.4, la red dinámica en
configuración de vecino cercano (68) sincronizará hasta con N = 8 nodos caóticos acoplados
de Rössler.

VI.3.1.2 Sincronización de redes con nodos de Rössler en mundo pequeño

La red en vecino cercano con valores de parámetros previos no sincroniza para N ≥ 9
nodos caóticos de Rössler acoplados en vecino cercano, por tanto, ahora usamos la configu-
ración de acoplamiento entre nodos de mundo pequeño para sincronizar la red con N ≥ 9
nodos caóticos de Rössler, sin alcanzar la configuración de acoplamiento global, donde la
sincronización se logra sin “ningún problema”, además de tener conexiones innecesarias
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(redundantes) que aumentaŕıan los costos de construcción y un mayor consumo de enerǵıa,
solo con algunas nuevas conexiones agregadas se puede lograr la sincronización de la red
mediante la configuración de mundo pequeño, esto se describe a continuación.

Basado en la matriz de acoplamiento (72) con N = 9 en configuración de vecino cercano,
se puede construir la nueva matriz de acoplamiento en mundo pequeño de la siguiente
manera [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano Anc, los elementos aij =
aji = 0 pueden cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En
este caso, se utiliza una probabilidad de conexión p = 0.15, se eligió una red con dos
nuevas conexiones. Con estas nuevas conexiones, la red dinámica se muestra en la figura
22. Entonces, recalculando los elementos de la diagonal de acuerdo a (50), la matriz de
acoplamiento correspondiente con dos nuevas conexiones se define como

Aswc =




−2 1 0 0 0 0 0 0 1

1 −3 1 0 0 1 0 0 0

0 1 −2 1 0 0 0 0 0

0 0 1 −3 1 0 0 0 1

0 0 0 1 −2 1 0 0 0

0 1 0 0 1 −3 1 0 0

0 0 0 0 0 1 −2 1 0

0 0 0 0 0 0 1 −2 1

1 0 0 1 0 0 0 1 −3




.

El segundo valor propio mayor es −0.8732. La condición de sincronización (59) es dada
por

0.4 ≥
∣∣∣∣

0.2

−08732.

∣∣∣∣ = 0.23. (74)

Con lo anterior, la condición de sincronización (59) se cumple y por tanto, la red con 9
nodos caóticos de Rössler sincronizará en esta configuración de acoplamiento.

La figura 23 muestra el atractor x1 vs x2 de cada nodo. Mientras que, la figura 24 ilustra
la sincronización entre los 9 nodos, mostrando la sincronización del primer estado de cada
nodo.

Las figuras 25 y 26 muestran los valores numéricos de λ2ns (p;N) en función de la
probabilidad p y el número de N nodos de Rössler. En estas figuras, cada par de valores
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2

26666666666664

�2 1 0 0 0 0 0 0 1
1 �3 1 0 0 1 0 0 0
0 1 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 1 �3 1 0 0 0 1
0 0 0 1 �2 1 0 0 0
0 1 0 0 1 �3 1 0 0
0 0 0 0 0 1 �2 1 0
0 0 0 0 0 0 1 �2 1
1 0 0 1 0 0 0 1 �3

37777777777775
�0:8732 � �0:5:

2

26666666666664

�2 1 0 0 0 0 0 0 1
1 �2 1 0 0 0 0 0 0
0 1 �3 1 0 0 0 1 0
0 0 1 �2 1 0 0 0 0
0 0 0 1 �2 1 0 0 0
0 0 0 0 1 �2 1 0 0
0 0 0 0 0 1 �3 1 1
0 0 1 0 0 0 1 �3 1
1 0 0 0 0 0 1 1 �3

37777777777775
�0:6266 � �0:5

2

26666666666664

�2 1 0 0 0 0 0 0 1
1 �3 1 0 0 0 0 1 0
0 1 �2 1 0 0 0 0 0
0 0 1 �2 1 0 0 0 0
0 0 0 1 �3 1 0 0 1
0 0 0 0 1 �2 1 0 0
0 0 0 0 0 1 �2 1 0
0 1 0 0 0 0 1 �3 1
1 0 0 0 1 0 0 1 �3

37777777777775
�0:7941 � �0:5

20

Figura 22: Red en mundo pequeño con N = 9 nodos caóticos de Rössler acoplados.
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Figura 23: Atractores caóticos proyectados en el plano (xi1, xi2) en configuración de mundo
pequeño de los N = 9 nodos.
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Figure 10: Synchronization in the �rst states, among 9 nodes of the network in small-world con�g-
uration.

Figures 11 and 12 show the numerical values of �1ns (p;N) as a function of the probability p
and the number of N nodes. In these �gures, for each pair of values of p and N , �1ns (p;N) is
obtained by averaging the results of 20 runs, implemented in the Matlab programming language.
It can be seen that:

(i) For any given value of N , �1ns (p;N) decreases to �N as p increases from 0 to 1.
(ii) For any given value of p 2 (0; 1]; �1ns (p;N) decreases to �1 as N increases to +1:

The above results imply that, for any given coupling strength s > 0, we have:

(i) For any given N > T=s, there exists a critical value p , so that if p � p � 1, then the
small-world connected network will synchronize.

(ii) For any given p 2 (0; 1], there exists a critical value N ; so that if N � N ; then the
small-world connected network will synchronize.

Figure 13 shows the values of p and N which can achieve network synchronization. For example,
for N = 50, 150; and 200; the network synchronization in small-world connected is achieved for
p > 0:018; p > 0:08, and p > 0:006; respectively.

6 Conclusions

We have realized the network synchronization in two di¤erent topologies, were obtained numerical
results for the network synchronization in the con�guration nearest-neighbor and small-world, using

14

Figura 24: Sincronización de los primeros estados (xi1, i = 1, ...9) de cada nodo entre los 9
nodos de la red en configuración de mundo pequeño.
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de p y N , λ2ns (p;N) se obtienen promediando los resultados de 20 corridas implementadas
en el lenguaje de programación Matlab. De estas figuras se puede observar que:

(i) Para cualquier valor de N , el valor de λ2ns (p;N) decrementa a −N conforme p
incrementa de 0 a 1.

(ii) Para cualquier valor de p ∈ (0, 1], el valor de λ2ns (p;N) decrementa a −∞ conforme
N incrementa a +∞.

Los resultados anteriores implican que, para cualquier fuerza de acoplamiento dada
s > 0, tenemos:

(i) Para cualquier N > d̄/s, existe un valor cŕıtico p , tal que śı p ≤ p ≤ 1, entonces
la red conectada en mundo pequeño sincronizará.

(ii) Para cualquier p ∈ (0, 1], existe un valor cŕıtico N , tal que śı N ≥ N , entonces la
red conectada en mundo pequeño sincronizará.

La figura 27 muestra los valores de p y N con los cuales se puede lograr la sincronización
de la red. Por ejemplo, para N = 50, 150 y 200, la sincronización de la red conectada en
mundo pequeño se logra para p > 0.018, p > 0.08 y p > 0.006, respectivamente.

VI.3.2 Sincronización en red del oscilador de Chua con retardo

En esta sección se reportan los resultados en simulación numérica de la sincronización en
red del oscilador de Chua con retardo en diferentes topoloǵıas, se muestra la sincronización
en la topoloǵıa de vecino cercano, mundo pequeño, anillo abierto, arbol, estrella y global.
En cada una de estas topoloǵıas se evaluó la cantidad de nodos que se pueden conectar en
base a una cierta fuerza de acoplamiento y como es que influye en cada una de las diferentes
configuraciones de red, además se evaluó la sincronización de forma unidireccional en estas
mismas topoloǵıas observando cómo cambian las condiciones de sincronización para cada
caso.

Para las siguientes simulaciones se toman las ecuaciones normalizadas del oscilador de
Chua con retardo, las cuales estan dadas por (38), sabemos que los valores de los parámetros
para los cuales el oscilador de Chua con retardo (38) genera dinámica caótica son: α = 10,
β = 19.53, γ = 0.1636, a = −1.4325, b = −0.7831, σ = 0.5, ε = 0.2 y el retardo τ = 0.001
y las condiciones iniciales x(0) = (1.1, 0.1, 0.5).

VI.3.2.1 Sincronización de red acoplada en configuración de vecino más cer-

cano

Sincronización bidireccional

Las ecuaciones de estado para múltiples nodos hipercaóticos del oscilador de Chua con
retardo de la red dinámica (de acuerdo a la ecuación (47)) están dadas por
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.
xi1 = α(−xi1 + xi2 − f(xi1)) + c

N∑

j=1

aijΓxj1, i = 1, 2, ..., N

.
xi2 = xi1 − xi2 + xi3, (75)
.
xi3 = −βxi2 − γxi3 − βεsen(σxi1 (t− τ)),

con función no lineal

f (x1) = bx1 +
1

2
(a− b) (|x1 + 1| − |x1 − 1|) .

Para el valor de d̄ = 30, el nodo aislado del circuito de Chua con retardo (53) se estabiliza
en un punto como se aprecia en la figura 28. El valor de la fuerza de acoplamiento c elegida
es c = 25 y el grado de conexión de la red es K = 2.

Con un número de N = 5 nodos la red queda definida como se aprecia en la figura 29
(a). La matriz de acoplamiento bidireccional queda definida como

Anc =




−2 1 0 0 1

1 −2 1 0 0

0 1 −2 1 0

0 0 1 −2 1

1 0 0 1 −2




. (76)
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Figure 2: Atractores de un Chua con retardo aislado con retroalimentación �Tx1 .

con la función no lineal

f (x1) = bx1 +
1

2
(a� b) (jx1 + 1j � jx1 � 1j) :

Para el valor de T = 30, el nodo aislado del Chua con retardo (4) se estabiliza en un punto
como se aprecia en la �gura 2. El valor de la fuerza de acoplamiento s elegida es s = 25 y el grado
de conexión de la red K = 2.

Con un número de N = 5 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 3 (a). La
matriz de acoplamiento bidireccional queda de�nida como

Anc =

266664
�2 1 0 0 1
1 �2 1 0 0
0 1 �2 1 0
0 0 1 �2 1
1 0 0 1 �2

377775 : (15)

El mayor valor propio diferente de cero queda de�nido por (6),

�4sen2(�
5
) = �1:382: (16)

La condición de sincronización (3) queda de la siguiente manera,

�1:382 � �30
25
= �1:2: (17)

Con estos valores seleccionados, la condición (3) se cumple y por tanto la red con 5 nodos
sincronizará.

En la �gura 4 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 5 nodos. En la
�gura 5 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de
cada nodo.

8

Figura 28: Atractores punto fijo del circuito de Chua con retardo aislado con retroalimen-
tación −d̄x1 .

El segundo valor propio mayor definido por (1),

−4sen2(
π

5
) = −1.382. (77)

La condición de sincronización (59) queda de la siguiente manera,

25 ≥
∣∣∣∣

30

−1.382

∣∣∣∣ = 21.7. (78)

Con estos valores seleccionados, la condición (59) se cumple y por tanto, la red con 5
nodos sincronizará.

En la figura 30 se muestran los atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada uno de los 5
nodos. En la figura 31 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos, mostrando solo
el primer estado de cada nodo.

Con un número de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura 29
(b). La matriz de acoplamiento queda definida como
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Figure 3: Red en con�guración vecino más cercano bidireccional. a) Con N = 5: b) Con N = 6:
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Figure 4: Primer atractor de cada nodo, con sincronización bidireccional y con N = 5
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Figure 5: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano.
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Figura 29: Red en configuración vecino cercano bidireccional: a) con N = 5 nodos, b) con
N = 6. nodos
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Figure 5: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano.
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Figura 30: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en la red, con acoplamiento
bidireccional y con N = 5.
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Figure 3: Red en con�guración vecino más cercano bidireccional. a) Con N = 5: b) Con N = 6:
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Figure 5: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano.
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Figura 31: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino cercano.

Anc =




−2 1 0 0 0 1

1 −2 1 0 0 0

0 1 −2 1 0 0

0 0 1 −2 1 0

0 0 0 1 −2 1

1 0 0 0 1 −2




. (79)

El segundo valor propio mayor definido por (1),

−4sen2(
π

6
) = −1. (80)

La condición de sincronización (59) queda de la siguiente manera,

25 ≥
∣∣∣∣

30

−1

∣∣∣∣ = 30.

Con estos valores seleccionados la condición de sincronización (59) no se cumple y por
tanto, la red con 6 nodos no sincronizará. En la figura 32 se muestra el plano de fase entre
cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo (xi1, i = 1, 2, ..., 6),
se puede apreciar que no hay sincrońıa entre los nodos.
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Figure 6: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en vecino mas cercano acoplados bidireccional-
mente.

Con un número de nodos N = 6 la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 3 (b). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

26666664

�2 1 0 0 0 1
1 �2 1 0 0 0
0 1 �2 1 0 0
0 0 1 �2 1 0
0 0 0 1 �2 1
1 0 0 0 1 �2

37777775 : (18)

El mayor valor propio diferente de cero queda de�nido por (6),

�4sen2(�
6
) = �1: (19)

La condición de sincronización (3) queda de la siguiente manera,

�1 � �30
25
= �1:2:

Con estos valores seleccionados la condición (3) no se cumple y por tanto, la red con 6 nodos
no sincronizará. En la �gura 6 se muestra el plano de fase entre cada uno de los nodos, mostrando
sólo el primer estado de cada nodo, se puede apreciar que no hay sincronía entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parámetros s = 25 y N = 6 no se logrará
la sincronización de la red, la sincronización en una red en con�guración de vecino más cercano
acoplados bidireccionalmente sincronizará hasta un máximo de 5 nodos.

10

Figura 32: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en vecino cercano acoplados bidirecci-
onalmente.
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Figure 7: Red en con�guración vecino más cercano unidireccional. a) Con N = 5: b) Con N = 6:

4.2.2 Sincronización unidireccional

Con un número de N = 5 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 7 (a). La matriz
de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

266664
�1 0 0 0 1
1 �1 0 0 0
0 1 �1 0 0
0 0 1 �1 0
0 0 0 1 �1

377775 : (20)

Con una fuerza de acoplamiento s = 10 y con los valores anteriores, la red con 5 nodos sin-
cronizará. En la �gura 8 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 5 nodos. En
la �gura 9 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de
cada nodo.

Con un número de N = 6 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 7 (b). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

26666664

�1 0 0 0 0 1
1 �1 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0
0 0 1 �1 0 0
0 0 0 1 �1 0
0 0 0 0 1 �1

37777775 : (21)

El mayor valor propio diferente de cero es �0:5000� 0:8660i. Con una fuerza de acoplamiento
s = 10 y los valores anteriores la red con 6 nodos no sincronizará. En la �gura 10 se muestra el

11

Figura 33: Red en configuración de vecino cercano unidireccional. a) Con N = 5, b) Con
N = 6.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parámetros c = 25 y N = 6 no se
logrará la sincronización de la red, la sincronización en una red en configuración de vecino
cercano acoplados bidireccionalmente sincronizará hasta un máximo de 5 nodos.

Sincronización unidireccional

Con un número de N = 5 nodos, la red queda definida como se aprecia en la figura 33
(a). La matriz de acoplamiento queda como sigue

Anc =




−1 0 0 0 1

1 −1 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 1 −1 0

0 0 0 1 −1




. (81)

Con una fuerza de acoplamiento c = 10 y con los valores anteriores, la red con 5 nodos
sincronizará. En la figura 34 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2)
de cada uno de los 5 nodos. En la figura 35 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los
nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.

Con un número de N = 6 nodos la red queda definida como se aprecia en la figura 33
(b). La matriz de acoplamiento queda como sigue
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Figure 8: Primer atractor de cada nodo con acoplamiento unidireccional y con N = 5:
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Figure 9: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano unidireccional con
N = 5:
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Figura 34: Atractores caóticos proyectados en el plano (xi1 vs xi2) de cada nodo con
acoplamiento unidireccional con N = 5 nodos.
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Figure 9: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano unidireccional con
N = 5:

12

Figura 35: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino cercano unidireccional con
N = 5 nodos.
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Figure 10: Plano de fase en veciono cercano unidireccional entre los 6 nodos de la red.

plano de fase entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de cada nodo, se puede
apreciar que no hay sincronía entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parámetros s = 10 y N = 6 no se logrará
la sincronización de la red, la sincronización en una red en con�guración de vecino más cercano
unidireccional sincronizará hasta un máximo de 5 nodos.

4.3 Sincronización de red acoplada en con�guración mundo pequeño

4.3.1 Sincronización bidireccional

La red de vecino más cercano con los valores de los parámetros anteriores no sincronizará para
N � 6, por tanto, se recurre a la con�guración en mundo pequeño para lograr la sincronización
para un número de nodos N � 6, sin necesidad de llegar a la con�guración de acoplamiento global,
donde se lograría la sincronización sin problema, además teniendo conexiones innecesarias que
aumentarían costos de construcción y un mayor consumo de energía, mientras que con algunas
nuevas conexiones se puede tener sincronización completa de la red utilizando la con�guración de
mundo pequeño.

Partiendo de la matriz de acoplamiento (12) con N = 6 de la con�guración de vecino más
cercano, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeño como sigue [27].
En la matriz de acoplamiento de vecino más cercano Anc, los elementos aij = aji = 0 pueden
cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este caso, se utilizó una
probabilidad de conexión p = 0:15 con lo cual se anexaron dos nuevas conexiones. Con estas nuevas
conexiones la red queda como se muestra en la �gura 11 (a). Entonces reescribiendo los elementos
de la diagonal principal de acuerdo con la ecuación (2) la matriz de acoplamiento con estas dos
nuevas conexiones queda de�nida como

13

Figura 36: Plano de fase en vecino cercano unidireccional entre los 6 nodos de la red.

Anc =




−1 0 0 0 0 1

1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 −1




. (82)

Con una fuerza de acoplamiento c = 10 y los valores anteriores la red con 6 nodos
no sincronizará. En la figura 36 se ilustra el plano de fase entre cada uno de los nodos,
mostrando sólo el primer estado de cada nodo xi1, i = 1, ...6, se puede apreciar que no hay
sincrońıa entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parámetros c = 10 y N = 6 no se
logrará la sincronización de la red, la sincronización en una red en configuración de vecino
más cercano unidireccional sincronizará hasta un máximo de 5 nodos.

VI.3.2.2 Sincronización de red acoplada en configuración mundo pequeño

Sincronización bidireccional

La red de vecino cercano con los valores de los parámetros anteriores no sincroniza
para N ≥ 6, por tanto, se recurre a la configuración en mundo pequeño para lograr la
sincronización para un número de nodos N ≥ 6, sin necesidad de llegar a la configuración
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de acoplamiento global, donde se lograŕıa la sincronización “sin problema”, además teniendo
conexiones innecesarias que aumentaŕıan costos de construcción y un mayor consumo de
enerǵıa, mientras que con algunas nuevas conexiones se puede tener sincronización completa
de la red utilizando la configuración de mundo pequeño.

Partiendo de la matriz de acoplamiento (79) con N = 6 de la configuración de vecino
cercano, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeño como
sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano Anc, los elementos aij = aji = 0
pueden cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este caso, se
utilizó una probabilidad de conexión p = 0.15 con lo cual se anexaron dos nuevas conexiones.
Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura 37(a). Entonces
reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la ecuación (50) la
matriz de acoplamiento con estas dos nuevas conexiones queda definida como

Aswc =




−3 1 0 1 0 1

1 −2 1 0 0 0

0 1 −2 1 0 0

1 0 1 −4 1 1

0 0 0 1 −2 1

1 0 0 1 1 −3




.

El segundo valor propio mayor es −1.3088. La condición de sincronización (59) queda
de la siguiente manera,

25 ≥
∣∣∣∣

30

−1.3088

∣∣∣∣ = 22.92. (83)

Con estos valores seleccionados la condición (59) se cumple y la red en mundo pequeño
con 6 nodos sincronizará. En la figura 38 se muestran los atractores caóticos proyectados
en (xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos.

En la figura 39 se ilustra la sincrońıa entre cada uno de los nodos, mostrando solo el
primer estado de cada nodo, se puede apreciar la sincrońıa entre los 6 nodos.

La figura 40 muestra los valores numéricos de λ2ns como función del número de nodos
N . En esta figura cada par de valores de N , λ2ns es obtenido promediando el resultado
de 20 corridas, implementadas en el lenguaje de programación Matlab. Los resultados
anteriores implican que para cualquier fuerza de acoplamiento c > 0, tenemos que:

(i) Para cualquier número de nodos N , existe un valor cŕıtico λ2ns , tal que śı λ2ns ≥
λ2ns entonces la red conectada en mundo pequeño sincronizará.

Sincronización unidireccional
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Figure 11: Red en con�guración mundo pequeño con N = 6: a) Bidireccional. b) Unidireccional.

Agl =

26666664

�3 1 0 1 0 1
1 �2 1 0 0 0
0 1 �2 1 0 0
1 0 1 �4 1 1
0 0 0 1 �2 1
1 0 0 1 1 �3

37777775 :

El mayor valor propio diferente de cero es �1:3088.

La condición de sincronización (3) queda de la siguiente manera,

�1:3088 � �30
25
= �1:2: (22)

Con estos valores seleccionados la condición (3) se cumple y la red en mundo pequeño con 6
nodos sincronizará. En la �gura 12 se muestra el primer atractor de cada uno de los 6 nodos.

En la �gura 13 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer
estado de cada nodo, se puede apreciar la sincronía entre los 6 nodos.

4.3.2 Sincronización unidireccional

Partiendo de la matriz de acoplamiento (12) con N = 6 de la con�guración de vecino más cercano
unidireccional, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeño como sigue
[27]. En la matriz de acoplamiento de vecino más cercano Anc, los elementos aij = aji = 0 pueden
cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este caso se utilizó una
probabilidad de conexión p = 0:15 con lo cual se anexaron dos nuevas conexiones. Con estas nuevas

14

Figura 37: Red en configuración en mundo pequeño con N = 6: a) bidireccional, b)
unidireccional.
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Figure 12: Primer atractor de cada nodo en con�guración mundo pequeño con N = 6 y
acoplamiento bidireccional.
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Figure 13: Plano de sincronía entre los 6 nodos de la red en con�guracion mundo pequeño y
acoplamiento bidireccional.

15

Figura 38: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en configuración de mundo pequeño
con N = 6 acoplados bidireccionalmente.
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Figure 12: Primer atractor de cada nodo en con�guración mundo pequeño con N = 6 y
acoplamiento bidireccional.
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Figure 13: Plano de sincronía entre los 6 nodos de la red en con�guracion mundo pequeño y
acoplamiento bidireccional.
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Figura 39: Plano de fase (sincrońıa) entre los 6 nodos de la red en configuración de mundo
pequeño acoplados bidireccionalmente.
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Figure 14: Numero de nodos en función de los valores propios para lograr la sincronia

4.3.2 Sincronización unidireccional

Partiendo de la matriz de acoplamiento (12) con N = 6 de la con�guración de vecino más cercano
unidireccional, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeño como sigue
[27]. En la matriz de acoplamiento de vecino más cercano Anc, los elementos aij = aji = 0 pueden
cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este caso, se utilizó una
probabilidad de conexión p = 0:15 con lo cual se anexaron dos nuevas conexiones. Con estas nuevas
conexiones la red queda como se muestra en la �gura 11 (b). Entonces reescribiendo los elementos
de la diagonal principal de acuerdo con la ecuación (2) la matriz de acoplamiento con estas dos
nuevas conexiones queda de�nida como

Agl =

26666664

�1 0 0 0 0 1
1 �1 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0
1 0 1 �2 0 0
0 0 0 1 �1 0
0 0 0 1 1 �2

37777775 :

El mayor valor propio diferente de cero es �0:9293 + 0:7587i.

Con estas dos nuevas conexiones y valores anteriores la red en mundo pequeño unidireccional
con 6 nodos sincronizará. En la �gura 15 se muestra el primer atractor de cada uno de los 6 nodos.

En la �gura 16 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer
estado de cada nodo, se puede apreciar la sincronía entre los 6 nodos.

16

Figura 40: Número de nodos en función de los valores propios para lograr la sincrońıa.
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Partiendo de la matriz de acoplamiento (82) con N = 6 de la configuración de vecino
cercano unidireccional, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo
pequeño como sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano Anc, los elementos
aij = aji = 0 pueden cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p.
En este caso, se utilizó una probabilidad de conexión p = 0.15 con lo cual se anexaron dos
nuevas conexiones. Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura
37(b). Entonces reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la
ecuación (50), la matriz de acoplamiento correspondiente con estas dos nuevas conexiones
queda definida como

Aswc =




−1 0 0 0 0 1

1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

1 0 1 −2 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 1 1 −2




.

El segundo valor propio mayor es −0.9293 + 0.7587i.

Con estas dos nuevas conexiones agregadas a la red original y valores anteriores la red
en mundo pequeño unidireccional con 6 nodos sincronizará. En la figura 41 se muestran
los atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos.

En la figura 42 se aprecia la sincrońıa entre cada uno de los nodos, mostrando sólo el
primer estado de cada nodo xi1, i = 1, 2..., 6, se puede apreciar la sincrońıa entre los 6
nodos.

VI.3.2.3 Sincronización de red acoplada en configuración anillo abierto

Sincronización bidireccional

Con un número de N = 6 nodos acoplados bidireccionalmente la red en anillo abierto
queda configurada como se aprecia en la figura 43(a). Para este caso, la matriz de acopla-
miento queda definida como
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Figure 15: Primer atractor de cada nodo en con�guración mundo pequeño unidireccional conN = 6:
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Figure 16: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en con�guracion mundo pequeño unidireccional.
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Figura 41: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en la red en configuración de
mundo pequeño unidireccional con N = 6.
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Figure 15: Primer atractor de cada nodo en con�guración mundo pequeño unidireccional conN = 6:
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Figure 16: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en con�guracion mundo pequeño unidireccional.

17

Figura 42: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en configuración mundo pequeño
unidireccional.
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Figure 17: Red en con�guración anillo abierto con N = 6: a) Bidireccional. b) Unidireccional.

4.4 Sincronización de red acoplada en con�guración anillo abierto

4.4.1 Sincronización bidireccional

Con un número de nodos N = 6 la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 17 (a). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

26666664

�1 1 0 0 0 0
1 �2 1 0 0 0
0 1 �2 1 0 0
0 0 1 �2 1 0
0 0 0 1 �2 1
0 0 0 0 1 �1

37777775 : (23)

El mayor valor propio diferente de cero es �0:2679: Para este caso el Lema 1 [27] no es valido,
sin embargo, esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 50:

En la �gura 18 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos. En la
�gura 19 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de
cada nodo.

4.4.2 Sincronización unidireccional

Con un número de nodos N = 6 la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 17 (b). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

26666664

0 0 0 0 0 0
1 �1 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0
0 0 1 �1 0 0
0 0 0 1 �1 0
0 0 0 0 1 �1

37777775 : (24)

18

Figura 43: Red en configuración anillo abierto con N = 6: a) acoplamiento bidireccional,
b) acoplamiento unidireccional.

Aroc =




−1 1 0 0 0 0

1 −2 1 0 0 0

0 1 −2 1 0 0

0 0 1 −2 1 0

0 0 0 1 −2 1

0 0 0 0 1 −1




. (84)

El segundo valor propio mayor es −0.2679. Para este caso, la condición de sincronización
del teorema 1 [74] no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor de ganancia
c = 50.

En la figura 44 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2) de cada
uno de los 6 nodos. En la figura 45 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos,
ilustrando sólo el primer estado de cada nodo, xi1, i = 1, 2, ..., 6.

Sincronización unidireccional

Con un número de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura
43(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

Aroc =




0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0

0 0 1 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 −1




. (85)
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Figure 18: Primer atractor de cada nodo en anillo abierto bidireccional, N = 6:
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Figure 19: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto bidireccional con N = 6:
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Figura 44: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) generados por cada nodo en anillo abierto bidi-
reccional, N = 6.
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Figure 18: Primer atractor de cada nodo en anillo abierto bidireccional, N = 6:
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Figure 19: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto bidireccional con N = 6:
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Figura 45: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto bidireccional con
N = 6.
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Figure 20: Primer atractor de cada nodo en anillo abierto unidireccional, N = 6:

El mayor valor propio diferente de cero es �1: Para este caso, el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 50:

En la �gura 20 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos. En la
�gura 21 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de
cada nodo.

4.5 Sincronización de red acoplada en con�guración estrella

4.5.1 Sincronización bidireccional

Con un número de N = 5 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 22 (a). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

266664
�4 1 1 1 1
1 �1 0 0 0
1 0 �1 0 0
1 0 0 �1 0
1 0 0 0 �1

377775 : (25)

El mayor valor propio diferente de cero es �1: Para este caso el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 20:

En la �gura 23 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 5 nodos. En la
�gura 24 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando solo el primer estado de
cada nodo.

20

Figura 46: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en anillo abierto unidireccional,
N = 6.

El segundo valor propio mayor es −1. Para este caso, la condición de sincronización del
teorema 1 [74] no se satisface, sin embargo, esta red en anillo abierto con nodos acoplados
unidireccionalmente sincroniza con un valor de ganancia c = 50.

En la figura 46 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2) generados
por cada uno de los 6 nodos. Mientras en la figura 47 se muestra la sincrońıa entre cada
uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.

VI.3.2.4 Sincronización de red acoplada en configuración estrella

Sincronización bidireccional

Con un número de N = 5 nodos (osciladores de Chua con retardo) la red queda definida
como se aprecia en la figura 48(a). La matriz de acoplamiento queda como sigue

Astc =




−4 1 1 1 1

1 −1 0 0 0

1 0 −1 0 0

1 0 0 −1 0

1 0 0 0 −1




. (86)
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Figure 21: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto unidireccional con N = 6:

Figure 22: Red en con�guración estrella con N = 5: a) Bidireccional. b) Unidireccional.

21

Figura 47: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto unidireccional con
N = 6.

El segundo valor propio mayor es −1. Para este caso, la condición de sincronización
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia c = 20.

En la figura 49 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2) de cada
uno de los 5 nodos. En la figura 50 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos,
mostrando solo el primer estado de cada nodo.

Sincronización unidireccional

Con un número de N = 5 nodos (osciladores de Chua con retardo) la red queda definida
como se aprecia en la figura 48(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

Astc =




0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0

1 0 −1 0 0

1 0 0 −1 0

1 0 0 0 −1




. (87)

El segundo valor propio mayor es −1. Para este caso, la condición de sincronización
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia c = 20.
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Figure 21: Sincronización entre los 6 nodos de la red en anillo abierto unidireccional con N = 6:

Figure 22: Red en con�guración estrella con N = 5: a) Bidireccional. b) Unidireccional.
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Figura 48: Red en configuración estrella con N = 5: a) acoplamiento bidireccional, b)
acoplamiento unidireccional.
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Figure 23: Primer atractor de cada nodo en estrella bidireccional, N = 5:
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Figure 24: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella bidireccional con N = 5:

22

Figura 49: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) generados por cada nodo en estrella bidireccional,
N = 5.



79

1 .5 1 0 .5 0 0 .5 1 1 .5
6

4

2

0

2

4

6

x 11

x
12

Nod o  1

1 .5 1 0 .5 0 0 .5 1 1 .5
6

4

2

0

2

4

6

x 21

x
22

Nod o  2

1 .5 1 0 .5 0 0 .5 1 1 .5
6

4

2

0

2

4

6

x 31

x
32

Nod o  3

1 .5 1 0 .5 0 0 .5 1 1 .5
6

4

2

0

2

4

6

x 41

x
42

Nod o  4

1 .5 1 0 .5 0 0 .5 1 1 .5
6

4

2

0

2

4

6

x 41

x
42

Nod o  5

Figure 23: Primer atractor de cada nodo en estrella bidireccional, N = 5:
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Figure 24: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella bidireccional con N = 5:
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Figura 50: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella bidireccional con N = 5.

En la figura 51 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2) de cada
uno de los 5 nodos. En la figura 52 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos,
mostrando sólo el primer estado de cada nodo xi1, i = 1, 2, ..., 5.

VI.3.2.5 Sincronización de red acoplada en configuración global

Sincronización bidireccional

Con un número de N = 6 nodos (osciladores de Chua con retardo), la red queda definida
como se aprecia en la figura 53. La matriz de acoplamiento queda definida como

Agc =




−5 1 1 1 1 1

1 −5 1 1 1 1

1 1 −5 1 1 1

1 1 1 −5 1 1

1 1 1 1 −5 1

1 1 1 1 1 −5




. (88)

El segundo valor propio mayor es −6. Para este caso, la condición de sincronización
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia c = 10. En la figura 54 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1
vs xi2) de cada uno de los 6 nodos. En la figura 55 se muestra la sincrońıa entre cada uno
de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.
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Figure 25: Primer atractor de cada nodo en estrella unidireccional, N = 5:

4.5.2 Sincronización unidireccional

Con un número de N = 5 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 22 (b). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

266664
0 0 0 0 0
1 �1 0 0 0
1 0 �1 0 0
1 0 0 �1 0
1 0 0 0 �1

377775 : (26)

El mayor valor propio diferente de cero es �1: Para este caso el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 20:

En la �gura 25 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 5 nodos. En la
�gura 26 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de
cada nodo.

4.6 Sincronización de red acoplada en con�guración global

4.6.1 Sincronización bidireccional

Con un número de N = 6 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 27. La matriz
de acoplamiento queda de�nida como

23

Figura 51: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en estrella unidireccional, N = 5.
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Figure 26: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella unidireccional con N = 5:

Figure 27: Red en con�guración global con N = 6:

Anc =

26666664

�5 1 1 1 1 1
1 �5 1 1 1 1
1 1 �5 1 1 1
1 1 1 �5 1 1
1 1 1 1 �5 1
1 1 1 1 1 �5

37777775 : (27)

El mayor valor propio diferente de cero es �6: Para este caso el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 10: En la �gura 28 se muestra el primer atractor
(xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos. En la �gura 29 se muestra la sincronía entre cada uno de
los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.
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Figura 52: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella unidireccional con N = 5.
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Figure 26: Sincronización entre los 5 nodos de la red en estrella unidireccional con N = 5:

Figure 27: Red en con�guración global con N = 6:

Anc =

26666664

�5 1 1 1 1 1
1 �5 1 1 1 1
1 1 �5 1 1 1
1 1 1 �5 1 1
1 1 1 1 �5 1
1 1 1 1 1 �5

37777775 : (27)

El mayor valor propio diferente de cero es �6: Para este caso el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 10: En la �gura 28 se muestra el primer atractor
(xi1 vs xi2) de cada uno de los 6 nodos. En la �gura 29 se muestra la sincronía entre cada uno de
los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.
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Figura 53: Red en configuración global con N = 6 nodos.
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Figure 28: Primer atractor de cada nodo en global, N = 6:
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Figure 29: Sincronización entre los 6 nodos de la red en global con N = 6:
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Figura 54: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en global, N = 6 nodos.
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Figure 28: Primer atractor de cada nodo en global, N = 6:
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Figure 29: Sincronización entre los 6 nodos de la red en global con N = 6:
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Figura 55: Sincronización entre los 6 nodos de la red con acoplamiento global.

VI.3.2.6 Sincronización de red acoplada en configuración árbol

Sincronización bidireccional

Con un número de N = 7 nodos (osciladores de Chua con retardo), la red queda definida
como se aprecia en la figura 56(a). La matriz de acoplamiento queda definida como

Atc =




−2 1 1 0 0 0 0

1 −3 0 1 1 0 0

1 0 −3 0 0 1 1

0 1 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 0 −1




. (89)

El segundo valor propio mayor es −0.2679. Para este caso, la condición de sincronización
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia c = 10.

En la figura 57 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1 vs xi2) de cada
uno de los 7 nodos. En la figura 58 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos,
mostrando sólo el primer estado de cada nodo.

Sincronización unidireccional
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Figure 30: Red en con�guración arbol con N = 7: a) Bidireccional. b) Unidireccional.

4.7 Sincronización de red acoplada en con�guración árbol

4.7.1 Sincronización bidireccional

Con un número de N = 7 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 30 (a). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

Anc =

2666666664

�2 1 1 0 0 0 0
1 �3 0 1 1 0 0
1 0 �3 0 0 1 1
0 1 0 �1 0 0 0
0 1 0 0 �1 0 0
0 0 1 0 0 �1 0
0 0 1 0 0 0 �1

3777777775
: (28)

El mayor valor propio diferente de cero es �0:2679: Para este caso el lema 1 no es valido, sin
embargo, esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 10:

En la �gura 31 se muestra el primer atractor (xi1 vs xi2) de cada uno de los 7 nodos. En la
�gura 32 se muestra la sincronía entre cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de
cada nodo.

4.7.2 Sincronización unidireccional

Con un número de N = 7 nodos la red queda de�nida como se aprecia en la �gura 30 (b). La
matriz de acoplamiento queda de�nida como

26

Figura 56: Red en configuración árbol con N = 7: a) acoplamiento bidireccional, b)
acoplamiento unidireccional.
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Figure 31: Primer atractor de cada nodon en árbol bidireccional, N = 7:
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Figure 32: Sincronización entre los 7 nodos de la red en arbol bidireccional con N = 7:
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Figura 57: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en árbol bidireccional, N = 7.
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Figure 31: Primer atractor de cada nodon en árbol bidireccional, N = 7:
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Figure 32: Sincronización entre los 7 nodos de la red en arbol bidireccional con N = 7:
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Figura 58: Sincronización entre los 7 nodos de la red en árbol bidireccional con N = 7.

Con un número de N = 7 (osciladores de Chua con retardo), nodos la red queda definida
como se aprecia en la figura 56(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

Atc =




0 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0

1 0 −1 0 0 0 0

0 1 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 0 −1




. (90)

El segundo valor propio mayor es −1. Para este caso, la condición de sincronización
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia c = 20. En la figura 59 se muestran los atractores caóticos proyectados en (xi1
vs xi2) de cada uno de los 7 nodos. En la figura 60 se muestra la sincrońıa entre cada uno
de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo.
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Figure 33: Primer atractor de cada nodo en arbol unidireccional, N = 7:

Anc =

2666666664

0 0 0 0 0 0 0
1 �1 0 0 0 0 0
1 0 �1 0 0 0 0
0 1 0 �1 0 0 0
0 1 0 0 �1 0 0
0 0 1 0 0 �1 0
0 0 1 0 0 0 �1

3777777775
: (29)

El mayor valor propio diferente de cero es �1: Para este caso el lema 1 no es valido, sin embargo,
esta red sincroniza con un valor de ganancia s = 20: En la �gura 33 se muestra el primer atractor
(xi1 vs xi2) de cada uno de los 7 nodos. En la �gura 34 se muestra la sincronía entre cada uno de
los nodos, mostrando solo el primer estado de cada nodo.

5 Conclusiones

En este trabajo se realizó la sincronización de redes dinámicas en diferentes topologías, se obtu-
vieron resultados numéricos para la sincronización de redes en con�guración de vecino más cercano,
para con�guración en mundo pequeño, con�guración de anillo abierto, con�guración de arbol, con-
�guración de estrella y con�guración global, empleando como nodos al sistema de Chua con retardo.
Se puede observar que para cada con�guración se requiere una fuerza de acoplamiento distinta, pues
también cada topología presenta sus propias características lo que repercute en que la fuerza de
acoplamiento sea distinta. Como ejemplo, podemos mencionar la primer topología que es la de
vecino más cercano, donde con un número de N = 5 nodos se requería una fuerza de acoplamiento
s = 25 para la sincronización bidireccional, en cambio para la sincronización unidireccional y mismo
número de nodos basta con una fuerza de acoplimiento s = 10 para lograr la sincronización de la
red. Para el caso de la topología en árbol, la sincronización de forma bidireccional requiere una
fuerza de acoplamiento s = 10 para sincronizar, en cambio, de forma unidireccional se requiere
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Figura 59: Atractores caóticos (xi1 vs xi2) de cada nodo en árbol unidireccional, N = 7.

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
21

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
31

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
41

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
51

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
61

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
1

1

x
71

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
2

1

x
31

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
2

1

x
41

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
2

1

x
51

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
2

1

x
61

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
2

1

x
71

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
3

1

x
41

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
3

1

x
51

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
3

1

x
61

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
3

1

x
71

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
4

1

x
51

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
4

1

x
61

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
4

1

x
71

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
5

1

x
61

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
5

1

x
71

1 0 0 1 0
1 0

0

1 0

x
6

1

x
71

Figure 34: Sincronización entre los 7 nodos de la red en arbol unidireccional con N = 7:

una fuerza de acoplamiento s = 20 para lograr la sincronización, lo cual es lo doble que de forma
bidireccional. Sin embargo, para todas las topologias ya sea unidireccional o bidireccionalmente se
logró la sincronización de la red.
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Figura 60: Sincronización entre los 7 nodos de la red en árbol unidireccional con N = 7.
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VI.4 Sincronización de redes complejas con nodos

caóticos de orden fraccional

VI.4.1 Sincronización en maestro y esclavo del oscilador de Chua

de orden fraccional por formas hamiltonianas

Para realizar las simulaciones numéricas se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas
del circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42), los parámetros de la simulación para
los cuales se genera la dinámica caótica fraccional son: paso de cuantización h = 0.001,
q1 = q2 = 0.98, q3 = 0.94, α = 10.3, β = 10.53, γ = 0.268, a = −1.1726, b = −0.7872 [65].

El circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42) puede ser representado en forma ca-
nonica hamiltoniana (61), como se aprecia a continuación




Dq1
t x1

Dq1
t x2

Dq1
t x3


 =




−α2 0 0

0 −1 β

0 −β −γβ



∂H

∂x
+




0 α 0

α 0 0

0 0 0



∂H

∂x
+




−αf(x1)

0

0




. (91)

Realizando el analisis de detectabilidad y observabilidad podemos obtener el observador
diseñado (64) de la siguiente forma




Dq1
t x̂1

Dq1
t x̂2

Dq1
t x̂3


 =




−α2 0 0

0 −1 β

0 −β −γβ



∂H

∂x̂
+




0 α 0

α 0 0

0 0 0



∂H

∂x̂
+




−αf(x̂1)

0

0


+




k1

k2

k3


 ey.

(92)

El observador diseñado expresado en forma fraccional está determinado por

Dq1
t x̂1(t) = α(x̂2(t)− x̂1(t)− f(x̂1)) + k1(x1(t)− x̂1(t)),

Dq2
t x̂2(t) = x̂1(t)− x̂2(t) + x̂3(t) + k2(x1(t)− x̂1(t)),

Dq3
t x̂3(t) = −βx̂2(t)− γx̂3(t) + k3(x1(t)− x̂1(t)),

(93)

donde
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La figura 1 muestra la sincronía entre el maestro y esclavo cuando las ganancias del observador son 

                  Es decir, no hay acoplamiento alguno entre el maestro y esclavo. Se observa 

que tanto el maestro como el esclavo generan los atractores caóticos pero al ver el plano de fase se aprecia 

que no hay sincronía entre ellos.  

 
Figura 1. Atractores y plano de fase entre el maestro y esclavo con                   

 

 

La figura 2 muestra la sincronía entre el maestro y esclavo cuando las ganancias del observador son 

                       Es decir, ya hay acoplamiento entre el maestro y esclavo, con los valores 

de las ganancias donde se logra sincronía. Se observa que tanto el maestro como el esclavo generan los 

atractores caóticos y al ver el plano de fase se apreciar que hay sincronía entre ellos. Es decir, las 

dinámicas son exactamente iguales después de un momento. 
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Figura 61: Atractores caóticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k1 = 0, k2 = 0
y k3 = 0.

f(x̂1) = m1x̂1(t) +
1

2
(m0 −m1)(|x̂1(t) + 1| − |x̂1(t)− 1|) (94)

Aplicando el teorema 3 podemos obtener los valores de las ganancias del observador con
las cuales se puede obtener la sincronización entre el maestro y el esclavo. Los valores de
las ganancias obtenidas fueron k1 > 0.5, k2 > 1.15 y k3 = 0. Con estos valores se logra la
sincronización entre el maestro y el esclavo, lo cual lo observamos en las siguientes figuras.
Los valores de los parámetros y condiciones iniciales utilizadas por el maestro y esclavo
son las siguientes: Las condiciones iniciales para el maestro son x1(0) = 0.6, x2(0) = 0.1,
x3(0) = −0.6, las condiciones iniciales para el esclavo son x̂1(0) = 0, x̂2(0) = 0 y x̂3(0) = 0.
Los valores de los parámetros utilizados tanto para el maestro y para el esclavo son: Paso de
cuantización h = 0.005, α = 10.3, β = 10.593, γ = 0.268, m0 = −0.7872 y m1 = −1.1726.
El orden de la derivada del maestro es: q1 = 0.93, q2 = 0.99, q3 = 0.92 el orden de la
derivada para el esclavo es: q̂1 = 0.93, q̂2 = 0.99, q̂3 = 0.92 y el tiempo de simulación fue
Tsim = 200.

La figura 61 muestra los atractores caóticos generados por el maestro y el esclavo, aśı
como el plano de fase entre ellos, cuando las ganancias del observador son k1 = 0, k2 = 0 y
k3 = 0. Es decir, no hay acoplamiento alguno entre el maestro y esclavo. Se observa que
tanto el maestro como el esclavo generan los atractores caóticos pero al ver el plano de fase
se aprecia que no hay una sincrońıa entre ellos.

La figura 62 muestra la sincronización entre el maestro y esclavo cuando las ganancias
del observador son k1 = 0.6, k2 = 1.16 y k3 = 0, Es decir, ya hay acoplamiento entre el
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Figura 62: Atractores caóticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k1 = 0.6,
k2 = 1.16 y k3 = 0.

maestro y esclavo, con los valores de ganancias en el rango donde se logra la sincronización.
Se observa que tanto el maestro como el esclavo generan atractores caóticos y al ver el plano
de fase se aprecia que hay sincrońıa entre ellos. Es decir, las dinámicas son exactamente
iguales después de un tiempo.

Para lograr una sincronización más rápida se puede aumentar la ganancia del observa-
dor, la figura 63 muestra la sincrońıa entre el maestro y esclavo cuando las ganancias del
observador son k1 = 10, k2 = 10 y k3 = 0. Es decir, se aumentó la fuerza de acoplamiento
entre el maestro y esclavo logrando una sincronización mas rápida entre ellos, esto se puede
apreciar en el plano de fase de esta figura.

VI.4.2 Sincronización en mundo pequeño del oscilador de Chua

de orden fraccional

Para las siguientes simulaciones se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas del
circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42). Las ecuaciones de estado para múltiples
nodos caóticos de Chua fraccional de la red dinámica (de acuerdo a la ecuación (47)) están
dadas por
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Figura 63: Atractores caóticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k1 = 10,
k2 = 10 y k3 = 0.

.
xi1 = α(xi2 − xi1 − f(xi1)) + c

N∑

j=1

aijΓxj1, i = 1, 2, ..., N,

.
xi2 = xi1 − xi2 + xi3 , (95)

.
xi3 = −βxi2 − γxi3 .

donde

f(xi1) = m1xi1 +
1

2
(m0 −m1)(|xi1 + 1| − |xi1 − 1|)

Para el valor de d̄ = 2.5, el nodo aislado del sistema de Chua de orden fraccional (53) se
estabiliza en un punto como se muestra en la figura 64. La fuerza de acoplamiento elegida
c = 2.4, con un grado de conexión de red K = 2 y con N = 5 sistemas caóticos de Chua de
orden fraccional como nodos, la topoloǵıa de red se muestra en la figura 65(a). La matriz
de acoplamiento esta dada por

Anc =




−2 1 0 0 1

1 −2 1 0 0

0 1 −2 1 0

0 0 1 −2 1

1 0 0 1 −2




. (96)
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Fig. 2 Attractors of a isolated fractional-order Chua’s system with feedback −T x1.

−1.382 ≤−2.5
2.4

=−1.04. (17)

With these values, the condition (8) is fulfilled and therefore the complex network
with 5 fractional-order chaotic nodes in nearest-neighbor will synchronize. Figure
4 illustrates synchronization among fractional chaotic nodes, showing the first state
of each node.

Fig. 3 Network in nearest-neighbor topology with (a) N = 5 fractional chaotic nodes. (b) N = 6
fractional chaotic nodes.

With N = 6 fractional nodes, the network is shown in Figure 3(b). The coupling
matrix is defined by

El segundo valor propio mayor está definido por (1),

−4sen2(
π

5
) = −1.382. (96)

La condición de sincronización (59) queda de la siguiente manera,

2.4 ≥
∣∣∣∣

2.5

−1.382

∣∣∣∣ = 1.809. (96)

Con estos valores seleccionados, la condición (59) se cumple y por tanto la red con 5
nodos sincronizará.

En la figura 66 se muestra la sincrońıa entre cada uno de los nodos, mostrando sólo el
primer estado de cada nodo.

Con un número de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura 65
(b). La matriz de acoplamiento queda definida como
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Figure 3: Red en con�guración vecino más cercano bidireccional. a) Con N = 5: b) Con N = 6:
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Figure 5: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino más cercano.

9

Figura 65: Red en configuración vecino cercano: a) N = 5, b) N = 6.

8 O.R. Acosta Del Campo et al.

−5 0 5
−5

0

5

x 11

x
21

−5 0 5
−5

0

5

x 11

x
31

−5 0 5
−5

0

5

x 11

x
41

−5 0 5
−5

0

5
x 11

x
51

−5 0 5
−5

0

5

x 21

x
31

−5 0 5
−5

0

5

x 21

x
41

−5 0 5
−5

0

5

x 21

x
51

−5 0 5
−5

0

5

x 31

x
41

−5 0 5
−5

0

5

x 31

x
51

−5 0 5
−5

0

5

x 41

x
51

Fig. 4 Synchronization among 5 fractional chaotic nodes in nearest-neighbor coupled network.

Anc =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 0 0 0 1
1 −2 1 0 0 0
0 1 −2 1 0 0
0 0 1 −2 1 0
0 0 0 1 −2 1
1 0 0 0 1 −2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (18)

The largest nonzero eigenvalue is −1. The complex network synchronization
condition (8) is as follows,

−1 ≤−2.5
2.4

=−1.04. (19)

In this case, the condition (8) is not fulfilled and therefore the network with 6
fractional chaotic nodes will not synchronize. Figure 5 shows the phase portrait
among 6 fractional chaotic nodes, showing the first state of each node, can be seen
that for this case, there is no synchronization among 6 fractional chaotic nodes.

Therefore, we can say that for s = 2.5 and N = 6, network synchronization in
nearest-neighbor topology will synchronize up to with 5 fractional chaotic nodes.

3.3 Synchronization in small-world coupled complex network

Figura 66: Sincronización entre los 5 nodos de la red en vecino cercano.
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Anc =




−2 1 0 0 0 1

1 −2 1 0 0 0

0 1 −2 1 0 0

0 0 1 −2 1 0

0 0 0 1 −2 1

1 0 0 0 1 −2




. (96)

El segundo valor propio mayor definido por (1),

−4sen2(
π

6
) = −1. (96)

La condición de sincronización (59) queda de la siguiente manera,

2.4 ≥
∣∣∣∣
2.5

−1

∣∣∣∣ = 2.5.

Con estos valores seleccionados la condición de sincronización (59) no se cumple y por
tanto, la red con 6 nodos no sincronizará. En la figura 67 se muestra el plano de fase entre
cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo, se puede apreciar
que no hay sincrońıa entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parámetros c = 2.5 y N = 6 no se
logrará la sincronización de la red, la sincronización en una red en configuración de vecino
cercano sincroniza hasta un máximo de 5 nodos.

Partiendo de la matriz de acoplamiento (96) con N = 6 de la configuración de vecino
cercano, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeño como
sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino más cercano Anc, los elementos aij =
aji = 0 pueden cambiar a aij = aji = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este
caso, se utilizó una probabilidad de conexión p = 0.15 con lo cual se anexaron dos nuevas
conexiones. Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura 68.
Entonces reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la ecuación
(50) la matriz de acoplamiento con estas dos nuevas conexiones queda definida como
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Fig. 5 Phase portrait for no synchronization process among 6 fractional chaotic nodes in the com-
plex network.

Based on the coupling matrix (18) with N = 6, the nearest-neighbor configuration
can build the new coupling matrix in small-world as follows [25]. In the nearest-
neighbor coupling matrix Anc, the elements ai j = a ji = 0 can change to ai j = a ji = 1
according to a chosen probability p. In this case, we use a probability of connection
p = 0.15, we choose a complex network with three new connections. With these
new connections the network is shown in Figure 6. Then, we recompute the diagonal
elements and the coupling matrix with three new connections is defined by

Aswc =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−2 1 0 0 0 1
1 −4 1 0 1 1
0 1 −3 1 1 0
0 0 1 −2 1 0
0 1 1 1 −4 1
1 1 0 0 1 −3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (20)

The largest nonzero eigenvalue is −1.1864. The complex network synchroniza-
tion condition (8) is given by

−1.1864 ≤− 2.5
2.4

=−1.04. (21)

With these values the condition (8) is fulfilled and therefore the complex net-
work with 6 fractional chaotic nodes will synchronize. Figure 7 illustrates the syn-
chronization among 6 fractional chaotic nodes, showing the first state of each node.

Figura 67: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en vecino cercano.

Aswc =




−2 1 0 0 0 1

1 −4 1 0 1 1

0 1 −3 1 1 0

0 0 1 −2 1 0

0 1 1 1 −4 1

1 1 0 0 1 −3




.

El segundo valor propio mayor es −1.1864. La condición de sincronización (59) queda
de la siguiente manera

2.4 ≥
∣∣∣∣

2.5

−1.1864

∣∣∣∣ = 2.10. (92)

Con estos valores seleccionados la condición de sincronización (59) se cumple y la red
en mundo pequeño con 6 nodos sincronizará. En la figura 69 se muestra la sincrońıa entre
cada uno de los nodos, mostrando sólo el primer estado de cada nodo, se puede apreciar la
sincrońıa entre los 6 nodos.
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10 O.R. Acosta Del Campo et al.

Fig. 6 Small-world complex network configuration with N = 6 fractional chaotic nodes.
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Fig. 7 Synchronization in the first states, among 6 fractional chaotic nodes of a network in small-
world topology.

Figure 8 shows the numerical values of λ1ns as a function of the number of N
fractional chaotic nodes. In this figure each pair of values of N, λ 1ns is obtained by
averaging the results of 20 runs implemented in the Matlab programming language.
The above results imply that, for any given coupling strength s, we have that any
given N, there exists a critical value λ1ns, so that if λ1ns ≥ λ1ns then the small-
world coupled network will synchronize.

Figura 68: Red en configuración mundo pequeño con N = 6.
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Fig. 7 Synchronization in the first states, among 6 fractional chaotic nodes of a network in small-
world topology.

Figure 8 shows the numerical values of λ1ns as a function of the number of N
fractional chaotic nodes. In this figure each pair of values of N, λ 1ns is obtained by
averaging the results of 20 runs implemented in the Matlab programming language.
The above results imply that, for any given coupling strength s, we have that any
given N, there exists a critical value λ1ns, so that if λ1ns ≥ λ1ns then the small-
world coupled network will synchronize.

Figura 69: Plano de fase ilustrando la sincrońıa entre los 6 nodos de la red en configuración
mundo pequeño.
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Figura 70: Número de nodos caóticos fraccionales en función de los valores propios para
lograr la sincronización de la red compleja en configuración mundo pequeño.

La figura 70 muestra los valores numéricos de λ2ns como función del número N de
nodos caóticos fraccionales. En esta figura, cada par de valores de N y λ2ns se obtienen
promediando los resultados de 20 corridas implementadas en el lenguaje de programación
Matlab. Los resultados anteriores implican que para cualquier fuerza de acoplamiento dada
c y para cualquier N existe un valor critico λ2ns , tal que si λ2ns ≥λ2ns entonces la red
acoplada en mundo pequeño sincronizará.

VI.4.3 Sincronización en configuración estrella del sistema hi-

percaótico modificado de Lorenz

Para las siguientes simulaciones se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas del
sistema hipercaótico modificado de Lorenz (45). Las ecuaciones de estado para múltiples
nodos caóticos del sistema hipercaótico modificado de Lorenz de la red dinámica (de acuerdo
a la ecuación (47)) están dadas por
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Figura 71: Red en topoloǵıa extrella con N = 5 nodos.

.
xi1 = a(x2 − x1) + cst

N∑

j=1

aijΓxj1, i = 1, 2, ..., N,

.
xi2 = bx1 + x2 − x1x3 − x4, (91)

.
xi3 = x1x2 − cx3,
.
xi4 = dx2x3.

Los parámetros que generan dinámicas hipercaóticas de orden fraccional son: a = 10,
b = 28, c = 8/3 y d = 0, 1. Las condiciones iniciales del sistema hipercaótico de orden
fraccional son x(0) = (8, 9, 10, 11) [70].

La red en configuración estrella consiste en un arreglo de N nodos acoplados en estrella,
teniendo un nodo central o maestro acoplado a los otros N − 1 nodos esclavos. La red en
configuración estrella con N = 5 nodos se puede apreciar en la figura 71.

Para el valor de d̄ = 11, el nodo aislado del sistema hipercaótico modificado de Lorenz
(53) se estabiliza en un punto, el grado de conexión de la red es K = 2. Para la red acoplada
en estrella, existe una fuerza de acoplamiento cŕıtica c̄st = d̄ > 0, tal que śı cst > c̄st la red
sincronizará [73]

Con un número de N = 5 nodos la matriz de acoplamiento queda definida como
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Ast =




0 0 0 0 0

1 −2 1 0 0

0 1 −2 1 0

0 0 1 −2 1

1 0 0 1 −2




. (89)

El segundo valor propio mayor es −1. De la condición de sincronización establecida en
el teorema 1, tenemos que con d̄ = 11 el origen es un punto de equilibrio asintóticamente es-
table del nodo aislado (53), tal que la condición de sincronización (59) queda de la siguiente
manera,

cst ≥
∣∣∣∣

11

−1

∣∣∣∣ = 11. (89)

El valor elegido de cst es 20, con estos valores seleccionados, la condición (59) se cumple
y por tanto, la red con 5 nodos sincronizará.

Las condiciones iniciales para cada nodo son: para el nodo central son (8, 9, 10, 11), para
el nodo 2 (N2) son (6, 7, 8, 9), para el nodo 3 (N3) son (9, 10, 11, 12), para el nodo 4 (N4)
son (7, 10, 9, 12), y para el nodo 5 (N5) son (9, 8, 11, 10). Las ecuaciones de estado para esta
red son: Para el nodo central N1:





Dq11
t x11 = a(x12 − x11) + u11,

Dq12
t x12 = bx11 + x12 − x11x13 − x14,

Dq13
t x13 = x11x12 − cx13,

Dq14
t x14 = dx12x13,

(89)

con

u11 = 0. (89)

Para el nodo N2:





Dq21
t x21 = a(x22 − x21) + u21,

Dq22
t x22 = bx21 + x22 − x21x23 − x24,

Dq23
t x23 = x21x22 − cx23,

Dq24
t x24 = dx22x23,

(89)

con

u21 = cst(x11 − x21). (89)
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Para el nodo N3:





Dq31
t x31 = a(x32 − x31) + u31,

Dq32
t x32 = bx31 + x32 − x31x33 − x34,

Dq33
t x33 = x31x32 − cx33,

Dq34
t x34 = dx32x33,

(89)

con

u31 = cst(x11 − x31). (89)

Para el nodo N4:





Dq41
t x41 = a(x42 − x41) + u41,

Dq42
t x42 = bx41 + x42 − x41x43 − x44,

Dq43
t x43 = x41x42 − cx43,

Dq44
t x44 = dx42x43,

(89)

con

u41 = cst(x11 − x41). (89)

Para el nodo N5:





Dq51
t x51 = a(x52 − x51) + u51,

Dq52
t x52 = bx51 + x52 − x51x53 − x54,

Dq53
t x53 = x51x52 − cx53,

Dq54
t x54 = dx52x53,

(89)

con

u51 = cst(x11 − x51). (89)

La figura (72) muestra los atractores tridimensionales generados por cada nodo en la
red. La figura (73) muestra la sincronización en el primer estado de cada uno de los 5 nodos
hipercaóticos, es decir, xi1, i = 1, 2, ..., 5, se muestra la sincrońıa entre el nodo 1 y el nodo 2,
nodo 1 y el nodo 3, nodo 1 y el nodo 4, nodo 1 y el nodo 5. Sólo se muestra un estado, pero
hay sincronización completa de la red, es decir, todos los estados logran la sincronización.
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FIGURE 3. Tridimensional atractor x1 vs x2 vs x3:

N5 =

8>><>>:
Dq51
t x51 = a(x52 � x51) + u51;

Dq52
t x52 = bx51 + x52 � x51x53 � x54;

Dq53
t x53 = x51x52 � cx53;
Dq54
t x54 = dx52x53;

; (20)

with

u51 = cst(x11 � x51): (21)

The �gure (3) shows the tridimensional atractor of each node. The �gure
(4) shows synchronization in the �rst state of �ve hyperchaotic nodes, i.e.
xi1; i = 1; 2; :::; 5; we show the isolated node 1 vs node 2, isolated node 1
vs node 3, isolated node 1 vs node 4, isolated node 1 vs node 5. We only
show one state, but we have a complete synchronization, i.e. all states have
synchronization.

Figura 72: Atractores tridimensionales xi1 vs xi2 vs xi3 de cada uno de los 5 nodos.
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FIGURE 4. Phase plane of the network synchronization.

0.4 Application to secure communications

Synchronization of network with 5 fractional-order hyperchaotic systems
in star con�guration allows us to have communication schemes for pri-
vate/secure information, where the con�dential information is encrypted
into the transmitter dynamics for some technique, like chaotic additive
masking, chaotic switching or, chaotic parameter modulation. In partic-
ular , for our network, the isolated node is the transmitter system and
N2; N3; N4; and N5 are the receiver systems. The transmitted chaotic sig-
nal through a public channel is a combination of the con�dential informa-
tion with tha chaotic output signal of fractional-order hyperchaotic system.
The encoding, transmission, and decoding of audio message wil be shown
in next subsection.

0.4.1 Encrypted audio transmission

The con�dential information is an audio message m(t), which is encrypted
and transmitted through a public channel. In this case it is necessary to
synchronize the transmitter and receiver to retrieve the con�dential infor-
mation. The communication scheme used was chaotic additive masking,
this communication scheme can use a single transmission channel, but it is
well known, that the information recovery is only approximate due to the

Figura 73: Plano de fase de sincronización en topoloǵıa extrella con N = 5 nodos.
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VI.5 Conclusiones

En este caṕıtulo se mostraron los resultados de la simulación de de la sincronización de redes
en diferentes topoloǵıas, también se mostró la teoŕıa de control utilizada para sincronizar las
diferentes configuraciones de redes, estas teoŕıas son: la teoŕıa de sistemas complejos que se
caracteriza por utilizar un sólo estado para lograr la sincrońıa, la otra teoŕıa utilizada son las
formas hamiltonianas y el diseño de un observador caracterizada por ser sistemática y con
una retroalimentación en todos los estados del sistema. En este caṕıtulo se sincronizaron
redes con nodos caóticos de orden entero y fraccional, las topoloǵıas utilizadas para la
sincronización de redes con nodos de orden entero fueron: sincronización en vecino cercano
y mundo pequeño con sistemas de Rössler como nodos, sincronización en vecino cercano,
mundo pequeño, anillo abierto, estrella, global y árbol con sistemas de Chua con retardo
como nodos. Las topoloǵıas utilizadas para la sincronización de redes con nodos de orden
fraccional fueron: sincronización en maestro y esclavo, vecino cercano y mundo pequeño con
sistemas de Chua de orden fraccional como nodos, sincronización en configuración estrella
utilizando el sistema hipercaótico modificado de Lorenz fraccional como nodos. En cada
configuración de red se obtuvieron los resultados de la ganancia requerida para lograr su
sincronización, se puede observar que los valores de ganancias tanto para sistemas de orden
entero y sistemas de orden fraccional son similares, aunque para algunos casos espećıficos
no se cumple con los teoremas de sincronización se obtuvo la sincronización en todas las
configuraciones utilizadas.
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Caṕıtulo VII

Aplicación a las comunicaciones
seguras

VII.1 Introducción

En este caṕıtulo, se presenta una aplicación de la sincronización de redes con nodos caóticos
a las comunicaciones seguras, mediante la transmisión de una señal de audio encriptada por
caos, a través de los nodos de una red. Para esto se utilizó la topoloǵıa de red reportada en
el caṕıtulo VI; en configuración en estrella con un nodo como maestro y los restantes N −1
como esclavos utilizando el sistema hipercaótico modificado de Lorenz de orden fraccional.

VII.2 Aplicación a las comunicaciones

La sincronización de red con 5 nodos hipercaóticos modificados de Lorenz de orden fraccio-
nal conectados en configuración estrella, nos permite disponer de esquemas de comunicación
para información privada/segura, donde la información confidencial se encripta dentro de
la dinámica del transmisor por alguna técnica de modulación, como puede ser enmascara-
miento caótico aditivo, conmutación caótica o la conmutación paramétrica. En particular,
para nuestra red, el nodo aislado N1 es el sistema transmisor y los nodos N2, N3, N4 y
N5 son los sistemas receptores. La señal caótica transmitida a través de un canal público
es la combinación de la información confidencial con la señal de salida caótica del sistema
hipercaótico modificado de Lorenz de orden fraccional. El encriptado, transmisión y desen-
criptado del mensaje de audio se muestran en la siguiente subsección.

VII.2.1 Transmisión de audio encriptado

La información confidencial es un mensaje de audio m(t), que se encripta y transmite a
través de un canal publico. En este caso es necesario sincronizar el transmisor y los recep-
tores para recuperar la información confidencial. El esquema de comunicación utilizado fue
encriptamiento aditivo caótico, este esquema de comunicación puede usar un único canal
de transmisión, pero es bien conocido, que la información recuperada es sólo aproximada,
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debido a los procesos de sincronización y encriptado por el mismo canal de interferencia.
Por otra parte, podemos utilizar dos canales de transmisión donde tenemos una recupe-
ración de información exacta en los receptores. Con el fin de recuperar (exactamente) la
información encriptada en cada uno de los receptores, basta con restar la señal caótica
de cada receptor a la señal caótica con la información proveniente del transmisor, en este
trabajo de tesis sólo se muestran los resultados de la transmisión de información encriptada
por dos canales.

La figura 74 muestra el esquema de comunicaciones seguras para la transmisión de audio
encriptado, el cual, utiliza el sistema hipercaótico modificado de Lorenz de orden fraccional
como maestro y como esclavos. Este esquema de comunicación caótica utiliza dos canales
de transmisión, el primero se utiliza para sincronizar el transmisor con el receptor a través
de la señal x11(t). Mientras que el segundo se utiliza para encriptar el mensaje de audio
confidencial m(t): La señal caótica x11(t) se añade a m(t), donde m(t) se escala a una
mucho menor amplitud, esto para que m(t) no se aprecie en la señal caótica, tal mensaje
de audio se encripta en la señal caótica transmitida s(t) como sigue

s(t) = x11(t) +m(t). (89)

En el receptor, la señal caótica recibida s(t) con el mensaje de audio encriptado se resta
de la señal caótica de xi1(t), i = 2, ..., 5, de tal manera que el mensaje de audio original
m(t) es recuperado como m̂(t), de la siguiente manera

m̂(t) = s(t)− xi1(t), i = 2, ..., 5. (89)

La información confidencial m(t) es una sección de la canción “Vita e Bella”, esta sección
es encriptada y transmitida para esta demostración. La figura 75 muestra el mensaje m(t)
ha encriptar y transmitir, este mensaje se escaló aproximadamente 20 veces menos que la
señal caótica x11(t) del transmisor.

La figura 76 muestra el estado de x11(t) donde se observa el comportamiento caótico, el
mensaje m(t) es añadido al estado x11(t), como se observa en la figura 77. Como se aprecia
en la figura (76) y (77), no hay distinción entre las dos señales caóticas, se pudiera decir que
son iguales, por lo tanto, el mensaje pasa desapercibido y el intruso no podrá recuperarlo
por métodos convencionales.

Una vez que la información está encriptada, esta señal se transmite a través de un canal
público, que llega a cada receptor, donde se desencripta y recupera el mensaje original. La
figura 78 muestra la información confidencial m(t) a encriptar y transmitir a los receptores,
podemos ver la información recuperada en cada receptor, donde se muestra que el mensaje
se recuperó satisfactoriamente en todos los receptores.
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Nodo 1 Nodo 2

Transmisor

Nodo 3

Nodo 4

Nodo 5

Receptor 1

Receptor 2

Receptor 3

Receptor 4

Figura 74: Esquema para encriptado, transmisión y desencriptado de información en la red
de 5 nodos.

xii

FIGURE 5. Scheme for encryption, transmission, and recovery of information
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FIGURE 6. Section of the song "Vita E Bella" to encrypt and transmit

Figura 75: Sección de la canción “Vita E Bella” para encriptar y transmitir por la red.
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FIGURE 7. State x11(t) where the message will be encrypted.
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FIGURE 8. Chaotic signal s, which is the sum of x11(t) plus m(t):

Figura 76: Señal x11(t) del transmisor donde el mensaje será encriptado.
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Figura 77: Señal caótica de transmisión s(t) = x11(t) +m(t).
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Figura 78: Mensaje transmitido y recuperado en cada receptor.

VII.3 Conclusión

En este caṕıtulo de la tesis se utilizó la sincronización de la red compleja en topoloǵıa
de estrella, utilizando como nodos al sistema hipercaótico modificado de Lorenz de orden
fraccional. Se realizó el encriptado, transmisión y descriptado de información confidencial
utilizando un esquema de comunicación hipercaótica. En particular, se encripta, transmite
y se recupera la sección de una canción, donde podemos observar que en cada receptor se
recupera satisfactoriamente el mensaje de audio original.
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Caṕıtulo VIII

Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral, se realizó un estudio sobre la sincronización de redes
complejas. En particular, se estudio la sincronización de redes complejas conformadas por
nodos que exhiben dinámicas extremadamente complejas, como caos e hipercaos, además,
dichas dinámicas fueron generadas por sistemas caóticos de orden entero y fraccional. Los
nodos caóticos seleccionados para formar las redes fueron: el oscilador de Rössler, el oscila-
dor de Chua con retardo, el oscilador de Chua de orden fraccional y el sistema hipercaótico
modificado de Lorenz fraccional. En este trabajo de tesis se sincronizaron diferentes redes
en topoloǵıas regulares e irregulares.

Se realizó un estudio numérico para obtener las condiciones de sincronización apro-
piadas, para obtener la sincrońıa en las diferentes topoloǵıas de acoplamiento, las cuales
fueron: vecino cercano, mundo pequeño, anillo abierto, estrella, global y árbol, se realizó
dicho estudio para obtener la sincronización en vecino cercano y mundo pequeño, tanto
para sistemas caóticos de orden entero y sistemas caóticos de orden fraccional, donde los
resultados, es decir, el valor de ganancia que logra la sincronización es similar para ambos
casos, con lo que se puede concluir que la teoŕıa de sistemas complejos puede ser aplicable
para sistemas de orden entero y sistemas de orden fraccional. Para el resto de configuraci-
ones se utilizó la teoŕıa de sistemas complejos aunque las condiciones de sincronización no
son válidas se logró obtener la sincronización.

También se mostró la transmisión de información encriptada (una sección de una
canción) desde un nodo central (transmisor) a múltiples nodos remotos (receptor), uti-
lizando redes complejas formadas por el sistema hipercaótico modificado de Lorenz. Con
esto se demuestra que es posible la transmisión de información encriptada en redes de
comunicación.

VIII.1 Aportaciones

Los principales productos derivados de este trabajo de investigación a la sincronización de
sistemas complejos, se resumen a continuación:

VIII.1.1 Art́ıculos publicados en revistas

• Acosta Del Campo O. R., Cruz Hernández C., López Gutiérrez R. M., Arel-
lano Delgado A., Cardoza Avendaño L. y Chávez Pérez R. (2011) Complex Network
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Synchronization of Coupled Time-Delay Chua Oscillators in Different Topologies.
Nonlinear Dynamics and Systems Theory. 11(4): 341-372.

• Acosta Del Campo, O. R., C. Cruz Hernández, R. M. López Gutiérrez, A. Arellano
Delgado, L. Cardoza Avendaño. (2011) Complex network synchronization of time-
delay Chua oscillators. Sometido a Mathematical Problems in Engineering.

VIII.1.2 Congresos

• Acosta del Campo O. R., Arellano-Delgado A., Cruz-Hernández C., E., López-
Gutiérrez R.M., Garćıa Guerrero E., Cardoza Avendaño L. Experimental confir-
mación de comunicaciones segura de información utilizando sincronización de circuitos
de Chua de cuarto orden, LIII Congreso Nacional de F́ısica Boca del Ŕıo Veracruz,
25 al 29 de octubre de 2010.

• Acosta Del Campo O.R., Cruz-Hernández C, López Gutiérrez R.M. Arellano-
Delgado A y Cardoza Avendaño L. Complex network synchronization of time-delay
Chuas oscillators. International Conference on Computer, Electrical and System
Science and Engineering (ICESSE2011), 14 al 16 de noviembre de 2011, Paris, Francia.

• Acosta Del Campo O.R., C. Cruz Hernández, A. Arellano Delgado, R.M. López
Gutiérrez, y A. Aguilar Yañez. Complex network synchronization of fractional-order
chaotic Chua systems, Complex Systems Design Management (CSDM) Paris, Francia
2012.

• Oscar R. Acosta Del Campo, César Cruz-Hernández, Rosa Martha López
Gutiérrez, Adrian Arellano-Delgado, Synchronization of chaotic Chua oscillators of
fractional order, 16 Convención Cient́ıfica de Ingenieŕıa y Arquitectura (CUJAE), 26
al 30 de noviembre de 2012, La Habana, Cuba.

• Oscar R. Acosta Del Campo, César Cruz-Hernández, Rosa Martha López
Gutiérrez, Adrian Arellano-Delgado, Communication in star coupled network with
fractional hyperchaotic nodes, IEEE 4th Latin American Symposium on Circuits and
Systems (LASCAS), del 27 de febrero a marzo 1 de 2013, Cusco, Perú.

• Arellano-Delgado A., Acosta del Campo O. R., Cardoza Avendaño L., Garćıa
Guerrero E. E., Abund́ıs Pérez F., López-Gutiérrez R.M., Cruz-Hernández C., Comu-
nicaciones privadas en una red de multiusuario. LIII Congreso Nacional de F́ısica
Boca del Ŕıo Veracruz, 25 al 29 de octubre de 2010.

• H. Serrano-Guerrero, C. Cruz-Hernández, R.M. López-Gutiérrez, O.R. Acosta-Del
Campo y A. Arellano-Delgado. Synchronization in complex networks with nearest-
neighbor coupling configuration. Complex Systems Design Managemen 2010-CSDM
octubre 27-29 Paris, Francia 2010.
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• Serrano-Guerrero H., Cruz-Hernández C., López-Gutiérrez R.M., Acosta-Del Campo
O.R., Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendaño L. Synchronization in complex net-
works of time-delay Chuas oscillators, Symposium on Low Dimensional Systems
Worshop on Complex Systems, 150th Orbit of Alexander Von Humboldt, 7 al 11
de junio de 2010, La Habana, Cuba.

• Serrano-Guerrero H., Cruz-Hernández C., López-Gutiérrez R.M., Acosta-Del Campo
O.R., Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendaño L. Synchronization in perturbed
complex network with star coupling configuration. Dynamics Days South America
2010, International Conference on Chaos and Nonlinear Dynamics, 26 al 31 de julio
de 2010, San José dos Campos, SP, Brasil.

VIII.2 Principales contribuciones de este trabajo doc-

toral

Un resumen a modo de puntuario, de las principales contribuciones de este trabajo de
investigación, se da a continuación:

• Análisis teórico y numérico de las condiciones de sincronización de diferentes topo-
loǵıas de redes complejas utilizando la teoŕıa de sistemas complejos y nodos caóticos
de orden entero.

• Análisis teórico y numérico de las condiciones de sincronización de diferentes topo-
loǵıas de redes complejas utilizando la teoŕıa de sistemas complejos y nodos caóticos
de orden fraccional.

• Bajo ciertas condiciones, se determinó una manera sistemática de obtener sincroni-
zación, utilizando teoŕıa de sistemas complejos utilizando nodos caóticos de orden
entero y fraccional.

• Transmisión de información encriptada (señal de audio) desde un nodo a multiples
nodos de manera simultánea, en redes complejas formadas por sistemas hipercaóticos
modificados de Lorenz.

VIII.3 Trabajos a futuro

Las numerosas investigaciones y contribuciones reportadas en la literatura y congresos
sobre el tópico muestran que el estudio de los sistemas complejos se encuentra en pleno
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auge. Las aplicaciones a distintas disciplinas cient́ıficas y tecnológicas va en aumento. A
continuación, se mencionan brevemente algunos problemas abiertos detectados al realizar
esta investigación y que representan trabajo a futuro en esta dirección:

• Sincronizar redes complejas con nodos caóticos de orden fraccional con otra teoŕıa de
control, por ejemplo, control “pinning”.

• Extender estos resultados a la sincronización de redes con “cientos” o “miles”de nodos.

• Analizar la sincronización de redes complejas en el caso que se tenga perturbaciones
en la señal acoplante.

• Analizar la sincrońıa de estas redes ante fallas en los nodos y en las conexiones.

• Aplicación de la sincronización de redes complejas a equipos de trabajo formados por
robots manipuladores o móviles.

• Implementar f́ısicamente la sincronización de redes complejas formadas por nodos
caóticos de orden fraccional.

• Analizar la sincronización de redes complejas considerando diferentes “pesos”, es de-
cir, fuerzas de acoplamiento.

• Aplicación de la sincronización de redes complejas con nodos caóticos fraccionales a
comunicación privada de multiusuarios, utilizando información digital (audio, video,
imágenes, etc.).

• Realizar la implementación de algun sistema caótico de orden fraccional en sistemas
digitales, tales como microcontroladores o FPGAś.
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[11] D.M. Cvetković, M. Doob y H. Sachs. Spectra of graphs, theory and applications.
Johann Ambrosius Barth Verlag, 1995.

[12] F.R.K. Chung. Spectral graph theory (CBMS regional conference series in math- ema-
tics). American Mathematical Society, 1997.



112

[13] B. Mohar, Y. Alavi, G. Chartrand, O.R. Oellermann y A.J. Schwenk. The Laplacian
spectrum of graphs. Graph Theory, Combinatorics and Applications, 2:53–64, 1991.

[14] R. Merris. A survey of graph Laplacians. Linear and Multilinear Algebra, 39:19–31,
1995.

[15] M. Fiedler. Algebraic connectivity of graphs. Czechoslovak Mathematical Journal,
23:298–305, 1973.
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