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RESUMEN de la tesis de Oscar Ricardo Acosta Del Campo, presentada como
requisito parcial para obtener el grado de DOCTOR EN CIENCIAS en ELECTRICA con
orientacion en CONTROL. Ensenada, B.C. México, Noviembre 2013.

Sincronizacion de redes complejas con nodos cadticos de orden
entero y fraccional

Resumen aprobado por:
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Dra. Rosa Martha Lopez Gutiérrez Dr. César Cruz Hernandez
Codirector de Tesis Codirector de Tesis

En este trabajo de tesis se presenta la sincronizacion de redes complejas en diferentes
topologias. Particularmente se sincronizan redes con nodos caobticos de orden entero, es
decir, el orden de las derivadas es un namero entero. De igual forma, se realiza la sincroni-
zacion de redes con nodos cadticos de orden fraccional, es decir, el orden de sus derivadas
es una fraccion (generalmente entre Oy 1).

Se realizd la sincronizacion de redes en diferentes topologias, las topologias utilizadas
para nodos de orden entero, fueron: la topologia de vecino cercano y la de mundo pequefio,
tales topologias fueron realizadas con el oscilador de Chua con retardo y el oscilador de
Rossler como nodos. Para dichas sincronizaciones se calculd la fuerza de acoplamiento ¢
necesaria para sincronizar la red en topologia de mundo pequefio para un nimero N de
nodos. Para la sincronizacion de mundo pequeno se utilizd la teoria de redes complejas, la
cual, a partir de los valores propios de la red y una cantidad de N nodos podemos obtener
el valor de la fuerza de acoplamiento ¢ que garantiza la sincronizacion de la red. En dicha
sincronizacion de mundo pequefo se obtuvo una grafica que relaciona los valores propios
con la cantidad de N nodos de la red y en la cual, se aprecia la regidon de sincronizacion
de dichared para N nodos. (La cantidad N de nodos es limitado solo por la capacidad de
procesamiento computacional).

Las topologias utilizadas para nodos con orden fraccional fueron: la topologia maestro-
esclavo utilizando el oscilador de Chua de orden fraccional como nodoy la teoria hamil-
toniana para su sincronizacion, se obtuvieron los valores de ganancias del observador que
garantizan la sincronizacion maestro y esclavo. Ademas, para tal sincronizacion se realizod
una aplicacion a las comunicaciones seguras, donde se encriptd un mensaje el cual fue recu-
perado en el esclavo de forma satisfactoria. Otra topologia utilizada es la de vecino cercano
y mundo pequefio para el oscilador de Chua de orden fraccional, como en el caso de orden
entero se obtuvo una grafica que muestra la zona de sincronizacion de acuerdo a los valores
propios y a los N nodos de la red donde se garantiza la sincronizacion de la red.



Para comprobar la efectividad de la teoria de sistemas complejos en la sincronizacion
de redes, se recurrio la topologia en estrella usando como nodos un sistema hipercadtico
modificado de Lorenz fraccional propuesto recientemente, para el cual, se calculd la fuerza
de acoplamiento ¢ que garantiza la sincronizacion de la red, ademas se realiz6 una aplicacién
a las comunicaciones seguras, donde se encripté una senal de audio, la cual, se recuperd
satisfactoriamente en cada uno de los nodos receptores de la red.

Palabras clave: Sincronizacion, redes complejas, topologias de redes, sistemas fracci-
onales, caos, comunicaciones seguras.
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ABSTRACT of the thesis presented by Oscar Ricardo Acosta Del Campo, as
a partial requirement to obtain the DOCTOR IN SCIENCE degree in ELECTRIC with
orientation in CONTROL. Ensenada, B.C. México, November 2013.

Complex networks synchronization with chaotic nodes of integer
and fractional order

Abstract approved by:
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Dra. Rosa Martha Lopez Gutiérrez Dr. César Cruz Hernandez
Thesis codirector Thesis codirector

In this thesis work presents the complex networks synchronization in different topolo-
gies. Particularly are synchronized networks with chaotic nodes of integer order, i.e. the
derivatives order is an integer number. Similarly, network synchronization is performed
with chaotic nodes of fractional order, i.e. the derivatives order is a fractional number
(usually between 0 and 1).

It realized network synchronization in different topologies, the topologies used for nodes
of integer order, were: the nearest-neighbor topology and small world topology, such topo-
logy were performed with delayed Chua oscillator and Rossler oscillator like nodes. For such
synchronizations are calculed the coupling strength ¢ necessary to synchronize the small
world network topology for number N of nodes. For small world synchronization was utili-
zed complex networks theory, which, from the eigenvalues of the network and a number of
N nodes can obtain the value of the coupling strength ¢ ensuring network synchronization.
In the small world synchronization was obtained a graph, that relating the eigenvalues and
the amount of N nodes in the network and in which, shows network synchronization region
for N nodes. (The number N of nodes is limited only by the computational processing).

The topologies used for fractional order nodes were the master-slave topology using the
fractional order Chua oscillator like node and Hamiltonian theory for your synchroniza-
tion were obtained observer gain values that guarantee the master-slave synchronization.
Additionally, for such synchronization was performed an application to secure communi-
cations, where was encrypted a message which was recovered in the slave satisfactorily.
Other topologies used is the nearest-neighbor and small world for fractional order Chua
oscillator, as in the case of integer order was obtained a graph showing the area of synchro-
nization according to the values and the N nodes of the network which ensures network
synchronization.

To test the effectiveness of the complex systems theory to network synchronization,
we used the star topology using modified hiperchaotic fractional Lorenz system as nodes

Vv



recently proposed, for which we calculated the coupling strength ¢ that ensures network
synchronization also was performed an application to secure communications in networks,

which was audio signal encrypted, which is successfully recovered in each one of the network
nodes.

Keywords: Synchronization, complex networks, network topologies, fractional sys-
tems, chaos, secure communications.
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Capitulo 1

Introduccion

Recientemente, se han estudiado de manera mas adecuada fenémenos o procesos en diferen-
tes campos cientificos, relacionandolos con la teoria de grafos, el uso matematico de estos
enfoques ha traido grandes ventajas, ya que permiten verlos como una red, donde varios
de estos fenémenos pueden verse como redes con topologias sencillas, es decir, donde se
conocen perfectamente sus caracteristicas y tienen propiedades comunes entre ellas. Sin
embargo, la complicada estructura de muchos fenémenos nos obliga a utilizar modelos de
redes complejas.

Un ejemplo del uso de topologias sencillas es en el campo de estudio computacional. El
uso de las diferentes topologias de red, se ha ampliado considerablemente en los ultimos
anos, llegando a ser indispensable en este ambito, por ejemplo, en las redes de computadoras,
ya sea a nivel local o global (web) se tiene la capacidad de reducir recursos a través del uso
de las diferentes topologias conocidas, el cual ha sido uno de los avances mas significativos
en el area, no se podria tener la velocidad actual en el flujo de informacion si no fuera por
la optimizacion otorgada por las topologias de red utilizadas, asi como la fiabilidad en los
enlaces realizados.

Los modelos de redes complejas involucran fenémenos donde se tienen propiedades no
triviales en las redes, dichas redes complejas emergen en un amplio rango de disciplinas de
las ciencias naturales y sociales. Los ejemplos de redes complejas frecuentemente utilizados
incluyen la internet, la World Wide Web (WWW), las redes eléctricas, redes de transporte,
ecosistemas, redes genéticas, redes neuronales, etc. Las redes complejas pueden definirse
simplemente como un sistema fisico o virtual de componentes interconectados, donde las
interacciones entre los componentes dan lugar a formas intrincadas de los elementos, las
propiedades que emergen como producto de dichas interacciones son consideradas complejas
en virtud a la estructura no trivial de la red.

Los componentes de tales redes, cominmente conocidos como nodos, tienen carac-
teristicas propias, que pueden o no afectar el comportamiento colectivo de la red. En
esta tesis, nos enfocamos a utilizar sistemas cadticos como los nodos de las redes. Un sis-
tema cadtico se caracteriza por generar dinamicas complejas y dentro de sus caracteristicas
se encuentran: la sensibilidad de condiciones iniciales, una caracteristica muy importante
al hacer la aplicacion a las comunicaciones seguras, donde es necesario realizar la sincroni-
zacion entre los sistemas para poder recuperar la informacion.

El hecho de generar dindmica compleja (dindmica aparentemente aleatoria), ha sido
la principal motivacion para utilizar a dichos sistemas cadticos en diferentes protocolos de



comunicacion, ya que se puede encriptar la informacién utilizando la dinamica compleja del
sistema cadtico como portadora, logrando una proteccién de informacién de forma eficiente.

Durante muchos tiempo, los modelos utilizados para los sistemas cadticos han sido de
orden entero ver por ejemplo [1]-[3], es decir, un modelo es una representacién matematica
de un sistema fisico, el cual, puede ser representado por medio de ecuaciones integro-
diferenciales ordinarias de orden entero (la potencia de la derivada es un ntimero entero),
tales modelos nos ofrecen dindmicas lo mas aproximadas a la del sistema fisico y con lo
cual, se pueden realizar las investigaciones y controles requeridas al sistema.

Sin embargo, recientemente se han propuesto y utilizado modelos de sistemas cadticos de
orden fraccional, dichos modelos nos ofrecen aproximaciones méas cercanas a la realidad (del
sistema fisico), si bien, aunque la teorfa fraccional se conoce desde hace siglos, no podia ser
tan facilmente utilizada, debido a la complejidad de los calculos matematicos involucrados,
con el avance de la tecnologia y la disponibilidad de un alto poder computacional se han
desarrollado técnicas para poder utilizar la teoria fraccional en los diferentes campos de

estudio. En la literatura se reportan modelos fraccionales que generan caos, ver por ejemplo
[4], [5].

En esta tesis doctoral se realiza la sincronizacion de redes en diferentes topologias utili-
zando nodos cadticos de orden entero y nodos caéticos de orden fraccional y se aplica dicha
sincronizacién a la transmision segura de informacion confidencial.

I.1 Motivaciéon

La motivacion principal y que incité a la realizaciéon de este trabajo de tesis doctoral, es
la creciente investigacion en el campo de sincronizacién de redes complejas y su continuo
desarrollo y aplicacion en los diferentes campos de estudio. Las redes complejas las encon-
tramos en la mayor parte de los fenomenos de estudio. Actualmente la sincronizacion de
redes complejas ha tenido gran éxito, debido a la cantidad de aplicaciones donde se utiliza,
ver por ejemplo [6], [7]. Una de las aplicaciones con mayor auge es la de encriptado de
informacion, conociendo las caracteristicas y ventajas de los sistemas cadticos fraccionales,
podemos inferir que utilizandolos como nodos, tal encriptado sera mas eficiente en las redes
de comunicaciones.

I.2 Objetivos

Dado el enorme interés que ha despertado el estudio de las redes complejas en los ultimos
anos en muchas areas cientificas y tecnologicas, en particular, la sincronizacién de redes



complejas y a las muchas aplicaciones en la ingenieria; con la realizacién de este trabajo de
tesis doctoral, se planted alcanzar el siguiente objetivo general.

Sincronizar redes complejas con diferentes topologias, especialmente redes
de mundo pequeno y redes regulares, utilizando como nodos algunos sistemas
caoticos de interés, particularmente sistemas de orden entero y fraccional.

Los objetivos particulares que fueron abordados son los siguientes:

Sincronizar redes complejas en mundo pequeno con sistemas cadticos de orden entero
como nodos, especificamente los osciladores de Rossler y Chua con retardo.

e Sincronizar redes complejas en diferentes topologias con sistemas cadticos de orden
entero como nodos, especificamente el oscilador de Chua con retardo, dichas topologias
son: anillo abierto, estrella, global y arbol.

e Sincronizaciéon en maestro y esclavo utilizando formas hamiltonianas con sistemas
caodticos de orden fraccional como nodos, especificamente el oscilador de Chua de
orden fraccional.

e Sincronizar redes complejas en mundo pequeno con sistemas cadticos de orden frac-
cional como nodos, especificamente el oscilador de Chua de orden fraccional.

e Sincronizar redes en estrella con sistemas cadticos de orden fraccional como nodos,
especificamente el sistema hipercadtico modificado de Lorenz.

e Realizar la comunicacion segura de informacién en redes complejas utilizando como
nodos sistemas cadticos de orden fraccional.

1.3 Estructura de la tesis

La estructura de este trabajo de tesis doctoral es la siguiente: En el capitulo II se proporci-
ona informacién indispensable acerca de las redes complejas, es decir, se presenta la teoria
de grafos y algunas definiciones utilizadas en este trabajo de tesis, ademds se muestran las
topologias regulares utilizadas e informacion acerca de ellas, asi como también los tipos
de redes complejas mas utilizadas en la actualidad y por ultimo, se da una conclusion del
capitulo. En el capitulo III se presentan los fundamentos del cédlculo fraccional, es decir,
la teoria fraccional utilizada en este trabajo de tesis, como las funciones que se utilizan,
principales definiciones, etc., también se muestra el método numérico utilizado para realizar



las simulaciones hechas en este trabajo, al final se dan algunas conclusiones. En el capitulo
IV se describen algunas de las principales aplicaciones que tiene el cédlculo fraccional en
la actualidad, principalmente aplicaciones en modelado, como la viscoelasticidad, aplica-
ciones en la ingenieria, como los sistemas de control fraccional y aplicaciones en sistemas
no lineales, como los sistemas cadticos fraccionales, por iltimo se dan las conclusiones del
capitulo. En el capitulo V se da la informacion acerca de los sistemas cadticos utilizados en
este trabajo de tesis, los cuales son sistemas de orden entero, como el oscilador de Rossler
y el oscilador de Chua con retardo, también sistemas de orden fraccional, como el oscilador
de Chua fraccional y el sistema hipercadtico modificado de Lorenz, al final se dan algunas
conclusiones. En el capitulo VI se muestran los resultados obtenidos de la simulacion de la
sincronizacién de redes complejas con nodos cadticos de orden entero y fraccional, se mue-
stra la sincronizacion de redes en mundo pequeno del oscilador de Rossler y del oscilador
de Chua con retardo, también se muestra la sincronizacion de redes con topologias anillo
abierto, estrella, global y drbol del oscilador de Chua con retardo. Por otra parte, utili-
zando nodos cadticos de orden fraccional se muestran los resultados de la sincronizacién en
maestro y esclavo por formas hamiltonianas con el oscilador de Chua de orden fraccional,
también se muestra la sincronizaciéon de redes en mundo pequeno utilizando este mismo
sistema de orden fraccional y se muestra la sincronizaciéon en estrella utilizando como nodo
el sistema hipercadtico modificado de Lorenz, por ultimo se dan algunas conclusiones. En
el capitulo VII se realiza la aplicacién a las comunicaciones seguras, es decir, se realiza el
encriptamiento y transmisién de informacién en redes complejas, esto se realiza con nodos
caoticos de orden fraccional. Por tltimo, en el capitulo VIII se dan las conclusiones gene-
rales resultadas de este trabajo de tesis doctoral; adémas, se plantean algunos trabajos a
futuro derivados de esta tesis.



Capitulo 1I

Redes complejas

II.1 Introduccion

Tradicionalmente, las redes complejas fueron modeladas como redes completamente ale-
atorias. Como la ciencia de las redes complejas ha ido aumentando en importancia y
popularidad, se han desarrollado otros modelos de redes complejas. Los dos ejemplos mas
conocidos de modelos de redes complejas reportados en la literatura reciente, son los mo-
delos de mundo pequeno y libre de escala. En este capitulo se presentan los tres modelos
comunmente citados. Antes de dar la descripcién formal de los modelos, se establecera
la notacion estandar de la teoria de grafos y la terminologia de redes complejas, material
necesario para la buena comprensién de los capitulos posteriores de este trabajo de tesis.

II.2 Teoria de grafos

Un grafo G = (V, E,€) con aristas orientadas se define en el libro de Demel [8], donde V/
es un conjunto de vértices (en términos de redes les llamamos nodos), F es un conjunto
de aristas (en términos de redes les llamamos conexiones) y € es el mapeo € : E — V x V.
V(i) es un conjunto de nodos que son vecinos (en el sentido de conexién directa por una
sola arista) del nodo i. Finalmente, Eg(i) es un conjunto de conexiones que conectan el
nodo % con sus vecinos.

La definicion original implica la consideracién de las conexiones orientadas. Sin embargo,
la orientacion de las conexiones puede ser informacion redundante en algunos modelos y
en tal situacién la orientacion puede ser descartada. Tal estructura se denomina grafo con
conexiones no orientadas.

Ambas definiciones de grafos incluyen miltiples conexiones, es decir, un par de nodos son
conectados por multiples conexiones, pero realmente vasta con conexiones simples, es decir,
un par de nodos pueden ser conectados una vez como méaximo. Esta propiedad no influye
en las funciones que se definen en los grafos. Por tultimo, el grafo se puede generalizar
para llevar informacién adicional. Estos grafos pueden definirse como G = (V, E, €, vy),
G=(V,E,e,ug) y G = (V,E, e,uy,vg), donde vy : V — Oy, vg — Opy Oy, O son
conjuntos de un objeto adicional que puede ser un niimero real o natural.



11.2.1 Variables medibles

Ademas del modelado, el andlisis de las propiedades topoldgicas relevantes, es uno de los
principales objetivos que guian la investigacion en redes complejas. Una propiedad to-
polégica es una propiedad inherente grafico-tedrica, es decir, una propiedad que se conserva
bajo todos los posibles cambios topoldgicos de un grafo. Esto significa que las redes con la
misma propiedad topoldgica definen una cierta familia de grafos: los que tienen una deter-
minada propiedad topoldgica especificada. Sin embargo, la propiedad topoldgica se refiere
solo a la caracterizacion descriptiva de las redes. Por ejemplo, la frase “una red no tiene
nodos con un solo vecino” es una propiedad, mientras que “el niimero de nodos con mas de
dos vecinos en una red es igual a seis” es una medida topolégica. En consecuencia, en los
ultimos anos se propusieron una serie de medidas para expresar cuantitativamente propie-
dades topoldgicas relevantes de redes complejas. En esta seccién se presenta un conjunto
de medidas que se utilizaran con frecuencia al hablar de redes complejas.

11.2.1.1 Densidad

La densidad en una red, mide que tan completo es un grupo en términos de las relaciones
entre sus miembros. En consecuencia, la densidad de enlace ¢, se define como la proporcion
del niimero maximo posible de enlaces que existen realmente entre todos los nodos.

I1.2.1.2 Grado

El grado D de un nodo describe el niimero de enlaces o vecinos que un nodo tiene. La distri-
bucién de grado de un nodo es la probabilidad Pr[D] que el grado D de un nodo seleccionado
aleatoriamente tiene un valor determinado. El nimero de enlaces promedio que se conec-
tan a un nodo se denomina grado de nodo promedio. El grado de nodo promedio se puede

obtener facilmente a partir de la distribucién de grado a través de E[D] = > dPr[D],

donde D, es el grado maximo en un grafo dado.
El grado de distribucion conjunta Pr[D, D] es la probabilidad de que los grados D y D
de un par de nodos seleccionados aleatoriamente tengan un valor determinado. Una medida

resumida del grado de distribucién conjunto es el grado vecino promedio de nodos con un
valor de grado determinado [? .

I1.2.1.3 Distancia

El camino mas corto H indica el niimero de saltos entre un determinado par de nodos. La
distribucion de distancia es la probabilidad Pr[H| que el camino més corto H tiene entre



un par de nodos aleatorios. A partir de la distribucién de distancia, la distancia de nodo

promedio se deriva como E[H| = > hPr[H]|, donde H,,,, es el mas largo de los caminos
h=1

mas cortos entre un par de nodos cualquiera. H,,,, también se conoce como el didmetro

de la red. Por otra parte, la excentricidad mide la distancia méas grande entre un nodo

dado y cualquier otro nodo de la red. La excentricidad de nodo promedio es el promedio

de las excentricidades de todos los nodos. Obviamente, la excentricidad maxima es igual

al diametro de la red.

11.2.1.4 Coeficiente de agrupamiento

El coeficiente de agrupamiento ¢; de un nodo ¢ es la proporcién del méaximo niimero posible
de enlaces que existen entre los nodos dentro de una vecindad del nodo ¢. Para una red
no dirigida, un nodo ¢ con el grado D; tiene en la mayoria % enlaces entre los nodos
dentro de su vecindad. En otras palabras, el coeficiente de agrupamiento es la relacién
entre el nimero de triangulos que contienen el nodo 7 y el nimero de triangulos que posi-
blemente podrian existir si todos los vecinos de i estan interconectados [9]. El coeficiente
de agrupamiento para todo el grafo cg es el promedio de los coeficientes de agrupamiento

de todos los nodos.

I1.2.1.5 Conectividad

Una red se dice que esta conectada si existe un camino entre cada par de nodos. Del mismo
modo, cuando no hay un camino entre al menos un par de nodos, se dice que la red esta
desconectada. Si en la red hay un acoplamiento entre cada par de nodos, se dice que la red
es completa y representada por Ky.

El acoplamiento Ki y la conectividad del nodo Ky son dos medidas de conectividad
clasicas de una red. La conectividad de acoplamiento K es el nimero minimo de enlaces
cuya eliminacion podria desconectar la red. La conectividad de nodo Ky se define de
manera analoga (nodos unidos con enlaces adyacentes se eliminan). Para k& > 1, una red
es conectada k veces si una red es completa Kj,; o si tiene por lo menos k + 2 nodos y
ningin conjunto de k£ — 1 nodos que los separa. Del mismo modo, para k > 1 una red es k
veces acoplada si tiene por lo menos dos nodos y ningtin conjunto de a lo mas k — 1 enlaces
que los separa. El valor maximo de k para que una red sea conectada k veces es igual
a la conectividad de nodos K. La conectividad de acoplamiento K se define de forma
andloga [10]. El minimo grado nodal D,,;, de una red incompleta es un limite superior
tanto del nodo y la conectividad del acoplamiento Ky < K < D,,;,. Si una red es una
red completa Ky, entonces Ky = K;, = D,pn. Si Ky = K = D,,,;,, también decimos que
la conectividad de una red es 6ptima.



11.2.1.6 Matriz de grafo

Los métodos desarrollados en la teoria de grafos también ofrecen otra representacion de una
red, es decir, la matriz de adyacencia, la matriz laplaciana o cualquier otra caracteristica
de la matriz de una red. La matriz de adyacencia €2 de una red no dirigida de N nodos es
una matriz de dimensién N x N, donde los elementos fuera de la diagonal (7, j) son cero
o uno, dependiendo de si el nodo i y el nodo j son adyacentes (estan conectados). Todos
los elementos de la diagonal (7,7) son cero. De esta manera, la matriz de adyacencia es
simétrica. Un punto particular a destacar es que el niimero de elementos fuera de la diagonal
en una fila ¢ es igual al grado del nodo i. La matriz diagonal que contiene informacion sobre
el grado de cada nodo, se denomina matriz de grado A. Se utiliza junto con la matriz de
adyacencia para construir la matriz laplaciana de la red A = A — Q.

La matriz laplaciana de una red no dirigida de N nodos es una matriz de dimensién
N x N, donde los elementos fuera de la diagonal (i, j) son cero o menos uno, dependiendo
de si el nodo ¢ y el nodo j estdn conectados. Los elementos de la diagonal (7,7) son igual
al grado del nodo D;. Otra representacion de la matriz de una red es la matriz laplaciana
normalizada II. La matriz laplaciana normalizada de una red no dirigida de N nodos es
una matriz de dimensiéon N x N, donde los elementos fuera de la diagonal (4, 7) son cero o
menos la raiz cuadrada inversa del grado del nodo ¢ y j, dependiendo de si el nodo ¢ y el
nodo j estan conectados. Los elementos de la diagonal (i,7) son cero o uno, dependiendo
de si el grado 7 del nodo es igual a cero.

11.2.1.7 Espectro de grafo

La relacién entre una red y los valores propios de su matriz caracteristica, se estudia en la
teoria espectral de grafos. Para la matriz de adyacencia todos los valores propios son reales
[11], mientras que para la matriz laplaciana [13] y la matriz laplaciana normalizada [12]
todos los valores propios son reales, pero también no negativos. El conjunto ordenado de N
valores propios de la matriz de adyacencia se llama el espectro de la matriz de adyacencia.
Lo mismo aplica para los valores propios de la matriz laplaciana o laplaciana normalizada.
Existe una matriz de adyacencia y laplaciana unica para cada red (hasta permutando filas
y columnas). Por otra parte, dos redes pueden ser coespectrales, es decir, que comparten
los mismos valores propios, pero no son isomorfas. Sin embargo, al tener dos redes con
el mismo conjunto de valores propios es casi seguro que conducen a la misma estructura
topoldgica o a un isomorfismo de redes. Por consiguiente, el conjunto de valores propios de
una matriz caracteristica de una red es una herramienta poderosa hacia una clasificacion
cualitativa de las redes.

11.2.1.8 Valores propios de grafo

El mayor valor propio de la matriz de adyacencia de un grafo se representa como el radio
espectral p. El segundo valor propio més pequeno de la matriz laplaciana se denota como



la conectividad algebraica Ay_;. Hay muchos problemas en la teoria de grafos en los que la
conectividad algebraica juega un papel especial [14], [13]. En particular, su importancia fue
subrayada por el hecho de que el valor de la conectividad algebraica es igual a cero si y sélo si
una red es desconectada o tiene dos componentes conectados. Por otra parte, si Ay_;11 =0
y An_; # 0, entonces una red tiene exactamente ¢ componentes. Esto también significa que
la multiplicidad de cero como un valor propio de la matriz laplaciana corresponde al niimero
de componentes de la red. Aparte de la importancia de la conectividad algebraica como la
fuente primaria de la cantidad de los componentes conectados, la conectividad algebraica
mide lo bien que esta conectada una red: cuanto mayor es la conectividad algebraica es
més dificil separar la red en componentes independientes [15].

I1.2.2 Topologias de redes

Una red debe cumplir con tres condiciones principales. En primer lugar, una red debe
tener miembros o elementos, por otra parte, los miembros deben estar conectados entre
si de alguna manera y en tercer lugar, todos los miembros de la red deben establecer la
comunicacion entre ellos claramente, para que la comunicacion se lleve a cabo con eficiencia.

Una forma de clasificar las redes es por su topologia, la cual describe el diseno bésico
de la red. Topologia se refiere a la forma o estructura de una red, muestra como se inter-
conectan los diferentes nodos y la manera de cémo se comunican. Las topologias bésicas y
mencionadas en este trabajo de tesis son: anillo o vecino cercano, anillo abierto, jerarquica
o arbol, estrella y global.

11.2.2.1 Topologia de anillo o vecino cercano

La topologia de anillo se compone de nodos dispuestos en un anillo, donde cada nodo se
acopla a los vecinos mas cercanos, por lo que cada dispositivo esta conectado directamente
con dos dispositivos, uno a cada lado de este y se utiliza ampliamente en redes de area local
[16].

Hay estandares de sincronizacion de redes en topologia anillo que cumple con el estandar
de sincronizacién mutua (democracia), esta estrategia se basa en el control mutuo entre los
nodos.

Ademas, para esta red compleja en particular, todos los nodos estan conectados y son
finitos.

La matriz laplaciana de un grafo L(G) con N nodos acoplados en anillo, es una matriz
de dimensién N x N; L(G) = D(G) — A(G), con elementos [;; definidos como
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1 si(i,7) € E(G),
lij =< d;sii=j,
0 de otra forma.
Para el caso particular en que K = 2, entonces tenemos d; = dy = ... = dy = K.

La matriz laplaciana —L(G), para la mencionada red compleja con acoplamiento en anillo,
corresponde a la matriz de acoplamiento A,,., dada por

[ (K 0 0 0 0 1 0 1)
0 K 0 0 10 1 0
A= —L(G) = - -
0 0 0 K 0 00 1 1
0 0 0 0 K 10 0 0

de esta manera, la matriz de acoplamiento A,,. para una red con acoplamiento en anillo,
es dada por

-K 1 0 1
1 =K 1 0
A=
0 0 1 1
1 0 0 -K

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En la
matriz de acoplamiento A,,., el segundo valor propio mayor puede ser encontrado mediante

Aope = —42 sen” (%) : (1)

puede observarse claramente, que para un valor fijo de K| Ay, disminuye a cero cuando N
tiende a infinito, es decir

La topologia de anillo se ilustra en la figura 1, esta topologia se construye por ejemplo
con N = 8 nodos.
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Figura 1: Red en anillo o vecino cercano con N = 8 nodos.
11.2.2.2 Topologia jerarquica o de arbol

La topologia jerdrquica o también llamada de drbol, puede ser vista como una coleccion de
redes en estrella dispuestas en una jerarquia. La topologia jerarquica tiene nodos periféricos
individuales necesarios para transmitir en un nodo y recibir en otro solamente, no necesi-
tan actuar como repetidores o regeneradores, esta estructura se utiliza en aplicaciones de
television por cable y también se ha utilizado en aplicaciones LAN de la banda analdgica

[16].

Hay estandares de sincronizacion de redes, en la cual, la topologia jerarquica se encuentra
en sincronizacién maestro y esclavo (despotismo), ésta estrategia se basa en la distribucién
de un nodo de referencia (/N7) o nodo maestro y los demds obedecen, es decir, son los nodos
esclavos. Podrian tener 2 o mas niveles de jerdrquica, en la topologia que se ilustra en la
figura 2 se muestran 3 niveles, en los que el acoplamiento es directo, este tipo de red se
adopté en la sincronizacién de redes de telecomunicaciones.

La matriz de acoplamiento A,. para esta red esta definida por
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Figura 2: Red en topologia jerarjica o arbol con N = 7 nodos.

S = = O

A=
0
1
1 0 0 0 -1

O = = O

esta matriz tiene un valor propio 0 y los restantes N — 1 son —1. Por lo tanto, el segundo
valor propio mayor es

/\th — —1 (3)

La topologia jerarquica se ilustra en la figura 2, esta topologia se construye por ejemplo,
con N = 7 nodos.
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11.2.2.3 Topologia en estrella

Una red en estrella es una red en la cual, los nodos estdn conectados directamente a un
nodo central (o maestro en el caso de una red dirigida) y todas las comunicaciones se
hacen necesariamente a través de este, donde los nodos restantes no estan directamente
conectados entre si. Para esta red compleja en particular, todos los nodos estan conectados
y son finitos.

Hay estandares de sincronizaciéon de redes, en la cual la topologia estrella se encuentra en
sincronizacién maestro y esclavo (despotismo), ésta estrategia se basa en la distribucién de
un nodo de referencia o nodo maestro y los demas obedecen, es decir, son los nodos esclavos,
este tipo de red es muy utilizada en la sincronizacion de redes de telecomunicaciones.

La matriz laplaciana —L(G), para la mencionada red compleja con acoplamiento en
estrella, corresponde a la matriz de acoplamiento Ag;., dada por

[(N-1 0 0 0 01 1 1) |
0 1 0 0 1 0 0 0
Ag.=-L(G) =— : e e =
0 0 0 0 1 0 0 0
i\ o 0 0 01 10 0 0/

de esta manera, la matriz de acoplamiento A . para una red con acoplamiento en estrella,
es dada por

-N+1 1 1 - 1
1 -1 0 - 0
Aste =
1 0 0 0
1 0 0 -1

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En
la matriz de acoplamiento A, son {0, —N,—1,...,—1}, el segundo valor propio mayor es

)\25tc = _]-7 (4)

puede observarse que el valor Agg. no depende del tamano (nimero de nodos) de la red, la
topologia en estrella se presenta en la figura 3, esta red se realizé con 5 nodos (sin maestro
y sin esclavos).
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Figura 3: Red en topologia extrella con N = 5 nodos.
11.2.2.4 Topologia global

En la topologia global cada nodo esta conectado a todos los nodos, esto significa que cada
nodo esta conectado a la misma cantidad de nodos, tenemos que en esta configuracién de
acoplamiento, cada nodo 7 esta conectado con N —1 nodos. Esto hace que sea posible llevar
mensajes de un nodo a otro de diferentes maneras, esta topologia se utiliza principalmente
para la conmutacién de circuitos de redes publicas, etc. [16]. Ademds, para esta red
compleja en particular, todos los nodos estan conectados y son finitos.

La matriz laplaciana de un grafo L(G) con N nodos acoplados globalmente, es una
matriz de dimensién N x N; L(G) = D(G) — A(G), con elementos [;; definidos como

1 si(i,7) € E(GQ),
lij=4q disii=yj,

0 de otra forma.

Los elementos de la matriz laplaciana —L(G), para la mencionada red compleja con
acoplamiento global, corresponden a la matriz de acoplamiento A,., dada por

([(N-1 0 0 0 01 1 1) |
0 N-1 0 0 10 1 1
Age=—-L(G) = - -
0 0 0 0 11 0 1
0 0 0 0 N-1 11 1 - 0
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Figura 4: Red en topologia global N = 5 nodos.

de esta manera, la matriz de acoplamiento A,. para una red con acoplamiento global, es
dada por

1-N 1 1 1

1 1-N 1 1
Ay =

1 1 1 1

1 1 1 1-N

Note que la suma de los elementos de las columnas de la matriz laplaciana es cero. En
la matriz de acoplamiento A, tiene un valor propio en 0 y los demds en —N, el segundo
valor propio mayor de esta matriz es Ay = —IV, por lo que podemos decir, que esta red
siempre sincroniza sin importar la cantidad de nodos que formen la red. La topologia global
se ilustra en la figura 4, esta topologia es construida con N = 5 nodos.

II.3 Modelos de redes complejas

En la seccion anterior se presentaron algunos tipos de redes y sus variables medibles, todas
las topologias anteriores eran regulares, es decir, sus caracteristicas estdn bien definidas, sin
embargo, se ha demostrado que las redes reales no presentan topologias regulares, por tanto,
los modelos de estas redes presentan estructuras estocasticas donde las conexiones entre los
nodos se realizan por medio de probabilidades de conexién surgidas aleatoriamente. En
seguida se presentan los modelos mas usados para este tipo de redes.
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Figura 5: Red aleatoria: el incremento de la probabilidad de conexion p implica que va de
una baja densidad de conexion para el que existen pocos enlaces y muchos componentes
pequenos a una alta densidad de conexién para el que una amplia fracciéon de todos los
nodos estan unidos entre si en un solo componente gigante. La figura se ha tomado de [23].

I1.3.1 Redes aleatorias o de Erdos y Rényi

La teorfa de redes aleatorias fue presentada por Paul Erdos y Alfréd Rényi en una serie
de articulos [17]-[19]. Tiempo después se introdujo el enfoque probabilistico a la teoria de
grafos.

Erdos y Rényi en el primer articulo sobre redes aleatorias las definen como redes con

N nodos y las conexiones son tomados aleatoriamente de N(]\Zf_l) posibles conexiones [17].
N(N-1) N(N-1)
En un conjunto de tales redes, hay C,, * = ( 2 ) redes. Donde n es el nimero de

conexiones.

Una definicion alternativa de redes aleatorias se llama modelo binomial. Comenzamos
con N nodos, donde un nodo esta conectado con otro nodo con una probabilidad p. El

nimero total de conexiones F, es una variable aleatoria con un valor expectativo (E) =
N(N-1)
pP—=

obtener la red Gy usando la construccion aleatoria es P(Gy) = p"(1 — p)

. Teniendo una red Gy con N nodos y n conexiones, entonces la probabilidad de
N(Nfl)i
2

n.

Muchas de las propiedades de las redes aleatorias son conocidas analiticamente en el
limite del tamano mayor N de la red, como muestra Erdos y Rényi en una serie de articulos
redactados en la década de 1960 [17], [18], [20] y mds tarde por Bollobds [21]. Sin embargo,
la més importante es la transicién de fase que posee: de una baja densidad de conexién
o de un bajo valor de probabilidad p, para los cuales, hay pocas conexiones y muchos
componentes pequenos a una alta densidad de conexiéon o de un alto valor de p, para el
cual, una amplia fracciéon de todos los nodos se unen entre si en un solo componente gigante
como se aprecia en la figura 5.
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I1.3.2 Redes de mundo pequeno o de Watts y Strogatz

En 1967, Stanley Milgram, en ese entonces profesor de psicologia social en la Universidad de
Harvard, se interesé por saber cudl es la probabilidad de que dos personas elegidas al azar
se conozcan entre si. Esto llevo a la pregunta ;hasta qué punto se separaran dos personas
entre si?. La distancia fue expresada en términos de “A conoce a B, quién conoce a C,
quién conoce a D,..., 7 y asi sucesivamente. En otras palabras, la separacion se determiné
por una cadena de conocidos a través de la cual una persona podria finalmente conocer a
alguien mas.

En términos de grafos, a Milgram le interesaba conocer la longitud del camino promedio
en lo que se conoce como una red social. En este tipo de red, un nodo representa a una
persona y una conexién entre dos nodos A y B nos dice que A y B son conocidos. Milgram
midi6 la longitud del camino promedio diciendo a gente arbitraria que enviara cartas a
ciertas personas destinatarias. Sea Zach dicho destinatario y sea Alicia una persona que
actualmente posee la carta. Si Alicia no conoce a Zach, ella tendria que enviar la carta
a uno de sus conocidos, por ejemplo a Bob, bajo el supuesto de que Alicia espera que
Bob tenga mejor suerte de hacer llegar la carta a Zach. En el experimento original, las
cartas fueron enviadas inicialmente desde el Medio Oeste de los Estados Unidos con los
destinatarios que se encuentraban en Massachusetts. Para su sorpresa, a las cartas que
llegaron a su destino, les tomé un promedio de sélo 5.5 saltos, lo que lleva a la famosa frase
“seis grados de separacion”.

. Qué tiene esto que ver con las redes aleatorias? Lo que Milgram demostro y lo que se
ha seguido demostrando, es que en muchas situaciones de la vida real, la longitud de camino
promedio es relativamente pequena. Sin embargo, en muchas redes sociales, sabemos que la
gente tiende a agruparse en grupos relativamente pequenos: los conocidos de Alicia también
se conocen entre si. En otras palabras, muchas redes sociales (y de hecho, otras también),
tienden a tener un alto coeficiente de agrupamiento. Por lo tanto, lo que nos encontramos
son redes que combinan las propiedades de las redes aleatorias, sin embargo, difieren cuando
se trata del coeficiente de agrupamiento.

El modelo de mundo pequeno describe el hecho de que a pesar del gran tamano de una
red, en la mayoria de las redes del mundo real hay un camino relativamente corto entre
dos nodos. Hay diferentes realizaciones del modelo de mundo pequeno, pero el modelo
original propuesto por Watts y Strogatz [9], es con mucho, el mds ampliamente estudiado.
Se inicia mediante la construccién de una red en anillo Ry con N nodos y luego se une
cada nodo a sus 2s vecinos (s vecinos a cada lado del anillo). Esto se traduce en una red de
anillo Ry s con L = sN conexiones. La red de mundo pequeno entonces se crea moviendo,
con una probabilidad p,., el extremo de cada conexion a un nuevo nodo elegido de manera
uniforme en la red de anillo, excepto que no hay conexiones dobles y ningun nodo puede
estar conectado consigo mismo. Este proceso introduce conexiones de largo alcance p,Ns
y permite que el modelo de mundo pequeno pueda interpolar de una red regular (p, = 0)
a algo que es similar, aunque no idéntico, a una red aleatorio (p, = 1). Para una pequena
pr el mundo pequeno se convierte en una red agrupada localmente en el que dos nodos
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Figura 6: Red de mundo pequeno: el aumento de la probabilidad de recableado p, implica
que va de la red totalmente ordenada (p, = 0) a la gréfica completamente aleatoria (p, = 1):
(a) p=10, (b) p=0.2y (c) p=0.9 respectivamente. La figura se ha tomado de [23].

arbitrarios estan conectados por un pequeno ntmero de conexiones intermedias, esto se
aprecia en la figura 6.

I1.3.3 Redes libres de escala o de Barabasi y Albert

El interés en las redes libres de escala se inicié a finales de 1990 con el manifiesto descu-
brimiento que en muchas de las redes del mundo real algunos nodos actuan como nodos
centrales altamente conectados, es decir, unos pocos nodos tienen un gran ntmero de veci-
nos de varios érdenes de magnitud mayor que el valor promedio. Esto esta claramente en
contraste con las redes aleatorias y de mundo pequeno, en el que cada nodo tiene mas o
menos el mismo nimero de vecinos, la red libre de escala se muestra en la figura 7. Esto
ha permitido la identificacion de clases de redes libres de escala, en las cuales, la red se
considera como un sistema dinamico que evoluciona a través de la posterior adicién y la
supresion de nodos y conexiones. Barabdsi [24] ofrecié dos importantes conceptos generales
que crean redes con esta caracteristica: el crecimiento y el acoplamiento preferencial de
nodos. En consecuencia, el modelo Barabasi y Albert incorpora estos dos conceptos de la
siguiente manera: el modelo comienza con un pequeno numero de nodos mg totalmente
conectados, seguido en cada paso por un nuevo nodo unido a m < mg = 2m + 1 nodos
ya presente en el sistema. Cada nuevo nodo estd conectado a m nodos existentes con una
probabilidad parcial que es proporcional al nimero de conexiones que el nodo existente ya
tiene. Esto implica que los nodos con mayor grado tienen mayor probabilidad de acoplarse
con nuevos nodos. Después de t pasos este procedimiento da como resultado en una red
con N =1+ mgnodosy L = w + mt conexiones.

Un ejemplo de tal mecanismo se puede encontrar en la red WWW (World Wide Web),
donde el nimero de péaginas electrénicas crece exponencialmente. La segunda caracteristica
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Figura 7: Red libre de escala: un rasgo caracteristico de estas estructuras es que algunos
nodos tienen un grado que es varios 6rdenes de magnitud mayor que el valor promedio. La
figura se ha tomado de [25].

de la mayoria de este tipo de redes es el acoplamiento preferencial. Esto significa que un
nuevo nodo es mas probable que se conecte a un nodo con més conexiones que a uUno con
menos conexiones. Por ejemplo, una pagina web muy demandada (con muchos nodos y
conexiones) tiene mayor probabilidad de agregar nuevos miembros.

I1.4 Conclusion

En este capitulo se presenté la informacion basica acerca de las redes complejas mas comu-
nes. Se mencionaron las caracteristicas principales de estas redes, asi como algunas to-
pologias de redes més utilizadas. Las redes reales tienen propiedades especiales que se
modelan mediante redes aleatorias. Se presentaron los modelos de las redes reales mas
utilizados en la actualidad. En péginas posteriores de este trabajo de tesis doctoral, se
mostraran algunas aplicaciones de algunas de estas redes, como la sincronizacién de redes
y comunicaciones seguras en redes.
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Capitulo III

Fundamentos de calculo fraccional

II1.1 Introduccion

La idea de generalizar el concepto de derivada para valores no enteros, surgié con el naci-
miento del propio calculo diferencial. En aquel entonces se planted la cuestion del sentido
o utilidad que tendria una derivada de orden fraccional, por ello se le asigné originalmente
el nombre de cdlculo fraccional.

Mas tarde se amplio el alcance de la pregunta anterior: “;Puede ser n un nimero
cualquiera, fraccional, irracional o complejo en el orden de la derivada?”. Sabiendo ahora
que la respuesta es afirmativa, el actual término de “cédlculo fraccional” resulta impropio
y deberiamos sustituirlo por el de integracion y diferenciacion de orden arbitrario. Fue el
propio Leibnitz al inventar el concepto Cji—nn f(x) y posiblemente un simple deseo de jugar
con los simbolos, lo que empujé en 1695 a L’Hopital a preguntarle “; Qué sucederia en el
caso de ser sustituida n por %?”. Leibnitz respondié de modo intuitivo que esta aparente
paradoja permitiria en el futuro extraer interesantes consecuencias”.

También en su correspondencia con Bernoulli, Leibnitz mencioné “derivadas de orden

genérico”. En 1697, en referencia al producto infinito de Wallis por %, Leibnitz utilizé la

27
notacién dz, y afirmé que era posible razonar con el calculo diferencial fraccionario para

alcanzar el mismo resultado.

La primera referencia en un texto a una derivada de orden arbitrario aparece en un libro
del matematico francés Lacroix de 1819 [26], en el que dedicé a este tema dos péginas de
las 700 que lo constituyen. Lacroix desarroll6 un ejercicio meramente matematico genera-
lizando el caso de orden entero, a la manera tipica de los formalistas de aquel periodo.

En este capitulo se presentan solo los fundamentos y conceptos utilizados a traves de este
trabajo de tesis. En conexién con el material del capitulo II, ya en capitulos posteriores
se construiran redes complejas y su sincronizacién con nodos fraccionales acoplados en
diferentes topologias.
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II1.2 Ecuaciones integro-diferenciales de orden fracci-

onal

II1.2.1 Funciones especiales

Comenzamos describiendo la funcion mas importante que se utiliza en el calculo fraccional
la funcién Gamma de Euler, que se define como

_ / et (5)
0

Esta funcion es la generalizacion de un factorial de la siguiente forma

I'(n)=(n—1)! (6)

Otra de las funciones, que desempena un papel muy importante en el calculo fraccional,
presentada por Humbert y Agarwal en 1953. Es una funcién de dos parametros del tipo
Mittag-Leffler definido como [27]

kzz()roék+5 a>0, >0 (7)

Para f = 1, obtenemos la funcién de Mittag-Leffler en un pardmetro [28], como sigue

1=t =50 g

k=0

I11.2.2 Definicién de derivadas e integrales fraccionales

El célculo fraccional es una generalizacién de la integracion y diferenciacion de orden entera
con el operador fundamental ,Dj*, donde a y ¢ son los limites de la operacién y a € R. El
operador continuo integro-diferencial se define como
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;%, a >0,
N (9)
[(dr)* a<0.

a

Las tres definiciones mas utilizadas para la ecuacion integro-diferencial fraccional general
son: la definicién de Griinwald-Letnikov (GL), la de Riemann-Liouville (RL) y la definicién
de Caputo ([29]-[31]). Otras definiciones estén relacionadas con nombres bien conocidos
como, por ejemplo, Weyl, Fourier, Cauchy, Abel, Nishimoto, etc. En este trabajo de tesis
vamos a considerar principalmente la GL, RL y las definicién de Caputo. Esta consideracion
se basa en el hecho de que para una amplia clase de funciones, las tres definiciones conocidas
GL, RL y Caputo son equivalentes bajo ciertas condiciones [31].

I11.2.3 Integral y derivada fraccional de Griinwald-Letnikov (GL)

Considerando la funcién continua f(¢). Su primera derivada se puede expresar como

d __ gl T f(t)_f(t_h)
S = £0) = lim B

se puede escribir una formula general de la derivada n de la funcién f(t) con respecto a t
paran € N, j > n en la siguiente forma

(10)

0= 1000 = fing S -1 (") e . (1)

La relacion (11) expresa una combinacién lineal de valores de la funcién f(¢) en la
variable t. Los coeficientes binomiales con signos alternados para el valor positivo de n se
definen como

(n> nn—1)(n—-2)--(n—j+1) n! (12)

j 5! =)

En caso de valores negativos de n tenemos

(—n> _onlen=DEn=2) (= H ) gy [ " ] 7 (13)

J! j
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n
donde [

. ] se define como
J

[n] n(n—i—l)---(n—I—j—l). (14)

J J
Si sustituimos —n en (11) para n podemos escribir

S0 = F) = LS [ " ] it = ), (15)
J

h—0 R
7=0

donde n es un nimero entero positivo.

De acuerdo a las ecuaciones (10) y (11) podemos escribir la definicién de la derivada de
orden fraccional de orden «, (o € R) con respecto a t, la cual tiene la forma

Do (1) _flfi%hii () (t— jh). (16)

Para el calculo de los coeficientes binomiales podemos usar la relacién entre la funcién
Gamma de Euler y el factorial, definida como

a\ al B [(a+1)
() =5 = e .

para (g‘) =1.

Si consideramos n = t’Ta, donde a es una constante real, la cual expresa el valor limite,
podemos escribirla finalmente como
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I11.2.4 Integral y derivada fraccional de Riemann-Liouville (RL)

Para la expresion de la definicion de Riemann-Liouville, consideraremos la integral de
Riemann-Liouville definida n veces como

t tn tn—1

a/ / / ] ] f(tl)dtldtg---dtn_ldtn:F(ln) / ; J Y))l_ndT (19)

a

paran € N, n > 0.

La integral fraccional de orden « para la funcién f(t) puede expresarse de la ecuacién
(19) como sigue

0= WD) = s [ G e (20)

a

para o, a € R, a < 0.

De la relacién (20) podemos escribir la formula para la definiciéon de Riemann-Liouville
de la derivada fraccional de orden « en la siguiente forma

e L[ )
oDy f(t) = m%/mm (21)

a

para (n —1 < o < n), donde a y t son los limites de la operacién ,Dy f(t).

Para el caso de 0 < a < 1y f(t) sea una funcién causal de ¢, que es, f(t) = 0 para
t < 0, la integral fraccional se define como

t

oD Cf(t) = 1"(104) / T f(:))l_adT, para0<a<1, t>0 (22)
0

y la expresion de la derivada de orden fraccional finalmente es

o L d [ ()
oD f(t) = m%!mdﬂ (23)

donde I'(+) es la funcién Gamma de Euler [30].
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I11.2.5 Derivada fraccional de Caputo

La definicién de la derivada fraccional de Caputo puede escribirse como [31], [32]

N 1 o
oDYEf(t) = T —a) / = T)(aT—)nH dr, paran—1<a<n. (24)

a

Como se mencion6 antes, bajo condiciones iniciales homogéneas la derivada de Riemann-

Liouville y Caputo son equivalentes. Definiendo la derivada fraccional de Riemann-Liouville

or BL D2 £(t) y 1a defnicién de Caputo por ¢ D& f(t), entonces la relacién entre ellas es como
sigue

t—a

PP = DA+ Y e ) (29
k=0

para f®)(a) =0, (k=0,1,...,n —1).

Las condiciones iniciales para la ecuacién diferencial de orden fraccional de la derivada
de Caputo son de la misma forma que las de las ecuaciones diferenciales de orden entero.
Es una ventaja debido a que problemas aplicados requieren definiciones de las derivadas
fraccionales, donde hay claras interpretaciones de las condiciones iniciales, que contienen

f(a), f'(a), f"(a), etc.

II1.3 Método numérico para el calculo de derivadas e

integrales de orden fraccional

Existen varios toolbox para matlab, los cuales modelan las ecuaciones diferenciales de orden
fraccional, sin embargo, la mayoria cumple con objetivos especificos, por ejemplo, el toolbox
N-integer [33], o los mostrados en [34]-[36] los cuales son dedicados al control o problemas
similares. Algunos métodos numéricos como [37]-[40] también modelan a los sistemas fracci-
onales, sin embargo, tomando en cuenta el hecho de que para una amplia clase de funciones,
las tres definiciones ya mencionadas GL, RL y Caputo son equivalentes, el calculo numérico
de la derivada fraccional derivado de la definicién de Griilnwald-Letnikov (GL) es mds apro-
piada, ademas de que entre las 3 definiciones, la definicién de Griinwald-Letnikov es la mas
sencilla desde el punto de vista de la aplicacién numérica.

La relacion para la aproximacién numérica explicita de la derivada ¢ — th en el punto
kh, (k=1,2,...) tiene la siguiente forma [31], [37], [41]
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k
w_Lm/sza11t>:ﬁh-qjij«—1>f(j)f%tkﬂ>7 (26)

=0

donde L,, es el tamano de memoria, t;, = kh, h es el paso de cuantizacién del céalculo

y (=1)7(%) son los coeficientes binomiales A (j = 0,1,...). Para su calculo se utiliza la
j J

siguiente expresion [41]

: -1

1
=1, cg-q) = <1 — ——; q) M (27)

De esta forma, la solucién numérica general de la ecuacion diferencial fraccional

oDiy(t) = fly(t), 1), (28)
puede expresarse como
k
y(te) = F(y(t) t)h? =D y(tiy). (29)

Para el término de memoria expresado por la sumatoria, puede usarse el principio de
memoria corta. Entonces el indice inferior en la sumatoria en la relacién (29) serd v = 1
para k < (L,,/h) y v =k — (L,,/h) para k > (L,,/h), o sin el principio de memoria corta
se utiliza v = 1 para toda k.

Este método numérico fue utilizado para las simulaciones en este trabajo de tesis.

II1.4 Conclusion

En este capitulo se mostraron brevemente los fundamentos del calculo fraccional, principal-
mente la teoria fraccional utilizada para este trabajo de tesis, se mencionan las funciones uti-
lizadas, asi como las tres principales representaciones de las ecuaciones integro-diferenciales
fraccionales, las cuales, son equivalentes bajo ciertas consideraciones. También se mostro el
método numérico utilizado para la simulaciéon numérica de sistemas de ecuaciones de orden
fraccional, que en capitulos posteriores son considerados como nodos en la sincronizacion
de redes.
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Capitulo IV

Aplicaciones del calculo fraccional

IV.1 Introduccion

En este capitulo, se describen una serie de aplicaciones cientificas y en ingenieria, donde el
calculo fraccional ha encontrado ttiles aplicaciones. En esta tesis solo se presentan algunas
de las principales aplicaciones, aqui se incluyen aplicaciones en viscoelasticidad, control
automatico, dispositivos electronicos y teoria del caos.

Enseguida se muestra un esquema con algunas de las muchas aplicaciones donde hoy en
dia se utiliza el calculo fraccional, en el esquema se muestran las principales.

Aplicaciones

Difusién, viscoelasticidad,

movimiento Browniano anémalo,

Modelado de sistemas fisicos

Ingenieria

dindmica no newtoniana, sistemas
de pardametros distribuidos.
Filtrado y estimacién
Procesado de senal (imégenes) Ajustes de curvas e identificacién de sistemas
Deteccién de bordes y patrones
{ Control robusto, éptimo, adaptativo.
Control automaético
Amortiguacién activa en vehiculos
Caracterizacién y control de brazos robéticos
Robética Generacién y seguimiento de trayectorias
Evitacién de obstéculos
Redes neuronales celulares fraccionales { Aplicacién a procesado de imagenes
Cadticos

Sistemas Hipercadticos

Sistemas no lineales

Circuitos caéticos de orden fraccional Multiscroll

X i L, Control de caos
Sincronizacién
Comunicaciones

A continuacion se describen y se muestran ejemplos de algunas de las principales apli-
caciones mostradas previamente.
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IV.2 Aplicaciones al modelado de sistemas fisicos con

memoria

IV.2.1 Difusion

La difusion se refiere a las fluctuaciones de densidad en un material que se difunde, es decir,
el cambio de densidad en un volumen sélo puede deberse a flujo entrante de particulas de
materiales que se introducen en un medio que inicialmente estaba ausente de él.

Por ejemplo, la distribucién del calor (o variaciones de la temperatura) en una regién
de un conductor a lo largo del transcurso del tiempo. (esto es, como se propaga el calor
en el sélido conforme pasa el tiempo). El modelo de este fendmeno siempre estuvo dado
por una ecuacion parcial de segundo orden. La solucién de esta ecuacién se logra de varias
maneras, la mas sencilla y utilizada es discretizando la variable, dando como resultado
una ecuacioén diferencial ordinaria en el tiempo y dimension dependiente del nimero de
segmentos utilizados. En anos recientes la discretizacién del modelo de la ecuacién de la
difusion se aproximé a ecuaciones diferenciales de orden fraccional.

La ventaja de utilizar el modelo fraccional es que es més aproximado al real, que el
discretizado y a su vez se reduce la representacion, ya que los modelos que aplican derivadas
clasicas (enteras) no describen de forma exhaustiva tales comportamientos.

Algunas de las aplicaciones donde se utiliza la ecuacién de difusién son las siguientes:

e Fenomenos de transporte a través de un medio fractal

e Procesos de difusion ultra rapidos y ultra lentos

e Propiedades de super conductividad

e Propiedad de viscoelasticidad

e Dindmicas de procesos muy préximos a la turbulencia

e Resonancia magnética nuclear

e Difusién de los cosméticos a través de la piel

e Dinamicas de absorcion de las proteinas por parte de las células
e Movimiento de las bacterias

e Transporte de contaminantes por medio de flujos liquidos
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La aplicacién mas importante y estudiada es la ecuacion de onda-difusién, la cual, es
la relacién encontrada entre la ecuacién de difusién (orden 1) y la ecuacién de onda (orden
2). Desde un punto de vista puramente matemadtico, se puede pasar de una a otra de
forma continua, estudios realizados sobre la difusién anémala, muestran como es el proceso
asociado a la ecuacién fraccional cuando varia entre el orden de 1 a 2.

IV.2.2 Viscoelasticidad

La wviscoelasticidad es entendida como la combinacién de un sélido eldstico (resorte-ley de
Hooke) y un liquido viscoso puro (siguiendo la ley de Newton-amortiguador). Las ondas que
se propagan en estos materiales pierden energia en forma de calor; la ecuacion que modela
este fenomeno es la ecuacién de calor o de difusién, la cual tiene la derivada temporal de
orden 1 y la ecuacion que modela la propagacion es la ecuacién de onda cuya derivada
temporal es de orden 2 [59]. Es lgico intentar entender que sucede cuando el orden de la
derivada temporal cambia paulatinamente desde 1 hasta 2.

La aplicacion de la derivada fraccional a la viscoelasticidad ha dado origen a lo que en
la actualidad se conoce como reologia fraccional [60]. Las ecuaciones constitutivas de los
modelos reoldgicos, tradicionalmente son descritas por sistemas de ecuaciones diferenciales
de orden 1 o de orden 2. Estos modelos se aproximan a la realidad, sin embargo no explican
satisfactoriamente la reologia sobre todo de ciertos polimeros. Desde la década de los 50
se viene estudiando los modelos reoldgicos cuyas ecuaciones son ecuaciones diferenciales
fraccionales, las cuales nos dan una mejor representacion y entendimiento de este fenémeno.

Un fenémeno de esfuerzo y deformacion para materiales viscoelasticos en su forma frac-
cional se describe como €(t) = 4 _D;"o(t), o de otra forma cuando no se requiere la in-
icializacién y por lo tanto es sin memoria se representa como (derivada no inicializada)
e(t) = %adt_”cr(t). Aqui € es la deformacion y o es el esfuerzo (tension). Para v = 0, el
material es sélido elastico y para v = 1, el material es liquido viscoso. K es la constante
que depende del material.

Al utilizar modelos fraccionales para la descripcion de sistemas viscoeldsticos es posible
describir de manera precisa las manifestaciones mecanicas, dieléctricas y magnéticas del
comportamiento reolégico o viscoelastico. La aplicacién mas importante del modelo frac-
cional de la viscoelasticidad es el surgimiento de un elemento de tipo fraccional, analogo
al resorte y al amortiguador, al que se le da el nombre de “spring-pot” (comportamiento
intermedio entre un resorte y un amortiguador). Tal modelo (spring-pot) puede ayudar
a resolver una serie de dificultades presentes actualmente en el modelado de elementos
discretos de los tejidos bioldgicos.

Por ejemplo, la relajacion de la tension en las arterias, donde ademas de ajustar los datos
de control, describe satisfactoriamente las drogas inducidas por activacion del musculo liso a
través de cambios en el orden fraccional («). Por otra parte, el modelo de orden fraccional a
sido observado en los tejidos, células, matrices extracelulares, membranas y podria reflejar
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la dindmica de materiales blandos y vidriosos. El modelo matematico fraccional parece
describir de manera concisa las propiedades viscoelédsticas de la membrana de los glébulos
rojos, otras membranas celulares y de tejidos de varias capas como el cartilago o la pared
arterial.

IV.2.3 Movimiento browniano

Es el movimiento aleatorio que se observa en algunas particulas microscopicas que se hallan
en un medio fluido (por ejemplo, polen en una gota de agua). El estudio del movimiento
browniano ha sido motivado por la necesidad de modelar la evolucién en el tiempo de ciertos
fenémenos aleatorios, fue uno de los primeros modelos utilizados para describir la evolucion
en el tiempo de un proceso estocéstico.

Por ejemplo, se ha utilizado para describir el fenémeno de turbulencia, las crecientes
de los rios y en aplicaciones como hidraulica, meteorologia, comunicaciones y finanzas. El
modelo esta representado con ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales, surgieron del
calculo estocdstico en relacién con el movimiento browniano. Con el paso de los anos se
observaron propiedades de auto-semejanza (propiedades fractales), con lo que los modelos de
orden entero no representaban adecuadamente los fenémenos, asi que surgieron los modelos
de orden fraccional llamado movimiento browniano fraccional.

La aplicacion mas comin de este modelo es en finanzas. Se ha utilizado para describir
el comportamiento de los precios de los activos y la volatilidad en los mercados de valores.
La dependencia a largo plazo de propiedades de auto similitud hace que este proceso sea un
modelo adecuado para describir a estas cantidades. Este modelo se utiliza para describir el
precio de una accion, los datos empiricos no se ajustan del todo bien al modelo de orden
entero, ya que los incrementos de los precios de la mayoria de las acciones representan
cierta dependencia y su distribucion empirica y difiere de la distribucion normal. El modelo
fraccional tiene una mayor aproximacion a la distribucién normal y no hay dependencia en
las acciones.

En comunicaciones se utiliza para el modelado del trafico en una red. El amplio estudio
y medicion del trafico en redes de datos, servicios y aplicaciones, han demostrado convin-
centemente la naturaleza auto-similitud o fractal de trafico de datos. Donde los modelos de
orden entero utilizados, llevan a una subestimacién considerable de calidad y servicio, como
el retraso y el bloqueo. Los modelos fraccionales mejoran considerablemente el manejo de
estos datos teniendo una mejor calidad y servicio.
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Figura 8: Circuito de arbol fractance.

IV.3 Aplicaciones en ingenieria

IV.3.1 Electronica fraccional

IV.3.1.1 Circuito fractance

El circuito electrénico relacionado con célculo fraccional es el fractance, es un circuito que
se comporta como un capacitor y una resistencia. Un ejemplo de fractance es el arbol
fractance que se muestra en la figura 8, en su circuito equivalente [61]. La impedancia del

arbol fractance es
, R 1 —Jm
VA — = A
(Jw) \/C\/anp( 1 ) (30)

esto corresponde a la funcién de transferencia de orden fraccional

R 1

Z(s) = N

(31)

El orden puede ser de cualquier valor arbitrario en general, no necesariamente de % El
dispositivo fractance tiene las siguientes propiedades. Son elementos de fase constante, es
decir, el angulo de fase es constante, independientemente del valor que tenga la frecuencia.
La segunda propiedad, es que es posible construir un filtro con caracteristicas moderadas
a partir de él, que no se puede realizar mediante el uso de dispositivos convencionales.
En términos generales hay tres dispositivos fractance basicos. El méas popular es el circuito
dominé en red escalera, el cual es representado con una estructura de arbol binario como en
la figura 8. Los valores de los elementos del circuito, que son necesarios para la realizacion de

un fractance, se determinan a partir de la expansion en fraccion continua (CFE) obtenida
en [61].
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Si todos los coeficientes de la CFE obtenidos son positivos, entonces el fractance puede
ser hecho simplemente por elementos pasivos (R, L, ). Si algunos de los coeficientes son
negativos, la realizacion del fractance requiere de circuitos activos como convertidores de
impedancia negativa (inversores de corriente), realizados por circuitos con amplificadores
operacionales, con los cuales se obtiene una funcién de transferencia negativa % =—Z.

De este modo, dependiendo del polinomio racional, descrito en [61], la realizacién con
la CFE puede tener componentes R, C, L combinaciones entre ellos, o incluso impedancias
negativas. Para la realizacién del fractance y para la sintesis de la funciéon de transferencia
racional para operador de Laplace se pueden aplicar los fundamentos de sintesis de circuitos
comunmente utilizados.

IV.3.2 Sistemas de control

Las primeras aplicaciones del calculo fraccionario en el area de control se produjeron a
principios de los anos 60, con Manabe 1963 [42], [43]. Estas hacfan uso del operador
integral de orden no entero para el control de servos y de sistemas con saturacién. Estos
trabajos, probablemente sin conocimiento de los autores, hacian uso de las propiedades
de la que Bode denominé funcién de transferencia ideal en lazo abierto, cuya forma era
F(s) = S%, a € R, es decir, era un integrador fraccionario [58].

La principal propiedad de esta funcion es que, cuando se conecta en lazo cerrado, genera
sistemas robustos a cambios en la carga o ganancia (A) del proceso, es decir, los cambios
en la carga se reflejan en cambios en el ancho de banda del sistema en lazo cerrado, pero se
mantiene constante el margen de fase o, lo que es equivalente, la sobreoscilacion méxima.

Esta propiedad es la que marco las aplicaciones en control que a partir de los anos 70
se han venido desarrollando en la Universidad de Burdeos dando como resultado el sistema
CRONE (Control Robusto de Orden No Entero), descrito en [44], asi como el criterio
adoptado en un trabajo reciente [45] para sintonizar controladores PID tradicionales. Un
estudio completo de este sistema de referencia se puede encontrar en [46].

El controlador de orden fraccional PI*D? (FOC) (también PI*D? controlador) fue
propuesto en [31], [47] como una generalizacién del controlador PID con el integrador de
orden real A y el diferenciador de orden real 9. La funcion de transferencia de tal controlador
en el dominio de Laplace tiene esta forma [31], [48]:

U(s)
E(s)

donde K, es la constante de proporcionalidad, 7; es la constante de integraciéon y Ty es la
constante diferencial.

C(s) = =K, +Tis " +Tys’, (N0 >0), (32)

Como podemos ver en la figura 9, la estructura interna del controlador de orden fraccio-
nal consiste de la conexion en paralelo de la parte proporcional, integral y la parte derivativa
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> Kp

E(s) U(s)
> Ti57A
> 7,59

Figura 9: Estructura general del controlador PI*D?°.

[49]. La funcién de transferencia (32) en el dominio del tiempo corresponde a la ecuacion
diferencial fraccional

u(t) = Kpe(t) + Ty oD e(t) + Ty oDle(t). (33)

Tomando A = 1y § = 1, se obtiene un controlador PID clésico. Si A = 0y T; = 0, obte-
nemos un controlador PD?, etc. Todos estos tipos de controladores son casos particulares
del controlador de orden fraccional, el cual es mas flexible y da mejor oportunidad para
ajustar las propiedades dinamicas del sistema de control de orden fraccional. También se
puede mencionar que hay muchas otras consideraciones del controlador de orden fraccional
[50]. Por ejemplo, podemos mencionar algunas de ellas:

e Controlador CRONE (primera generacién) [51], caracterizado por el efecto conduccién
de banda limitada [52]. Hay varias aplicaciones de la vida real donde el controlador
CRONE de sus tres generaciones se ha aplicado, tales como el control de la suspensién
del coche [53], control de transmisién flexible [54] y el controlador del accionador
hidraulico.

e El compensador fraccional de avance y retardo [55], [56].

e El compensador TID [57], que tiene una estructura similar a un controlador PID,
pero el componente proporcional se sustituye por un componente inclinado que tiene
una funcién de transferencia s a la potencia de (—1/n).
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IV.4 Aplicaciones en sistemas no lineales

En los ultimos anos, el uso de la teoria fraccional ha aumentado considerablemente, las ap-
licaciones donde se utiliza cada vez son mayores, en este apartado se menciona la aplicacién
en sistemas no lineales.

Aqui se considerard un sistema no lineal de orden fraccional inconmensurable represen-
tado de la siguiente manera:

oD wi(t) = fi(a1(t), 22(t), ..., (1), 1),

z;(0)=¢;, 1=1,2,...,n, (34)

donde ¢; son las condiciones iniciales. La representacién vectorial de (34) es

D% = f(x), (35)
donde q = [q1,q2, ..., qu]t para 0 < ¢; < 2,(i =1,2,...,n) y x € R™.

Los puntos de equilibrio del sistema (35) se calculan a través de la solucién de la siguiente
ecuacion

f(x) =0 (36)

y suponemos que E* = (27,3, ...,x%) es un punto de equilibrio del sistema.

IV.4.1 Sistemas caoticos de orden fraccional

El uso de la teoria fraccional ha llegado hasta los sistemas cadticos trayendo nuevos modelos
fraccionales y nuevas aplicaciones. Por ejemplo, las ventajas reales de los sistemas de
orden fraccional [69] son que tenemos més grados de libertad en el modelo y que tenemos
un proceso de “Memoria”incluido en el modelo (sistemas de orden fraccional tienen una
memoria ilimitada).

IV.5 Conclusion

En este capitulo se describieron brevemente algunas aplicaciones donde el uso del calculo
fraccional ha tenido gran auge y donde los modelos fraccionales han traido grandes beneficios
y mejoras para dichas aplicaciones. Por ejemplo, en el modelado de sistemas fisicos con
memoria, donde en difusién utilizando los modelos fraccionales se obtuvo una ecuacién
onda-difusion, la cual, es la relacién encontrada entre la ecuacién de difusién (orden 1)
y la ecuacién de onda (orden 2), en viscoelasticidad gracias al célculo fraccional surge
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un elemento con comportamiento entre un resorte y un amortiguador llamado “spring-
pot”. En ingenieria se obtiene un elemento capaz de comportarse como un capacitor y una
resistencia de acuerdo a la variaciéon de su orden el cual es llamado fractance, en control
se obtuvo un modelo PID fraccional con lo que los sistemas de control puede ser mas
eficientes. Por tltimo, en sistemas no lineales, se han dado aplicaciones en la simulaciéon de
sistemas caodticos, hipercadticos y con multiscroll fraccionales, ademas se ha logrado realizar
comunicacién segura de informacién, entre muchas mas potenciales aplicaciones.
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Capitulo V

Sistemas caoticos

V.1 Introducciéon

En este capitulo, se presentan los sistemas dinamicos de orden entero y fraccional que se
utilizaron como nodos para la construcciéon de redes complejas en diferentes topologias y su
posterior sincronizaciéon y aplicaciéon a la transmisién segura de informacion en redes com-
plejas de comunicaciones, que se mostrara en los siguientes capitulos. Primero se describen
los sistemas de orden entero y posteriormente los sistemas de orden fraccional. Se muestra
a través de simulaciones numéricas empleando Matlab, la generacion de atractores cadticos
para determinados intervalos de los parametros de bifurcacion.

V.2 Sistemas caoticos

En general, un sistema no lineal es un sistema que no satisface el principio de superposicién.
En matematicas, un sistema no lineal es cualquier problema, donde las variables que hay que
resolver no se pueden escribir como una combinacién lineal de componentes independientes.
Si la ecuacién contiene una funcién no lineal, el sistema es no lineal también. El sistema es
no lineal también si tiene una curva de transferencia no lineal como, por ejemplo, la curva
caracteristica de corriente y voltaje de un diodo.

Las ecuaciones diferenciales o en diferencias no lineales son dificiles de resolver por
métodos analiticos y dan lugar a fendmenos tan interesantes como la bifurcacién y caos.
Incluso un simple sistema dindmico no lineal (o lineal a trozos) puede exhibir un compor-
tamiento completamente impredecible, el llamado caos deterministico. La teoria del caos
ha sido tan sorprendente, ya que el caos también se puede encontrar en sistemas triviales.
El concepto de “caos” no estd definido de forma exclusiva. En el sentido més utilizado,
se dice que la dindmica cadtica es dindamica originada por ecuaciones dinamicas regulares
sin coeficientes estocasticos, pero al mismo tiempo, con las trayectorias que son similares o
indistinguibles de algunos procesos estocasticos [64].

Hay algunas definiciones de dindmica cadtica, por ejemplo: (i) un sistema con al menos
un exponente de Lyapunov positivo es cadtico, (ii) un sistema con entropia positiva es
cadtico, (iii) un sistema equivalente al sistema hiperbdlico o Anosov es cadtico, etc. La
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Figura 10: Atractor cadtico generado por el oscilador de Rossler proyectado dentro del
espacio (z1, 2, T3).

parte comun de todas las definiciones es la existencia de inestabilidad local y la divergencia
de trayectorias inicialmente cercanas.

V.3 Sistemas cadticos de orden entero

V.3.1 Oscilador de Rossler

El oscilador de Rossler es un sistema fisico no lineal, el cual, presenta dinamicas cadticas,
confirmadas experimental y teéricamente. Las ecuaciones de estado normalizadas del osci-
lador de Rossler estan dadas por [62]

T1 = —T2 — T,
Ty = 1 + axs, (37)
i‘g =b+ Ig(ZEl - C).

Los valores de los pardmetros para los cuales el oscilador de Réssler (37) genera dindmica

caotica son: a = 0.2, b = 0.2y ¢ = 5.7. Por ejemplo, para las condiciones iniciales
x(0) = (5,5,5), el oscilador de Réssler genera el atractor cadtico mostrado en la figura 10.

V.3.2 Oscilador de Chua con retardo

El oscilador de Chua con retardo es un sistema fisico, el cual presenta bien definidas
dindmicas hipercadticas confirmadas experimental y numéricamente. El oscilador de Chua
con retardo se muestra en la figura 11. Este circuito es una variante del oscilador de Chua,
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Figura 11: Circuito electrénico del oscilador de Chua con retardo de tiempo [63].

al cual, se le agregd una retroalimentacion con retardo de tiempo. Con esta modificacion el
oscilador de Chua con retardo presenta multiples exponentes de Lyapunov positivos y por
tanto, genera dinamicas hipercadticas. Las ecuaciones de estado que describen el compor-
tamiento del oscilador de Chua con retardo en forma normalizada estan dadas por [63]

r1 = a(—z1 + 12 — f(71)),
To = X1 — Ty + T3, (38)
T3 = —fxy — yr3 — Pesen(oxy (t — 7)),

con funcién no lineal

f(acl):bx1+%(a—b)(|x1+1|—|x1—1|).

Los pardmetros para los cuales se obtienen las dindamicas hipercadticas son: o = 10,
£ =19.53, v =0.1636, a = —1.4325, b = —0.7831, 0 = 0.5, ¢ = 0.2 y el retardo 7 = 0.001.
Las condiciones iniciales del oscilador son x(0) = (1.1,0.1,0.5). Los atractores hipercaéticos
generados se muestran en la figura 12.
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Figura 12: Atractores hipercadticos generados por el oscilador de Chua con retardo.

V.4 Sistemas cadticos de orden fraccional

V.4.1 Oscilador de Chua de orden fraccional

El circuito clasico de Chua, que se muestra en la figura 13, es un circuito electrénico
simple que exhibe fenémenos dindamicos no lineales, como bifurcacién y caos. De hecho,
con el fin de exhibir caos, un circuito electrénico auténomo debe satisfacer algunos criterios
esenciales que son condiciones necesarias (no suficientes) para la aparicion de caos [66]: el
circuito debe contener al menos tres elementos de almacenamiento de energia, al menos
un elemento no lineal y al menos una resistencia localmente activa. El diodo de Chua,
siendo una resistencia no lineal localmente activa, permite que el circuito de Chua satisfaga
las dos tltimas condiciones. El circuito de Chua satisface todos los criterios mencionados
anteriormente. La resistencia activa suministra energia a las trayectorias separadas, la no
linealidad proporciona plegado, y el espacio de estados en tres dimensiones permite un
continuo estiramiento y plegado en una regién acotada del espacio de estado.

El circuito de Chua no lineal més simple y ampliamente estudiado, generalmente cono-
cido como oscilador de Chua consta de cinco elementos: dos condensadores C; y Cy, un
inductor L, una resistencia R y una resistencia no lineal (NR), conocida como diodo de
Chua. Mediante la aplicacion de las leyes de Kirchhoff al circuito mostrado en la figura
13, la manipulacién y normalizacién de sus variables, el oscilador puede describirse por las
siguientes ecuaciones no lineales diferenciales [67], [68]
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Figura 13: Oscilador clasico de Chua.
W = a(y(t) — 2(t) — f(2)),
= a(t) —y(t) + =(1), (39)
L = —By(t) —2(t),
donde
1
fla) = maa(t) + 5 (mo — mu)(ja(t) + 1| = |2(t) - 1). (40)

Teniendo en cuenta las técnicas de calculo fraccional, hay una serie de formas en las que
el orden del sistema podria ser modificado. Tomando en cuenta que el modelo del capacitor
y el inductor real es de orden fraccional y realizando los anélisis anteriores (Kirchhoff,
normalizacion, etc.) se puede obtener el sistema de ecuaciones no lineales diferenciales de
orden fraccional del oscilador de Chua como [69]

oD x(t) = a(y(t) — z(t) — f(z)),
oD?y(t) = z(t) — y(t) + 2(1), (41)
oD 2(t) = =By(t) — v2(1),
donde
f(z) =mz(t) + %(mo —ma)(|z(t) + 1 = [=(t) — 1]), (42)

y donde ¢ es el orden real del capacitor C, ¢s es el orden real del capacitor Cy, g3 es el
orden real del inductor L; y f(x) es la curva lineal a tramos v — i del diodo de Chua no
lineal fraccional.

Para propdsitos de simulacion se utiliza una soluciéon numérica de las ecuaciones de
Chua (41), (42) obtenida mediante el uso de la relacién (26), que se derivan de la definicién
Griinwald-Letnikov (18), lo que conduce a las ecuaciones en la forma
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0.5

Figura 14: Atractores cadticos del oscilador de Chua de orden fraccional.

(

(1) = (aly(te) — o) — el ) = 3 et

ylte) = (o) — ylta ) + =l )he — 3 eyt ), (43

2(t8) = (~Bulte) — 72t ) — 32 (),

\

donde
1
Flo(te-1)) = muz(te-r) + 5 (mo — ma)(|Jo(te-1) + 1| = |o(te-1) — 1)) (44)
y donde T, es el tiempo de simulacién, £ = 1,2,3,....,N, para N = [TT’”] y

(2(0),y(0), 2(0)) es el punto inicial (condiciones iniciales). Los coeficientes binomiales A7

J
Vi, son calculados de acuerdo a la relacién (27).

Los parametros de la simulacién para los cuales se genera la dinamica cadtica fraccional
son: Paso de cuantizacién h = 0.001, ¢; = ¢ = 0.98, g3 = 0.94, o = 10.3, § = 10.53,
v = 0.268, a = —1.1726, b = —0.7872 [65]. Las condiciones iniciales del oscilador de
Chua fraccional son x(0) = (0.6,0.1, —0.6). Los atractores caéticos fraccionales obtenidos
se muestran en la figura 14.
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V.4.2 Sistema hipercadético de orden fraccional

Recientemente se publicé un nuevo sistema hipercadtico de orden entero [71], el cual, se
obtuvo por la adicién de un controlador cuadratico no lineal a la segunda ecuacién del sis-
tema cadtico auténomo tridimensional modificado de Lorenz [72], dicho sistema hipercaético
esta determinado por

11 = a(zy — x1),
jfg = b$1 + Lo — X1X3 — T4, (45)

T3 = L1T9 — CI3,

x4 = dxoxs,
\

donde x1, o, x3, x4 son las variables de estado a, b, ¢, d son los parametros.

Basado en las descripciones del calculo fraccional, se puede modificar el orden de la deri-
vada del sistema (45), dando como resultado el sistema hipercadtico utilizado en esta tesis,
que es un sistema modificado de Lorenz [70], tal sistema hipercaético de orden fraccional
esta determinado por

D'z = a(xy — 1),
D;DZEQ = bxl + Tog — X1T3 — Ty, (46)

DgSI':g = T1x9 — CT3,

q4 —
L Dt Ty = diL’QIg,

donde ¢;, i = 1,2,3,4 es el orden fraccional, 0 < ¢ < 1, x1, 29, x3, x4 son las variables de
estado a, b, ¢, d son los parametros.

Los parametros que generan dinamicas hipercadticas de orden fraccional son: a = 10,
b=28 ¢c=28/3yd=0,1. Las condiciones iniciales del sistema hipercaético de orden
fraccional son x(0) = (8,9, 10, 11) [70]. Los atractores hipercadticos obtenidos se muestran
en la figura 15.

V.5 Conclusion

En este capitulo, se describieron los modelos matematicos de los sistemas de orden entero
y fraccional que se utilizaran como nodos para construir las redes en diferentes topologias
de acoplamiento y su posterior sincronizacion. Dichos sistemas son el oscilador de Rossler,
el oscilador de Chua con retardo, el oscilador de Chua fraccional y el sistema hipercadtico
modificado de Lorenz. Ademas, se describié el método numérico utilizado para la simulacion
de los modelos de orden fraccional.
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Atractores hipercadticos del sistema modificado de Lorenz de orden fraccional.
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Capitulo VI

Sincronizacion de redes complejas

VI.1 Introduccion

En este capitulo se reportan los resultados de la sincronizacién de redes complejas utili-
zando nodos cadticos de orden entero y de orden fraccional, tal sincronizacion se logra en
redes de mundo pequeno, con el oscilador de Rossler y el oscilador de Chua con retardo
como nodos, los cuales son sistemas de orden entero. Ademads, se muestran los resultados
de la sincronizacion en mundo pequeno del oscilador de Chua de orden fraccional, asi como
la sincronizacién en maestro y esclavo por formas hamiltonianas y el diseno de observado-
res. También se muestra la sincronizacion del sistema modificado de Lorenz fraccional en
configuracion estrella utilizando la teoria compleja, ademas la sincronizacién en maestro y
esclavo por formas hamiltonianas y el diseno de observadores de dicho sistema.

V1.2 Meétodos de sincronizacion

En esta seccion se muestra la teoria utilizada para la sincronizacion de los nodos cadticos
de orden entero y fraccional. Dicha teoria es la teoria de redes complejas y formas hamil-
tonianas y el diseno de observadores.

VI.2.1 Teoria de redes complejas

Consideremos una red compleja compuesta de N nodos idénticos, acoplados linealmente a
través de la primera variable de estado de cada nodo. En esta red dindmica, cada nodo
constituye un sistema dindmico de dimensién n, descrito como sigue

Xl:f(XZ)—i-UZ, 1= 1,2,7N, (47)

donde x; = (21, Tia, ..., Tin)T € R™ son las variables de estado del nodo 4, mientras que
u; = u;; € R™ es la senal de entrada del nodo ¢, definida por

N
un =c»_a;Tx;, i=1,2,..,N, (48)
7=1
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la constante ¢ > 0 representa el grado de acoplamiento de los nodos en la red dinamica y
I' € R™" es una matriz constante de conexiones, que conecta a las variables de estado de
los nodos acoplados. Por simplicidad se asume que I' = diag(ry, 72, ...,7,) €s una matriz
diagonal con r; = 1 para una 7 en particular y r; = 0 para ¢ # j. Esto quiere, decir que
cualquier par de nodos estan acoplados a través de su i-ésima variable de estado.

La matriz

A= (CLU) S Rnxn’ (49)

es la matriz de acoplamiento. Representa la configuraciéon de acoplamiento de los nodos
en la red dindmica. Si existe conexion entre el nodo ¢ y el nodo j, entonces la entrada
a;; = 1; de otra manera, a;; = 0 para ¢ # j. Los elementos de la diagonal de la matriz de
acoplamiento A se definen por

N N
A;; = — Z Q5 = — Z Qji, 221,2,,]\[ (50)

j=1, j#i J=1, j#i

Si el grado del nodo 7 es d;, entonces

Q5 = —di, 1= ]_,2, ,N (51)

Ahora, suponiendo que la red dindmica (47) esta conectada de manera que no hay
nodos aislados. Entonces, la matriz de acoplamiento A es una matriz simétrica irreducible.
Se conoce que en este caso, cero es un valor propio de la matriz de acoplamiento A, con
multiplicidad 1 y el resto de los valores propios son estrictamente negativos [73], [74].

La sincronizacién de los estados de los nodos de la red compleja, puede determinarse
por los valores propios diferentes de cero de la matriz de acoplamiento A. Se dice que la
red dindmica (47) sincroniza (asintéticamente), si [73]

x1(t) =x5(t) = ... =xn(t), cuandot— 0. (52)

La arquitectura de acoplamiento establecida en (50) garantiza que la sincronizacién de
los estados de los nodos de la red corresponden a una solucién s(t) € R", de un nodo
aislado, es decir satisfacen

s(t) = f(s(t)), (53)
donde la solucién s(t), puede ser un punto de equilibrio, una drbita periédica o un atractor

cadtico. Esto implica que, la estabilidad de la sincronizacion de los estados de los nodos,
es decir

x1(t) =%xa2(t) = ... =xn(t) =s(t), (54)

de la red dindmica (47) estd determinada por la dindmica de un nodo aislado, de la funcién
no lineal f(e) y de su solucién s(t), del grado de acoplamiento ¢, de la matriz de conexiones
I' y de la matriz de acoplamiento A.



46

La dindmica de un nodo aislado se determina por d, la cual, es una constante positiva,
tal que cero es un punto exponencialmente estable, el sistema n-dimensional aislado no
lineal esta determinado por

(

21 = fi(z) — dz1,
< Zo = f2(z)7 (55)

Hay que notar que el sistema (55) corresponde al modelo matemédtico de un nodo aislado
con una retroalimentacion de estado —dz;.

VI.2.1.1 Condiciones de sincronizacién

Teorema 1 [73], [74] Considere la red dindmica compleja (47). Sean

0=XA>A > A3 > > Ay, (56)

los valores propios de la matriz de acoplamiento A. Suponiendo que existe una matriz
diagonal (de dimensién n x n ) D > 0y dos constantes d < 0y 7 > 0, tales que

[Df(s(t)) +dl" D+ D[Df(s(t)) +dl < —71, (57)

para todo d < d, donde I,, € R™ " es la matriz identidad. Si ademés, se cumple que

C)\Q S E, (58)

entonces, la sincronizacién de los estados como expresado en (54), es exponencialmente
estable.

Ya que Ay < 0y d < 0, la desigualdad (58) es equivalente a

c>

. (59)

A2

Esta condicién dice, que dado que |\y| puede ser muy grande, implica que la red dindmica
compleja (47) pueda sincronizar con un valor de acoplamiento pequefio c¢. Asi que, la
sincronizacién de la red dindmica compleja (47) con respecto a una configuracién particular
de acoplamiento (regular o irregular) se puede determinar por el segundo valor propio mas
grande de la matriz de acoplamiento A, la cual, guarda estrecha relacién con la configuracion
de acoplamiento de la red compleja.

VI1.2.2 Formas hamiltonianas

Considere un sistema no lineal auténomo de la forma
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r = f(z), xeR" (60)

el cual, representa un sistema que exhibe un comportamiento cadtico. Donde xz =
(21, ...,7,)T € R™ es el vector de estados y f(e) es una funcién no lineal. A partir de
lo establecido en [75] muchos sistemas descritos por (60) pueden escribirse en la siguiente
forma canodnica de un hamiltoniano generalizado

OH OH

T Zj(x)a—x—i-S(x)%—f—}"(x), z € R", (61)

donde H (z) nos indica una funcién de energia suave, la cual, es definida positiva globalmente
en R™. El vector gradiente de H, representado por 0H/Ox se considera que existe en
cualquier parte. Frecuentemente utilizamos funciones de energia cuadraticas de la forma

1
H(z) = (5) o' Mx (62)
con M una matriz constante, definida positiva y simétrica. En tales casos, 0H/0x = M.

Las matrices cuadradas J(z) y S(x) mencionadas en la expresién (61) deben satisfacer
para toda x € R" las propiedades:

J(@)+T5x)=0 v S(z)=8(z).

El campo vectorial J (z)0H /Ox representa la parte conservativa del sistema y el campo
vectorial S(z)0H/0x, nos describe la parte no conservativa del sistema. La matriz S(z) es
en general, una matriz simétrica que representa la parte no conservativa del sistema. Para
ciertos casos, la matriz simétrica S(x) es definida negativa o semi-definida negativa. En ta-
les casos, el campo vectorial S(x)0H/0z representa la parte disipativa del sistema. Si por el
contrario, S(x) es definida positiva, semi-definida positiva o indefinida, éste claramente re-
presenta, la parte desestabilizante del sistema, global, semi-global o local, respectivamente.
En el caso de ser S(z) indefinida, ésta se descompone en la suma de una matriz simétrica
semi-definida negativa R(z) y una matriz simétrica semi-definida positiva N'(z). Y donde
F(z) representa el vector de campo localmente desestabilizante.

VI1.2.2.1 Diseno de un observador no lineal para una clase de osciladores en

forma hamiltoniana generalizada

En el contexto de diseno de observadores, en nuestro caso, consideramos una clase especial
de las formas hamiltonianas con un campo vectorial desestabilizante y un mapeo lineal de
salida, expresada como sigue

| 0H 0H :
oH -
Yy = C%a Yy eR ) (63>
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donde S es una matriz constante simétrica, no necesariamente de signo definido, la matriz Z
es una matriz constante antisimétrica, y es la salida del sistema y C es una matriz constante.

Para el disenio del observador de la forma (63), se estima el vector de estado = por Z y
se considera la funcién de energia hamiltoniana H (%) como una particularizaciéon de H en
términos del estado estimado z. De la misma manera, se indica la salida estimada por g
calculada en términos del estado estimado z. Donde el gradiente 0H (&)/0% es también de
la forma Mz siendo M una matriz, simétrica constante y definida positiva.

Por tanto, podemos obtener un observador de estado no lineal para (63) de la siguiente
forma

. OH OH )
0H

donde K = (ki, ko, ..., k, )T es una matriz constante, conocida como ganancia del observador.
En el contexto de la sincronizacion, el observador (64) realizara el papel de oscilador esclavo,
cuya funcién serd estimar las dindmicas completas del sistema (63).

El error estimado del estado, definido como e = x — Z. Y el error estimado de la salida,
definido como e, = y — ¢, son gobernados por

. OH OH
OH
€y = C%, €y eR™ (65)

donde 0H (e)/0e con abusos de notacioén, es el vector gradiente de la funcién de energia
modificada

OH(e) OH OH

VI1.2.2.2 Estabilidad del error de sincronia

En esta seccion, se dan condiciones de estabilidad para el error de sincronia definido por
(65) entre el oscilador maestro (63) y el oscilador esclavo (64).

A continuacién, se propone, cuando sea necesario, Z + S = W y recordamos un par de
conceptos relacionados con la estabilidad del error de sincronia (65).

Teorema 2 [10]: El estado x del oscilador no lineal (63) puede ser global, asintdtica y
exponencialmente estimado por el estado & de un observador de la forma (64), si el par de
matrices (C,W) o (C,S) son observables o al menos detectables.
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La observabilidad en cualquiera de los dos pares de matrices (C,W) o (C,S) es una
condicién suficiente, mas no necesaria para la reconstruccién asintética de los estados del
sistema maestro (63). Una condicién necesaria y suficiente para estabilidad asintética global
del error de estimacién, esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 3 [75]: El estado = del sistema no lineal (63) puede ser global, asintética
y exponencialmente estimado por el estado & del observador (64), si y sélo si, existe una
matriz constante tal que la matriz simétrica

W —KC| + W — k€| =[S —KC|+[S - Kkc|" =2[S — %(/cc —CTKTY,  (67)

sea definida negativa.

V1.3 Sincronizacion de redes complejas con nodos

caoticos de orden entero

En esta seccion se reportan los resultados numéricos de la sincronizacién de redes complejas
utilizando como nodos a sistemas caoticos de orden entero, tales sistemas son el oscilador
de Rossler y el oscilador de Chua con retardo. Los resultados numéricos se obtuvieron por
medio del programa Matlab.

VI1.3.1 Sincronizacion del oscilador de Rossler en mundo pequeno

Aqui se consideran las ecuaciones del oscilador de Rossler en forma normalizada, las cuales,
estan dadas por las ecuaciones (37). Sabemos que los valores de los pardmetros para los
cuales el oscilador de Rossler (37) genera dindmicas cadticas son: a = 0.2, b=0.2,, ¢ =15.7
y las condiciones iniciales x(0) = (5,5, 5).

VI1.3.1.1 Sincronizacién de redes con nodos de Rossler en vecino cercano

Las ecuaciones de estado para multiples nodos cadticos de Rossler que forman la red
dindmica (de acuerdo a la ecuacién (47)), estan dadas por
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N
Tyl = —Tjo —Ti3 + 8 E CLijFIjl, 1 = 1,2,...,N,

=1
Tig = Tin + axio (68)

Tig = b+ 53 (xa —c).

Para d = 0.2, el nodo aislado de Réssler (37) (de acuerdo a la ecuacién (53)) se estabiliza
en un punto fijo como se muestra en la figura 16. En particular, con N = 8 nodos cadticos
de Rossler, con el grado de conexién K = 2 y con las condiciones iniciales para el nodo 1
x1(0) = (4,4,4), para el nodo 2 x5(0) = (3,3, 3), para el nodo 3 x3(0) = (6,6,6), para el
nodo 4 x4(0) = (2,3,4), para el nodo 5 x5(0) = (3,4, 5), para el nodo 6 x4(0) = (4,5,6),
para el nodo 7 x7(0) = (6,5,4) y para el nodo 8 x5(0) = (5,4, 3).

La red dinamica en configuracién de vecino cercano se muestra en la figura 17. La
matriz de acoplamiento correspondiente esta dada por

-2 1 0 0 0 0 o0 1

1 -2 1 0 0 0 0 O

0 1 =2 0O 0 0 O
A — o o 1 -2 1 0 0 0 (69)

o o0 o 1 -2 1 0 0

0O 0 0 0 -2 1 0

o o0 o o0 o0 1 =21

10 0 0 0 0 1 =2

El segundo valor propio mayor definido por (1) es como sigue,

—4sen2(g) — —0.5858. (70)

Con la fuerza de acoplamiento elegida s = 0.4, la condicién de sincronizacién (59) es
como sigue,

0.2

D
04 = ‘—0.5858

’ = 0.3414. (71)

La condicién (59) se cumple y por tanto, la red dindmica (68) con 8 nodos cadticos de
Réssler acoplados en configuraciéon de vecino cercano sincronizard. La figura 18 muestra
los atractores cadticos generados por los 8 nodos, los cuales, son proyectados sobre el plano
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Figura 16: Atractores en punto fijo generados por un nodo aislado de Rossler con una
retroalimentacion de control —dx;

Figura 17: Red en vecino cercano con N = 8 nodos caodticos de Rossler
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Figura 18: Atractores cadticos proyectados en el plano (x;1, x;2) para N = 8 nodos cadticos
de Rossler.
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Figura 19: Sincronizacién de la red del primer estado de los 8 nodos cadticos de Rossler
xi,%=1,...,8 en la red con nodos acoplados en vecino cercano.
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Figura 20: Red en vecino cercano con N = 9 nodos caéticos de Rossler.

(i1, T2). Mientras, la figura 19 ilustra la sincronizacién de la red dindmica entre los 8
nodos, mostrando la sincronizacion del primer estado de cada nodo, es decir, x;1, i =1, ...8.

Ahora, considerando la red con N = 9 nodos cadticos de Rossler acoplados, la red
dindmica en configuraciéon de vecino cercano es como se muestra en la figura 20. La matriz
de acoplamiento correspondiente es definida por

-2 1 0 0 0 0 0 o0 1
1 -2 o o0 0 0 0 0
0o 1 -2 0O 0 0 0 O
0 0 1 -2 1 0O 0 0 O
Ape=|(0 0 0 1 -2 1 0 0 O (72)
o o0 o o 1 -2 1 0 O
o 0 0 0 O -2 1 0
o 0 0 0 0 0 1 -2 1
r 0o o o0 o0 o0 o0 1 =2
El segundo valor propio mayor definido por (1),
—4sen2(g) = —0.4679. (73)

La condicién de sincronizacién (59) es como sigue,
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Figura 21: Retrato de fase de la no sincronizacion entre 9 nodos de la red en configuracion
de vecino cercano.

0.2
04> |———| = 0.4274.
— | —0.4679

Ahora, la condicién de sincronizacién (59) no se cumple y por tanto, la red dindmica
(68) con N = 9 nodos cadticos de Rossler acoplados en vecino cercano no sincronizara. La
figura 21 muestra el retrato de fase entre los nodos, mostrando el primer estado de cada
nodo z;1, ¢ = 1,...9, se puede observar que no hay sincronizacién entre los nodos.

Por tanto, podemos decir que para la fuerza de acoplamiento s = 0.4, la red dinamica en

configuracién de vecino cercano (68) sincronizara hasta con N = 8 nodos cadticos acoplados
de Rossler.

VI1I.3.1.2 Sincronizaciéon de redes con nodos de Roéssler en mundo pequeno

La red en vecino cercano con valores de parametros previos no sincroniza para N > 9
nodos cadticos de Rossler acoplados en vecino cercano, por tanto, ahora usamos la configu-
racion de acoplamiento entre nodos de mundo pequeno para sincronizar la red con N > 9
nodos cadticos de Rossler, sin alcanzar la configuracion de acoplamiento global, donde la
sincronizacién se logra sin “ningin problema”, ademas de tener conexiones innecesarias
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(redundantes) que aumentarian los costos de construccién y un mayor consumo de energia,
solo con algunas nuevas conexiones agregadas se puede lograr la sincronizacién de la red
mediante la configuraciéon de mundo pequeno, esto se describe a continuacién.

Basado en la matriz de acoplamiento (72) con N = 9 en configuracién de vecino cercano,
se puede construir la nueva matriz de acoplamiento en mundo pequeno de la siguiente
manera [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano A, los elementos a;; =
a;; = 0 pueden cambiar a a;; = aj; = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En
este caso, se utiliza una probabilidad de conexion p = 0.15, se eligié una red con dos
nuevas conexiones. Con estas nuevas conexiones, la red dindmica se muestra en la figura
22. Entonces, recalculando los elementos de la diagonal de acuerdo a (50), la matriz de
acoplamiento correspondiente con dos nuevas conexiones se define como

[ 21 0 0 0o 0 0 0 1|
1 -3 0 0 1 0 0 0
0 1 -2 0 0 0 0 0
0 0 1 -3 1 0 0 0 1
Ajwe=| 0 0 0 1 -2 1 0 0 0
0 1 0 0 1 -3 1 0 0
0 0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 0 2 1
1 0 0 1 0 0 0 1 -3

El segundo valor propio mayor es —0.8732. La condicién de sincronizacién (59) es dada
por

0.2

4>
042 ‘—08732.

‘ = 0.23. (74)

Con lo anterior, la condicién de sincronizacién (59) se cumple y por tanto, la red con 9
nodos cadticos de Rdssler sincronizara en esta configuracion de acoplamiento.

La figura 23 muestra el atractor x; vs x5 de cada nodo. Mientras que, la figura 24 ilustra
la sincronizacion entre los 9 nodos, mostrando la sincronizacion del primer estado de cada
nodo.

Las figuras 25 y 26 muestran los valores numéricos de Ag,s (p; N) en funcién de la
probabilidad p y el nimero de N nodos de Rossler. En estas figuras, cada par de valores



Figura 22: Red en mundo pequeno con N = 9 nodos cadticos de Rossler acoplados.

20 20 20
0@ 0 ® - @
-20 -20 -20
-20 0 20 -20 0 20 -20 0 20
*12 X22 X32
20 20 20
0@ @ - @
-20 -20 -20
-20 0 20 -20 0 20 -20 0 20
*42 Xs52 X62
20 20 20
-20 -20 -20
-20 0 20 -20 0 20 -20 0 20
X72 Xg2 X92

o6

Figura 23: Atractores caéticos proyectados en el plano (z;1, ;2) en configuracién de mundo

pequeno de los N = 9 nodos.
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Figura 24: Sincronizacién de los primeros estados (x;1, i = 1,...9) de cada nodo entre los 9
nodos de la red en configuraciéon de mundo pequeno.
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de py N, Aans (p; N) se obtienen promediando los resultados de 20 corridas implementadas
en el lenguaje de programacién Matlab. De estas figuras se puede observar que:

(i) Para cualquier valor de N, el valor de Ag,s (p; N) decrementa a —N conforme p
incrementa de 0 a 1.

(ii) Para cualquier valor de p € (0, 1], el valor de Agps (p; N) decrementa a —oo conforme
N incrementa a +00.

Los resultados anteriores implican que, para cualquier fuerza de acoplamiento dada
s > 0, tenemos:

(i) Para cualquier N > d/s, existe un valor critico p, tal que si p < p < 1, entonces
la red conectada en mundo pequeno sincronizara.

(ii) Para cualquier p € (0, 1], existe un valor critico N , tal que si N > N , entonces la
red conectada en mundo pequeno sincronizara.

La figura 27 muestra los valores de p y N con los cuales se puede lograr la sincronizaciéon
de la red. Por ejemplo, para N = 50, 150 y 200, la sincronizacién de la red conectada en
mundo pequeno se logra para p > 0.018, p > 0.08 y p > 0.006, respectivamente.

VI1.3.2 Sincronizacion en red del oscilador de Chua con retardo

En esta seccion se reportan los resultados en simulacion numérica de la sincronizacién en
red del oscilador de Chua con retardo en diferentes topologias, se muestra la sincronizacion
en la topologia de vecino cercano, mundo pequeno, anillo abierto, arbol, estrella y global.
En cada una de estas topologias se evalud la cantidad de nodos que se pueden conectar en
base a una cierta fuerza de acoplamiento y como es que influye en cada una de las diferentes
configuraciones de red, ademas se evalué la sincronizacion de forma unidireccional en estas
mismas topologias observando cémo cambian las condiciones de sincronizacién para cada
caso.

Para las siguientes simulaciones se toman las ecuaciones normalizadas del oscilador de
Chua con retardo, las cuales estan dadas por (38), sabemos que los valores de los parametros
para los cuales el oscilador de Chua con retardo (38) genera dindmica cadtica son: «a = 10,
£ =19.53, v = 0.1636, a = —1.4325, b = —0.7831, 0 = 0.5, ¢ = 0.2 y el retardo 7 = 0.001
y las condiciones iniciales x(0) = (1.1,0.1,0.5).

VI1.3.2.1 Sincronizaciéon de red acoplada en configuracion de vecino mas cer-

cano

Sincronizacion bidireccional

Las ecuaciones de estado para multiples nodos hipercadticos del oscilador de Chua con
retardo de la red dindmica (de acuerdo a la ecuacién (47)) estan dadas por
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Figura 25: Valores numéricos de Ay,s (p; N) como una funcién de la probabilidad p: (a)
N = 200 nodos caéticos de Rossler, (b) N = 500 nodos cadticos de Rossler.
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Figura 27: Valores de p y N para lograr la sincronizacion de red en mundo pequeno de
osciladores de Rossler.

Zi1
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X3

a(—xa + 2 — f(zar)) + cZaiijjl,

Ti1 — Tio + X3,

—BLUZ'Q — YTz — ﬁgsen(axﬂ (t — 7'))’

con funcién no lineal

i=1,2,...N

f(xl):bx1+l(a—b)(|x1—|—1|—|a:1—1|).

Para el valor de d = 30, el nodo aislado del circuito de Chua con retardo (53) se estabiliza
en un punto como se aprecia en la figura 28. El valor de la fuerza de acoplamiento c elegida

es ¢ = 25 y el grado de conexion de la red es K = 2.

Con un numero de N = 5 nodos la red queda definida como se aprecia en la figura 29
(a). La matriz de acoplamiento bidireccional queda definida como

(76)
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Figura 28: Atractores punto fijo del circuito de Chua con retardo aislado con retroalimen-
tacion —dx;

El segundo valor propio mayor definido por (1),

—4sen2(g) = —1.382. (77)
La condicién de sincronizacién (59) queda de la siguiente manera,

30
—1.382

25 > ’ ‘ —=21.7. (78)

Con estos valores seleccionados, la condicién (59) se cumple y por tanto, la red con 5
nodos sincronizara.

En la figura 30 se muestran los atractores cadticos (z;; vs z;2) de cada uno de los 5
nodos. En la figura 31 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos, mostrando solo
el primer estado de cada nodo.

Con un nimero de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura 29
(b). La matriz de acoplamiento queda definida como
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Figura 29: Red en configuracién vecino cercano bidireccional: a) con N = 5 nodos, b) con
N = 6. nodos

Figura 30: Atractores caoticos (x;; vs z;2) de cada nodo en la red, con acoplamiento
bidireccional y con N = 5.
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Figura 31: Sincronizacién entre los 5 nodos de la red en vecino cercano.

2 1 0 0 0 1]
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Ape = (79)
0 0 1 -2 1 0
0 0 0 1 -2 1
1 0 0 0 1 =2
El segundo valor propio mayor definido por (1),
—4sen2(%) — 1 (80)

La condicién de sincronizacién (59) queda de la siguiente manera,

Con estos valores seleccionados la condicién de sincronizacién (59) no se cumple y por
tanto, la red con 6 nodos no sincronizara. En la figura 32 se muestra el plano de fase entre
cada uno de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo (z;1, i = 1,2,...,6),
se puede apreciar que no hay sincronia entre los nodos.
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Figura 32: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en vecino cercano acoplados bidirecci-
onalmente.
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4,3 @

a) b)

Figura 33: Red en configuracién de vecino cercano unidireccional. a) Con N = 5, b) Con
N =6.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parametros ¢ =25 y N = 6 no se
lograra la sincronizacién de la red, la sincronizacion en una red en configuracién de vecino
cercano acoplados bidireccionalmente sincronizara hasta un maximo de 5 nodos.

Sincronizacion unidireccional

Con un nimero de N = 5 nodos, la red queda definida como se aprecia en la figura 33
(a). La matriz de acoplamiento queda como sigue

10 0 0 1]
1 -1 0 0 0
Awe=10 1 =1 0 0 (81)
0 0 1 -1 0
o 0 0 1 -1

Con una fuerza de acoplamiento ¢ = 10 y con los valores anteriores, la red con 5 nodos
sincronizard. En la figura 34 se muestran los atractores cadticos proyectados en (x;; vs ;2)
de cada uno de los 5 nodos. En la figura 35 se muestra la sincronia entre cada uno de los
nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo.

Con un numero de N = 6 nodos la red queda definida como se aprecia en la figura 33
(b). La matriz de acoplamiento queda como sigue
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Figura 34: Atractores caéticos proyectados en el plano (z;; vs z;2) de cada nodo con
acoplamiento unidireccional con N = 5 nodos.
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Figura 35: Sincronizacién entre los 5 nodos de la red en vecino cercano unidireccional con

N = 5 nodos.



68

(-1 0 0 0 0 1]
1 =1 0 0 0 0
A 0 1 -1 0 0 0 )
0 0 1 -1 0 0
0O 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 1 -1

Con una fuerza de acoplamiento ¢ = 10 y los valores anteriores la red con 6 nodos
no sincronizard. En la figura 36 se ilustra el plano de fase entre cada uno de los nodos,
mostrando sélo el primer estado de cada nodo x;1, i = 1,...6, se puede apreciar que no hay
sincronia entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los pardmetros ¢ = 10 y N = 6 no se
lograra la sincronizaciéon de la red, la sincronizacién en una red en configuracion de vecino
mas cercano unidireccional sincronizara hasta un maximo de 5 nodos.

VI1.3.2.2 Sincronizacién de red acoplada en configuracién mundo pequeno

Sincronizacion bidireccional

La red de vecino cercano con los valores de los parametros anteriores no sincroniza
para N > 6, por tanto, se recurre a la configuraciéon en mundo pequeno para lograr la
sincronizacién para un ntimero de nodos N > 6, sin necesidad de llegar a la configuraciéon
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de acoplamiento global, donde se lograria la sincronizaciéon “sin problema”, ademaés teniendo
conexiones innecesarias que aumentarfan costos de construcciéon y un mayor consumo de
energia, mientras que con algunas nuevas conexiones se puede tener sincronizacién completa
de la red utilizando la configuraciéon de mundo pequeno.

Partiendo de la matriz de acoplamiento (79) con N = 6 de la configuracién de vecino
cercano, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeno como
sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano A,., los elementos a;; = a;; =0
pueden cambiar a a;; = a;; = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este caso, se
utiliz6 una probabilidad de conexién p = 0.15 con lo cual se anexaron dos nuevas conexiones.
Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura 37(a). Entonces
reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la ecuacién (50) la
matriz de acoplamiento con estas dos nuevas conexiones queda definida como

-3 1 0 1 0 1
1 -2 1 0 0 0
0 1 -2 1 0 0
AS’UJC
10 1 —4 1 1
0 0 0 1 -2 1
1 0 0 1 1 -3

El segundo valor propio mayor es —1.3088. La condicién de sincronizacién (59) queda
de la siguiente manera,

30

2% > | "
bz ‘—1.3088

’ = 22.92. (83)

Con estos valores seleccionados la condicién (59) se cumple y la red en mundo pequeno
con 6 nodos sincronizara. En la figura 38 se muestran los atractores cadticos proyectados
en (z; Vs x;2) de cada uno de los 6 nodos.

En la figura 39 se ilustra la sincronia entre cada uno de los nodos, mostrando solo el
primer estado de cada nodo, se puede apreciar la sincronia entre los 6 nodos.

La figura 40 muestra los valores numéricos de Ay,s como funciéon del nimero de nodos
N. En esta figura cada par de valores de N, \y,s es obtenido promediando el resultado
de 20 corridas, implementadas en el lenguaje de programacion Matlab. Los resultados
anteriores implican que para cualquier fuerza de acoplamiento ¢ > 0, tenemos que:

(i) Para cualquier niimero de nodos N, existe un valor critico Ag,s , tal que si Ag,s >
Aons entonces la red conectada en mundo pequeno sincronizara.

Sincronizacién unidireccional
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Figura 37: Red en configuracién en mundo pequeno con N = 6: a) bidireccional, b)
unidireccional.

Figura 38: Atractores cadticos (z;; vs x;2) de cada nodo en configuraciéon de mundo pequeno
con N = 6 acoplados bidireccionalmente.
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Figura 39: Plano de fase (sincronia) entre los 6 nodos de la red en configuracién de mundo
pequeno acoplados bidireccionalmente.
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Figura 40: Nimero de nodos en funcién de los valores propios para lograr la sincronia.
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Partiendo de la matriz de acoplamiento (82) con N = 6 de la configuracién de vecino
cercano unidireccional, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo
pequeno como sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino cercano A, los elementos
a;; = aj; = 0 pueden cambiar a a;; = aj;; = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p.
En este caso, se utilizé una probabilidad de conexion p = 0.15 con lo cual se anexaron dos
nuevas conexiones. Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura
37(b). Entonces reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la
ecuacién (50), la matriz de acoplamiento correspondiente con estas dos nuevas conexiones
queda definida como

-1 0 0 0 0 1
1 -1 0 0 0 0
A 0 1 -1 0 0 0
1 0 1 -2 0 0
0 0 0 1 -1 0
0 0 0 1 1 -2

El segundo valor propio mayor es —0.9293 + 0.7587:.

Con estas dos nuevas conexiones agregadas a la red original y valores anteriores la red
en mundo pequeno unidireccional con 6 nodos sincronizara. En la figura 41 se muestran
los atractores cadticos (x;1 vs z;2) de cada uno de los 6 nodos.

En la figura 42 se aprecia la sincronia entre cada uno de los nodos, mostrando sélo el
primer estado de cada nodo xz;1, ¢ = 1,2...,6, se puede apreciar la sincronia entre los 6
nodos.

VI1.3.2.3 Sincronizaciéon de red acoplada en configuracién anillo abierto

Sincronizacion bidireccional

Con un numero de N = 6 nodos acoplados bidireccionalmente la red en anillo abierto
queda configurada como se aprecia en la figura 43(a). Para este caso, la matriz de acopla-
miento queda definida como
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Figura 41: Atractores cadticos (x;; vs x;2) de cada nodo en la red en configuracién de
mundo pequeno unidireccional con N = 6.
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Figura 42: Plano de fase entre los 6 nodos de la red en configuracién mundo pequeno
unidireccional.
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Figura 43: Red en configuracién anillo abierto con N = 6: a) acoplamiento bidireccional,

b) acoplamiento unidireccional.
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El segundo valor propio mayor es —0.2679. Para este caso, la condicion de sincronizacién
del teorema 1 [74] no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor de ganancia

¢ = 50.

En la figura 44 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;; vs x;9) de cada
uno de los 6 nodos. En la figura 45 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos,

ilustrando sélo el primer estado de cada nodo, x;1, 1 = 1,2, ...,6.

Sincronizacion unidireccional

Con un nimero de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura
43(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

Amc =

o O O O = O

0
0
0
0

o O O o O
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reccional, N = 6.
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Figura 45: Sincronizacién
N = 6.
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T;2) generados por cada nodo en anillo abierto bidi-

bidireccional con
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Figura 46: Atractores cadticos (z;; vs x;9) de cada nodo en anillo abierto unidireccional,
N =6.

El segundo valor propio mayor es —1. Para este caso, la condicion de sincronizacion del
teorema 1 [74] no se satisface, sin embargo, esta red en anillo abierto con nodos acoplados
unidireccionalmente sincroniza con un valor de ganancia ¢ = 50.

En la figura 46 se muestran los atractores cadticos proyectados en (x;1 vs ;) generados
por cada uno de los 6 nodos. Mientras en la figura 47 se muestra la sincronia entre cada
uno de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo.

VI1.3.2.4 Sincronizacion de red acoplada en configuracién estrella

Sincronizacion bidireccional

Con un nimero de N = 5 nodos (osciladores de Chua con retardo) la red queda definida
como se aprecia en la figura 48(a). La matriz de acoplamiento queda como sigue

(4 01 1 1 1)
1 -1 0 0 0
Age=11 0 -1 0 0. (86)
1 0 0 -1 0
1 0 0 0 -1
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Figura 47: Sincronizacion entre los 6 nodos de la red en anillo abierto unidireccional con
N =6.

El segundo valor propio mayor es —1. Para este caso, la condiciéon de sincronizaciéon
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia ¢ = 20.

En la figura 49 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;; vs x;0) de cada
uno de los 5 nodos. En la figura 50 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos,
mostrando solo el primer estado de cada nodo.

Sincronizacion unidireccional

Con un nimero de N = 5 nodos (osciladores de Chua con retardo) la red queda definida
como se aprecia en la figura 48(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

0 0 0 0 0]
1 -1 0 0 0
Aw=11 0 -1 0 0 (87)
10 0 -1 0
10 0 0 -1

El segundo valor propio mayor es —1. Para este caso, la condicion de sincronizaciéon
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia ¢ = 20.



78

OO0 &
(4

Figura 48: Red en configuracién estrella con N = 5: a) acoplamiento bidireccional, b)
acoplamiento unidireccional.

()
N

©

Figura 49: Atractores caéticos (x;1 vs z;2) generados por cada nodo en estrella bidireccional,
N =05.
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NN

Figura 50: Sincronizacién entre los 5 nodos de la red en estrella bidireccional con N = 5.

En la figura 51 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;; vs x;5) de cada
uno de los 5 nodos. En la figura 52 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos,
mostrando solo el primer estado de cada nodo x;1, i =1,2,...,5.

VI1.3.2.5 Sincronizacién de red acoplada en configuracién global

Sincronizacién bidireccional

Con un nimero de N = 6 nodos (osciladores de Chua con retardo), la red queda definida
como se aprecia en la figura 53. La matriz de acoplamiento queda definida como

(5 1 1 1 1 1]
1 =5 1 1 1 1
1 1 -5 1 1 1
Ay = (88)
1 1 1 -5 1 1
1 1 1 1 =5 1
11 1 1 1 -5

El segundo valor propio mayor es —6. Para este caso, la condicion de sincronizacion
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia ¢ = 10. En la figura 54 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;;
vs ;2) de cada uno de los 6 nodos. En la figura 55 se muestra la sincronia entre cada uno
de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo.
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Figura 51: Atractores cadticos (x;1 vs z;2) de cada nodo en estrella unidireccional, N = 5.
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Figura 52: Sincronizacién entre los 5 nodos de la red en estrella unidireccional con N = 5.



Figura 53: Red en configuraciéon global con N = 6 nodos.

6 6 6
45 -1 05 0 05 1 15 15 4 05 0 05 1 15 45 1 05 0 05 1 15
X X %

Figura 54: Atractores cadticos (x;1 vs z;2) de cada nodo en global, N = 6 nodos.
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Figura 55: Sincronizacién entre los 6 nodos de la red con acoplamiento global.

VI1.3.2.6 Sincronizacion de red acoplada en configuracién arbol

Sincronizacion bidireccional

Con un nimero de N = 7 nodos (osciladores de Chua con retardo), la red queda definida
como se aprecia en la figura 56(a). La matriz de acoplamiento queda definida como

2 1 1 0 0 0 0
1 -3 0 1 1 0 0
1 0 -3 0 0 1 1
Ae={0 1 0 -1 0 0 0 (89)
0 1 0 0 -1 0 0
00 1 0 0 -1 0
(00 1 0 0 0 -1

El segundo valor propio mayor es —0.2679. Para este caso, la condiciéon de sincronizacion
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia ¢ = 10.

En la figura 57 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;; vs x;2) de cada
uno de los 7 nodos. En la figura 58 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos,
mostrando soélo el primer estado de cada nodo.

Sincronizacion unidireccional
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Figura 56: Red en configuracién arbol con N = 7: a) acoplamiento bidireccional, b)
acoplamiento unidireccional.

Figura 57: Atractores cadticos (z;1 vs 2;2) de cada nodo en arbol bidireccional, N = 7.
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Figura 58: Sincronizacién entre los 7 nodos de la red en arbol bidireccional con N = 7.

Con un numero de N = 7 (osciladores de Chua con retardo), nodos la red queda definida
como se aprecia en la figura 56(b). La matriz de acoplamiento queda definida como

0 0o 0o 0 0 0 0]
1 -1 0 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 0
Ae=10 1 0 -1 0 0 0 (90)
01 0 0 -1 0 0
00 1 0 0 —1 0
00 1 0 0 0 -1

El segundo valor propio mayor es —1. Para este caso, la condicion de sincronizacion
establecida en el teorema 1 no se satisface, sin embargo, esta red sincroniza con un valor
de ganancia ¢ = 20. En la figura 59 se muestran los atractores cadticos proyectados en (z;
vs ;2) de cada uno de los 7 nodos. En la figura 60 se muestra la sincronia entre cada uno
de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo.
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Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4

Figura 59: Atractores cadticos (x;1 vs z;2) de cada nodo en arbol unidireccional, N = 7.
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Figura 60: Sincronizacién entre los 7 nodos de la red en arbol unidireccional con N = 7.
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V1.4 Sincronizacion de redes complejas con nodos

caoticos de orden fraccional

VI1.4.1 Sincronizacion en maestro y esclavo del oscilador de Chua

de orden fraccional por formas hamiltonianas

Para realizar las simulaciones numéricas se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas
del circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42), los pardmetros de la simulacién para
los cuales se genera la dindmica cadtica fraccional son: paso de cuantizacién h = 0.001,
¢ =q2=0.98, g3 =0.94, « = 10.3, § = 10.53, v = 0.268, a = —1.1726, b = —0.7872 [65].

El circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42) puede ser representado en forma ca-
nonica hamiltoniana (61), como se aprecia a continuacién

—af(z1)
Di'xy —a? 0 0 0 a 0
Doy | = | 0 1 OH | N = (91)
£ -1 8 Ox @ Ox '
Dy 0 -8 —8 00 0

0

Realizando el analisis de detectabilidad y observabilidad podemos obtener el observador
disenado (64) de la siguiente forma

D, —a? 0 0 a 0 —af(21) k1
0 a OH oOH
D'z, | =10 -1 p % +la 0 0 B +10 + | ko | €y
Dglfg 0 —5 —’)/ﬁ 0 0 O 0 k’g
(92)

El observador diseniado expresado en forma fraccional estéd determinado por

Df*@:1(t) = a(za(t) — 21(t) — f(21)) + ki (21 (2) — 21(2)),
Dffas(t) = —Baa(t) — y23(t) + ka(21(t) — 21(2)),

donde
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Figura 61: Atractores cadticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k; =0, ks =0
y ]{Zg =0.

f(@1) = mada (1) + %(mo —ma) (|2 (t) + 1] = |4:(2) = 1)) (94)

Aplicando el teorema 3 podemos obtener los valores de las ganancias del observador con
las cuales se puede obtener la sincronizacion entre el maestro y el esclavo. Los valores de
las ganancias obtenidas fueron k; > 0.5, ko > 1.15 y k3 = 0. Con estos valores se logra la
sincronizacién entre el maestro y el esclavo, lo cual lo observamos en las siguientes figuras.
Los valores de los pardametros y condiciones iniciales utilizadas por el maestro y esclavo
son las siguientes: Las condiciones iniciales para el maestro son z;(0) = 0.6, z2(0) = 0.1,
x3(0) = —0.6, las condiciones iniciales para el esclavo son 71(0) = 0, #5(0) = 0 y 25(0) = 0.
Los valores de los parametros utilizados tanto para el maestro y para el esclavo son: Paso de
cuantizacion h = 0.005, « = 10.3, § = 10.593, v = 0.268, mg = —0.7872 y m; = —1.1726.
El orden de la derivada del maestro es: ¢ = 0.93, ¢ = 0.99, ¢35 = 0.92 el orden de la
derivada para el esclavo es: ¢; = 0.93, ¢o = 0.99, ¢3 = 0.92 y el tiempo de simulacién fue
Tsim = 200.

La figura 61 muestra los atractores caéticos generados por el maestro y el esclavo, asi
como el plano de fase entre ellos, cuando las ganancias del observador son ky =0, ks =0y
ks = 0. Es decir, no hay acoplamiento alguno entre el maestro y esclavo. Se observa que
tanto el maestro como el esclavo generan los atractores cadticos pero al ver el plano de fase
se aprecia que no hay una sincronia entre ellos.

La figura 62 muestra la sincronizacién entre el maestro y esclavo cuando las ganancias
del observador son k; = 0.6, ks = 1.16 y k3 = 0, Es decir, ya hay acoplamiento entre el
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Figura 62: Atractores cadticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k; = 0.6,
ko =116y k3 = 0.

maestro y esclavo, con los valores de ganancias en el rango donde se logra la sincronizacion.
Se observa que tanto el maestro como el esclavo generan atractores cadticos y al ver el plano
de fase se aprecia que hay sincronia entre ellos. Es decir, las dindmicas son exactamente
iguales después de un tiempo.

Para lograr una sincronizacién mas réapida se puede aumentar la ganancia del observa-
dor, la figura 63 muestra la sincronia entre el maestro y esclavo cuando las ganancias del
observador son k; = 10, ko = 10 y k3 = 0. Es decir, se aumenté la fuerza de acoplamiento
entre el maestro y esclavo logrando una sincronizacion mas rapida entre ellos, esto se puede
apreciar en el plano de fase de esta figura.

VI1.4.2 Sincronizacion en mundo pequeno del oscilador de Chua

de orden fraccional

Para las siguientes simulaciones se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas del
circuito de Chua de orden fraccional (41)-(42). Las ecuaciones de estado para multiples
nodos caéticos de Chua fraccional de la red dindamica (de acuerdo a la ecuacion (47)) estén
dadas por
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Figura 63: Atractores cadticos y plano de fase entre el maestro y esclavo con k; = 10,
ko =10y k3 = 0.

N
Ztil = Oz(Iig — Tyl — f(le)> + cZaijI’le, 7, = 1, 2,

J=1

=

Tio = Tin — Tio + Ti3, (95)
Tiz = =BT — Y53 .

donde

1
f(Izl) = MmM1Ti + §(m0 — ml)(|xi1 -+ 1| — |$Z‘1 — 1|)

Para el valor de d = 2.5, el nodo aislado del sistema de Chua de orden fraccional (53) se
estabiliza en un punto como se muestra en la figura 64. La fuerza de acoplamiento elegida
¢ = 2.4, con un grado de conexion de red K = 2y con N = 5 sistemas cadticos de Chua de
orden fraccional como nodos, la topologia de red se muestra en la figura 65(a). La matriz
de acoplamiento esta dada por

(2 1 0 0 1]
1 -2 1 0 0
Ae=10 1 =2 1 o0 (96)
0o 0 1 -2 1
1 0 0 1 -2
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-0.5
=< -1
-1.5
—-0.2 (0] 0.2
—-0.5
=< -1 \\
-1.5
0.2 S 15
x, —0.2 0.5 X
2 1
El segundo valor propio mayor esté definido por (1),
2 7T
—4sen (g) = —1.382. (96)
La condicién de sincronizacién (59) queda de la siguiente manera,
2.4 > ‘ ’ = 1.809. (96)

—1.382

Con estos valores seleccionados, la condicién (59) se cumple y por tanto la red con 5
nodos sincronizard.

En la figura 66 se muestra la sincronia entre cada uno de los nodos, mostrando sélo el
primer estado de cada nodo.

Con un nuimero de nodos N = 6 la red queda definida como se aprecia en la figura 65
(b). La matriz de acoplamiento queda definida como



Figura 65: Red en

configuracién vecino cercano: a) N =5, b) N = 6.

5 5 5 5
S0 / F0 / F0 // S0 /
-5 -5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
X21 X31 X41 X51
5 5 5
oo / S o / Ao /
-5 -5 -5
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
X31 X41 X51
5 5
xg 0 / XE o /
-5 -5
-5 0 5 -5 0 5
X4 %51
5
x: 0 /
-5
-5 0 5

Figura 66:

Sincronizacion entre los 5

nodos de la red en vecino cercano.
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-2 1 O 0 O 1

1 -2 1 0 0 0

0 1 -2 1 0 O
Ape = (96)

o o 1 -2 1 0

0 0 0 1 -2 1

1 0 0 0 1 -2
El segundo valor propio mayor definido por (1),

—4sen2(%) =—1 (96)

La condicion de sincronizacién (59) queda de la siguiente manera,
2.
24> ‘—i) = 2.5.

Con estos valores seleccionados la condicién de sincronizacién (59) no se cumple y por
tanto, la red con 6 nodos no sincronizara. En la figura 67 se muestra el plano de fase entre
cada uno de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo, se puede apreciar
que no hay sincronia entre los nodos.

Por tanto, se puede decir que con los valores de los parametros ¢ = 2.5 y N = 6 no se
lograra la sincronizaciéon de la red, la sincronizacién en una red en configuracion de vecino
cercano sincroniza hasta un maximo de 5 nodos.

Partiendo de la matriz de acoplamiento (96) con N = 6 de la configuracién de vecino
cercano, se puede construir la nueva matriz de acoplamiento para mundo pequeno como
sigue [74]. En la matriz de acoplamiento de vecino mas cercano A,., los elementos a;; =
a;; = 0 pueden cambiar a a;; = aj; = 1 de acuerdo a una probabilidad elegida p. En este
caso, se utilizo una probabilidad de conexiéon p = 0.15 con lo cual se anexaron dos nuevas
conexiones. Con estas nuevas conexiones la red queda como se muestra en la figura 68.
Entonces reescribiendo los elementos de la diagonal principal de acuerdo con la ecuacién
(50) la matriz de acoplamiento con estas dos nuevas conexiones queda definida como



Ao / F o / F
-1 -1
10 1 (10 1
X21 X31
5
A0 / &
-5
% o s
X,

X31

AS’U}C

_ o O O =

El segundo valor propio mayor es —1.1864. La condicién de sincronizacién (59) queda

de la siguiente manera

2.42‘

Con estos valores seleccionados la condicién de sincronizacién (59) se cumple y la red
en mundo pequeno con 6 nodos sincronizara. En la figura 69 se muestra la sincronia entre
cada uno de los nodos, mostrando sélo el primer estado de cada nodo, se puede apreciar la

sincronia entre los 6 nodos.

—_ = O =

2.

5

—1.1864

’ = 2.10.

_ o O = =
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Figura 68: Red en configuracién mundo pequeno con N = 6.
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X3 X1 X51 X61
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X1 X51 X61
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&0 / &0 /
-5 -5
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%51 X61
5
F o /
-5
-5 0 5

Figura 69: Plano de fase ilustrando la sincronia entre los 6 nodos de la red en configuraciéon
mundo pequeno.



95

U
N
o

|
N
o

1
o]
o

)
®
o

Valores propios

1
o
o

-120

7

0 100 0 500

Numero de nodos

Figura 70: Numero de nodos cadticos fraccionales en funcion de los valores propios para
lograr la sincronizacion de la red compleja en configuracién mundo pequeno.

La figura 70 muestra los valores numéricos de A,,; como funcién del niimero N de
nodos cadticos fraccionales. En esta figura, cada par de valores de N y Ao,s se obtienen
promediando los resultados de 20 corridas implementadas en el lenguaje de programacion
Matlab. Los resultados anteriores implican que para cualquier fuerza de acoplamiento dada
c vy para cualquier N existe un valor critico Aa,s , tal que si Aops >Aons entonces la red
acoplada en mundo pequeno sincronizara.

VI1.4.3 Sincronizacién en configuracion estrella del sistema hi-

percaotico modificado de Lorenz

Para las siguientes simulaciones se tomaron en cuenta las ecuaciones normalizadas del
sistema hipercadtico modificado de Lorenz (45). Las ecuaciones de estado para multiples
nodos cadticos del sistema hipercaético modificado de Lorenz de la red dindmica (de acuerdo
a la ecuacion (47)) estan dadas por
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Figura 71: Red en topologia extrella con N = 5 nodos.

N
'jjil :a(:cQ—xl)—l—cStZaijF:Uﬂ, 7= 1,2,...,N,
j=1
Tig = bx1 + X9 — X173 — T4, (91)

X33 = 1T — CT3,

Iti4 = deQl’g.

Los parametros que generan dinamicas hipercadticas de orden fraccional son: a = 10,
b=28 ¢c=28/3yd=0,1. Las condiciones iniciales del sistema hipercaético de orden
fraccional son x(0) = (8,9, 10, 11) [70].

La red en configuracion estrella consiste en un arreglo de N nodos acoplados en estrella,
teniendo un nodo central o maestro acoplado a los otros N — 1 nodos esclavos. La red en
configuracion estrella con N = 5 nodos se puede apreciar en la figura 71.

Para el valor de d = 11, el nodo aislado del sistema hipercaético modificado de Lorenz
(53) se estabiliza en un punto, el grado de conexién de lared es K = 2. Para la red acoplada
en estrella, existe una fuerza de acoplamiento critica ¢ = d > 0, tal que si ¢y > ¢ la red
sincronizara [73]

Con un nimero de N = 5 nodos la matriz de acoplamiento queda definida como
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0 0 0 0 0]
1 -2 1 0 0
Ag=10 1 -2 1 0 (89)
0 0 1 —2 1
1 0 0 1 =2

El segundo valor propio mayor es —1. De la condicion de sincronizacion establecida en
el teorema 1, tenemos que con d = 11 el origen es un punto de equilibrio asintéticamente es-
table del nodo aislado (53), tal que la condicién de sincronizacién (59) queda de la siguiente
manera,

11

El valor elegido de ¢, es 20, con estos valores seleccionados, la condicion (59) se cumple
y por tanto, la red con 5 nodos sincronizara.

Las condiciones iniciales para cada nodo son: para el nodo central son (8,9, 10, 11), para
el nodo 2 (N3) son (6,7,8,9), para el nodo 3 (N3) son (9,10,11,12), para el nodo 4 (Ny)
son (7,10,9,12), y para el nodo 5 (N5) son (9,8,11,10). Las ecuaciones de estado para esta
red son: Para el nodo central Ni:

q11 _
D" x1y = a(x12 — x11) + w1,

q12 —
D{*?z19 = bx1y + 12 — 211713 — T14,

q (59)
13 _
Dt T13 = T11X12 — CT13,
q14 _
| D = dz19713,
con
U1 = O (89)
Para el nodo Ns:
( q21
D 91 = a(x92 — T91) + uoa1,
q22 —_
Di{* x99 = bxoy + Tag — To1T23 — Tau, (89)

q23 —
Dt To3 = T21T22 — CT23,

q24 _
Di{* 94 = dx9gas,

con

U1 = Cst($11 - $21)- (89)



Para el nodo Nj:

con

Para el nodo Ny:

con

Para el nodo Njs:

con

q31 —_

D¥'xs = a(xsy — x31) + us,
q32 —

D{*?x39 = bxsy + w32 — 31733 — T34,
q33 —

Di* w33 = w31730 — cX33,

q34 —
Dt Taq = dr30733,

Uz1 = Cst($11 - $31).

q41 _

Di*' x4 = a(xgo — T41) + Us1,
q42 —_

D{*®x49 = bry + Tyo — T41043 — Taa,
Q3 _

Di® 43 = 141749 — Cy3,

qa4 _
D" x44 = dxso143,

Ug1 = Cst(ﬂUn - 51341)-

q51 _

D xsy = a(xsy — o51) + us1,
q52 —

D59 = bxsy + X502 — T51T53 — Ts4,
g53 _

D w53 = w51750 — CT53,

g54 _
Dt Tsa = dTs5oT53,

Us1 = Cst($11 - $51).
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(89)

(89)

(89)

(89)

La figura (72) muestra los atractores tridimensionales generados por cada nodo en la
red. La figura (73) muestra la sincronizacién en el primer estado de cada uno de los 5 nodos
hipercadticos, es decir, x;1,7 = 1,2, ..., 5, se muestra la sincronia entre el nodo 1 y el nodo 2,
nodo 1 y el nodo 3, nodo 1 y el nodo 4, nodo 1 y el nodo 5. Sélo se muestra un estado, pero
hay sincronizacién completa de la red, es decir, todos los estados logran la sincronizacion.
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Figura 72: Atractores tridimensionales x;; vs x;5 vs ;3 de cada uno de los 5 nodos.
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Figura 73: Plano de fase de sincronizacién en topologia extrella con N = 5 nodos.
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V1.5 Conclusiones

En este capitulo se mostraron los resultados de la simulacion de de la sincronizacion de redes
en diferentes topologias, también se mostro la teoria de control utilizada para sincronizar las
diferentes configuraciones de redes, estas teorias son: la teoria de sistemas complejos que se
caracteriza por utilizar un sélo estado para lograr la sincronia, la otra teoria utilizada son las
formas hamiltonianas y el disenno de un observador caracterizada por ser sistematica y con
una retroalimentacion en todos los estados del sistema. En este capitulo se sincronizaron
redes con nodos caodticos de orden entero y fraccional, las topologias utilizadas para la
sincronizacién de redes con nodos de orden entero fueron: sincronizacién en vecino cercano
y mundo pequeno con sistemas de Rossler como nodos, sincronizacion en vecino cercano,
mundo pequeno, anillo abierto, estrella, global y arbol con sistemas de Chua con retardo
como nodos. Las topologias utilizadas para la sincronizacion de redes con nodos de orden
fraccional fueron: sincronizacién en maestro y esclavo, vecino cercano y mundo pequeno con
sistemas de Chua de orden fraccional como nodos, sincronizacién en configuracién estrella
utilizando el sistema hipercadtico modificado de Lorenz fraccional como nodos. En cada
configuracion de red se obtuvieron los resultados de la ganancia requerida para lograr su
sincronizacién, se puede observar que los valores de ganancias tanto para sistemas de orden
entero y sistemas de orden fraccional son similares, aunque para algunos casos especificos
no se cumple con los teoremas de sincronizaciéon se obtuvo la sincronizacién en todas las
configuraciones utilizadas.
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Capitulo VII

Aplicacién a las comunicaciones
seguras

VII.1 Introducciéon

En este capitulo, se presenta una aplicacion de la sincronizacion de redes con nodos cadticos
a las comunicaciones seguras, mediante la transmision de una senal de audio encriptada por
caos, a través de los nodos de una red. Para esto se utilizo la topologia de red reportada en
el capitulo VI; en configuracién en estrella con un nodo como maestro y los restantes N — 1
como esclavos utilizando el sistema hipercadtico modificado de Lorenz de orden fraccional.

VI1I.2 Aplicacion a las comunicaciones

La sincronizacion de red con 5 nodos hipercadticos modificados de Lorenz de orden fraccio-
nal conectados en configuracion estrella, nos permite disponer de esquemas de comunicacion
para informacién privada/segura, donde la informacién confidencial se encripta dentro de
la dinamica del transmisor por alguna técnica de modulacién, como puede ser enmascara-
miento cadtico aditivo, conmutacion cadtica o la conmutacion paramétrica. En particular,
para nuestra red, el nodo aislado Ny es el sistema transmisor y los nodos Ny, N3, Ny y
Nj son los sistemas receptores. La senal cadtica transmitida a través de un canal publico
es la combinacion de la informacién confidencial con la senal de salida cadtica del sistema
hipercadtico modificado de Lorenz de orden fraccional. El encriptado, transmisién y desen-
criptado del mensaje de audio se muestran en la siguiente subseccion.

VII.2.1 Transmision de audio encriptado

La informacién confidencial es un mensaje de audio m(t), que se encripta y transmite a
través de un canal publico. En este caso es necesario sincronizar el transmisor y los recep-
tores para recuperar la informacion confidencial. El esquema de comunicacién utilizado fue
encriptamiento aditivo cadtico, este esquema de comunicacion puede usar un unico canal
de transmision, pero es bien conocido, que la informacién recuperada es sélo aproximada,
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debido a los procesos de sincronizacién y encriptado por el mismo canal de interferencia.
Por otra parte, podemos utilizar dos canales de transmisién donde tenemos una recupe-
racién de informacién exacta en los receptores. Con el fin de recuperar (exactamente) la
informacion encriptada en cada uno de los receptores, basta con restar la senal cadtica
de cada receptor a la senal cadtica con la informacién proveniente del transmisor, en este
trabajo de tesis sélo se muestran los resultados de la transmisién de informacién encriptada
por dos canales.

La figura 74 muestra el esquema de comunicaciones seguras para la transmisién de audio
encriptado, el cual, utiliza el sistema hipercaético modificado de Lorenz de orden fraccional
como maestro y como esclavos. Este esquema de comunicacion cadtica utiliza dos canales
de transmision, el primero se utiliza para sincronizar el transmisor con el receptor a través
de la senal z11(t). Mientras que el segundo se utiliza para encriptar el mensaje de audio
confidencial m(t): La senal cadtica x1;(t) se anade a m(t), donde m(t) se escala a una
mucho menor amplitud, esto para que m(t) no se aprecie en la senal cadtica, tal mensaje
de audio se encripta en la senal cadtica transmitida s(t) como sigue

s(t) = z11(t) + m(t). (89)

En el receptor, la senal cadtica recibida s(t) con el mensaje de audio encriptado se resta
de la senal cadtica de z;(t),i = 2,...,5, de tal manera que el mensaje de audio original
m(t) es recuperado como 7(t), de la siguiente manera

m(t) = s(t) —xa(t), 1=2,..,5. (89)

La informacién confidencial m(t) es una seccién de la cancién “Vita e Bella”, esta seccién
es encriptada y transmitida para esta demostracién. La figura 75 muestra el mensaje m(t)
ha encriptar y transmitir, este mensaje se escalé aproximadamente 20 veces menos que la
senial cadtica x11(t) del transmisor.

La figura 76 muestra el estado de x11(t) donde se observa el comportamiento caético, el
mensaje m(t) es anadido al estado 11(t), como se observa en la figura 77. Como se aprecia
en la figura (76) y (77), no hay distincién entre las dos seniales cadticas, se pudiera decir que
son iguales, por lo tanto, el mensaje pasa desapercibido y el intruso no podra recuperarlo
por métodos convencionales.

Una vez que la informacion esta encriptada, esta senal se transmite a través de un canal
publico, que llega a cada receptor, donde se desencripta y recupera el mensaje original. La
figura 78 muestra la informacién confidencial m(t) a encriptar y transmitir a los receptores,
podemos ver la informacién recuperada en cada receptor, donde se muestra que el mensaje
se recuperd satisfactoriamente en todos los receptores.
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Figura 74: Esquema para encriptado, transmision y desencriptado de informacion en la red
de 5 nodos.
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Figura 75: Seccién de la cancion “Vita E Bella” para encriptar y transmitir por la red.
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Figura 76: Senal z1;(¢) del transmisor donde el mensaje sera encriptado.
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s(t) = x11(t) + m(t).



Mensaje a encriptar y transmitir
I

I I I I
0
4 | | | I\ |
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0 MMWW
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0 05 1 15 2 25 3

Figura 78: Mensaje transmitido y recuperado en cada receptor.

VII.3 Conclusion
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En este capitulo de la tesis se utilizé la sincronizacién de la red compleja en topologia
de estrella, utilizando como nodos al sistema hipercadtico modificado de Lorenz de orden
fraccional. Se realizé el encriptado, transmision y descriptado de informacién confidencial
utilizando un esquema de comunicacion hipercadtica. En particular, se encripta, transmite
y se recupera la seccion de una cancién, donde podemos observar que en cada receptor se

recupera satisfactoriamente el mensaje de audio original.
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Capitulo VIII

Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral, se realiz6 un estudio sobre la sincronizaciéon de redes
complejas. En particular, se estudio la sincronizacion de redes complejas conformadas por
nodos que exhiben dindmicas extremadamente complejas, como caos e hipercaos, ademas,
dichas dinamicas fueron generadas por sistemas cadticos de orden entero y fraccional. Los
nodos cadticos seleccionados para formar las redes fueron: el oscilador de Rossler, el oscila-
dor de Chua con retardo, el oscilador de Chua de orden fraccional y el sistema hipercadtico
modificado de Lorenz fraccional. En este trabajo de tesis se sincronizaron diferentes redes
en topologias regulares e irregulares.

Se realiz6 un estudio numérico para obtener las condiciones de sincronizacién apro-
piadas, para obtener la sincronia en las diferentes topologias de acoplamiento, las cuales
fueron: vecino cercano, mundo pequeno, anillo abierto, estrella, global y arbol, se realiz
dicho estudio para obtener la sincronizacién en vecino cercano y mundo pequeno, tanto
para sistemas cadticos de orden entero y sistemas cadticos de orden fraccional, donde los
resultados, es decir, el valor de ganancia que logra la sincronizacion es similar para ambos
casos, con lo que se puede concluir que la teoria de sistemas complejos puede ser aplicable
para sistemas de orden entero y sistemas de orden fraccional. Para el resto de configuraci-
ones se utilizo la teoria de sistemas complejos aunque las condiciones de sincronizacién no
son validas se logré obtener la sincronizacion.

También se mostro la transmisién de informacién encriptada (una seccién de una
cancién) desde un nodo central (transmisor) a multiples nodos remotos (receptor), uti-
lizando redes complejas formadas por el sistema hipercadtico modificado de Lorenz. Con
esto se demuestra que es posible la transmision de informacién encriptada en redes de
comunicacion.

VIII.1 Aportaciones

Los principales productos derivados de este trabajo de investigacion a la sincronizacion de
sistemas complejos, se resumen a continuacion:

VIII.1.1 Articulos publicados en revistas

e Acosta Del Campo O. R., Cruz Hernandez C., Lopez Gutiérrez R. M., Arel-
lano Delgado A., Cardoza Avendano L. y Chavez Pérez R. (2011) Complex Network
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Synchronization of Coupled Time-Delay Chua Oscillators in Different Topologies.
Nonlinear Dynamics and Systems Theory. 11(4): 341-372.

Acosta Del Campo, O. R.., C. Cruz Hernandez, R. M. Léopez Gutiérrez, A. Arellano
Delgado, L. Cardoza Avendano. (2011) Complex network synchronization of time-
delay Chua oscillators. Sometido a Mathematical Problems in Engineering.

VIII.1.2 Congresos

Acosta del Campo O. R., Arellano-Delgado A., Cruz-Hernandez C., E., Lopez-
Gutiérrez R.M., Garcia Guerrero E., Cardoza Avendano L. Experimental confir-
macién de comunicaciones segura de informacion utilizando sincronizacién de circuitos

de Chua de cuarto orden, LIIT Congreso Nacional de Fisica Boca del Rio Veracruz,
25 al 29 de octubre de 2010.

Acosta Del Campo O.R., Cruz-Hernandez C, Lépez Gutiérrez R.M. Arellano-
Delgado A y Cardoza Avendano L. Complex network synchronization of time-delay
Chuas oscillators. International Conference on Computer, Electrical and System
Science and Engineering (ICESSE2011), 14 al 16 de noviembre de 2011, Paris, Francia.

Acosta Del Campo O.R., C. Cruz Hernandez, A. Arellano Delgado, R.M. Lopez
Gutiérrez, y A. Aguilar Yaniez. Complex network synchronization of fractional-order
chaotic Chua systems, Complex Systems Design Management (CSDM) Paris, Francia
2012.

Oscar R. Acosta Del Campo, César Cruz-Hernandez, Rosa Martha Lépez
Gutiérrez, Adrian Arellano-Delgado, Synchronization of chaotic Chua oscillators of
fractional order, 16 Convencién Cientifica de Ingenieria y Arquitectura (CUJAE), 26
al 30 de noviembre de 2012, La Habana, Cuba.

Oscar R. Acosta Del Campo, César Cruz-Hernandez, Rosa Martha Lépez
Gutiérrez, Adrian Arellano-Delgado, Communication in star coupled network with

fractional hyperchaotic nodes, IEEE 4th Latin American Symposium on Circuits and
Systems (LASCAS), del 27 de febrero a marzo 1 de 2013, Cusco, Per.

Arellano-Delgado A., Acosta del Campo O. R., Cardoza Avendano L., Garcia
Guerrero E. E.; Abundis Pérez F., Lopez-Gutiérrez R.M., Cruz-Hernandez C., Comu-
nicaciones privadas en una red de multiusuario. LIII Congreso Nacional de Fisica
Boca del Rio Veracruz, 25 al 29 de octubre de 2010.

H. Serrano-Guerrero, C. Cruz-Hernandez, R.M. Lépez-Gutiérrez, O.R. Acosta-Del
Campo y A. Arellano-Delgado. Synchronization in complex networks with nearest-
neighbor coupling configuration. Complex Systems Design Managemen 2010-CSDM
octubre 27-29 Paris, Francia 2010.
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e Serrano-Guerrero H., Cruz-Hernandez C., Lopez-Gutiérrez R.M., Acosta-Del Campo
O.R., Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendano L. Synchronization in complex net-
works of time-delay Chuas oscillators, Symposium on Low Dimensional Systems
Worshop on Complex Systems, 150th Orbit of Alexander Von Humboldt, 7 al 11
de junio de 2010, La Habana, Cuba.

e Serrano-Guerrero H., Cruz-Hernandez C., Lépez-Gutiérrez R.M., Acosta-Del Campo
O.R., Arellano-Delgado A. y Cardoza-Avendano L. Synchronization in perturbed
complex network with star coupling configuration. Dynamics Days South America
2010, International Conference on Chaos and Nonlinear Dynamics, 26 al 31 de julio
de 2010, San José dos Campos, SP, Brasil.

VIII.2 Principales contribuciones de este trabajo doc-

toral

Un resumen a modo de puntuario, de las principales contribuciones de este trabajo de
investigacion, se da a continuacion:

e Analisis tedrico y numérico de las condiciones de sincronizacién de diferentes topo-
logias de redes complejas utilizando la teoria de sistemas complejos y nodos cadticos
de orden entero.

e Anélisis tedrico y numérico de las condiciones de sincronizacion de diferentes topo-
logias de redes complejas utilizando la teoria de sistemas complejos y nodos cadticos
de orden fraccional.

e Bajo ciertas condiciones, se determiné una manera sistematica de obtener sincroni-
zacion, utilizando teoria de sistemas complejos utilizando nodos cadticos de orden
entero y fraccional.

e Transmisién de informacién encriptada (senial de audio) desde un nodo a multiples
nodos de manera simultanea, en redes complejas formadas por sistemas hipercadticos
modificados de Lorenz.

VIII.3 Trabajos a futuro

Las numerosas investigaciones y contribuciones reportadas en la literatura y congresos
sobre el tépico muestran que el estudio de los sistemas complejos se encuentra en pleno
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auge. Las aplicaciones a distintas disciplinas cientificas y tecnoldgicas va en aumento. A
continuacion, se mencionan brevemente algunos problemas abiertos detectados al realizar
esta investigacion y que representan trabajo a futuro en esta direccion:

e Sincronizar redes complejas con nodos cadticos de orden fraccional con otra teoria de
control, por ejemplo, control “pinning”.

e Extender estos resultados a la sincronizacion de redes con “cientos” o “miles” de nodos.

e Analizar la sincronizacién de redes complejas en el caso que se tenga perturbaciones
en la senal acoplante.

e Analizar la sincronia de estas redes ante fallas en los nodos y en las conexiones.

e Aplicaciéon de la sincronizacion de redes complejas a equipos de trabajo formados por
robots manipuladores o moviles.

e Implementar fisicamente la sincronizacién de redes complejas formadas por nodos
cadticos de orden fraccional.

¢

e Analizar la sincronizacion de redes complejas considerando diferentes “pesos”, es de-

cir, fuerzas de acoplamiento.

e Aplicacién de la sincronizacion de redes complejas con nodos cadticos fraccionales a
comunicacién privada de multiusuarios, utilizando informacién digital (audio, video,
imégenes, etc.).

e Realizar la implementacién de algun sistema caodtico de orden fraccional en sistemas
digitales, tales como microcontroladores o FPGAS.
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