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RESUMEN

Resumen de la tesis de Aportaciones de las Civilizaciones Babilénica v
Egipcia a la Creacién del Algebra  presentada como requisito parcial para la
obtencién de la Licenciatura en Matematicas. Ensenada Baja California, México. 17 de
Marzo de 1998.

En este trabajo de tesis se realizara una revision bibliografica de libros, revistas,
trabajos, etc. que traten sobre el desarrollo del Algebra a través de dos grandes
civilizaciones, a saber, la civilizacion Babilonica y la civilizacion Egipcia.

Se reunird la informacién que pertinentemente sea la mejor detallada sobre el
surgimiento de las primeras reglas creadas en lo que al Algebra se refiere y se
contrastaran con las actuales.

Se resaltard la importancia de dichas reglas, para la construccion de lo que hoy
conocemos como Algebra. Por tltimo se concluird la importancia de la necesidad de
adquirir un conocimiento solido de las conceptos bésicos que son el soporte de las
teorias clasicas los cuales evolucionan para crear nuevos conceptos.

También esperamos que el trabajo realizado quede como material de lectura para

los alumnos y maestros interesados en el materia de desarrollo conceptual de Algebra y
también para aquellos que se inetresen en el tema.
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CAPITULO I. INTRODUCCION.

La importancia de este trabajo recae en la necesidad de revisar las formas de
pensamiento antiguas de algunos conceptos abstractos como los niimeros, operaciones
con ntmeros y estrategias de solucion de problemas practicos, los cuales han ido
evolucionando hasta la actualidad y han producido un cambio en nuestra forma de

ensefianza dia con dia.

Por tales motivos hemos de dividir el trabajo en los siguientes capitulos, el capitulo
IIT tratard de algunos de los resultados mas importantes que aportd la civilizacion de la
antigua Babilonia, el cual inicia con una breve semblanza de su desarrollo histérico y
culmina con los comentarios que derivaran de comparar sus resultados con los actuales,
se podra observar en lo seguido que aun cuando ellos no posefan una forma estructurada
similar a la actual, esta civilizacidon mostraba los primeros indicios de abstraccion. En el
capitulo IV trataremos de igual manera a la civilizacion del antiguo Egipto siguiendo la
misma forma de desarrollo en el trabajo. Finalizaremos presentando el capitulo V y
ultimo el cual reune lo que a nuestro particular punto de vista es lo mas importante de

considerar en las aportaciones de estas dos grandes civilizacion al Algebra actual.



CAPITULO II. ANTECEDENTES

La idea de este trabajo surgio a partir de las materias llamadas Desarrollo
Conceptual ya sea de algebra, célculo, geometria u otras ramas de las matematicas, que
fueron impartidas en la Maestria en Educacion Matematica en 1996 en esta facultad. Nos
mostraron un nuevo mundo de posibilidades para realizar trabajos de investigacion sobre
surgimiento, desarrollo y transformacion de los conceptos utilizados en matematicas.
Estas materias nos permitieron reflexionar sobre nuestro manejo y percepcién de los
conceptos y métodos en matemdticas, mas aun, creando un pauta para utilizar lo
aprendido en la imparticién de nuestras clases, que en ese momento y hoy dia

realizamos.

Las clases se desarrollaban tratando de evidenciar qué tanto sabiamos de un concep-
to, como lo manejabamos para el uso propio y para la imparticién de nuestras clases. En
el transcurso de estas materias hubo muchas sorpresas, en las cuales nosotros tuvimos
la grata experiencia de compartir aciertos y limitantes. Ademds, nos percatamos que no
be;sta con el conocimiento adquirido en una licenciatura en matematicas para poder
manejar un concepto en educacién y que éste repercuta en el alumno al igual que en
nuestro pensamiento, esto lo aprendimos de uno de los resultados més importantes que

en educacion se halla realizado, a saber, nos concientizamos de que “el conocimiento no
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se transmite, se elabora” de manera individual en cada persona (Piaget, 1987). Depende
en mucho de la informacién que proporcionemos sobre un concepto dado, el céomo lo
presentemos, para que a su vez sea elaborado por otro individuo y obtengamos una

versién similar o muy aproximada a la nuestra.

En el transcurso de este trabajo tomaremos el reto de mostrar una breve pero
sustanciosa semblanza del surgimiento de una de las ramas basicas de las matematicas.
Esperamos cumplir con los objetivos aprendidos en la maestria; a saber: que el trabajo
que aqui se muestra esté lo suficientemente claro, atractivo y conciso, para que ustedes
lectores descubran el desarrollo del nivel de pensamiento de aquellos humanos que
dieron los primeros inicios de abstraccion. Por otra parte, las matematicas son una de las
ciencias que se han desarrollado desde la antigliedad dejando a su paso resultados de
gran importancia, tan es asi que son pocos los descubrimientos que se han creado y

posteriormente han sido descartados en su totalidad.

Los descubrimientos en matematicas son acumulativos, por tanto los nuevos
conocimientos estan basados en los anteriores. Asi pues, para poder entender las nuevas
teorias hay que conocer, comprender y manejar con habilidad los conocimientos bésicos,
y qué mejor que conocer cdmo surgieron dichos conocimientos, con el fin de comparar

las formas en cémo se manejaban y como es que se utilizan en la actualidad.



Asi pues, en este trabajo tenemos el gusto de presentar algunas de las fases del
desarrollo o surgimiento de una de las ramas bésicas en matematicas, el Algebra. Esta
resefia histérica inicia en el afio 3000 a.C. con la civilizacién Babilonica pasando por
Egipto, es decir, el perfodo prehelenistico (hasta el afio 300 a.C.). Dichos periodos
fueron, segtn los datos bibliograficos, las primeras aportaciones de reglas matematicas
mas sencillas. Asi se desarrollard el trabajo haciendo hincapi¢ en los resultados maés
importantes que aportaron dichas civilizaciones a la creacion y desarrollo del dlgebra

actual.



CAPITULO I1I. BABILONIA. Aportacion de la civilizacion Babilénica al

surgimiento del dlgebra.

La Regidn de la antigua
Babilonia

Figura 1. Mapa de la region de los asentamientos de Babilonia,

El término babilonios es usado meramente por conveniencia, el cual nos permite
nombrar de manera general a las personas que habitaban en los asentamiento de la

antigua mesopotamia, como fueron los Sumerios, Akkadianos y Asirios entre otros.

Se cree que los trabajos de Matematicas datan de la primera Dinastia Babilénica,
en la cual reind Hammurabis hasta el afio de 1600 a.C. Después, desde el afio 600 a.C.
hasta el afio 300 a.C., prevalecié un periodo generoso habilitado por el nuevo imperio

de Babilonia, perteneciente a Nabucodonosor al cual le sucedieron las eras Pérsica y



Seleucidena. Estas dos ultimas eras coincidieron con un periodo turbulento para la
historia de Babilonia. Estos son uno de los datos que se han podido rescatar de la vida

politica de la Antigua Babilonia.

Los conocimientos que generd esta gran civilizacién fueron conservados y
plasmados en tablillas de arcilla, materia prima de sus construcciones, mediante un

proceso de tallado de la arcilla.

Por otra parte los hallazgos del conocimiento contenido sobre matematicas en las
tablillas no datan antes de 1935. Dicho descubrimiento fue realizado por Otto
Neugebauer y F. Thureau-Dandgin (Van der Waerden, 1975). El trabajo de
interpretacién de estas tablillas se encuentra en proceso, los nuevos conocimientos
descubiertos coinciden y se remarcan con los que hoy tenemos como presentes, lo cual

servira para los que después tendremos como futuros.

Asi el trabajo arqueologico efectuado en Mesopotamia (Fig. 1) después de la mitad
del siglo XX trajo consigo el descubrimiento de més de 30,000 tablillas en las
excavaciones de los asentamientos de Nipur, éstas fueron la herencia de conocimiento
que dejo la antigua civilizaciéon babilénica. Recordamos que nombraremos babilonios

de manera general a todos los pueblos de los asentamientos de la antigua Mesopotamia.



Retomando el tema, las tablillas poseian, en lo que respecta a matematicas, informacion
tallada en arcilla presentada con un sistemas de numeracién sexagesimal posicional
(este se tratard de forma detallada mas adelante), el cual conservé sus caracteristicas
durante 2000 afios segun las investigaciones. La escritura de los babilonios era en forma
de cufla, nombrada escritura cuneiforme. Esta, como se menciond antes era tallada en las
tablillas para plasmar principalmente la siguiente informacion:

(i) tablas de multiplicar, de reciprocos, de raices cuadradas y ctbicas';

(i1) colecciones de problemas ordenados de menor a mayor dificultad, al

parecer hechos para ejercitacion con fines pedagogicos;

(iii) problemas con datos numéricos especificos y sus soluciones, dadas por

medio de algoritmos desarrollados poco a poco.

Es importante sefalar que el tltimo tipo de problemas, aun cuando son numéricos,
s6lo eran un punto de partida para el razonamiento, por lo cual podriamos decir que
dichos problemas muestran el procedimiento algebraico, sin hacer uso naturalmente de

la simbolizacidn algebraica.

! Las tablas de raices cuadradas y ciibicas estan en la tablilla de Senkireh que fue encontrada en la biblioteca de Sardanapolo. Esta
corresponde al siglo IX a. C.



I11.1. Ejemplos matematicos babilénicos.

Enseguida presentaremos algunos ejemplos del quehacer matematico de los babilo-

nios. Primeramente mostraremos la simbologia numérica que poseian y ctales eran las

operaciones aritméticas basicas que utilizaban. A continuacion veremos algunos

problemas como tablas de multiplicar, tablas de reciprocos y algunas operaciones

algebraicas simples. Por tltimo, analizaremos un problema que se muestra en la tablilla

del Rhind en el cual se hace el uso del teorema de Pitdgoras segtin la version actualizada

de esta formula, esto se hace evidente mediante la interpretacién simbdlica del problema.

7Y YITIT
LA LS R 1048 BRAALAN N4 S (R 11 0 LA AG R A4 AT PRt te G
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v e - < { ¥
60 | 600 | este simbolo se utilizaba | este simbolo era | este simbolo | este simbolo
para el 1, para el 60 y | para representar a | representaba | se utilizaba
también para potencias de | 10, para la notacion | al cero, fué | para
60 (602,603,...; 1/60= 60", | 10x60 y en general | usado  des- | representar a
1/(60%)= 607, ...) para 10x60" donde | pués, ini- | la resta.
n es un entero | cialmente se
positivo o negativo. | dejaba un
espacio vacio
para indicar
que habia un
cero.

Tabla I. Sisterna de numeracién babilénico.




Iniciamos presentando su sistema de escritura (observe la Tabla I). Como se
mencioné anteriormente, su forma numérica era sexagecimal a diferencia de la nuestra
que es decimal, pero la forma de escritura era también posicional. Mostraremos c6mo se
realizaba la escritura de los nimeros con dos ejemplos, a saber, uno para cifras
pequefias menores a 60 y otro para cifras mayores a 60, recordemos que su escritura era

en base sexagesimal.

II1.1.1. Ejemplo 1. Representacion de niimeros a base 60.

Representacion del numero 38 escrito en notacién cuneiforme. Los nimeros meno-
res que 60 se escribian con la notacién decimal ordinaria. Podriamos suponer que 38 se

escribia de la siguiente forma

L L LT

3

Sin embargo, ellos también trataban de simplificar su notacion y utilizaban el signo de

resta para poder reducir la notacién de manera que el nimero 38 era representado como

<<
Y» 1T =40-2= 38
LL



II1.1.2. Ejemplo 2. Representacién de niimeros mayores a 60.

El procedimiento a seguir al representar un niimero mayor que 60 es convertirlo en
la suma de productos de potencias del 60. Por ejemplo, si representamos al niimero 2000
se tiene que
33 __,primer cociente
60/ 2000
200
20 — primer residuo
Por tanto como
2000 = 33x60" + 20 x 60°
y como
33x60 = 1980,
si le agregamos
20 x 60° =20
obtendremos que la suma es 2000 y la notacién en sexagesimal es,
2000=33 ; 20,
donde * ; ” es para separar las potencias de 60 de mayor a menor, y ésta cifra en

notacién cuneiforme se escribe

<Ly <<= 33,20
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I11.1.3. Ejemplo 3. Representacion de Fracciones.

Los babilonios poseian, como antes lo mencionamos, tablas de fracciones y la
forma de representacion de estas cantidades era mas o menos semejante a lo siguiente.
Por ejemplo, recordemos que la representacion del nimero 60 en productos de potencias
de los nimeros 2, 3 y Ses 60= 2% x 3 x5, de forma semejante todas las fracciones se
representaban convirtiendo a la fraccion en sumas de fracciones cuyos denominadores
fueran potencias de 60, asi tenemos que al representar a 11/9 en notacién cuneiforme

seguimos este proceso.

Se procede a convertir el denominador de la fraccién en productos de potencias de

60, sin alterar la fraccidn,

11 _ 11 _ 11x2°%5  _ 220
9 3% 3x3x2%%5  3x60

220x 225 _ 4400  _

Ix27x5%60 60°

Una vez convertido el denominador, se procede a separar el numerador en sumas de

multiplo de potencias de 60 de forma descendente,

_ 1x3600+13x60+20
60°




Luego se procede a separar la fraccion en suma de fracciones.

_ 1x60° + 13x60" +20x60° _
60° 60" 60°

se reduce cada fraccion de forma tal que solo el denomidador posea potencias de 60 de

forma descendente ,

_ 1+13+20
60" 60°

los numeradores de cada fraccion son tomados como la expresion sexagesimal de la

fraccidn,
= 1x60°+ 13x60™ +20x607 = 1;13:20

asi, para ellos la notacidn sexagesimal de

11/9=1;1320=F <17v <<

El método es muy similar a la presentacién de 4400 = 1x60° + 13x60" +20x60°;
5610 que en sus escritos se especificaba de manera muy clara lo que se estaba realizando,
ya que el orden de la magnitud del nimero quedaba claro, en el contenido del texto en el
que aparecia. Por tal motivo no existia la probabilidad de que se confundieran en la

realizacion de sus operaciones.



Asi tenemos que por su forma muy particular de usar la simbologia para representar
sus numeros, sobre todo de las fracciones, se muestran de forma evidente los
procedimientos que siguieron, que comparados con los actuales parecen ser mds
elaborados, lo cual nos conduce a pensar que las personas que se encargaban de realizar
estas operaciones debian de poseer un habil manejo de los métodos y una gran

memorizacion de las cifras.

Respecto al sistema de numeracion podemos decir que todos los niimeros enteros
podian ser representados, sin embargo, las fracciones tenian una restriccidén ocasionada
por la expresion en base sesenta, esto se muestra en el desarrollo de algunos algoritmos

de obtencion de reciprocos.

I11.1.4. Ejemplo 4. Obtencién de los niimeros reciprocos.

Antes que nada, es prudente aclarar que este tipo de algoritmos venian
desarrollados en tablillas, las cuales podian tener las siguientes presentaciones:
(a) algoritmos de multiplicaciones simples;

(b) algoritmos de combinaciones;
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esto es, con frecuencia las tablillas simples se combinaban con una tablilla de reciprocos
v una de cuadrados para formar una gran tablilla de combinaciones. Asi los problemas
que enseguida se presentan en la Tabla II y la Tabla III, son la tabla del numero siete y

una tabla de reciprocos respectivamente (Figueroa et al, 1990).

janf Tﬂt*-r r Jass 7 arta | 7
TY»’-*—T w7 <YM atd 2 14
a-ra 3 21

V»’”—‘Tm <L

W»)-ir<TTTTnTTT < 177 a-ra 19“.2;13
TT»}-_{I<< TT<'< a-l'E:l 20 2;20
TR <<< m<<gg | @30 3:30

TY#—T{‘E TTTT{‘g a-ra 40 4;40
TY,»"-‘T(‘% Wé a-ra 50 5;50

Tabla II. Tablilla que describre el algoritmo de multiplicacién del nimero 7, se

o i ; T fH A L ¢
distingue claramente que el simbolo "‘T (a-rd) significa “veces”.

Las tablas de reciprocos no son muy extensas, contienen solamente los reciprocos
de los nimeros enteros entre el 0 y 81 que sélo tienen a 2, 3 y 5 como divisores. Por esta
razén se pueden expresar como fracciones sexagecimales finitas, de manera que los
reciprocos de 7, 11, 13, 17, etc. no aparecen en estas tablas. Esto nos conduce a pensar

que la expresion sexagesimal de tales nimeros no era exacta ni finita. Sin embargo, los



babilonios solo utilizaban algunas aproximaciones para cdlculos en problemas

particulares y no en algoritmos.

Reciproco Su representacion
de en notacion
sexagecimal
2 30
3 20
4 15
3 12
6 10
8 7;30
g 6;40
10 6
12 5
15 4

Tabla ITI. Presentacion de reciprocos.

Enseguida se muestra un ejemplo donde se realiza el proceso de calculo del
reciproco del nimero 8, el cual tiene una expresion sexagesimal finita. El proceso para

obtenerlo es idéntico al calculo de fracciones.

_1_= I3%d _ 15x% 3xb5x2 . 450 .
8 2x273x5  60x2°x3x5  60x60

420430 _7x 60"+ 30 x60° _
60° 60°




7% 60" + 30x 60°

60 60°
_ 7+ 30 _
60" 607

7x60" + 30x607 = 730

El proceso antes descrito muestra cémo se completaba el denominador del
reciproco hasta formar potencias del nimero 60 exactas, una vez completado el
denominador se procedia a separar la cantidad en sumas de fracciones con
denominadores de potencias del 60 de menor a mayor. Los coeficientes de estas

fracciones eran los nimeros que representaban al reciproco.

Por ultimo, mencionaremos que las tablas no sélo se utilizaban para la
multiplicaciéon ordinaria ax b, sino especialmente para multiplicaciones de la forma
a x b, es decir, para la division a = b. Se ve, por tanto, que las tablas de célculos
babiloénicos estaban arregladas de una manera muy til ya qué por medio de la notacién

posicional las operaciones pueden hacerse rapidamente sin pensar demasiado.
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Figura 2. Tablilla babilénica al natural llamada Plimpton 322.

ITI.1.5. Ejemplo 5. Teorema de Pitagoras.

Los ejemplos anteriores forman parte de tablillas sencillas. Ahora pasaremos a
mostrar un ejemplo de tablillas compuestan. Este es el caso muy peculiar de la tablilla
llamada Plimpton 322, la cual recibe este nombre por encontrarse contenido en el
catdlogo 322 de la coleccion G.A. de la Universidad de Columbia. Esta tablilla fue
e;crita en el viejo lenguaje babilonico y data aproximadamente del periodo de 1900 a

1600 a.C. y fue traducida por Neugebauer y Sanchs en 1945 ( Van der Waerden, 1975).
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a b c U \%
120 119 169 12 5
3456 3367 4825 64 27
4800 4601 6649 75 32
13500 12709 18541 125 54
52 05 97 9 4
360 319 481 20 g
2700 2291 3541 54 25
960 799 1249 42 15
600 481 769 25 12
6480 4961 8161 81 40
4 3 5 2 1
2400 1679 2929 48 25
240 161 289 15 8
2700 1771 3229 50 27
90 56 106 9 5

Tabla IV. Traduccién de la tablilla Plimpton 322.

Pasando a la informacion contenida en esta tablilla, veremos que ésta consta
esencialmente de tres columnas casi completas como se muestra en la Fig. 2, en la cual
se presenta la forma natural de la tablilla. Se nota que la primera y las dos ltimas
columnas estan parcialmente quebradas. Sin embargo, mediante la traduccidon de ésta se

pudo obtener, siguiendo los algoritmos, el resto de las cifras contenidas en la tablilla.
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También, situandonos en la Tabla IV, veremos la traduccién de dicha tablilla al lenguaje
actual y en notaciéon decimal. La forma en que se presentan las cantidades de manera
general es la siguiente, llamémosles a las dos tultimas columnas U y V de izquierda a
derecha respectivamente. Tenemos entonces que las tres primeras columnas son, de
izquierda a derecha, 2UV, U?- v y U+ v? respectivamente. Ahora supongamos
que a=2UV,b= U*-v? y = U%+ V2, ademés que U > V y de diferente paridad, de
aqui podemos observar que los valores correspondientes a las columnas a, b y ¢ tienen

relacion con los lados de un triangulo rectangulo.

Por ejemplo, si tomamos la tripleta de la primera fila tenemos que a = 120, b =

119. Asi,

¢ = (120)" + (119)° = V14400 + 14161 = 28561 =169
c= 169

lo cual se puede aplicar a las demas tripletas que se encuentran contenidas en la tablilla,

asi @ y b son los lados de un tridngulo rectangulo y ¢ es la hipotenusa.
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Por otra parte, todos los valores contenidos en la primer columna son nimeros
sexagesimales regulares, lo cual induce a pensar que aparentemente los valores de Uy V
fueron elegidos deliberadamente para que « = 2UV dieran valores sexagesimales

regulares.

Con esta tablilla se muestra que, ademas de tener un sistema numérico y reglas
aritméticas para operar, posefan algoritmos de calculo en los cuales utilizaban formas

derivadas de lo que ahora conocemos como teorema de Pitagoras.

III.1.6. Ejemplo 6. Aplicacion del Teorema de Pitagoras.

Enseguida se muestra otro ejemplo de una tablilla donde se trata la solucién de un
problema practico el cual no corresponde a algoritmos. Este pertenece a la época de la
antigua babilonia, alrededor de 1700 a.C.; en €l se observa de nuevo el conocimiento que
posefan los babilonios sobre el teorema de Pitagoras (Figueroa et al, 1990). La forma
geométrica que presenta esta tablilla (ver Fig. 3 inciso (a)) es muy semejante a un
cuadrado con sus diagonales inscritas; esta figura mide en su forma natural 19.6 cm. de
lado. En el inciso (b) de la misma figura se dispuso una copia de la misma tablilla en la

cual se muestran de forma més clara los lados que se encuentran en notacion cuneiforme;



asi mismo, en el inciso (c) se presenta la traduccidn en notacidn sexagesimal pero con

Jos nimeros actuales. A continuacion mostraremos la interpretacion de este problema.

Observando la transcripciéon de las cifras contenidas notamos que aparecen tres
numeros, a saber,
(1) 30 al cual le asignaremos la letra “a”
(ii) 1;24;51;10 al cual le asignaremos “b”

131

(iii)  42;25;35 al cual le asignaremos “c
Si realizamos el producto “ab” obtenemos,

30 % (1;24:51;10) =30 x (1 x 60° +24 x 60™ + 51 x 607+ 10 x 60™)
=30 x 60° + 720 x 60" +1530 x 60 + 300 x 60~
=30 x 60"+ 12 x 60" x 60 +25 x 60 x 607+ 30 x 607 + 60 x 5 x 60
=30+ 12+25x 60" +30x 607 +5 x 60>
=42 +25x 60" +35x 607

=42;25;35



51,10
42,25, 35

_ (©)
Figura 3. (a) Aqui se muestra la tablilla en tamafio natural; (b) Esta es una copia de la tablilla
para mostrar de forma clara su contenido; (c) Aqui se observa una representacion del contenido de la

tablilla en notacién actual.

La figura muestra que la longitud del lado del cuadrado a es igual a 30 (a=30), asi

que su diagonal es c=42;25;35.

Por otra parte si damos la interpretacidn moderna del problema tenemos que,

a a
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C=a’+a= 2a2, por lo que ¢= g T =+2' a, de esta manera el valor b= 1;24;51:20
debe ser una aproximacion de V2 , si elevamos al cuadrado dicho valor obtenemos un
nimero muy cercano a 2, por lo que 1;24;51;10 es una buena aproximacion de la raiz
cuadrada de 2. De los hechos anteriores podemos interpretar el problema de la siguiente

manera

“si el lado del cuadrado es 30 entonces su diagonal es en forma sexagesimal 42;25;35 6

42.42638 en forma decimal”

Este problema corresponde a la tercera parte de las siete que forman la tablilla, tal
tablilla se encuentra en el museo de Berlin y nos muestra una forma més evidente del
uso de lo que hoy llamamos teorema de Pitdgoras, ademds de mostrar calculos
aproximados de valores irracionales como lo es V2 . No obstante, lo que se ha mostrado
en esta parte sobre el quehacer matematico de los babilonios, es s6lo una semblanza del
gran trabajo que se realizd en aquella era, aun cuando sus problemas recaian en
soluciones aritméticas no debemos olvidar que tales conocimientos especiales estaban

destinados a jugar con el tiempo un papel decisivo en el desarrollo de las matematicas.
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1I1.2. Resumen de algunas aportaciones babilonicas.

A continuacion presentamos una resumen de las aportaciones de la matematica
babilénica en lo que a la aritmética y algebra se refiere. Es importante aclarar que las
formas més usuales que los babilonios podian resolver facilmente y a las cuales trataron

de reducir todas las soluciones de las ecuaciones algebraicas, son las siguientes:

(1) Ecuaciones con una incognita

ax=>b

(ii) Sistemas de ecuaciones con dos incognitas:

X+ y=a X+ =b xy=Db X-y =a

ademds, se conocian la formulas siguientes:



o
(¥4

(a + b)’= a’+2ab+b’
(a+b)(a-b) = a* b’
14244+ ... 42" =2" +(2"-1)

PP+27+3"+ .. +n=1/3+23n)(1+2+...+n)

y también la suma de progresiones aritméticas.

. o Z, 2_ 2
Los nimeros pitagoéricos x +y =2z  se encontraban usando la formula

x= V@yy-1
]

Todo lo que aqui se ha presentado forma parte de los descubrimientos mas
importantes en relacion con el trabajo matematico que realizaron los babilonios. Esta
herencia de conocimientos es debido al gran trabajo de arquedlogos e investigadores que
tenazmente han descubierto e interprertado el contenido de estas piezas arqueoldgicas.
Asi pues, tenemos hoy dia la posibilidad de deleitarnos, con los més antiguos indicios

registrados de la labor matematica humana, conocidos a la fecha.



CAPITULO 1V. goup7o. Contribucion de la Civilizacion Egipcia al
Desarrollo del Algebra.

Gran Oasis

Figura 4. Egipto en los milenios IV y 11 a.C.

I1V.1. Antecedentes.

La civilizacién Egipcia inicié con el antiguo imperio de Menfis que data del afio
3200 a.C. hasta 2300 a.C. El desarrollo de la civilizacién dio sus primeros pasos en la
creacion de su sistema de numeracion (se crearon los simbolos numéricos del 1 hasta el

100,000) y la construccion de las primeras piramides. Del afio 2050 hasta 1750 a.C.
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el imperio dirigido por el emperador Tebas, permite el desarrollo de la literatura y la
orfebreria, en tal fecha, fueron realizados los papiros de Rhind y de Mosct, ademas de
los calendarios estelares en sarcofagos. Del afio 1700 hasta 1600 a.C. la dominacién de
Hicsos mantuvo un periodo de recesion en el imperio y fue cuando Ahmes copié el
papiro del Rhind. De 1600 a 110 a.C. el nuevo imperio de Tebas trajo consigo la
creacion de la nueva Teologia, desarrollandose la arquitectura, la escultura, asi como
la astronomia primitiva. Del afio 300 a.C. hasta el afio 300 d.C. imper6 la época
Helenistica, la ciudad de Alejandria se desarrolla como centro del arte v de la ciencia
griega. Aqui se dio el mayor desarrollo de la ciencia griega y los niveles primitivos de la

astronomia y aritmética egipcia.

Las matematicas del antiguo Egipto, contrariamente a las muchas opiniones popu-
lares, nunca rebasaron el nivel obtenido de las matemaéticas babilonicas. Esto puede
suponerse ya que mientras los descubrimientos realizados en Mesopotamia nos
proporcionan una gran cantidad de informacidén, a decir por las tablillas rescatadas, los
cdnespondientes descubrimientos hechos en Egipto no son tan numerosos, esta
civilizacion esta ubicada en una zona con un clima seco extremo y por tal motivo la
conservacion de sus papiros y algunas inscripciones en paredes de templos y otros
objetos se perdieron con el paso del tiempo. No obstante algunos de estos valiosos

medios de informacion fueron rescatados.



Por otra parte, la situacion politica de Egipto se desarrolla cronolégicamente de
manera siguiente: hubo dos reinados, uno en el norte y otro en el sur que hoy dia
conocemos como el actual Egipto. Entre los afios 3500 y 3000 a.C., el rey Mena o
Menes unificé el alto y bajo Egipto. A partir de esta fecha reinaron tres dinastias, Menes
fue el fundador de la primera dinastia; sin embargo, en la tercera dinastia alrededor del
afio 2500 a.C. cuando el apego a la cultura egipcia se desarrollo construyéndose las
grandiosas pirdmides, de 1700 a 1600 a.C., Egipto fue invadido por los Hicsios.
Posteriormente se establecen contactos con la civilizacion babilonica. Luego alrededor
del afio 332 a.C. fue conquistado por Alejandro Magno, iniciandose el periodo de la
dominacion griega conocido como periodo Ptolomeico, en el que Alejandria se
convirtiera en el centro de la civilizacién griega y, con cuya universidad estdn
relacionados cantidad de matemadticos griegos entre ellos Arquimides, Euclides y
Apolonio. De estos hechos se puede deducir que las matemdticas desarrolladas en este

ultimo periodo son producto del pueblo de Grecia.

IV.2. Representacion egipcia de los nimeros.

Los antiguos egipcios desarrollaron su propio sistema de escritura llamado “los
jeroglificos™, el cual fue pictérico, es decir, cada jeroglifico era una pintura de algiin

objeto, los cuales eran plasmados en monumentos hasta fechas cercanas a la era



cristiana. Desde el afio 2500 a.C. los egipcios usaron para la vida cotidiana la escritura
hieratica que es silabica; cada silaba se representa por un ideograma y una palabra entera
era una coleccion de ideogramas. El significado de una palabra no estaba ligada a

ideogramas separados.
Enfocéndonos al dlgebra desarrollada por los egipcios tenemos que los jeroglificos
utilizados para representar niimeros fueron:

1
| para el nimero | € 0 9 para el nimero 100

M para el nimero 10 i para el nimero 1000

ﬁ para el nimero 10,000

y otros simbolos para unidades mas grandes. Estos simbolos, al ser combinados, forman
numeros intermedios. La direccion de la escritura era de izquierda a derecha; es decir,
primero se escribian las unidades, después las decenas, luego las centenas y asi

sucesivamente. Tenemos por ejemplo,

Il
12 =1Nn 6 1997 = llll



Ademas de la simbologia anterior se utilizaba la escritura hieratica, donde los
]

numeros del 1 al 10 eran simbolizados en la forma siguiente:

( n wmw - T W 2 z U= A

4 5 6 7 8 9 10

(98]

1 2

Queda claro que el sistema de numeracion de los egipcios es en base 10; pero de cardcter

aditivo, a diferencia del babilénico que era posicional.

IV.3. Operaciones aritméticas.

Las operaciones aritméticas que efectuaban los egipcios eran suma y resta las
cuales se hacian contando el numero de unidades, decenas, centenas, etc. También
realizaban un proceso de multiplicacion, sin embargo, la forma en como la hacian era
muy peculiar; ésta la efectuaban por medio de duplicaciones y sumas de resultados de
dichas duplicaciones, asi que el producto era un proceso de SUmMas como veremos a

continuacion.
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IV.3.1. Multiplicacion.

El siguiente ejemplo fue tomado del papiro del Rhind, en €l se muestra la
multiplicacion de 12 por 12. Lo presentamos en jeroglificos y en notaciéon moderna para

mostrar la forma peculiar de realizarlo, como se muestra en las Tablas V y VI

respectivamente.
N I
n i
fn
NN [11¥%
NN
nn M NnAnn 1]
mnn? 2% wannnn i /

Tabla V. Aquf se muestra la tabla del 12 que se encuentra en el papiro del Rhind.

En este ejemplo el simbolo / sirve para indicar que esa cantidad se sumard con

otra que posea el mismo simbolo.

2 T

24 2
48 41
4+40+ 100 dmd 96 8 /

Tabla VI. Traduccion en numeracién actual de la tabla de multiplicar del 12.
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Asi el algoritmo describe que 4 veces 12 y 8 veces 12 sumados producen 12 veces

12. El resultado 144 es acompaiiado por el jeroglifico dmd = L_“M:' que como puede
observarse esta representado en forma de un rollo (pergamino) con un sello en la parte
superior y significa igualdad o resultado, ademds este problema muestra que los egipcios

manejaban la multiplicacidn, particularmente el elevar un nimero al cuadrado.

Este método de multiplicacion es la base de todo el arte de la calculacién egipcia,
el cual aparenta ser un método muy rudimentario, pero fue capaz de mantenerse hasta el

periodo helenistico.

1V.3.2. Division.

Junto con la duplicacion, el proceso de la biparticion o mediacion también fue
considerado. Por tanto el proceso de divisién era considerado por los egipcios como una
forma de multiplicacién, pero en forma inversa. Por ejemplo, en el papiro del Rhind se
realiza la division de 1120+80, el cual se efectua de la siguiente manera, multiplicar 80

(sumar empezando con 80) hasta obtener 1120:
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80 i 1

nnnn

nnnn

9999 0 n/ o
9999

HHH() 160 I 2
M

9 324 T/ 4l
9

Este ejemplo muestra una divisién exacta, el proceso para realizar la division es
muy similar a la de la multiplicacién. Podemos observar del anterior ejemplo que el
denominador 80 es multiplicado por ntimeros pares hasta que los resultados de estas
multiplicaciones sumen exactamente 1120 y se obtiene que 14 es el resultado de la

division, ya que los productos de 80 x 10 més 80 x 4 suman exactamente 1120.

I1V.3.3. Representacion de fracciones.

Por otra parte los egipcios también echaron mano del valioso recurso de las frac-
ciones, cuando los resultados de las divisiones no eran exactas. En primer lugar, habia un
numero limitado de fracciomes naturales, que ocurrian en la vida diaria y que eran

designadas con numeros especificos; a saber, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4 y 3/4 (escritos en



notacion actual), estas fracciones eran unidades individuales consideradas como

conceptos basicos a un nivel igual al de los nimeros enteros.

El conjunto de fracciones desarrolladas incluia sélo a las fracciones unitarias; esto
es, fracciones con numerador igual a 1. Los egipcios no fueron capaces de escribir

cualquier fraccién excepto las que se han mencionado (2/3 y 3/4). Ellos representaban

las fracciones unitarias, escribiendo sélo el denominador y el simbolo especial &%

o
que significaba parte, asi, !! 0 =112

Cualquier otra fraccion era reducida a una suma de fracciones unitarias, por ejem-
plo:
4/6 =2/3
4/9=1/9+1/3

Ademds, 2/3 era la tnica fraccién que no necesitd ser reducida, habia un nombre

especial para ella, a saber, “las dos partes” que se representaba en jeroglificos como :

. T

La simbolizacion para 3/4 era

A

que era igual a
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mas

l/d = y\

Los célculos con fracciones naturales son muy simples, tenemos por ejemplo que

ﬁ e A YA
TR

1 1

significa en notacion actual la siguiente igualdad de fracciones:

1/3=1/6+1/6

donde “®  esel signo de igualdad.

Otro ejemplo es

Q-:D&Q
1l

que en notacién actual es,

23=1/3+1/3.

Por otra parte, con el uso de las fracciones, los egipcios pudieron desarrollar
divisiones con numeros enteros cuyo resultado no fuera exacto. También llevaron al

cabo divisiones con fracciones.
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Utilizando la notacién 1/m= n y 2/3 = 3, las siguientes tres divisiones que

aparecen en el papiro del Rhind serian semejantes a:

19+ 8 16+ 3 4+15
8 1 3 U 15 1
16 2/ 6 2 142 10
4 2 12 4 35/
2 4/ 2 3 113
1 8/ 1 3/

2+4+8 1+4+3=5+3 5+ 15

El cociente en cada division tiene un resultado exacto con la ayuda de las
fracciones, a las que ellos les denominaban numeros auxiliares; por ejemplo, si
observamos el resultado de la division 19+8 veremos que el resultado que ellos obtenian
era 2 enteros mds 1/4 mas 1/8. Recordemos que su sistema de divisiéon era mds bien un
sistema de biparticion. Esto quiere decir que sélo se usaban nimeros pares como

cocientes y las fracciones sélo eran con numerador uno.

Los egipcios también desarrollaron un método general para completar una suma de
fracciones a 1, esta regla se describe en notacion actual de la siguiente forma:

a+1b+1l/lc+...+x=1
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En consecuencia si consideramos el minimo comiin maltiplo como k, tenemos que

klat+kib+... + x_
k

X
k
Asi tendremos que

x_k-(kkatk/b+...)
k

como ejemplo la suma 2/3 + 1/15 debe completarse a 1. Se buscan los nimeros

auxiliares que nos ayuden a completarla, es decir,

2/3+1/15=10/15+1/15=11/15

Como 2/3 es equivalente a 10/15, si a este le agregamos 1/15 nos da como resultado
11/15. El problema es cémo completar esta cantidad hasta formar 15/15; es decir, la
unidad. Como podemos observar, a 11/15 le faltan 4/15 para ser 1, asi que el residuo es
4; o sea, que nos faltan 4/15 para completar la suma a 1. El procedimiento para

completarlo con numeracion actual es el siguiente

15 1
1+2 10
3 5



Los niimeros auxiliares 10 y 1 son los numeradores de las fracciones 3 y 15,

respectivamente, cuando se reducen al denominador comun 15. Como su suma es 11, es

necesario buscar 4/15 para obtener 15/15, de aqui que se calcule el valor de 4/15, asi 3
veces 5 mas 15 es la cantidad deseada.

IV.4. Ecuaciones lineales.

Ademas de las operaciones aritméticas presentadas, los egipcios realizaban otras ta-
reas matematicas como los calculos “4ha”, los cuales estan asociados a la resolucién de
problemas que se plantean por medio de ecuaciones lineales con una incégnita. En el

papiro del Rhind se encueniran varios de estos célculos, como ejemplo veamos los

siguientes problemas traducidos ya al lenguaje actual.

1V.4.1. Problema 1. Ecuaciones lineales de la forma “a x=Db”.

“Una cantidad y una cuarta parte de ella, juntas dan 15”.
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Esto implica que se debe determinar dicha cantidad. Para este efecto el

procedimiento egipcio que se sigue es:
“Calcula con 4, toma la cuarta parte de él, es decir 1; juntos dan 5”

después se realiza la division de 15 + 5 =3 y finalmente una multiplicacién, 4 x 3 =

12 y se tiene que la cantidad buscada es “12”, su cuarta parte es 3, y juntas dan 15.

El método seguido aqui, parece ser, el de la falsa suposicion. Se inicia con un
numero elegido arbitrariamente como la cantidad requerida, en este caso es 4, porque
hace mas simple la determinacion de la cuarta parte. Cuatro y una cuarta parte de cuatro
da 5. Pero el resultado requerido es 15, entonces la cantidad tienen que ser multiplicada
por un numero, de este modo si,

15+5=3

Bx4) + (12+4)=12+3=15

donde 3 es el factor de correccion, entonces 12 es la cantidad buscada.

Este problema puede interpretarse de la forma siguiente, tenemos una ecuacion

lineal con una incognita; es decir, a x = b. Consideremos a x; un nimero arbitrario con
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una aproximacion a la solucion, sustituimos en la ecuacion y obtenemos, ax,. Esta
cantidad es distinta de b, es decir,
ax, #b
Por tanto tenemos que buscar un nimero & tal que multiplicado por ax,; de b, es
decir,
k(ax,)=0b
Se tiene que el valor de & debe ser

k_ b
ax,

y dicho valor es el factor de correccion. Asi la cantidad buscada es

x=kx

I1V.4.2. Problema 2. “Cidlculo de lados de cuadrados”.

Otro problema del grupo de calculos Aha, que aparece en el inicio del papiro del
Rhind, tiene como solucién la extracciéon de raices cuadradas. El texto del problema no

se puede descifrar completamente pero tiene el sigue desarrollo:
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“ Un cuadrado y un segundo cuadrado, cuyo lado es 3/4 ( en el texto real 1/2 +
1/4) del lado del primer cuadrado, tienen juntos un drea de 100. Muéstrame como

calculas sus lados”.

La solucidn inicia con una falsa suposicion:

* tomo un cuadrado de lado 1, y tomo 3/4 de 1, es decir, 1/2 + 1/4, como el lado de
la otra drea. Multiplico 1/2 + 1/4, por si mismo, esto da 1/2 + 1/16. De aqui, si el lado
de una de las dreas se toma como 1, y del otro lado como 1/2 + 1/4, entonces la adicién
de las dareas da 1+ 1/2 + 1/16. Toma la raiz cuadrada de esto, es decir, 1 + 1/4.

Toma la raiz cuadrada del nimero dado 100, que es 10.

¢ Cudntas veces es contenido 1+ 1/4 en 10?, § veces.”

A partir de esta ultima operacion el texto en el papiro se hace indescifrable, pero se
puede ver que el resto es como sigue:
§x1=8 vy
8x (1/2+1/4)=6

donde 8 y 6 son respectivamente los lados de los cuadrados.

. . . . 2 -
Resolver este problema con los métodos modernos implicaria que x” es el area del
. 2 :
primer cuadrado y 3/4 x” es el area del segundo cuadrado, de esta manera,

X2 +3/4 x2=100
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proponiendo x;= 1 como aproximacion se obtiene

1+9/16=25/16+ 100

Este procedimiento es equivalente al que se realiza en el problema, a saber, 5/4 # 10,
después se busca el valor £ tal que,

kx (4/5)=10
donde k=8, y asi

(B/A)yx k=G4 % 8= 6

de este modo 8 y 6 son los lados de los cuadrados respectivamente.

_— v £ 2 2
En este problema la solucion de una ecuacion cuadratica (ax)” = b", se reduce a la

solucion de una ecuacion lineal ax = b.

IV.5. Comentarios finales.

Los calculos 4ha no estan basados en problemas practicos; estos resultados
testifican el interés puramente teérico de los calculistas egipcios; podemos decir que
eran cientificos que gozaban con los calculos puros y que buscaban ejercitar a sus

alumnos en problemas realmente fuertes.



Ademas de los problema mencionados, los egipcios desarrollaron ftrabajos
relacionados a la geometria, los cuales eran tratados aritméticamente. El calculista
dedicado a estos problemas, al parecer, tenia conocimiento de reglas a partir de las
cuales los célculos eran realizados. No se ha encontrado una derivacion sistematica de
dichas reglas. En algunos casos, por ejemplo en el cilculo del area del circulo, estas son

formulas aproximadas.

Las areas de tridangulos, rectangulos y trapezoides son determinadas por el uso de
formulas correctas. La base del tridngulo se dividide a la mitad, “en el orden de hacer el
triangulo cuadrado” y entonces se multiplica por la altura. En forma similar, la suma de

los lados paralelos de un trapezoide se dividide y luego se multiplica por la altura.

Para concluir esta ultima parte sobre los egipcios podriamos decir que ain no se
concebian sus métodos como algebraicos. Sin embargo, fueron un puente para el
desarrollo de los mismos, ya que con la entrada de los griegos en el periodo helenistico
(invasion a Egipto por Alejandro Magno) estos métodos fueron la base para el desarrollo
de la época de oro en las matemadticas griegas. A saber, los egipcios cuadraban 8/9 del
didmetro, es decir, el area era:

A= 4897
el valor

4 (8/9)* = 3.1605...
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este era una buena aproximacion del numero 7.

En el papiro de Moscu, aparece un problema donde, segiin ciertas interpretaciones

actuales, se obtiene correctamente la formula para el volumen de una semiesfera.

Los volimenes de cubos, de vigas y de cilindros fueron determinados multiplicando
el 4rea de la base por la altura. La principal dificultad que se les presentaba en este tipo
de problemas provenia de las relaciones entre diferentes unidades de medida para

volimenes y para cantidades de grano.



CAPITULO V. CONCLUSIONES

Haciendo un recuento de las matematicas realizadas por los babilonios podemos
observar que tenian desarrollado un sistema de numeracién con el cual podian
representar todo nimero entero y ademdas una notacidon para fracciones que por su
sistema sexagesimal tenia algunas limitantes. Ademas, poseian la nocion de las
operaciones aritméticas fundamentales. También resolvieron problemas mediante
nociones de ecuaciones lineales, cuadraticas, cubicas (con una y dos incdgnitas) v las
primeras aportaciones del que hoy conocemos como teorema de Pitdgoras y sus

relaciones con angulos, entre tantos otros conocimientos.

Este recuento nos muestra que parte de las bases de las mateméticas actuales tienen

sus inicios en esta cultura.

Por otra parte, los egipcios también poseian su propio sistema de numeracion que es
un poco mas rudimentario que el de los babilonios, ya que pudieron expresar a los
numeros enteros; pero en lo que corresponde a fracciones sélo se muestran con forma
unitaria, es decir, fracciones con numerador uno. Por otra parte, las operaciones
aritméticas eran mds rudimentarias por su forma peculiar de realizarlas que es mediante

duplicaciones y mediaciones (multiplicacién y division, respectivamente). Con respecto

45
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a la solucién de problemas practicos, en el desarrollo del trabajo se menciona que ellos
pudieron resolver sélo aquellos relacionados a ecuaciones lineales y cuadrédticas con una
incognita. En la geometria hicieron célculos de dreas y volimenes; sin embargo las

nociones del teorema de Pitagoras no se muestra en sus problemas tratados.

De aqui que podemos concluir que las bases de las matematicas actuales dieran ini-
cio en estas dos grandes civilizaciones; pero es notorio que los babilonios poseian un
conocimiento mas avanzado que los egipcios, segun las evidencias encontradas. No
obstante, se podria pensar que los egipcios contribuyeron mds ya que con la entrada de
los griegos a Egipto se dio forma a lo que hoy conocemos como las bases del algebra
actual. Sin embargo, los conocimientos ya se habian creado; sélo bastaba que alguien
llegara y les diera una forma mas definida y ese cardcter de generalidad que debe poseer

un concepto para ser considerado como abstracto .

Reafirmamos que las evidencias que se han descubierto y han sido investigadas nos
muestran que tanto los babilonios como los egipcios no desarrollaron métodos
abstractos para la solucién de sus problemas; sin embargo, segiin las datos de sus
escritos, muestran que posefan una alta preparacion y un habil manejo de las reglas de
sus métodos para realizar la operaciones bésicas (suma, resta, multiplicacion y division)

y otras que son consecuencias de estas. Estos hechos nos llevan a pensar que es
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realmente importante que los nifios adquieran un conocimiento profundo del sistema
decimal y un nivel adecuado de los algoritmos de las cuatro operaciones fundamentales.
De esta manera su comprension de la matemadtica serd mas accesible, aclarando que esto
no quiere decir que se debe hacer énfasis en la memorizacion, mecanizacion y/o en el
verbalismo. Por el contrario debe de lograrse que el nifio comprenda la estructura del

sistema de numeracion decimal y desarrolle habilidades para operar con él.

Como ya mencionamos, lo trabajos desarrollados por estas dos grandes
civilizaciones fundaron las bases para lo que hoy conocemos como dlgebra. Atn cuando
sus métodos solo fueron experimentales y no se describe de manera general cada
algoritmo o procedimiento de calculo, sus reglas son muy semejantes a las que
utilizamos hoy en dia. Es importante hacer hincapié en que el algebra tardo mas de 15

siglos en desarrollarse y tomar una forma definida.

Por tales motivos debe tenerse en consideracién que si un solo concepto tardd
siglos en tomar una forma definida, no debemos esperar que todos los estudiantes lo
manejen en un pequefio instante de tiempo. Hay que darles la oportunidad de tener el
suficiente contacto con €l, para que adquieran una informacion mas amplia y puedan
construirlo de forma adecuada en sus pensamientos. Es cierto que estos conocimientos

hoy son las bases mas sencillas del Algebra, y que se estdn creando nuevas teorias a



partir de éstas y que deben seguir desarrollandose, pero no olvidemos que éstas son las
bases y si no se tiene un habil manejo de las mismas ;podemos esperar entonces ue se
puedan crear nuevas teorias sin conocer bien las bases en matematicas? Esta pregunta se

queda como reflexion para los lectores de este modesto trabajo.

Resta mencionar que fue una grata experiencia el adentrarnos en el quehacer
matematico de una era muy lejana y el resolver los problemas como ellos lo hacian,
ademas, esperamos que el trabajo realizado sirva como un complemento a materias que
traten sobre el desarrollo conceptual del Algebra, a mis compafieros de la carrera de

matematicas aplicadas.
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