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RESUMEN de la Tesis de Jonathan Lozano de la Parra, presentada para
la obtencién del titulo de Fisico. Ensenada, Baja California, México, abril de
2016.

GRAVEDAD SIN METRICA

Desde hace varias décadas se ha buscado una teoria cudntica de la gravedad
con el objetivo de obtener un tnico modelo que describa a las cuatro in-
teracciones fundamentales. Se han propuesto teorias que logran el objetivo,
aunque solo para dimensiones bajas. Dichos modelos estdn escritos en térmi-
nos de teorias de norma, las cuales facilitan el estudio de la cuantizacién
gravitacional. En este trabajo se presentan teorfas de norma para los casos
de dos, tres y cuatro dimensiones, deduciendo sus ecuaciones de movimiento
y mostrando que concuerdan con la dindmica de la relatividad general.
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Capitulo 1

Introduccion

La gravedad es la interaccion mas débil de la naturaleza y apesar de esto,
rige la dindmica y estructura del universo a grandes escalas. Durante varios
siglos han existido intentos para comprender el cémo y por qué del fenémeno,
los cuales se han acercado cada vez mas a lo que en realidad es. Las teorias
mas importantes han sido las que se presentaron en el siglo XVII por Isaac
Newton con su teoria de la gravitaciéon universal y en el siglo XX por
Albert Einstein con su teoria general de la relatividad.

El presentar una nueva forma de describir a la naturaleza, por lo general,
se puede interpretar como una extension de teorias ya establecidas, como es
el caso de la gravitacion Newtoniana y la relatividad general.

La teoria gravitacional de Newton, a pesar de que presenta irregularidades
para ciertas consideraciones, se sigue siendo utilizando hasta el dia de hoy,
dado que es una manera muy elegante y sencilla de describir la interaccion
entre cuerpos celestes como el Sol y los planetas. El problema surge cuando
se requieren hacer mediciones precisas, como es el caso de estimar el despla-
zamiento en el perihelio de Mercurio y la desviacion de la luz frente a cuerpo

muy masivo. Aunque los valores predichos por la mecanica Newtoniana de
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estas cantidades no estan muy lejos de lo observado. ;Es del todo correcta
la teoria de gravitacién universal? ;Qué es lo que se necesita para llegar al
valor arrojado por la naturaleza? Hasta antes del siglo XX no existia res-
puesta para esto, la gravitacion clasica funcionaba de maravilla al explicar la
dindamica del sistema solar y como es que nos mantenemos pegados al suelo,
por lo que no era del todo necesario buscar otra explicacién al fenémeno.
Sin embargo, la curiosidad de un hombre logré cambiar la forma de des-
cribir a la gravedad, dando lugar a una nueva ramificacion dentro de la fisica.
La teoria de la relatividad general se propusé para responder las incognitas
que presentaba la ya entonces vieja teoria de Newton. Einstein logré resolver
los problemas que presentaba dicho trabajo de una manera muy peculiar;
unio la relatividad especial con gravitacion clésica, lo que llevo a una des-
cripcién de la gravedad como una propiedad geométrica del espaciotiempo.
Esta forma revolucionaria de concebir a la interaccién mas débil, y con los
hallazgos hechos en los anos 20’s por Edwin Hubble, descubrimiento de la
expansion del universo, dan pie a una descripcién muy acertada de la evolu-

cion, dindmica y estructura del cosmos.

Los dos mayores logros de la fisica tedrica de las interacciones fundamen-
tales, pueden resumirse en dos teorias; la teoria de la relatividad general y
el modelo estandar de particulas elementales, este tltimo formalizado con la
ayuda de la teoria cuantica de campos. Ambas teorias han sido corroboradas
experimentalmente de manera contundente. También han permitido entender
la naturaleza con gran precisién dando una descripcién matematica y fisica
de estas. A pesar del gran éxito, ambas parecen ser incompatibles, ya que los
principios basicos de la teoria cuantica de campos no se han podido aplicar

exitosamente a la relatividad general, para asi obtener una teoria cuantica
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de la gravedad [I]. Cabe notar que tampoco existe una formulacién completa
de la teoria cudntica de campos con un fondo gravitacional [2].

Una de las principales razones por las que la interaccion gravitacional
no se ha podido cuantizar mientras que las otras tres interacciones funda-
mentales si, tiene que ver con el hecho de que la formulacién matematica
implicada es muy distinta en comparacién a las otras. En particular, las in-
teracciones no gravitacionales ocurren en un espaciotiempo plano. Por otro
lado la gravedad es en realidad la dindmica del espaciotiempo mismo. Esto
nos lleva a conjeturar que una teoria de la gravedad que pueda escribirse sin
hacer referencia al espaciotiempo pueda ser cuantizable. Para esto se propone

estudiar teorias de la gravedad donde la métrica no es un campo fundamental.

Distintas propuestas se han hecho para obtener una teoria cuantica de la
gravedad en cuatro dimensiones. Es por esto que surge un interés en estudiar
a la gravedad en dimensiones bajas, dado que se pueden obtener modelos que
pueden darnos una idea para entender este fenémeno en cuatro dimensiones.
Incluso, como ya se menciond, se busca trabajar desde otro punto de vista, en
el cual se emplean teorias de la gravedad sin métrica. Para esto utilizaremos
teorias de norma. Como menciona John Baez en su libro ” Gauge Theories,

Knots and Gravity” [3]:

Las teorias de norma son una de las mds hermosas, simétricas
leyes de la fisica que conocemos, y nuestras teorias del electromag-
netismo, la fuerza fuerte y débil, y la gravedad son todas teorias

de norma.

De hecho, las interacciones electromagnética, fuerte y débil son descritas por
un tipo de teoria de norma conocida como teoria de Yang-Mills. La gravedad,

por otro lado, es descrita por una teoria llamada Chern-Simons.
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A pesar de estos esfuerzos, hasta el dia de hoy no se ha logrado obtener
una teoria cuantica de la gravedad para cuatro dimensiones. Sin embargo
existen propuestas interesantes de las cuales se han obtenido resultados pro-
metedores; teoria de cuerdas, teoria cuantica de lazos, teoria de MacDowell-
Mansouri, teoria de Chern-Simons, por mencionar algunas. Dichas teorias
manejan acciones en las que estamos interesados, ya que la métrica no es el
campo fundamental, lo son la m’elbez’nﬂ y la conexion los cuales pueden ser
escritos en un lenguaje de formas diferenciales. A partir de estos dos campos
fundamentales puede construirse el tensor métrico y la curvatura. Incluso se
pueden obtener invariantes topolégicos que, aunque no son de importancia

para la teoria clasica, son valiosos para la teoria cuantica.

A partir del interés generado en las tltimas décadas por tratar de describir
a la gravedad desde una perspectiva cuantica, la motivacién de este trabajo
consiste en hacer una revision de gravedad en dos, tres y cuatro dimensiones
basada en tres articulos [4], [5] vy [6]. En cada seccién partiremos de una
acciéon construida por el campo de norma A = A(w,e) y deduciremos sus
ecuaciones de movimiento para después compararlas con las obtenidas de la
accion de Hilbert-Einstein.

La tesis se estructura como sigue:

= En el capitulo 2 se dard un repaso de lo que es gravedad dando una
introduccién a la ley de gravitacién universal y relatividad general.
Profundizando en la segunda, se hablara sobre los aspectos fisicos de la

teoria; en qué estd basada y como se puede pasar de la descripcion New-

!Tomar4 el nombre de zweibein, dreibein y vierbien para los casos de dos, tres y cuatro

dimensiones respectivamente.
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toniana a la de Einstein por medio de la métrica. Con esto obtendremos
las ecuaciones de movimiento para relatividad general y pasaremos a

la ecuacién con la que se puede derivar la accién de Hilbert-Einstein.

En el capitulo 3 se trabajara con gravedad en dos dimensiones. Se hara
una revisién parcial del articulo de Isler y Trugenberger [4] en donde
exponen una generalizacion del modelo de Jackiw-Teitelboim. Es for-
mulado como una teorfa de norma para el grupo SO(2,1). Se comienza
con la propuesta de un campo de norma, el cual esté valuado en el gru-
po de Poincaré ISO(1,1). Para formular la accién de esta propuesta es
necesario deformar el dlgebra para pasar a la de SO(2,1). Es entonces
cuando realizamos la variacién de la acciéon y obtenemos las ecuaciones

de movimiento.

En el capitulo 4 comenzamos discutiendo sobre lo que es gravedad en
tres dimenensiones; los problemas que tiene y la propuesta de Edward
Witten en [7] para interpretarla como una teoria de norma para el gru-
po SO(3,1). Una consecuencia de dicha interpretacion se ve reflejada
en que las acciones también propuestas por él, la acciéon estandar y la
accién exotica, son obtenidas de manera natural tras tomar la parte
(anti)auto-dual del campo de norma para un lagrangiano tipo Chern-
Simons [5]. Mostraremos este procedimiento explicitamente y reescri-

biremos el lagrangiano en términos de las acciones antes mencionadas.

En el capitulo 5 abordaremos el tema de gravedad en cuatro dimensio-
nes desde una perspectiva basada, de nuevo, en una teoria de norma.
En este caso serd la de MacDowell-Mansouri [8]. Reescribiremos el la-
grangiano en una notacion de formas y deduciremos las ecuaciones de

movimiento para dicha teoria. También mostraremos que a partir de
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una generalizacién del lagrangino, como fue en el caso de Chern-Simons,
se obtienen ecuaciones de movimiento que tienen la misma forma que
las del lagrangiano original. Un paso intermedio sera mostrar a los in-

variantes topoldgicos que se obtienen de dicha teoria generalizada.

» El capitulo 6 contiene las conclusiones del trabajo realizado.

Por 1ultimo, se tiene un apartado que cubrird la parte mateméatica de
la tesis. Se presentaran las definiciones de vectores, tensores y uno-formas
asi como sus respectivas operaciones. De igual manera se presentaran a los
tensores de curvatura que son necesarios para definir la accién de Hilbert-

Eistein en el capitulo 2.



Capitulo 2

Gravedad

2.1. Newton

El 5 de julio de 1687 Sir Isaac Newton publica su obra Philosophie Natu-
ralis Principia Mathematica considerada una de las obras mas importantes
en la historia de la ciencia. En dicha obra, Newton expone sus famosas leyes
de movimiento, al igual que la ley de gravitacion universal con la cual logrod
derivar las ecuaciones de movimiento planetario encontradas por Johannes
Kepler a principios del mismo siglo.

Hablando més especificamente sobre la ley de gravitacién, Newton en-
contré que la atraccién a la que estan sujetos dos cuerpos es directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia que los separa. Para el caso en el que los cuerpos tienen

simetria esférica. lo anterior puede expresarse como

m1m2(7?1 - 772)

ﬁl? = G (21)

e

donde G es la constante de gravitacién universal, m; y mo son las masas de

los cuerpos, mientras que r, y 75 son las posiciones de las masas. Ahora, con
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ayuda de la tercera ley de Newton podemos escribir que ﬁ21 =_F 12-

De se ve que la fuerza disminuye si se aumenta la distancia entre
los objetos o las masas son pequenas comparadas a GIH e incrementa si la
distancia entre los cuerpos tiende a cero o el producto de las masas aumenta
considerablemente (del orden de G o mayor).

Una de las grandes aportaciones de esta teoria fue el descubrimiento de
Neptuno por medio de calculos matematicos. Esto ya que Urano presentaba
desviaciones no predichas por la ley de gravitacion, por lo que se propuso la
existencia de otro cuerpo celeste que compensara dicha desviacién.

Ahora, si consideramos las magnitudes de la segunda ley de Newton asi

como la de gravitacion

F = ma, (2.2)
y
mM
F=G N (2.3)

respectivamente. De aqui podemos obtener la siguiente ecuacién

M

serd la aceleracion experimentada por un objeto que se encuentre a una
distancia r de otro de masa M. Si consideramos la masa M como la de la
Tierra y 7 el radio terrestre, obtendremos la famosa cantidad 9E| a la que
estan sujetos todos los cuerpos sobre nuestro planeta. Para que lo anterior
sea cierto, tendremos que hacer ciertas aclaraciones en los pasos realizados.
Formalmente, la masa m que se encuentra en es mejor considerarla como

una masa gravitacional, mg, y de igual manera en[2.2] pero como masa inercial,

'El valor de la constante gravitacional G no fue encontrado por Newton, sino por
Henry Cavendish casi un siglo después de haber sido propuesta. Su valor aproximado es

de G =~ 6,67 x 107" 'm3kg~ts2.
2Cuenta con un valor aproximado de g ~ 9,81ms?2
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m;. Por lo que al realizar la igualdad tendremos un término que involucra
el cociente de dichas masas. Entonces, para que la ecuacién sea valida,

debe cumplirse la siguiente relacién

My
=1 2.5
m; (25)

Hasta este momento se han mencionado los logros de esta teoria aunque
cuenta con ciertos problemas. El méas conocido es el intento de describir la
presecién del perihelio de Mercurio. Esto significa que el punto de maxima
aproximacién al Sol deberia ser siempre el mismo, pero debido a efectos
gravitacionales el perihelio se ve afectado. A base de observaciones se logré
obtener una cifra para dicha desviacion, la cual no concordaba con la predicha
por la teoria de Newton. A pesar de que esta diferencia es practicamente
insignificante, se logré obtener el valor exacto a partir de la teoria propuesta

por Einstein hace 100 anos.

2.2. Relatividad General

Esta nueva propuesta para describir a la gravedad de una manera geométri-
ca se basa en distintos principios fisicos los cuales son interpretados ma-
tematicamente y de esta manera poder obtener las ecuaciones de campo de

Einstein [9].

2.2.1. Principios de la relatividad general

Principio de equivalencia. Es el que mayor aporte tiene para la teoria,
ya que los aspectos fisicos implicados son los que indican que el fenémeno de
la gravedad no es mas que una manifestacién de algo mucho més abstracto.

Se comienza con un experimento mental que consta de un observador con-
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finado en un pequeno elevador sin ventanas que sera colocado en distintos

lugares del universo para ver los efectos dentro del mismo.

1. Sobre la superficie terrestre, el observador sentirda una aceleracion de g

en direccion del centro de la Tierra.

2. En algin lugar del universo suficientemente lejos de cualquier objeto
como para considerar que no hay campos gravitacionales, el sujeto se

sentird en un entorno de ingravidez.

3. Mismo arreglo que el caso 2, solo que el elevador se acelera a g por lo

que el sujeto sentird una fuerza que lo atrae hacia el suelo.

4. El elevador esta en caida libre hacia la Tierra por lo que el sujeto estara

en un entorno de ingravidez.

Los casos 1 y 3 son indistinguibles para el observador, asi como los eventos

2 y 4. Con lo anterior, podemos enunciar el principio de equivalencia como:

No existen experimentos localeéﬂ que puedan distinguir caida
libre en presencia de gravedad de movimiento uniforme en la au-

sencia de gravedad.
O de manera equivalente:

Un marco de referencia acelerado respecto a otro que no lo
estd, es localmente idéntico a un marco en reposo en presencia de

un campo gravitacional.

Y es facil ver que el experimento mental propuesto concuerda con dicho enun-

ciado.

3Regiones del espaciotiempo donde la variacién en la intensidad de campo es indistin-

guible.
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Principio covariancia general. Dado que relatividad general ahora to-
ma a los marcos acelerados como una clase de movimiento inercial, como
en el caso anterior, Einstein propuso que todos los observadores fueran equi-
valentes. En consecuencia, no existen observadores inerciales globales, por
lo menos en relatividad general. Dadas las propiedades de invariancia ante

transformaciones de los tensores, el principio se lee como:
Las ecuaciones fisicas deberan tener forma tensorial.

Principio de correspondencia. Al introducir una nueva forma de en-
tender un fenémeno, es necesario que la nueva forma de verlo incluya a la
anterior, en cierto limite. Por lo que gravedad de Newton y relatividad es-
pecial pueden obtenerse de relatividad general considerando la aproximacion

de campo débil y tomando velocidades v/c << 1.

Principio de minimo acoplamiento. Indica la forma en la que las
leyes de la fisica se transforman para pasar a un espacio-tiempo curvado. Los

pasos necesarios para realizar lo anterior son como siguen:
1. Se toman las leyes fisicas validas en un sistema de coordenadas inercial.
2. Se escriben en su forma tensorial.
3. Se verifica que la ley resultante es verdadera en un espaciotiempo curvo.

Basado en estos principios, se lograron explicar distintos fenémenos gra-
vitacionales previamente estudiados. Uno de los grandes éxitos de relatividad
general fue predecir la desviacion del perihelio de Mercurio. A pesar de que es
un nimero muy pequeno, ninguna teoria gravitacional habia logrado encon-
trarlo. A principios del siglo XXVII, el astrénomo Johann Georg obtuvo una

estimacion de la desviacion de la luz frente a un cuerpo celeste basada en la
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gravitaciéon de Newton, aunque un siglo después se mostré que era errénea.
Otro logro considerable para Einstein fue el de encontrar dicho angulo a

partir de las herramientas propuestas en su teoria.

2.2.2. Ecuaciones de movimiento.

Las ecuaciones de campo de Einstein, que describen el movimiento de
los cuerpos a través del espacio, originalmente no fueron obtenidas de un
lagrangiano. La idea original fue buscar una ecuaciéon que tomara el lugar de
la ecuacion de Poisson para el potencial Newtoniano. Esto es, encontrar un
objeto que reemplazaria al potencial y contuviera la distribuciéon de masa en

una forma maés general. La ecuacién para el potencial Newtoniano es
V20 = 4G, (2.6)

donde V? es el Laplaciano y p es la densidad de masa. La forma general
relativista de p es el tensor de energifa-momento T),,. Por lo que, basados
en [10], el potencial gravitacional deberd tomar la forma del tensor métrico
g~ Entonces, como ya se menciono, es necesario que la métrica cuente con

derivadas de segundo orden. Se propone entonces la siguiente ecuacion
[v2g]uu = kT;wa (27)

donde k es la constante de proporcionalidad atin no definida. La expresion
anterior nos servira de guia para encontrar las ecuaciones de movimiento.
Para lograr nuestro objetivo, podemos proponer al tensor de Riemman R o
como candidato, ya que tiene derivadas de segundo orden sobre la métrica.
El tinico inconveniente es que no tiene el niimero correcto de indices. Esto
no es problema, ya que podemos contraer sus indices para obtener al tensor

de Ricci R,,,. Tenemos entonces:

R = kT, (2.8)
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Aunque existe un incoveniente; la conservacién de la energia que se expresa

CcOo1mo

VAT, =0, (2.9)

por 2.8 tendriamos que:
V*R,, = 0. (2.10)

Pero las identidades de Bianchi [10] nos dicen que para una geometria general
1
V¥R, = §VVR, (2.11)

por lo que[2.10[no es verdadera en este caso. Nos vemos obligados a proponer
otro tensor simétrico de segundo orden, en este caso el tensor de Einstein

1

G =R, — 5

Ry, (2.12)

el cual cumple con V#G,, = 0. Por lo tanto, tras hacer la nueva consideracién

de G, en lugar de R, en[2.§| llegamos a
1
By = 5 R = KT, (2.13)

La tarea ahora es encontrar la constante de proporcinalidad y comprobar que
2.13] reproduce la gravedad como la conocemos. Para lograr esto, la reescri-

bimos como

Ry = k(T — =T). (2.14)

Ahora consideremos un fluido perfecto como fuente de energia-momento, que
se escribe

T,uu - (P + p>UuUu +pg;wu (215)

donde U* es la cuadrivelocidadEL p v p son la densidad de energia y presion

respectivamente. Para el limite Newtoniano ignoramos la presién, ya que las

4Recordando que g UPUY = —1.
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particulas tienen velocidad pequena comparada a la de la luz, por lo tanto
215 se reduce a
T,, = pU,U,. (2.16)

Dado que trabajamos en un marco de referencia en reposo se sigue que
U= (U°0,0,0). (2.17)
Tomando el limite de campo débi]ﬂ descrito por [I0], se tiene que

goo = —1 =+ hqo, (2.18)

g% = —1 — hgo. (2.19)
A partir de la definicién de cuadrivelocidad llegamos a queﬂ
0 1
U’ =1+ §h00. (220)

Introduciendo [2.20] en y para nuestro nivel de aproximacion, hgy << 1,
obtenemos que

Conociendo este valor podemos calcular la traza del tensor energia-momentd'|
T = ¢"Ty = —Too = —p. (2.22)

Evaluamos en para obtener

1

5Se considera a la métrica gur como la de Minkowski més una pequena perturbacién.

Esto es guv = Muw + by
6 A primer orden en hgg.
"Las componentes espaciales Tj; son pequefas comparadas a la temporal, por lo que

son ignoradas.
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Lo que resta hacer es buscar la forma explicita del lado izquierdo de y la
manera de hacerlo es comparéndola con el tensor de Riemman R’ ,,. Siendo
cero el término con parcial temporal y considerando que los productos de el

simbolo de Christoﬂ?e]E[F2 son muy pequenos, encontramos que
Roo = R 0i0

1 .
= 3¢[§9Z’\(809A0 + Jogor — Orgoo)]
1 (2.24)
= —iél]aiajhoo

1
- —§V2h00

Comparamos y se obtiene
V2hoo = —kp. (2.25)

Tomando el conocido resultado [10]: hgg = —2P, entonces es la ecuaciéon
de Poisson para el potencial gravitacional, solo si k& = 87 G. Por lo que la
propuesta de que G, fuera el tensor que acompanara al de energia-momento
en la ecuacion funciono; obtuvimos gravedad clasica en cierto limite, en
concordancia con el principio de correspondencia. Por lo que la dindmica de

la relatividad general esta descrita por
1
R, — iRg,w = 87GT),, (2.26)

la cual indica cémo el espaciotiempo adquiere cierta geometria en presencia

de masa y energia.

2.2.3. Accion de Hilbert-Einstein

Una forma alternativa y més formal de obtener las ecuaciones de Einstein,
es por medio del principio de minima accién aplicado a la accién de Hilbert-

Einstein. Dado que nuestra variable dindmica es la métrica, el tinico escalar

8Ver apéndice.
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que la contiene es el Ricci, R. Entonces, la propuesta de Hilbert y Eistein fue

S = / d*rv/—gR, (2.27)
donde el término d*z\/—g indica que la integracién es sobre una variedad.

Para obtener las ecuaciones de movimiento tenemos que variar respecto

a la métrica. Para hacer la tarea mas sencilla, reescribimos la accién

S = / d'z/=gg" R, (2.28)

Comenzamos variando respecto a la métrica para obtener
69 = / d*z5(v/=9)9" R, (2.29)
65y = / d'z/=gR,, 09", (2.30)
653 = / d'z/=gg" R, . (2.31)

05, ya esta de la forma deseada, por lo que centramos nuestra atencién en

los términos restantes. Para 6.5 utilizamos la propiedad de la variacién del

determinantd’ con la cual calculamos

1
0/ —q = ———-—§
2v/—g g

1 g
S G 0gh” (2.32)
2/—g”"
1 17
= =5V =99uw09""
Sustituimos en para obtener
1
55 = —i/d‘lx\/—gRgW(ig’“’. (2.33)

Para el término empleamos la identidad de Palatinﬂ lo que nos arroja
0S5 = /d%v—gg“"[v)\(éfﬁu) — VV(5F§M)]

(2.34)
_ / d*w/=gVs[g" (0T7,) — g"7 (T3]

969 = g(g" dg)
05 R,,, = VA(dT2,) — Y, (T3,,)

vy
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Ahora reemplazamos en [2.34| el valor de 0I" en términos de dg, que tiene como

valor

1
ory, = —5[9@%(59“) + 9V u(09") = 9uagus V7 (09°7)], (2.35)

lo cual nos lleva a

350 = [ ey =gV,lgu V7 (0™) = Va9 (2.36)

Por el teorema de Stokes, [2.36| es una contribucién de frontera en el infinito,

la cual podemos tomar como cero. Ahora sumamos los resultados de y

2,00
55 = / A/ =9[Ry — %g,wR]ég’“’. (2.37)
Los puntos estacionarios son aquellos donde 65/d¢g"” = 0 lo que tiene como
consecuencia
Ruw — 300l =0, (2.38)

por lo tanto hemos recuperado con éxito las ecuaciones de Einstein en el
vacio. El término de energia no aparece ya que no lo incluimos en la accién.

Definimo entonces
1

= 167TGSHE+SM, (2.39)

donde Syg es la accién en|2.27 normalizada para obtener el resultado deseado
mientras que Sy es parte de la accion relacionada a la materia y energia.

Variando respecto al inverso de la métrica obtenemos

1 48 1 1 1 6Su
= R, — -guwR)+ — =0, 2.40
/__g 59#1, 167TG< H 2gM ) + /__g 5guy ( )
de donde definimos al tensor energia-momento como
1
T, = 05 (2.41)

=224,
8 V=g g™
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lo que nos lleva a obtener las ecuaciones de Einstein en presencia de energia

1
R = 39 R = 87GT,,. (2.42)

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento de relatividad general por el
método tradicional de variaciones. También se vio como deducir la dinamica
gravitacional de Newton a partir de esta nueva teoria, por lo que tenemos
un excelente candidato para describir a la gravedad desde un punto de vista

geométrico.

2.3. Formalismo de primer orden

Para detallar la relacion entre relatividad general y teorias de norma, es
conveniente elegir una base ortonormal para el espacio tangente T}, (ver [A.2)
que no esté relacionado a la eleccién de coordenadas (base no-coordenada).
Tomemos ahora un conjunto de bases ortonormales, ¢,, que estan relacio-

“¢, y que cumplen con

nadas al sistema coordenada por €, = e/,

G = €Z€g77ab; (243)

donde 7, es la métrica de Minkowski con a,b = 0,1,2,3 con la siguiente

convencién de signos diag(n,) = (—1,1,1,1). Por otro lado tenemos las

vierbein e}, que son matrices invertibles que relacionan ambos sistemas.
Nuestra meta serd llegar a una expresién para en este nuevo forma-

lismo. Comenzaremos definiendo a la curvatura, segin [7] como
R=ele, P 4
— ea 6b Oéﬁ’ (24 )

donde

Fabaﬁ — aawﬁ ab 8Bwa ba +w acwﬁ b np ac,, b. (245)

« C oc
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donde w se le conoce conexién de spinﬂ, la cual es la conexion para el
grupo de Lorentz (con el cual estamos trabajando).

Ahora escribiremos a la métrica en términos de la tetrada con ayuda de
2.43, Tomamos la siguiente notacién: g = detg,,. Desarrollamos lo anterior
como sigue

detg,, = det(eZegnab)
= det(e)det (e} det (1)) (2.46)
= —detQ(eZ).

Definiendo ahora detQ(eZ) = ¢?, llegamos a la siguiete relacién
g=—c’. (2.47)

Empleando la identida Eap€ = Eabcdefjel;eie;l y aplicando €*** por la
derecha obtenemos

1
e = 245“ psabcde“ebef\ed (2.48)

Finalmente, escribimos la accién de Hilbert-Einstein en este nuevo formalis-

mo

S = /d4xee ebBFab

1
= ﬂ/d‘lxa“")‘paabcde ebe/\edeo‘eﬁF“b
1 ) . (2.49)
=51 d*zet péabcd5a(556)\6 F*.5
1
24 d4l'<’:‘u )‘psabcde dFab

Continuamos desarrollando la expresion anterior pero ahora con una notacion
de formas diferenciales.

Primero tenemos que utilizar la propiedad d*ze"** = dz* A dx¥ A da? A dxP.

1 Comparar con la ecuacién
12Aqui € es el tensor de Levi-Civita en cuatro dimensiones, el cual tiene las mismas

propiedades que en tres dimensiones.
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Con esto reescribimos la accién como

1
S = 3 / dz" A dz¥ A da A dxpgabcdeieﬁF “bw,

1
=21 eabcd(F“dex“ Adz”) A eSdx A ezdxp

' ) (2.50)
=5 5abcd(§F“dex“ Adz”) A eid:)s’\ A e;‘fdxp

1
=13 /aabch“b Aef A el

Por conveniencia definimos e¢ A e? = £ y concluimos el desarrollo con la

siguiente expresion para la accion en un lenguaje de formas

1

=1

EapeaX ™ N F0. (2.51)

Iniciamos la derivacién de las ecuaciones de movimiento. Comenzamos

haciendo la variacién respecto a la tetrada

1
08 = — abead T4 N FP
12 Eabed
1 Eavead (€€ A e?) N F®
12 abed
1
= — (5abcd560 A ed —+ &Tabcdec A 56d) A Fab
12
1 (2.52)
=1 /(5abcdéec A el — eppeade? A e) A Fab
1
= (Sapeade’ N et — eqpacde A e?) N F™°
1 c d ab
:6 Eabed0 N e“ N FP.
Extremando la accién, obtenemos la ecuacién de movimiento
Eapea€® N F® =0, (2.53)

o bien, ya que ni el tensor de Levi-Civita o la tetrada son necesariamente

cero, se obtiene

F =0, (2.54)
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la cual es la ecuacion de movimiento.
Para concluir, consideraremos la variacion respecto a la conexién w. En
este caso utilizaremos la representacion en formas de la curvatura, F' = dw +

w A w, lo que nos lleva a utilizar una notacion aun mas reducida sin indices

1
§S—E/ZA5F

:% LA (dw + w A w)

:% YA [0dw + 0(w A w)]

— % YAddw+ XA 0(wAw)] (2.55)
:% [EAbdw+ S A (dw Aw+w A dw))

:% [EAddw + XA (0w Aw—dwAw)]

:% (S A 6w + 25 A bw Aw).

Para finalizar el procedimiento, consideremos la expresion d(X A dw) = d¥ A

dw — X A ddw que se sustituye en [2.55

1
05 = — [[d(X AN dw) +dX N ow~+ 2w A X A duw]
12
1 (2.56)
=1 (d¥ +2wAX) A dw,
de aqui se obtiene la ecuacion de movimiento
d¥ 42w A X = 0. (2.57)

Hemos obtenido las ecuaciones de movimiento para la accion de Hilbert-
Einstein en el vacio bajo una formulaciéon de primer orden. En este caso
se obtuvieron dos ecuaciones en lugar de una; [2.54] equivale a dado
que F%* = 0 se interpreta como que el tensor de Ricci es cero. La segunda

ecuacion, [2.57] es de constriccion. De hecho, es la derivada covariante de la
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tetrada respecto a la conexion, lo que implica w es una conexion riemanniana

asociada con la métrica g sobre la variedad M.



Capitulo 3

Gravedad en dos dimensiones

Los modelos de gravedad dos-dimensional han atraido gran atencion en
las tdltimas decadas, dado que la cuantizacién de la gravedad en cuatro di-
mensiones enfrenta grandes dificultades. Es natural pensar en modelos de
gravedad a menor dimensién los cuales comparten ciertas propiedades con la
cuadri-dimensional. El modelo de gravitacion en dos dimensiones sin materia
es no—dinémi(:(ﬂ; la accion de Hilbert-Einstein, en el vacio, es un invariante

topoldgico en el sentido de que es una derivada total

S = /d2x\/—gR =47y, (3.1)

donde x = 2(1 — g) es la caracteristica de Euler y g es el género de la
superficie. De aqui que las ecuaciones de movimiento son triviales.
En los espacios que estamos interesados, el tensor de Riemann cuenta con

una sola componente correspondiente al escalar de curvatura

R
R,Wpa = m(gupgua - guagup)7 (32)

contrayendo con ¢"” y haciendo renombramiento de indices obtenemos el

I'No cuenta con ecuaciones de movimiento.

23
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tensor de Ricci

R
R,u,l/ = Eguy, (33)
entonces, para el caso con d = 2 obtendremos que
1
G = Ry — §gWR = 0. (3.4)

por lo que el tensor de Einstein es igual a cero. Si se considera una accion

con constante cosmolégica?] A

S = /d%\/—_g(R —2A), (3.5)

las ecuaciones de movimiento respecto a g, son
1
R,uzz - §guuR + Ag,uu - 07 (36)

de aqui que la tnica solucién es cuando A = 0. Concluimos entonces que gra-
vedad en dos dimensiones, sin materia, existe solamente cuando la constante

cosmoldgica se desvanece [11].

3.1. Teoria de Jackiw-Teitelboim

Como un andalogo natural a las ecuaciones de Einstein en el vacio, Jackiw
y Teitelboim propusieron la ecuacion R — 2A = 0, donde R es el escalar de
curvatura de Ricci y A la constante cosmolégica [4]. Incluso atin, propusieron

la accién que arroja dicha ecuacion

Sim=3 [ Eev=g(r-20)0 (3.7)

donde ¢ es un campo adimensional auxiliar con valores en el dlgebra de Lie.

La variacion respecto a ¢ arroja las ya mencionadas ecuaciones de movimiento

R—2A =0, (3.8)

2Constante introducida por Einstein para obtener soluciones estéticas a sus ecuaciones.
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las cuales nos indican que la curvatura estd fija a una constante.

A continuacién se presentara una generalizacién de este modelo que se puede
llevar a una teorfa de norma para el grupo SO(2,1). Dicho modelo se formula
en términos de la Zweibein e® (a = 0,1) y la conexién de spin w, tomadas
como variables independientes y combinadas en el campo de norma A del

grupo de Poincaré ISO(1,1),
A=e"P,+wM (3.9)

donde P, son los generadores de translaciones y M es el generador de las
transformaciones de Lorentz. Juntos satisfacen el dlgebra de Poincaré dos-

dimensional
[M,P,] = ¢,P,
R (3.10)
[P, B] =0.
La convensiéon para la métrica de Minkowski y el tensor antisimétrico € son

Nay = diag(—1,1), gy = 1. La dos-forma de curvatura se construye a partir

de la conexién A

F=dA+ AN A, (3.11)

Otra forma de escribir lo anterior es la siguiente. Tomamos la defincién del

campo de norma y el algebra de Poincaré [3.10| para formar

F=dA+AANA
= d(e*Py + wM) + (e"P, +wM) A (e’ Py + wM), (3.12)
= de" P, + dwM + (e*P, +wM) A (" Py + wM)

trabajamos ahora solo con el término cuadratico de y desarrollamos

ANA = (e"P,+wM) A (" Py +wM),
(3.13)
=P, NP+ wM APy + e P, AwM + wM A wM
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los términos e® P, Ae’ P, y wM AwM son cero por las relaciones de conmutacién

[3.10. Continuamos desarrollando entonces los términos restantes
ANA=wMAe'Py+ e*P, AwM,

wiMe;’-Pb +ef aij)dxi A da?

wiMej P, + e} ww;)dz' A da? |

(

(

(wjef M P, + €jw; P,M)da' A da?
(3.14)

(

wie M P, — wie;PaM)dxi A da?
= w;ed[M, P,)da’ A da,

= €,"Pwiefda’ A da?,

= —e"wA e’P,.

En el dltimo paso se renombraron y permutaron indices de €. Uniendo los

resultados de y escribimos [3.11] como
F=7"P,+RM, (3.15)

donde 7% = de® —we* A e’ y R = dw son la torsién y la dos-forma curvatura,
respectivamente.

Desafortunadamente no es posible formular una teoria de norma con el
grupo ISO(1,1) dado que no hay una forma bilineal no-degenerada en el
algebra de Poincaré. Aunque, en presencia de una constante cosmoldgica A
este pardmetro se puede utilizar para deformar el algebra de Poincaré para

obtener el algebra de de Sitter

[Ma Pa] = eabpln
(3.16)
[Pa, Pb] = AeabM.

Esta algebra posee forma no-degenerada bilineal invariante dada por la métri-

ca de Killing

Anab 0
0 1
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donde i, 7 = 0, 1, 2. Definiendo ahora T; = (7o, 71, T2) = (FPo, P1, M) podemos

reescribir el dlgebra de de Sitter de una manera mas compacta
(T3, Tj) = fi; " T = g™ Ti (3.18)

La métrica de Killing se hace degenerada en el limite cuando A — 0. Para el
espacio-tiempo de Minkowski, (la ecuacién anterior) es el dlgebra de SO(2,1),
mientras que para el espacio-tiempo eucliadiano con A > 0 se convierte en el
algebra de SO(3).

La dos-componente de la curvatura, correspondiente al generador de Lo-

rentz M, se convierte ahora

A
R =dw + §€ab6a Ael. (3.19)

Las condiciones para que la curvatura sea cero, F' = 0, son las ecuaciones

de movimiento del modelo de Jackiw-Teitelboim,

F=0<+= T"=0yR=0, (3.20)
donde R = 0 puede escribirse como la ecuacién [3.8] Aqui tomamos R =
2dw/(—3eae® A eb).

Por tltimo, tomamos la traza sobre el algebra de Lie dado por la métrica

de Killing; TrT;T; = g,;, para escribir como las ecuaciones de movimiento

de la accién

S = /Tr(ng) = /Trqb(dA +ANA), (3.21)

de aqui podemos ver que una variacién de respecto a ¢ arroja
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5,5 =6 / Tr($F),
_ / Tr(66F + ¢6F), (3.22)
::/TW®¢F)

Tenemos entonces que

F=0, (3.23)

en concordancia con el modelo propuesto por Jackiw-Teitelboim. [4]



Capitulo 4

Gravedad en tres dimensiones

Relatividad general en 2+1 dimensiones cuenta con varias caracteristicas
interesantes; renormalizacion, integrabilidad, invariancia topoldgica, etc., que
son de gran valor ya que pueden ser un camino para encontrar una teoria
cuantica de la gravedad en cuatro dimensiones. Dichas propiedades se deben
a que la gravedad en esta dimension puede ser escrita como una teoria de
norma, mas especificamente como una teoria de Chern-Simons. Esta relacion
fue encontrada por E. Witten [7]; relatividad general en tres dimensiones con
una constante cosmoldgica A es equivalente a una teoria de Chern-Simons
sobre una variedad arbitraria X con cierto grupo de norma G. De igual
manera mostro que existen dos acciones asociadas a dos diferentes maneras
de parametrizar la forma bilinear invariante del dlgebra de Lie de G: las
arrojan las mismas ecuaciones de movimiento, aunque su cuatizacion arrojara
dos teorias cudnticas distintas, lo cual no discutiremos en este trabajo.

La accién de Chern-Simons depende solamente del campo de norma A

para el grupo a considerar

S:/Tr(A/\dA+§AAA/\A), (4.1)

29
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donde A = A(w, e). Esta accién puede ser generalizada tomando su parte
(anti-)auto-dual con respecto a los indices internos del campo de norma.

En este capitulo mostraremos que las acciones estandar y exética, que
describen a la gravedad de Chern-Simons, se encuentran codificadas en la
accién (anti-)auto-dual. Esto lo haremos comparando las ecuaciones de mo-
vimiento arrojadas por la teoria auto-dual con las obtenidas de las acciones

estandar y exotica.

4.1. La accion estandar

Comenzaremos definiendo la accién estandar, la cual es una forma de

escribir la acciéon de Hilbert-Einstein en el formalismo de primer orden.
i

0 s 1
S = /d‘sa:e”k[em(ajwka — Ow; ") + €apeiw;"w, " + gAeabce“egeE]. (4.2)

Mostraremos que la accién anterior puede ser escrita en un lenguaje de formas

CcOo1mo

522/6/\(}7—’—%/\6/\6). (4.3)

Comenzamos utilizando la siguiente propiedad en
eF Py = da' A da? A da, (4.4)

lo que nos lleva a separar el resultado en tres partes:
Sy = /dxi Ada? A dateiq (0w, — Opw;®) (4.5)
Sy = /eabcdxi A dz? A dxkef’wjbwkc (4.6)

A , .
Ss = 3 /eabcda:’ A dx? N\ d:vke?e?ez. (4.7)
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De esta manera podemos escribir S; en notacién de formas como
S = /dmi A dr? A daF e, (0w, — Ohw;*)
- /(eia)dxi A (Ojw;,* — kaj“)dxj A da®,
(4.8)
= /(em)dmi A (dw®)jrda? A da®
= /ea A dw®
Para S, se tiene
Sy = /eabcdxi Adz? A dxke?wjbwkc
= /eabc(e?)dxi A (wjb)dwj A (W) da® (4.9)
= /eabce“ A wl A W
Por 1ultimo para S
A . )
S3 = 3 /eabcd:vz A dz? N dxk’e?e?ez
A a i b 7 c k
=3 €abe(€])dx" A (ef)dz? A (ef,)dx (4.10)
A / N b A e
= — €abcC e e .
3 b
Entonces podemos escribir [4.2| como
a 1 a b c A a b c
S=2 [ (e Ndw +§eabce Aw’ Aw —l—geabce Ae’ Ne). (4.11)
Una manera mas compacta y util de escribir [4.11] es como sigue
1 A
S =2 /(ea A dw® + §eabcea Aw? Awe + geabce“ A el A e)
1 1
=2 /(dw + §[w,w] + EA[e, el) Ne
1
:2/(dw—|—w/\w—|—§/\e/\e)/\e (4.12)

1
:2/6/\(dw+w/\w+§/\e/\e),

1
:2/6/\(F+§A€/\6)
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Procedemos ahora a tomar la variacién de respecto a la uno-forma

e en donde haremos uso explicito de los indices de grupo.
1
0.5 =2 /[5(ea A dw®) + Eeabcé(e“ A wb A w®)

+ —eaped(e® A e’ A e)]

| =

1
=2 [ [de* A dw, + §eabc(56“ Aw’ A w® (4.13)

—

+ —eqpede® A el A ef]

o >

1 A
=92 /(dwa + §eabcwb A w + Eeabceb A €€) N de.
Entonces la ecuacién de movimiento sera

1 A
dw, + ieabcwb Aw® + Eeabceb A e =0. (4.14)

De manera mas compacta puede ser escrita como

1 1
dw + é[w,w] + éA[e, e] =0, (4.15)

o de manera equivalente

F+Aene=0. (4.16)
Ahora, tomamos la variacién de respecto a la conexion de spin w.
0,5 =2 /[5(ea A dw®) + %eabcé(e“ Awb A W)
+ %eab(ﬁ(e“ A el A e)]
=9 /[ea A ddw® + %eabcea A S(w A we)] (4.17)
=2 /(dea A 8w + €apee” A wC A dw®)
=2 /(dea + €ape” A €°) A dw.

De donde obtenemos las ecuaciones de movimiento

deg + €ape® N €€ = 0, (4.18)
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las cuales pueden ser reescritas como
de + [w, e] =0, (4.19)

o de forma equivalente

Dye = 0. (4.20)

4.2. La accién exotica

Otra manera de escribir la accion para gravedad 241, como ya se men-

ciond, es con la accién exética que se escribe como

g 2
I = /d%e”k[wia(ajwka — OpWija + geabcwjbwkc)
(4.21)
+Aef (0;erq — Okeja) + 2Aeabcwi“egei].
Renombramos las partes de la integral como

I, = /dxi Adx? A dkai“(ﬁjwka — OkWja),

2 . .
I, = §/eabcal;1:Z Adx? A dkai“,wjbwkc,

(4.22)
I3 =A / dzt A dz? A dxke?((?jeka — Ok€ja),
ne= 2A/eabcd$i A dz? A dkai“e?ez.
Comenzamos reescribiendo I; en lenguaje de formas
I, = /dxi Adz? A dkaia(ﬁjwka — OkWja)
= /(wi“)dxi A (Ojwra — Opwjq)daz? A da®
(4.23)

= /(wi“)da:i A (dwy) jrdz? A d*

:2/wa/\dwa.
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34

Para I, se tiene

o
|

da’ A dx? A da®egpew; awjbwkc
€ape(w; “)dz' A (wjb)dxj A (W) da”

Eape® N WP A WE.

Il
WD Wl Wl
—— —

Para I3 se tiene

&
I
>

Il
-
—

—~
D
= Q

dz' A daz? A dzbel (0jera — Oxeja)

Vda' A (Ojera — Oxeja)dr’ A dz*

a

Il
DO
-

el
I
=
—— — —

®
>
IS8
@

IS

Por 1ltimo para I,

i j k, ,a/b_c
€abed’ N dx? A dxw, €€k

I
DO
=

€ave(w; ) da’ A (€))dx? A (ef,)dz”

I
B
=

Eape® A €PN €°.
Escribimos entonces [4.21] como
a 1 a b c
I=2[[w Adwa+§eabcw Aw’ Aw
+ Ae® A deg 4+ Negpew® A e” A ef],

o de manera equivalente

2
1:2/[w/\(dw—|—gw/\w)—irAe/\de—l—QAw/\e/\e].

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Lo anterior se logra utilizando la misma metodologia para llegar a [4.12

Comenzamos haciendo la variacion de las cuatro partes de respecto
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a la conexion w. Para I; tenemos
ol = 2/5(w“ A dwg),

=2 /(&u“ A dwg + w® A ddw,)
(4.29)
=2 /[&u“ A dwg + 6w A dw, — d(w® A dw,)]

= 4/5w“/\dwa.

Para I

2
0l :§/eab05(w“/\wb/\wc)
2 a b c a b c
=3 €abe|OW* A w’ A W+ w® A dw” Aw

+ W A wb A 8w

(4.30)

=2 / EapeOW® N WP A W
I3 no aporta a la variacion respecto a w ya que no depende de éste. Final-

mente, la variacion de Iy
01y = 2A / €apcd (W A € A e)
(4.31)
=2A / EapcOW® A €¥ A €°.
La variacién respecto a w es entonces
a 1 a b c A a b c
0l =4 | 6w A dw, + §€ab05w Aw’ Aw + Eeabcéw Ae’ A e. (4.32)
De donde las ecuaciones de movimiento son
1 b c A b c
dw, + 5 Cabet A w + o CabeC Aef =0. (4.33)

De manera mas compacta puede ser escrita como

1 1
dw + é[w,w] + §A[e, e] =0, (4.34)
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o de manera equivalente
F+AeNne=0. (4.35)

Para la variacion respecto a la triada, e, tenemos que I; y I no contribu-

yen a las ecuaciones de movimiento, por lo que trabajamos con las restantes.

0l = 2A/5(ea A de,)

= 2A/<(56a N d@a + e A\ (Sdea)a

(4.36)
_9A / (66% A deq + 66 A dey — d(e® A Gey)]
= 4A/5ea A de,.
Para I, se obtiene
0l = 2A/eab85(w“ A el A ef)
=2A / €apew® N 0(e? A €°)
= 2A / €apew® A (5€P A €€ 4 ¥ A §e) (4.37)
=4A / Eapew® N 0" A €°
= 4A/eab656“ INALS
La variacién total de I respecto a e sera
0l = 4A /(56“ A deg + €gpede® AW’ A e). (4.38)
Por lo que la ecuaciéon de movimiento es
A(deg + €qpe® A ) = 0, (4.39)

que podemos escribir como

A(de + [w,e]) =0, (4.40)
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y de forma equivalente

A(Dye) = 0. (4.41)

Hemos entonces obtenido las ecuaciones de movimiento para las acciones
presentadas al principio del capitulo; estandar y exética. Si tomamos una
combinacion lineal de ambas y hacemos una variacién respecto a w obten-

dremos

nge +0(F+Aene)=0. (4.42)

Mientras que una variacién respecto a e nos arrojara

%(F + Ae Ne) +bAD, e = 0. (4.43)

Teoria de Chern-Simons autodual

La accién de Chern-Simons para un campo de norma auto-dual es dada

por

L%S - / d3x€ljk<iA24B8j:'tAkAB + giAiABiAjBCiAkCA). (444)
X

donde A, B,C,D = 0,1,2,3, nap = diag(—1,+1,+1,41) y el campo de

norma puede descomponerse como

1 )
iAiABzﬁ(AiAB:FﬁgABCDAiCD)v (445)
y
1 1
*Aiap = §<AiAB F §5ABC’DA1'CD)> (4.46)

que satisfacen la relacion

1B FACP = £iFANB, (4.47)
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Desarrollamos el primer término de la accion

gljkiAiABajiAkAB :gz]k[§(A‘AB == 8 CDA CD)a'iAkAB]

2
z]k< A ABa iAkAB F 4€ A‘CDajiAkAB)

1 :
zgwk[—AiAng(éAkAB F ZgAB “Arre)

2
7 1 1
+ ZgA%DA‘CDa‘(_AkAB + 1€A§GAkFG)]

o]
:é‘”k[Z—lA AB@ AkAB + A AB@ i€ AB GAkFG
-2
]
8ABCD<’5ABFGAi CDajAkFG] .

+ 55 CDAC 0;Akap — 16
(4.48)

Ahora empleamos la identidad

e peasra = —2(ncrnpe — Neanor), (4.49)

en el dltimo término de y empleando la propiedad de antisimetria de A

llegamos a
eTREA, ABOFE Apap = %g“k[Ai B0, Apap F %aABCDAiABajAkCD], (4.50)
Ahora centramos nuestra atencién en el segundo término de [4.44] el cual es
5ijkiAiABiAjBCiAkCA. (4.51)

Tomamos la definicién de los campos auto-duales para escribir

» 1 .. 1 1
5”kiA BiA CiAkCA = 85%[(141'/&3 + §6ABEDAiED)(AjBC + §5BCFGAJ‘FG>'

1
: (AkcA + §5CAOPAjOP>}'
(4.52)
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Desarrollando se obtiene

1 .
zgk:I:A B:I:A A _8 ZJk[AlABA A C == 26CAOPA POA A C

. .2

¢ By A_C FG | ¢ A or
+ §A1A Aceg rAT T+ _A A €n FGA “edtopAs

4 2

¢ C_. B ED ED
+ éAjB e pp AT A + 450 LopAT A e ppd,

2
i
c B ED 4 OP 4 A
+Z~53 rca epiiT AT Ad
Z’3

B A c OP 4 FG 4 OP
+(:F)§5A EpEC orer raAr AT AT,

(4.53)

lo cual podemos reescribir en dos partes; una real y otra imaginaria

1

UkiA B:I:A A 8 zjk[AZABA A 1

FG opP
- 4A1A €p FGA €c OPAk

1 1
A oP,4 C_B ED C B ED 4, OP 4 A
— ~e¢ orAk AjB e4 epAi " — 25 FaEa ppA: Aj Age']

4 4

7
F 165”k[AzABA kC €B FGA FG 4+ A, iB Ce LppA PP A
+edopA CAR AR

1

B A C OP 4 FG 4 OP
—4—15,4 EDEC 0PER FGAk Aj A7

(4.54)
Ahora tomamos la parte real de la ecuacion anterior y simplificaremos térmi-
nos
B 1 A OP
Aia A 5 A — 4AzA ¢B FGA “ectopAy,

(4.55)

1 1
A op, C_B ED C B ED 4 OP 4 A
450 or Ay AjB €4 mpAiT" — 153 rcEa mpé; Aj Ay

. , . ., C B , .
Se tienen tres términos con la expresion €g pa€4 gpp Solo que con indices

distintos. De manera oportuna reacomodamos indices y factores de ¢

1
AzABA CA+ 4‘€CBFG80AOPA1ABAI¢OPA]‘FG

1 1
+ ZgACOPEABEDA A AP+ 4SBCFG5 wep A PP ACT AL

(4.56)
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para emplear la siguiente identidad que involucra deltas de Kronecker

Eedabe ™ = = (8,020 + 5,040, + 0,6,0

- L o (4.57)
— 0,0%05 — 640205 — 05,050%).
Aplicamos la identidad al segundo término de [4.56| para obtener
1 .
e%raed 0T A A" Arop AT = — Z(AiBBAj FPALrp
‘I‘AZ BA-PGA +Az BA~FOA

- AiFBAjFPAkBP - AZ'GBAjOGAkOB
— A PASC Ayep).

El primer y ultimo término son cero dado que la traza de los campos de

norma son cero. Continuamos reduciendo términos

1

C AOP B FG __ B PG B FO
epraec A AropA;TT == (A" A Arpe + A A Avos

- AiFBAjFPAkBP o AiGBAjOGAkOB)

1
— AP AN Aepe — APA S Are),

(4.59)
donde se hizo uso del renombramiento de indices. Por ultimo hacemos per-
mutacion de los mismos para aplicar la antisimetria del campo de norma A

y llegar a que
e%raecOT A Arop AT = A P A S A (4.60)

Ahora, podemos aplicar este mismo procedimiento para el resto de los térmi-

nos en y llegar asi a que la parte real de [4.54] se escribe como

1 ..
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Ahora trabajamos con la parte imaginaria de

7
T 16€ij[A2ABAkC €p FGA PG4 AJB e ppA TP A
+edopACAP ALY (4.62)

1
B A C OP 4 FG 4 OP
- 15,4 EDEC 0PER FA Aj AR

El dltimo término lo podemos expresar como

B A c OP 4 FG 4 OP
€4 EDEC 0PEB FGA% Aj A;

=—cpg FGA OPA FGy. OP(&gégéD 686568
+ 5035553 — 535551’2 — (5}56553 — 5551558) (4.63)
— 5BEFG A8 Aipo AjFG i 5BDFG ABP Aipp AjFG
_ SOCFG AkOD A AjFG _ 5PCFG AP Aipe AjFG)_
Reacomodamos indices
5ABED50AOPgBCFGAkOPAjFGAiOP == (5ABCDAkOAAiBOAjCD
vl AkAP Aipg AjCD
(4.64)
o 5ABCDAkAOAiBOAjCD
- gABCDAkEAAiEBAjCD)‘
Tras renombrar indices llegamos a que la ecuacion anterior se puede escribir

como

B A C OP 4 FG 4 OP _ B AE CcD
€4 EDEC 0PEB FaAk Aj A70 = e S opA T Ajes Ay, (4.65)

ABCD 4 E
= —4e A" AieAkep,

donde en la tdltima igualdad se subieron los indices A, C y D. Sustituyendo

[4.65] en [4.62] se obtiene

T16° AN Ardey pe AT + A e M ppATP A
(4.66)
+ 5CAOPA]§POAZ‘ABAJ‘BC + gABCDAiAEAjEBAkCD]~
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Renombramos indices y hacemos permutaciones del tensor de Levi-Civita y

el campo de norma para llegar a que la parte imaginaria de es
+ 46Z]k€ABCDA AJEBAkCD (467)

Sustitumos [4.61] y [4.67] en [4.54] para encontrar
1

zjkiA BiA CiA I €leAzABA]BCAkC

+ % cik ABCD AiAE AsppArep

1 (4.68)
25’3’“(A2ABA]BCA

+ i L ABCD 4

5 iA AjEBAkCD)-

Finalmente podemos escribir el lagrangiano de Chern-Simons tras sustituir

[A.50 y [£.68 en [£.44]

1 -
Lis = / ST AN, Aa + 2 AL AL A
XZ, (4.69)
F Z/ng'%”%ABCD( iaB0jAxcp — gAZ‘AEAjEBAkCD)-
El siguiente paso es realizar la variacion de |4.67| respecto al campo de norma
A, AP para encontrar las ecuaciones de movimiento. Para esto, separaremos

el lagrangiano en cuatro partes, haremos las variaciones de cada término y

por ultimo sumaremos cada contribucién.

1 -
]1 = 5/ d%e”kAiABajAkAB,
X

1 ..
Iy = 5/ d%smkAiABAchAkCA’
L (4.70)
I = 1/ dPre'*eABOP A, 150, Ao,
X
I, = —%/ d%sijkeABCDAiAEAjEBAkCD~
X
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Tomamos la variacién de I; respecto a A; 4P
1 .
(5[1 = 55/ ddl'&”kAiABajAkAB
X
1 y
= 5/ Bre %[5 AP0, Apap + A, P6(0;Aran)]
| X (4.71)
= 5/ dPae*6A; 2P0, Apap + Aiapd (0,47
X
— / BPre*5 A, 2P0 Agas,
X

donde hemos integrado por partes para llegar al ultimo paso. Hacemos ahora

la variacién de I
5l = %5/}( dPre* A P A A
— % /X a0 A, Ay Ard' + Al oA Aydt + At A 0ALE)
- % /X PreM (AP A Ayon + A AP Ay + A A 6A D)
— % /X d3$€ijk(5AiABAjBCAkCA + AkCA5AiABAjBC + AkCAAjBC5Ai )

= / eV dPud AP A S Arca.
X
(4.72)

Sumamos 01; e 01
61140 = / dPxe* 5 AP (0;Aras + Ajp Arca)- (4.73)
X

Para las integrales I3 e I, se realiza el mismo procedimiento, para llegar

entonces a que la variacion es
63,4 = % /X dPxe7 e Apepd AP (0,A 57 — A AP, (4.74)
Sumamos 0119 con 615, 4 para obtener 6/

6l = / w7 [(0;Akan + A5 Arca)
X (4.75)

l
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De la ecuacion anterior podemos separar la variaciéon de la accién en dos

partes; real e imaginaria

5ij(8jAkAB + AjBCAkCA)(SAiAB, (4.76)

1 ..
§€Z]k€ABCD(6jAkCD — AjCEAkED)5Ai AB, (477)

dado que al hacer la variacién respecto a A, 4% los indices AB quedaron libres,
tendremos que asignarles los valores correspondientes. Para esto abriremos

los indices de acuerdo a
Az‘AB = (Azaba Az‘3a) = (Wz‘ aba \/Ke(il)' (4.78)

Para comenzar, tomaremos la primer ecuacién de movimiento, y asig-

naremos los valores A=3y B=1»

e (0; Ay + A ¢ Arcs)S A

5ij(8jAk3b + Ay Ages + AjbgAk33>5Ai 5
= 9%(0; Apap + AjbCAkai)\/K(se?
= e (VADjery + £, wja(—V Aere)) VASeE!
= VAT (D;ex — £,°%0 0010 ) VASEL
= VAT (D;ery + £,%Wjalre) VASEL.

(4.79)

Ahora damos los valores de A=ay B=0b

gijk(ajAkab + A Apca) S A
a Ak’ab + A]bCAk:ca + A]b Ak3a)5A ab

0; eabgwk Aj b\/—eka + &y deca CU] Wke)(SA ab (480)

d

ab
Dj€abgwi’ — Nejpera + €54 ca’ w; Whe )€ féwzf

z]k

IH(
T
— ik
(

g a ab c e . d
0; eabge —€ fAejbeka +e eb € ea W; Whe ) OWi
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Procedemos a utilizar las siguientes identidades

Eabge™ = —26, (4.81)

abf

el e e = — (0867 — 6°57). (4.82)

Tenemos entonces
5ijk[—25gwkg — Aa“bfejbe;m + (8207 — 525{)5bcdwjdwke]§wif
= e (—20,w,7 + Ae® ejqepp — efdewjdwke)éwif (4.83)
= e (20,0, + f—:fabwj“wkb - Agfabe‘}eZ)éwif.

Tras dar los valores correspondientes al campo de gauge, se obtuvo que las

ecuaciones de movimiento tienen la siguiente forma
\/Keijk(ﬁjekb + 5b“0wjaekc)\/xéef, (4.84)
— R (20,0, + 5fabwj“wkb — Asfabe?eZ)éwif. (4.85)

Realizamos el mismo analisis para la segunda ecuacién de movimiento en

[4.77] Comenzamos dando los valores al campo de A=ay B =10

%ﬁijk%bcp(ajAkCD - AJCEAkED)5Aiab

= %gifk(gamajAde + cabesj A2 — casp A AT — caep A AT )0 A,
_ %gik(—eabcajAk& a4 — Earsa AP A — s AC AP SAD

= %eijk(—eabcajfl,f’c + 5abcajAkCS + éabCAdeAkdc — gabcAjchde)gabféwif

= %eiﬂ‘k(—QeabcajAkSC + 2eape A2 A0) ™ Sy

= VAeTE e o (— ;€5 + €99, 4wy )€™ Bui

— \/Keijkaabfeabc(—ﬁjez — 5cgdwkge;l)5wif

= —2V/A(9;e] + 8fgdwkge?)5wif.
(4.86)
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Ahora desarrollamos el caso A=3y B=10

1 ..
§5Z]k53bcd(ajAde o AjCEAkEd)(sAi 3b

1 ¥ c c c e
= —5¢ a0 A — A A>T — A ALN0A

B _%gijkgbcd(aﬁ wry + Aéj @ —¢° g5edhwjgwkh>5Ai3b

= _%gijk<5bcd66dfaju}kf + epcal\eSel — epeac” Je M wigwin)0 AP (4.87)
- ; eI [20; 0w + epealiefef, — (500 + 050} Twjqwnn] VASE]

B _%gijk<_28jwkb + epeaefel; — &'y Pwjqwin) VASE]

1 .
— 5\/K6”k(28jwkb + 5bcdchwkd — ebcheiei)(Sef,

donde hemos utilizado las identididades y [4:82] Uniendo los resultados

obtenidos para los distintos caso de A, las ecuaciones de movimiento para

I3, son entonces
— 2V A(9;e] + gfgdwkge?)éwif (4.88)
1
2 ”k(28 iWrp + Ebcdw wkd €deA€§62)\/K5€?. (489)

Ahora podemos escribir la variacién del lagrangiano de Chern-Simons autod-

dual para los casos donde A=3y B=15b

5l = / d%gﬁk[\/K(ajekb + £, % Wja€ke)
X

. (4.90)
1
m 5(20jwkb + 6bcdchwkd — 8deAe§ei)]\/Kée§’.
Mientras que para el caso donde A =a y B = b se obtuvo
== [ e8] + 0, = A i)
X (4.91)

+ 2iV/A(9;¢5 + e jqwi’ed)]dwiy.
Ahora, la variacién total de dicha accién sera la suma de las dos anteriores,

0l = 6l + 61,,. Resaltamos el hecho de que 5Ai3b = \/K(Seg’ ya que al
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considerar A = 0 se tiene que esta parte de la variacién no contribuira a las
ecuaciones de movimiento, 0I3,(A = 0) = 0. Por lo que solo tenemos una

contribucién variando respecto a A,
SI(A=0)=— /X dPre* (20,0, + 5fabwj“wkb)5wif

= —/ dz' A da? A dz* (20,0, + efabwj“wkb)cSwif
X

1 (4.92)
= —2/ (dw! + Eefabw“ A wb) A dwy
X
= —2/ Ff AN (SLUf.
X
Las ecuaciones de movimiento son entonces
F=0, (4.93)

que son simplemente las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante
cosmologica nula.
Por otro lado, puede verse que las ecuaciones de movimiento arrojadas de

la variacion de 013, y 61, pueden ser reescritas en lenguaje de formas como

ADye TivVA(F —Ae Ae) =0, (4.94)
F—AeAeTivVADye=0. (4.95)

Comparando este resultado con el obtenido en las ecuaciones N se

pueden obtener los valores de las constantes a y b, los cuales son
a=7F2VA, b=1. (4.96)

Con esto hemos logrado obtener las ecuaciones de movimiento de las acciones
estandar y exdética a partir del lagrangiano de Chern-Simons autodual tras
hacer su variaciéon respecto al campo de norma y darle los valores correspon-

dientes a sus indices de grupo.
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Finalmente reescribimos [4.44] como una combinacién lineal de las acciones

y con los valores encontrados en

1 2
L :4/—[w/\(dw—l——w/\w)—l—QAw/\e/\e—i—Ae/\de]
2 3 (4.97)

:Fz'\/Ke/\(F—i-%Ae/\e).



Capitulo 5

Gravedad en cuatro

dimensiones

MacDowell, Mansouri, Pagels y otros autores [8] introdujeron teorias de
campo para las cuales la accion era completamente independiente de la métri-
ca y la conexion de Christoffel. Dichas teorias estan relacionadas al formalis-
mo de Chern-Simons, discutido en el capitulo 2. Los campos fundamentales
en la acciéon de MacDowell-Mansouri (MM) son los campos de norma para
un grupo apropiado G donde g, y I'} 5 son obtenidas como combinaciones de
estos campos. Como consecuencia se tiene que la relatividad general estandar
se puede obtener de esta construccion.

Como se menciond, haremos un tratamiento parecido al del capitulo 2;
tomaremos la accién, que en este caso sera la de MM, y propondremos una
més general [6]. De aqui obtendremos la accién original y otros términos que
resultaran ser invariantes topolégicos. Asi mismo, se derivardn las ecuaciones

de movimiento para ambas teorias y mostraremos que son equivalentes.

49
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5.1. MacDowell-Mansouri

4B (1) donde los

En la teorfa de MM se considera el potential de norma w,
indices p = 0,1, 2,3 corresponden a un espacio base cuatro-dimensional M,
y los indices A, B = 0,1,2,3,4 son asociados a la ﬁbraﬂ anti-de Sitter con

AB

grupo SO(3,2). De este potencial w,“* se introduce la curvatura

1
AB AB AB [AB] CD, . EF
e@ aMOJ — VW’u + §f[[CD][EFHwM UJV s (51)

donde f[[[’é%]“EF” son las constantes de estructura de SO(3,2). La notacién
sobre los indices de grupo [AB] denota antisimetrizacion. Para el potencial y
curvatura no se utilizaran los corchetes, aunque se tiene que tener en mente
que son antisimétricos.

Consideremos ahora los generadores Syp = —Spa del algebra anti-de

Sitter SO(3,2) que satisfacen
[Sap;Scp] = f[[ﬁg][CDHSEF- (5.2)

Sabemos que las constantes de estructura para este caso estan dadas por

1
f [[[ig][cz)]] [77A05 55 — Napdeds + nppd5 ok

(5.3)
— npcdiop] — (B & F),

Y dando valores a los indices de la expresién anterior, encontramos las si-

guientes ecuaciones

[4a] _ [4d] _ [ab]
Siavjte) = 00 Sanleay = 05 Fracliaey = (5.4)
4a 1 u "
f[[4b][cd]] = 5[7751150 — Mhe0g) (5.5)
[ab] A2 a b a b
Fadpay = [_5c 04+ 0g0,] (5.6)

'Para una defincién del término ver [3].
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ab 1 a a a a
f[[[cd]][ef]] = i[ﬁce5d5? - Ucf5d52 + Nar O 52 _Udeécfss)c]
(5.7)
—(a <> b),

donde los indices a,b corren de 0 a 3. Ahora veamos la consecuencia de

sustituir en considerando que w;* = €. Encontramos

da a a b a a, b
R,y = Opey — Oyey, + e,w," — w ey, (5.8)
ab __ pab 2/ a b a b
Ky, = R, — N (ele, — eyeu), (5.9)
ab _ _a b a b
¥, = ehe, —ene,, (5.10)
ab ab ab ca b ca b
R, =0w,"” —0,w,"” +w,"w,. —w, W, (5.11)

Identificamos a [5.8 como la torsion y a [5.9] como la curvatura. Ahora escri-

bimos las ecuaciones [5.9] y [6.1] en el lenguaje de formas diferenciales

RP = R™® — N2%, (5.12)
N = A€, (5.13)
R = dw™ + w A w,’. (5.14)

Introducimos ahora la accién de la teoria de MacDowell-Mansouri

S = / d v P e qpea Bl Ry, (5.15)

donde e***# es el simbolo de permutacién, una densidad tensorial con €1?3 =

1 y para contraer los indices del grupo SO(3,2) se emplea €gpeq.
Utilizando la identidad e***fd*z = da* A dz¥ A do® A dz® y que el dual
de Z2° se escribe como Z#% = —Leab B reescribimos la accién con

2
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formas diferenciales
SMM = /d4x€uuaﬁeabcd<%gg%g%
_ / dat A dz” A dz® A d2Pequa BT

= / R Azt N da¥ N (€qpeaZBepdr® A dal)

: (5.16)
=92 /%ﬁﬁdm“ Adz” A (—§eabcd%g%d:vo‘ A dz?)
= &i / RN Ry,
= 8¢/Tr(%A9?).

De aqui podemos mostrar los términos contenidos en la accién sustituyendo
en Con esto se tienen tres términos RA R — 2A28 A R+ AT A Y
los cuales son el término topolégico de Euler, Hilbert-Einstein y el término
cosmoldégico, respectivamente.

Habiendo obtenido la accién de MM con formas diferenciales, realizamos

la variacién respecto al campo Z*
§Snar = 8i / S(B™ N Ry
=8i / (OB N Ry + B N SR o)

1

s / R N g+ B N 6(— e g, )]

2 ab
— 8 / (0% N\ Ry + (—%eabc‘i,@“b) A R (5.17)
= 8i / (OB N Ray + BN 6 R
— 16i / ST N\ R
= 16@/%(5% AR).

Dejando la traza implicita, asi como los indices de grupo, consideraremos
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la variacion [5.17] para la uno-forma w como sigue
O0uwSvm = 16i/5(dw+w/\w—/\26/\e) AR
:16i/5(dw+w/\w)/\<@
:16i/[(5dw—|—6(w/\w)]/\9?
= 16i/[5dw/\§?+5(w/\w)/\§?]

) A A (5.18)
:16i/(5w/\d%’—l—éw/\w/\%’—l—w/\&u/\%’)
:161'/(5w/\d@+5w/\w/\@—§w/\@/\w)
= 16i/5w/\(d§%+ w, %))

= 16i/5w AD,Z,

en donde se integro por partes y se emple6 la defincién de derivada covariante.

Entonces, la ecuacién de movimiento de la accion [5.17] para w es
D% = 0. (5.19)

Sabemos que la relacién entre 7 y Z es lineal, por lo que podemos escribir

Im de una manera alterna

D% ~ D, %
= D, (R — A*Y) (5.20)
= D, R — A’D,X.

Para reducir atin méas[5.19 mostraremos que D, R = 0y asi llegar al resultado
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deseado
D,R =dR + [w, R]

= d(dw +w Aw) + [w, R]
=dwANw—wAdw+ w,R|
=dwNw+wAwAw—wAdw
—wAwWwAwW+ [w, R
(5.21)
=(dw+wAw) Aw—wA (dw+w Aw)
+ [w, R]
=RANw—wAR+ [w,R]
= —|w, R] + [w, R]
= 0.
Por lo que la ecuacion de movimiento para w se denota simplemente como
D, =0. (5.22)
Procedemos a tomar y considerar la variaciéon ahora respecto a e

5MSMM:16@'/(5(dw+w/\w—/\2e/\e)/\9?

- —16¢A2/5(6A6)A,%3

X (5.23)
= —162’A2/((5e/\e+e/\(56) NR
:—3%A{/56AeA£&

Tenemos que la ecuacion de movimiento es
eNZ =0. (5.24)

De nuevo, dado que % es lineal a Z tomaremos ventaja de esto para simpli-
ficar nuestro resultado como sigue:
KB~ R
(5.25)
=R— A\’
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De aqui que la reescribimos como
R =A% (5.26)

En resumen, a partir de la accion de MacDowell-Mansouri recuperamos las
ecuaciones de Einstein y obtuvimos la ecuacién de constriccion que indica

que es libre de torsién

R = A*%. (5.27)

DY = 0. (5.28)

5.2. MacDowell-Mansouri autodual

Una forma mds general de la accién de MM escrita en [5.15] es considerar

el campo de norma autodual
+SMM = /d4$€puaﬁeabcd+%zg+%;%‘ (529)
que se construye a partir de la conexién autodual

1 .
+w ab _ E(wuab o %eadewucd). (530)

De igual manera, se toman para el resto de los campos que nos interesan:

a 1 a i a ¢
T80 = 5w b 5€ ) (5.31)
1 1
+ ab __ ab ab cd
RMV - §(R;u/ - §€ CdRMV )7 (532)

TR, = TRy, — ATYY (5.33)
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Con las ecuaciones anteriores desarrollamos dejando implicita la integral

por el momento
ehveh eabcd+%l‘jﬁ+%g‘é = ehveb eabcd(J’RZﬁ’j — A2+ZZI,’,)(+R% — A2+Eg‘f@,)
= e Pegpea( TRy T RY — NTECLTRY
— AT REL + AR S0G) (5.34)
= " Pegeq(T R TR — 20N RE
+ AR D).
Tomamos el primer término de la expresiéon anterior y desarrollamos segin

la definicién de TR dada en [5.32

y 1, i i ,
€M af Eabcd+ RZzbj + RZ% — b af Gabcd[ ( ijab . 5 €abef leef ) ( Raﬁcd . 5 6abhg Raﬁ g)]

4
= L i LR, — SR 1
- %joﬁeabef leef - ieabhgeabe waefRaghg)
_ 111 et e R Raﬁhg)‘

(5.35)
Empleamos la siguiente identidad en el segundo y tercer término de la ecua-

cién anterior
6abcdeabef = _2(ncendf - ncfnde)a (536)
para asi llegar a
1
/ d*zetves eabchrRZl,’,J“deﬁ b / d*zetes eabcdRZi’,Rg%

(5.37)
+i / d*we™ P nacna R Re.
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Aplicamos la misma metodologia al término cruzado TXTR de |5.34| para

obtener

—2A° / d*ze” P egpeqt Sin T Refy = —A? / d'we P eapeaXin Ry

(5.38)
- 2iA2/d4xe”yaﬂnacndeZgR%.
Para el dltimo término *X Y tenemos entonces que
A4
A4/d4me“l’o‘ﬁeabcd+2ﬁ+2§iﬁ = 7/614.7}6#1/&66@5“[22?/22%
(5.39)

+iA4/d%e“mﬁnacnbdZZ{;Z%.

Uniendo [5.37 [5.38 v [6.39] vemos que la accién de MacDowell-Mansouri au-

todual queda de la siguiente forma:

1
FSun =5 / d e P eqpea Ry, Ry + i / d e nocma R, R

— A? / d* e € aeg X0y REG — 20N / d e ey RS (5.40)
At b yed b yed

+ 5 / d%e“”aﬁeadeEZVEgﬂ +iA? / d%e“mﬁnacnbdZZVEgﬁ.

Reescribiendolo este resultado en notacién de formas diferenciales se llega a

+SMM:4i/RAR+4i/R/\R—8iA2/Z/\R

(5.41)

—82’A2/Z}/\R+4fiA4/Z/\E+4@'A4/Z/\E.

El segundo término se le conoce como el invariante de Pontrjagin, mientras

que el cuarto y sexto son no dinamicos. El resto son los encontrados en la

teoria de MM. Por lo se ha mostrado explicitamente que la teoria auto-dual

tiene contenida a la original.

Ahora comenzamos la derivacion de las ecuaciones de movimiento para
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esta nueva teoria. Tomamos entonces la variacién de la accién
5t Sarm :4z‘/(5RAR+4z’/RA5R+4z/5RAR+4z‘/RA(SR
—8¢A2/52A1%—8¢A2/2A51%—8¢A2/52AR
—8@'/\2/2MR+4¢A4/52A2+4¢A4/2A52

+4z'A4/(5E/\E+4iA4/E/\(SE.

(5.42)
Sumamos y agrupamos términos
6* Suar :4@/(5RAJ%+RA5R)+&/53AR
—8¢A2/(52A1%+2A5R+52AR
(5.43)

+2AaR)+4¢A4/(52A2+2A52)
+8iA4/Z/\(52.

Para seguir reduciendo la ecuacién tenemos que mostrar primero que R A
6R = 6R A R lo cual sirve también para mostrar que £ A 0% = §Z A S
RAGR = (LR e A de?) A S(— L eupeaRodx™ A da?)
5w 1 Cabedltap
= (—%eabcdR/‘jI;dx“ Adzx”) A 5(%]%2213611’& A da?)
= RASR

(5.44)

=SRAR.
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Continuamos reduciendo (.43
5t S :82’/6RAR+81'/5R/\R
—8¢A2/(52AJ%+2/\5}?+52AR+2A(SR)
+8¢A4/52Ai+8¢/\4/2mz
) (5.45)
:8i/6R/\(R+R)
—BM{ﬂ&NWR+®+ﬁRA@+2ﬂ

+8iA4/5Z/\ (Z+2).

Ahora utilizamos las definiciones de la parte autodual de Ry ¥: TR =

T(R+ Ryt = 1+ 32 reescribimos
6T Sum = 82’/5}%/\ R
— 8iA? /(52 ATR+6RATY) (5.46)
+ 8iA4/5Z AT

Teniendo hecha la simplificacion, consideramos la variacién respecto a la
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conexién w por lo que tendremos que la variacion solo dependera de dR.
6" S = 8@'/5]% AR — 8@'/\2/5}%/\ s
= 8i/(5(dw +wAw)A (TR —A*TY)
= 8i/[5de+R+§(w/\w) A TR]

— N*[0dw ATE + 0w Aw) ATY]

(5.47)
:8i/(5wAd+R—|—5w/\w/\+R—5w/\+R/\w)
—NOwAd" T+ 0w AwATS —dw AT AW)
8 / 5w A (AR + [w, * B]) — A2(d*S + [w, +3])]
=8i / SwA (D,TR— A*D,TY).
Por lo que la ecuaciéon de movimiento sera
D,*R=A*D,*%. (5.48)

En se mostré que D ,R = D,R=0, por lo que tenemos que la ecuacién

de movimiento respecto a w es
D, ¥ =0. (5.49)

Ahora consideramos la variacion respecto a la tetrada e, por lo que se

consideraran los términos que involucren 6
5t S = 82’/\4/52 ATE — 82‘/\2/52 ATR
= 8iA2/6E A (AT — TR)
(5.50)
= 82’/\2/(5(6 Ae) A (A*TE — TR)

= 16iA2/56 AeA (AT —TR).
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Llegamos entonces a que la ecuacién de movimiento para el caso de la tetrada
e es

TR =AY, (5.51)

La acciéon de MacDowell-Mansouri Autodual nos arrojo las siguientes ecua-
ciones de movimiento tras hacer las consideraciones en [5.46| para la conexion

y la tetrada.

TR =AY, (5.52)
D,tY =0. (5.53)

Haciendo una comparacién con las ecuaciones y vemos que tienen
la misma forma. Por lo que ambas teorias tienen una dindmica similar, esto
se debe a solo difieren en tres términos topoldgicos que no se ven reflejados

en la dindmica, como ya se habia discutido.



Capitulo 6

Conclusiones

El estudio de teorias de la gravedad donde la métrica deja de ser el cam-
po fundamental permiten describir esta interaccién en un marco poco usual.
Expresar la accion de Hilbert-Einstein como una teoria de norma, donde el
tensor métrico es una consecuencia de la formulacién, ha dado pie a entender
el funcionamiento de la gravitacién cudntica en dimensiones bajas. Lamenta-
blemente, como se ha mencionado, aiin no contamos con una teoria cuantica
de la gravedad en cuatro dimensiones, aunque existen esfuerzos soélidos de
ello.

Siendo que el objetivo de este trabajo no es enteder cémo estas teorias
se utilizan para describir gravedad cuantica, se hizo una revisién acerca de la
dinamica a partir de estas teorias en distintas dimensiones; dos, tres y cuatro.
Los resultados obtenidos fueron satisfactorios ya que se lograron obtener las
ecuaciones de campo de Einstein para dichas propuestas; Jackiw-Teitelboim,
Chern-Simons y MacDowell-Mansouri.

En el caso dos-dimensional se comenzé definiendo la curvatura a partir
del campo de norma para después hacer una construccién de la acciéon ba-

sados en distintas condiciones para la curvatura [3.11; dado que el grupo del
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que partimos no cuenta con una forma no-degenerada bilineal, fue necesario
deformar el dlgebra de Poincaré a la de de Sitter. Con esto se logré hacer la
generalizacién del modelo de Jackiw-Teitelboim a una teoria de norma para
el grupo SO(2,1). La construccién anterior es consistente con las ecuaciones
de campo de Einstein, lo cual puede apreciarse en |3.23]

Pasando a una dimensiéon mayor, mostramos dos acciones equivalentes
que simplemente son una forma de escribir en un formalismo de primer
orden. Tomamos una combinacion lineal de ellas con constantes arbitrarias y
dedujimos y [£.43] Después tomamos una generalizacién de la teoria de
norma tipo Chern-Simons. Se tomd una variaciéon respecto al campo de norma
para encontrar las ecuaciones de movimiento. Tras esto fueron sustituidos
los valores del campo apropiados; para los casos A=a, B=b y A=3, B=b.
Con esto se obtuvieron y Finalmente se hizo una comparacién
para encontrar las constantes de la combinacion lineal hecho en un principio.
Finalmente, se propuso el lagrangiano 4.97| como una manera alterna de
escribir [£.44] Por lo que hemos logrado mostrar que la teorfa generaliza tipo
Chern-Simons para gravedad en 241 puede ser escrita como una combinacién
lineal de las acciones estandar y exotica.

Por otro lado, se trabajé con la generalizacion de otra teoria de norma
para el caso de cuatro dimensiones. El primer paso fue estudiar la dindmica
de la teoria de MacDowell-Mansouri en un formalismo de formas, con el
paso intermedio de mostrar los invariantes topolégicos que se encuentran
codificados en la accion. Tras obtener las ecuaciones de movimiento se paso
a la teoria auto-dual de MacDowell-Mansouri. Un desgloce de la accién nos
permitio ver los términos topolégicos contenidos; Euler y cosmolégico. Por
ultimo se mostré que la dindmica de esta teoria tiene la misma forma que la

no generalizada. Esto se debe a que ambas teorias difieren por tres términos
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topoldgicos que no aportan a la dinamica.

Cabe resaltar que todo este tratamiento se realizo sin considerar contribu-
ciones de materia. Todas estas teorias se ven modificadas en su lagrangiano,
por lo que las ecuaciones de movimiento tendran términos extra relacionados

a distribuciones de masa o energia.



Apéndice A
Geometria del espaciotiempo

El objetivo de este partado es presentar las herramientas basicas para
hacer los desarrollos presentados en este trabajo. Asi mismo, nos interesa
que el lector pueda tener una nocién sobre dénde se sitian algunas de las
teorias aqui presentadas.

No se haran demostraciones formales ni se discutiran de manera profunda

algunas definiciones.

A.1. Variedades

Para trabajar con fisica moderna necesitamos poder hacer operaciones so-
bre espacios mas generales que el ya conocido R™. Para el caso de relatividad
general, nos interesaran espacios que localmente son parecidos a R™, pero
quiza no globalmente. A tal espacio se le denomina variedad n-dimensional.
Por ejemplo, la esfera

4yt 42 =1, (A.1)

se ve localmente como el plano R2.

Una de las motivaciones para estudiar este tipo de espacios se encuentra
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en relatividad general, especificamente en el principio de equivalencia. Esta-
remos interesados en aquellos espacios que no presentan singularidades, lo
que nos permitira definir operaciones sobre estos espacios. A pesar de que
nos vemos forzados a desarrollar una matematica para espacios generales, es
mas sencillo utilizar las herramientas ya conocidas sobre R™ y promoverlas
a estas geometrias.

La caracteristica mas importante que presentan las variedades es que pue-
den ser cubiertas por parches coordenados, los cuales son localmenter_-] pareci-
dos a R™, como es el caso ya mencionado de la esfera. De hecho, en la Tierra
podemos definir lugares que son totalmente planos, aunque si observamos

desde lejos veremos que esto no es acertado.

A.2. Vectores y tensores

Para el caso de cuatro dimensiones, el vector toma otro nombre que es el
de cuadrivector. Sus propiedades de transformacion sigue siendo las mismas,
aunque serd invariante bajo las matrices que forman al grupo SO(3,1)E].

En la nocién presentada de espacios no planos, a cada punto del espacio-
tiempo le asignamos el conjunto de todos los posibles vectores localizados
sobre dicho punto; a este conjunto se le conoce como el espacio tangente,
o T,.

Ahora, cada vector A puede ser escrito como una combinacién lineal de

sus vectores bases:

A= Are,, (A.2)

donde A* son las componentes del vector mientras que €, son los vectores

'En nuestro caso nos interesaran aquellos que localmente son parecidos al espacio de

Minkowski.
2En el caso euclidiano es SO(3).
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base.

Dado un espacio vectorial, podemos definir su dual, conocido como espa-
cio vectorial dual. Asi que, el espacio dual a 7}, se le conoce por espacio
cotangente y se denota por T;.

La forma en la que se opera sobre el espacio cotangente es la siguiente: si

w € Ty es un vector dual, entonces
w(aV + W) = aw(V) + bw(W) € R, (A.3)

donde V, W son vectores y a,b son niimeros reales.
Para hacer esta construccion un poco mas concreta, introducimos un con-

junto de vectores base duales 6” con la condicién
0" (€u) =0, (A.4)

Por lo que todo vector dual puede escribirse en términos de sus componentes

y vectores base:

w = w,f". (A.5)

Veamos ahora como trabajan los vectores duales sobre vectores:

w(V) = w04V e,)
= w, V0",
= w, V"ol
=w, V" € R.
Una generalizaciéon inmediata de vectores y vectores duales es la nocién
de tensor. Asi como el vector dual es un mapeo lineal de vectores a R, un

tensor de tipo o rango (k,l) es un mapeo multilineal de una coleccién de

vectores y vectores duales a R:

T:Tyx- - xTyxT,x---xT, =R, (A7)

p
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donde X reprenseta el producto cartesiano. Multilinearidad implica que el

tensor actua linealmente en cada argumento; por ejemplo, un tensor de tipo
(1,1):

T(aw + bn,cV +dW) = acT(w, V)
(A.8)
+ adT (w, W) + bcT'(n, V) + bdT (n, W).

De aqui tenemos que, un escalar es un tensor tipo (0,0), un vector es un tipo

(1,0) y un vector dual es un tipo (0,1).

A.3. DManipulacién de tensores

Dado cualquier tensor, podemos simetrizar o antisimetrizar cualquier
numero de indices inferiores o superiores. Para hacer esto, tomamos la suma
de todas las permutaciones de los indices de interés y dividimos por el niimero
de términos:

1

Toisnsinsy = 1 T’ + DeINEACIONSS i jin). (A9)

K12 P

mientras que la antisimetrizacion viene de una suma alternante

1 .
Trsirsnls, = H(TMM._MIf + permutaciones alternantes p ... ). (A.10)
Por ejemplo:
1
T[WP]U - 6<Tuvm - Tupw + Tpuw T Tvupa + TVPW - Tpvuo)' (A'H)

A.4. Formas diferenciales

Una p-forma diferencial es simplemente un tensor de tipo (0,p) que es
completamente antisimétrico. Por lo que, 0-formas son escalares, y los vec-

tores duales son 1-formas. El espacio de todas las p-formas se donota por
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APy el espacio de todas las p-formas sobre una variedad M es notada por
AP(M). El ntmero de p-formas linealmente independientes en un espacio

n-dimensional es de:
n!
pl(n —p)!

Asi que para un espacio de cuatro dimensiones tenemos una O-forma, seis

(A.12)

2-formas, cuatro 3-formas y una 4-forma linealmente independientes. Dada
una p-forma A y una g-forma B, podemos crear una (p-+q)-forma conocida

como el producto wedge o cuna A A B tomando el producto tensorial

antisimetrizado:
(»+9)!
(A A B)H1~~~Np+q - W [bp - tip 2 pp 1 pipteg - (A13)
Por ejemplo, p=1yq¢=1
(A N B)IW = QA[HBZ,] = AMB,/ — AVBM, (A14)
donde hay que notar
ANB=(-1)"BAA. (A.15)

Por lo que podemos alterar el orden del producto cuna si tenemos cuidado con
los signos. La derivada exterior d nos permite diferenciar p-formas para

obtener (p+1)-formas. Esta definida como una derivada parcial antisimétrica:

(dA)M1~-~Hp+1 = (p + 1)6[#1--~Au2~-u(p+1)}' (A'16)

El ejemplo mas simple es el del gradiente, que es la derivada exterior de una

0-forma:
(do), = 0,9, (A.17)

la cual obedece una regla de Leibniz ”modificadaguando es aplicada al pro-
ducto de formas:

dwAn)=dwAn+(—1)’w Adn (A.18)
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La derivada exterior también cumple con:
d(dA) =0, (A.19)

para cualquier p-forma A.
Otra operacién de interés es la dual de Hodge. Es un operador que

mapea p-formas a (n — p)-formas y se define como:

1 1% 1%
(*xA) = —e Av oy (A.20)

1--Hn—p p| Pl fn—p

Si aplicamos de nuevo el operador se tiene:
*xA = (=1)5tr=p) 4 (A.21)

donde s es el nimero de eigenvalores negativos de la métrica.
Una propiedad de la dual de Hodge es la siguiente: Se tienen dos 1-formas,
U y V en un espacio tridimensional. Si tomamos el producto cuna de ambos

y después le aplicamos el operador estrella:
* (U A V)z = GiijjV}m (A22)

que es el conocido producto cruz. Por lo que tenemos un mapeo de dos
vectores a un tercero. Lo anterior solamente se presenta en un espacio de
3 dimensiones. La aparicion del tensor Levi-Civita explica el menos ante el

cambio en el orden del producto cruz 1]

A.5. Los tensores de curvatura

Antes de definir a los tensores de curvatura, es necesario introducir la

definicién de métrica. Cualquier tensor simétrica de rango 2, digamos g,b,

SUXV ==-VxU
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define una métrica. Una variedad dotada por una métrica se le llama variedad
Riemanniana. La métrica puede ser usada para definir distancia y longitudes
de vectores.

Por ejemplo, tomemos el intervalo infinitesimal, que llamaremos ds, entre

dos punts cercanos =%y z% + dx® se define por

ds® = gapda®da®. (A.23)
También podemos encontrar la norma de un vector con ayuda de gq

X% = g XX". (A.24)

Siguiendo con notacién utilizada en el trabajo, el determinante de la
métrica se escribe

g = det(ga). (A.25)

Ahora, la métrica es no singular si g # 0, en este caso la inversa de gy la
definimos por

Jarg™ = 6°. (A.26)

Por 1ltimo, mostraremos el uso de la métrica para subir y bajar indices.

Tomemos los siguientes ejemplos de vectores y tensores

9V = Vi, (A.27)
gV, =V, (A.28)
g TH® =T, (A.29)
g T =T, (A.30)

por mencionar algunos.
Estamos ahora en posicién de definir los tensores de curvatura; Riemann,

Ricci y Einstein. Los cuales son necesarios para trabajar con el contenido del
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capitulo 2. Comenzamos con el tensor de Riemann, que se define como
a _ a a e Ta e Ta
R = 0cl'yq — Oal'y + Tyglee — iy, (A.31)
donde I'f. es la conexion métrica dada por

1
G = §gad<adgdc + Ocgay — Dagse)- (A.32)

Por lo que, R%,.; depende de la métrica en sus primeras y segundas derivadas.
Un tensor definido a partir del de Riemann es el tensor de Ricci. Se

obtiene de hacer la contraccién de a con c en [A.3]]

Rab = R° = QCdeacb- (A33)

acb —

Una contraccién final define al escalar de curvatura o el escalar de Ricci
R =g"Rgy. (A.34)

Estos tltimos dos tensores los empleamos para definiar al tensor de Einstein
como

1
Gab = Rab - §gabR7 (A35)

el cual se emplea para definir las ecuaciones de movimiento para relatividad

general a partir de la acciéon de Hilbert-Einstein.

A.6. Aplicacion a electrodinamica

La electrodindamica provee un ejemplo muy interesante para la aplicacion

de estas herramientas. Comenzamos recordando las ecuaciones de Maxwell:
V x B — 8tE = J,
V-E=p,

(A.36)
V X E + 8tB — O,

V-B=0.
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Ya es conocido que este conjunto de ecuaciones pueden ser escritas como:
14 14
o F"™ =J", (A.37)

OuFr = 0. (A.38)

Una manera mas compacta y elegante de escribirlas es con formas diferen-

ciales.

d(xF) = *J, (A.39)
dF =0, (A.40)

de se tiene que F' = dA o en componentes F,, = Jd,A, — 0, A,.
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