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RESUMEN

Se analiza la configuracién final de equilibric para siete
colapsos sin disipacidn, originalmente esféricos y sin rotacién neta.
Los contornos de Isodensidad muestran la formacién de una barra
central para el caso de los colapsos més “frios”; muestran ademss
que, la forma de “caja” y de “disco” de las isofotas coexisten en
un mismo sistema. La fotometrfa revela desviaciones del perfil
de de Vaucouleurs cuando se hace a lo largo de los ejes menor e
intermedio del sistema final, y sélo, se ajusta muy bien para el
caso de observaciones a lo largo del eje mayor, Los colapsos sin
disipacién muestran un efecto de segregacién dependiendo de la
energfa cinética inicial de que disponga la protogalaxia original.

También se analiza la estructura orbital de cada uno de los
siete colapsos. Se encuentra que los colapsos mds “frfos” estén
dominados por érbitas de caja, de tubos Z y de tubos X, en este
orden. Sélamente los modelos del “elipsoide perfecto” de Statler
que minimizan los tubos X y los tubos Z guardan un grado de
similaridad con la estructura orbital encontrada. Se aprecia una
tendencia hacia una configuracién orbital tinica con una dispersién
alrededor de ésta. Este resultado abre el camino para restringuir
la contruccidn de modelos tedricos para sistemas triaxiales.
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INTRODUCCION

Hasta hace algunos afios se consideraba que las galaxias elfpticas eran sistemas
estelares muy sencillos y se crefa que su forma se debfa a la rotacién. Sin embargo, se
ha encontrado que una importante fraccién de galaxias elfpticas presentan rotaciones muy
bajas (Bertola & Capaccioli 1975, Illingworth 1977, Davies et al. 1983) y que la rotacién
no es la responsable de su forma. Binney (1978) propone que la forma de las galaxias
elfpticas estd asociada a una dispersién anisotrépica de velocidades y, ademis, sugiere que
se trata de sistemas triaxiales.

Por otra parte, hay evidencia observacional de que el &ngulo de posicién de las isofotas
presenta una dependencia con el radio (Kormendy 1982, Jedrzejewski 1987). Este fenémeno
ge explica de una manera sencilla si se considera un modelo traixial donde, las curvas de

isodensidad presentan sus ejes principales alineados pero su razén de ejes cambia con el
radio (Mihalas & Binney 1981).

Se han propuesto varios mecanismos para la formacién de galaxias elfpticas , dos de
ellos son: (a) colapso disipativo (Larson 1969, 1974, Carlberg 1986, y m4s recientemente
Katz 1991, 1992). En estos modelos se consideran procesos hidrodindmicos, debido a
que involucran gas protogalictico, y procesos de formacién estelar. Sin embargo, sélo se
trata de una deseripcién fenomenoldgica ya que no se conocen bien los procesos fisicos que
intervienen en Ja dindmica del gas ni en los procesos de formacién estelar. (b) Colapso sin
disipacion. Dn este caso, se supone que en la protogalaxia se llevé a cabo un proceso de
formacion de estrellas bastante rdpido el cual evita la formacién de un disco (Sandage 1986).
En simulaciones de N-cuerpos (van Albada 1982, McGlynn 1984, Aguilar & Merritt 1990)
para colapsos frios (caracterizados por un coeficiente virial 2T'/W << 1, donde T es la
energfa cinética del sistema y W su energfa potencial) se encuentra que la galaxia formada
por este mecanismo de colapso, reproduce el perfil de de Vaucouleurs y la configuracién
final resulta ser similar a la que presentan las galaxias elfpticas .

Un andlisis mas a fondo pone de evidencia la complejidad de estos, aparentemente
simples, sistemas estelares. Se ha encontrado la presencia de subestructuras internas que
rotan diferencialmente, y a veces en sentido opuesto, con respecto al resto de la galaxia
(Franx 1990), generalmente son asociados con procesos de canibalismo entre galaxias, una
de baja luminosidad y otra de alta luminosidad, en los cuales el niicleo denso de la galaxia
mds pequefia sobrevive al campo de marea de la mas grande y es arrastrado al nicleo
de esta dltima a través de friccion dindmica (Balcells & Quinn 1984). Burkert (1990)
encuentra estas subestructuras en sus simulaciones de colapso sin disipacién. Asimismo, se
observa en algunas galaxias elfpticas la presencia de cascarones que también son asociados
con procesos de fusiones (Quinn 1984). Sin embargo, Thomson (1991) obtinen el mismo
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resultado a través de simulaciones de ondas de densidad inducidas en un disco delgado
poblado por estrellas dindmicamente frfas y por interaccién con otra galaxia. Asimismo,
e han encontrado desviaciones con respecto a elipses puraz en las isofotas de las galaxias
elipticas las cuales guardan informacién del camino evolutivo que han seguido (Nieto et al.
, 1991). Otras observaciones parecen revelar la posibilidad de que exista un disco central
pequefio. {Capaccioli et al. 1989) y Rix & White (1990} hacen un estudio estadfstico de la
posibilidad de que tal disco sea observado y sus repercusiones en la dindmica de la galaxia.

Desde el punto de vista dindmico, se han desarrollado técnicas y modelos en equilibrio
que asemejan algunas de las caracterfsticas observadas en las galaxias elfpticas . En
un trabajo pionero, Schwarzshild (1979) incorporé técnicas de programacién lineal para
construir el primer modelo triaxial en equilibrio. de Zeeuw (1985) introduce potenciales
analfticos, llamados de Stickel, para contruir modelos triaxiales. También, Merritt (1985)
construye modelos esféricos, llamados modelos de Osikov-Merritt, con una distribucién
de velocidades anisotrépicaes. Statler (1987) muestra que es posible construir cualquier
modelo con la razén de ejes deseada. Aunque todos estos modelos estin en equilibrio y
son autoconsistentes dejan abierta la cuestidn de si son estables o no.

In este trabajo se adopta un punto de vista diferente, partiremos de un posible proceso
de formacién (colapso sin disipacién) de galaxias elfpticas . Se hace una clasificacién
de las 6rbitas en la configuracién en equilibrio resultante y se analizan las repercusiones
que pueda tener la estructura orbital encontrada sobre los modelos que abundan en la
literatura. Para hacer esto, este trabajo se a dividido en varios capftulos. El capitulo 1
proporciona algunos elementos de las propiedades de las galaxias y de la visién que se tiene
actualmente del Universo. En Il y 11 se incorporan, brevemente, algunos resultados de la
teorfa potencial y de la dindmica cldsica. En el 1V se presentan algunas propiedades del
trabajo de Schwarzschild y de los potenciales de Stiickel. En el V se describen y analizan los
colapsos sin disipacion que se realizaron, se estudian las propiedades de las configuraciones
resultantes y se presentan conclusiones sobre estos resultados. Finalmente, en el capitulo
VI se presentan los resultados de la clasificacién orbital de los colapsos y se discuten sus
posibles repercusiones.




CAPITULO I

ELEMENTOS DE ASTRONOMIA GALACTICA

En este capitulo se proporcionan algunos elementos generales sobre la visién que se
tiene actualemente del Universo. Se pone especial énfasis en las galaxias como elementos
constitutivos y fundamentales en la estructura del Universo. Una buena parte del capftulo
es utilizada para indicar algunas propiedades de las galaxias elipticas, sin pretender una
recopilacién completa y detallada sobre el tema. Al lector interesado en este parte se le
recomienda el artfculo de revision de de Zeeuw & Franx (1992). Finalmente, se exponen
las escalas de tiempo que indican manifiestan la importancia de las colisiones.

§1.1 La Estructura a Gran Escala del Universo

Desde la antigiiedad el ser humano a sentido curiosidad por el Universo que o rodea.
A lo largo de la historia su concepcién del Universo a sufrido algunos cambios que han
resultado ser muy dramdticos. Por ejemplo, ta visién geocéntrica del Universo que se tenfa
durante la Idad Media. Los trabajos de Copérnico, Galileo, Tycho Brahe y Kepler entre
otros, condujeron a una concepcién heliocéntrica en la que la Tierra dejaba de ser el centro
del Universo y por lo tanto el hombre,

A mediados de este siglo, se hicieron importantes avances que cambiaron nuevamente,
de manera radical, la vision del Universo. Se pasé de un Universo estético a uno dindmico
y en expansion. Hubble (1929) descubrié que el Universo se expande de acuerdo a la ley

vy = HoR (I.1.1)

donde vy es la velocidad de recesion aparente de una galaxia, R es su distancia, y H, es
la constante de Hubble. A esta ley, que relaciona la distancia con la velocidad de recesién
de una galaxia, se le conoce como la Ley de Hubble. En la actualidad existe un gran
debate en torno al valor de H, que menudo se escribe como

H, = 100 kms~! Mpe~! (L.1.2)
donde / se toma entre los valores 0.5 y 1 (1 Mpc = 3.26 x 108afios luz).

Otro importante resultado fue el descubrimiento de que las velocidades de recesién de
lag galaxias a lo largo de visual pueden obtenerse a partir del corrimiento al rojo (i.e. hacia
longitudes de onda mayores) que sufren las lineas espectrales por efecto Doppler. Para
corrimientos al rojo pequefios, que generalmente se denotan por z, se tiene que
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Fig. 1(a) Se muestra la distribucién de galaxias para el hemisferio norte. Resaltan dos
aglomeramientos de galaxias el cdmulo de Coma en 13" y 28° y el ciimulo de Virgo en
12.5" y 12.5°. (b) Distribucién de galaxias para el hemisferio Sur. En la regién entre

21 y 3P y entre 307 y 40° 5o distingue una banda llamada Perseo-Cisne (Zwicky ef,
al. 1961-1968),

Y
2= — "(':' (113)

donde A, es la longitud de onda medida en el laboratorio y A, es la longitud de onda
observada.

Estos dos importantes resultados constituyen la base en la construccién de mapas de
la distribucién de galaxias en el Universo. La posicién de una galaxia en estos mapas queda
determinada por tres coordenadas: dos angulares, ascensién recta y declinacién; y la otra
esta dada por la velocidad aparente de recesidn, cz, de la galaxia a lo largo de la visual,
En la préctica, esta velocidad cz se ve "contaminada” por las velocidades peciliares de la
galaxia. El origen de estas velocidades peculiares se debe a que la galaxia est4 sujeta a las
fuerzas de gravedad de sus galaxias vecinas.

Un primer intento en la elaboracién de catdlogos fue realizado por Zwicky et al. (1961-
1968). En la figura 1(a) y (b) se muestra la distribucién de galaxias (magnitud aparente
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Fig. 2.(a) Distribuctén de galaxias en 1a regién de Perseo-Cisna. Se observa un gran
aglomeramiento en ¢z = 5000 km s~ . (b) Se presenta un mapa para 1057 galaxias
con magnitud aparente < 15.5 para declinaclones entre 26.5° y 32.5°. {c) Distribucién
de una muestra de 2500 galaxias en el intervalo 26.5° y 44.5°. Se distingue una gran
estructura que cruza el mapa y es conocida como la *Gran Pared”. (d) Distribucién de
galaxias para una muestra de 1462 galaxias. Se distingue en la parte inferior el cimulo
de Virgo. (Geller & Huchra 1989).

< 15.7 4+ 0.2) que se obtiene de estos Catdlogos. Resaltan dos importantes estructuras: el
cimulo de Coma a 12* y 28° y el cimulo de Virgo a 12.5" y 12.5° en la fig. 1(a).

En el presente, el Center for Astrophysics (CfA) est4 desatrollando un ambicioso plan
para muestrear el cielo y obtener un mapa de la distribucién de galaxias con magnitud
aparente < 15.5 (Geller, M. J. & Huchra, J. P. 1989 Science Vol. 246 pag. 897-903).
De este muestreo se observa que el Universo estd lejos de ser simple y homogéneo y
que presenta una estructura mucho mds compleja de lo que se crefa hasta hace algunos
afios. La imagen actual se asemeja a la de una esponja donde el esqueleto representa fa
estructura filamentaria de los conglomerados de galaxias y los espacios vacfos los huecos
que se presentan entre los filamentos (fig. 2). De esta distribucién sobresale una estructura
muy conspicua conocida como la Gran Pared que atraviesa el mapa de la fig, 2(c).

Se a encontrado que el Universo se encuentra organizado de manera jerdrquica
mostrando varios niveles de complejidad: en un nivel superior se encuentran los ciimulos
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Fig. 8 Representacién esquemdtica del diagrama de Hubble,

de galaxias que son aglomeraciones de entre 1022 10% galaxias. Le siguen los grupos de
galaxias que son del orden de 10 galaxias; las galaxia que en promedio presentan alrededor
de 10" estrellas; los cimulos de estrellas que van de 10 a 105 estrellas; y finalmente, las
estrellas binarias,

§1.2 La Secuencia de Hubble

Un primer intento por clasificar sistemiticamente las galaxias fue realizado por
Hubble (1936). Su clasificacién fué esencialmente taxonémica basndose en la apariencia
morfolégica de las galaxias. A pesar de la gran variedad de formas y tamaiios, las
galaxias fueron clasificadas en dos categorfas principalmente: en galaxias elfpticas con una
apariencia elipsoidal y en galaxias espirales que se caracterizan por la presencia de brazos
espirales (Fig. 3). La clasificacién original de Hubble a sufrido subsecuentes refinamientos
(Sandage 1961, de Vaucouleurs 1959) para incluir nuevas caracterfsticas que se observan,
por ejemplo, la presencia de una barra central en algunas galaxias espirales, las dimensiones
de los brazos espirales, el tamafio de los discos centrales, etc.

Este esquema de clasificacién, aunque fenomenoldgico, ha resultado de gran utilidad
ya que, galaxias que presentan caracterfsticas morfolégicas similares, parecen presentar
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procesos fisicos similares, dando una idea de como ha ocurrido la evolucién de los diferentes
tipos de galaxias, Las tres principales diferencias en la secuencia de Hubble son:

i. La presencia o ausencia de un bulbo central.

ii. La presencia o ausencia de un disco.
iii. La abundancia relativa de gas y estrellas jévenes en el disco.

Actualmente, se estd realizando investigacién en la elaboracién de un sistema de
clasificacién fisico para superar algunas de las limitaciones que presenta el sistema
morfolégico de Hubble (Kormendy 1982).

§1.3 Las Galaxias

Se considera que el bloque fundamental en la comprensién de la estructura a gran escala
del Universo es la galaxia ya que son objetos bien definidos que pueden ser observados a
grandes distancias. A continuacién se mencionan algunas propiedades de cada uno de los
grupos de galaxias que aparcen en la secuencia de Hubble (Fig. 4).

Galaxias Lenticulares.

Se distinguen por la presencia de un disco muy conspicuo caracterizado por no contener
gas, polvo, brazos espirales o estrellag jévenes. El brillo superficial del disco sigue una ley
exponencial dada por

I(R) = Lexp (~ -1%), (I1.3.1)

donde Rq = 3.5 + 0.5kpc. Este tipo de galaxias son un tipo intermedio entre las galaxias
elfpticas y las galaxias espirales en la secuencia de Hubble.

Galaxias Espirales

Al igual que las lenticulares presentan un disco pero se distinguen de estas por la
presencia de una poblacién de estrellas jévenes (i.e. Poblacién I), una gran cantidad de
gas y polvo, y por la presencia de brazos espirales de diferentes formas y tamaiios.

Este tipo de galaxias presentan dos importantes propiedades que tienen grandes
repercusiones en astrofisica:

. Presentan una baja densidad (~ 10%) en cimulos de galaxias de alta densidad y
una alta densidad (~ 80%) en regiones de baja densidad. Toomre & Toomre (1972),
Efstathiou & Silk (1983) y mds recientemente, Vedell, H. et. al. (1990) han sugerido
que una fraccién de las galaxias elipticas tienen su origen en las fusiones de galaxias
espirales en climulos con una alta densidad de galaxias,

ii. La presencia de una curva de rotacién plana independiente de la posicién y mucho
més alld de la parte visible de la galaxia sugiere la presencia de materia no visible
conocida como materia oscura.




Ejemplos de galaxias elipticas

Ejemplos de galaxias barradas.

Fig. 4 Se muestran algunos ejemplos de los diferentes grupos de galaxias que aparecen
en la secuencia de Hubble.

Galaxias Irregulares

Este grupo no presenta un patrén morfolégico regular y bien definido. Se cree que
algunas de estas galaxias han sufrido interacciones fuertes con galaxias vecinas mds masivas.
También se piensa que la irregularidad de su forma se debe a que presentan una dispersién
de velocidades muy grande ~ 5 a 10km s~! (Aaronson & Olszewski 1987) comparada con
la masa que tienen (~ 1x 10% < V? > Mg) (i.e. con la velocidad de escape).

§1.4 Galaxias Elipticas

Estos sistemas estelares se caracterizan por ser compactos, lo que hizo creer, en un
principio, que su dindmica y estructura interna son muy simples. Recientes observaciones
han mostrado lo erréneo de esta idea. La presencia de una estructura muy compleja
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(ndcleos centrales, cascarones, rotacién pequefia, etc.) han impulsado su estudio. A
continuacion se proporciona un breve resumen de las principales propiedades que se han
observado,

La Forma de las Isofotas
Las galaxias elfpticas se caracterizan por ser morfolégicamente compactas y presentar
isofotas bien definidas. La clasificacién de este grupo se basa en la elipticidad que presentan

las isofotas y se define como .

-
Generalmente, el tipo de galaxia eliptica se denota por En donde n estd determinada por
la razén de ejes n = 10(1 ~ b/a) y corresponde a la isofota mds brillante. Se observa quie
no hay galaxias elipticas mds elongadas que la clase E7.

e=1 (14.1)

Recientes obsevaciones han demostrado que el 4ngulo de posicién y la elipticidad de las
isofotas dependen del radio (Jedrzejewki 1987, Mihalas & Binney 1981, Kormendy 1982)
(e.g. NGC 1549 en la fig. 5).

Ademis, las isofotas presentan desviaciones de elipses perfectas {Franx 1990) que se
analizan a través de expansiones en series de Fourier en el dngulo azimutal § medido desde
el eje mayor

N :
1(0) = Io + ) [aicos(if) + bisen(if)] (14.2)
i1
los dos primeros coeficientes se utilizan para ajustar el centro de la, elipse, la elipticidad
y el 4ngulo de posicién, a3 y by indican si existe alguna tendencia hacia formas de "caja”
(a4 > 0) o de "disco” (aq < 0).

Esto a sugerido que la forma de las isofotas guarda memoria del proceso evolutivo que
han seguido las galaxias elipticas y de las diferencias estructurales entre ellas. La forma de
“disco” es asociada con procesos disipativos y las formas de “caja” estén relacionados con
procesos de fusiones o de acrecién (Nieto 1988, Nieto, et al. 1991).

Propiedades Cinemdticas

Observaciones modernas utilizando CCI’s han puesto de manifiesto la presencia de
subestructuras centrales desacopladas cineméticamente del resto de la galaxia, Estas
regiones centrales resultan ser muy concentradas que giran mucho més répido y, a veces,
en sentido opuesto al resto de la galaxia (Kormendy 1984, 1987, Lauer 1985, IHingworth
& Franx 1989). Los perfiles de rotacién y dispersién a lo largo del eje mayor del nicleo de
M31 se muestran en la fig. 6(a) y en la fig. 6(b) para el caso de IC 1459, Se han propuesto
algunos modelos para explicar la formacién de tal subestructura central: (a) La posible
formacion de un agujero negro debido a una gran concentracién de masa. (b) La acrecién
o fusién de un compafiero pequefio muy denso por una galaxia grande de baja densidad.
En este modelo el ndcleo de la galaxia pequefia podrfa sobrevir al campo de marea y caer
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Fig. B(a) Se muestran las isofotas para la galaxias elipticas NGC 1549. Las Mneas
que se observan corresponden a los ejes principales para cada una de las isofotas. {b)
Se muestra el perfil de brillo, de color y, Ia dependencia de la elipticidad, del 4ngulo de
posicién de 1as isofotas y de los coeficlentes de la expansién como funcidn del radio para
la galaxia NGC 1549 (tomado de Jedrzejewki 1987, Franx, et al, 1990).

al centro de la galaxia de baja densidad por friccién dindmica (Jedrzejewki & Schechter
1989). Simulaciones de N-cuerpos (Balcells & Quinn 1990) verifican este modelo, Sin
embargo, en simulaciones de colapso sin disipacién (Burkert 1990) obtiene la formacién de
un nicleo central denso con una distribucién isotrépica de velocidades para gradientes de
densidad pequeiios.

A finales de la década pasada se crefa que la forma de las galaxias elfpticas se debfa a
la rotacion. Bertola & Capaccioli (1975) y Illingworth (1977) encontraron que en realidad
las galaxias elfpticas rotan lentamente; demostrando que, es la anistropfa en Ia dispersién
de velocidades, y no la rotacién, la responsable del aplanamiento (véase fig. 6). Binney
(1978) propone que las galaxias elfpticas son en realidad elipsoides triaxiales. Davies ef al.
(1983) demostré que las galaxias elfpticas con magnitudes Mp > —20.5 coinciden con la
imagen de un modelo oblato isotrépico, mientras que, las galaxias el{pticas mas luminosas
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Flg. 6(a} En los petfiles de rotacién y de brillo para M31 se aprecia que una regidn
central muy conspicua entre —4” y 4" que rota m4s répidamente que cl resto de la
galaxia y que presenta velocidades de dispersién @ muy altas (Kormendy 1987). (b)
Para el caso de IC 1459 se observa que el niicleo rota en direccién opuesta al resto del
cuerpo de la galaxia alrededor del eje mayor (Franx & Illinworth 1990),
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Fig. 7 En el diagrama vm/a == € introducido por Binney (1978) se observa una clara
relacién entre Ja rotacidn, la dispersién de velocidades y la forma de una galaxia elfptica.
Los cfrculos vacfos representan galaxias elfpticas para Mp < —20.5, los cfrculos rellenos
representan galaxias elfpticas menos luminosas y las cruces bulbos de galaxias espirales

(Devies et al. , 1983).

se alejan de este modelo (fig. 7).
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Fi7. 8 El perfil de brillo de la galaxia elfptica NGC 4374 se ajusta muy bien a la ley
RY4. (An Atlas of Selected Galaxies, Ed. Takase ef al. {1984) pag. 37)

Ley de de Vaucouleurs o 111/4

Empfricamente se ha encontrado (de Vaucouleurs, 1948) que el perfit de brillo
superficial de una importante fraccién de galaxias elipticas (Mihalas & Binney 1981) se
ajusta muy bien a la ley

R\
I(R) = I{R¢)exp[ - 7.67(R—) - 1j, (1.3.2)
e

donde R., llamado radio efectivo, corresponde al radio de la isofota que contiene la mitad
de la luminosidad total y I(R,) es el brillo superficial correspondiente a R,. A este perfil
se le conoce como Ley de de Vaucouleurs o como Ley R4, En la fig. 8 se muestra
el caso de la galaxia eliptica NGC 4374 y su perfil de brillo. Poveda et al. (1960), Young
(1976) obtiene, para el intervalo 107® < R/R, < 260, la distribucién de densidad para el
caso de un sistema esférico que obedezca la ley R1/4,

§1.5 Escalas de Tiempo en un Sistema Estelar

El estado dindmico de un sistema estelar puede caracterizarse por dos escalas de
tiempo que permiten determinar la importancia de las colisiones. Estas escalas de tiempo
dividen a los sistemas estelares en dos grandes categorfas: sistemas no colisionales donde
los efectos colisionales no son importantes y sistemas colisionales en donde las colisiones
son importantes, Supéngase que se tiene un sistema de N partfculas que interacclonan
gravitacionalmente. La'dindmica de una partfcula prueba en esta nube de partfculas estd
determinada por (2) el potencial global del sistema que provoca que la particula describa
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Flg. 9(a} Interaccién binaria entre una partfcula de prueba y una partfcula del sistema
de N partfculas, (b) La probabilidad de que una partfcula se encuentre entre by b -+ db
en el intervalo de tiempo At corresponde a la seccién del cilindro sombreada.

un movimiento suave y por; (b) las interacciones locales entre esta particula prueba y sus
vecinas, dando lugar a desviaciones del movimiento suave descrito por la partfcula prueba.
La derivacién de las escalas de tlempo, que a continuacién se presenta, est4 basada en la
realizada por Hénon (1973).

Tiempo de relajamiento o tiempo colisional.

Esta escala de tiempo proporciona una medida de la importancia que tienen los
encuentros entre vecinos cercanos en un sistema estelar. Para estimar cuantitativamente
su valor consideremos primero la interaccién de dos particulas (fig. 9.a). Supongamos que
las particulas tienen la misma masa, y tomemos como origen el centro de masas, como b el
parametro de impacto (i.e. separacién entre las particulas) y como V la velocidad relativa

enire las particulas. El cambio en la velocidad de la partfcula prueba est dado por la
Segunda Ley de Newton

+co
Av) = %;E] sen’ [cosfe,. + sendé, ) dt (I.5.1)

Para determinar el impulso resultante sobre la partfcula prueba debido a la presencia de la
part{cula 2 hacemos las siguientes simplificaciones: aproximamos la trayectoria real de la
particula prueba por una lfnea recta (Ifnea punteada) y, ademds, seleccionamos el tiempo
t = 0 como el tiempo al cual se tiene maximo acercamiento entre las partfculas 1 y 2,
suponiendo que siguen trayectorias rectilfneas. Bajo estas dos hipétesis se tiene que la
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Tabla 1

Sistema Estelar N te X 10%afios | ¢, x 108 afios
Grupo estelar < 10 <1 <1
Cimulo abierto 10? 1 10
Ciimulo globular 10% 10 103
Nuestra galaxia 1011 10? 107
Grupos de galaxias 10 103 10?
Ciimulos de galaxias 10? - 10° 10° > 104

Tabla 1. Se mueatran varios sistemas estelares con sus respetivoa tiempos de
relajamiento y de cruce. Se puede ver que para sistemas con un nimero de particulas
grande {e.g. en galaxias), el efecio acumulativo de encuentros binarios no es

determinante en la dindmica del sistema (Aguilar 1992).
%

posicion de la particula prueba estd dada por

z = —;—Vt,
z = —bcotf (1.5.2)
de donde se obtiene la relacidn b

Utilizando esta dltima expresién en la ecuacién (1.5.1) se obtiene que

2Gm

Av) = 7 &y (1.5.4)

que implica que el cambio en la velocidad de la partfcula prueba sélo est4 determinado por
la componente de la fuerza perpendicular a la trayectoria de la partfcula.

Para cuantificar el efecto neto de todas las particulas sobre las particulas prueba
hacemos otra simplificacién mds: (a) la densidad de partfeulas por unidad de volumen,
n, es constante. Consideremos un ensemble de sistemas “macroscépicamente” equivalentes
(i.e. sujetos ala misma funcién de distribucién). Estos ensembles son "microscépicamente”
diferentes pues una particula puede tener diferentes posiciones y velocidades en cada uno
de los sistemas del ensemble,

Asf, el segundo momento para el cambio en la velocidad que sufre la particula prueba
estd dado por
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< (AvDY 5 = / (AVID)? £(b) db, (L5.5)

donde f(b)db define la probabilidad de que ocurra un encuentro con una particula del
sistema con un pardmetro de impacto entre b y b+ db durante el intervalo de tiempo A,
De la fig. 9(b) se tiene que f(b)db = 2xnbV Atdb, luego

< (AvD)Y? >

2002 bmax
- 8rG nm At/ EIE (15.6)
b

|14 b

min

donde se ha asumido que V es el valor medio para los diferentes sistemas del ensemble.
Fisicamente se tiene que el valor mximo del pardmetro de impacto corresponde al tamaiio
fisico del sistema y su valor minimo ocurre cuando la particula prueba es deflectada de su
trayectoria en 180° (i.e. |Av“’| = V) que corresponde a by, = 2Gm/V?; del Teorema
Virial se tiene que V2 = GNm/2R; luego

_ 8xG*nm?Alin(N/4)

(12
< (AviY > v

(15.7)

El tiempo de relajamiento, t,, se define como el tiempo necesario para que el
cambio rms en velocidad, < (AvI))? >1/2_ sea del orden de V (i.e. el tamaiio de la nube
en el espacio de velocidades de los cambios finales en la velocidad de la partfcula prueba
para los sistemas del ensemble sea del orden de V). Asf, Hegamos al importante resultado

V3

b = 8rGInm2in(N/4)

(15.8)

Tiempo de Cruce o Tiempo Dindmico

Esta escala de tiempo proporciona informacién sobre los cambios globales que sufre la
partfcula prueba debido al potencial suavizado. El tiempo de cruce, t,, se define como
el tiempo que tarda la partfcula prueba en atravesar el sistema a velocidad Vime =V, €8
decir

= = (1.5.9)

Nuevamente, del Teorema Virial se tiene que ¢, = GNm/2V? y tomando n ~ N/R? se
sigue :
Iy N
.~ 32xIn(NJ3)"
Esta relacién indica que para sistemas con un ndimero de particulas muy grande (tr >> t,)
luego, los efectos de encuentros locales no son significativos en la dindmica del sistema y
que la parte que domina es la debida al potencial de todo el sistema (véase Tabla 1).

(15.10)




CAPITULO 11

TEORIA POTENCIAL

$IL1 LEY DE NEWTON Y EL POTENCIAL GRAVITACIONAL

La ecuacién de Laplace aparece en una gran variedad de problemas ffsicos a menudo
en combinacién con condiciones a la frontera. En general, una funcién que satisface esta
ecuacion se le llama funcién armdnica y al estudio de estas funciones se le denomina teorfa
potencial.

Comenzemos considerando el campo de una fuente puntual, unitaria, localizada en el
punto x’. A esta funie se encuentra asociado un potencial que se expresa de 1a siguiente
manera (Jawson & Symm 1977)

-1

g(x|x") = |x-x'| (I1.1.1)

donde x es el vector de posicién de un punto en el espacio donde se quiere determinar
el potencial. Este potencial es una funcién continua de x, diferenciable en todos los érdenes
y ademds satisface la ecuacién de Laplacet

Vigx|x') =0 (11.1.2)
en todas partes, excepto en el punto x = x’. Asf, g es una funcién arménica de x excluyendo
el punto x’. Es f4cil ver que la funcién g es solucién a la ecuacién de Poisson

Vig(x|x') = —4xb(x ~ x') (11.1.3)

donde § es la funcién delta de Diraci.

Para el caso de una distribucién discreta de N fuentes puntuales, oy, Tay...4 ON CON
vectores de posicién x{,x3,...,x)y respectivamente, el potencial en x estd dado por

N

‘f)(x) = z g(xlx’a)ga- (11.1.4)

a=1

192 denota al operador E:m 8% /82,

14(x—~x') denota H?=1 §(zi~=}). Para el caso de una dimensién la funcién & de Dirac se define por las
siguientes propiedades

6(z)=0, z#0

S22 1ty s(e) = g10)

donde f(z) es una funcién arbitraria continua en r=o0.
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Nuevamente, ¢(x) es una funcién arménica en todos los puntos excepto en x = x!, cona =
1,.., N y ademds, satislace la ecuacién de Poisson

N
VEg(x) = —~Ar )~ b(x — x)o,. (IL1.5)
a=1

Si las fuentes puntuales estdn limitadas a una regién finita del espacio, se tiene entonces
que al hacer una expansién en series de Taylor,

g(x | x'a) = 127 + [ x [P xx'a) + O(1x|™% paralx]> o (11.1.6)

el potencial adquiere la forma

N N
H(x) = | x| Z oot | x| E(x-x'a)aa +0(x]™) para|x|—> . (1L.L.7)
a=1

a=1

Integrando la ecuacién (IL.1.5) sobre una superficie cerrada § que define un volumen V y
que contiene las fuentes puntuales se obtiene

N N
./v Vi(x)dx = —4r ZU" /‘I’ b(x — xYdx = —4n Z Ou (I.l.8)-

a=1 a=1

Aplicando el Teorema de la Divergencia a la integral de la izquierda resulta

f Vi(x)d®x = /(vqs)-d?s (11.1.9)
v s
por lo tanto,
N
/(qu)-d"‘s = A1 Y o, (11.1.10)
5 =1

iste resultado es muy importante y se conoce como el Teorema de Gauss,

5i la superficie no encierra ninguna de las fuentes que generan el potencial, es decir,
8i ¢ es una funcién arménica en todo el volumen V, se sigue que

/(V¢)-d28 =0 (IL.1.11)

En el caso de una distribucién continua de fuentes los resultados que se obtuvieron
son los mismos. Para este tipo de distribucion el potencial esta dado por

$(x) = / 9 (x| x)o(x") d*x’ (11.1.12)
v
y satisface la ecuacién de Poisson

Vip(x) = —dr —/V b(x - xNo(x") %" = —dxa(x) (I1.1.13)
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En el caso de Dindmica Estelar el potencial ¢ que se ha utilizado recibe el nombre de
potencial gravitacional y la fuerza correspondiente a este potencial recibe el nombre de
fuerza gravitacional, la cual ge expresa como

F(x) = —V(x) (11.1.14)

En este caso, el Teorema de Gauss expresa que (Binney & Tremaine 1987) la integral de la
componente normal de --(V¢) (i. e. la fuerza) sobre cualquier superficie cerrada es igual
a 47 veces la masa contenida dentro de esta superficie.

Consecuencias directas de las ecuaciones (I1.1.10) y (II.1.11) son los siguientes teoremas
conocidos como teoremas de Newton:

Primer Teorema de Newton. Establece que un cuerpo situado dentro de un
cascardn esférico de materia no experimentard fuerza gravitacional alguna debido a esta
masa.

Segundo Teorema de Newton. Un objeto situado fuera de un cascarén esférico de
materia experimenta una fuerza gravitacional equivalente a la que experimentaria si toda
la masa del cascardn estuviera concentrada en su centro,

§11.2 CONDICIONES A LA FRONTERA Y FUNCIONES DFE GREEN

El propésito de esta seccion es describir un método ideado por George Green alrededor
de 1828 para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Se pondrd especial
énfasis en la ecuacidn de Laplace y en la ecuacién de Poisson, por su importancia en el
estudio de la dindmica de sistemas estelares.

La ventaja de este método es que permite pasar un problema de una representacién
diferencial, a una representacién integral, la cual, por su naturaleza, es mds tratable
numéricamente.

Limitaremos el estudio de las funciones de Green al caso de ecuaciones diferenciales

parciales de segundo orden con dos variables independientes. Istas ecuaciones son de la
forma (Birkhoff & Lynch 1984}}

Augy + 2Buzy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu=G (I1.2.1)

donde A = A(z,y),--+,G = G(z,y) son funciones de z y y. Tales ecuaciones se clasifican
de acuerdo a la naturaleza de sus coeficientes. Asf, para aquellas regiones donde

B - AC <0

fuee denota al operador 82 /827, u,, al operador 87 /8z8y, etc.
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se dice que la ecuacién es de tipo elfptico , y si
B~ AC >0

se dice que es hiperbdlica . Finalmente, si
B*~AC =0

la ecuacién es parabdlica. De acuerdo con esta clasificacién la ecuacién de Laplace, la
ecuacién de Poisson y la ecuacién de Helmholtz son elipticas, la ecuacién de onda es
hiperbélica y la ecuacién de difusién es parabdlica. Cada una de estas ecuaciones presentan
caracterfsticas propias muy distintas y en consecuencia describen procesos fisicos diferentes.
El estudio de las funciones de Green a mostrado que estas resultan ser muy apropiadas
para resolver problemas elfpticos. Sin embargo, este mismo método puede ser adaptado
para solucionar problemas hiperbélicos y parabdlicos.

Asociadas a las ecuaciones diferenciales encontramos condiciones a la frontera que
la funcién solucién debe satisfacer. Estas se identifican esencialmente con tres tipos de
problemas que se pueden presentar:

El Problema de Dirichlet

Este ha sido uno de los problemas mds estudiados, sobre todo en relacién con la
solucién de problemas elipticos. Formalmente se establece como sigue: se desea encontrar
una funcién que satisfaga la ecuacién de Laplace

Viu(x) = 0 (11.2.2)

en una regién acotada @ C R? y asuma valores especificos g(x) para toda x sobre la
frontera, I', de §} y ademds sea continua en SUT'. A las condiciones

uw(x} = g(x) sobre T (I1.2.3)

se les denomina condiciones a la frontera de Dirichlet. Un ejemplo de este tipo de problemas
lo encontramos en electrostdtica donde la superficie de un conductor es una equipotencial,

El Problema de Neumann

Este tipo de problemas se presentan més frecuentemente en hidrodinmica y requieren
otro tipo de condiciones a la frontera. Las condiciones que debe cumplir la solucién de la
ecuacién diferencial son de la forma

% = h(x) (11.2.4)
sobre la frontera I'. Al problema de encontrar una funcién arménica que satisfaga esta
condicién recibe el nombre de problema de Neumann y a las condiciones asociadas se les
denomina condiciones a la frontera de Neumann.
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R0 C{n)

Fig. 1 Representacién esquemdatica del mapeo que define el operador £ entre el espacio
®(0) y el espacio ().

El Problema Combinado

M4ds generalmente, encontramos problemas que son una mezcla de los dos anteriores
donde la funcién harménica debe cumplir condiciones a la frontera del tipo

a(x)u -+ ﬁ(x)g—z =g(x) o(x) + fi(x) >0, (11.2.5)

las cuales son llamadas condiciones a la frontera mezcladas. Un ejemplo lo encontramos
en la teorfa de la conduccién del calor. Con frecuencia se supone que un sélido emite
calor a sus alrededores a una razén proporcional al exceso de temperatura superficial .
Esto conduce a resolver la ecuacién de Laplace para la funcién u sujeta a las condiciones
subsidiarias

™ 4 ku = g(x) sobre T, para k>0 (11.2.6)

siendo g(x) la taza de absorcién de la energfa radiada.

Funciones de Green

El tipo de ecuaciones diferenciales que se han estado expresando pueden ser escritas
de manera mds compacta si se hace uso del concepto del operador diferencial:

Lu(x) = —f(x) (11.2.7)

donde L representa el operador correspondiente a la ecuacién diferencial considerada. Si
R(§2) representa el espacio de funciones u que son continuas y derivables hasta el orden
requerido por el operador L en la regién @ y f es una funcién continua en esta misma
region, y si ademds, C(§)) denota el espacio de las funciones continuas en esta region,
entonces podemos considerar al operador L como un mapeo del espacio R(§2) al espacio
C($2) (fig. 1). Con esta terminologfa el problema puede establecerse como sigue:
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Dada f € C(2) se desea encontrar « € R(Q) tal que satisfaga la ecuacién diferencial
y las condiciones a la frontera impuestas. Para esto se requiere encontrar un operador
inverso L1 tal que
L7V = L7 = 1

donde I es el operador identidad. Si esto es posible entonces, la solucién estard dada por
@ = ~-L71f

Este operador inverso resulta ser un operador integral de tal forma que la solucién puede
ser reescrita como sigue

w(x) = [ f)G(x | ) dx' = —L-1f (I1.2.8)
1]
donde la funcién de Green G(x | x’) es solucidn de la ecuacién
LG(x | x') = 6(x — x) (11.2.9)

Esto permite definir el operador integral G sobre Q2 por (Roach 1989)
Gf = / SENG(x | x) %! (11.2.10)
0

de tal manera que —G proporciona una interpretacién del operador inverso L=1. A la
funcién de Green asociada al operador diferencial I, y que satisface las condiciones a
la frontera, se le denomina el kernel del operador G. Fl significado ffsico de todo este
formalismo, en el caso de la Teorfa Gravitacional de Newton, es que la funcién de Green
G(x | x) representa el campo gravitacional para un observador situado en la posicién x
causado por una fuente puntual unitaria situada en la posicion x'. Asf, el campo total
debido a una distribucién de fuentes f(x') = p(x') es la integral de G(x | x')p(x’) sobre
toda la regién ocupada por las fuentes.

Una vez establecido el formalismo anterior, surge de manera natural la pregunta sobre
la existencia de tal operador integral. Para hacer plausible su existencia es necesario aclarar
algunos conceptos. Decimos que la ecuacién que describe un campo en presencia de fuentes
es una ecuacion diferencial parcial no homogénea. El término no homogéneo esta dado por
la densidad de distribucién de las fuentes (e.g. la ecuacién de Poisson). Una ecuacién
diferencial parcial homogénea es aquella en la que no aparece el término correspondiente a
las fuentes (e.g. la ecuacién de Laplace). De manera similar, decimos que las condiciones a
la frontera ( Dirichlet, Neumann 6 combinadas) son homogéneas, si requieren que el campo
se anule en la frontera; en caso contrario, se dice que son no homogéneas.

Considérese el problema no homogéneo

Lu(x) = ~4rp(x), (11.2.11)
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con condiciones a la frontera no homogéneas. Utilizando el Teorema Generalizado de
Green (Morse & Teshbach 1 1953) que establece
uly — vlu = V. P(u,v)

donde £ es el operador adjuntotdel operador £, V es el operador correspondiente
al gradiente generalizado sobre todas las variables independientes y P es un vector
generalizado que depende de u y v, y posiblemente sus derivadas. La funcidén de Creen
asociada a la ecuacion (I1.2.11) satisface la ecuacién

LG(x |x") = —4aé(x ~x") (11.2.12)

con condiciones a la frontera homogéneas (i.e. G = 0 en la frontera T'). La presencia
del operador adjunto en el Teorema de Green, indica que debemos recurrir a la ecuacidn
adjunta de la ecuacién (11.2.12) la cual est4 dada por

LG(x|x") = —drxb(x —x'). (11.2.13)

Multiplicando la primera por G y la segunda por —u y al sumar las expresiones resultantes,
se obtiene

G(x | x)Cu(x) - w(x)EG{x | x') = dru(x)6(x — x') — dmp(x)G(x | x').  (11.2.14)

Integrando sobre un elemento de volumen dv en la regién € en el espacio definido por las
variables independientes, y aplicando el Teorema de la Divergencia, se obtiene

u(x') = /n p(X)G(x | ') dv + 11; /r PIG(x* | x'), u(x*)] - S, (IL.2.15)

donde I es la frontera de la regién €2 y x* es el vector de posicién de un punto sobre I',

La solucién encontrada no es tnica, por lo que debemos considerar ahora las
condiciones a la frontera que debe satisfacer. Para el caso en que las condiciones a la
frontera sean homogéneas (i.e. no existen fuentes sobre la frontera I'), se debe tener que
las condiciones a la frontera de la funcién de Green G y la funcién u, estén correlacionadas,
para que la segunda integral del término derecho se anule, i.e,

- /F P(G(x* | x'), u(x*)]-dS = 0 (11.2.16)

resultando
u(x') = ] p(x)G(x | x')dv. (11.2.17)
0

tEste relacién define al operador adjunto. Si £=¢ se dice que operador £ es autoadjunto. Véase Arfken
(1970} para ver propiedades de los operadores adjuntos.
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Puesto que u estd expresada en términos de G, esto hace necesario buscar una relacién
entre la funcién de Green y su adjunta. Para hacer esto apliquemos el Teorema de Green
a las ecuaciones (I1.2.12) y (11.2.13), de donde se obticne

An[G" | %) ~ G | x")] = /F P[G(x’ | x), G(x* | x")]- dS. (11.2.19)

Como G es la funcion de Green asociada a u entonces debe satisfacer las mismas condiciones
ala frontera en I', de tal forma que el término de la derecha se debe anular, de donde resulta

Gx" | x) = G(x' | x"), (112.18)

a esta relacién se le conoce como relacidn de reciprocidad. El que las funciones ¢ y G sean
autoadjuntas tiene una repercusién fisica muy importante. La primera funcién describe
el campo en la posicién x debido a la presencia de una fuente puntual situada en x' y
st evolucién estd determinada por el operador £ y las condiciones a la frontera. Para
la segunda funcién la fuente puntual est4 situada en la posicién x y el campo es medido
en x' y su subsequente evolucién la determinan £ y las correspondientes condiciones a la
frontera. Esto significa que existe una simetr{a en el espacio determinado por las variables
independientes. Si resultara que estas dos funciones no son las mismas, esto indicarfa que
existe una direccién preferencial en la evolucién del proceso fisico. Esta irreversibilidad
se manifestarfa, ya sea en el operador diferencial, o bien, en las condiciones a la frontera.
Asf por ejemplo, en la ecuacién de difusién la irreversibilidad en el tiempo proviene del
operador diferencial, mientras que, la ecuacién de onda es simétrica en el tiempo pero no
en las condiciones a la frontera impuestas.

La importancia de este resultado es que nos permite resolver ecuaciones diferenciales
homogéneas con condiciones a la frontera no homogéneas, transformando el problema en el
de una ecuacién diferencial parcial no homogénea con condiciones a la frontera, homogéneas
(Courant & Hilbert I 1962). Para ejemplificar esto considérese una ecuacién diferencial
homogénea Lu = 0 con condiciones a la frontera no homogéneas u(x) = g(x). Al aplicar
el operador diferencial se obtiene Lu = Lg = f. Si definimos una nueva funcién por
V=1 — g se obtiene que Lv = —Lg = —f. Asl, el problema se ha reducido a un
problema no homogéneo con condiciones a la frontera homogéneas (v = 0).

§IL.3 La Ecuacién de Laplace

En algunos problemas fisicos resulta m4s conveniente traducir el problema de resolver
la Ecuacién de Poisson con condiciones homogéneas, a resolver la Ecuacién de Laplace,
V2 ®(x) = 0, con condiciones a la frontera ne homogéneas. Este puede ser el caso, por
ejemplo, de calcular el potencial para un cascarén esférico con una distribucién superficial
de densidad.

Para el caso en que el potencial presente dependencia en la posicién resulta més
conveniente expresar la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas. De la ecuacién
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(A.15) se tiene

10,00 1 1 _
r_za(” _;m) + r2send 39( ) + risen?d Bqﬁz = 0. (IL3.1)

Puesto que las coordenadas esféricas son un sistema de coordenadas ortogonal, se puede
aplicar la técnica de separacién de variables (Jackson 1975). Sise toma ¥ = R(r)O(8)%(¢)
resulta

(d2¥/dp?) + m?® = ¢

L et9) ¢ [ty 2o -
4t T

donde m y ! son enteros y |m| < I. La primera ecuacién es la de un oscilador arménico cuyas
soluciones son de la forma cos(m#f) y sen(m#). Para la segunda ecuacién las soluciones estin
dadas por los polinomios de Legendre P/"(cos) y para la dltima se tienen soluciones del
tipo r' y r~(*1_ Generalmente, se definen funciones que guardan la informacién angular
como

Y"'"(G!gb) = ?,m(gi¢) + in‘m(G,QS)

con Y7, (8,¢) = cos(me)F"(cosf) y Y7, (8,¢4) = sen(m¢)P(cosf). A estas funciones
se les llama armdnicos esféricos y se clasifican segin el valor de m y I en: (a) armdnicos
zonales si m = 0 y sélo presentan dependencia en 8; (b) armoénicos sectoriales si m = { pues
presentan solamente dependencia en ¢; (c) al resto (con m > 0) se les llama armdnicos
tesserales. Una propiedad que las hace importantes es que son ortogonales, es decir

r 2x
f senddd | dgY S (8 8)Y (w8, 8) = b1t buum
] 0

donde &;pr es la delta de Kronecker. Asf, la solucién a la ecuacién de Laplace resulta ser

oo m=-+|l

V(r0,¢) = D Y [A:mr + Bimr ““)]

=0 m=—1}

donde los coeficientes Ay, y By, continen la informacién angular y se expresan en funcién
de los arménicos esféricos. Por iiltimo, es necesario sefialar que la solucién particular que
se desee va a depender de las condiciones a la frontera que se le impongan.

§11.4 La Ecuacién de Poisson

La ecuacién de Poisson
V2 ¥(x) = 4mp(x) (I1.4.1)
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juega un papel central en Dindmica Estelar ya que relaciona directamente el potencial
con las fuentes que lo producen. Los resultados de la seccién anterior se pueden aplicar
ficilmente a este caso. Para hacer esto, notemos primero que si u y v son dos funciones,
entonces uV?v - vV2u se puede escribir como

uViy— oWy = V.P(u,v)

con P(u, v) = uVv~ vVu. Entonces V? es un operador autoadjunto. Asi,
¥(x) = / p)GOx | XK+ - f [2V'G - GV'¥]dS,
a r .

! + " . El
tomando dS' = ndS', donde n es un vector unitatio normal a la superficie y apuntando
hacia afuera de la regi6n §2; se tiene

1 TR ) I
- ' < I _
¥(x) = /n P(x)G(x | x)dx + /F (95,7 — G5 )ds (11.4.2)

donde 8/8n = n-V' representa la derivada direccional o normal a la superficie. Esta
solucidn no es tinica y va a depender de las condiciones a la frontera especificas del problema
que se trata de resolver. Asf, por ejemplo, si x ¢ Q, entonces el segundo término del lado
derecho se anula. '

Consideremos ahora un sistetna de N-cuerpos. Para calcular el potencial de tal sistema
primero determinemos el potencial en un punto x debido a una particula puntual con vector
L Y 4 ! L]
de posicién x . En este caso se tiene

1 1

[x-x"] "~ [r2 4 2 — 2r1' cosy)'/?

¥(x) =

. P ' N . ! '
siendo 7 el dngulo entre los vectores x y x . Si r¢ = min(r,r )y r5 = max(r,r ) entonces,

Y(x) = 13! [1 + (-:—;)2 - 2("_<)cos7]

r>

-1/2

Utilizando la funcién generadora de los Polinomios de Legendre (Lebedev 1972)

w(z, ) = (1+8 = 2t) = Y Pa)t! para [t|<1 y |z|<1I
=0

se tiene -
¥(x) = ry ) (;S)JP:(COS'Y) (11.4.3)
{=0 »

y del Teorema de adicién para arménicos esféricos (Jackson 1975)

Ax m=+i .
H(COST) = 57 1 E Yl,m(ar,qﬁl)Y"m(g’QS)'
!

m=-
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resulta
oo m=+4!

¥(x) = Z Z: 21+1 :fo (08" Y1,0(0,6) (11.4.4)

=0 m=-|{

Este es el potencial para una partfeula puntual, para una constante gravitacional igual
a la unidad. Para el caso del sistema de N-cuerpos con vectores de posicién x ,, para cada
una de las particulas, se tiene que el potencial es

oo m=4i x
9 = 305 ArYin(6.4)

=0 m=-—I 2!+ 1
X [f’“’“) PIRMUNLEETDY Yr,,,.(e',cb')r'“"“’]- (1.4.5)
rdr F'or

El cédigo de N-cuerpos que se utilizard para este trabajo estd basado en este resultado.



CAPITULO 111

DINAMICA CLASICA

El objetivo de este capitulo es servir como un breve recordatorio de los resultados mds
importantes que surgen en la dindmica cldsica. Algunos de ellos serdn utilizados cuando se
estudien los potenciales de Stickel. Otro resultado muy importante es mostrar como las
4rbitas perfodicas estables dan lugar a familias de érbitas que cubren todo el conjunto de
6rbitas regulares de un sistema mecénico separable.

§IIL.1 DINAMICA DE LAGRANGE

La descripcién de Lagrange de la Dindmica cldsica se obtiene a partir de un principio
variacional fundamental con consecuencias teéricas muy profundas. Esta descripcién no
agrega una fisica nueva a la Newtoniana pero sus fundamentos permiten generalizarla a
ofras dreas de la ffsica tedrica.

Considérese un sistema mecdnico con N-grados de libertad. Las posiciones de las
particulas estdn dadas por las coordenadas generalizadas ¢, (i = 1,..., N) y sus velocidades
por las velocidades generalizadas ¢;, (i = 1,...,N). Por simplicidad, adoptaremos una
notacién vectorial de las coordenadas y velocidades. La evolucién del sistema se realiza en
un espacion de N dimensiones llamado el espacio de configuracion. Para esto, se define una
funcién £, llamada la funcidn Lagrangiana, que depende de las coordenadas generalizadas,
las velocidades generalizadas y posiblemente del tiempo. Se requiere que esta funcién
satisfaga el principio de minima accidn:

“La integral de la funcién £ tomada entre los tiempos ¢; y {5
3
ACCION = § = f L(q,q,t) dt, (ITL1.1)
3}

sea un mfnimo, estando sujeta a las siguientes condiciones q(f;) = q; y q(ts) =
»

qz .
Las ecuaciones de movimiento se obtienen de la siguiente manera: considérese la
variacién de la accién S a primer orden, 6§ con extremos fijos. Asf,
ty 1y
65 = [ L(a+éq,q+6q,t)dt - L(q,q,t)dt, (1I1.1.2)
51 ty
tal que
8q(ty) = dq(ty) = 0. (111.1.3)



28

desarrollando en series de Taylor la primera integral del lado derecho de la expresién
(I11.1.2) y aplicando las condiciones (111.1.3) se obtiene

88 = f: [ d a[:)] qdt = (I11.1.4)

En general, 6q # 0 excepto en la frontera donde 6qi, = g, = 0. Como ademds, cada
coordenada generalizada es independiente, se tiene que

oL d,oc

3q (aq) (111.1.5)

siendo estas las ecuaciones de Lagrange. Generalmente, cuando la fuerza es derivable de
una funcién potencial (i.e. ~VU = F) entonces, la funcién Lagrangiana se describe en
funcién de la energfa cinética y potencial total det sistema mecdnico:

L=T-U. (111.1.6)

Por otra parte, si se tienen restricciones del tipo

Haat) =0 i=1,2.,M (M<N) (1L.L.7)

que gon conocidas como restricciones holonémicas, la funcién Lagrangiana a minimizar es
M

= L+ ) A0, (111.1.8)
5

donde los A;(t) son los multiplicadores de Lagrange. Aplicando nuevamente el principio
de mfnima accién, se obtiene que las ecuaciones correspondientes a esta nueva funcién

Lagrangiana son
d 0C ac

estando F definida por

M

F = ): ,\,(z)af’ Z ( ,(z)af’) (11L.1.10)

En resumen, Ja historia de un sistema mecdnico queda determinada por las condiciones
iniciales y un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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Transformaciones de Norma de la Funcién Lagrangiana

La no unicidad del potencial se manifiesta a su vez como una falta de unicidad de la
funcién Lagrangiana de un sistema mecdnico. Si consideramos una funcién Lagrangiana
definida por

d

L'=c+ -(Ex(q,t), (I11.1.11)

y le aplicamos el principio de minima accién, se obtiene que

| 12
L'dt = Ldt 4 x(qey,2) — x(qe,,t1) (111.1.12)
4 ty
luego,
tg fg

6 L'dt=868] Ldt. (111.1.13)

f ty
Esto implica directamente que las ecuaciones de Lagrange para un sistema mecinico,
bajo este tipo de transformaciones, son invariantes. A las transformacione definidas
por la expresién (I11.1.11) se les denomina Transformaciones de Norma de la Funcidn
Lagrangiana.

Ademds, si el conjunto de coordenadas generalizadas {g;} es una solucién a las
ecuaciones de Lagrange, entonces un nuevo sistema de coordenadas generalizadas {Q;}V
definido por los difeomorfismos {G}} tal que Gi: M — M, Q; v Gi(q) (g € M)! también
es golucién, y viceversa.

Propiedades de la Funcién Lagrangiana

La funcién Lagrangiana presenta algunas propiedades muy interesantes fntimamente
relacionadas con leyes de conservacién. Para ver esto, derfvese la funcién Lagrangiana con
respecto al tiempo

d ac oc ac
Tr @) = 5 q + (aq) G+ 55 (111.1.14)
aplicando las ecuaciones de Lagrange,
d . d ar oc oc
—L(a,a,1) = [ (Z)] a4+ (55)a+ =
dt . dt 6q dq at
d or ac {111.1.15)
= gl + 5,
dq o’
agrupando se tiene
%—i['- - L] HI.1.16
- at - di qp ’ ( 1. )

1Un difeomorfismo es un mapeo f:A—B uno a uno tal que fy f~':B— A son mapeos diferenciables al

menos de clase ©?,
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donde o

TN

recibe el nombre de momento generalizado. Nétese que si la funcidn Lagrangiana no

(111.1.17)

presenta una deprendencia explicita en el tiempo (homogeneidad temporal), el término
izquierdo de la ecuacién (111.1.16) se anula. Luego,

E=qp-L (I11.1.18)

es una cantidad que se conserva. Ademds, si alguna de las coordenadas generalizadas
no aparece en esta funcién (homogeneidad espacial) entonces el momento generalizado
correspondiente es una cantidad que se conserva. A las coordenadas generalizadas que
no aparecen explicitamente en la funcién Lagrangiana reciben el nombre de coordenadas
ciclicas. Fstos son solo casos particulares de un teorema més general conocido como el
Teorema de Noether que establece lo sigutente:
“Sea L(q,q} la funcién Lagrangiana de un sistema mecdnico. Supéngase que £
es invariante bajo la transformacién, parametrizada por el escalar s, q — h*(q),
donde s € R y continuo y donde ademds, h*=%(q) = q es la identidad. Entonces
existe una cantidad que se conserva dada por

_ 9L dh’(q)

I(q’q)“aq s | (111.1.19)

Debe tenerse en cuenta que el mapeo actiia sobre las coordenadas generalizadas y trata
solo con “iraslaciones espaciales”. Sin embargo, este mismo teorema puede extender de
manera natural al caso de “traslaciones temporales”. Para esto, considérese un espacio de
configuracién “extendido”, en el que el tiempo pasa a ser otra coordenada “generalizada”
mds. Reescribamos el principio de mfnima accién en funcién de un nuevo pardmetio T
como sigue:

5= [ o@an = [ e RS (111.1.20)
dr di’
esto permite definir una nueva funcién Lagrangiana c*
w4 te dqdr  dt
£a’q"*) = L'(q ,d by o ) Ll 5 (111.1.21)

donde q* = (q,1) y ¢'* = (dq*/dr,dt{dr). De igual manera, si £* es invariante bajo una
transformacion q* - h’(q*) entonces, existe una cantidad que se conserva definida por

L BL* dh(q
Ia',q) = 55 d(sq)

. (111.1.22)
a=0

§III.2 DINAMICA HAMILTONIANA
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Al igual que la descripcion Lagrangiana, esta nueva descripcién de la dindmica no
agrega una flsica nueva. Sin embargo, esta descripcién se efectua vfa las coordenadas ge-
neralizadas y los momentos generalizados. La evolucién del sistema mecdnico se desarrolla
en un nuevo espacio llamado el espacio fase cuya estructura geométrica es diferente a la del
espacio de configuracién del sistema mecénico. En este espacio fase la descripcién dindmica

se presenta de una manera muy elegante y en base a conceptos similares a los usados en
fluidos.

La ventaja de esta representacién es que permite reducir el problema de un sistema
de N ecuaciones diferenciales de segundo orden (dindmica de Lagrange) a un sistema de
2N ecuaciones diferenciales de primer orden,

Descripciéon Dindmica en el Espacio Fase

Un sistema mecdnico con N-grados de libertad puede ser descrito en el espacio fase
de 2N dimensiones, Un punto en este espacio est4 representado por las coordenadas ge-
neralizadas q y los correspondientes momentos generalizados p. Este punto serd denotado
por z(t) = (q(t),p(t)). Asi, un punto en este espacio fepresenta el estado dindmico del
sistema a un tiempo dado. En este espacio la descripcién del sistema fisico puede hacerse
en términos geométricos (Arnold 1989).

Las soluciones a las ecuaciones de movimiento dan lugar a una curva en el espacio fase
donde cada punto representa el estado del sistema a un tiempo dado. La curva recibe el
nombre de curva fase y a la evolucién del sistema se le llama flujo fase. Si T representa
el operador de evolucién del sistema (i.e. 7(z(¢1)) = z(¢2)) entonces T representa el flujo
fase, mientras que, el conjunto de puntos {z(t)}:f representa la curva fase. Una propiedad
muy importante de las curvas fase es que éstas nunca se intersectan (Arnold 1989).

Transformadas de Legendre

En este tipo de transformadas lo que se desea es pasar de un sistema de coordenadas y
a un sistema y’, Supdngase que se tiene una funcién F(x,y) de clase C? en las coordenadas
¥ y que la transformacion de las coordenadas y — y' estd dada por el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales:

y' = %g(x,y) = g(x,y), (111.2.1)
si el determinante del Jacobiano de la transformacién es distinto de cero, es decir
*F
det ( B 6%) £ 0. (111.2.2)

i

entonces la funcién inversa g™* existe. La existencia de la funcién inversa permite escribir

las coordenadas y en funcién de las coordenas y'

y = h(x,y') (111.2.3)
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La Tvansformada de Legendre A: F — G se define como

G(x,y') = AF(x,y) =y h - F(x,y), (111.2.4)
donde
a8G oG oF G *F

Ecuaciones de Hamilton

La funcién Hamiltoniana M se define como la transformada de Legendre de la funcién
Lagrangiana de las coordenadas ¢ en las nuevas coordenadas p. Esto es,

H{q,p,t) = AL(q,4,t) = ¢-p - L(q,4,t) (111.2.6)
donde
_ oL, . ‘
p= %(q,q,t)‘ (111.2.7)
El diferencial de H resulta ser

. ., oL ac . ac ‘
dH(q,p,t} = p-dq+dp-q - Bﬁ'dq - ﬂ'dq = 5 (111.2.8)

utilizando la definicién de p y las ecuaciones de Lagrange se obtiene que

dH = §-dp — p-dq - %%-dt. (111.2.9)

Esta dltima expresion debe ser igual a la siguiente

M M, BN

de donde se obtiene que
o
q _ ap 1
oH
S o YTt I1.2.11
on _ _9c
)

Las dos primeras ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones candnicas o ecuaciones de
Hamillon de movimiento. Estas ecuaciones permiten definir un sistema candnico como
aquel que admite una funcién Hamiltoniana y que ademds, su evolucién ests gobernada
por las ecuaciones candnicas. Es ficil ver que si H no depende explicitamente del tiempo
dH/dt = dH [Ot, entonces la funcién Hamiltoniana es una cantidad que se conserva.
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Es posible escribir las ecuaciones canénicas en una forma m4s elegante (conocida como
notacién simpléctica, Goldstein 1980). Para esto, se definen los siguientes vectores columna

z = (q) (111.2.12)

P
g oH oH /0O
g 2 9
9 = (6H/6p) (111.2.13)
Finalmente, definase una matrix Jynyon como
ON)(N INxN )
J = 111.2.14
(—INxN OnxnN ( )

donde O es una matrix N x N cuyos elementos son todos cero y, I es la matriz identidad
N x N. Con estas definiciones las ecuaciones candnicas adquieren la forma més compacta

. OM
b= I (111.2.15)

Transformaciones Candnicas

Una transformacidn candnica (siguiendo la notacién anterior) {z} — {Z} se define

como aquella que deja invariante la estructura de las ecuaciones candnicas. En forma
simbdlica esto lo podemos escribir como sigue:

{z} -~ {2},
H(z,t) — H(Z,1), tal que
oM . L OH
7 = J— Z=J—,
z oz [y
La tasa de cambio temporal de z est4 relacionada con la correspondiente tasa de cambio
de Z vfa el Jacobiano de la transformacién, el cual denotaremos por M, es decir,

(111.2.16)

7 = Mz donde

9z, LAY 2z,
0% an G
3_?. Y43 Y&aa
M — Zy 822 L 822H (111-2'17)
8z 8Zan 8Zan
82y 829 o ZaN

Si las transformaciones son difeomorfismos, entonces el Jacobiano de la transformacién es
diferente de cero. Asf, la matriz inversa M~ existe y es tal que MM™! = 1. Puesto que

. aH
Z——-J'—a';

se sigue que
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. oM
= MJ— 2,
Z=M o (111.2.18)
Si consideramos la transformacién inversa z = z(Z) se sigue que
o oW
B = M b7 (111.2.19)
donde MT es la transpuesta de la matriz M y H(Z,t) = H(z(%),t). Luego,
7 = mamr 2 (111.2.20)

07"
Si imponemos la condicién de que las ecuaciones canénicas sean invariantes bajo esta
transformacion, es decir

OH

7 = I 2.
V/ 57" (111.2.21)
comparando (111.2.20) y (111.2.21) se obtiene
MIMT = J (111.2.22)

Este dltimo resultado es una condicién necesatia y suficiente que debe cumplir una
transformacién para que sea candnica. Este mismo resultdo es conocido como la condicidn
simpléctica y a la matriz M se le conoce como la matriz simpléetica.

Las transformaciones canénicas son muy importantes ya que nos permiten reescribir
lag ecuaciones de movimiento en otro espacio fase. Si la funcién Hamiltoniana tiene una
expresion mas sencilla en este nuevo espacio entonces las las ecuaciones de movimiento
correspondientes serdn mas faciles de resolver.

Integrales de Movimiento

Una integral de movimiento se define (Binney & Tremaine 1987) como cualquier
funcién I{q,p) independiente del tiempo y que es constante a lo largo de la curva fase
que describe el sistema en el espacio fase. Esto es, si (q,,p,) denotan las condiciones
inciales, entonces una integral de movimiento es aquella tal que I(q,p) = I(g,,p,) 2 lo
largo de la curva fase.

Uno de los problemas fundamentales en dindmica estd relacionado con la necesidad de
determinar o aproximar las integrales de movimiento de un sistema fisico, La importancia
de esto radica en el hecho de que las integrales de movimiento permiten reducir la regién
en el espacio fage al que un sistema tiene acceso. Asf por ejemplo, la dindmica de un
sistema con N-grados de libertad (i.e. N coordenadas generalizadas) se desarrolla en un
espacio fase 2N-dimensional. Supéngase que {I;}H, (con M (M < 2N)) son M integrales
de movimiento para este sistema. Entonces la dindmica del sistema queda restringida a
una superficie (2N-M)-dimensional determinada por las integrales de movimiento f;.



35

Espacio Fase Extendido

Es posible tratar problemas descritos por una funcién Hamiltoniana dependiente del
tiempo (Lichtenberg & Liberman). En este caso, la variable temporal pasa a ser una
pseudo-coordenada generalizada mds, El principio de minima accién se expresa en funcién
de un nuevo pardmetro r tal que ¢ = ¢(r). Luego

2 , dq di
6 Llq,4,i)dt = 6/ [E(q,q,t)d Jdr = «5/ L'(q b5 o) dr = 0. (111.2.23)
T1

Podemos definir una nueva funcién Lagrangzana para el sistema como:
a'q dt
‘E’ (Q’ d ) = E( i !

donde Q = (q,t), dQ/dr = (dq/dr,dt/dr). La tranformada. de Legendre A: L* — H* de
las coordenadas dQ/dr a las nuevas coordenadas P se expresa como:

) (111.2.24)

d
H(@QP,7) = P2 - orQ, %2 ) (111.2.25)
Las ecuaciones candnicas para esta funcién I[am:ltomana 'H"’ resultan ser
aqQ _ o
dr  OP
aP aH* :
= =" 5q y (111.2.26)
ar  Or

donde nuevamente, si H* no depende explicitamente del pardmetro r entonces es una
“integral de movimient”. Es necesario seiialar que la dindmica del sistema no se lleva a
cabo en el espacio fase ordinario de 2NV dimensiones sino que se desarrolla en un espacio
fase eztendido de (2N + 2) dimensiones. Kste es un resultado muy importante, ya que
permite establecer la equivalencia entre un sistema con N grados de libertad y una funcién
Hamiltoniana dependiente del tiempo y un sistema con (N+1) grados de libertad y una
nueva funcion Hamiltoniana independiente del “tiempo”.

Corchetes de Poisson

Los corchetes de Pisson de dos funciones f{q,p,t) y f(q,p,t) que se definen como

f 0g 8f dyg

{/:9}ap = dp dq _ 9q Bp’ (111.2.27)
Estos corchetes presentan las siguientes propiedades
(t) {f’g} -~ —{g’f}
i) {f+g,h} = h} + h
(1) {f+g,h} = {f,h} + {g,h} (111.2.8)

(it} {fg,h} = f{g,h} + 9{/, R}
(iv) {f{g,h}} + {g, {0, /1) + {~,{f.0}} =



36

La propiedad (iv) se le conoce con el nombre de identidad de Jacobi y las propiedades
(#) — (iv) definen una estructura algebraica conocida como un algebra de Lie?.

Los corchetes de Poisson pueden se escritos en una forma m4s elegante y compacta,
recurriendo al formalismo que se desarrollo en la seccién de transformaciones candnicas.
Para esto, hagamos lo siguiente:

adar = (50 52) (52 -52)

9f 31\ ( Owxn INX,;) (ag/aq)
= {2l Y 111.2.29
(c?q’(‘)p) ("‘INxN Onxn / \ Og/0p ( )
_ (91N 99
= -(5) "%
Méds aun, considérese una transformacién {z} — {Z}. Se tiene entonces de (111.2.19) que
9 _ ardf
af\T af\T
(.3{_) - (MTa_é) (111.2.30)
af\T
= (5z) ™
combinando los resultados (I11.2.29) y (I11.2.30) se obtiene que
n afN\T r( 99
{fr9}s = _(a_z) MJIM (Z?'Z') (111.2.31)

Sila transformacion dada es canénica entonces resulta MIMT = J, luego

s = “(%)TJ% = {/,9}z. (I11.2.32)

Esto es, si la transformacién es canénica entonces los corchetes de Poisson son invariantes
eandnicos; el recfproco también es cierto. Esto significa que la condicién simpléctica es
equivalente a la invarianza de los corchetes de Poisson bajo una transformacion.

2 Un algebra de Lie es cualquier espacio vectorial equipado con una operacién binaria () que satisface tas
sigutentes propiedades:
[a,b+2e] = [a,b]+A[n,c] AER  (lineatidad)
la,b]+{b,a] =0 (antisimetria)

l,{bc]}+[b,c,a)l+[ea,b)] =0 (identldad de Jacobi)
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Otro resultado importante puede obtenerse a partir de la siguiente observacién:

dy _O¢. 0 . 0O
(Pt = ¢ + P+ 5
(9g oH Bg oH  Og
_ vg ot %y 111.2.3
Bq dp dp 6q+6t (111.2.33)
0
= {9} + 3.

Estos resultados nos permiten establecer el Teorema de Poisson que nos dice:

“El corchete de Poisson de dos integrales de movimiento es también una integral de
rovimiento.”

Sean fy g dos integrales de movimiento y sea h = {f, g}. Luego,

dh
7l = E{f,g}

= (LU + (),

usando las propiedades (i) — (iv)

@ - —{f,{g,H}} - {g, (M, f}} LA AL
= {f, S+ {H,y}} {y, + {1, 1)} (111.2.34)
= {fn }+{ 79}
=0,

Por lo tanto, w es una integral de movimiento.

§II1.3 DINAMICA DE HAMILTON-JACOBI

La invarianza del formalismo de Hamilton, bajo transformaciones canénicas, nos da
libertad adicional de resolver un problema en un nuevo espacio fase en el que la forma
de la funcién Hamiltoniana, y por lo tanto las ecuaciones de movimiento, sean més
sencillas. Surge entonces la pregunta ; es posible encontrar una transformacién tal que la
funcién Hamiltoniana sea los més sencilla posible? La respuesta es afirmativa y la funcién
generadora de esta transformacién candnica privilegiada es la funcién de Jacobi, que es ta
solucién a la Ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Ecuacién de Hamilton-Jacobi
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Para obtener la ecuacién de Hamilton-Jacobi, supdéngase que la transformacién
{q,Q} {9,P} es canénica, entonces L(q,p,t) = q-p — H(y,p,t) vy H(Q,P 1) =
QP - H(Q,P,1) satisfacen el principio de minima accién y difieren a lo mis por una
derivada total temporal de una funcién @, es decir

dd

ip-H=QP -+ = (111.3.1)

Si ®(q,Q,1t) se obtiene
dd 3‘1’

dt 6q Q

Sustituyendo esta expresién en (I11.3.1) y agrupando, se tiene que las variables q y Q son
independientes si y sélo si

Q+

ik 0% 0%
P=ag P=-3g ¥ M=ttty (111.3.2)

siendo ® la Funcidn Generadora de la transformacién candnica. $i ahora, aplicamos Ia
Transformada de Legendre de {q,Q} — {q,P} a Ia funcién generadora se obtiene

A(q,Q,1) = g—g-q ~ 8(q, Q1)

- [P-Q] + ¥(q,Q, ).

5t $(q,P,t) = P-Q+ @(q,Q,1) y se toma su derivada total en el tiempo y se combina con
los resultados (II1.3.1) se encuentra

_ s
as
Q=5 (111.3.3)

QP 1) = T(a,p,1) + 57 "’5'

Generalmente, se toma § tal que 7 = 0 para simplificar las ecuaciones de Hamilton:
Q=0 P=0

lo cual implica que Q y P son constantes de movimiento. Pero para que esto ocurra la
funcién § debe satisfacer la ecuacién
a5 as
H(a ) 5 5 =0 (111.3.4)
que resulta de (II1.3.3). A esta se le conoce como la Ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Esto permite definir un sistema integrable como aquel donde la ecuacién de Hamilton-
Jacobi es separable en N ecuaciones independientes, una para cada grado de libertad.
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Ambas representaciones, Hamiltoniana y Hamilton-Jacobi, son igualmente dificiles de
resolver, sin embargo, esta iltima permite obtener soluciones aproximadas de sistemas
cuasi-integrables (i.e. sistemas que pueden ser aproximados por perturbaciones pequeiias
de sistemas integrables.)

Matemdticamente, una posible solucién para la ecuacién de Hamilton-Jacobi puede
representarse como § = S(q,,...,an41,t) donde a; = constante para { = 1,...,. N + 1.
Nétese que en el Hamiltoniano aparecen sdlo derivadas parciales de § asf que, una de estas
constantes es irrelevante para describir 1a dindmica del sistema.

Variables de Accién y Angulares

Describamos ahora brevemente el formalismo de las variables de accién y angulares.
Este formalismo es aplicable a sistemas cuyo Hamiltoniano es separable e independiente
del tiempo de la siguiente manera:

En el caso de que el Hamiltoniano sea independiente del tiempo H = F es una integral
de movimiento, entonces la solucién puede escribirse como

S(a,e,t) = W(q,a) + ayt

de tal manera que la ecuacién de Hamilton-Jacobi original se reduce a

aw
H(Ggra) = o = &
donde la funcién W se le denomina funcidn caracteristica de Hamilton. En el caso de que
sea separable i.e.

W(q,a) = Z W(gi, o)

la ecuacién de Hamilton-Jacobi se traduce a un sistema de N ecuaciones desacopladas
(Goldstein 1980).

En algunos casos, es conveniente identificar las a; con los momentos P; pero en otros
casos, resulta mas itil introducir otras cantidades que sean funciones independientes de las
a;. En sistemas perfodicos, es decir, (a) q y p son funciones perfodicas del tiempo con el
mismo periodo (libracién}; (b) p; es una funcién perfodica de g; (rotacién) se definen las
variables de accién J como

con

1
Ji = ;Efp.-dq;
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_ow

pi= G (111.3.5)

Luego, Ji = Ji(a) lo cual implica que oy = a3(J) = H(3) = E. Sus correspondientes
variables conjugadas se definen como

ow

gi“ﬁt

(I11.3.6)
que se lea denomina comunmente como variables angulares. Las ecuaciones de Hamilton
en estas nuevas variables tienen su més simple forma

Ji =0, 0 = — =w; para i=1,...,N. (111.3.7)

aJ;

A las cantidades w; se les llama las frecuencias de movimiento para cada una de las
coordenadas. Si la razén entre frecuencias es irracional entonces, la érbita cubrird toda la
hipersuperficie que le es permisible por las integrales de movimiento.

La implicacién del formalismo de las variables de accién y angulares est4 en que nos
demuestra que toda érbita perfodica acotada, de un sistema Hamiltoniano de N grados
de libertad que cumple la condicién de separabilidad, se mueve sobre la superficie de un’
toro de NV dimensiones, donde las acciones estén relaclonadas con las dreas de las secciones
rectas de este toro en los planos (pi, ¢;) correspondientes, y las variables angulares describen
la rotacién correspondiente a esos planos. A estos toros se les denomina toros orbitales
invarjantes.



CAPITULO 1V

MODELOS DINAMICOS PARA SISTEMAS TRIAXIALES

El descubrimiento de Bertola & Capaccioli (1975) y Hlingworth (1977) de que una
importante fraccién de las galaxias elfpticas rotan lentamente puso en evidencia que no
existe una correlacién directa entre la rotacién y el aplanamiento observado en estos
sistemnas estelares. La suposicién de que son sistemas oblatos no puede ser sostenida bajo
este hecho. Binney (1978) propone que las galaxias elfpticas son sistemas triaxiales.

Bajo esta dltima hipdtesis, se han venido desarrollando importantes trabajos en
dindmica de galaxias elfpticas con el objeto de tratar de entender su estructura interna.
Dos de los modelos mds importantes que incorporan esta suposicién son: el trabajo pionero
de Schwarzschild (1979} y los potenciales de Stéckel introducidos por de Zecuw (1984).
El primero se caracteriza por ser de caracter numérico y estd basado en técnicas de
programacién lineal. El segundo es analftico y tiene la gran ventaja de que el potencial es
separable. En lo que sigue se dard una breve descripcién de estos dos modelos.

§IV.1 Modelo Numérico: Método de Schwarzschild

En un importante trabajo, Schwarzschild (1979) construyé un modelo en equilibrio
para un sistema triaxial utilizando técnicas de programacién lineal. Este método se basa
esencialmente en lo siguiente:

(i) Se selecciona una distribucién de densidad p(x) para el modelo y, se divide en una
malla de & celdas. Ala f§-ésima celda se le asigna una masa Dy de acuerdo al modelo,

(ii) Se obtiene el potencial producido por la distribucién de densidad resolviendo la
ecuacién de Poisson,

(iii) Conocido el potencial, se evaluan algunas drbitas y se almacena la fraccién de tiempo,
Pop, que la a-ésima 4rbita permanece en la g-ésima celda.

(iv) Finalmente, se reproduce la distribucién de densidad a partir de las érbitas calculadas
en (iii}. Para esto, supéngase que se evaluaron M > N érbitas y que a la a-ésima
6rbita se le asigna una masa Cy, entonces la contribucién de esta érbita a la f-ésima
celda es Uy Pag (esto es equivalente a colocar C,, estrellas en la a-ésima érhita). Asf,
el problema de recuperar la distribucién de densidad original se traduce a resolver un
sistema de ecuaciones lineales en las Cq, i.e.

M
Y CoPap =Dy, (B=1,N)
a=1

con

(AY4
=

Ca (o =1,M). (IV.1.1)
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Planteado de esta manera no resulta clara su conexién con el problema autoconsistente
de un modelo. Vandervoort (1984) presenté una derivacién de la relacién (IV.1.1) para
el caso en que la funcién de distribucién satisfaga la ecuacién de Boltzmann (i.e. el
sistema estelar estd en estado estacionario) y se tengan tres integrales de movimiento.
Esta derivacién es 1til porque permite interpretar los coeficientes en base a 1a funcién de
distribucién del sistema. Para ver esto, supéngase que f(x,v) es la funcién de distribucién
definida en el espacio fase accesible al sistema, entonces la densidad del modelo est4 dada
por

o) = [ 16wy,

Determinada la distribucién de densidad, se utiliza la ecuacién de Poisson para obtener el
potencial ¥(x). La conexién de la funcién de distribucidn con el espacio fase se realiza a
través de las integrales de movimiento (Teorema de Jeans). Si I = (Iy, Iz, I5) representa a
las integrales de movimiento, se tiene

/I(I)J(I, x)d’T = p(x) (1V.1.2)

donde J(I,x) es el Jacobiano de la transformacién y ¢°I = dI;dI,dl;. Resulta conveniente
definir una nueva funcién C(I) que actia en el (I3, Iy, Is)-espacio, de tal manera que
C(I)d®1 proporciona la masa de las estrellas cuyas integrales de movimiento se encuentran
en el elemento de volumen d°I. Su relacién con la funcién de distribucidn estd dada por

cI) = f(I)/V J(Ex)d*x

donde V representa el volumen del espacio de configuracién accesible 2 la estrella con
integrales de movimiento I. Combinando esta expresién con la ecuacién (IV.1.2) se obtiene

p(x) = f 0(1)431[7‘,;((;:_—;‘;—(@] (IV.1.3)

La transicién al método de Schwarzschild requiere que pasemos a una descripcién discreta.
Para esto, se divide la densidad p(x) en N celdas en el espacio de configuracién, Si A,
denota el volumen de la §-ésima celda, entonces la masa correspondiente a esta celda estard
dada por

Dy = / p(x) Px. (IV.1.4)
Ap
Para el caso discreto,

M
C(l) = ) Cob(I~1,)
a=1
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donde Cq es la masa total de las estrellas pertenecientes a la a-ésima poblacién y
I, = (HayHo» H)- Sustituyendo esta expresién y la expresion (1V.1.4) en (IV.1.3) se
tiene

M
Dy =" CoBap
a=1

donde
pr J(L,, %) dx
fv J(IL,x) d3x

Bop =

representa la fraccidn de estrellas pertenecientes a la poblacién a-ésima que ocupa la g-
ésima celda. La equivalencia entre Pog (ecuacién (1V.1.1)) y B,p se puede establecer si
se tiene en cuénta que el movimiento de una estrella perteneciente a la a-ésima poblacién
estd limitado por las tres integrales de movimiento a una hipersuperficie en el espacio
fase. Cada punto en esta hipersuperficie es ignalmente probable de ser visitado por la
estrella. Fsto es equivalente a tener un ensemble de estrellas (con las mismas integrales
de movimiento} distribvido uniformemente sobre la hipersuperficie, Luego, la fraccién
temporal que permanece una estrella en la a-ésima érbita dentro de la B-ésima 6rbita es
igual a la fraccidn de estrellas de la o-ésima poblacién en la g-ésima celda.

Este tipo de problemas se atacan con técnicas de programacién lineal y se pueden
presentar dos situaciones: (a) que no tenga solucién o bien, (b) se obtiene una infinita
familia “bdsica” de soluciones. Aunque resulta relativamente simple el método para
construir modelos de galaxias elfpticas tiene la gran desventaja de no proporcionar una
solucidn tinica o, al menos, que limite el intervalo de posibles soluciones (Statler, 1987). En
principio, uno puede obtener cualquier modelo simplemente seleccionando adecuadamente
el tipo y niimero de érbitas,

8IV.2 Modelo Analitico: Potenciales de Stickel

Estos potenciales fueron introducidos por de Zeeuw (1985a,b) para el estudio de las
galaxias elfpticas . La virtud de estos potenciales radica en que son separables, lo cual
permite obtener analfticamente las integrales de movimiento. Esto facilita la elaboracién
de librerfas de 6rbitas para crear modelos triaxiales con la estructura interna deseada,

En este tipo de modelos la distribucién de densidad para el “elipsoide perfecto” se
expresa como

- Po
P = gy
con
i o2 L2
m? = o + z;_f + o (Iv.2.1)
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y el potencial asociado a esta distribucién (Binney & Tremaine 1987, seccién 2.3)

1
M+ o+ e + o)

U(x) = ——aeraabc/
0

du
X .
uw+uxw+uxﬂ+uwﬁ

(IV.2.2)

Definiendo o = —a?, f = —b? y 7 = —¢? y utilizando coordenadas elipsoidales confocales
(Apéndice A), en partlcular la, expresion (A.40), se obtiene

_ ® (- a)(t - B)(u-~7)
(A p,v) = —nGpoabe o (ut M+ )

y que presenta la propiedad de ser separable (de Zeeuw 1985a, 1984 y referencias ahf):

T, ~ v, _ T,
A=pA-v) (H=v)n=2) (v-N-p)

v, = wGpoabc-/om [‘/(“ - a()ﬁu;:)@)(u ) A(u)r + B(u)] du

WA, v) = —

donde

con T = Apyv y A(u), B(u) funciones arbitrarias. A estos potenciales se les llama
generalmente Potenciales de Stickel.

Empleando la ecuacién (A.5) se tlene que, la funcién Lagrangiana para este sistema
elipsoidal es

$oL 1 : . .
LA pyvy Ay i, 0) = E[U‘t\’\)z + (h.mu)2 + (hvv)z] = (A p,v)
y como p, = §L/0+ se sigue que el Hamiltontano puede expresarse como

pA pu 2
H(A 1,0, P2, Pps P0) = + o + 2,;; + (A, p,v).

Nétese que el Hamiltoniano es independiente del tiempo asf, la energla, E‘, es una cantidad
que se conserva, La ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada resulta ser
1 s0W\2 1 /0WN\2 1 O \2
a7 (%) ag (a) *ar(a) +o0mn =5 (1V.2.3)
stendo W(A, i, v, e1,¢2, ¢3) la funcién caracterfstica de Hamilton. Puesto que los potenciales
de Stickel son separables se sigue que el Hamiltoniano y la ecuacién de Hamilton-Jacobi

también lo son. Asf,
W = Wa(A) + Wa(p) + W, ().
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La separabilidad del Hamiltoniano permite emplear las variables de accién (Inyduy o) y
lag variables angulares (@,6,,8,) como un sistema natural para la descripcién dindmica
del sistema, triaxial (véase seccién §IXLB). Asf,

1 2 Tmax
Jr = — @ ppdr = = prdr con 7= \p,v.
2r t J;

min

Nétese que la ecuacién (1I1.3.5) y la condicién de separabilidad permiten expresar p, =
pr(7, E,i3,13) donde F es la energfa, i3 y i3 son integrales de movimiento, lo cual implica
que Jr = J.(E,ij i3) también son integrales de movimiento. FEste hecho, permite
introducir un diagrama, llamado diegrama de accidn, cuyos ejes son las variables de
accién J;. En este diagrama existe una relacién directa entre cada érbita y un punto
en este espacio. A cada punto en el diagrama le corresponde una drbita. Esto permite ver
directamente el tipo y némero de érbitas que se presentan en un modelo triaxial.

Las principales familias que pueblan estos modelos son:

(2) Las Cajas. Se caracterizan por no tener un sentido de totacién fijo.

(b} Los Tubos-X (internos y externos). Se caracterizan por tener un sentido de
rotacion fijo a lo largo del eje X (eje mayor). La diferencia entre los dos tipos es m4s
sutil y por lo tanto, es mds diffcil elaborar un algoritmo que distinga entre estas dos
familias. Se dice que es un tubo-X interno si en el plano Y-7 est4 contenido dentro de la
elipse focal (ver Coordenadas Elipsoidales Confocales, apéndice A) en caso contrario,
se dice que es un tubo-X externo.

(¢) Tubos-Z. Presentan un sentido de rotacién fijo a lo largo del eje Z (eje menor).

En la fig. 1 se muestra el diagrama para una energfa dada y las diferentes familias
de érbitas a que dan lugar los potenciales de Stickel. La fig. 2 muestra una corte de este
diagrama y se muestran ademds las 6rbitas de transicién entre una familia y otra,

En la fig. 3 se muestra de manera esquemdtica algunos ejemplos tipicos de cada una
de estas familias y en la fig. 4 se muestran sus secciones transversales sobre los principales
planos del sistema de coordenadas X-Y-Z.
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LONG AXIS
TUBES

SHORT Axig

TUBES

Fig. 1 Se muestran las reglones en que es dividido el diagrama de acclén por las
diferentes familias de 6rbitas presentes en el modelo del elipsoide perfecto. El plano
inclinado corresponde a una energla fija. Las superficies sombroadas indican las regines
de transicién entre una familia y otra (de Zeeuw 1985a).
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Fig. 2 Se presenla un corte del diagrama de la fig. 1. Se sefialan las regiones que
ocupan las principales familias de érbitas y adem4s las érbitas de transicidn que ocurren
entre una familia y otra,




(a)

(c)

Fig. 8 Orbitas tipicas que aparecen en un potencial de Stickel: (a) érbita de caja;
(b)érbita de tubo interna a lo largo del eje mayor; (c} érbita de tubo externa a lo largo
del eje mayor y; (d) érbita de tubo a lo largo det eje menor (Statler 1987).
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CAPITULO V

COLAPSOS SIN DISIPACION:
EXPERIMENTOS NUMERICOS

En este capitulo se describe el cddigo de N-cuerpos empleado para realizar los
experimentos numéricos de formacién galdctica bajo la hipétesis de un colapso sin
distpacidn, i.e. la protogalaxia consta de estrellas inicamente por lo que una descripcidn
de elementos discretos (N-cuerpos) resulta conveniente.

En este caftulo se hace también una descripcién de los modelos iniciales que hemos
tomado como condiciones iniclales y se describen los experimentos.

§V.1 Colapso sin Disipacién vs. Colapso con Disipacién

La diferencia fundamental entre la hipdtesis de formacién galdctica por colapso
sin disipacién y por colapso con disipacién es que en el primer caso se supone que
la protogalaxia estd compuesta de puntos masa (e.g. estrellas) que sélo interactuan
eldsticamente mientras que en el segundo caso, la protogalaxia est4 formada prmcipalmente
por gas que choca ineldsticamente disipando energfa,

Un primer intento por incluit en los modelos de formacidn galdctica procesos
disipativos fue el realizado por Larson (1969, 1974). Larson incluyé procesos viscosos
debido al gas y procesos de formacién de estrellas. Sin embatgo, aunque son prometedores
y pregentan un enfoque mds realista de la situacién, tienen el gran inconveniente de que
se pueden obtenet sistemas en equilibrio que concuerden con las observaciones de galaxias
reales (i.e. perfiles de de Vaucouleurs para galaxias ellpticas), simplemente “ajustando”
los pardmetros que caracterizan estos modelos. FEstos modelos son fundamentalmente
fenomenclégicos pues no se conoce con certeza las propiedades y la fisica del gas ni la
fisica involucrada en los procesos de formacién estelar. Similares propuestas han sido
adoptadas por Carlberg et al, (1986).

La hipétesis de colapso sin disipacién supone que la etapa de formacién estelar ha sido
completada en su mayor parte antes del colapso dindmico, razén por la cual el sistema
no disipa su energfa inicial sino que simplemente intercambia energfas potencial y cinética
hasta alcanzar un equilibrio virial. En la fig. 1 se muestra esquematicamente el cambio
de la tasa de formacién estelar con el tiempo para algunos tipos de galaxias. La lfnes
vertical puntada, en el tiempo de colapso 1., separa este diagrama en dos regiones: la
parte izquierda corresponde a una regién de baja disipacion y la parte de ta derecha a una
region de alta disipacién. La integral bajo la curva proporciona el mimero total de estrellas
formadas por unidad de masa tipica de una galaxia.
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Fig. 1. En esta gréfica se muestra que el proceso de formacién estelar tuvo que haber
ocurrido a una tasa mde ripida que el tiempo de colapso, t.c(Gp)=/2, antes de que se
formara un disco, {,= el tiempo requerido para completar la formacién de estrellas y
t.= el tiempo de colapso. 1BRt>M' (The Present Integrated Birth Rate) se define como
el nimero total de estrellas nacidas por afio que son més masivas que M’ ya sea por
unidad de volumen, o por unidad de masa solar, o por una regién tal como una galaxia
{Sandage 1986),

Simulaciones de N-cuerpos realizados por van Albada (1982), estudian este mecanismo
de formacién de galaxias elfpticas . Se encuentra que la configuracién final, en equilibrio,
depende del cociente ny = 21'/W donde T es la energfa cinética del sistema y W su energfa
potencial total. Para valores de 1y < 0.1 se encuentra que la figura final es prolata-triaxial
y es similar a la que presentan las galaxias elfpticas (Merritt 1987, Aguilar & Merrit 1990
(AM), Burkert 1991).

Los mecanismos de relajamiento dindmico que intervienen durante el colapso son el
mezclado de fase y el relejamiento violento. El primero se debe a la variacién de las escalas
de tiempo dindmico dentro de un sistema, efecto que hace que cualquier perturbacién inicial
pierda coherencia (i.e. no existen soluciones con propiedades coherentes). Este mecanismo
e puede entender mds ficilmente si consideramos el ejemplo de un ensemble de péndulos
que oscilan bajo la accién de la gravedad (fig. 2).

Supongamos que las condiciones iniciales del ensemble de péndulos aparece como una
distribucién de forma circular y densidad de puntos constante en el espacio fase, Los
péndulos de menor energfa tienen perfodos més cortos que los de mayor energfa. Conforme
el ensemble evoluciona, la distribucién inicial se va formando una espiral ms y més delgada.
Un observador “microscépico” (i.e. con resolucién infinita) verfa que la densidad de puntos
sigue manteniendose constante al medirla dentro de la espiral. Sin embargo, un observador
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Fig. 2. La distribucién estadfstica de un grupo de péndulos estd determinada por el
mezelado de fase. La dispersién de la funcién de distribucién que mide un observador
“macroscdpico” aumenta conforme las fages de los osciladores se mezclan mds, mientras
que la amplitud disminuye.

“macroscépico” (.i.e con una resolucién finita) encontrarfa que la densidad de puntos que el
observa es menor que la densidad de puntos original debido a que en sus mediciones incluye
regiones sin partfculas. En réalidad, lo que é| estd midiendo es la funcién de distribucién
original promediada sobre una regién del espacio fase. A esta funcién de distribucién que
¢l mide se le llama funcién de distribucién granular. Al proceso que provoca que la funcién
de distribucién granular disminuya, conforme los osciladores quedan fuera de fase, se le
conoce como mezclado de fase. Resumiendo, el mezclado de fase cambia la funcién de
distribucién granular manteniendo la energfa de cada partfcula del sistema constante.

Un sistema no colisional fuera del equilibrio experimenta fluctuaciones debido a
la dependecia temporal del potencial. Lynden-Bell (1967) propuso un proceso fisico,
llamado relajamiento violento, como un medio para relajar este tipo de sistemas. Fste
proceso actia distribuyendo la energfa y momento angular de Jas particulas del sistema;
conduciéndolo a una configuracién estadfstica final tinica, en equilibrio e independiente
de las condiciones iniciales. Sin embargo, como a sido apuntado por Tremaine, Hénon &
Lynden-Bell (1986), este estado de equilibrio conduce a una masa infinita para el sistema.
Este estado final divergente nunca es alcanzado ya que este mecanismo de relajamiento
es impulsado por las mismas fluctuaciones del sistema las cuales al decaer, conducen a wn
proceso incompleto de relajamiento,

Ademds de estos dos procesos interviene lo que se ha dado en llamar la inestabilidad
radial. Esta inestabilidad fue primeramente estudiada por Antonov (1972) para el caso
de sistemas esféricos poblados por 6rbitas radiales. Antonov encontrd que tales sistemas
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son inestables bajo perturbaclones radiales. Simulaciones numéricas han confirmado su
presencia en sistemas con 6rbitas casi radiales (6rbitas muy elongadas) (Merritt & Aguilar
1985, Merritt, 1987, Barnes et al. 1986). La forma de las galaxias elfpticas es atribufda
a esta inestabilidad puesto que el colapso gravitacional, en ausencia de movimientos
“turbulentos”, genera esencialmente movimientos radiales (Polyachenko, 1981).

§V.2 Cédigo de N-Cuerpos

Para efectuar las simulaclones se utilizé un cédigo de N-cuerpos basado en una
expansién en arménicos esféricos del potencial hasta orden octupolar (I = 3) (AM). Si
¥(r,0,¢) representa el potencial de un sistema de N-cuerpos la expansién estd dada por
(véase seccion §11.4)

=3 m=+4! AxY " 9,

=0 m=-1{

X [1'_(”1) E Y?,m(o" QS')I‘” + r! Z Y’,"'m(ﬂ',qﬁ')r"(wl)],

rer! - r>yr!

donde la primera sumatoria corre sobre las partfculas internas a ia posicion donde se quiere
determinar el potencial (r,8,$) y la segunda sumatoria corre sobre lag partfculas externas
a esta posicidn (v, 8", ¢'). '

Lo que fa expansion en armédnicos esféricos hace es aproximar una funcién delta de
Dirac en las coordenadas angulares (#,$) por medio de una superposicién de armdnicos.
El término monopolar corresponde a un cascarén esférico de densidad superficial de masa
constante y masa total igual a la de la particula que se est4 aproximando. Los arménicos
de orden mayor redistribuyen esta densidad sobre el cascarén aproximando la funcién delta
de Dirac. En la fig. 3 se muestra como distribuyen la masa algunos de estos términos de
la expansién en arménicos esféricos.

Es de notar que esta expansién converge para cualquier punto excepto sobre la esfera
r = r', En la vecindad de esta esfera, en direccién radial, se presenta una discontinuidad
que aumenta considerablemente conforme tno se va términos més grandes en la expansidn
(McGlynn, 1984). Para evitar estas discontintidades se reemplaza v y ' por r ey ' + €,
respectivamente (Villumsen, 1982, White, 1983). Esto equivale a sustituir el cascarén
infinitesimalmente delgado por uno de grosor ¢. La resolucién espacial del c6digo, en
la direccién radial, est4 determinada por el suavizamiento ¢ empleado; mientras que, la
resolucién angular estd dada por el orden del arménico en el que se trunca la expansién,
Fisicamente, introducir el suavizamiento equivale a sustituir las partfculas puntuales por
esferas de radio € con una distribucién de densidad determinada por la expansién del
potencial. Asf, el suavizamiento disminuye la granularidad del potencial.

Las ventajas de este tipo de cddigos es que permiten una resolucién espacial mayor
(sélo limitada por el pardmetro de suavizamiento) a los cédigos basados en transformadas



Fig. 3 En esta figura se puede apreciar el efecto de algunos de los términos que
intervienen en la expansién del potencial en armdnicos esféricos. Para analizar la
inestabilidad de barra se ve gue la expansién no puede ser truncada en el término
cuadrupolar ya que lo que se desea es una configuracién que no favorezca ta formacién de
una barra. Es esta la razén por la que la expansién es truncada en el término octupolar

(I = 3).
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de Fourier y permiten calcular las fuerzas en un tiempo menor que los c6digos directos
(Sellwood, 1987, (AM)). Una propiedad muy importante de estos cédigos es que son
invariantes bajo una rotacién pero no bajo una traslacién, que se refleja en la conservacién
del momento angular pero no del momento lineal y que es caracterfstico de estos cédigos.
Para efectuar la expansién del potencial en esféricos arménicos se requiere de un centro de
expansién. La seleccidn del suavizamiento y el efecto del centro de expansién se discutirin
mas adelante.
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Fig. 4. Se observa que el comportamiento cualitativo de Ia razén de ejes para el caso en
que se utiliza el cédigo de N-cuerpos con separacién en dos regiones es similar al obtenideo
con el cédigo de N-cuerpos de Aarseth (1985). Este iltimo presenta fluctuaciones que
son resultado de las colisiones debido al bajo niimero de particulas utilizado.

Es importante sefialar que el cédigo de N-cuerpos divide al sistéma en dos regiones
concéntricas, una interna y otra externa, con un niimero de particulas fijo cada una, El
incremento temporal en la region interna es 1/4 del incremento de la externa. Esto hace
que la resolucién temporal de la regién interna sea mayor lo cual resulta ftil para seguir
colapsos a partir de condiciones iniciales frfas (menor energfa cinética), los cuales sufren
un colapso mayor que resulta en fluctuaciones mayores en el potencial. Se estudié si esta
separacion artificial del sistema no conducfa a efectos espurios. Para esto se utilizé, de
manera independiente, un cédigo directo de N-cuerpos (Aarseth, 1985) para el caso de
1000 parfculas. Se observa que el comportamiento, al menos cualitativamente, es similar
en ambos casos (fig. 4).

Existe otro aspecto importante que debe ser tomado encuenta, a saber si el centro
de expansién debe ser libre o fijo. Puesto que los armdnicos esféricos no conservan el
momento lineal; al seleccionar un centro de expansién fijo se introducen efectos espurios
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Fig. b. La figura de la izquierda corresponde a un centro de expansién libre y la figura
de la derecha mucestra el efecte de seleccionar un centro fijo.

Tabla 1

Tiempo de CPU/(N x Nsteps)
SUN-Station IPC 1.29 x 103 g
SUN-Station Sparc-2 7.50 % 104 5
CRAY YMP/4 - 32 6.98 x 1058

que se manifiestan en las oscilaciones que presenta la razén de ejes de las simulaciones (fig.
5).

Las simulaciones se realizaron en una CRAY-YMP/4-32 y tomaron ~ 1 hr y 40 min
de CPU, En Ja tabla 1 se ilustran los tiempos requeridos para efectuar estos colapsos en
diferentes sistemas de cémputo donde N representa el ntimero de partfculas y Nsleps el
nimero de pasos requeridos para seguir la evolucién del sistema.

§V.3 Sistema de Unidades

El sistema de unidades seleccionado es tal que la constante gravitacional, G, es igual
a la unidad, la masa total de la protogalaxia, M es igual a la unidad y, la energfa inicial
total, &/, es igual a —1/4. Asf, la unidad de masa, de longitud y de tiempo para el modelo
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resultan ser (Hénon, 1972, Heggie & Mathieu, 1986)

Un =M
GM?
U= g
. 5/2
v, = GM
(CAEPR

Este sistema se puede escalar a sistemas fisicos reales a través de las siguientes relaciones

Un = 10" Mg
Uy = vkpe

Il

3
U = 4.727 x 10° (":—'_1)"2 ailos

U = 2074 (£ km g™t

donde U, es la unidad de velocidad, jt y v constantes,

§V.4 Seleccidon de las Condiciones Iniciales

El perfil de densidad que hemos seleccionade para nuestras condiciones iniciales es de

la forma ‘
p(r) = Po(lf‘)-

La seleccién de esta forma es arbitraria. Trabajos anteriores han elegido protogalaxias de
densidad constante, sin embargo, una esfera homogénea tiene la propiedad de que el tiempo
de caida libre es independiente de la posicién radial dentro de ella., razén por la cual, esta
se colapsa a una singularidad al coincidir todas las particulas de la protogalaxia en el
centro al mismo instante. Esta es una situacién poco raclista que, ademds, es imposible de
simular numéricamente. De acuerdo a los trabajos de Gott (1973, 1975) sobre formacién
galdctica, una nube que se desprende del flujo de expansién del Universo y que se colapsa
bajo la accién de su propia gravedad lo hace de tal manera que capas radiales mnds externas
caen sobre las interiores a tiempos posteriores. El perfil de densidad que hemos elegido
tiene esta propiedad por lo que es mis “realista” que la condicién de esfera homogénea,
Sin embargo, esta eleccién no deja de ser arbitraria y en un trabajo subsecuente debfa
de ser sustituida por una protogalaxia cuyo perfil de densidad haya sido obtenido de una
stmulacién cosmolégica de la estructura a gran escala del Universo. Algo que podemos
agragar en justificacion de nuestra eleccién es que estamos estudiando la estructura de
galaxias formadas por una inestabilidad dindmica, misma como veremos en los resultados,
borra en gran medida cualquier memoria de las condiciones particulares, esto hace suponer
que la forma del perfil de densidad inicial no es determinante, dentro de un intervalo amplio
de formas, para los resultados reportados en este trabajo,
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El tamaiio inicial de la protogalaxia, para esta distribucién de densidad, resulta ser

GM(2-3)

donde n, =| 2T/W | es el coeficiente virial, T es la enregfa cinética del sistema, W la energia
potencial y M la masa total del sistema. En unidades del modelo r;y; = 1.333(2 — n,). De
esta manera resulta muy sencillo generar posiciones radiales de las particulas consistentes
con la distribucién de densidad adoptada. Basta generar un nimero al azar entre 0y 1 y
multiplicarlo por ry.

Para el caso de las velocidades la tarea resulta un poco més complicada. Adoptaremos
una distribucién Maxwelliana de velocidades para generar el médulo del vector velocidad,

2
f(v) = Nexp(—;;j), Con Dy, = V3.

La integral de esta distribucién (normalizada) entre 0 y v proporciona la probabilidad,
P(v) [, f(v)v2dv, de que la particula tenga una velocidad entre 0 y v. Puesto que la
probabilidad sélo puede tomar valores entre 0 y 1, y obtenemos el valor de 1a velocidad
correspondiente como el valor de la funcién inversa de P(v) evaluando en este niimero al
azar (Press et al. 1986).

Para obtener la orientacién del vector velocidad se procede de la siguiente manera:
notemos que el dngulo polar varfa entre 0 y 27, Para generar este 4ngulo se toma un némero
al azar entre 0 y 1y se multiplica por 2r. Para el caso del 4ngulo azimutal interviene un
coseno que varfa entre —1y +1. Al nfimero generado al azar entre 0 y 1 se le asocia el coseno
del dngulo azimutal. De aqu{ se obtiene ficilmente este 4ngulo. As!, conocidos la magnitud
del vector velocidad y su orientacién en el espacio de velocidades, queda completamente
determinado el vector velocidad para cada una de las partfculas que forman la protogalaxia
y la dispersién de velocidades en este caso resulta ser o o 1, /(2 — Nu)-

§V.5 Limites de Validez de los Experimentos

En principio, el centro de expansién del potencial en arménicos esféricos corresponde
al mfnimo del potencial; sin embargo, en la prictica utilizamos una particula que colocamos
inicialmente en reposo en el centro de la protogalaxia. La masa de esta particula, asi como
el suavizamiento para el potencial, son cruciales en la conservacién de la energfa. Podrfa
creerse que una mejor eleccién serfa situar el centro de expansién en el centro de masa de la
protogalaxia (que tiene un significado fisico directo) pero éste tiene el inconveniente de darle
mayor peso a las partfculas mds alejadas las cuales no definen el centro del potencial. Para
determinar los valores mds adecuados para las simulaciones se estudiaron varios valores
para el radio de suavizamiento € y para la masa de la partfcula central, Estos experimentos

se realizaron para N = 5000 particulas y para 100 unidades de tiempo de evolucién del
modelo (Tabla 2).
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N = 5000

¢ M /M; | AE/E,
0.025 1 0.208
0.025 10 0.242
0.025 20 0.774
0.080 1 0.048
0.080 10 0.222
0.080 20 0.505

Tabla 2. Se muestran los resultados de los experimentos realizados para determinar los pardmetros

mds adecuados. Se observa que existe una significativa dependencia de la energfa de estos

pardmetros. La nolacidn usada es: e= pardmetro de suavizamiento, AMf;= masa de la particula

central, M;= masa de cada una de las demés particulas y AF/E,= 1a fraccién de pérdida de

energfa de todo el sistema.

En la fig. 6 se muestra el efecto que tiene la seleccién de los pardmetros (masa y radio

de suavizamieto) sobre el movimiento de la partfeula que sirve como centro de expansion
del potencial. Se observa que:

i).

La particula central experimenta un movimiento browniano (cambios aleatorios y
bruscos en la velocidad y en la posicién) si su masa es comparable a la de las
demds partfculas . En este caso, se tiene una mejor conservacién de la energfa, Fsto
aparentemente va contra la intuicién, ya que se esperarfa que entre mds masiva sea
la particula central menor sea la defleccién que experimentarfa al interactuar con las
demds partfculas. Este hecho aparentemente paraddjico puede entenderse si se tiene en
cuenta que entre mds masiva es esta partfcula mayor inercia presenta y por lo tanto, es
mds dificil que regrese a la posicién central por interacciones con las otras partfculas.
Se observa ademds que la incursién de esta partfcula en el espacio de configuracién
y en el espacio de velocidades es mayor (fig. 6(a) y (b)). Otro aspecto interesante
es que describe una trayectoria mis suave. Esto es consecuencia de que experimenta
una densidad de masa debida a las partfculas que caen en el centro del potencial. Los
experimentos indican que lo més adecuado es asignarle a todas las particulas la misma
masa.

A mayor suavizamiento la conservacién de la energfa mejora sigunificativamente.
Esto es comprensible pues el suavizamiento estd directamente relacionado con la
granularidad del potencial. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el suavizamiento
también determina la resolucién espacial, en la direccién radial, del c6digo. Para las
simulaciones se ha adoptado un suavizamiento de € = 0.08 (véase tabla 2).
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Fig. @(n) Se observa que la partfcula central sigue un movimiento browniano para
Mi/Mi=1y ¢=0.08. (b} En este caso M;/M;=20y ¢=0.08. La particula central sigue
una trayectoria mds suave y su incarsidn en el espacio de configuracién y de velocidades
€8 niayor,
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Colapsos para Condiciones Iniciales Esféricas sin Rotacidn
N = 20000 partfculas

Condiciones Iniciales Condiciones Finales

Corrida (cfa)e  log(ny) (a:b:c)o.n T {c/ado.s (%E«) {%g)
Al10A i.0 —2.00 2.403:1.620:1 0.442 0.42 0.13 0.049
A20A 1.0 -1.75 2.173:1.377:1 0.321 0.46 0.15 0.014
A30A 1.0 -~1.50 2.113:1.413:1 0.2371 0.47 0.15 0.025
A40A 1.0 —1.28 1.792:1.181:1 0.228 0.56 0.13 0.011
ABOA 1.0 —1.00 1,431:1.010:1 0.023 0.70 0.09 0.009
AGOA 1.0 —0.75 1.082:1.007:1 0.085 0.92 0.00 0.002
ATOA 1.0 —0.50 1.025:1.010:1 0.400 0.98 0.00 0.002

Tabla 3, Esta tabla contiene los pardmetros iniciales y finales para cada una de las simulaciones.
El subindice 0.8 indica que estos parimetros se han determinado considerando el 80% de Ja masa

ligada det sistema resultante.

Para finalizar, mencionaremos que el efecto de aumentar el niimero de partfculas se
refleja esencialemente en la suavidad del potencial, en la conservacién de la energfa y en
lag concentraciones de masa que se pueden obtener,

§V.8 Descripcién de los Experimentos

Los experimentos de colapso sin disipacién que se efectuaron son similares a los de
(AM) con tres importantes diferencias: (a) se utilizaron 20000 particulas, (b) un pardmetro
de suavizamiento ¢ = 0.08 y, (c) un tiempo de evolucién de 100 unidades en unidades del
modelo. Esto se hizo con el objeto de

(i) Eliminar algin efecto espurio de evolucién debido al pequefio nfimero de partfculas,
(ii) Obtener una mejor conservacion de la energfa que la reportada por (AM). Esto nos
permite seguir por mds tiempo la evolucién del experimento numérico.
(iii) Garantizar que el sistema alcance wna configuracién de equilibrio.

Los experimentos numéricos, denotados por AIOA .. ATOA, corresponden a
condiciones iniciales esféricas sin rotacién neta inicial. Estos se distinguen tinicamente
por el valor del coeficiente virial 5, que se les ha asignado. Tl valor de estos coeficientes
cubre un intervalo desde log(n,) = —2.00 hasta log(s,) = —0.50 con incrementos de 0.25,
A los colapsos que tienen un valor mas pequefio en este pardmetro se les denomina “frlos”
y alos que alcanzan valores mayores se les denomina “tibios”. En la tabla 3 se resumen
las condiciones iniciales de cada uno de los experimentos numéricos. La razén (c/a),
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corresponde a la razén del eje menor al eje mayor del sistema. Puesto que partimos de una
configuracién inicial esférica, esta razén de ejes toma el valor de la unidad.

En las figuras 7(a) y 7(b) se muestran “fotograffas instantéineas” para diferentes
tiempos de evolucion de la protogalaxia, Estas fotograffas corresponden a proyecciones del
sistema en el plano XZ. La fig. 7(a) corresponde a un colapso con el menor coeficiente virial
mientras que la fig. 7(b} corresponde al coeficiente virial mayor. Para el A10A el producto
final del colapso muestra la formacién de una barra la cual tiene su origen probablemente en
la presencia de la inestabilidad radial {Barnes 1985, Metritt & Aguilar 1985, AM) mientras
que el A70A no sufre tal inestabilidad. Esto suguiere que el mecanismo responsable de Ia
formacién de la barra esta correlacionado con el valor del coefiente virial particularmente,
con la cantidad de energfa cinética aleatoria inicial presente en la protogalaxia. Asimismo,
en los colapsos frfos, la inestabilidad borra las condiciones iniciales de la que partié el
sistema. Esto no ocurre en el caso del colapso AT0A ya que su evolucién mantiene una
estructura esférica.

Para determinar la configuracién final del sistema se calculan los ejes principales del
tensor de inercia. Primeramente, se eliminan todas las partfculas que no permanecen
ligadas al sistema para evitar que introduzcan fluctuaciones. Luego, las razones de ejes se
calculan a través de las siguientes relaciones:

=|/M £=1/2._3_z_2
Ve Y VT e

donde z, y y z son las coordenadas de las partfculas tomadas con respecto a los ejes
principales del tensor de inercia. En la tabla 3 se resumen los valores de estas razones
de ejes para el 80% de las partfculas que permanecen ligadas al sistema. Fn la fig. 8 se
muestra un ejemplo de estas razones de ejes como funcién del tiempo para el 40%, el 60%
y el 80% de las partfculas ligadas.

2o

Los contornos de isodensidad, mostrados en las figuras 9(a) y 9(b), permiten apreciar
més claramente la forma en que ocurren los colapsos y en el caso del A10A resaltan la
estructura de la barra. Es evidente que los contornos de isodensidad en el caso del A10A
tienen la apariencia de “cajas puras” similar a la que es observada en algunas galaxias
clfpticas . Este resultado contradice la hipétesis de que la forma de caja se debe a procesos
de fusién galdctica (Binney 1986, Nieto 1989). Stiavelli et al. (1992) encuentran que figuras
de caja y de disco coexisten en un sistema formado por colapso sin disipacién dependiendo
del dngulo de visién. El experimento que estudian en ese trabajo corresponde en nuestro
caso a un colapso intermedio entre un A40A y un A50A. En la fig. 10 se muestran los
contornos de isodensidad para el colapso A40A proyectadosen los tres planos formados por
los ejes principales del sistema. Este resultado est4 en completo acuerdo con lo reportado
por Stiavelli ef al. .
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Fig. 7(n). Corresponde a un colapso esférico sin rotacién con log(n,)=--2.00. El
eje X corresponde al eje mayor de la configuracién final del sistema mientras que, Z

corresponde al eje menor de esta misma configuracién, Note que el colapso ocurre ~ §
unidades de tiempo,




Fig. T(b).
log(ny)=~0.50.

Lo mismo que en la figura anterior sdlo

que para un

coeficiente virial
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Fig. 8 Razones de ejes como funcidn del tiempo para el experimento numérico A10A.
Se puede apreciar que la configuracidn final que alcanza et sistema ocurre ~ a 50 unidades
de tiempo en unidades del modelo.
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Fig. 9(a). Contornos de isodensidad para el experimento numérico A1QA vistos a lo
largo del eje intermedio Y. Se encuentran figuras similares a esta cuando esta simulacién
es vista a lo largo del eje mayor X y del eje menor 7.




Fig. 8(b). Contornos de isodensidad para el un colapso tibio AT0A visto a lo largo

del eje intermedio Y. Note que conserva su estructura esférica inicial,
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Fig. 10,

Contonos de isodensidad para el modelo A40A. Este modelo presenta
condiciones similares a las del modelo que reportan Stiavelti ef al. .
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El pardmetro de triazialidad, definido por v = (b - ¢)/(a — c)cona 2 b>ec(AM),
permite inferir crudamente el grado de triaxilidad que muestra una galaxia elfptica. Para,
7 = 0 la figura es prolata, para r = 1 la figura es prolata y para 7 = 1/2 la figura es
triaxial. Este pardmetro por si 8élo no da informacién completa de la forma intrinsica
de una galaxia elfptica sino que requiere combinarse con otro pardmetro que proporcione
informacidn adicional sobre la estructura interna del sistema.

Siguiendo a (AM) adoptamos la razén entre el eje menor al eje mayor, c¢/a. Los valores
de estos dos pardmetros para los experimentos numéricos se encuentran en la tabla 3. La
fig. 11 muestra la posicidn de cada uno de los colapsos en un diagrama, triangular que
tiene por abeisa al pardmetro de triaxialidad 7 y por ordenada la razén de ejes (c/a). Se
han inclufdo los colapsos por (AM). Es clara la tendencia de agrupamiento de los colapsos
dependiendo del valor n,. Los colapsos més frios, log(n,) < —1.50, tienden a agruparse en
la regién central ubicada en la parte de abajo en el diagrama, triangular; mientras que, los
colapsos tibio log(7,) ~ —1.00 presentan figuras mds prolatas y los colapsos que no sufren la
inestabilidad de barra permanecen cerca de la parte superior del diagrama que corresponde
a un modelo esférico. Este comportamiento suguiere que el relajamiento violento tiende a
llevar a los colapsos mAs fifos a una configuracién final tinica con una pequefia dispersién
tal como lo sefialé Lynden-Bell (1967). La dispersién que presentan los modelos de (AM)
se debe al reducido niimero de particulas, N = 5000, empleado en las simulaciones.

61 At [ofo]

Fig. 11. En el Diagrama triangular se han graficado las configuraciones finales de
nuestros modelos y las obtenidas por (AM). Nuestras simulaciones han sido unidas por
una linea continna y las de (AM) por una linea a trazos.

En la fig. 12 se presentan los modelos del “elipsoide perfecto”, tomados de Statler
(1987), que guardan similaridad con las razones de ejes obtenidas en nuestros experimentos.
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Fstos modelos fueron usados por Statler para estudiar la estructura orbital de sistemas
triaxiales y van a servir como punto de comparacién en el an4lisis de la estructura orbital
de los colapsos sin disipacién. El resto de los modelos que aparecen en el trabajo de Statler
o son oblatos y/o tienen una razén de ejes (¢/a) < 0.4.

EPHERIEAL :
l.h__.

Fig. 12, Diagrama triangular para los modelos 2,4 y 5 de Statler (1987); las razones
de ejes para estos modelos son (1.6:1.2:1), (2:1.25:1) y (2:1.75:1), respectivamente.

Se hizo fotometrfa sobre la configuracién final en equilibrio de las simulaciones de
colapso y se encontrd que el perfil r1/4 ge presenta de manera natural si unc observa a lo
largo del eje mayor de la configuracién. Esto concuerda con lo reportado por (van Albada
1982). Hjorth & Madsen (1991) indican que la existencia de un perfil 1174 no refleja las
condiciones iniciales ni la distribucién interna de velocidades, sino més bien la profundidad
del pozo de potencial. Se presentan desviaciones del perfil !4 cuando la configuracién
final en equilibrio es observada a lo largo del eje intermedio y del eje menor (fig. 13).
Este mismo comportamiento se observa de manera sistemitica en galaxias elipticas reales
(Michard 1985). Hjorth & Madsen suguieren que estas “ondas” que se observan en los
residuales posiblemente permitan inferir Ia profundidad del pozo de potencial en galaxias
elipticas reales, Especulando podemos pensar que estos mismos residuales pueden dar
informacién acerca de la estructura interna de las galaxias elfpticas y de su grado de
triaxialidad.

Finalmente, en las figuras 14 se muestra el “diagrama de Lindblad”. En este diagrma se
aprecia claramente como actia el refajamiento violento distribuyendo la energfa y momento
angular de cada una de las particulas. Conforme la protogalaxia se colapsa cada vez mas,
el centro del potencial se hace cada vez m4s profundo y la particula situada originalmente
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13. Las figuras de la izquierda corresponden a los resultados de la fotometrfa efectuado
en las simulaciones. En la parte derecha tenemos que los residuales se presentan como

“ondas” que caracterizan las desviaclones de un perfil r!/4,

Se presentan las tres

proyecciones en los planos definidos por los ejes principales del sistema.
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Fig. 14. Diagrama de Lindblad para el colapsa A10A. Se puede ver como el mecanismo
dindmico de relajamiento violento distribuye la energfa de cada una de las particulas.

en reposo en el centro de la protogalaxia permanece, en principio, en reposo. En este
proceso de colapso la energia de la particula central decrese mientras que la energia
de otras particulas aumenta. El cambio en energia que experimenta cada una de las
particulas depende de la posicion y velocidad iniclales. Después de que alcanza el colapso
t ~ 5 unidades de tiempo la protogalaxia comienza un proceso de expansién y adquiere
su configuracién final a £ ~ 50 unidades de tiempo. La profundidad del pozo después del
colapso resulta ser mayor que la que tenfa originalmente.
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§V.7 CONCLUSIONES

Nuestra principales conclusiones son:

El colapso sin disipacién de una nube protogaldctica da lugar a configuraciones en
equilibrio que asemejan algunas de las propiedades que se observan en galaxias elfpticas
reales. A pesar de que no incorpora procesos que involucren gas permite estudiar
mecanismos dindmicos que ocurren en la formacién de galaxias elfpticas .

La relacién entre procesos de fusiones galdcticos y la forma de caja de las isofotas no es
definitiva. La posibilidad de obtener contornos de isodensidad con estas caracterfsticas
ha quedado establecida, al igual que la coexistencia de isofotas con forma de caja y
disco en un mismo modelo producto de un colapso sin disipacién.

Los sistemas protogaldcticos que evolucionan a través de colapso sin distpacién tienden
a agruparse dependiendo del valor del coefiente virial 1,. Los colapsos que sufren una
inestabilidad de barra mayor tienden a una configuracién final énica con una dispercién
muy pequiia alrededor de esta configuracién, mientras que los modelos que no sufren
esta inestabilidad guardan su estructura esférica.

Las desviaciones que se observan en los residuales en galaxias elfpticas son también
observados en simulaciones de colapso sin disipacidn si se determinan los perfiles r1/4
a lo largo de direcciones que no coincidan con la direccién del eje mayor del sistema.
Un estudio mds sistematico de este resultado posiblemente arroje informacién sobre la
estructura intrinsica de las galaxias elfpticas y sobre las caracterfsticas del potencial.

Se requieren hacer mds realizaciones azarosas de estos modelos para reforzar algunas

de estas conclusiones, Sobre todo, estudiar m4s en detalle la fotometria de los productos
de los colapsos sin disipacidn ya que parecen prometedores,




CAPITULO VI

ESTRUCTURA ORBITAL:
EXPERIMENTOS NUMERICOS

En la actualidad, el estudio de la estructura orbital a adquirido gran relevancia en
la dindmica estelar. Esto se debe a que una comprension del tipo y cantidad de érbitas
que pueblan un sistema estelar puede arrojar informacién indirecta sobre su estructura
interna, En esta parte de la tesis, utilizaremos las simulaciones del colapso sin disipacién
para estudiar la estructura orbital a que da lugar este posible mecanismo de formacién
de galaxias elfpticas . Describiremos en detalle como es que se seleccionan las condiciones
iniciales para estudiar las 6rbitas; los criterios utilizados para clasificarlas y se discutirdn
sus repercusiones con respecto a algunos de los modelos tedricos.

§VLI Seleccién de las Condiciones Iniciales

Las configuracidn final de cada uno de las simulaciones A10A a AT0A es rotada, en
posiciones y velocidades, con respecto a los ejes principales del tensor de inercia para el
80% de las particulas ligadas. Las posiciones y velocidades resultantes de este proceso
(ya corregida la inestabilidad del cdigo, véase seccién §V.2) son utilizados como las
condiciones iniciales para cada una de las estrellas que intervienen en la simulacién. Las
estrellas que no estdn ligadas al sistema son “eliminadas”. El movimiento de estas estrellas
se efectia en el potencial extraido de la configuracién final en equilibrio. La integracién
de las érbitas se realiza empleando un integrador Runge-Kutta de 4° orden con paso
autoajustable (Press & Teukolsky, 1992). Las fuerzas sobre la estrella se determina a
través de la expansién del potencial en arménicos esféricos descrita en el capftulo anterior.
El movimiento se sigue por ~ 25 perfodos de tiempo para cada una de las estrellas y se
obtienen conservaciones de la energfa de ~ 5%. Por dltimo, es importante sefialar que el
integrador empleado requiere refinamientos ya que consume mucho tiempo de CPU para
realizar las integraciones principalmente en colapsos tibios.

§VI.2 Centrado del Centro de Expansién

Los contornos de isopotencial y de “isofuerza” de la configuracién extrafda
directamente de la simulacién muestran asimetrias muy marcadas. Esto es resultado de
que la partfcula central no coincide con el minimo del potencial. Esta inestabilidad del
cddigo ya habfa sido estudiada por White (1982). El propone que esto se puede corregir,
al menos hasta el término cuadrupolar, si se toma el doble del suavizamiento para los
términos mayores que el término monopolar. En el cédigo que empleamos se a adoptado
este criterio, sin embargo, esta inestabilidad sigue aiin presente.
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Fig. 1(a). Se aprecia claramente la gran astmetrfa que presenta el potencial debido a la

inestabilidad del centrado. El centrado la particula que sirve como centro de expansidn
corrige esta asfmetria. (b) Este mismo sistema de centrado en algunos casos resulta ser
ineficiente sobre todo para colapsos tibios.

Para evitar esta inestabilidad McGlynn (1984) propone como criterio ir recentrando
la particula que sirve de centro de expansién durante la simulacién. Puesto que vamos
a utilizar un criterio para hacer la clasificacién basado en las componentes del momento
angular que describiremos més en detalle en la seccién (§V.3) resulta fundamental corregir
esta desviacién para la configuracién final. En nuestro caso se siguié un método muy
simple. Se determina el miximo de la densidad proyectada sobre cada uno de los planos
definidos por los ejes principales, Este proceso se hace de manera iterativa hasta que
las coordenadas del mdximo coincidien para cada una de las proyeciones. La partfcula
central es trasladada a estas nuevas coordenadas. Es evidente que este método presenta
limitaciones en su resolucién del méximo. En general, proporciona mejores resultados para
colapsos frfos que para colapsos tibios, Esto se puede entender ficilmente, ya que en un
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Tabla 1
Fraccién de Orbitas Presentes
Corrida N Tubos X Tubos Z Cajas Tubos Y  Desconocidas
A10A 16274 0.127 0.237 0.630 0.002 0.008
A20A 15925 0.012 0.147 0.835 0.003 0.002
AJ0A 15950 0.160 0.239 0.574 0.003 0.009
Ad40A 15832 0.231 0.124 0.629 0.008 0.008
AB0A 19169 0.660 0.093 0.192 0.025 0.030
A6GOA 19933 0.465 0.101 0.310 0.102 0.023
ATOA 19939 0.302 0.087 0.348 0.190 0.073

colapso frfo la inestabilidad radial da lugar a la formacién de una barra muy concentrada
alrededor del centro del sistema dando lugar a una mayor profundidad del potencial el cual
resalta el méximo de densidad. Esto no ocurre en el caso de colapsos tibios. En la fig.
1(a) se muestran los contornos de isopotencial y de isofuerza generados directamente de
las simulaciones y su contraparte, donde la inestabilidad del centrado ya a sido corregida.
En la fig. 1(b) se pone de manifiesto su baja resolucién para el caso de colapsos tibios.

§VI.3 Criterio para Clasificar Orbitas

El criterio empleado para hacer la clasificacién orbital se basa esencialmente en el
comportamiento de las componentes del momento angular a lo largo de los ejes principales
del sistema. Una 6rbita que no cambia de signo tinicamente en una de las componentes det
momento angular es catalogada como una érbita de tubo a lo largo del eje correspondiente
a la componente del momento angular. Una érbita que cambia de signo en todas sus
componentes es catalogada como una érbita de caja. Cualquier otro combinacién es
clasificada como “desconocida”. Aunque es un criterio muy crudo, permite separar, de
manera global, las principales familias de érbitas: (cajas y tubos a lo largo del eje mayor
o menor) principalmente para los colapsos donde el grado de triaxialidad es mayor. Sin
embargo, es importante apuntar que no tiene la capacidad de distinguir entre dbitas de
tubo internos y externos a lo largo del eje mayor del sistema.

§VI1.4 Resultados Numéricos

Los resultados de la clasificacién orbital se resumen en la tabla 1. N representa
el mimero total de 6érbitas que fueron integradas para cada una de las corridas y las
demds cantidades que aparecen en las otras columnas corresponden a la fraccién de érbitas
clasificadas, Nétese que las fracciones de pérdida de masa reportadas en la Tabla 3 del
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capftulo anterior no corresponden con el niimero de partfculas clasificadas para cada una de
las corridas. Tsto se debe a que en el proceso de centrado de la partfcula central, particulas

que estaban débilmente ligadas al sistema resultan quedar desligadas debido a este proceso
de centrado.

En la fig. 2 se muestran ejemplos t{picos tridimensionales, de las principales familias
de Grbitas, extrafdos de las simulaciones de colapso sin disipacién, En esta misma gréfica
aparecen las proyecciones en dos de los planos para resaltar su caracter tridimensional.

rectu Leeg Babe Teda

orte Lemg Aul tedy $oadt hita todn

Fig. 2. Ejemplos tfpicos de las principales familias de érbitas que aparecen en
las simulaciones de colapso gravitacional. Los ejes X,Y y Z corresponden a los ejes
principales del sistama.

Las figuras 3(a)-(d) muestran estas mismas érbitas proyectadas en los planos definidos
por los ejes principales del sistema. Se incluye, en este caso el comportamiento de las
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componentes cartesianas del momento angular a lo largo de estos ejes. Estas gréficas
muestran con claridad el porque se utilizé el momento angular como criterio para hacer
la clasificacién de érbitas y el porque era necesario seguir la érbita por una gran cantidad
de perfodos. La fig. 3(a) corresponde a un tubo Z como lo muestra su componente del
momento angular, 3(b) corresponde a un tubo X externo, 3(c) a un tubo X interno y, 3(d)
a una caja,

En la fig. 4 se muestran los histogramas que resultan de la clasificacién orbital. La
abcisa corresponde a los “bins” de energfa para las partfculas y la ordenada a la fraccién
de Orbitas para cada “bin” de energfa. En estos histogramas se muestran las barras de
error poissénico.

Finalmente, en la fig.5 aparecen graficados las fracciones de érbitas para los modelos
de Statler que guardan similaridad, en el diagrama triangular, con las simulaciones que
se realizaron. Los sfmbolos requieren explicacién: Zmaz corresponde a modelos en los
cuales se a maximizado el niimero de tubos a lo largo del eje menor, MIN corresponde a
modelos en los cuales se a minimizado el nimero de tubos a lo largo del eje menor y mayor,
Xmaz equivale a modelos donde se a maximizado el nidmero de tubos X y, finalmente el
método de Lucy corresponde a una solucién intermedia en el espacio de soluciones. Las
lineas punteadas corresponden a contornos con la misma fraccién de &rbitas de tubo Z.
Los niimeros contiguos a cada sfmbolo vacfo indican el modelo de Statler al que se hace
referencia. En esta misma grifica se han agregado las simulaciones que corresponden
a colapsos frfos, que presentan el mayor grado de triaxialidad, para poder comparar las
fracciones de érbitas obtenidas con las reportadas por Statler, Il significado de los sfmbolos
es el mismo que el de la fig. 12 del capftulo anterior.

§VL.5 Andlisis de Resultados

Es necesario insistir en la importancia del recentrado. Es un hecho que el movimiento
de una partfcula estd determinado por el pozo de potencial del sistema y no por la posicién
de de la partfcula que sirve como centro de expansién. Sin embargo, el momento angular
de una partfcula, que es utilizado como criterio de clasificacién, depende de su vector de
posicidn que en las simulaciones est4 referido a la partfcula central. Si no se corrige este
problema se corre el riesgo, casi seguro de que ocurra, de clasificar érbitas de tubo como
6rbitas de caja.

Los ejemplos de érbitas mostrados en las figuras 2 y 3 son ejemplos “reales” productos
de un proceso de formacién que concuerdan con las familias reportadas por de de Zeeuw
(1985). Es importante seitalar que obtener visualmente un ejemplo de las érbitas de
tubo X externas fue bastante dificil. Esto nos hace sospechar que su contribucién a la
estructura orbital de un sistema triaxial, formado dinicamente por colapso gravitacional, es
muy reducida. Esto tiene sentido fisico ya que una érbita de este tipo tiende a destruir la
barra a que da lugar la inestabilidad radial.
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Fig. 8 Proyecciones en los planos XY,X7Z y YZ para las érbitas mostradas en la fig. 1.
Ix, Jy y Jz representan las tres componentes del momento angular a lo largo de los ejes
principales, X, Y y Z, del sistema como funcién del tiempo 1. (a) Tubo Z, (b) Tubo X
(externo), (e¢) Tubo X {interno) y, (d) corresponde & una caja.
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Fig. 4 En la grifica de la pdgina anlerior se muestran las fracciones de 6bitas presentes

como funcién de la energfa para los colapsos mds frfos.

En esta pdgina se muestra Jo

mismo pero para los colapsos mds tibios. Se ve claramente la diferéncia entre los modelos
que sufren la inestabilidad de barra y los que no la sufren,
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Fig. B. Los simbolos rellenos corresponden a las simulaciones de colapso gravitacional
¥ los sfinbolos vaclos a los modelos de Statler. La abcisa corresponde a la fraccién de
cajas y en la ordenada se tiene la fraccién de tubos X presentes en el modelo.

Los histogramas (fig. 4) muestran que un colapso frfo est4 dominado por cajas, le
siguen los tubos Z y finalmente los tubos X, en este orden (Tabla 1). Es evidente la
ausencia de tubos en Y (eje intermedio de las simulaciones) lo cual concuerda con los
resultados reportados por Heiligman & Schwarzschild (1979) que denotaremos simplemente
como (HS). IS encuentran que estas érbitas son sustitufdas por una nueva familia a la que
Haman “6rbitas de cascaron” y que se caracterizan por no presentar un sentido de rotacién
tinico (similar a las cajas) y por dejar vacfo una regién alrededor del centro del sistema
(similar a los tubos). Puesto que el criterio de clasificacién empleado no es sensible a este
tipo de 6rbitas, no tenemos la certeza de que existan o no en un-colapso sin disipacién. De
cualquier manera si es que existiesen estas quedarfan clasificadas como cajas.

Las orbitas de tubo Z (o X) son estables ya que la 6rbita cerrada en el plano XY (0
Y7) es estable a perturbaciones en la direccién perpendicular a este plano. En cambio, la
6rbita cerrada en el plano X7 sufre una inestabilidad exponencial bajo perturbaciones en
la direccién del eje intermedio Y (HS).

Las cajas disminuyen significativamente cuando el sistema es cada vez mds tibio que
era de esperarse ya que un sistema esférico no puede estar soportado por cajas. Se observa
ademds, que conforme uno va a sistemas m4s tibios los tubos en X comienzan a dominar
sobre los tubos 7. Nétese también el aumento de los tubos Y y de las érbitas desconocidas.
Esto se puede explicar ya que dentro de una configuracién esférica no existe una direccién
que sea privilegiada. En la fig. 6 se da un ejemplo de una érbita que a sido clasificada
como desconocida. Se ve claramente que su vector momento angular “precesa” muy poco




_—7"71—[—|—'—r']1—1—r‘,—r1‘1j Of Tﬁt"f‘llll’ll!!l'll!lll|l]: 81
02 |- | i
g N 005
0= 3
N ] 5
0.2 - - = 0
:nulllllrlllnl: -0.05
0.2 g 0.2
-0.4
o1 | -

:Hr||||1|||||t1_:
0.2 g 02
X

Lo Ve b e L YWY ]

0 5 10 15 20 25
T

Fig. 8. Este es ejemplo de una drbita que a sido catalogada como desconocida por el
criterio que se empleo para hacer la clasificacién orbital.

alrededor de un eje situado en ¢l plano XY. Sus proyecciones sobre el eje Y y el eje X no
cambian de signo durante el tiempo que se a seguido su evolucién.

Es evidente que el esquema de clasificacién no funciona para el caso en que la
configuracion final tiende a ser cada vez més esférica aunque si pone de manifiesto la
importante reduccién importante de cajas en el sistema, que es de esperarse. El que el
criterio no trabaje adecuadamente en estos casos no debe preocuparnos ya que el interés de
este trabajo se centra en la clasificacién de érbitas en sistemas que presentan un alto grado
de triaxialidad y para los cuales el criterio, como primera aproximacién, trabaja muy bien.

Se encuentra que para un mismo tipo de érbitas, en una simulacién, el nimero de
6rbitas que giran en una direccién es cesi igual al ndmero de érbitas que giran en la
direccién opuesta dando lugar a una rotacién nula del sistema salvo algunas fluctuaciones.
Esto concuerda con lo anotado en el capitulo anterior acerca de que el perfodo de rotacién
de la barra, observado en algunas simulaciones, es mucho mayor que la edad del Universo.

Los modelos de “elipsoide perfecto” estudiados por Statler muestran una gran
dispersién (fig. 5) en la fraccién de érbitas presentes. En nuestro caso estas tienden a
una regién mas especffica definida en la regién inferior y a la derecha del diagrama. Hay
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similatidades solamente para el caso denotado por M IN, esto se entiende ya que nuestros
modelos estin dominados por cajas y la solucién de Statle corresponde a una solucién en
la cual se han minimizado los tubos X y los tubos Z.

()

(iii)

§VI.8 CONCLUSIONES

Este parte del trabajo conduce a las siguientes conclusiones:

En un colapso sin disipacién se observan las principales familias de érbitas que aparecen
en los modelos de Stickel para el “elipsoide perfecto”. Sin embargo, presentan
significativas diferencias en cuanto al némero de 6rbitas que pueblan estos sistemas
triaxiales. Este resultado nos lleva a concluir que no todos los modeloa construfdos
a través de los potenciales de Stiickel o a través de técnicas de programacién lineal
(que da lugar a una infidad de soluciones) corresponden a situaciones realistas para
la estructura interna de una galaxia elfptica. Esto abre la posibilidad de que este tipo
de clasificacién orhital, basado en un posible mecanismo de formacién galdctica, sirva
como un “embudo” para todos los modelos triaxiales en equilibrio. Resulta evidente
que una configuracion de equilibrio es necesaria m4s no suficiente.

Puesto que todos los colapsos frlos tienden a una configuracién de equilibrio tnica,
esperamos que la estructura orbital tienda, asimismo, a una distribucién dnica con
una dispersién muy pequefia alrededor de esta configuracién iinica.

La apariencia de las isofotas puede entenderse en funcién de la estructura orbital y
viceversa. La forma de cajas de las isofotas en las galaxias elfpticas puede atribuirse,
bajo este esquema de colapso sin disipacién, a la proliferacién de estrellas que siguen
orbitas de caja, Fstos resultados muestran que la forma de caja que presentan las
isofotas no es resultado de un proceso de fusion galdctica sino més bien el producto
de la energfa cinética disponible por la protogalaxia en el momento de colapsarse
gravitacionalmente.

Seguimos trabajando en esta direccién analizando la estructura orbital de mis

realizaciones azarosas de colapsos sin disipacién con el objeto de llegar a conclusiones
mds definitivas.




APENDICE A

AT COORDENADAS CURVILINEAS

En coordenas cartesianas el vector de posicién de un punto en el espacio estd
determinado por una terna de valores que denotaremos por x = (z1,22,23) que
corresponden a las proyecciones a cada uno de los ejes coordenados. Para hacer una
descripcion desde otro sistema de coordenadas se requiere de una transformacién de
coordenadas dada por(Morse & Feshbach I 1953, Arfken 1970)

;= zi(q); 1= 1,2,3 (A1)

donde al conjunto de coordenadas q = (gi, g2, ¢3) se les denomina coordenadas curvilineas.

~En estas coordenadas el elemento de longitud se expresa como

ds’ = 3" da} = ) hldgidg; (A2)
i L F]
donde los h;; definidos como
6a:k (9:3;; ’
B = gk A3
N 2;’ dqi q; (43)

son conocidos como los factores de escala de la transformacidn.

Para el caso particular en que el sistema de coordenadas sea ortogonal (i.e. el conjunto
de vectores unitarios asociado define una base para ¢l sistema de coordenadas), los h;;
toman los siguientes valores

h,'j = h.-,-&,-,- = h,',' = h.‘ (A4)

donde §;; denota la delta de Kronecker,} de tal manera que
ds® = 3" hi(dg.). (A.5)
i

Sea ¢(q) una funcién escalar de q y ¥(q) una funcién vectorial de q. El gradiente, la
divergencia, el rotacional y el Laplaciano en coordenadas curvilineas estan dados por las
siguientes expresiones:

1’ Este simbolo se define como
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a

Tada) = Y elfige (4)

1 . O(h;h¥;
Vq-¥(q) = EZ(—I)""’“kaei(—'})qt_*l, (A7)

_ 1 oo O(hY)
VqX‘I‘(Q) = m ZIZ E.:kﬁ,h, aqk , (A.S)
Y

2 _o 1 _(?_[hlhzha 0¢(q)

Vad(a) = hihohs Z dgi| A? dq: |’ (4.9)

donde el simbolo ¢;;x1 denota el tensor de Levi-Civitta.

A1l SISTEMAS PARTICULARES DE COORDENADAS

Coordenadas Esféricas

Sea (21,22,23) un sistema de coordenadas cartesiano. Las coordenadas esféricas
corresponden a la terna (r,8,¢) con g1 = r, g2 = 8, g3 = ¢ y la transformacién estd
definida por (Véase figura A.1)

zy = rsend cosg
z9 = rsenflsen¢ (A.10)

23 = rcosf

la cual es vilida en los intervalos 0 < r < 00,0 < @ < 7y 0 < ¢ < 27. Los factores de
escala correspondientes a esta transformacién resutan ser

hi=h =1 hy=hg=r, y hy=hy=rsend. (A.11}

fEste simholo se define como

0, i dos (ndices se repiten
ik = +1, si los Indices forman una permutacién par

—1, sl tos indlces forman una permutacién impar
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o

Figura A.1 En esla figura se muestra ¢l sislema de coordenadas esférico. El conjunto de
vectores unitarlos {e,.,eg, qu} forman una base para cate sistema.

Aplicando las relaciones (A.6) a (A.9) se obtiene

d 10 1 8
VU(T,0,¢) = er-é_f‘-U + Ee;'gaU +- qu,m%{f, (Alg)
) _ 1 d,, ) a
VV(rb,¢) = m[senﬁﬁ(r Vi) + r%(senﬂVe) + r%%], (A.13)
1 e, rgg reenfley
VxV(r,0,¢}) = —— g’; 37 = , (A.14)
r?send V,v 1‘%/9 rse?t%ng.

2 1 19_( 2 8 9 9 L&
ViU(r,0,¢) = rsend [‘“’"gar " arU + a6 SenBBBU ¥ send WU ’
| (A.15)

donde U(r,8,¢) y V(r,8,4) son funciones escalar y vectorial, respectivamente, de las
coordenadas esléricas.
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Figura A.2 Se muestra el sistema de coordenadas ellptico y algunas de tas superficies

coordenadas para u=constante y v=constante. El conjunto de vectores unitarios {eu, e.,}
constituye una base para el sistema coordenado,

Coordenadas Elipticas

Este caso es muy importante pues permite generalizarlo a sistemas m4s complejos de
gran utilidad en Dindmica Estelar, Este sistema est4 definido por el siguiente conjunto de
transformaciones:

21 = acoshu cosy
T3 = asenhusenv (A.16)
T3 = ¥3

donde la terna (z1,z3,23) denota un sistema de coordenadas cartesjano.

Las superficies para este sistema de coordenadas son (Véase figura A.2):
1. Las equisuperficies para u = constante y 0 < u < oo resultan ser cilindros elipticos,
2. Para v = constante y 0 < v < 27 se obtienen cilindros hiperbélicos, y finalmente,

3. Para z3 = constante y —co < 23 < 00 las superficies son planos paralelos al plano
T1E9.

Los factores de escala para esta transformacién estdn dados por
hy = hy, = a[senh?u + sen2v]1/2,
hy = h, = a[senh®u 4 sen’v]lﬁ, (A1T)
h’3 = hxa = 1.
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Las expresiones para los operadores diferenciales son

1 3 ad 2 9 11/2 a
VU = afponk? 1 senz]'ﬁ [Eu ™ Ute, EEU + e, a[senh®u  sen®v) py U,
(A.18)
= 1 a 2 2.11/2
V-V = a?[senh?u + sen?v] [Bu (a[senh u+sen’o] TV,
g 2 2, 11/2 d ( » 2 2
+ o afsenh®u  sen®v] "V, | + 9z \° [senh®u + sen“vjV,, )1, {A.19)
1 eqalsenh?u + sen? v]l/2 eyafsenh®u + sen?v]ll2 e,
VxV = .58_ 3@_ aa_
a’[senh?u + sen?v Y v z3 |
[ ] a[senh?u + s'£511211]l/2‘Vu a[senh?u + senzu]lﬂVu Vi,
(A.20)

1 i d (0 a d
277 g9 efo I I TERS 2,0 9
ViU = a’lsenh?u 4 sen?v)] [au (Buv) + dv (Bv U) + dx3 (a lsenh®u + sen”o] dz3 U)]
(A21)

Coordenadas Prolatas Esferoidales

Rotando el sistema anterior alrededor de su eje mayor e introduciendo un dngulo
azimutal se obtiene un sistema en tres dimensiones (Véase figura A.3).

Las ecuaciones de transformacién entre el sistema cartesiano (z1,22,%3) y este nuevo
sistema de coordenadas (u,v, ¢) resultan ser

z1 = asenhusenv cos¢
z2 = asenhu senvseng (A.22)

T3 = acoshu cosv.

Ademds, presentan las siguientes propiedades:

1. Para u = constante con 0 < u < 00 se obtienen esferoides prolatos.
2. Para v = constante con 0 < v < 7 se obtienen hiperboloides de dos hojas.
3. Para el caso en que ¢ = constante con 0 < ¢ < 27 resultan planos a través del eje 3.

Los factores de escala para este sistema son

1/2

hy = h, = a[senh®u + senzv]llz, (A.23)

hy = hy = asenhusenv.

hi = hy = a[senh®u + sen’v]
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Figura A.3 Sistema de coordenadas prolalas esferoidales. Se muesira una seccién transver-
gal, la base del sistema {eu, eu,qu,} ¥ algunas equisuperflicies.

Sin embargo, resulta mds conveniente introducir un nuevo conjunto de coordenadas para
aplicar el método de separacién de variables y se define como sigue (Arfken 1970)

€1 =cosht, 1<§ <
£ = cosv, ~1<6 <1 (A.24)
& = ¢, 0<&<2r

donde los nuevos factores de escala son

: (A.25)
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Las expresion para los operadores diferenciales en este sistema estan dados por

0 d J
VU(Ehf?;&i) = € EEI—U + €, "5672-(] + e,

TRY (A.26)

“artalile o

[(fl -8)"0-4)""'ve | + 53?[(& s 1()6‘%”_(15%-) )" )

V'V(‘flafhea)

(A.27)
2 .y 1/2 s L2\ 1/2
(58) o (£8) 0 @0 00"
i
AVXV(&:E?:&}) = m %1,2 8—2;1/2 '8'%,' )
(59) v (56) v @omeaw,
(A.28)
1 9
V(6 6.6) = 5 { e e,)ae 2 [e- )EU]
+ s [(1 fz) ]+ : ir’E—U}. (A.29)
(& -¢d) ot (& — 11 - €2) 083

Coordenadas Oblatas Esferoidales

Este sistema de coordenadas se obtiene como un extensién al sistema de coordenadasg
elfpticas rotdndolo alrededor de eje menor e introduciendo nuevamente un dngulo azimutal
(Véase figura A.4). Las superficies coordenadas son las siguientes:

1. Para u = constante con @ €< u < 0o se obtienen esferoides oblatos,
2. Para v = constante con —F < v < ¥ se obtienen hiperboloides de una sola hoja, y
3. Para ¢ = constante con 0 < ¢ < 2 resultan planos a través del eje x3.

Las ecuaciones de transformacién de coordenadas se escriben como
x1 = a coshu cosv cosd,
T2 = acoshu cosvseng, (A.30)
z3 = asenhusenw,

donde nuevamente, (z1,23,23) denota un sistema cartesiano de coordenadas. ILos
factores de escala para esta transformacién son

hi = hy = afsenh?u + sen?v]lﬂ,
hy = hy, = a[senh®u + sengv]uz, (A.31)

h3 = hy = acoshu cos.
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(| Axis of rorational symenetsy

v=1

Figura A.4 En estn figura se muestra uns seccldn transversal del slslema de coordenadas
oblato esferoidal y ¢l conjunto de vectores unltsrios {e.,, Cuy eqe,} para esle aislema.

Debe hacerse notar que si se insiste en considerar que ¢ aumente de 24 a z9 y en el orden
(4,0, ¢) se obtiene un sistema lzquierdo, Por lo que serfa necesatio Introcudir un ~1 en
el rotacional, o bien, alterar ef orden del slstemna coordenado usando (v,u,¢). En algunos
casos, resulta mds conveniente introducir un nuevo sistema de coordenadas (£1,8,83)
definido por

§1 =cosy, —1<é <1
{2 = senhu, 0<¢& <oo (A.32)
b=¢, 0<¢< 20

con factores de escala dados por las sigulentes expresiones

¢? +£2 1/2
hfl = a(';—mﬁg "

2z 112
h¢,=a(%i:—é—’—) , (A39)

hey = al(1 - €)1 + &)

-

En este nuevo sistema de coordenadas los operadores diferenciales adquieren la forma




a1

siguiente

d

AL (A.34)

d 9
VU(‘Elafh&i) = € 'éE;U + 9596—£;U -+ @,

YV 6) = gy 1+ gg){% [(E? +e8) (1 - 5,2)””1/,5,]

0 [ i 211/2 ] ﬁ_[ (¢ + €)
+ TR [(Ei +€2) (1+EZ) V& + 9t, (1 —5%)1,2(1 +€22)1/2 VEJ]}!

(A.35)

1/2 1/2
2, 47 24 ¢2 13 12
€¢, (El—{-:" ) R 7 (E1+(2 ) ¢, (1—5?) (1+£';')
1 9

VXV(EIa&a{a) = m BE; s -5% - b.%‘. ,
Ve, (%‘}) Ve, (%i%?‘) Ve, (l—f’f)m(ueg)m
(A.36)
1 1 d 9
VIU(&:,6,6) = g{m%[(l - ff)é‘é’l"U]
19 2 8 ] 1 ra }
MGETOER [(1”’)3&‘] taTaara e’ | (A.37)

Sistema de Coordenadas Elipsoidales Confocales
Sea (21,23,23) un conjunto de coordenadas cartesianas. Las coordenadas confocales
elipsoidales (A, t,v) se definen como las tres rafces para ¢ (de Zeeuw 1984) en la ecuacién

ch 2 2

£+ a

siendo @, 3 y v constantes con @ < f# < y. Ademds, las rafces satisfacen la desigualdad

=1, (A.38)

=y SvE-f<pL-al (A.39)

Las ecuaciones de transformacién estan dadas por las siguientes relaciones

s _ (At a)(p+ (v +a)

x

‘ (a=P)a—-7)
o2 = A Bt B)v + )

S (R () (440)
22 = QDB LN )

(r-a)y-8)
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Figura A.5 Sizlems de coordenadas elipsoldal confocal. Se muestran las superflclea
coordenadas:

1. Elipacides esferoldales para A=constante,

2. Hiperboloides de una sols hoja para p=constante y,

3. Hiperboloides de dos hojas para v=constante.

Con
Adptv=—a—f~y+a}+adtal,
MApy v =af + By +ya— (B4 )2} - (v + @)} — (a+ )2k, (Adl)
Mw = ~afy + Byal + yaz} + afial,
Este sistema de coordenadas presenta las siguientes superficies (Véase figura A.B):

1. Para A = constante se obtienen elipsoides dados por la ecuacién

mf+x§+m§ _ 1
FRTRP L SRy B WP

5i A es muy grande el elipsoide degenera en una esfera de radio v/}, y si A se hace muy
pequeiio degenera en un elipsoide muy alargado con su eje mayor en z4 ¥ eje menor en
1. En el caso limite en que A = ~o degeneraen laelipse 23 /(8 — o)+ 23 /(7 ~ o) = 1
cuyos focos estan dados por 23 = +/y — 0.

2. Las superficies generadas por i = constante representan hiperboloides de una sola
hoja los cuales estan descritos por la ecuacién

2 2 2
ot Z3 z3

- =1
—(a+ p) u+ﬂ+#+7
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3. Finalmente, las superficies generadas por v = constante representan hiperboloides de
dos hojas descritos por la ecuacién

2 2 2
Ly Ty 3 =1

(et )  =(B+y) ety

As{, a cada punto (21,22,%3) se encuentran asociadas tres superficies (un elipsoide,
un hiperoloide de una sola hoja y un hiperboloide de dos hojas) que son ortogonales
entre sf. Ademds, la transformacién de (z1,23,23) a (A,p,v) es tnica pero la |
transformacion inversa no lo es. A cada punto (A, u,») se encuentran asociados ocho
puntos diferentes (4=, +zy, £2,).

Los factores de escala para esta tranformacién estan dados por las siguientes

expresiones

oo Q-m-v
P 0T O+ A0 F]
I p=-Npe-v 17
Sal) (s Ty ) Torarien | IER (442)
A ¥ N ) T N B
S} XIS T ) Taiey | I

Los operadores diferenciales para coordenadas esferoidales confocales se escriben a

continuacién
VU v) = ex 20 4 e, DU e, 2 "
T EOGT T g T e A43)
V-V(/\ I V) = 1 i -(A — u)lﬂ(A _ I/)lﬁ Vi
R O ORA CEIO RO |
Y S A= i o A e ) Y
: —-am F _ A2, o N1/2
+ ho(h = ) P2 (i — )77 By _(A ) (- )2V, |, (Ad4)




VXV(Ap,v) =

V2 U(A,H, y) —

_,i_
hal(X = w)(n = )]

+
hy [()\ ~v)(p - V)]IIQ v
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hier hye, h,e,
8 9 A

R AN A (A.45)
haVa BV, BV,

kb,

2 i
h,\[(A - (X - )]1/2 ax

{[(J\+a)()~+ﬁ)(,\4 7)]112 ij }

2

{[( v+ a)(v + B) ,,+,T)]1/2 9 }

(A.46)
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