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Un modelo estructural de un material en tres dimensiones puede ser diseñado, en muchos casos 

como un conjunto de esferas idénticas (congruentes) que ocupan un espacio disponible dado. 

Cuando este espacio se limita a una región predeterminada, tal como canales de una matriz porosa 

nanoestructurada llenada por átomos o moléculas de una sustancia, las propiedades de la materia 

resultante dependen en gran medida del arreglo y densidad de las partículas. 

Los materiales nanoporosos, como las zeolitas, son de gran importancia para la ciencia y la 

industria, principalmente para el desarrollo de nuevos materiales. Sus aplicaciones comúnmente 

pueden ser modificadas al cambiar sus estructuras, o al cambiar las partículas que se encuentran 

en sus poros. Con el objetivo de estudiarlas se propone realizar un proceso de deposición de 

partículas de gases inertes en los poros principales de la zeolita mordenita, utilizando el método 

de simulación Monte Carlo. 

Palabras clave: Empaquetamiento de esferas, Método Monte Carlo, Metrópolis, Cilindro elíptico, 

Mordenita. 
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A three-dimensional structural model of a material can be designed, in many cases as a set of 

identical (congruent) spheres that occupy a given available space. When this space is limited to a 

predetermined region, such as channels of a nanostructured porous matrix filled by atoms or 

molecules of a substance, the properties of the resulting matter depend largely on the arrangement 

and density of the particles. 

Nanoporous materials, such as zeolites, are of great importance for science and industry, mainly 

for the development of new materials. Its applications can commonly be modified by changing its 

structures, or by changing the particles found in its pores. In order to study them, a deposition of 

inert gas particles in the main pores of the mordenite zeolite using the Monte Carlo simulation 

method its proposed. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Las estructuras compuestas de esferas del mismo tamaño en un contenedor cilíndrico es un tema 

que se discute frecuentemente en investigaciones recientes. Eso es motivado por la alta 

aplicabilidad de dichos modelos, debido a los avances en la ciencia e ingeniería de nanomateriales 

y el desarrollo de materiales jerárquicamente ordenados con estructuras y propiedades específicas. 

Sus características dependen estrictamente del arreglo y densidad de los átomos en canales de una 

matriz porosa nanoestructurada. Un interés especial está enfocado en un empaquetamiento 

aleatorio denso, el cual por su naturaleza no es totalmente aleatorio cuando las esferas no se 

traslapan. 

1.1. Planteamiento del Problema 

El desarrollo de la ingeniería de los materiales y el estudio de sus propiedades es un tema crítico e 

indispensable en la ciencia. Los modelos teóricos y experimentales utilizados son difícilmente 

aplicables por lo que la simulación por computadora proporciona una alternativa eficaz para el 

estudio de sus estructuras. Dentro de los diversos tipos de materiales, los llamados micro o 

nanoporosos son vitales para una amplia gama de industrias. Las zeolitas forman parte de este tipo 

de materiales, y debido a sus propiedades estructurales únicas, se utilizan como catalizadores y 

adsorbentes de diversos compuestos. La importancia crítica de las zeolitas es que su porosidad 

forma una red de canales internos de múltiples tamaños de dimensiones moleculares; Si están 

llenos de sustancias huésped, las propiedades del material resultante dependen de la relación de 

los diámetros entre el canal y la molécula huésped (la molécula que se ha adsorbido). La mayoría 

de los experimentos realizados solo arrojan datos macroscópicos de las partículas adsorbidas, por 

lo tanto, los métodos de simulación molecular son una alternativa atractiva y eficiente que ayuda 

a validar los resultados experimentales, ya que pueden realizar cientos de escenarios diferentes 

solo a través de un costo computacional. 

Una herramienta común para la simulación de tales sistemas es el método de Monte Carlo (MC), 

desarrollado Metropolis y Ulam (Metropolis, 1949). Dicho método tiene la ventaja de que no 

presentan un consumo computacional alto, a diferencia de otras formas de simulación como las 

basadas en Dinámica Molecular. Los métodos MC son herramientas estocásticas para obtener 

resultados “probabilísticamente” correctos y permiten un análisis estático de los valores 

resultantes. 
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El modelado de estructuras materiales es una de las áreas principales en donde se emplean los 

métodos MC.  

1.2. Justificación 

El estudio del empaquetamiento de esferas es importante en diferentes áreas. En primer lugar, un 

empaquetamiento más denso significa la mejor utilización de espacio. Por lo tanto, es un problema 

básico de matemáticas, física e ingeniería, y uno de los problemas computacionales más 

importantes. El poder recrear empaquetamientos de diferentes densidades, preferentemente altas, 

permite el estudio y desarrollo de nuevos materiales pertenecientes a cualquier estado de la materia 

conocido. El enfocar la investigación al llenado de canales de un tipo de material nanoporoso 

(zeolitas, p. e.) a través de la deposición de partículas en sus canales principales permite estudiar 

sus capacidades de empaquetamiento y su estructura, por lo tanto, tiene un alto nivel de aportación 

al desarrollo y estudio de nuevas tecnologías. 

1.3. Objetivos 

1.3.1. Objetivo general: 

Investigar los efectos de bajos valores en la razón entre los diámetros de un contenedor cilíndrico 

elíptico y del diámetro de esferas en la densidad y estructura de empaquetamiento de un canal 

principal de mordenita. 

1.3.2. Objetivos específicos: 

1. Analizar la literatura pertinente a los diversos modelos de simulación computacional de 

deposición y empaquetamiento de esferas en contenedores cilíndricos. 

2. Analizar y Modelar la estructura de un canal principal de mordenita como un cilindro 

elíptico, y de partículas de gases inertes como esferas. 

3. Simular la deposición de partículas de gases inertes en canales principales de mordenita. 

4.  Analizar los resultados de las estructuras obtenidas en términos de la densidad y estructura 

de empaquetamiento 
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1.4.  Metodología 

1. Estudiar el estado del arte relacionado con los modelos de empaquetamiento de esferas 

congruentes. 

2. Investigar y elegir los ambientes o lenguajes de programación adecuados para la 

simulación de los diferentes modelos de empaquetamiento. 

3. Simular los modelos de empaquetamiento para diferentes razones de diámetro de cilindro 

al diámetro de esfera 

4. Investigar sobre el efecto de helicidad en pequeños empaquetamientos 

5. Desarrollar una simulación de empaquetamiento de esferas n contenedores cilíndricos 

regulares. 

6. Estudiar el estado del arte relacionado con el diseño de materiales porosos (zeolitas) y sus 

aplicaciones. 

7. Adaptar nuestros esquemas de simulación a un diseño zeolítico. 

8. Realizar una simulación de empaquetamiento de esferas dentro de canales porosos 

modelados como cilindros. 

9. Hacer pruebas, analizar y comparar resultados. 
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1.5. Esquema general de la tesis 

En el capítulo 2 revisa la literatura pertinente a los procesos de empaquetamiento de esferas, sus 

modelos y diseños experimentales más utilizados.  

En el capítulo 3 se exploran los enfoques computacionales, el método Monte Carlo y sus 

algoritmos derivados, y los métodos de teselación matemática.  

En el capítulo 4 se revisan los materiales porosos, sus tipos y aplicaciones, con énfasis en la zeolita 

mordenita.  

El capítulo 5 se centra en la descripción del proceso de modelado, simulación y sus resultados, 

donde primero se realiza el modelado de los nanoporos como contenedores cilíndricos y de las 

partículas de gases inertes como esferas rígidas; posteriormente, se describen la simulación como 

un proceso de 3 etapas: configuración inicial, agitación y deposición; y para finalizar se presentan 

los resultados de la simulación. 

 En los capítulos 6, 7 y 8 se presentan las conclusiones de la investigación, sus productos y el 

trabajo futuro, respectivamente. 
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2. EMPAQUETAMIENTO DE ESFERAS 

Un modelo estructural de tres dimensiones puede ser diseñado, en muchos casos como un conjunto 

de esferas idénticas (congruentes) que ocupan un espacio disponible dado. Cuando este espacio se 

limita a una región predeterminada, tal como canales de una matriz porosa nanoestructurada 

llenado por átomos o moléculas de una sustancia, las propiedades de la materia resultante dependen 

en gran medida del arreglo y densidad de las partículas. Tal estructura se puede modelar como un 

empaquetamiento (packing) de esferas congruentes en un recipiente cilíndrico. El 

Empaquetamiento de esferas es uno de los modelos más estudiados. En 1959, Bernal empleó por 

primera vez un empaquetamiento denso y aleatorio (random dence packing) de esferas 

congruentes como un modelo útil para un líquido ideal (Bernal, 1959). Después, este enfoque 

generó un interés considerable de los investigadores a consecuencia de la diversidad de 

aplicaciones prácticas y las estructuras descritas en función de los materiales utilizados, la forma 

del espacio, el tamaño de la esfera, etc. 

 

 

2.1. Problema de empaquetamiento de esferas y sus aplicaciones 

La investigación del empaquetado no-sobrepuesto (non-overlapped) de esferas rígidas (hard 

spheres) en un espacio euclidiano con d-dimensiones, ha sido motivado fuertemente por el estudio 

de los procesos en los reactores químicos y nucleares, así como intercambiadores de calor térmicos, 

ver, por ejemplo, (Tingate, 1973; Mueller, 1992; Mueller, 2010; Zou, You, 1995; Gan et al., 2010; 

Chigada, 2011). Una revisión de la literatura que describe la estructura del empaquetamiento 

aleatorio de partículas del mismo tamaño y su conductividad térmica, ha sido presentada en (Van 

Antwerpen et al., 2010). En la ingeniería química y en la física de materiales, se aplican modelos 

de empaquetamiento de esferas congruentes para la descripción de diversas estructuras de los 

materiales, tales como cristales (Bernal et al., 1964; Frenkel, 1987), líquidos (Bernal, 1959), 

huesos (Lal y Sun, 2004), etc. Tales modelos también son utilizados para la predicción de 

propiedades de los procesos de transporte en sistemas de flujo gas-líquido (Schwidder y 

Schnitzlein, 2010). Las estructuras de empaquetamiento de esferas del mismo tamaño son modelos 

adecuados para estudiar las propiedades de una materia en estado de equilibrio, en línea con el 

estado crítico de densidad en el punto de transición entre dos fases para diversas materias de tipo 
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granular (Aristoff y Radin, 2009), tal como, polvo (Owe Berg, 1969; Li y Funkenbusch, 1992; 

Umbanhowar y Goldman, 2010), cerámica (Tan et al., 2009), arena (Radin, 2008), etc. Los 

investigadores observaron algunos fenómenos físicos que ocurren con frecuencia en espacios 

semiconfinados como consecuencia de una creciente densidad debido a la presencia del campo de 

gravitación o una influencia externa excesiva: fluidificación, segregación, reestructuración, 

deformación elástica, fragmentación, flujo de plástico, abrasión (Li y Funkenbusch, 1992; Abreu 

et al., 1999; Siiriä y Yliruusi, 2007), solidificación (Bowen et al., 2011), la dilatancia  (Radin, 

2008), cohesión (Vandewalle et al., 2012). Tales deformaciones afectan a la densidad máxima 

alcanzable de empaquetamiento, así como su estructura y propiedades. 

El problema teórico del empaquetamiento más denso de esferas congruentes en un espacio 

euclidiano pertenece a los problemas de optimización de la geometría discreta y computacional, y 

puede expresarse como sigue:  

Para un conjunto dado de esferas con radios idénticos, es necesario encontrar una arreglo 

posicional en una espacio de empaquetado tridimensional (todo el espacio, un cilindro, un cubo, 

etc.) que tiene la más alta densidad, es decir, lo que minimiza la cantidad de espacio vacío entre 

ellos. Se sabe que incluso para versiones restringidas con objetos regulares e idénticos, y dominios 

de espacio de pocas dimensiones, este problema es NP-duro (NP-hard), y por lo tanto su solución 

exacta no se puede obtener en tiempo polinómico a menos que P = NP (Garey y Johnson, 1979). 

Hay sólo pocos resultados teóricos sobre estas estructuras y sus métricas, debido la complejidad 

de la geometría. 

 

2.2.  Modelos de Empaquetamiento 

Partículas idénticas de forma esférica empaquetadas en un espacio cerrado tridimensional 

producen una variedad de modelos, teniendo en cuenta los diferentes métodos de llenado y las 

hipótesis del problema. El interés de los investigadores se centra en la predicción de la estructura 

de empaquetamiento y sus propiedades. Inicialmente, los modelos de se clasifican en ordenados 

(regular) (Tingate, 1973; Rocke, 1971), y aleatorios (random) (Tan et al., 2009). Arreglos 

ordenados de empaquetamiento comprenden filas y capas colocadas en patrones cristalinos 

cúbicos o hexagonales. Un empaquetamiento aleatorio de alta densidad se conoce como un 
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empaquetamiento aleatorio denso. El término “aleatorio” indica que la estructura de 

empaquetamiento permanece aleatoria, incluso si la densidad aumenta sobre el rango comúnmente 

observado. En ausencia de un ordenamiento global cuando las esferas alcanzan una proximidad 

más cercana, las más altas densidades de empaquetamiento se pueden lograr a través de un 

movimiento: una agitación (shaking) (Ove Berg et al., 1969; Scott y Kilgour, 1969), vibración 

(Tingate, 1973; Li y Funkenbusch, 1992; Rocke, 1971)  o golpeteo (tapping) (Owe Berg et al., 

1969; Li y Funkenbusch, 1992). Un empaquetamiento de mínima densidad se conoce como un 

empaquetado suelto (loose) aleatorio (Lal y Sun, 2004; Aristoff y Radin, 2009). Tal empaquetado 

no requiere ninguna agitación o sacudida. Entre estos dos límites se puede producir un número 

infinito de arreglos de partículas. El empaquetamiento también puede permitir recortes (Chen et 

al., 2001), deslizamiento, deslizamiento por rodada (Sliding) (Spedding y Spencer, 1995), 

levantamientos (lifting) o superposición (overlapping) de las partículas (Gan et al., 2010; Riefler 

et al., 2011). 

 Además, los modelos de empaquetamiento deben dividirse en estáticos, dinámicos y 

combinados. Los modelos estáticos producen una disposición fija de esferas (Schwidder y 

Schnitzlein, 2010), mientras que los dinámicos son capaces de producir una secuencia de arreglos 

(Jerier  et al., 2010). El enfoque más simple para simular un empaquetamiento estático es una 

adición secuencial de partículas a una configuración inicial. Físicamente el enfoque más realista 

es el modelado de una deposición secuencial de esferas bajo la influencia de la gravedad, 

soltándolos desde ubicaciones aleatorias y permitiendo que rueden hasta que lleguen al fondo del 

recipiente o sobre otras tres esferas en una posición gravitacionalmente estable. Los modelos 

dinámicos no incorporan los efectos de la gravedad. Mueller (2005) observó que, 

independientemente de la naturaleza del empaquetamiento, el equilibrio estable final de la 

estructura geométrica de las partículas empaquetadas es de interés principal, y que influye en gran 

medida a todas las propiedades de empaquetamiento. 
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2.3. Densidades de empaquetamientos 

Muchas investigaciones, tanto experimentales como computacionales, ocupan de la descripción y 

predicción de las propiedades estructurales globales y locales de un empaquetamiento. Los 

parámetros principales de un empaquetamiento son el coeficiente de ocupación de espacio 

(densidad) y la fracción de huecos (porosidad). En 1611, Johannes Kepler conjeturó que la 

densidad de un empaquetamiento de esferas congruentes nunca es mayor que π/(√18)≈0,74048 

(Marchal, 1992). A pesar de la aparente simplicidad de esta afirmación, la conjetura de Kepler ha 

sido probado por Hales sólo recientemente, en 1998 y revisada en 2005 (Hales, 2005). El 

coeficiente de ocupación del espacio de Kepler implica también la más baja fracción de huecos 

conocido a alcanzar. En 1955, Rankin (1955) obtuvo 0.827 como un límite superior para estas 

densidades, y tres años más tarde, Rogers bajó ese valor. El teorema de Rogers afirma que la 

densidad de la disposición de esferas iguales que no se traslapan no puede exceder 

√18 [𝑐𝑜𝑠−1 (
1

3
) −

1

3
𝜋]=0.7797, 

pero no implica que este límite superior es necesariamente obtenible (Rogers, 1958). Por 

consiguiente, la fracción de espacio vacío no puede ser menor que 0.22036. Cuando las esferas se 

empaquetan al azar, la fracción de huecos típicamente se encuentra en una región que rodea a 0.38, 

y de acuerdo a Scott (1960), es poco probable que pueda encontrarse fuera de los límites de 0.36 

y 0.39. En una publicación más reciente, Zhang et al. (2006) afirmó que estructuras ordenadas 

alcanzan un rango de porosidad [0.2595. . . 0,4764]. Los empaquetamientos desordenados 

presentan una porosidad mucho más pequeña, la cual cae en el rango de [0,36. . . 0,40]. No hay 

una teoría que proporcione un valor exacto, pero un límite bien aceptado es 0.36, el valor tiene una 

variación muy pequeña dependiendo de la fuente consultada. Algunas densidades importantes de 

empaquetamiento de esferas son las siguientes: 

• El límite superior de densidad de la disposición de esferas iguales que no se traslapan es 0.7797 

(Rogers, 1958); 

• La densidad máxima de un empaquetamiento ordenado es aproximadamente 0.74048 (conjetura 

de Kepler) (Marchal, 1992); 

• La densidad estrecha de un empaquetamiento aleatorio es aproximadamente 0. 6366 ± 0.0005 

(Scott y Kilgour, 1969); según datos mejorados, los valores experimentalmente que se pueden 
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obtener de un empaquetamiento denso aleatorio cae dentro del rango de 0.64 ± 0.02 (Berryman, 

1983); 

• La densidad de un empaquetamiento suelto y aleatorio de materia granular es 0.608 ± 0.006 

(Scott, 1960); 

• La densidad de un empaquetamiento suelto y aleatorio de materia granular, al límite de una fuerza 

gravitacional de cero, es 0.555 ± 0.005 (Onoda y Liniger, 1990). 

 

2.4. Estudios experimentales 

La mayoría de la información referente a las propiedades de empaquetamientos proviene de los 

resultados experimentales, esto debido a la complejidad de la geometría de modelo. Los estudios 

experimentales implican la construcción de un modelo físico, y luego el medir las propiedades 

estructurales deseadas. En las investigaciones (Tingate, 1973; Mueller, 1992; Zou y Yu, 1995; 

Stan·ek y Eckert, 1979; Zhang et al., 2006), se dio un extenso análisis y revisión de las técnicas 

experimentales. Varias técnicas que se han utilizado para determinar las fracciones de huecos 

radiales (Radial Voids) fueron revisadas brevemente por Mueller (2012). 

 

2.4.1. La influencia de los estados de la materia en la densidad del 

empaquetamiento 

Por lo general, las esferas congruentes tienen un coeficiente de ocupación del espacio en el rango 

60% - 64%. German (1989) indicó que la densidad de agitación (vibrado) depende del material, la 

amplitud de la vibración, la frecuencia de vibración, el aparato de corte y prueba, y varía con la 

duración de la vibración. Sin embargo, McGeary (1961) señaló que una amplia variedad de 

materiales (plomo, azufre y perdigones de acero, bolas de acero, perlas de vidrio, arena esférica, 

frijoles redondos de California y semillas de amapola) todas producen empaquetamientos dentro 

de este rango de densidad. Los resultados para un material y contenedor determinado son 

reproducibles hasta una fracción de 1%, mientras que los tamaños de los diferentes materiales 

probados varían considerablemente. La principal conclusión fue que ni la densidad del material ni 

una diferencia en el tamaño de un material a otro afectan significativamente la densidad de 
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empaquetamiento. La diferencia en la densidad entre los estados sólidos y los líquidos de 

sustancias monoatómicas simples, tales como los gases raros, es 15-16%, que es aproximadamente 

la diferencia entre la densidad de esferas rígidas en un empaquetamiento regular y la densidad 

medida para un modelo de esferas rígidas  en un empaquetamiento denso y aleatorio (Rice, 1944; 

Scott y Kilgour, 1969). Teniendo en cuenta el estado de la materia, Bernal et al. (1964) hecho una 

sugerencia de que la estructura de un líquido puede ser considerada como una "pila" de moléculas, 

en contraste con la estructura de un sólido cristalino que puede ser considerada como una "pila" 

regular. Varias propiedades de los líquidos han demostrado tener sus contrapartes geométricas en 

un empaquetado aleatorio de esferas rígidas (Scott, 1960).  

Vandewalle et al. (2012) estudiaron la influencia de la humedad relativa en los resultados 

experimentales con empaquetamientos aleatorio. Se utilizaron piezas de vidrio de tamaño 

milimétrico. Los autores observaron cargas eléctricas en las cuentas cuando la humedad del aire 

es baja, debido a la fricción producida por el contacto entre las cuentas. Cuando la humedad fue 

aumentando, las cargas desaparecieron de manera exponencial y puentes líquidos se formaron 

entre los granos en contacto por una condensación capilar. Los autores señalaron que las fuerzas 

de cohesión como puentes líquidos y cargas eléctricas, representan una barrera para 

reorganizaciones locales y podrían enmascarar o modificar las propiedades físicas de los 

materiales granulares. Según este estudio, la mejor condición para la realización de experimentos 

granulares con piezas de vidrio corresponde a una humedad relativa de aproximadamente 45%, 

cuando la cohesión es mínima. 

 

2.4.2. El efecto de pared 

Se sabe que las esferas cerca de la pared de un recipiente forman más estructuras ordenadas que 

los de la región interna de empaquetados aleatorios. Este efecto “pared” (wall effect) se propaga 

de dos a cuatro diámetros de esferas en el recipiente, dependiendo de la densidad de 

empaquetamiento, véase, por ejemplo (Zhang  et al., 2006). Este fenómeno hace que las 

propiedades estructurales de partículas cerca de la pared difieran a los que están lejos de la pared. 

El efecto pared consta de dos componentes: 1) el efecto de la pared lateral (dirección radial) y 2) 

el efecto de la pared superior-inferior (top/bottom) (dirección axial o de efecto espesor). El efecto 

de la pared lateral para esferas empaquetadas en recipientes cilíndricos se ha estudiado por varios 



 

19 

 

años (Tingate, 1973; Rocke, 1971; Mueller, 1997; Abreu et al., 1999; Zhang et al., 2006; Wensrich, 

2012). El efecto de pared se puede cuantificar por una función de distribución radial, el cual es el 

número de esferas por unidad de volumen a una distancia dada de un punto fijo (Chan y Ng, 1988).  

El efecto de pared se caracteriza a menudo en términos de la porosidad. Una comprensión 

cuantitativa de la variación de la porosidad es esencial para la evaluación del efecto de pared en 

un fluido. Se han empleado diferentes técnicas experimentales para medir la variación de la 

porosidad de empaquetamiento a una distancia de la pared del recipiente, por ejemplo, utilizando 

diversas sustancias como parafina o resina epoxi como un sustituto de vacío, o la aplicación de la 

radiografía de rayos X, tomografías computadas de alta resolución en cada ensamblaje (Wensrich, 

2012) para controlar la posición de las partículas. Una revisión más reciente de las técnicas 

experimentales utilizadas se presentó en el documento de Mueller (2012). 

Debido al efecto pared superior-inferior, la porosidad es dependiente de la esfera y los diámetros 

de los cilindros, d y D, respectivamente, pero también en la razón del diámetro de partícula d a la 

altura de relleno H, que se puede denominar como el efecto espesor. Esta dependencia puede ser 

matemáticamente representado por ε (d / H, d / D) y en muchos estudios se supone implícitamente 

a ser insignificante. El estudio del comportamiento de porosidad en dependencia de ε (d/ H, d / D), 

Zou y Yu (1995) observaron que el efecto espesor puede ser identificado fácilmente por una 

constante-razón d/D. Tanto para un empaquetamiento denso, como a uno suelto, si se aumenta la 

relación d/H también se aumenta la porosidad. Se demostró que para una razón constante d/D, la 

porosidad ε(d /H, d /D) disminuye con el incremento de d / H, mientras que para una razón 

constante d / H, la porosidad  ε(d / H, d / D) aumenta con d/D para pequeños valores de d/D (menos 

de aproximadamente 0.6) pero disminuye con d/D para valores grandes d/D. Los autores 

describieron otro fenómeno: el aumento de la razón d/D dentro del rango 0.25-0.35 puede 

disminuir la porosidad ε (d / H, d / D). 
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2.4.3. La razón de los diámetros 

El impacto que tiene el efecto pared en la porosidad global depende de la razón del diámetro de 

cilindro al diámetro de la esfera D / d. Ha sido bien establecido que la porosidad total disminuye, 

mientras que esta razón aumenta. Varias ecuaciones se formularon empíricamente para cuantificar 

esta razón. Los modelos analíticos y mediciones experimentales han indicado claramente la 

presencia de una variación oscilatoria radial de la porosidad (Stan·ek y Eckert, 1979; Dixon, 1988; 

Zou y Yu, 1995; de Klerk, 2003; Mueller, 2010; Van Antwerpen et al., 2010). De acuerdo con las 

ecuaciones semi-empíricas desarrolladas por Dixon (1988), una porosidad global máxima de ε = 

0.67 se produce a D/ d ± 1.72. 

Theuerkauf et al. (2006) utiliza el método de los elementos discretos (DEM) para analizar la 

distribución de la porosidad de las partículas esféricas en tubos estrechos con un valor D/d en el 

intervalo de 3 a 20. DEM se utiliza para crear un modelo numérico explícito que se aproxima al 

comportamiento mecánico de un conjunto de partículas de forma arbitraria. Estas partículas 

desplazadas independientemente una de la otra interactúa sólo en los puntos de contacto, donde se 

les permite superponerse. Esto se conoce como un enfoque de contacto suave. 

Las propiedades de los empaquetados "pequeños" resultaron ser de especial interés para los 

investigadores (Mueller, 1997: Chu y Ng, 1989; Luchnikov et al., 2002; Magnico, 2003). Cuando 

el tamaño de una esfera comienza a ponerse demasiado cerca al diámetro del cilindro, es decir, 

aproximadamente en el rango 1 ≤ D/d ≤ 8, la función de densidad depende drásticamente en el 

valor D. Un modelado físico sencillo muestra que la densidad de empaquetamiento representa una 

función no monótona del diámetro del cilindro, que varía en el intervalo de aproximadamente 0.4 

a aproximadamente 0.6 mientras cuando la razón D/d cambió sólo de 2.0 a 2.5 (Bogomolov et al., 

1990; Burtseva et al., 2012; Burtseva et al., 2014). 

Chu y Ng (1989) estudiaron la morfología del flujo en tubos con razón de tubo-a-partícula con 

diámetros entre 2.5 y 40. Un tubo delgado generado por computadora empaquetado aleatoriamente 

con las esferas fue “teselado” (se le aplicó teselación) primero en tetraedros en el interior y en 

pentaedros cerca de las paredes del tubo. Entonces, el espacio de los poros fue representado por 

una red de canales de flujo sinusoidales circulares y triangulares interconectadas. Los autores han 

descubierto que la presencia de las paredes tuvo dos efectos contrapuestos sobre el flujo: una alta 

porosidad promovida de flujo a lo largo de las paredes, pero un área superficial mayor por unidad 
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de volumen la obstaculizó. Un estudio experimental de McGeary (1961) mostró que el efecto del 

tamaño del contenedor se convirtió en insignificante en la eficiencia de empaquetado de esferas 

congruentes para relaciones por encima de 50:1. 

Tingate (1973) considera dos regiones de empaquetamiento: la región externa, donde el espesor 

es igual al diámetro de la esfera, y el resto, en la región central. La región exterior contenía esferas 

enteras tocando la pared e introduciendo segmentos de una serie de esferas que no tocan la pared. 

La región central contenía los otros segmentos de las esferas introducidas, y el equilibrio de todas 

las esferas situadas dentro de la región central. Los experimentos han demostrado que la fracción 

media de ocupación de la región central era notablemente constante para proporciones de D/d entre 

5:6 y el infinito. Fue igual a 0.598 para D/d = 5:6 y aumentó hasta 0.615 para D /d = ∞. Esto indica 

que una proporción de D / d igual a 5:6 se puede utilizar para experimentos exploratorios sin 

sacrificar indebidamente la exactitud en la región central y la homogeneidad de la densidad de 

empaquetamiento. 

Cuando la razón D/d es grande, el golpeteo en las partículas puede ser utilizado para obtener los 

empaquetamientos más densos. Los experimentos de Li y Funkenbusch (1992) examinaron 

diámetros de contenedores que excedieron las de las partículas por 51: 1 a 343: 1, con el propósito 

de una fabricación de material en polvo. Por lo tanto, el efecto que produce el tamaño del 

contenedor se considera insignificante. La densidad de empaquetamiento aumentó rápidamente 

con los primeros golpeteos estabilizándose después de varios cientos de ellos. Un aumento de 

aproximadamente el 3% se encontró para envases típicos de partículas congruentes durante los 

primeros 500 golpeteos, mientras que 500 más producen sólo un aumento adicional de 1% y 

siguiendo hasta 200.000 golpeteos producidos generó un incremento adicional menor al 1%. Es 

decir, después de los primeros 500 golpeteos, la reducción de la fracción de huecos era 

insignificante. Los resultados se encontraban dentro de 0.1% reproducibilidad. 
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2.5. Enfoques de modelación por computadora 

Un empaquetado aleatorio denso por naturaleza no es totalmente aleatorio. El hecho de que las 

partículas no pueden traslaparse y que se colocan lo más cerca posible, introduce alguna estructura 

a un empaquetado aleatorio denso y los resultados en la formación de subestructuras ordenadas 

(Mueller, 1992; Rocke, 1971; Wensrich, 2012; Bogomolov et al., 1990). Las tres líneas principales 

en el modelado de tales estructuras y los métodos utilizados se refieren a continuación. 

2.5.1. Simulación numérica 

Una simulación numérica basada en datos experimentales es un método de investigación atractivo 

para los conjuntos físicos complejos tales como un empaquetamiento, debido a la facilidad de crear 

y reproducir un modelo para cualquier razón de aspecto del diámetro y determinar los parámetros 

con una precisión. Por otro lado, las propiedades de empaquetamiento son altamente dependientes 

de las suposiciones del método y el algoritmo de la generación. Una breve revisión de los métodos 

de simulación determinista fue presentada en (Mueller, 2005). Gan et al. (2010) proponen un 

algoritmo basado en la idea de eliminar simultáneamente la peor sobreposición y reducir el radio 

exterior para el cálculo de los parámetros de empaquetamientos densos aleatorios en lechos de 

piedra. Las simulaciones por computadora se aplicaron a los conjuntos de esferas monomodales y 

polidispersos (partículas casi esféricas). Este algoritmo puede utilizarse para diferentes tipos de 

contenedores para determinar las estructuras de empaquetamiento en zonas cercanas a la pared. 

Una comparación entre la simulación y los resultados de la tomografía de rayos X fue dada como 

una verificación del método. 

Un método de diseño asistido por ordenador (CAD) fue presentado por Lal y Sun (2004) para el 

modelado de dos cajas de empaquetamiento de microesferas extremos: (a) un empaquetamiento 

de mínimaa densidad con la máxima porosidad para una estructura ósea de células cerradas; y (b) 

una densidad máxima de envasado con una porosidad mínima para una estructura ósea de células 

abiertas. Después se determinó el número de microesferas envasados por estos dos modelos. Abreu 

et al. (1999) emplean el método de Monte Carlo para describir el embalaje y la segregación de las 

partículas en un cilindro en presencia de un campo gravitatorio y movimientos temblorosos. 

Realizó el cálculo de los perfiles de huecos en direcciones axiales y radiales, y recibió algunos 

resultados.  
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El método de empaquetamiento gravitacional de esferas basado en la simulación de Monte-Carlo 

se desarrolló y se aplicó a empaquetamiento de esferas congruentes por Roozbahani et al. (2012). 

Los autores utilizaron un enfoque de empaquetamiento cilíndrico para simular el llenado de 

diferentes contenedores rectangulares virtuales. Se consideró el efecto pared. La porosidad del 

empaquetamiento en la parte interior del cilindro se examinó también sin el efecto de los límites 

para mostrar la estructura de empaquetamiento en diferentes recipientes rectangulares con 

diferentes proporciones de tamaños secundarios. 

Para generar empaquetamientos aleatorios y sus modificaciones se utilizan con frecuencia el 

modelo de Bennet (1972). Los empaquetamientos se construyen mediante la adición de nuevas 

esferas, una a la vez, en una capa basal horizontal utilizando algoritmos iterativos secuenciales. 

Una esfera añadida se encuentra siempre en contacto con otras tres esferas.  

Un método de empaquetamiento que utiliza una técnica de adición secuencial fue desarrollado por 

Tingate y Mueller en las obras (Mueller, 1992; Tingate, 1973; Mueller, 1997; Mueller, 2005; 

Mueller, 2010). El método no emplea procedimientos aleatorios. Cuando D > 3d, se añaden esferas 

para el empaquetamiento por encima de la capa de base utilizando dos tipos diferentes de 

posiciones: 1) las posiciones de las esferas a la pared (WS) y 2) las posiciones de esfera interiores 

(IS). Las posiciones WS son lugares en los que las esferas recién añadidas entran en contacto con 

otras dos esferas y la pared del recipiente cilíndrico. Las posiciones IS son lugares donde las esferas 

entran en contacto con otras tres esferas, pero no con la pared del recipiente. La esfera que se van 

añadiendo al empaquetado debe lograr una posición estable por gravedad.  

2.5.2. Modelación por Redes 

Los espacios dentro de un empaquetamiento forman una red continua de interconexión de poros o 

huecos. La estructura de las helicidad generada por esferas depositadas al azar fue estudiada 

extensivamente durante un largo período de tiempo debido a su importancia como modelo 

predictivo en muchos procesos que involucren materiales granulares. La investigación se centra 

principalmente en la medición de las propiedades de empaquetamiento y la adquisición de modelos 

de distribución de huecos. 

McGeary (1961) describe un modelo de rodamiento de esferas en términos de sub-unidades 

tetraédricas en helicidad cerrada y empaquetamiento aleatorio de esferas uniformes. Zou y Yu 
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(1995) y Van Antwerpen et al. (2010) analizaron los huecos asociados con estructuras tetraédricas. 

Cada estructura tetraédrica contenía un poro central y cuatro constricciones externas. Aunque las 

cuatro conexiones asociadas con cada poro varían en sus tamaños, sin embargo, los poros unidos 

por una constricción común fueron similares en tamaño. Nolan y Kavanagh (1994) simulan la 

estructura de empaquetamiento como una red de poros cilíndricos mediante la aplicación de la 

técnica de teselación de Voronoi-Delaunay que fue capaz de predecir con precisión las propiedades 

de transporte del medio poroso para una difusión ordinaria.  

 El enfoque de Voronoi-Delaunay para el análisis del volumen libre, tiene en cuenta el 

empaquetado de esferas confinadas en un cilindro, se describe en (Luchnikov et al., 2002), donde 

se utilizó un diagrama de Voronoi generalizado como una estructura de datos subyacente. Los 

bordes del diagrama de Voronoi se encuentran entre los objetos, y que a menudo se conoce como 

la red de Voronoi. Se consideraron dos problemas: i) una construcción eficiente del diagrama de 

Voronoi confinado dentro de un límite cilíndrico, y ii) un análisis de la red de Voronoi para estudiar 

la distribución de los espacios vacíos (huecos) en el sistema. Se propuso un algoritmo para calcular 

la red de Voronoi para los sistemas de 3D, basado en la idea de la esfera vacía Delaunay: se mueve 

en el interior del sistema de modo que toque al menos tres objetos en cualquier momento en el 

tiempo. En este caso, el centro de la esfera se mueve a lo largo de un borde de la red tridimensional 

de Voronoi. Se proporcionaron fórmulas explícitas para calcular las coordenadas del vértice de 

Voronoi. El algoritmo fue implementado y probado en un sistema tridimensional para 

empaquetamientos con estructura desordenada, lo que representa una cama de partículas esféricas 

en cilindros de diferentes radios. Los modelos se obtuvieron utilizando el método de relajación 

Monte Carlo. 
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2.5.3. Minimización de la altura del cilindro 

Varias investigaciones tratan de minimizar la altura de un recipiente a ser llenado por un conjunto 

fijo de piezas sin traslaparse. La mayoría de los enfoques consideran recipientes rectangulares. 

Un modelo matemático generalizado para una variedad de problemas de empaquetamiento de 

objetos circulares y esféricas fue propuesto por Birgin y Sobral (2008). Estos son los modelos no 

lineales y consideran la minimización de la dimensión del contenedor, encajando piezas por 

adentro.  

Una solución para el problema de optimización de empaquetamiento de esferas congruentes en un 

cilindro de altura mínima fue propuesto por Stoyan y Yaskov (2010). Este problema es 

multiobjetivo y NP-duro. Un modelo matemático fue ofrecido y sus características se señalaron. 

Sobre la base de esas características, se propuso una estrategia de búsqueda de una aproximación 

a un mínimo global: generación de un árbol de búsqueda especial para obtener los puntos de partida 

que conducen a diferentes mínimos locales; una modificación del método de dirección Zoutendijk 

factible para calcular los mínimos locales, y una modificación del método de barrido decremental 

para buscar una aproximación a un mínimo global. Se dan ejemplos numéricos y un análisis de 

rendimiento de las soluciones. Sobre la base del modelo matemático y los experimentos numéricos, 

se extrae una serie de conclusiones analíticas. Los ejemplos numéricos ilustran que el tiempo de 

ejecución aumentó dramáticamente si el número de esferas fue de más de 200. En este caso, el 

enfoque ofrecido se convirtió en ineficaz. 
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3. SIMULACIÓN ESTÁTICA EN FISICOQUÍMICA 

MOLECULAR 

El método MC es posiblemente el método estocástico más conocido de todos. En su estado más 

básico consiste solamente en “reaccionar”, de determinada forma, a uno o más valores aleatorios, 

donde se toma en cuenta la manera en la que se obtuvo dicho valor. Este método es aplicado a 

problemas de muestreo, para obtener elementos aleatorios de diversas distribuciones de 

probabilidad; a simulación, donde, dependiendo del algoritmo, el obtener variables 

pseudoaleatorias es clave en la aceptación de nuevos estados; en problemas de optimización, donde 

el salir de óptimos locales depende de valores aleatorios; así como problemas de filtrado y de 

resolución de integrales. A continuación, se revisan los métodos MC aplicables en problemas 

relacionadas con la modelación y simulación de ensambles de partículas de materiales, así como 

para el análisis de su estructura, topología y propiedades.  

3.1. Clasificación de Métodos Monte Carlo 

Es común que en la literatura se mencione la utilización de técnicas, métodos, optimización o 

simulación MC, sin embargo, no se ha visto un intento por clasificar dichos métodos. Lo anterior 

implica una serie de confusiones al momento de utilizarlos, especialmente cuando se intenta 

replicar los resultados de algún experimento. De la misma forma, dependiendo del contexto del 

experimento, o del campo de aplicación, diversos autores utilizan los mismos métodos, pero los 

llaman de forma diferente. 

Con el objetivo de estudiar la literatura de forma correcta y minimizar las ambigüedades de los 

métodos, proponemos la siguiente clasificación de los métodos MC tomando en cuenta su forma 

de utilización, sus aplicaciones y si son derivados de otros métodos más “generales”. A 

continuación, se presentan dos clasificaciones de los métodos MC. La Figura 3.1 muestra un 

diagrama simplificado de la clasificación de los métodos MC, y la Tabla 3.1 detalla los métodos 

MC más utilizados, sus aplicaciones y los autores de dichos métodos. 

 

Tabla 3.1. Clasificación detallada de los métodos Monte Car
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 Tipo Subtipo Nombre Descripción Aplicaciones Referencias 

   

 

Importance 

(Importancia) 

El muestreo de importancia se 

basa en la idea de usar 

ponderaciones para corregir el 

hecho de que se toman muestras 

de una distribución instrumental 

g(x) en lugar de la distribución 

objetivo f(x). 

Monte Carlo Rendering (Veach, y 

Guibas, 1995). 

Johansen y Evers, 

2008;  

Doucet et al., 2001;  

Mackay, 1998;  

Binder y Heerman, 

2010. 

  

Rejection 

(Rechazo) 

La idea básica del muestreo de 

rechazo es tomar muestras de 

una distribución instrumental y 

rechazar muestras que son 

"poco probables" bajo la 

distribución objetivo 

Signal processing (Martino y Migue 

z Arenas, 2010);  

Random Variable Generation 

(Luengo y Martino, 2012). 

Johansen y Evers, 

2008;  

Doucet et al., 2001; 

Mackay, 1998. 

Muestreo  

Umbrella  

(Muestreo 

sesgado) 

En el método un potencial 

sesgado es agregado al sistema 

para mejorar el muestreo en 

regiones de alta energía o lejos 

del equilibrio, y las 

configuraciones muestreadas se 

corrigen para dar cuenta de este 

sesgo. Por lo general, se llevan 

a cabo varias simulaciones 

separadas, cada una con un 

potencial de polarización 

diferente. 

Entropía microcanónica   

(Maibaum et al., 2000);  

Estructuras proteicas (Polyansky, et 

al., 2012); 

Desdoblamiento de proteínas  

(Musiani y Giorgetti, 2017); 

Estudios enzimáticos  

(Roettger et al., 2010; Kilburg y 

Gallicchio, 2016) 

Torrie y Valleau, 

1977 

 

Cadenas 

Ocultas de 

Markov 

(Métodos 

Secuenciales) 

 

Sequential 

Importance 

Sampling 

(SIS) 

Es una técnica para aproximar 

integrales bajo una distribución 

de probabilidad utilizando una 

colección de muestras de otra 

distribución "instrumental", las 

muestras se obtendrán a partir 

de una secuencia de 

distribuciones definidas en 

espacios crecientes que se 

Filterin problems, signal processing, 

Bayesians statistical inference 

(Doucet et al., 2001; Cappe et al., 

2007; Frenkel y Smit, 1996; 

Johansen y Evers, 2008;  V B, 

Singh, Doucet , 2007; Stavropoulos 

y Titterington, 2001) 

Liu y Chen, 1998 
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obtendrán de forma iterativa 

utilizando una sola colección de 

muestras, que se denominan 

partículas 

 

 

Bootstrapping 

Primera aplicación exitosa de 

técnicas de MC secuenciales en 

el campo del filtrado no lineal. 

Tiene la capacidad de simular 

estados aleatorios y evaluar las 

densidades de transición y 

observación. 

Filtrado de señales, simulación de 

conjuntos aleatorios (Doucet, et al., 

2001; Cappe et al., 2007; Frenkel y 

Smit, 1996;  Johansen y Evers, 

2008; Vo, Singh, Doucet, 2007;  

Stavropoulos y Titterington, 2001) 

Olsson y Ryde´n, 

2005;  

Gordon et al., 1993 

Cadenas 

de Markov 

  

Gibss 

Dada una distribución 

multivariante, es más fácil 

muestrear de una distribución 

condicional que marginar 

mediante la integración a través 

de una distribución conjunta. En 

su forma más simple, es caso 

particular del algoritmo de 

Metropolis. 

El muestreo de Gibbs es aplicable 

cuando la distribución conjunta no 

se conoce explícitamente o es difícil 

de tomar muestras utilizándola, pero 

la distribución condicional de cada 

variable es conocida y se pueden 

tomar muestras de ella. 

(Martino et al., 2015; Liu, 1994; 

Gilks y Wild, 1992; Gilks et al., 

1995; Ritter y Tanner, 1992). 

Geman y Geman, 

1984 

  

 

Metropolis 

Desarrollado 

por Metropolis 

en 1953 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hastings 

Emplea un procedimiento de 

cadena de Markov para 

determinar el nuevo estado de 

un sistema a partir de un estado 

anterior, el cual se crea y se 

aceptada de forma pseudo-

aleatoria. Solo permite estudios 

de valores estáticos. Es el 

método más utilizado de 

simulación estocástica. 

Segregación (Abreu, 1999;   Castier 

et al. 1998) 

Metropolis et al., 

1953;  

Hastings, 1970; 

Frenkel y Smith, 

1996;  

Walker et al., 2006;  

Satoh, 2011 

 

Random Walk 

Se diferencia del Algoritmo 

Metropolis-Hastings por la 

utilización de una distribución 

geométrica, lo que simplifica la 

Factor de tortuosidad difusivo de 

capas sólidas (coloidales) y blandas 

(biopelículas) formadas durante 

Metropolis, et al., 

1953; Kim, 2006. 
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Metropolis 

Desarrollado 

por Metropolis 

en 1953 

condición de aceptación de un 

nuevo estado. 

procesos de filtración con 

membranas.  Kim, 2006 

 

Reverse 

Consiste en producir un modelo 

estructural (ensamble de 

átomos) que sea consistente con 

uno o más conjuntos de datos 

experimentales dentro de sus 

errores y sujeto a un conjunto de 

restricciones. Se asume que lo 

errores son puramente 

estadísticos y tienen 

distribución normal. 

Difracción de neutrones en polvo y 

monocristal (incluida la sustitución 

isotópica), difracción de rayos X 

(incluyendo dispersión anómala) y 

difracción de electrones, estructura 

fina de absorción de rayos X 

ampliada y resonancia magnética 

nuclear (ángulo mágico y segundo 

momento) 

Rango de corto a intermedio del 

orden de aleaciones binarias Al-Cu 

líquidas de las aleaciones: 

Al63.9Cu19.4Co16.7, 

Al71Cu6Co23, y Al6oCu29Co11  

Roik, 2010; Roik, 2011 

McGreevy, 1988; 

McGreevy, 2001;  

Roik, 2010; Roik, 

2011 

 

Event-Chain 

Difiere del método de 

Metropolis “tradicional” puesto 

que es libre de rechazo y porque 

mueve una serie partículas a la 

vez mientras no ocurra una 

colisión. 

Bernard et al., 2009 

 

Bernard et al., 2009 

 

 

Simulación 

Directa 

(desarrollada 

por Bird en los 

60s) 

 

Enskog 

Las principales modificaciones 

son: 

(a) 2 partículas a colisionar se 

toman de celdas separadas una 

distancia igual al diámetro de 

las esferas; 

(b) la tasa de colisión se ve 

reforzada por un factor que dé 

cuenta de las correlaciones 

espaciales. 

El método se aplica a un flujo de 

corte uniforme y se demostró que es 

consistente con (1) el tensor de 

presión exacto obtenido de la 

ecuación de Enskog en equilibrio 

local para a grandes velocidades, (2) 

la ecuación de calentamiento 

viscoso y (3) la viscosidad de corte 

Navier-Stokes obtenida de la 

ecuación de Enskog.  

(Montanero y Santos, 1995) 

Bird, 1976; 

Montanero y Santos, 

1995. 



 

30 

 

 

 

Null Collision 

Technique 

Se le conoce como el punto 

medio entre las simulaciones 

MC y las MD, en lugar de 

resolver las colisiones de las 

partículas en base a leyes 

Newtonianas, las colisiones son 

generadas de forma estocástica 

a través de tasas de dispersión y 

distribuciones de velocidad 

post-colisión determinadas a 

partir de la teoría cinética de un 

gas diluido. 

Fluctuaciones de desequilibrio, 

flujos de escala nanométrica, 

deposición de gases 

(Alexander y García, 1997) 

Alexander y García, 

1997 

 

 

Consistent 

Boltzmann 

El método de DSMC para la 

ecuación de Boltzmann se 

modifica por un desplazamiento 

adicional en el proceso de 

advección y una tasa de colisión 

mejorada con el fin de obtener 

la ecuación de estado de Esfera 

Rígida exacta en todas las 

densidades, lo que conduce a 

propiedades termodinámicas y 

de transporte consistentes en el 

régimen de baja densidad 

(Boltzmann). 

El algoritmo es más rápido que 

la dinámica molecular en 

densidades bajas y moderadas y 

se ejecuta fácilmente en una 

arquitectura paralela. 

Properties of dense gas near walls of 

micro and nano-channels (Nedea, 

2006) 

Alexander et al., 

1995 

 Simulated 

Annealing 

(Recocido 

Simulado) 

 

Virtual-Move 

Parallel 

Tempering 

Combinación entre el algoritmo 

parallel tempering, con todos 

los posibles movimientos 

virtuales de un conjunto de 

Doblamiento proteínico (Lin et al., 

Hanssmann, 2003; Schug et al., 

2004). 

Coluzza y Frenkel, 

2005 
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temperaturas (parallel virtual 

moves) 

 

 

Virtual Move 

Simulación MC que aleatoriza 

tanto los movimientos de 

traslación como los de rotación 

de las partículas. El algoritmo 

selecciona partículas 

independientes, o clusters, 

dependiendo de campos de 

fuerza locales. 

Se aplica principalmente en 

simulaciones de sistemas de baja 

densidad (Whitelam y Geissler, 

2007). 

Whitelam y Geissler, 

2007 

 

 

Parallel 

Tempering 

(Replica 

Exchange MC) 

Es la inserción del principio de 

Recocido Simulado dentro de 

un algoritmo de Metropolis. Se 

basa en generar réplicas del 

sistema original, pero con 

temperaturas más altas que las 

de dicho sistema, las cuales 

serán simuladas en paralelo. Por 

lo general es utilizado dentro de 

sistemas cuyas temperaturas 

están por debajo del cambio de 

fase. 

Derretimiento de polímeros, (Yan y 

de Pablo, 2000; Bunker y Dunweg, 

Bedrov y Smith, 2001; Doxastakis 

et al., 2001; Banaszak et al., 2004). 

Sistemas biológicos proteínicos 

(Hansmann, 1997; Kihara et al., 

2001; García y Sanbonmatsu, 2001, 

2002; Yang et al., 2004).  

Sistemas sólidos basados en 

cristales, zeolitas (Falcioni y Deem, 

1999, Favre-Nicolin y Cerny, 2002; 

Auer y Frenkel, 2001);  

Sistemas de vidrios de espín de 

rangos finitos (Swandensen y 

Wang, 1986; Marinari et al., 1992;  

Katzgraber et al., 2002); Sistemas 

Cuánticos (Ishikawa et al., 2001). 

Swandensen y 

Wang, 1986; 

Lewandoski et al, 

2014; 

Earl y Deem, 2005. 
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3.2. Métodos basados en Cadenas de Markov 

3.2.1. Algoritmo de Metropolis 

 

El método Metropolis es una variante del Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Los métodos 

MCMC implican un proceso de Markov en el que se genera una secuencia de estados 𝑥𝑡, cada 

muestra 𝑥𝑡 tiene una probabilidad Distribución que depende de los valores anteriores 𝑥𝑡−1. Como 

las muestras sucesivas están correlacionadas entre sí, la MCMC puede funcionar durante un tiempo 

considerable para generar muestras que sean efectivamente independientes de P. 

En otras palaras, emplea un procedimiento de cadena de Markov para determinar un nuevo estado 

para un sistema a partir de uno anterior. De acuerdo con su naturaleza estocástica, este nuevo 

estado es aceptado al azar. Cada prueba usualmente cuenta como un movimiento. La no-utilización 

de la dinámica restringe el método a los estudios de propiedades estocásticas, pero la libertad de 

elegir movimientos hace que el método sea muy flexible. Estos movimientos solo deben satisfacer 

una condición básica de equilibrio para que sea descrito correctamente. Una ventaja adicional es 

que algunos sistemas, como el modelo Ising, carecen de una descripción dinámica y solo están 

definidos por una prescripción de energía; para estos, el enfoque de Monte Carlo es el único 

factible (Mackay, 1998). 

El gran éxito de este método en la mecánica estadística ha llevado a varias generalizaciones, como 

el método de recocido simulado para optimización, en el que se introduce una temperatura ficticia 

y luego se reduce gradualmente. 
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La ecuación para evaluar la transición de estados dentro del método MCMC es: 

𝑃𝑖
𝑃𝑗
= exp⁡(−𝛽∆𝑈) 

donde 

𝛽 = ⁡
1

𝑘𝑇
, 

∆𝑈 = 𝑈𝑖 − 𝑈𝑗, 

k= constante de Boltzmann. 

T= Temperatura del sistema. 

U= energía del sistema. 

 

 

En la práctica, si tenemos un sistema de N partículas sometido a una temperatura T, el algoritmo 

de Metrópolis (Johansen and Evers, 2008) se implementa así: 

Inicio 

1. Seleccionar una partícula 𝑛𝑖|𝑛𝑖 ∋ 𝑁 cualquiera y calcule su energía 𝑈𝑖(𝑟) 

2. Dar a la partícula un desplazamiento aleatorio  𝑟′ = 𝑟 +⁡∆𝑟 , y calcule su nueva energía 

𝑈𝑖
′(𝑟). 

3. Si ∆𝑈⁡ < ⁡0: acepte la movida y vuelva a 1; si no escoja un número 𝛼 al azar entre [0,1]. 

Si 𝛼 < exp(−𝛽∆𝑈), acepte y vuelva al paso 1. 

Si no, rechace la movida, es decir conserva la posición de la partícula 𝑛𝑖, y vaya a 1. 

4. Luego de procesar las N partículas, guardar la configuración obtenida y vuelva a 1 para 

comenzar otro ciclo. Después de un número razonable de paso, vaya a 5. 

5. Calcule las propiedades físicas de interés a partir de las configuraciones guardadas. 

Fin 
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3.2.2. Métodos Secuenciales 

Los métodos Sequential MC (SMC) son conjunto de métodos basados en simulación, que 

proporcionan un enfoque conveniente y atractivo para calcular las distribuciones probabilísticas o 

estadísticas posteriores (Cappé et al., 2007). Los métodos SMC son flexibles, fáciles de 

implementar, paralelizables y aplicables en entornos muy generales (Doucet et al., 2001). El 

advenimiento del poder computacional barato y formidable, junto con algunos desarrollos 

recientes en estadística aplicada, ingeniería y probabilidad, han estimulado muchos avances en 

este campo. En los últimos años, ha habido una proliferación de artículos científicos sobre métodos 

SMC y sus aplicaciones (por ejemplo, Doucet et al., 2001; Cappé et al., 2007).  

Varios algoritmos estrechamente relacionados han aparecido, bajo los nombres de Bootstrap filter 

(Gordon et al., 1993), Condensation filter (Blake y Isard, 1998), Particle filter (Del Moral, 1996), 

MC filter (Kitagawa, 1996), entre otros. Se aplican en varios campos de investigación relacionados 

con estudios de sistemas de partículas, como en el procesado de señales e imágenes (Ristic et al., 

2004; Cappé et al., 2005; Doucet, et al., 2001; Liu, 2001), en simulaciones dinámicas (Liu and 

Chen, 1998), computo recursivo (Cappé, 2001). La aplicación principal de estas técnicas es la 

solución aproximada a los problemas de filtrado, predicción y suavizado utilizando Cadenas 

Ocultas de Markov (Hidden Markov Chains, HMC) (Johansen y Evers, 2008). Estos métodos se 

refieren a la inferencia en HMC, llevada a cabo mediante la propagación de una aproximación a 

las distribuciones de interés utilizando técnicas basadas en el muestreo de Importancia. 

Los métodos SMC más conocidos son el Sequential Importance Sampling (SIS) y el Bootstrap 

Filter (BF). En el primero las muestras se obtienen a partir de una secuencia de distribuciones 

definidas en espacios crecientes que se obtienen de forma iterativa utilizando una sola colección 

de muestras denominadas como partículas (Liu y Chen 1998). El BF (Gordon et al., 1993) fue la 

primera aplicación exitosa de técnicas de SMC en el campo del filtrado no lineal.  

3.2.3. Aleatorización 

Las técnicas de muestreo más conocidas que se basan en MC son: Importance Sampling (IS), 

Rejection Sampling (RS), y Umbrella (Biased) Sampling (US) (Torrie y Valleau, 1977). IS es una 

técnica para aproximar integrales tomando muestras de una distribución instrumental g(x) en lugar 

de la distribución objetivo f(x) (Mackay, 1998). En el caso de RS se toman muestras de una 

distribución instrumental y se rechazan muestras que son "poco probables" bajo la distribución 
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objetivo. En US se utiliza un valor sesgado que se agrega al sistema para mejorar el muestreo en 

regiones de alta energía o lejos del equilibrio, esto asegura un muestreo eficiente. Se le conoce 

como Umbrella por el efecto que tiene el valor sesgado de conectar regiones del sistema que se 

encuentran energéticamente separadas (Torrie y Valleau, 1974, 1977). 

Importance Sampling (IS) 

El muestreo de importancia no es un método para generar muestras a partir de P(x); es solo un 

método para estimar la expectativa de una función (Doucet et al., 2001; Mackay, 1998; Binder y 

Heerman, 2010). Puede verse como una generalización del método de muestreo uniforme. 

En el muestreo de rechazo hemos compensado el hecho de que tomamos muestras de la 

distribución instrumental g(x) en lugar de f(x) rechazando algunos de los valores propuestos por 

g(x). El muestreo de importancia se basa en la idea de usar ponderaciones para corregir el hecho 

de que muestreamos la distribución instrumental g(x) en lugar de la distribución objetivo f(x) 

(Mackay, 1998). 

𝑃(𝑥 ∈ 𝑋) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

=∶𝑤(𝑥)

𝑑𝑥 =
𝑋𝑋

∫ 𝑔(𝑥)𝑤(𝑥)𝑑𝑥
𝑋

 

 

Rejection Sampling (RS)  

La idea básica del muestreo de rechazo es muestrear desde una distribución instrumental1 y 

rechazar muestras que son "improbables" bajo la distribución objetivo (Mackay, 1998, Doucet, 

2001). 

Supongamos que queremos muestrear desde una distribución de destino cuya densidad f nos sea 

conocida. La idea simple que subyace al muestreo de rechazo (y otros algoritmos MC) es la 

identidad más bien trivial: 

𝑓(𝑥) = ∫ 1⁡𝑑𝑢 = ⁡∫
10<𝑢<𝑓(𝑥)

= 𝑓(𝑥, 𝑢)
𝑑𝑢

1

0

𝑓(𝑥)

0

 

Por lo tanto, f(x) puede interpretarse como la densidad marginal de una distribución uniforme en 

el área bajo la densidad f(x) 
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{(𝑥, 𝑢): 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑓(𝑥)} 

La siguiente figura ilustra esta idea. Esto sugiere que podemos generar una muestra desde f 

muestreando desde el área bajo la curva. 

 

Figura 3.2 Algoritmo Muestreo por Rechazo 

 

Dadas 2 densidades f, g con 𝑓(𝑥) ⁡< ⁡𝑀⁡ · ⁡𝑔(𝑥) para toda x, podemos generar una muestra desde 

⁡𝑓  por (Johansen y Evers, 2008): 

1. Obtener 𝑋⁡ ∼ ⁡𝑔. 

2. Aceptar 𝑋 como una muestra de 𝑓  con probabilidad: 

𝑓(𝑋)

𝑀 · 𝑔(𝑋)
, 

Si no, regresar al paso 1 

 

Bootstrap Filter  

La capacidad para simular estados aleatorios y evaluar las densidades de transición y observación 

(al menos hasta una constante de normalización desconocida) son los componentes principales de 

los algoritmos de filtrado de partículas. 

El llamado filtro bootstrap de Gordon (Gordon et al.1993) fue la primera aplicación exitosa de 

técnicas de MC secuenciales en el campo del filtrado no lineal. Desde entonces, ha habido varias 

variantes independientes de ideas de filtrado similares, incluyendo el filtro de condensación (Blake 

y Isard, 1998), el filtro MC (Kitagawa, 1996), las imputaciones secuenciales (Liu y Chen, 1995) 

y el filtro de partículas (Del Moral, 1996). 
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El filtro bootstrap propuesto por Gordon et al. (1993) utiliza la densidad de transición de estado f, 

o B anterior al kernel, como distribución de importancia. La importancia del peso entonces se 

simplifica a: 

𝑤𝑡
(𝑖)

∝ 𝑤𝑡−1
(𝑖) 𝑔(𝑦𝑡|𝑤𝑡

(𝑖)) 

En la versión original del algoritmo, el remuestreo se realiza en cada paso de tiempo, en cuyo caso  

𝑤𝑡−1
(𝑖)

= 1/𝑁 es una constante, que por lo tanto puede ignorarse. 

En esquemas más sofisticados, el remuestreo solo se lleva a cabo cuando la distribución de las 

ponderaciones de importancia se vuelve degenerada, lo que se puede medir al monitorear los 

cambios del coeficiente de variación o la entropía del patrón de ponderación a lo largo del tiempo 

(Kong et al., 1994; Liu y Chen, 1998; Doucet et al., 2001). 

Una característica distintiva del filtro bootstrap es que el peso incremental no depende de la 

trayectoria pasada de las partículas sino solo de la probabilidad de la observación, 𝑔(𝑦𝑡|𝑥𝑡). El 

uso del núcleo (kernel) anterior es popular porque el muestreo es a menudo sencillo, y calcular el 

peso incremental simplemente equivale a evaluar la probabilidad condicional de la nueva 

observación dada la posición actualizada de la partícula. 

 

Gibss Sampling 

El muestreo de Gibbs es un caso especial de los MCMC donde la distribución objetivo es una 

distribución invariante de la Cadena de Markov generada por un algoritmo, donde debe converger 

(Geman y Geman, 1984). 

El muestreo de Gibbs es aplicable cuando la distribución conjunta no se conoce explícitamente o 

es difícil de tomar muestras utilizándola, pero la distribución condicional de cada variable es 

conocida y se pueden tomar muestras de ella. 

 

Bootstrapped MC 
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A menudo no es posible obtener una distribución subyacente para una variable de entrada en un 

modelo de simulación. Esto puede deberse a la forma complicada de la distribución original (como 

no convexa o multimodal), a la escasez de datos (por ejemplo, pruebas destructivas o datos 

costosos), etc. En esos casos, podríamos terminar con nada más que unos pocos valores históricos 

para el parámetro de entrada. En esos casos, la simulación de MC bootstrap (a menudo llamado 

bootstrapping) se puede utilizar para generar "variables aleatorias". En bootstrapping, realmente 

no generamos variables aleatorias, en su lugar, repetidamente muestreamos el conjunto de datos 

original para elegir uno de los puntos de datos del conjunto (elija un número con reemplazo). Para 

muchos conjuntos de datos, este método proporciona un buen resultado para propósitos de 

simulación (Raychaudhuri 2008; Efron y Tibshirani, 1993).  

Para la simulación bootstrapping se usa un generador de números aleatorios uniforme, 

específicamente para generar números entre los índices de una matriz, utilizada para almacenar el 

conjunto de datos original. La simulación bootstrapping puede ser una herramienta altamente 

efectiva en ausencia de una distribución paramétrica para un conjunto de datos.  

La aparente simplicidad del método puede ocultar el hecho de que se están haciendo suposiciones 

importantes al realizar el análisis de arranque (por ejemplo, la independencia de las muestras) 

cuando estos se declararan más formalmente en otros enfoques. Si no se tiene en cuenta la 

correlación en observaciones repetidas, a menudo se obtiene un intervalo de confianza demasiado 

estrecho y una falsa significación estadística. Por lo tanto, se debe tener en cuenta la correlación 

intrínseca en observaciones repetidas para extraer una inferencia científica válida (Raychaudhuri, 

2008).  
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3.3. Teselación Matemática 

Los métodos de teselación son un enfoque para modelar la estructura de los materiales que son 

interpretados como modelos de empaquetamiento de esferas, las cuales son una representación de 

moléculas y átomos reales.  

En este capítulo, dos métodos básicos de teselación son considerados: el diagrama Voronoi en la 

geometría de Laguerre y la teselación Voronoi-Delaunay, así como algunas de sus 

generalizaciones.  

 

3.3.1. Diagrama de Voronoi y Triangulación de Delaunay 

Aurenhammer (1991) dio primero una definición genérica de los diagramas de Voronoi. Sea S un 

conjunto de n sitios o puntos generadores en el plano. Para dos sitios distintos p, q  S, el 

predominio de p sobre q se define como la porción del plano que se encuentra al menos tan cerca 

de p como q: 

dom(p, q) = {x  R2|(x, p)  (x, q)} 

donde  denota la función de distancia euclidiana y dom (p, q) es un semiplano cerrado limitado 

por la bisectriz perpendicular de p y q, que separa todos los puntos del plano en dos semiplanos, 

más cercano a p de aquellos más cercanos a q (Figura 3.1). La región de un sitio p  S es la parte 

del plano que se encuentra en todos los dominios de p sobre los sitios restantes en S: 

reg(p) =qS-{p}dom (p,q) 

Por lo tanto, las regiones se crean por la intersección de n-1 semiplanos. Como consecuencia, se 

forma una partición poligonal denominada Diagrama Voronoi V(S) o teselación de Dirichlet para 

el conjunto de sitios finitos S. Una región reg (p), llamada región de Voronoi, no puede estar vacía, 

ya que p  reg (p), así como todos los puntos del plano, están al menos tan cerca de p como a 

cualquier otro sitio en S. Tal partición contiene exactamente n regiones, algunas de ellas son 

necesariamente ilimitadas. Un borde de Voronoi es la intersección de dos regiones de Voronoi 

vecinas, y un vértice Voronoi es la intersección de tres o más regiones de Voronoi que comparten 

un vértice (Figura 3.2). Cada punto en un borde es equidistante de exactamente dos sitios, y cada 

vértice es equidistante de al menos tres sitios. El límite de una región consta de como máximo n - 
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1 bordes y vértices (sus puntos finales). Si los centros se eligen de forma aleatoria, se obtiene la 

llamada construcción de Poisson-Voronoi. Un ejemplo de un diagrama de Voronoi se da en la 

Figura 3.4. 

 

 

Figura 3.3. Un vertice de Voronoi V formado por , , and . 

 

 

Figura 3.4. Una representación de un diagrama Voronoi ordinario para un conjunto dado de sitios en un plano y su 

correspondiente teselación de Delaunay. 

 

Esta construcción se puede extender fácilmente a 3D con planos como bisectores en lugar de líneas. 

El número de regiones, también llamadas caras(rostros) fi, del poliedro obtenido que contiene la 

partícula i es su número de coordinación geométrica. 
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Conectando dos sitios en el plano por un borde de línea recta si y solo si sus regiones Voronoi 

comparten un borde común, se obtiene la estructura de Delaunay compuesta de triángulos. El 

conjunto de bordes de estos triángulos proporciona la teselación de Delaunay del conjunto de 

sitios, también conocida como triangulación de Delaunay (consulte la Figura 3). La triangulación 

de Delaunay posee la propiedad de que ningún sitio cae en el interior del circuncírculo de cualquier 

triángulo en la triangulación. En otras palabras, el circuncírculo del triángulo de Delaunay es un 

círculo vacío solo si la triangulación de S es una triangulación de Delaunay. 

En el caso general, una construcción de Delaunay descompone el espacio euclidiano de la 

dimensión d, que contiene un conjunto dado de puntos, en cascos convexos que no se traslapan en 

el espacio llamados “simplex” de Delaunay, que no tienen necesariamente la misma forma y 

tamaño. Un simplex es un punto en sí mismo, un segmento de línea recta que conecta dos puntos, 

un triángulo o un tetraedro, llamado el simplex de orden cero, el simplex de primer orden, el 

simplex de segundo orden, el simplex de tercer orden, respectivamente, y así sucesivamente, para 

d = 0,1,2,3,… (Figura 3.5). 

 

Figura 3.5. Una teselación Delaunay que forma dos simplicidades, y el diagrama de Voronoi para los círculos 𝑐1, 𝑐2, 

𝑐3 y 𝑐4. Dos círculos vacíos de Delaunay con los centros en los puntos 𝑃1 y 𝑃2; P1 es equidistante de los centros de 

los círculos 𝑐1, 𝑐2 y 𝑐3, mientras que 𝑃2 es equidistante de los centros de los círculos 𝑐1, 𝑐2 y 𝑐4. 
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Las simplicidades de Delaunay son geométricamente duales a los poliedros Voronoi; es decir, un 

vértice de un poliedro Voronoi es el sitio central del correspondiente Delaunay simplex, y cada 

sitio p (centro de un poliedro Voronoi) es un vértice del correspondiente Delaunay simplex (ver, 

por ejemplo, Okabe et al., 2000). Las caras sencillas de Delaunay intersecan los bordes de los 

poliedros Voronoi, y las caras de los poliedros de Voronoi intersectan las fronteras de las sencillas 

de Delaunay. Los sencillos de Delaunay dividen un espacio euclidiano en celdas poliédricas, así 

como un diagrama de Voronoi, pero los poliedros de Voronoi son mucho menos uniformes, el 

número de caras varía de una celda a otra (ver la Figura 3.4). Sin embargo, tienen una estructura 

diferente. La forma de un poliedro Voronoi refleja la disposición de todos los vecinos de un sitio 

determinado. Las simplicidades de Delaunay representan la estructura de los grupos compuestos 

por cuatro sitios adyacentes. Como lo señaló Brostow (1998), los poliedros Voronoi y las redes 

simplex de Delaunay contienen una cantidad formidable de información sobre la estructura de la 

muestra. 

La descomposición de Delaunay ha sido bien conocida en las geociencias durante muchos años, 

como uno de los modelos de terreno triangulado, ver, por ejemplo, (Mostafavi et al., 2003; Chen 

et al., 2003). Sin embargo, hay varias propiedades útiles de la triangulación de Delaunay, que la 

diferencian de otros métodos de triangulación. Por lo tanto, si los centros de los círculos vacíos 

entre pares de triángulos adyacentes están conectados, se obtiene el diagrama Voronoi. La 

construcción de uno crea automáticamente la estructura del otro, aunque estos procedimientos 

mutuamente duales proporcionan perspectivas fascinantes pero diferentes de la estructura de un 

conjunto de puntos en dimensiones d (Okabe et al., 2000; Mostafavi et al., 2003). 

Voronoi fue el primero que notó la dualidad de estas estructuras. Sin embargo, fue su sucesor Boris 

Delaunay (originalmente Delone), quien primero definió la teselación utilizando el método de 

esfera vacía y la presentó en el Congreso Internacional de Matemáticas celebrado en Toronto, 

Canadá, en 1924, en un documento dedicado a la memoria. de Voronoi. Posteriormente, el dual 

del diagrama de Voronoi obtuvo la noción de mosaico de Delaunay o triangulación de Delaunay. 

La teselación Delaunay-Voronoi se usa ampliamente para modelar estructuras, lo que permite una 

interpretación como un relleno denso de esferas de tamaño mono. En este caso, la célula o región 

de Voronoi es el poliedro que circunscribe una esfera. Medvedev y Naberukhin (1987) señalaron 

que el enfoque geométrico fundamental para describir la estructura de los sistemas aleatorios de 
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los átomos se basa en los poliedros Voronoi y en las sencillas de Delaunay. En tales sistemas, un 

poliedro Voronoi de un átomo dado es una región espacial, todos los puntos de los cuales están 

más cerca del centro del átomo dado que de los centros de los otros átomos del sistema. Los 

intersticios dentro de un empaquetamiento forman una red continua de celdas de interconexión en 

un diagrama de Voronoi. Luego, la geometría de un empaque puede ser descrita matemáticamente, 

por las características geométricas de las celdas. La idea principal es construir una red de celdas 

convexas que llenen el espacio, donde cada celda contenga exactamente una esfera. 

En las ciencias materiales, el poliedro Voronoi está directamente relacionado con la conectividad 

de las partículas, como la conductividad térmica o las fuerzas interarticulares, mientras que la celda 

de Delaunay está relacionada con la conectividad de los poros en una estructura, por ejemplo, la 

permeabilidad. El espacio vacío en un tetraedro de Delaunay corresponde naturalmente a un 

cuerpo de poro en estructuras porosas (Yang et al., 2006; Gladkikh y Bryant, 2007; Burtseva et al, 

2015). 

Se pueden encontrar descripciones detalladas de los diagramas de Voronoi y las teselaciones de 

Delaunay, por ejemplo, en las obras (Okabe et al., 2000; Langetepe y Zachmann, 2006; de Berg et 

al., 2008). En los trabajos de Aurenhammer (1991), Okabe et al.(2000), Mostafavi et al. (2003) se 

describieron varios algoritmos para calcular diagramas de Voronoi-Delaunay.  

 

3.3.2. Geometrías de Legendre para esferas multimodales 

En los casos en que las estructuras están compuestas de esferas con diferentes radios, la aplicación 

de una técnica de teselación Voronoi ordinaria puede provocar que las regiones corten esferas o 

los elementos adyacentes no estén necesariamente en contacto. También produce errores durante 

la estimación del volumen en cada esfera y el número de caras en el poliedro (Park y Shibutani, 

2007). Por lo tanto, como las esferas no son del mismo tamaño, una bisección no puede ser el plano 

exacto para representar El poliedro y la teselación de Voronoi-Delanay no son un método 

apropiado. Sugihara (2002) observó que había varias direcciones para generalizar los diagramas 

de Voronoi, donde la distancia euclidiana se reemplazó por una variedad de distancias, incluida la 

distancia Lp, la convexa distancia, las distancias ponderadas de forma aditiva y/o multiplicativa y 

la distancia barco-vela. Sin embargo, en los diagramas de Voronoi generalizados, algunas buenas 
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propiedades han desaparecido, en particular, los bordes se convierten en curvas complicadas en un 

diagrama de Voronoi generalizado mientras que son porciones de líneas rectas en el ordinario. 

Una posible alternativa es el diagrama Voronoi en geometría de Laguerre, donde se asigna un radio 

o peso a cada partícula. Se basa en las líneas de energía de los círculos vecinos (quizás en contacto). 

Este diagrama también se conoce como el diagrama de radicales o de potencia en la literatura, y 

es una extensión del concepto del diagrama de Voronoi en la geometría euclidiana ordinaria para 

n sitios al de la geometría de Laguerre para n círculos de radios diferentes en el plano, donde la 

distancia entre un círculo y un sitio se define por la longitud l de la línea de potencia tangente. 

Sea 𝐺⁡ = ⁡ {𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛}⁡un conjunto de n círculos en el plano R2, y sea 𝑝𝑖 y 𝑟𝑖, respectivamente, 

el centro y el radio del círculo 𝑐𝑖, i = 1, ..., n. Para el punto P y el círculo 𝑐𝑖, la distancia de Laguerre 

entre P y 𝑐𝑖 se define de la siguiente manera: 

dL(P, ci) = d(P, pi)
2 - ri

2, 

donde d(P,⁡𝑝𝑖) denota la distancia euclidiana entre P y 𝑝𝑖. De acuerdo con las reglas matemáticas, 

la distancia es el cuadrado desde dL(P, 𝑐𝑖), pero no se toma en geometría de Laguerre, que debe 

definirse incluso cuando el punto P está dentro del círculo 𝑐𝑖, en cuyo caso el resultado de la resta 

En la ecuación anterior es negativo. Por lo tanto, no es una distancia en un sentido matemático, 

solo define un "grado de distancia" (Sugihara, 2002; Bagi, 2006). Las Figuras 3.6 y 3.7 muestran 

la representación geométrica de la distancia de Laguerre.        

 

Figura 3.6. La representación geométrica de la distancia de Laguerre l entre los círculos 𝑐1 y 𝑐2 con los radios 𝑟1 y 

𝑟2, y los centros 𝑝1 y 𝑝2, respectivamente; la línea AB es el eje radical de 𝑐1 y 𝑐2; cada punto P en AB es 

equidistante a los círculos 𝑐1 y 𝑐2. 
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Figura 3.7. Representación geométrica de la distancia de Laguerre l. 

Las posibles posiciones mutuas de los círculos se ilustran en la Figura 3.8 (Imai et al., 1985). La 

línea radical (potencia), también llamada locus o el eje radical de 𝑐1 y 𝑐2, es una línea recta, que es 

perpendicular a la línea que conecta los dos centros de los círculos 𝑐1 y 𝑐2, y cada punto de esta 

línea es equidistante de 𝑐1 y 𝑐2 (Figura 3.8a). Si dos círculos se superponen, su eje radical es la 

línea que conecta los dos puntos de intersección (Figura 3.8b). Si un círculo incluye el otro, no hay 

distancia entre los círculos (Figura 3.8c). Si tres círculos 𝑐1 , 𝑐2 y 𝑐3 se intersecan, y los centros no 

están en una línea, entonces los tres ejes radicales entre 𝑐1 , 𝑐2 y 𝑐3 se encuentran en un punto, que 

se llama el centro radical de 𝑐1 , 𝑐2 y 𝑐3 (Figura 3.8 d). 

 

Figura 3.8. Líneas radicales o de poder a) separadas, b) superpuestas, c) círculos incluidos, y d) tres círculos. 

 

Cada punto en un borde es equidistante de exactamente dos sitios, y cada vértice es equidistante 

de al menos tres sitios. Formalmente, la región de Laguerre Voronoi para 𝑐𝑖 se define de la 

siguiente manera: 
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R(G; ci) = {P  R2 | dL(P, ci) < dL(P, cj), j  i}. 

Por lo tanto, el plano se divide en las regiones R (G, 𝑐1), R (G,⁡𝑐2), ..., R (G, 𝑐𝑛) y sus límites. 

Dicha partición se denomina diagrama de Laguere-Voronoi para G, y los elementos de G se 

denominan círculos generadores. Entonces, si los círculos generadores se separan mutuamente, un 

punto en un borde del diagrama tiene los segmentos de línea tangente con longitudes iguales a los 

dos círculos generadores asociados. 

Al realizar esta construcción para cada par de esferas en el espacio 3D, se generan celdas 

poliédricas convexas. Similar al teselado de Delaunay, el radical uno divide todo el espacio de 

empaque en un conjunto de poliedros convexos no superpuestos, cada poliedro contiene 

exactamente una esfera, y las esferas en contacto tienen una cara común. Para una descripción más 

detallada de los diagramas de Laguerre-Voronoi, así como para las ilustraciones, se pueden revisar 

los siguientes trabajos (Imai et al., 1985; Sugihara, 2002; Fan et al., 2004; Bagi, 2006; Pottmann 

et al., 2015). 

El diagrama de Laguerre-Voronoi es la triangulación dual a una regular y viceversa, y la célula de 

Delaunay es la dual topológica del poliedro de Voronoi. En la Figura 3.9 se muestra una 

representación 2D de una teselación Laguerre-Voronoi para un conjunto de círculos de múltiples 

tamaños y la red de Delaunay correspondiente. Los vértices de una triangulación regular son los 

círculos (gérmenes) del diagrama de potencia correspondiente, los bordes corresponden a Las caras 

y los vértices del diagrama de poder son los centros ortogonales de la triangulación. Un peso es 

similar a una distancia y permite cierto control del tamaño de las celdas. Los círculos más grandes 

(esferas en 3D) tienden a tener celdas más grandes que las más pequeñas. Si los radios de todos 

los círculos en el conjunto son iguales (o todos los pesos son iguales), se obtiene la teselación 

Voronoi-Delaunay. Las triangulaciones Delaunay y regulares de los puntos centrales P verifican 

la misma propiedad de "esfera vacía" (empty sphere): ningún sitio cae dentro del circuncírculo de 

ningún simplex de triangulación. 
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a)       b) 

Figura 3.9 Un ejemplo de un diagrama Voronoi en geometría de Laguerre para un conjunto de círculos de múltiples 

tamaños: a) Diagrama Voronoi; b) correspondiente triangulación de Delaunay. 

 

En este momento, la extensión 3D de un diagrama Voronoi en geometría de Laguerre debe ser la 

herramienta más poderosa para modelar conjuntos compuestos de esferas de múltiples tamaños. 

También se puede aplicar para resolver efectivamente una serie de problemas geométricos, como 

los de determinar si un punto pertenece o no a la unión de n círculos/esferas, encontrar los 

componentes conectados de n elementos o encontrar el contorno de la unión de n Elementos (Imai 

et al., 1985). 
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4. MATERIALES NANOPOROSOS: ZEOLITAS 

En 2009, Treacy y Foster notaron que las zeolitas son sin duda Los nanomateriales porosos más 

útiles de todos. Su microporosidad cristalina permite interacciones físicas y químicas selectivas 

con moléculas, que pueden ser explotadas para aplicaciones de catálisis, tamizado molecular y 

adsorción. A continuación, se presentan las características principales de las zeolitas, algunas áreas 

de su aplicación, y los enfoques computacionales a su estudio. Mas a detalle se considera estructura 

de la zeolita Mordenita. 

 

4.1.  Definición y aplicaciones 

Las zeolitas son materiales de aluminosilicatos cristalino, caracterizados por un sistema 

estructurado, con los canales y cavidades ordenados cristalográficamente, que tienen el mismo 

tamaño, y que estan ubicados regularmente en el espacio. Desde el descubrimiento de zeolitas un 

1756 por el mineralogista sueco, Axel Fredrik Cronstedt, hasta la actualidad, se han identificado 

230 estructuras únicas, de los cuales alrededor de 40 estructuras fueron encontrados en la 

naturaleza y también fueron sintetizados, y los restantes son conocidos sólo en alguna forma 

sintética (Colella and Gualtieri, 2007; Database of Zeolite Structures; Dana Tectosilicate 

Classification). El nombre de algunas zeolitas había sido elegido de las ciudades conectadas con 

el mineral; en caso de MOR, está relacionado con la ciudad de Morden en Nueva Escocia, Canadá. 

Su año de descubrimiento fue de 1864 (IZA). 

Las características catalíticas y de intercambio iónico de estos materiales pueden modificarse, a 

través de cambios tanto en la composición del marco (framework) como en los cationes extra-

marco (extra-framework), así como en el tamaño y la topología del poro, en las condiciones dadas 

para una aplicación en particular. 

Los autores (Willems et al., 2012; Silaghi et al., 2016) notaron la alta atracción de las zeolitas se 

inspiró con el progreso en el desarrollo de materiales nanoporosos con características adaptadas 

debido a la capacidad de las superficies de patron molecular de zeolita que se emplean como 

partículas metálicas de plantilla (lattice) (Goldbach and Saboungi, 2005; Lin et al., 2012).  
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Las zeolitas son materiales estables debido a su composición inorgánica de óxido, y por lo tanto 

resultaron ser útiles para severas condiciones de la química industrial, donde se utilizan 

principalmente para la catálisis, la adsorción y el intercambio iónico (Ogawa et al., 2017; Ockwig 

et al., 2008), por ejemplo, en las reacciones de agrietamiento y en los tamices (sieves) moleculares 

para deshidratar disolventes y gases (Lin et al., 2012). Las zeolitas también son materiales 

prometedores que se utilizan como plantillas en la síntesis de nanohilos y otras nanoestructuras de 

orden superior (Huertas-Miranda et al., 2009). Los microporos de las zeolitas son por lo general 

menos de 1 nm, lo que los hace aptos para el tamizado molecular en la conversión de biomasa, en 

las células de combustible, para el almacenamiento de energía térmica, captura y conversión de 

CO2, purificación de la contaminación del aire y agua, etc. (Blasoli et al., 2013; Li et al., 2014; de 

Klerk, 2018; Ghasemi et al., 2018).   

Las zeolitas representan una familia importante de adsorbentes críticos para las tecnologías de 

separación de gases no criogénicos [1e3]. Se ha demostrado que las zeolitas son útiles en 

numerosas aplicaciones de separación, como CO2/CH4 [4e8], N2/O2 [9e13] y CO2/N2 [14e20]. El 

desafío para seleccionar un adsorbente de gas entre las zeolitas radica en determinar qué topología 

de marco, composición y cationes de marco adicional proporcionan las propiedades de adsorción 

ideales para la separación específica (Lawler et al., 2016). 

Las superficies de tamiz molecular de zeolita son conocidas por la plantilla de partículas metálicas 

como grandes clusters y grupos, usualmente en el rango de 50 – 100nm (o incluso mayor), 

formadas por la migración de metales reducidos desde los canales zeolíticos a las superficies de 

cristal externas (Bhatia, 1989). 

Las propiedades físicas de los materiales atrapados en cavidades de nanotamaños son de gran 

interés para la ciencia fundamental y las aplicaciones de compuestos nanoporosos. Sergeey et al. 

(2017) investigaron el comportamiento de las moléculas de agua atrapadas en nanocanales de 

MOR con la técnica NMR de resonancia magnética nuclear. El agua nanoconfinada es 

posiblemente la especie molecular más importante en materiales porosos debido a su tremendo 

impacto en muchos procesos industrialmente significativos e interdisciplinarios. Según Sergeey et 

al. (2017), la capacidad de las zeolitas para adsorpcion de diferentes gases y vapores de agua asume 

la difusión de estas moléculas a través de los canales abiertos, permitiendo dos aplicaciones 

principales de zeolitas: catálisis y procesos de adsorción selectiva. Las propiedades físicas y 
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químicas dependen de la estructura cristalina de la zeolita, su marco (framework) y la composición 

de los cationes, algunas de estas propiedades son: el intercambio iónico, la adsorción y, la 

deshidratación y la rehidratación (Mumpton, 1977). 

El intercambio iónico (ion exchange) es la capacidad de la zeolita para permitir la sustitución de 

los cationes extra-marco (llamados cationes intercambiables) débilmente vinculados. El 

comportamiento del intercambio catiónico depende del tamaño de los cationes, pero también de la 

temperatura, la estructura de la zeolita, y la concentración de cationes en la solución, entre otros. 

Las zeolitas son buenos materiales adsorbentes; sus grandes cavidades pueden llenarse con 

moléculas de diferentes tipos. Cuando las moléculas son demasiado grandes para pasar, se 

excluyen, dando lugar a su propiedad de tamizado (sieving) molecular. Por último, sobre la base 

del comportamiento de la deshidratación de las zeolitas, estos pueden clasificarse en dos tipos: 

1) aquellos cuya estructura se preserva después de la deshidratación, y  

2) aquellos que la estructura sufrió cambios significativos.  

La Mordenita pertenece al primer tipo, permanece estable a 700°C o 800°C (Ulmanu y Anger, 

2011). 

Para enfrentar los problemas globales de sostenibilidad derivados del desarrollo rápido de la 

industria, se han hecho muchos esfuerzos para desarrollar nuevos materiales y tecnologías 

aprovechando las zeolitas, dadas sus propiedades únicas, como la selectividad de la forma, la 

sintonizable acidez y polaridad. Los espacios vacíos son inestables por naturaleza, y el vacío se 

somete a llenado inmediato. El control de la cantidad y las posiciones de las moléculas, que en 

consecuencia están confinadas en un nanoespacio, conduce a la recepción de materiales con nuevas 

propiedades para su uso en aplicaciones avanzadas (Tabacchi, 2018). Por lo tanto, los átomos 

metálicos o las moléculas de semiconductores incluidos en los marcos de aluminosilicato tienen 

varias propiedades características (Dubov et al., 1995; Chen, 2011; Ogawa et al., 2017). La 

disposición y conformación de moléculas incluidos en microporos, ejercen una profunda 

influencia en la química posterior del sistema. Esto hace posible sintetizar nuevos materiales con 

propiedades predeterminadas (Centi y Perathoner, 2011; Cejka et al., 2012; Li y Yu, 2014).  

La microporosidad intrínseca de las zeolitas a menudo impone limitaciones de difusión molecular 

debido al acceso obstaculizado y al transporte intracristalino lento (Meunier et al., 2012). Jones 



 

51 

 

(2013) anoto que las zeolitas tienen mallas (frameworks) microporosos cristalinos con canales 

ordenados, ventanas y bolsillos de 0.3 – 1.9 NM de tamaño (Cejka et al., 2010). Como materiales 

catalíticos, sus distribuciones estrechas de tamaño de poro excluyen moléculas más grandes que 

entren en sus canales de conexión y ventanas (Degnan, 2003) y sus pequeños huecos solucionan 

preferentemente ciertos estados de transición y reactantes, dando lugar a reactividad específica y 

selectividad de la forma (Corma, 1995; Derouane et al., 1986; Carr et al., 2011; Gounder et al., 

2012). Protocolos emergentes para la síntesis de sólidos con diversas topologías de poros (Cejka 

et al., 2010;  Cejka et al., 2012) continúan aumentando la diversidad de los mallas disponibles, 

actualmente más de 190 (Baerlocher, 2007), que representan, sin embargo, sólo una pequeña 

fracción de más que 500,000 estructuras termodinámicas factibles (Pophale et al., 2011). Tal 

amplitud de distintas mallas requiere de algoritmos para describir y visualizar sus espacios vacíos, 

a fin de elegir una estructura de zeolita específica para una aplicación dada en adsorción y catálisis 

(Martin et al., 2012). 

El confinamiento en los tamices moleculares es una estrategia prometedora para fabricar 

ensamblajes de semiconductores nanoestructurados con una distribución de tamaño y forma 

altamente uniforme. Sin embargo, los efectos del trastorno a menudo dificultan la ingeniería de 

materiales de clústeres incrustados en matrices con propiedades específicas. La interacción 

anfitrión-huésped (host-guest) es un factor clave para optimizar su estructura, características 

electrónicas y estabilidad. Autores (Sachtler, 1993; Edwards et al., 1996) describen cómo la 

interacción entre el selenio confinado y los cationes extraframework en los anfitriones de zeolita 

se puede utilizar para adaptar estas propiedades y para producir nanocompuestos semiconductores 

bien definidos con huecos de banda en el rango visible. Las dimensiones regulares de los canales 

y los huecos hacen posible implementar nanohilos bien definidos y ensamblajes de racimo con 

distribuciones de tamaño estrecho. Además, las zeolitas son aislantes con huecos de banda 

alrededor de 5eV, haciéndolos excelentes apoyos para materiales de hostguest ópticamente activos 

(Ramamurthy et al., 1992). Los más de 60 tipos de framework topológicamente distintos ofrecen 

una gran variedad de sistemas de poros en uno, dos y tres dimensiones. Las dimensiones regulares 

de los canales y los huecos hacen posible implementar nanohilos bien definidos y ensamblajes de 

racimo con distribuciones de tamaño estrecho (Sachtler, 1993; Edwards et al., 1996). Además, las 

zeolitas son aislantes con huecos de banda alrededor de 5 eV, lo que los hace excelentes apoyos 



 

52 

 

para los materiales de huésped de host ópticamente activos. 13 los más de 60 tipos de marco 

topológicamente diferenciados ofrecen una gran variedad de poros de uno, dos y tres dimensiones. 

 

4.2.  Enfoques computacionales en el estudio de las zeolitas 

Los estudios computacionales de las geometrías de marcos en zeolitas, presentados en la literatura 

reciente, pueden clasificarse en dos direcciones generales:  

1) el modelado matemático y los estudios de la relación estructura-propiedad para la 

actualización de las bases de datos de zeolitas; 

2) la simulación de estructuras de materiales optimizadas utilizando métodos como MC y 

MD. 

A continuación, se presentan los trabajos más importantes en estas áreas. 

 

4.2.1 El modelado molecular 

El estudio de las zeolitas, así como los materiales microporosos y mesoporosos relacionados con 

una estructura ordenada de poros homogéneos es una de las áreas más activas en el campo de los 

materiales debido a su impacto en la ciencia, la tecnología y los procesos industriales. Una variedad 

de geometrías en los marcos de zeolita ofrece una amplia gama de propiedades topológicas, efectos 

de confinamiento, así como el comportamiento estático o dinámico de los materiales de llenado, 

por lo tanto, esfuerzos considerables se han centrado tanto en experimental como estudios teóricos 

(Maurin et al., 2004; Meunier et al., 2012), particularmente en el modelado matemático y 

simulaciones computacionales de la estructura y las propiedades de las zeolitas y los materiales 

basados en zeolita (Li et al., 2018; Smit y Maesen, 2008; Boyd et al., 2017). 

Los estudios de las relaciones estructura-propiedad y las interacciones invitado-huésped (guest-

host) en los marcos de zeolita se centran principalmente en métodos geométricos. Estos métodos 

suponen que 1) los átomos son esferas duras de ciertos radios determinados de la química, y 2) la 

porosidad corresponde a una región que puede ser ocupada por una prueba el centro del canal sin 

traslape con ninguno de los átomos del marco. Paik et al. (2016) observaron que la triangulación 

de Delaunay localiza de forma natural los espacios vacíos dentro de un conjunto de puntos a través 
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del concepto de circunesferas vacías para un conjunto de puntos, por lo que proporciona una 

poderosa herramienta automatizada para determinar 1) la ubicación y la forma de los poros y 

canales abiertos; 2) el diámetro de la mayor esfera incluida posible; y 3) el diámetro de la esfera 

libre máxima. La esfera máxima incluida o la esfera de mayor diámetro es aquella que puede ser 

incrustada dentro de un marco de zeolita sin distorsionar, o superponerse con los átomos del marco. 

La esfera libre máxima significa la esfera de mayor diámetro que puede moverse libremente a 

través del marco periódico. Estos datos sobre 165 zeolitas conocidas fueron dadas. En 2009, 

Treacy y Foster aclararon el volumen de poro accesible y tabularon la densidad de 

empaquetamiento de las esferas duras correspondientes a los gases inertes helio, neón, argón, 

kriptón, xenón y agua para 176 tipos de marco de zeolita conocidos.  

Haldoupis et al. (2010) estudiaron el volumen de poro disponible en los marcos orgánicos 

metálicos (metal organic framework, MOF) y las zeolitas, con el objetivo de identificar materiales 

para separaciones cinéticas de gases ligeros. Estos materiales tienen grandes cavidades abiertas 

que están conectadas por poros estrechos, que determinan cómo las moléculas se difunden en el 

material. Se utilizaron las paredes rígidas y las hipótesis de la esfera rígida, así como las 

condiciones periódicas de contorno (periodic boundary). En este enfoque, una célula de la unidad 

cristalográfica se divide en puntos de malla (grid points) discretos a lo largo de los tres ejes 

cristalográficos. La conectividad de los poros se determinó mediante un algoritmo de etiquetado 

múltiple eficiente y, a continuación, se crearon los clústeres de expansión. Luego se establecieron 

los siguientes descriptores de poro: el diámetro limitador de poros (pore-limiting diameter) y el 

diámetro de cavidad más grande (largest cavity diameter), que ha sido referido por Foster et al. 

(2006) como la esfera libre máxima (maximum free sphere) y la esfera máxima incluida (maximum 

included sphere), respectivamente. 

Blatov at al. (2007) presentaron y justificaron un three-periodic mosaic (tiling) único natural como 

su 1- esqueleton, así como su dual para redes zeoliticas, donde un azulejo (tile) es el interior de un 

poliedro generalizado (una celula), que es un equivalente topológico a una esfera. 

Beliakov and Lim (2007) estudiaron el arreglo tridimensional de los átomos en el espacio para la 

investigación de las interacciones huésped – invitado, para la comprensión de las propiedades de 

los superconductores y las zeolitas. Los autores propusieron utilizar el método de ángulo de corte 
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extendido (Extended Cutting Angle Method, ECAM), ilustrando por el cálculo de la geometría 

molecular de oligopéptidos. 

Bucˇko and Hafner (2015) estudiaron la influencia de la entalpía y la entropía en la adsorción del 

propano y la transformación de las moléculas de hidrocarburos en diferentes modelos del MOR, 

con una teoría funcional de la densidad corregida por la dispersión en combinación con las técnicas 

avanzada estadístico-mecánicas. Se da un modelo estructural detallado del MOR. 

First et al. (2011) desarrollaron un enfoque automatizado basado en la optimización, para 

caracterizar completamente la estructura tridimensional de las redes porosas de zeolita, que 

comienza con las coordenadas cristalográficas de una estructura e identifica todos los portales, 

canales, y celdas en una célula unitaria, así como su conectividad, la descomposición de los poros 

accesibles en una colección de formas geométricas, tales como esferas y cilindros. 

Haranczyk and Sethian (2010) realizaron un estudio de la capacidad de una molécula propuesta 

para atravesar el laberinto químico dado, como los canales de zeolita y las cavidades. A la 

diferencia de la sonda esférica habitual, para modelar la molécula atravesada, se utilizó un "gusano 

molecular" (molecular worm), que se ensambla a partir de bloques sólidos conectados por 

eslabones flexibles. Los autores demostraron un algoritmo de tipo Dijkstra-algoritmo, de un solo 

paso, para calcular los trayectos más cortos resolviendo eficientemente una ecuación de Eikonal 

asociada para la función de costo. También se calculó el volumen accesible y se derivó la 

información sobre la parte accesible de la topología laberíntica. 

Los avances recientes en métodos matemáticos basados en la geometría para representar y 

caracterizar la porosidad están relacionados principalmente con los métodos de teselación de los 

diagramas de Voronoi-Delaunay. Para obtener información más detallada consulta, p. ej.  

(Burtseva y Werner, 2015).  

Un enfoque basado en los diagramas de Voronoi para el barrido automatizado y el análisis de alto 

rendimiento de materiales porosos como las zeolitas, fue desarrollado por un grupo de autores 

(Willems et al., 2012; Jones et al., 2013; Pinheiro et al., 2013). En el artículo de Willems et al. 

(2012) una herramienta de software Zeo++, que utilizaba la descomposición de Voronoi, fue 

desarrollada, implementada y propuesta para el uso abierto. Zeo + + incluye una versión adaptada 

del software Voro++ (Rycroft, 2013), así como una serie de algoritmos y herramientas para una 
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representación gráfica del espacio vacío y una cierta disposición de los átomos en un dominio 

periódico. Este software identifica los materiales adecuados para una aplicación determinada, 

como la catálisis y la separación, mediante el barrido de una base de datos de materiales. Se 

calculan las propiedades estructurales de un material, como la abertura más grande dentro de la 

estructura, la prueba esférica más grande que puede atravesar la estructura, la topología de un 

sistema de canales y otros parámetros de interés, para comparar con consultas de búsqueda, 

agrupadas o clasificadas. Jones et al. (2013) enriquecieron Zeo++ con un algoritmo de muestreo 

MC (MC sampling algorithm), que utiliza los histogramas de trazado de rayos (ray-trace 

histograms) para determinar la distribución de longitudes de rayo en espacios vacíos accesibles, y 

con las métricas de distancia euclidiana recibieron una información recuperable para comparar la 

textura superficial, la forma y el tamaño de los espacios vacíos en los sólidos microporosos, con 

el énfasis en las zeolitas. Los histogramas de trazado de rayos fueron útiles para examinar 

similitudes en el entorno del vacío en la deshidrociclación de alcano de luz en racimos de Pt en 

LTL, la carbonilación de éter de dimetilo (dimethyl ether) por bolsillos (pockets) de 8-miembros 

(8-Mr) Mor, y la alquilación de naftaleno y bifenil en canales de 12-Mr MOR. Pinheiro et al. 

(2013) se enfocaron en encontrar el material óptimo para una aplicación dada a través del cálculo 

de dos tipos de descriptores del panorama de poro (pore landscapes): distribuciones del tamaño 

de poro y el análisis de trazas de rayos estocásticos (stochastic ray trace). Estos descriptores 

proporcionan representaciones del histograma que codifican las propiedades geométricas de los 

panoramas de poro. 

Una extensión de estos trabajos utilizando Zeo++, se presenta en articulos de Simon et al. (2015) y 

Paik et al. (2016). Simon et al. (2015) consideraron el problema de las relaciones estructura-

propiedad para un diseño racional de materiales nanoporosos. Aplicando simulaciones de grand-

canonical MC, los autores caracterizaron, proyectaron y analizaron el Genoma de Materiales 

Nanoporosos (Nanoporous Materials Genome), una base de datos con alrededor de 670 000 

estructuras cristalinas de zeolitas, como los candidatos adsorbentes para las separaciones de 

xenón/kriptón. Los autores introdujeron un descriptor estructural geométrico, la energía de 

Voronoi Ev [kJ/mol], que es la energía promedio de un átomo de xenón entre los nodos de la red 

Voronoi accesible de xenón. Este descriptor tiene en cuenta tanto la información estructural 

geométrica y la energetica de la interacción invitado-huésped (guest−host) y sirve como una huella 

dactilar (fingerprint) del material en un espacio de una alta dimensión. 
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Paik et al. (2016) propusieron un método basado en la energía, que se centra en materiales porosos 

cristalinos con condiciones periódicas de contorno (periodic boundary conditions). Se construyó 

una rejilla (grid) de energía tridimensional con espaciado uniforme con  = 0.15 Å, donde cada 

punto de rejilla representa la energía potencial de dos cuerpos entre una molécula de prueba 

(probe) colocada en el punto de la rejilla y todos los átomos del marco (framework), así como sus 

imágenes periódicas dentro 12.8 Å de distancia de corte. Los autores desarrollaron una serie de 

algoritmos para calcular descriptores de poros tales como fracción del vasio (void) , área superficial 

accesible, diámetros limitantes de poros (esfera incluida más grande y esfera libre más grande) 

basadas en un modelo de campo de fuerza clásico de las interacciones entre el invitado y los átomos 

del marco, y comparados con los resultados obtenidos del método basado en la geometría.   

Los cálculos de la Teoría Funcional de la Densidad (Density functional theory, DFT) en clusters 

grandes de zeolita, como MOR, fueron utilizados por Fu et al. (2017) para describir el efecto de 

confinamiento entre las moléculas y los fragmentos de zeolita. La energía total de adsorción se 

utilizó para dar una expresión a la estabilidad del alcano mono-ramificado en el poro de la zeolita. 

Se proporciona la fórmula. 

Wang et al. (2015) calcularon las energías de adsorción de átomos de gases raros (He, Ne, Ar, Kr, 

and Xe) con lattice honeycomb para aluminosilicato de plata utilizando la teoría funcional de la 

densidad (density functional theory, DFT) con la aproximación de densidad local, aproximación 

de gradiente generalizada, y corrección de dispersión. Las geometrías y las energías se optimizaron 

y calcularon en base a DFT utilizando el código de estructura cristalina ABINIT. 

 

4.2.2 Simulación computacional 

Un esquema de simulación computacional para zeolitas consiste generalmente en insertar y mover 

una serie de esferas con un diámetro determinado, que representan partículas invitadas, dentro de 

un sistema de canal de marco (poro). En esta simulación, se destacan los procedimientos como el 

MC (Metropolis et al., 1953) y los métodos de la MD (Alder and Wainwright, 1959), así como su 

combinación. El MD consiste en hacer movimientos a cada partícula, que debe ser gobernado por 

las leyes newtonianos, por lo que tiene que ser costoso computacionalmente. El método MC, en 

términos de la simulación de los sistemas basados en esferas, consiste, como el MD, en hacer una 
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cierta cantidad de movimientos a cada esfera en el sistema, sin embargo, los movimientos se 

ajustan aleatoriamente a una cierta distribución de probabilidad. Esto permite que el método sea 

menos costoso computacionalmente en contraste con el MD. 

El método MC tiene muchas variantes, pero todos ellos se basan en un principio básico que 

consiste sólo en “reaccionar ", de una manera determinada, a uno o más valores aleatorios. Para la 

simulación de sistemas basados en partículas, el método MC consiste en mover aleatoriamente 

todas las partículas de dicho sistema un cierto número de veces o hacerlo hasta que se cumpla un 

determinado criterio. Por lo general, el movimiento se restringe de alguna manera para adaptarse 

a la forma del recipiente donde se encuentran las partículas. El método MC se aplica a muchos 

tipos de problemas: en la simulación, donde dependiendo del algoritmo, la obtención de variables 

pseudoaleatorias es clave en la aceptación de nuevos estados; en la optimización, donde dejar 

optima local depende de valores aleatorios; muestreo, mediante la obtención de elementos 

aleatorios de diversas distribuciones de probabilidad; así como problemas de filtrado y resolución 

de integrales.  

Huertas-Miranda et al. (2009) utilizaron simulaciones de Metropolis MC para ilustrar la 

importancia de la relación Si/Al y la carga metálica en la síntesis de nanohilos metálicos utilizando 

las estructuras de zeolita MOR y Cancrinite (CAN). 

Grand canonical MC simulación (GCMC) se utiliza con frecuencia para estudiar la adsorción en 

zeolitas. Soto y Myers (1981) emplearon GCMC para el estudio de adsorción de gases nobles en 

los tamices (sieves) moleculares de zeolita. Gupta et al. (2003) se aplicaron conceptos de diseño 

de programación orientada a objetos (Object-Oriented Programming, POO) al desarrollo de un 

código de simulación multipropósito (multipurpose simulation code, Musica) para simulaciones 

GCMC de moléculas sorbato flexibles en zeolitas. Kuchta et al. (2005) analizaron los problemas 

típicos relacionados con la estabilidad de las capas adsorbida para tres modelos de materiales, 

incluyendo un material con estructura de pared cristalina (zeolitas). Los autores centraron la 

atención en Na+  -Mordenite caracterizada por la composición ideal de la célula unitaria. Lawler 

et al. (2016) utilizaron GCMC para simular que las zeolitas representan una familia importante de 

adsorbentes críticos para las tecnologías de separación de gases no criogénicos [1e3]. Se ha 

demostrado que las zeolitas son útiles en numerosas aplicaciones de separación, como CO2/CH4 

[4e8], N2/O2 [9e13], y CO2/N2 [14e20]. Determinaron qué la topología del marco, composición 
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y cationes del marco adicional proporcionan las propiedades de adsorción ideales para la 

separación específica, y indicaron como el desafío para la selección de un gas adsorbente entre 

zeolitas. 

Van Tassel et al (1993) determinaron la adsorción isotérmica, energía, entropía, distribución de la 

ocupación, y la distribución de la densidad de los átomos de Xe adsorbido en la zeolita NaA, que 

se modela como una sola jaula alfa (single alpha cage) y como una red de jaulas conectadas 

(network of connected cages). Se utilizaron cadenas de Markov de estados cucessivos para calcular 

las propiedades de equilibrio. Ding et al. (1994) sugirieron un modelo sobre la distribución de los 

átomos de al en el marco de la mordenita. Se propone un algoritmo MC donde la dealuminación 

continua es simulada por un discreto proceso de Markov estocástico. 

Smith y Ouden (1988) reportan simulaciones MC sobre la adsorción del metano en las zeolitas 

Faujasita, Mordenita y ZSM-5. Para todos los compuestos, las simulaciones producen un buen 

acuerdo con los datos experimentales disponibles sobre el calor de la adsorción. 

Una serie de cálculos con configurational-bias MC (CB-MC) de configuración-polarización que 

simulan la adsorción de los alcanos butano a decano en una variedad de all-silica zeolites fueron 

recogidos por Bates et al. (1996) para obtener información sobre la ubicación y la conformación 

de las moléculas adsorbidas. 

Macedonia et al. (2000) estudiaron la adsorción de metano, etano y argón sobre la Mordenita de 

sodio (Na-MOR) en condiciones ambientales y criogénicas experimentalmente y con GCMC. Se 

demostró que se requiere un tratamiento realista de la ubicación del catión y la distribución de la 

carga para obtener un buen acuerdo con los resultados experimentales. Los resultados de la 

simulación indicaron que las familias de estructuras de Pbcn y Cmcm son buenas representaciones 

de Na-MOR en las temperaturas ambientales. Las estructuras Cmcm predicen consistentemente 

mayores cantidades de adsorción comparando con las estructuras Pbcn porque son más espaciosas. 

Maurin et al. (2002) propusieron un potencial interatómico semi-empírico y algoritmos MC para 

predecir la evolución de la energía de interacción entre iones de sodio y una red de aluminosilicato 

tipo MOR en función de la relación Si/Al.  Después de establecer la estructura del anfitrión, la 

ubicación de equilibrio de los iones de sodio se puede simular por medio del procedimiento MC 
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de recocido simulado. Configuraciones de cationes de equilibrio fueron obtenidas para 100 

configuraciones representativas del Al. 

Cabral et al. (2003) propusieron una metodología, que correlaciona la adsorción de componentes 

puros y predice la adsorción de mezclas binarias y ternarias en sólidos homogéneos y heterogéneo. 

Se proponen modelos 2D y un algoritmo GCMC, así como una ecuación de la probabilidad del 

estado del sistema para la fase adsorbida: 

𝑃𝑚→𝑛 = min{1, 𝜌𝑛 𝜌𝑚⁄ }, 

donde 𝜌𝑛 𝜌𝑚⁄  es la relación entre las densidades de probabilidad de n y m, los cuales son dos 

estados configuracionales. El movimiento es aceptado si tal probabilidad de 𝑃𝑚→𝑛 es mayor que 

un número generado aleatoriamente entre 0 y 1. 

French et al. (2011) combinaron geometrías iniciales razonables, proporcionadas por el método 

MC, con los algoritmos de minimización de energía (estrategia MC/EM) para escanear de forma 

eficaz la estructura del MOR y detectar la distribución del Al y celdas unitarias de cationes en 

extra-framework, el posicionamiento de cationes, y el ordenamiento de Al de corto alcance. 

Khan et al. (2015) realizaron simulaciones MC parallel tempering para buscar los estados 

cristalinos de sílice en presencia de agentes de dirección de la estructura (APS). Este método fue 

seleccionado como un método termodinámico para investigar barreras energéticas libres que 

separaban las fases amorfas y ordenadas de un material dado. Los autores utilizaron body centered 

cubic (bcc) lattice para la representación de diferentes especies en el modelado molecular. 

Earl y Deem (2005) revisaron la historia del método de simulación parallel tempering MC 

(PTMC), en el que se simulaban réplicas de un sistema de interés a una serie de temperaturas. Las 

réplicas a temperaturas adyacentes se someten a un intercambio parcial de información de 

configuración. Se demostró que las simulaciones cin PTMC eran capaces de resolver las 

estructuras de todas las zeolitas complejas, incluyendo la estructura más complicada de zeolita. 

Smit y Krishna (2001) propusieron una breve reseña sobre simulaciones MC en zeolitas, 

centrándose en métodos configurational-bias Monte Carlo (CBMC) and kinetic Monte Carlo 

(KMC). La técnica CBMC fue desarrollada para computar las propiedades termodinámicas de las 

moléculas de cadena eficientemente, mientras que KMC se utiliza para estudiar la difusión de estas 
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moléculas. La idea principal de la técnica de CBMC es cultivar un átomo de molécula por átomo 

en lugar de intentar insertar toda la molécula al azar. Este procedimiento de crecimiento introduce 

un sesgo, de tal forma que sólo se generan las configuraciones más favorables, y permite la 

simulación de moléculas de cadena larga.  Una simulación KMC no se basa en un modelo 

molecular (campo de fuerza), sino en una descripción específica del curso. El espacio de poro, a 

través del cual las moléculas se difunden, se simplifica a una malla, que consiste en una rejilla de 

sitios de sorción, que están conectadas por lazos. Las moléculas ocupan una cierta fracción de los 

sitios, y se supone que saltan de un sitio al otro, normalmente a lo largo de enlaces que conectan 

sitios vecinos. Se sigue un número suficientemente grande de trayectorias moleculares, y las 

estadísticas de las cantidades de interés se recogen después de que el sistema se haya equilibrado. 

Las propiedades de difusión y otras se calculan a partir de las estadísticas promediadas del 

conjunto. Dado que se trata de una descripción de grano, no hay una receta única de cómo asignar 

una zeolita en un modelo de malla. Se describen algunas aplicaciones de estas técnicas en el 

contexto de la adsorción y difusión de moléculas adsorbida en zeolitas. 

Nicholas et al. (1993) presentaron simulación de MD para grandes conjuntos de moléculas (54-

432). Se consideraron tres estructuras de poros de zeolitas para diseñar una red tridimensional de 

canales de interconexión: a) canal zig-zag; b) canal recto; c) combinación de a y b.  Los canales 

están definidos por 10 anillos (10-rings) que permiten la adsorción de moléculas con un diámetro 

cinético de hasta aproximadamente 6,0 Å. La asunción de representaciones de moléculas rígidas 

es crítica par alas moléculas más largas que el etano. 

Xu et al. (2016) simularon un sistema de mezcla MOR/Agua y utilizando MD estudiaron el 

comportamiento de infiltración dinámica de las moléculas de agua para revelar el mecanismo de 

mitigación de energía. Se realizan estudios paramétricos para investigar los efectos de diversos 

parámetros, incluyendo la velocidad de impacto, la masa y la relación agua/zeolita, en las 

características de mitigación de energía. La simulación MD se realiza a partir de la plataforma 

LAMMPS (simulador de gran escala atómica/molecular en paralelo) en el conjunto NVE (micro-

canonical ensemble). 

Anderson et al. (2018) elucidaron la naturaleza de los mecanismos de separación Kr/Xe basados 

en la adsorción y la difusión en un conjunto de zeolitas y MOFs. Las cargas de adsorción de xenón 

y kriptón se calcularon mediante simulaciones de GCMC (conjunto μVT) utilizando RASPA, que 
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es un software de simulación molecular para adsorción y difusión en materiales nanoporosos 

flexibles (Dubbeldam et al., 2016). El muestreo MC de umbrella sampling (US) se ha utilizado 

para determinar la barrera de energía libre. 

Smirnov y Thibault-Starzyk (1999) utilizaron una combinación de métodos de MD y la 

ecualización de la electronegatividad (electronegativity equalization) para estudiar la adsorción y 

la dinámica de las moléculas de acetonitrilo en zeolita MOR. Los resultados de cálculo predicen 

la adsorción de las moléculas tanto en los canales principales, como en los bolsillos laterales de la 

estructura. 

Smit y Maesen (2008) presentaron una revisión exhaustiva de las técnicas para simulaciones 

moleculares de zeolitas. Se discuten como los métodos básicos tanto los avanzados, así como 

modelos moleculares de zeolita para la simulación de adsorción, difusión y selectividad de la 

forma. 

 

4.3. Estructura del Mordenita 

En esta sección se presenta la estructura del canal del MOR. El mineral MOR es una zeolita con 

canal de tipo elíptico. Su sistema cristalino es ortorrómbico de tipo mm2 (piramidal) o mmm 

(dipiramidal) con una composición química de |Na8(H2O)24|[Al8Si40O96], dadas según las 

recomendaciones del IUPAC (Bucko et al., 2015). Bucˇko and Hafner (2015) ¿?? 

MOR es una de las zeolitas más utilizadas en la industria química y desempeña un papel clave en 

las nuevas aplicaciones. La razón es que esta zeolita pertenece a los llamados "los grandes cinco"-

un grupo de zeolitas, que son los catalizadores más utilizados en la industria (Vogt et al., 2015). 

Por lo tanto, hay un interés constante en un estudio detallado de este material. 

Esta estructura está formada por un conjunto de canales internos, compuestos por dos tipos de 

cavidades que tienen aberturas de ocho-y de doce anillos-miembros (MRc) de AlO4 y SiO4 unidos 

de una manera tetraédrica a través de átomos de oxígeno comunes. Los doce MRc son conocidos 

como los canales principales y se extienden a lo largo del eje z, midiendo 7.0 Å × 6.5 Å; los ocho 

MRc son canales más pequeños que corren a lo largo del eje x, midiendo 2.6 Å × 5.7 Å. Dado que 

los canales estrechos (ocho anillos) sólo permiten la difusión de pequeñas partículas, por lo general 

se llaman  "bolsillos laterales " (“side pockets”) (Demuth, et al, 2000). La única forma de ser 
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introducidos por allá es a través de un canal principal. No hay conexión entre los bolsillos laterales 

adyacentes. La cmmc-celda unidad ortorrómbica tiene los siguientes parámetros de malla: y=18.3 

Å, x=20.5 Å, z=7.5 Å (Alberti, et al, 1986).  

MOR tiene sólo un canal unidimensional para la difusión de partículas grandes (Terasaki et al., 

1988). Los ángulos formados por la configuración morfológica de los canales principales y los 

bolsillos laterales permiten la representación como elipses, o incluso cilindros, de diámetros 

comparables a las aperturas de los anillos, sin embargo, esto solo mantiene una integridad [90.8%-

95.6%] en cada canal en función de la diferencia de volúmenes con respecto a la estructura original. 

De esta manera, el canal principal y sus bolsillos laterales pueden ser modelados usando cilindros 

regulares o elípticos como una base. En la parte externa de los canales principales, se encuentran 

una serie de concavidades (bolsas); no están conectados a la principal o al otro canal interno del 

MOR, sin embargo, pueden terminar almacenando algunos tipos de partículas. La Figura 4.1 

muestra un esquema idealizado del MOR realizado por la sección dibujos 3D en la base de datos 

de las estructuras zeolitas de la Asociación Internacional de zelotes (IZA) a través de las 

interconexiones moleculares en el punto de vista 001 (eje z) mostrando la celda-unidad. 

 

Figura 4.1. Escena de MOR Idealizada ( 001) y su célula unitaria. 
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La densidad del marco (framework density, FD) se define como el número de átomos de marco 

coordinado tetraédricamente (T-átomos) por 1000A3. El FD del MOR es de 17.2 (Baerlocher, 

2007). Algunas otras propiedades de MOR son: el volumen del vacío equivale a 28%, la gravedad 

específica entre 2.12-2.15, una alta estabilidad térmica y una capacidad de intercambio de iones 

de 2.29 Meq/g. MOR pertenece al grupo 6 (una unidad de 8 tetraedrones, T8O16) basado en el tipo 

de su marco (Ulmanu y Anger, 2011). 

En 2011, First et al., desarrolló un método para caracterizar las estructuras de las zeolitas tomadas 

de la imagen cristalográfica para identificar la jaula, los portales, las conexiones dentro de la 

estructura; para calcular propiedades importantes como la distribución del tamaño de poro, el 

volumen, el área superficial y los diámetros limitantes para la cavidad y el poro más grandes. En 

el caso de MOR, era posible identificarse con este método y una imagen tomada de IZA, las 

siguientes cantidades: 40 portales, 24 canales, 4 jaulas, 16 cruces y 40 conexiones. 

Otro estudio relacionado con las propiedades del MOR fue presentado por Sergeev (2017), en el 

que la interacción de los giros nucleares Al y Na con impurezas paramagnéticas se convierte en un 

mecanismo de relajación significativo cuando T<200K. También, Song et al. (2017), mostraron 

las reacciones de protonación del etano, el propeno y el isobuteno dentro de las estructuras de poro 

de MRC-ocho y MRC-doce de zeolita MOR estudiada teóricamente para revelar el origen de 

diferentes procesos de catálisis. 

4.4.  Conclusiones del capitulo  

Como se pudo apreciar, las zeolitas son de un gran interés para la industria y la ciencia modernas 

por el gran número de aplicaciones que poseen. El estudiar la relación que tiene su estructura y las 

partículas o componentes que pueden ingresar en ellas, y como esta relación permite cambiar las 

propiedades de las zeolitas, permitiría desarrollar nuevos materiales, o, encontrar aún más campos 

de aplicación. 

De forma específica, el enfocarnos en el estudio de la mordenita utilizando métodos 

computacionales de simulación, siendo esta una de las zeolitas con mayor aplicación, nos permite 

generar modelos y procedimientos computacionales que pueden ser particularizados para analizar 

las propiedades de la mordenita en diversos ámbitos, o generalizados para así aplicarse en otros 

tipos de zeolita. 
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5. LLENADO DE CANALES IDEALIZADOS DE LA 

ZEOLITA MORDENITA 

En esta sección se toma la información de la 4.3 para modelar el contenedor  en donde se realiza 

la simulación, al igual que las esferas/partículas. De la misma forma se analizará el proceso de 

simulación, su metodología, y al final se analizarán los resultados de dichas simulaciones. 

 

5.1. Modelado de canal 

La representación más común de los canales de mordenita es realizada utilizando cilindros 

regulares, sin embargo, sus dimensiones se acercan más a una elipse que a una circunferencia por 

lo que dicha estructura ha sido modelada como canales basados en cilindros elípticos en lugar de 

los regulares. Lo anterior permite tener un incremento superior al 7% en su volumen, lo que 

permitiría que ingresara una mayor cantidad de partículas. En la Figura 5.1 se muestra una celda 

estándar de mordenita tomado en cuenta la forma de sus canales 

 

Figura 5.1. Canales de mordenita (001), IZA 

El modelar los canales principales de esa forma provocan que la validación de los movimientos y 

generación de esferas se complique ligeramente.  
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5.2. Simulación 

El proceso de simulación fue separado en 3 etapas con el objetivo de eficientizar las revisiones al 

código y a los resultados de la simulación en general. Primero se genera una configuración inicial 

utilizando métodos de empaquetamiento bidimensionales. Después, inicia un proceso de agitación 

con el propósito de “romper” la configuración inicial y reacomodar las partículas en el fondo del 

contenedor. Por último, se generan y mueven nuevas partículas dentro del sistema, con el objetivo 

de depositar la mayor cantidad de partículas dentro. En la Tabla 5.1 se presenta las nomenclaturas 

de la simulación. 

5.2.1. Nomenclaturas 

Tabla 5.1 Nomenclaturas 

Esfera 

d Diámetro, Å 

r Radio, Å 

x, y, z Coordenadas del centro  

𝜶 
Número aleatorio uniformemente distribuido 

[0,1] 

𝜽 
Número aleatorio uniformemente distribuido 

[0, 2𝜋] 

Contenedor 

H Altura, Å 

dA Diámetro en el eje-X, Å 

dB Diámetro en el eje-Y, Å 

Valores generales 

de la simulación 

N Número de esferas 

M Pasos de la simulación 
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5.2.2. Configuración Inicial 

La configuración inicial tiene como objetivo generar una determinada cantidad de esferas dentro 

del contenedor, donde su acomodo puede ser pseudoaleatorio u ordenado. 

Pseudoaleatoria 

La configuración pseudoaleatoria consiste en generar partículas dentro del contenedor utilizando 

números aleatorios uniformemente distribuidos. 

Este procedimiento tiende a ser computacionalmente costoso puesto que las esferas son rígidas y 

no pueden sobreponerse las unas con las otras, por lo que la generación de una sola partícula puede 

derivarse en una gran cantidad de intentos fallidos por motivo de que las partículas se crearon 

dentro de los diámetros de otras partículas o de las paredes del contenedor. 

Sin embargo, independientemente del gran costo computacional, este método ayuda a mantener la 

aleatoriedad de la simulación. 

Ordenada 

La configuración ordenada consiste en realizar procedimientos geométricos y matemáticos para 

generar partículas dentro del contenedor. Consiste principalmente en 2 etapas: 

Evaluación de la relación entre la partícula y el contenedor 

La primera etapa de la configuración inicial consiste en evaluar la relación que hay entre el 

diámetro de la partícula a simular con las medidas del contenedor, específicamente con su altura 

y con el diámetro más pequeño del contenedor cilíndrico elíptico. 

Primero calculamos la cantidad de “pisos” o niveles de simulación que el contenedor pudiera tener, 

esto se realiza calculando la cantidad de diámetros de la esfera/partícula que pueden caber en los 

700 A de altura del contenedor sin salirse del mismo, a través de la siguiente ecuación: 

𝑃𝑖𝑠𝑜𝑠 =  ⌊𝑯𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓/𝑫𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂⌋ 

Una vez calculada la cantidad de pisos de simulación, se prosigue en calcular la cantidad de esferas 

que caben en cada uno de ellos, esto es realizado tomando en cuenta la razón entre el diámetro de 

la partícula y el diámetro menor del contenedor a través de un empaquetamiento bidimensional, 
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utilizando los resultados de   sobre el problema de empaquetamiento de discos unitarios en 

cilindros. Dichos resultados son presentados en la Tabla 5.2 

 

Tabla 5.2. Razón entre diámetros: resultados de empaquetamiento de 

 discos unitarios en cilindros 

Número de Círculos Radio Razón 

1 1.00000 1.00000 

2 0.50000 2.00000 

3 0.46410 2.15470 

4 0.41421 2.41421 

5 0.37019 2.70130 

6(a) 0.33333 3.00000 

6(b) 0.33333 3.00000 

7 0.33333 3.00000 

8 0.30259 3.30476 

9 0.27676 3.61311 

10 0.26225 3.81302 

 

Tomando en cuenta la relación entre el número de discos y la razón resultante de sus diámetros y 

los de su contenedor, se pueden extender esos valores y aplicarlos al canal de mordenita tomando 

en cuenta el diámetro de las partículas. Con ese objetivo, se definirán sus tamaños tomando en 

cuenta 4 tipos de diámetros, Atómicos, Covalentes, Cinéticos y de Van der Waals. Dichos valores 

se muestran en la Tabla 5.3 
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Tabla 5.3 Diámetros de las partículas de gases inertes 

PARTÍCULA 

DIÁMETROS 

Atómico 

(Å) 

Covalente 

(Å) 

Cinético 

(Å) 

Van der 

Waals (Å) 

Radón (Rn) 2.4 2.9 4 4.4 

Xenón (Xe) 2.16 2.6 3.96 4.32 

Kriptón (Kr) 1.76 2.2 3.6 4.04 

Argón (Ar) 1.42 1.94 3.4 3.76 

Neón (Ne) 0.76 1.38 2.75 3.08 

Helio (He) 0.62 0.64 2.6 2.8 

 

Extensión Tridimensional 

El último paso de la configuración inicial consiste en replicar (extender) la forma de configuración 

obtenida a través de la regla de razón a cada uno de los pisos obtenidos. Esto permite asegurar que 

una cantidad importante de partículas se encontrará dentro del contenedor al iniciar la simulación, 

reduciendo el procesamiento computacional. 

Este método asegura que una gran cantidad de partículas se encontrarán dentro del contenedor, 

teniendo un bajo costo computacional. Sin embargo, requiere de un proceso de “agitación” para 

que el ordenamiento se rompa. 

 

 

5.2.3. Agitación 

El proceso de agitación consiste en tomar la configuración inicial de las partículas y depositarlas 

en el fondo del contenedor a través de movimientos aleatorios restringidos, con el objetivo de 

liberar espacio en los pisos superiores del contenedor y así facilitar y agilizar la deposición de 

nuevas partículas. 

Los movimientos restringidos son realizados bajos el método Metrópolis MC, se consideran 

restringidos por que se limitan a las dimensiones del contenedor, tanto por las paredes como por 

la altura del mismo. Las ecuaciones con las que se rigen dichos movimientos y sus restricciones 

son: 
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Movimientos 

Esfera(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′) → 𝑬𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂(𝒙 + ∆𝒙, 𝒚 + ∆𝒚, 𝒛 + ∆𝒛) 

∆𝒙, ∆𝒚, ∆𝒛=  𝜶 −  [𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂] 

𝜶 ∈ [𝟎, 𝟏] 

Restricciones 

Del Contenedor 

Pared      √∑ (𝒑𝒊)𝟐
𝒏
𝒊=𝟏 ≤ 𝐦𝐚𝐱[(𝒅𝑨𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 − 𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂), (𝒅𝑩𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 − 𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂)] 

Piso          (
𝒅𝒔𝒑𝒉𝒆𝒓𝒆

𝟐
) ≤ 𝒛 ≤ (𝑯𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 − 𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂) 

De la esfera/partícula 

Traslape  √∑ (𝒑𝒊 − 𝒒𝒊)𝟐
𝒏
𝒊=𝟏 ≥ 𝒅𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂 

La Figura 5.2 muestra la forma en la que se interpreta las restricciones de movimiento tomando en 

cuenta el efecto pared, tanto de un contenedor cilíndrico elíptico, como de uno regular. Tomando 

en cuenta los diámetros del contenedor, el radio de las esferas. 

 

        

(a)         (b) 

Figura 5.2. Diferencias en la restricción de la pared y los límites de movimiento de las partículas en un 

cilindro regular (a) y un cilindro elíptico (b). 
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5.2.4. Deposición de nuevas partículas 

 

La deposición consiste en generar aleatoriamente partículas en un área sobre el contenedor y 

depositarlas a través movimientos aleatorios usando el método de Monte Carlo. Los movimientos 

de las partículas siguen el esquema de los movimientos de la etapa de agitación. La simulación 

termina cuando todas las partículas se han movido M veces. La generación de partículas se describe 

en las ecuaciones: 

[𝑯𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 + (𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂)] ≤ 𝒛 ≤ (𝟐 ∗ 𝒅𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂); 

x= √𝜶  𝐜𝐨𝐬𝜽 ∗  [𝒅𝑨𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 − (𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂)], 

y= √𝜶 𝐬𝐢𝐧𝜽 ∗  [𝒅𝑩𝑪𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒆𝒅𝒐𝒓 − (𝒓𝒆𝒔𝒇𝒆𝒓𝒂)], 

𝐝𝐨𝐧𝐝𝐞 𝜶 ∈ [𝟎, 𝟏],  𝜽 ∈ [𝟎, 𝟐𝝅]. 

 

 

5.3. Resultados 

 

Los resultados de la simulación se expresan principalmente a través de 2 enfoques: La densidad 

de empaquetamiento y el tiempo de procesamiento, ambos evaluados en lo general a través de los 

valores máximos, mínimos y promedio del total de simulaciones por cada partícula, y en lo 

individual la densidad evaluada como porcentaje de ocupación, y el tiempo de procesamiento 

separado en sus etapas y en los 2 tipos de simulación utilizados. 

 

5.3.1. Relación de razones de los diámetros en la configuración inicial 
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Tomando en cuenta los valores de los diversos tamaños con base en los diferentes tipos de 

diámetros de las tablas 5.2 y 5.3 se obtienen las relaciones siguientes 

 

Tabla 5.4 Razones Esfera/Contenedor 

Partícula 

Relaciones 

Atómicas 

Relaciones 

Covalentes 

Relaciones 

Cinéticas 

Relaciones                 

Van der waals 

Dmin         

(6.5 Å) 

Dmax        

(7 Å) 

Dmin         

(6.5 Å) 

Dmax        

(7 Å) 

Dmin                   

(6.5 Å) 

Dmax        

(7 Å) 

Dmin         

(6.5 Å) 

Dmax        

(7 Å) 

Rn 2.71 2.92 2.24 2.41 1.63 1.75 1.48 1.59 

Xe 3.01 3.24 2.50 2.69 1.64 1.77 1.50 1.62 

Kr 3.69 3.98 2.95 3.18 1.81 1.94 1.61 1.73 

Ar 4.58 4.93 3.35 3.61 1.91 2.06 1.73 1.86 

Ne 8.55 9.21 4.71 5.07 2.36 2.55 2.11 2.27 

He 10.48 11.29 10.16 10.94 2.50 2.69 2.32 2.50 

 

Se debe tomar en cuenta que para realizar la simulación con interacciones Inter partículas de 

esferas rígidas solo se pueden utilizar los diámetros cinéticos y/o de Van der Walls. Por el motivo 

anterior y para que se puedan apreciar mayores diferencias en los patrones de las estructuras finales 

se seleccionó a los diámetros cinéticos. 

 Las relaciones de la tabla anterior permitieron que se identificaran y agruparan 3 posibles casos 

dentro de las partículas de gases inertes: ordenamientos de 1, 2 y 3 partículas por cada piso. 

Los casos identificados permitieron crear 3 “reglas de razón”, la tabla 5.5 presenta el listado de las 

partículas, la razón entre su diámetro y del contenedor, la “regla de razón” a que se ven sometidas, 

y la forma en la que se acomodarán por cada piso de simulación. 

 

Tabla 5.5. Reglas de razón: impacto en la configuración inicial 
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5.3.2. Densidad de Empaquetamiento 

 

Evaluando la veracidad de la simulación con base en la densidad de empaquetamiento definida 

como “el espacio ocupado por las partículas dentro del contenedor, en términos de volumen y/o 

de porcentaje”, con la restricción que se solo contarán aquellas partículas que se encuentren 

completamente dentro de las dimensiones del contenedor, los resultados de las simulaciones para 

cada partícula fueron los siguientes: 

Las simulaciones realizadas con partículas modeladas con base en Radón, Xenón, Kriptón 

y Argón presentan la característica común de que solo cabe una sola partícula por nivel (piso) de 

simulación, por lo que el análisis geométrico permite validar su densidad máxima de 

empaquetamiento. En el caso del Radón, las simulaciones alcanzaron los valores mostrados en la 

Tabla 5.6, dichos resultados son congruentes con los resultados obtenidos por análisis matemático.  

Particles 
𝒅𝑩𝑪𝒐𝒏𝒕𝒂𝒊𝒏𝒆𝒓

𝒅𝑺𝒑𝒉𝒆𝒓𝒆
  Ratio Rule Initial Configuration 

Ra 1.48 

1.0 ≤ 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 < 2.0 

 

Xe  1.5 

Kr 1.61 

Ar 1.73 

Ne 2.11 2.0 ≤ 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 ≤ 2.15 

 

He 2.32 2.15 < 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 ≤ 2.41 
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El hecho de que en algunas simulaciones no alcanzará la densidad máxima de 

empaquetamiento se debe a la aleatoriedad de los movimientos de las partículas lo que provocó, 

en el peor de los casos, que una sola partícula no entrará completamente. En las Figuras 5.3 se 

aprecian algunos ejemplos de las estructuras finales en la simulación. 

De la misma forma las Tablas 5.7, 5.8 y 5.9 muestran los resultados de las estructuras 

finales de las partículas de Xenón, Kriptón y Argón, respectivamente, al igual que las figuras 5.4, 

5.5, y 5.6 

En el caso de estas 3 últimas partículas al ser más pequeñas que el Radón, y aunque también 

solo puede haber una por cada piso de simulación, se pueden ingresar una mayor cantidad de ellas 

en los canales de mordenita, y al igual que el Radón pueden ser corroboradas y comparadas con 

métodos matemáticos donde se aprecian en las tablas y figuras correspondientes mostraron 

congruencia con estos métodos y de igual manera presentan una variabilidad aceptable en sus 

densidades máximas de ocupación. 

Las simulaciones basadas en partículas de Neón no pueden ser corroboradas con métodos 

matemáticos idénticos a los utilizados para comparar a las partículas anteriores, el motivo es que 

al tener dimensiones más pequeñas cambian de “reglas de razón” por lo que ahora caben 2 

partículas por cada piso de simulación, sin embargo, puesto que las partículas anteriores fueron 

congruentes en sus resultados, existe una alta probabilidad de que estas también sean congruentes. 

 

5.3.3. Tiempo de Procesamiento 

Si comparamos ambas metodologías en términos del tiempo en el que tardan en ejecutarse, la de 

3 etapas es mucho más rápida. La principal diferencia radica en la etapa de configuración inicial, 

la metodología ordenada requiere una pequeña fracción del tiempo que la metodología 

pseudoaleatoria, principalmente porque la segunda requiere de muchos intentos para poder generar 

una partícula, y la primera solo requiere replicar el patrón de ordenamiento por cada piso de 

simulación establecido. 

Posterior a eso, el proceso de agitación, siendo el procedimiento que más tiempo requiere 

procesamiento de la metodología de 3 etapas permite que su etapa final (deposición) reduzca su 

tiempo de ejecución, de tal manera que la suma de los tiempos de procesamiento de la etapa de 
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agitación y la de deposición, son menores que la etapa de inserción aleatoria de partículas de la 

metodología de 2 etapas. 

 

 

5.3.4. Resultados Generales 

 

Tomando en cuenta las 2 metodologías de simulación utilizadas en este trabajo, la densidad de 

empaquetamiento tuvo un gran aumento en sus valores máximos, mínimos y promedios. La 

principal diferencia en las densidades y en el tiempo de procesamiento se puede observar durante 

la etapa de configuración inicial de la simulación. Aunque la etapa de asentamiento incrementó el 

tiempo de procesamiento de la metodología de 3 etapas, la gran diferencia de tiempos entre la 

etapa final de la metodología 1 en contraste con la suma de tiempos de asentamiento y deposición 

de la metodología 2 es tan grande que como resultado final se concluye que la metodología de 3 

etapas es mucho más eficiente en términos de tiempo y de densidad de empaquetamiento. 

Basando los resultados únicamente en la metodología de 2 etapas, de forma individual para 

cada partícula, se concluye que el hecho de aleatorizar la etapa de configuración inicial tiene gran 

impacto tanto en la densidad final de empaquetamiento como en los tiempos computacionales. 

Efecto que a su vez incrementa el tiempo de procesamiento de la etapa final de dicha metodología, 

sin embargo, esto tiene un efecto inversamente proporcional en la densidad final. 

Basando los resultados únicamente en la metodología de 3 etapas, se concluye que, al tener 

una configuración inicial ordenada, impacta drásticamente en la reducción de tiempos de 

procesamiento y en el incremento en la densidad de empaquetamiento, a tal grado que los 

resultados finales de empaquetamiento de la metodología 1 son similares a los resultados de 

empaquetamiento de solo la primera etapa de la metodología 2, solo que esta última solo requiere 

de una fracción del tiempo para finalizar. 

En términos de la densidad de empaquetamiento se concluye que los resultados son 

congruentes con los basados en técnicas matemáticas, con diferencias aceptables, las cuales se 

concluye que se deben a los procesos aleatorios en las etapas de asentamiento y de deposición. 
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Estas diferencias pueden reducirse si se aumenta el número de validaciones aplicadas al 

movimiento de las partículas, pero esto incrementaría el tiempo computacional de estas etapas. 

Las figuras 5.6 y 5.8 muestran las comparativas más significativas (límites inferiores y superiores) 

en términos de la densidad de empaquetamiento y tiempo de procesamiento respectivamente. 

 

Figura 5.7. Comparativa de simulaciones basadas en la densidad de empaquetamiento, tomando 

en cuenta las etapas de simulación de ambas metodologías 

 

 

Figura 5.8 Comparativa de simulaciones basadas en el tiempo de procesado computacional, tomando en cuenta las 

etapas de simulación de ambas metodologías 
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6. CONCLUSIONES 

Esta investigación detalla todos los elementos del desarrollo de una simulación de 

empaquetamiento de esferas monoatómicas en materiales porosos, tomando en cuenta la selección 

del método de simulación y el proceso de abstracción en el modelado de las partículas y del 

contenedor, a través de la utilización de herramientas matemáticas, geométricas y 

computacionales. 

En la tesis se describen y analizan los diferentes métodos de empaquetamiento de esferas 

en diversos medios, para posteriormente seleccionar el más adecuado para resolver el problema. 

También se analizan los diversos métodos de simulación, ya sea matemáticos o 

computacionales, sus virtudes y deficiencias. 

De la misma forma, se genera una clasificación de los métodos Monte Carlo, dividiéndolos 

por familias, describiendo su funcionamiento y aplicación de forma práctica. 

Se analizan los materiales nanoporosos (zeolitas) sus definiciones y aplicaciones, y los 

enfoques computacionales con los que son estudiados. 

Dentro de la tesis se describe detalladamente el proceso de modelación tanto de las 

partículas a simular, como del canal principal de mordenita representada a través de un contenedor 

cilíndrico elíptico. 

Se describe todo el proceso de simulación, la forma en la que se generan las 

configuraciones iniciales tomando en cuenta el tamaño de la partícula a simular, las ecuaciones 

matemáticas con las que se crean partículas nuevas y con las que se mueven, las restricciones al 

movimiento de cada partícula, y la validación del llenado del contenedor.  

Para finalizar, se realiza una comparativa entre los resultados de las simulaciones de las 

diversas partículas, comparando sus tiempos de procesamiento en sus diversas etapas, así como el 

volumen de ocupación dentro del contenedor y el llenado realizado con otros métodos ya sean 

computacionales o geométricos. 

El hecho de que no hayamos encontrado simulaciones similares en nuestro análisis 

constante de la literatura, limita las comparaciones de la simulación con otros métodos, sin 
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embargo, la relación entre los diámetros de las partículas más grandes y el contenedor, permite 

que los resultados en términos del volumen ocupado puedan ser comparados con métodos 

geométricos, los cuales aseguran encontrar el mayor volumen posible, y derivado de estas 

validaciones se considera que los resultados de las partículas más pequeñas, también son válidos 
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8. TRABAJO FUTURO 

 

Tomando en cuenta las limitaciones tanto del subtipo del método, como de la familia de métodos 

MC en general, las posibles mejoras y extensiones de la simulación se pueden dividir en 3: realizar 

una simulación mayormente apegada a la realidad mediante la utilización de otros métodos de la 

familia MC, un cambio del paradigma de programación de un modelo “en serie” a uno en 

“paralelo” y, por último, ampliar la simulación de solo un canal principal a un esquema multicanal. 

Dentro del primer punto de mejora, el método de Metrópolis está sujeto a producir datos estáticos 

solamente y solo se pueden simular la interacción de partículas monoatómicas, sin embargo, la 

mayoría de las sustancias que interactúan con los materiales porosos están formadas por partículas 

poliatómicas. Este hecho complica enormemente la simulación puesto que hay que tomar en cuenta 

la forma en la que las partículas están unidas (cadenas, por ejemplo), la manera en la que se mueven 

(ángulo de movimiento, rotación, traslación, etc), los tipos de interacción con otras partículas (Soft 

Sphere, electromagnetismo, etc), lo cual aumentaría la cantidad de validaciones y/o restricciones 

de la simulación. 

El segundo punto de mejora, el cambio de un código en serie a uno en paralelo es un reto talvez 

aun mayor puesto que aumentaría la complejidad de la programación, pero que generaría una 

enorme reducción en el tiempo de procesamiento computacional puesto que los movimientos de 

las partículas pudieran procesarse independientemente unas de otras. Además, tomando en cuenta 

que actualmente el procesamiento se realiza en la “Unidad de procesamiento central” (CPU, por 

sus siglas en inglés) de la computadora, el hecho de paralelizar la simulación nos permitiría 

aprovechar otras tecnologías, como el procesar la información en la “Unidad de procesamiento 

gráfico” (GPU, por sus siglas en inglés) la cual realiza una mayor cantidad de cálculos por segundo 

que la CPU y posee un mayor número de núcleos de procesamiento; otra tecnología que podría 

utilizarse al cambiar el paradigma de programación sería el poder procesar la simulación utilizando 

el “computo en la nube”(Cloud Computing), que nos permitiría utilizar equipo especializado de 

procesamiento computacional, donde el único inconveniente sería la renta del tiempo de los 

servicios, los cuales tienden a ser económicamente costosos. 
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El tercer punto provocaría un aumento enorme en el procesamiento computacional, puesto que 

dependiendo del lugar en donde se encuentre la partícula, cambiarían las restricciones del 

movimiento de la misma, lo que generaría una gran cantidad de movimientos rechazados en las 

validaciones. Lo anterior provocado por la forma en la que se conectan los canales y las diferencias 

en las medidas de los mismos. 

En caso de querer realizar todas las mejoras, el camino lógico sería el siguiente: primero paralelizar 

la programación de la simulación actual y procesar la información en el GPU, posteriormente 

ampliar a un esquema multicanal, esto no pudiera ser realizado antes de la paralelización puesto 

que la CPU no tendría la capacidad de procesamiento requerido, en tercer lugar se debe cambiar 

el método de simulación a uno que maneje partículas poliatómicas, y solo hasta realizar las pruebas 

y optimizaciones pertinentes, se proseguiría con la contratación de procesamiento en la nube, lo 

anterior reduciría los errores y la utilización de recursos para la simulación. 
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10. ANEXOS 

10.1. Diagrama General de Simulación 
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10.2. Main.m 

%%Menu y preparación de datos 

%Config Partícula 

dP=0;%diámetro de la partícula seleccionada 

opc=0;%Variable de selección del menú 

opc2=1;%Variable de selección del menú 

 

while opc ~= 7 && opc2 ~=2 

disp("*****"); 

disp("Menú de Opciones"); 

disp("*****"); 

disp("1.- Helio"); 

disp("2.- Neón"); 

disp("3.- Argón"); 

disp("4.- Kriptón"); 

disp("5.- Xenón"); 

disp("6.- Radón"); 

disp("7.- Salir del programa"); 

disp("*****"); 

disp("Seleccionar la opción deseada"); 

opc=input('Selección= '); 

 

 

    switch opc 

        case 1 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Helio"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 2.6 A"); 

            dP=2.6; 

            opc2=2; 
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        case 2 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Neón"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 2.75 A"); 

            dP=2.75; 

            opc2=2; 

        case 3 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Argón"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 3.4 A"); 

            dP=3.4; 

            opc2=2; 

        case 4 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Kriptón"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 3.6 A"); 

            d=3.6; 

            opc2=2; 

        case 5 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Xenón"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 3.96 A"); 

            dP=3.96; 

            opc2=2; 

        case 6 

            disp("*****"); 

            disp("Se seleccionó Radón"); 

            disp("Diámetro de la partícula = 4.4 A"); 

            dP=4.4; 

            opc2=2; 
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        case 7 

        disp("*****"); 

        disp("Terminando el programa"); 

        break; 

        otherwise 

            disp("*****"); 

            disp("Esa opción no se encuentra en el menú."); 

            disp("*****"); 

            disp("Desea continuar con la simulación?"); 

            disp("1= Si, 2= No"); 

            opc2=input('Selección= ');  

    end 

end 

 

if dP~=0 

    disp("Procesando..."); 

    [resultado]=A_Simulation(dP); 

End 
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10.3. A_Simulation 

 

function [ resultados ] = A_Simulation( dP ) 

%SIMULATION Summary of this function goes here 

%   Detailed explanation goes here 

dA=6.5; 

dB=7.0; 

H=700; 

%% Generar Configuración Inicial 

%Se solicitan las medidas de las partículas y del contenedor, y se 

%generan posiciones iniciales de esferas tomando en cuenta la relación 

%de sus diámetros 

disp("Iniciando Configuracion...\n"); 

posE1=B_Ini_Conf(dP); 

%% Deposición/desequilibrio de la ConfiguraciónInicial 

%Mueve aleatoriaamente las partículas de la configuración inicial con el 

%objetivo de descomponer dicha configuración con X movimientos 

%aleatorios del sistema simulado 

disp("Iniciando Deposicion Inicial..."); 

posE2=C_DepositionE1(posE1,dP,dA,dB,H); 

%% Generación de Resultados 

%Regresa las posiciones de todas las partículas dentro del contenedor 

disp("Limpiando Memoria...") 

clear ans dA dB dP h H numPart opc opc2 p1 pos rA rB x; 

disp("Procesando Resultados..."); 

resultados=posE2; 

disp("Resultado Final Guardado en la variable en memoria"); 

end 
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10.4. B_Ini_Config 

 

function [ pos] = B_Ini_Conf( dP ) 

%Valores Iniciales del Canal 

dA=6.5; 

dB=7.0; 

H=700; 

rA=dA/dP; 

rB=dB/dP; 

    if rA<2 && rB<2 

        numPart=floor(H/dP); 

        pos=zeros(numPart,3); 

        pos(1,3)=dP/2; 

        for x=2:numPart 

            pos(x,3)=pos(x-1,3)+dP; 

        end  

    else 

        numPart= floor(H/dP); 

        pos=zeros(numPart*2,3); 

        pos(1,1)=(dB/2)-(dP/2); 

        pos(1,3)=dP/2; 

        pos(2,1)=(dB/2*-1)+(dP/2); 

        pos(2,3)=dP/2; 

        for x=3:2:numPart*2 

            pos(x,1)=(dB/2)-(dP/2); 

            pos(x,3)=pos(x-1,3)+dP; 

            pos(x+1,1)=(dB/2*-1)+(dP/2); 

            pos(x+1,3)=pos(x-2,3)+dP; 

        end  
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    end 

disp("Configuracion Procesada...."); 

end 
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10.5. C_DepositionE1 

function [ newP ] = C_DepositionE1( oldP,dP,dA,dB,h ) 

%Calculo de las nuevas posiciones de forma pseudoaleatoria 

[m n]=size(oldP); 

r=dP/2; 

newP=zeros(m,n); 

over=0; 

if dA<dB 

    maxD=(dA-r)/10;  

else 

    maxD=(dB-r)/10;  

end 

MaxD=(-r)/10; 

disp(" "); 

disp("Determina la cantidad de movimientos para romper la formación inicial"); 

disp("Se recomienda cantidades mayores a 10,000, para optimos resultados"); 

disp("Se recomiendan cantidades menores a 1000, para rapidez"); 

movMax=input('Movimientos= '); 

    for w=1:movMax 

        for x=1:m 

        aceptado=0; 

            while(aceptado==0) 

                newP(x,1)=oldP(x,1)+(2*(rand-0.5))*maxD; 

                newP(x,2)=oldP(x,2)+(2*(rand-0.5))*maxD; 

                 

                if(oldP(x,3)==r) 

                    newP(x,3)=r; 

                else 

                    newP(x,3)=oldP(x,3)+(2*(rand-1.0))*maxD; 

                end  
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                if D_Overlapping(newP,oldP,x,r,h,dA,dB)==1 

                            aceptado=1; 

                else 

                   over=over+1; 

                end  

                if over==50 

                    newP(x,:)=oldP(x,:); 

                    aceptado=1; 

                    over=0; 

                end 

                if aceptado==1 

                    break; 

                end 

            end 

        end 

    end 

end 
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10.6. D_Overlapping 

 

function [ results ] = D_Overlapping( newP, oldP, x, r, h, dA, dB ) 

%% Función Overllaping 

%Esta función evalua el movimiento registrado, con base en la proximidad entre 

%las partículas, la pared y las tapas del contenedor. 

 

results=1; 

[m n]=size(newP); 

evalPoint=newP(x,:); 

    if x>1 

        for cont=1:x-1 

            if ((sum((evalPoint-newP(cont,:)).^2)).^0.5)<(2*r) 

                results=0; 

            end 

        end 

        for cont=x+1:m 

            if ((sum((evalPoint-oldP(cont,:)).^2)).^0.5)<(2*r) 

                results=0; 

            end 

        end 

    else   

         for cont=x+1:m 

            if ((sum((evalPoint-oldP(cont,:)).^2)).^0.5)<(2*r) 

                results=0; 

            end 

        end 

    end 

    if results==1 
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        center=[0,0,(newP(1,3))]; 

        dist=(sum((center-newP).^2).^0.5); 

        if(dist>=(dA-r)) 

            if (dist>=(dB-r)) 

                results=0; 

            end 

        end 

    end 

    if results==1 

        if((newP(1,3)-r)<0) 

            results=0; 

        end 

        if((newP(1,3)+r)>h) 

            results=0; 

        end 

    end 

end 

 

 


