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RESUMEN de la Tesis de Samuel Cardefia Sanchez presentada como requisito
parcial para la obtencién de la Licenciatura en Fisica. Ensenada, Baja California,
México, agosto de 2008.

DIFERENCIAS FINITAS EXACTAS PARA ECQACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES EN UNA DIMENSION ESPACIAL

Debido a su sencillez de implementar en modelos que involucran ecuaciones di-
ferenciales parciales, los esquemas de diferencias finitas son uno de los métodos mas
empleados en las simulaciones numéricas. En esta metodologia se parte de la hipotesis
de que existe una equivalencia entre las derivadas continuas (dominio continuo) y las
ecuaciones de diferencias (dominio discreto). Esta “supuesta’ equivalencia proviene
de truncar expansiones en serie de Taylor de la funcion a encontrar, lo que obviamen-
te origina que la solucién numérica (dominio discreto) sélo sea una aproximacién a la
solucién analitica (dominio continuo). Si en vez de truncar la expansién en serie de
Taylor de la funcién se toma la serie en su entidad completa, ahora si se tendria una
equivalencia apropiada y la solucién numérica representaria fielmente a la solucién
analftica. A los esquemas de diferencias finitas que se construyen tomando en consi-
deracién las series de Taylor de la funcién en su entidad completa se les denomina
diferencias finitas exactas.

En este trabajo de tesis se desarrolla una metodologia para construir esquemas
de diferencias finitas exactas para las ecuaciones de calor, onda, Poisson, Laplace y
Schrodinger en una dimension espacial.

Resumen aprobado:
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1. INTRODUCCION

La mayorfa de las propiedades cualitativas y cuantitativas de algiin determinado
fenémeno fisico se pueden representar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o
parciales, con condiciones iniciales y de frontera vélidas en algtin dominio. El siguien-
te paso es encontrar la solucién a dicho problema, sin embargo, esta etapa es una
de las més complicadas ya que sélo un niimero limitado de estos modelos matemati-
cos cuenta con solucién analitica [3]. Cuando nos enfrentamos a este problema, lo
m4s usual es recurrir a técnicas numéricas que nos permitan describir a groso modo
la forma de la solucién del fenémeno fisico en cuestién. Para esto, es muy comin
discretizar el dominio de la solucién, en donde el conjunto infinito de nimeros que
representan en su totalidad a la funcién o las funciones incégnitas del problema a re-
solver son sustituidas mediante un nimero finito de pardmetros. Aunque esta técnica
puede envolver un nimero grande de elementos y de operaciones algebraicas, gracias
a los avances computacionales, calcularlos toma tiempos relativamente muy cortos
[4]. Sin embargo, cabe hacer notar que la solucién obtenida mediante esta represen-

tacion discreta por lo regular suele ser s6lo una aproximacién a la solucién analitica.
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Uno de los métodos més empleados para resolver numéricamente problemas que
involucran ecuaciones diferenciales es el de diferencias finitas, debido a su sencillez

en la implementacién computacional.

1.1. Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas consiste en sustituir las derivadas parciales pre-
sentes en el modelo matemdtico (dominio continuo) por un nimero finito de ecua-
ciones algebraicas (dominio discreto). Ahora, el valor de los puntos seleccionados en
el dominio discreto se convierten en las incégnitas, en lugar de la distribucién espa-
cial continua de la variable dependiente. Entonces, en lugar de resolver una ecuacién
diferencial el problema se replanted a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas,
que para asegurar que su solucién concuerde con la solucién analitica de la ecuacién

diferencial, debe de satisfacer las condiciones de estabilidad y convergencia.

1.2.  Convergencia y Estabilidad

La condicién de convergencia no siempre es facil de verificar, ya que en ella se
establece que la solucién numérica tienda a la solucién analitica conforme incrementa
el nimero de iteraciones en el esquema de recurrencia [4]. Esto se puede demostrar
en forma general sélo en algunos casos, como los problemas que se plantean en este

trabajo.
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Para que un esquema de recurrencia sea estable se debe de cumplir que la solucién
numérica permanezca acotada conforme se incrementa el niimero de iteraciones en

dicho esquema.

Cuando se trabaja con diferencias finitas una consecuencia inmediata de la con-
dicién de estabilidad es que los errores, intrinsecos en su construccién, deben perma-
necer acotados conforme el nimero de iteraciones tiende a infinito. Esta condicién es
de gran importancia, ya que se restringe el tamafio de paso o de muestreo (distancia
entre los puntos) al discretizar el dominio continuo, y se le denomina condicién de
estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy en honor a Richard Courant, Kurt Friedrichs

y Hans Lewy que la describieron en 1928 [4].

1.3. Diferencias Finitas Exactas

En la actualidad, ;existe un método numérico que permita encontrar la solu-
cién discreta a aquellos modelos que involucren ecuaciones diferenciales parciales sin
la necesidad de preocuparse por satisfacer las condiciones de estabilidad y conver-
gencia? Dicha necesidad surge de la forma en que se construyen los esquemas de
diferencias finitas, es decir, de utilizar las series de Taylor (de la funcién incégnita)
truncadas. En el momento en que se pueda integrar en el esquema discreto la se-
rie completa y al utilizar las relaciones presentes entre la funcién y sus derivadas,
automéaticamente se incluirfa en la representacién discreta toda la informacién plan-
teada desde un inicio, por lo que al resolver este esquema discreto su solucién seria
equivalente a la solucién continua, es por eso que a este tipo de representaciones se

les conoce como diferencias finitas exactas (DFE). De esta manera, implicitamen-
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te los esquemas de diferencias finitas exactas son estables y convergen a la solucién

buscada, por lo qué autométicamente son independientes del tamafio de muestreo [5].

El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar una metodologfa para construir
esquemas de diferencias finitas exactas. Realizar un andisis de los errores intrinsecos
en dichos esquemas y compararlos con los de los esquemas tradicionales. Y me-
diante ejemplos numéricos para las ecuaciones de calor, onda, Poisson, Laplace y
Schrodinger, mostrar cémo précticamente los errores generados con los esquemas de

diferencias finitas exactas son préacticamente nulos.

Esta tesis estd dividida en tres partes y cada una de ellas est4 escrita de manera
independiente, esto con la finalidad de que el lector pueda enfocarse al capitulo de

su interés sin la necesidad de estar constatando datos de los capitulos anteriores.

En la primera parte (capitulo 2 al 5) se presenta la forma estandar de obtener la
solucién analitica para las ecuaciones de calor, onda, Poisson, Laplace y Schrédinger.
En la segunda parte (capitulo 6 al 9) se construyen los esquemas de diferencias
finitas tradicionales, posteriormente se aplican estas representaciones a problemas
de importancia al area de la fisica y se realiza el andlisis de error de la solucién
numeérica. En la tercera parte (capitulo 10 al 13) se muestra cémo se construyen los
esquemas de diferencias finitas exactas y se aplican a los mismos problemas fisicos de
la segunda parte de este trabajo, para realizar una comparacién entre las soluciones

numéricas de los esquemas tradicionales y de los exactos.



Parte 1

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES (EDP)



La mayoria de los fenémenos fisicos se pueden representar mediante ecuaciones
diferenciales parciales, en particular las de segundo orden se clasifican habitualmente

dentro de tres tipos [6]:

= Parabdlicas: Ecuacién de calor.
» Hiperbdlicas: Ecuacién de onda.

» Elipticas: Ecuacién de Poisson y Laplace.

La disipacién de calor en una varilla o el flujo de calor a través de una pared
delgada son ejemplos tipicos que se modelan con la ecuacién de calor. La ecuacién de
onda surge casi inevitablemente en el estudio de fenémenos que involucren la propa-
gacién de ondas en un medio continuo, por ejemplo, las olas de un océano, las ondas
acusticas y electromagnéticas en la atmdsfera, o las ondas eldsticas en un cuerpo
sdlido. Problemas de electrostética, gravitacién, ingenierfa mecdnica y fisica tedrica

son tratados mediante la ecuacién de Poisson.

Otra ecuacién muy importante en el campo de la fisica es la ecuacién de Schrodin-
ger, al establecer que sea independiente del tiempo, con ella se modela el compor-
tamiento de las particulas en escalas atémicas, moviéndose libremente o bajo la in-
fluencia de algtin potencial electrostético en forma escalonada, barrera, caja, etc. Las
aplicaciones de esta ecuacién forman parte de la evolucién primordial en los avances

tecnoldgicos.



A continuacién se mostrard la manera tipica de construir la solucién analitica de

la ecuacién de calor, de onda, de Poisson y Schrodinger.



2. ECUACION DE CALOR,

La ecuacién de calor en una dimensién espacial estd dada por

ou(z,t)  ,0%u(z,t)
ot C dx2

(2.1)

donde u(z,t) representa la temperatura en el objeto unidimensional en el tiempo ¢

y la posicién z, y ¢ es la constante de difusién de calor.

Supondremos que el objeto se encuentra aislado, por lo tanto u(z, t) satisface las

siguientes condiciones de frontera

£
L
Nt
Il
L

t >0, (2.2)

w(L,t) = 0, ¢>0, (2.3)

donde L es la longitud.

Ademsds, asumiremos que se tiene una distribucién de temperatura inicial de la

forma f(z), entonces u(z, t) satisface la siguiente condicién inicial

u(z,0) = f(z), 0<z< L. (2.4)
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Si a u(z,t) la podemos separar en dos funciones: X y T, de tal manera que la
funcién X sélo dependa de la variable z y la funcién T sélo dependa de la variable #
(método conocido como separacién de variables), entonces a la solucién de la ecuacién

diferencial (2.1) la podemos escribir como
u(z,t) = X(z)T(¢). (2.5)

Como u(z,t) es solucién de la ecuacién (2.1), entonces (2.5) debe satisfacerla. Al

sustituir (2.5) en (2.1) se obtiene que

4 _ 29
7 Ox2

(X(2)T(8), (2.6)

como T'(t) es independiente de z entonces & (X (z)T(t)) = X (:z;)‘ﬂ;—l(f). Anélogamente

6—‘232—2- (X(z)T(t)) = T(t)m y después de dividir (2.6) entre (2.5), la ecuacién (2.6)

dmZ 3
se reescribe como
1 dT(t) o 1 dQX(ac)

T@ dt X(z) dz? (2.7)

El miembro izquierdo de (2.7) sélo depende de la variable ¢, mientras que el
derecho es funcién solamente de z, por lo que esta igualdad se satisface inicamente
si ambos miembros tienen el mismo valor constante. Por simplicidad en los célculos
posteriores se toma como constante a —w?, es decir, la ecuacién(2.7) es vélida sélo

si se cumple que

L) 2 (2.8)
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Entonces, a la ecuacién (2.8) la podemos separar en dos ecuaciones diferenciales

ordinarias que satisfacen

1 & X(z) N
X@) (29)
11 AT,

Por lo tanto, se ha transformado el problema original, de encontrar la solucién de
la ecuacién de calor (2.1), a encontrar la solucién de dos ecuaciones diferenciales

ordinarias independientes cuyas soluciones se obtienen sencillamente.
La solucién para la ecuacién (2.9) es

T(t) = Ce~<v™, (2.11)

y la de la ecuacién (2.10) es

X (z) = Ae™® + Be™w®, (2.12)

Usando la relaciones

€i€y — COS(fy) + isen(fy),

e~V = cos(£y) — isen(Ey), (2.13)
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en la ecuacién (2.12), y después de agrupar apropiadamente, esta se reescribe como
X(z) = Acos(wz) + Bsen(wz), (2.14)

dondeA=A+B’yB=z'(A—B).

Sustituyendo las ecuaciénes (2.11) y (2.14) en (2.5), tenemos que la solucién de

la ecuacién de calor (2.1) es

22t

u(z,t) = [Acos(wz) + Bsen(wz)] e, (2.15)

Hasta aqui, sélo se ha obtenido la forma general de la solucién de la ecuacién de
calor, sin embargo, el problema de interés es estudiar cémo se distribuye la tempera-
tura en un cuerpo aislado dada una distribucién inicial, por lo que es necesario que

(2.15) satisfaga las condiciones de frontera (2.2-2.3) e inicial (2.4).

Aplicando la condicién (2.2) en la ecuacién (2.15) obtenemos que

O = u(oa t) = [ACOS(LUO) -+- Bsen(wo)]e—czwzt

2,2

= Ae v, (2.16)

y, como w y c son constantes arbitrarias, entonces A = 0. Por lo que (2.15) se
simplifica a

u(z,t) = Bsen(wz)e ™. (2.17)
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Ademas, como el objeto se encuentra aislado en su extremo derecho (2.3), entonces
de la ecuacién (2.17) obtenemos que

0=wu(L,t) = Bsen(wL)e <",

(2.18)

la constante B no puede ser cero, ya que u(z,t) # 0 para todo ¢ > 0, lo que implica
que

sen(wL) = 0, (2.19)

como L es una constante arbitraria, la ecuacién (2.19) restringe los valores de w a

nmw
Wy = —

T (2.20)

donde n es un nimero entero. Entonces, se han obtenido los siguientes valores dis-
cretos para w y u(z,t):

ni 2
I U_n(z,t) = B_,sen (-—T}J—”z) e‘CZ(T) t,
- 2

wop=—1, u_1(z,t) = B_ysen (—%z) (%) t

wy = 0, uo(q;, t) = By,

o \2

Wi =L ui(z,t) = Bysen (5z) e~ (£)1

wy = 5,

nm 2
up(z,t) = Bysen (Mm) e ()t
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con...,B_,,...,B_1,By,By,...,B,,... constantes arbitrarias. Tomando la combi-
nacion lineal de todas las soluciones u,(z,t) se construye la solucién general para
la ecuacién de calor (2.1), que satisface las condiciones de frontera (2.2) y (2.3), es

decir,

e 2
u(z,t) = Z Bpsen (%Tm) e () (2.21)
n=—00
Pero, todavia falta que (2.21) satisfaga la condicién inicial (2.4), entonces se debe

cumplir que

f(z) =u(z,0) = i Bsen (%m) , (2.22)

n=—oo

aprovechando que las funciones sen (gnz), con ¢ un niimero racional, forman una base
ortogonal para el dominio de los niimeros reales, multiplicamos la ecuacién (2.22) por

sen (BLx), esto es

f(z)sen (Z—)sz) = i By sen (?gz) sen (%x) , (2.23)

n=—o0

donde p es un niimero entero. Ahora, al integrar la ecuacién (2.23) sobre su periodo
(—L a L) y al utilizar la propiedad de simetria de las funciones sinusoidales, el valor

de la constante B,, es

B, = %/OL f(z)sen (%m) dz, (2.24)

donde n es un nimero entero.
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Entonces, la solucién de la ecuacién de calor

ou(z,t) 2 Ou(z,t)

ot ox?
u(0,t) = wu(L,t)=0, t>0,

u(z,0) = f(z), 0<z <L,

(2.25)

donde c y L son nimeros reales, y f(z) es una funcién conocida, esta dada por

u(z,t) = i Bysen (n%a:) e (T

n=—0c0

B, = %/OLf(:c)sen <%x> dz.

)t

)

(2.26)



3. ECUACION DE ONDA

La ecuacién de onda en una dimensién espacial esta dada por

u(z,t)  ,0%(z,t)
o2~ a2

(3.1)

donde u(z, t) representa la posicién del objeto unidimensional en el tiempo t y la po-
sicién z, y c es la velocidad con que se mueve dicho objeto. Supondremos que esta fijo

en los extremos, entonces u(z,t) satisface las siguientes condiciones de frontera

w(0,t) = 0, t>0, (3.2)

w(L,t) = 0, ¢>0, (3.3)

donde L es la longitud.

Si se tiene un desplazamiento inicial de la forma f(z) y velocidad inicial g(z),

entonces u(z,t) satisface las siguientes condiciones iniciales

u(z,0) = f(z), 0<z<L, (3.4)
ou(z,t)

5 g(z), 0<z<L, (3.5)

t=0

donde f(z) y g(z) son funciones conocidas.
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Por el método de separacién de variables, la ecuacién de onda (3.1) se puede

reescribir como

1 9T _ , 1 8X(@) _

T(t) ot X(z) Ox? ’

(3.6)

donde se propuso que u(z,t) = X (z)T(t) y « es la constante de separacién de varia-

bles.

De la ecuacién (3.6) se obtienen las dos siguientes ecuaciones diferenciales ordi-

narias independientes

1 d°X(z) o2

= — 3.
X(z) dx? ’ (3.7)
1 1 &T@®) 9
ETE) de O (38)
cuyas soluciones generales, respectivamente, son
X(z) = Ae 4 Be ™ = Acos(az) + Bsen(az), (3.9)
T(t) = De* 4 Fe™ = Deos(act) + Fsen(act), (3.10)

donde A=A+ B, B=i(A-B), D=D+F, F=i(D - F).

Por lo que la solucién general a la ecuacién de onda (3.1) es

u(z,t) = [Acos(ax) + Bsen(az)] [Deos(act) + Fsen(act)]. (3.11)
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Al utilizar las condiciones iniciales (3.2) y (3.3) en la ecuacién (3.11), se tiene que

A =D =0, entonces (3.11) se simplifica como

[eo]

u(z,t) = E sen (%z) [Ancos (%ct) + Bsen (%ct)] , o (3.12)

n=—oo

donde A, = B,D, y B, = B, F,.

Ahora, al usar la condicién inicial (3.4) en (3.12), se tiene que

f@)=Y sen (”—;-x) An, (3.13)

y debido a que las funciones sinusoidales forman una base ortogonal para el dominio

de los reales, se llega a que
) L
A, = E/o f(z)sen (%w) dz. (3.14)
Anélogamente, de la condicién inicial (3.5) se implica que

2 L nmw
B, = el g{x)sen (Tx) dx. (3.15)
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Entonces, la solucién de la ecuacién de onda

0?u(z,t) 2 0%u(z, t)
ot? oz?
w(0,8) = 0, ¢>0,

u(L,t) = 0, t>0, (3.16)
u(z,0) = f(z), 0<z<L,
ulz,t) = g(z), O<z<L,
ot o

donde ¢ y L son ntmeros reales, y f(z) y g(z) son funciones conocidas, es

u(z,t) = i sen (%m) [Ancos (%ct) + B,sen (%ct)] . (3.17)
A, = %/OL f(z)sen <7~7'z17-r—a:> dz, (3.18)
B, = —C-S—; OL g(z)sen (—7%1:) dz. (3.19)



4. ECUACION DE POISSON

La ecuacién de Poisson unidimensional es

d?u(z)
e = —f(z), (4.1)

donde f(z) es una funcién conocida.

Supondremos que el objeto u(z) tiene extremos en x1 y zs, y que en dichos extre-

mos tiene valores fijos, es decir, que satisface las siguientes condiciones de frontera

U(iL‘l) = Uy,

’LL(Z‘Q) = U9, (42)

donde u; y ug son constantes reales.

Dado que la ecuacién de Poisson (4.1) depende dnicamente de una variable, basta

con integrar dos veces con respecto a la variable para obtener su solucién, es decir,

u(z) = — / ( / f(ac)d:c) iz, (4.3)

La funcién f(z) puede tomar multiples formas, bien pudiera ser alguna funcién
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trigonométrica, exponencial o algtin polinomio de grado n. Primeramente, supondre-

mos que f(z) es una constante ¢, entonces de (4.3) obtenemos que

2

u(z) = —q%— + Az + B, (4.4)

donde A y B son constantes de integracién.

Al usar las condiciones de frontera (4.2) en la ecuacién (4.4), se genera el siguiente

sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

2

Uy = —q% + A.’El + B,
z5

que al resolverlo las constantes A y B, en términos de 1, 2, U1, U y ¢, Se expresan

cOo1mo

Ug — Uq q
A = =
P 5 (%2 +a1)

2 2
U1To — UTq _ gCE2.’L’1 — I7T2

Ty — I1 2 To — Tt
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Entonces, la solucién de la ecuacién de Poisson

o .,
u(z) = w, (4.7)
u(zy) = us, (4.8)

donde g, x1, Za, U1 ¥ ug son nimeros reales, es

Ug — U
Iy —u—kg(m-%xl) T+

2 2
U1T9 — UaZy q ToTy — T{T2
2 T9 — X1 ‘

u(z) = (4.9)

To — X1 2 Ty — T1
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4.1. Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace es un caso particular de la ecuacién de Poisson tomando

a f(z) =0, es decir,

d*u(z)
da?

= 0. (4.10)

Como la segunda derivada de la funcién u(z) es cero, entonces su primera derivada

es una constante A, es decir,

du(zx)
dx

= A, (4.11)

Al integrar la ecuacién (4.11) con respecto a x, se obtiene que la solucién general de

dicha ecuacién es

u(z) = Az + B, (4.12)

donde B es la constante de integracién.

Al utilizar las condiciones de frontera (4.2) en la ecuacién (4.12), se obtiene el

siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

Uy = Axl"i"B)

u; = Azy+ B, (4.13)

que resolviéndolo, se expresan los valores de las constantes A y B en términos de las
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constantes conocidas x;, g, U1 y ug, como

Uy — U1

h

.’Ez—-.’El’

To—I
Entonces, la solucién de la ecuacién de Laplace

d?u(z)
dz?

’LL(.’L‘l) = U,

’LL(II?Q) = U9,

donde z1, x2, u; y us son nlimeros reales, es

U1Tg — U2y

u — —
u(:z:) — < 2 Ul) T4 U1T2 Uzwl'

Ty — 1

Tg — X1

(4.14)

(4.15)

(4.16)



5. ECUACION DE SCHRODINGER

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en una dimensién espacial

esta dada por

R @)
2m  dz?

+V(2)9(z) = By(), (5.1)

donde 9 (x) representa la amplitud de probabilidad de encontrar a la particula en
el punto z, m es la masa de dicha particula, E es su energia asociada, V(z) es la
energfa potencial o diferencia de potencial al que pudiera estar sujeta la particula y

h es la constante de Planck (A = 1,05 x 10734 - s).

En esta tesis, se restringird a la particula a moverse libremente (V(z) = 0) dentro
de una caja unidimensional de longitud L, esto significa que fuera de la caja la pro-
babilidad de encontrar a la particula es cero. Entonces la ecuacién (5.2) se simplifica
como

R ()
2m  dx?

= Ey(x), (5.2)
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y si se fijan las paredes de la caja en z = 0 y 2 = L, las condiciones de frontera son

P(0) = 0, (5.3)
W(L) = 0. (5.4)

La solucién general de la ecuacién de Schrodinger (5.2) es
P(z) = Ae*® + Be ™ = Acos (kz) + Bsen (kz), (5.5)

donde k= /2ZE A=A+ByB =z’</1—~§>. A k se le conoce como ntimero de

onda y es un nimero real, puesto que F lo es.

Al usar la condicién de frontera (5.3) en la ecuacién (5.5) se obtiene que A = 0,

por lo que (5.5) se simplica a
¢ (z) = Bsen (kz), (5.6)
y de la condicién de frontera (5.4) se implica que
sen (kL) = 0. (6.7)

Entonces, la ecuacién (5.7) no se satisface para valores arbitrarios de E, sino
Unicamente para aquellos valores discretos de E tales que,

n?m2h2

n = 2mL2 9 (5-8)
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donde n es un nimero entero positivo. El valor de n = 0 se elimina porque, en este
caso, ¥(z) = 0 en cualquier lugar, lo que implicarfa que la particula no estd en la
caja. Entonces, las funciones de onda de los estados estacionarios que corresponden

a estos valores son

nm
Yalw) = Ansen (2 ), (5.9)
Como las funciones de los estados estacionarios son ortonormales, se tiene que

L I, p=n
| vi@hin@rts = b = (5.10)
0 0, p#n

donde &y, es la delta de Kronecker. Entonces, normalizando las funciones de onda

(5.9), obtenemos

1 = /OL [Ansen (%az)de = A2 [g - Z—é—rsen (?r)]L = Aig

Por lo que

A, =1/2. (5.11)

De aqui se deduce que A es cualquier nimero complejo con valor absoluto \/%_ ;

todos los valores diferentes de A proporcionan el mismo estado fisico, por lo que por

simplicidad eligiremos el valor real A = \/% .
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Entonces, la solucién de la ecuacién de Schrodinger

_%a;i(f) = Ey(z) (5.12)
$»(0) = 0, (5.13)
»(L) = 0,

es

Yn(z) = \/%sen (n%x) (5.14)



Parte 11

DIFERENCIAS FINITAS (DF)
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Las diferencias finitas es una metodologia que por su sencillez es muy utilizada
en la actualidad para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales. En esencia, lo
que se hace es discretizar el dominio y buscar la solucién en dichos puntos mediante
un algoritmo de recurrencia que se construye al reemplazar las derivadas continuas
por sus correspondientes ecuaciones de diferencias. Esta simple sustitucién gene-
ra un esquema de diferencias finitas (EDF) cuya solucién discreta serd una buena
aproximacion a la solucién de la ecuacién diferencial siempre y cuando se escoja.
el espaciamiento del dominio apropiadamente. Para saber si el espaciamiento es el
apropiado el esquema de recurrencia debe de satisfacer un criterio de estabilidad,
sin embargo, en la mayoria de los casos determinar la condicién de estabilidad es un

proceso tedioso y complicado.

En esta seccién se describird el procedimiento estdndar para construir esquemas
de diferencias finitas para las ecuaciones de calor, onda, Poisson y Schrédinger. Se
estudiardn ejemplos numéricos tipicos para cada una de ellas, que son de relevancia
en el drea de la fisica, y posteriormente se realizard el andlisis de los errores generados

por dichos esquemas.



6. ECUACION DE CALOR

La ecuacién diferencial parcial que describe un proceso de difusién de calor en

una dimensién espacial es

Ou(z,t) 2 O?u(z,t)

ot ox? '’

(6.1)

donde u(z,t) representa el calor en el objeto unidimensional en el tiempo ¢ y la po-

sicién z, y ¢ es la constante de difusién de calor.

La metodologia estandar para la construcién de los esquemas de diferencias fini-
tas es reemplazar cada una de las derivadas parciales de la ecuacién (6.1) por sus
respectivas ecuaciones de diferencias. Dichas diferencias se obtienen de un desarrollo

en serie de Taylor de la funcién a determinar, en este caso u(z, t).
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El desarrollo en serie de Taylor para una funcién en dos variables [1], u(z,t),

continua e infinitamente derivable alrededor del punto (zg,tp) estd dada por

Ou(z,t) Ou(z,t)
u(z,t) = u(zo,to) + | (z — z0) + (t —to)
9% Jwot0) O zoto
(x — 30)? O%u(x,t) 0u(z, t)
+ + (z — o) (t — o)
[ 2! 02% |40 10) 020t | (40 1)
(t — to)? O%u(z,t) } o
2! ot? (z0,t0)
R i . O"u(z, 1)
+ EZ . (517—'$0) J(t—to)J m o, (62)
=0 \ J (zo,t0)

n
donde es el coeficiente binomial dado por

n n!
SR L — (6.3)
ji(n = j)!
Primeramente se construird la ecuacién de diferencias para %, la manera tra-
dicional de hacerlo es tomar el desarrollo en serie de Taylor de u(z, ¢+ At) alrededor
del punto (z,t), suponiendo que At es un niimero real infinitamente pequefio, enton-

ces al usar la ecuacién (6.2) se tiene que

_ ou(z,t) AL Pu(z,t) A OPu(z,t)
ua,t+ A = um )+ A S YT o

A CI%)
n!  Otn ’
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posteriormente se despeja ?_y_%ﬁ y se reagrupan los términos apropiadamente para

reescribir a la ecuacién (6.4) como

u(z,t) _ uz,t+Al) —u(zt) A [1 Pu(z,t) At du(z,t)

ot At 2! 0ot? 31 otd
At ory(z, t)
o o T ] , (6.5)

Por hipétesis At es infinitesimalmente pequefio, entonces en la ecuacién (6.5) el
término multiplicado por At tiende a cero conforme At tienda a cero, y esto se

reescribe en notacién compacta como

Ou(z,t)  wu(z,t+ At) — u(z,t)
5 = s + O (At). (6.6)

Si O(At) es cero, entonces se tendria una representacién exacta de la derivada
parcial en el dominio discreto. Sin embargo, en la mayoria de los casos O(At) es

diferente de cero, por lo que

DP = DF + O(At),

donde DP representa a la diferencial parcial, DF a la ecuacién de diferencias y O(At)

al término del error de la aproximacién.

Como en la ecuacién de diferencias (6.6), O(At) tiende a cero conforme At tiende
a cero, entonces se dice que el error de aproximacién de (6.6) es lineal. Cuando el
esquema de diferencias tenga un error de aproximacién O(At"), entonces se dird que

el esquema de diferencias tiene un error de aproximacién de orden n.
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Para construir la ecuacion de diferencias de 9%%&, la forma tradicional de hacerlo
es usar la expansion en serie de Taylor de u(z + Az, t) y de u(z — Az, t) alrededor

del punto (z,t), es decir

2 92 3 93
u(z + Az,t) = u(z,t)+ Aa:au(x’t) + Az Ju(@, ! + A Julz,b) +

oz 2l 0z? 3 0a?
Az™ "u(x,t)
LT R (6.7)
_ ou(z,t)  Az?0%u(z,t) Az®dPu(z,t)
e —Aot) = w@l) - Aot S e T B e T
R Ax™ 0™u(z, t)
LI G e e v HA (6.8)
para después sumarlas y obtener
Az? 8%u(z,t)  Az* Ou(x,t)
u(z + Az, t) + u(z — Az, t) = 2 |u(z,t) + 97 + TR +
AzCP 5@y (g ¢
'™ 9\ My, t) (6.9)

@2n)l Bz

ademads de suponer que Az es un nimero real infinitamente pequefio. Posteriormente,

. 2 ’, . .
en la ecuacién (6.9) se despeja Q——ggﬁ—’t—) y se reagrupan términos apropiadamente, para

llegar a

0?u(z, t) u(z + Az, t) — 2u(z,) + u(z — Az, t)

0z B Ax?
AR 2 d'u(z, t) 20222 90y (g, 1)
T4 ot @n) 0209

, (6.10)

que en notacién compacta se reescribe como

0%u(z,t) uw(z + Az, t) — 2u(z, t) + u(z — Az, t) 5
o2 Ap? + O(Azx?), (6.11)
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Discretizando el espacio y el tiempo como

r = kAzx,

t = nAt, (6.12)

donde k£ y n son nimeros enteros. Entonces, Az representa el muestreo en el espacio

y At el del tiempo

Con base en la discretizacién anterior, se define a la funcién u(z,t) en los puntos

discretos como
u(z, t) = ug, (6.13)

es decir, describimos la temperatura del objeto en el punto k-ésimo depués de n-pasos

en el tiempo.

Al utilizar la definicién (6.13) en las ecuaciones de diferencias (6.6) y (6.11), estas

se reescriben como

Ou(z,t) upt —ul
ot At (6.14)
ulw,t)  upy, — 2up +up_,

0z? Ax?

(6.15)

A las ecuaciones de la forma (6.14) se les llama diferencias progresivas, debido
a que para calcular la derivada parcial se utiliza el valor de la funcién en un punto

progresivo (n + 1). A las ecuaciones de la forma (6.15) se les conoce como diferen-
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cias centradas, porque aqui se utiliza el valor de la funcién en un punto progresivo
(k + 1) y uno regresivo (k — 1). De manera andloga se pueden construir ecuaciones

de diferencias de diferente orden.

Entonces, al sustituir las ecuaciones (6.14) y (6.15) en la ecuacién de calor (6.1),

su representacion mediante diferencias finitas de orden O(At, Az?) es

up™ = p (uhyr +ufy) + (1 — 2p)uf, (6.16)
donde
At 1
p— < — .
p="20 <t (6.17)

es conocida como la condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy [2].

6.1. Ejemplo Numérico

Se quiere analizar cémo se distribuye la temperatura en una barra de cobre (c =
1,2em?/s) de un centimetro de longitud, de seccién transversal uniforme, material
homogéneo y perfectamente aislada. Adem4&s, asumiremos que la dimensién de la
seccién transversal es tan pequefia que puede considerarse que la temperatura es
constante en cualquier punto de dicha seccién. Por lo que, la ecuacién (6.1) modela

este fenémeno y debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera

u(0,t) = 0,

u(l,t) = 0,
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para todo t > 0. Ademds, la barra tiene la siguiente forma inicial sinusoidal
u(z,0) = sen(nrz),

donde 0 < z < 1 y m es un nimero entero.

Por lo que la funcién (2.25) que describe cémo se distribuye la temperatura en

cada punto de la barra y en todo tiempo es

u(z,t) = i sen (nmz) e~ (v (6.18)

n=—c0
Para realizar el andlisis de los errores intrinsecos en el esquema de diferen-
cias finitas (6.16), primeramente se fijard el muestreo en el espacio (Az) y se va-
riara el valor de p de manera que se satisfaga la condicién CFL (6.17). Al seleccionar
Az =2,5x 107%cm y p = £ se tiene que At = 2,1701 x 10™%s, con p = + se implica

que At = 1,0851 x 107*s y para p = % se obtiene At = 5,4253 x 10~ 5s.

En la figura 6.1(a) se muestra la distribucién de temperatura en la barra para
el tiempo de 2,1701 x 10™*s. En linea continua negra se grafica la solucién analitica

(6.17), en linea discontinua roja, azul y magenta la solucién del esquema de dife-

rencias finitas (6.16) con p igual a 3, 1, y %, respectivamente. A simple vista, las

tres soluciones numéricas son iguales a la solucién analitica. En la figura 6.1(b) se

muestra en linea continua roja, azul y magenta, el error absoluto porcentual de las

soluciones numéricas para p igual a L, 1 y p = 1, respectivamente. Aunque la dife-
20 1 8 :

rencia entre la solucién analitica y las numéricas es del mismo orden, claramente se
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Fig. 6.1: Distribucién de temperatura en una barra de cobre para t = 2,1701 x 107%s y
Az = 2,5 x 10~ 2¢cm.

ve que el esquema con p = % es el que mas difiere de la solucién analitica y que para

t = 2,1701 x 10~*s conforme p tiende a cero la solucién numérica se asemeja a la

analitica.

En la figura 6.2(a) se presenta la distribucién de temperatura en la barra para
el tiempo de 2 x 1073s. La figura 6.2(b) muestra que el error absoluto porcentual se
incremento con el tiempo, y que el esquema con p = % es el que mas difiere de la

solucion analitica.
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Fig. 6.2: Distribucién de temperatura en una barra de cobre para t =2x1073s y Az =
2,5% 10~2¢cm.

En la figura 6.3(a) se presenta la distribucién de temperatura en la barra para

el tiempo de 2 x 1072s. La figura 6.3(b) muestra que el error absoluto porcentual

nuevamente se incrementé con el tiempo y que el esquema de diferencias finitas con

p= % sigue siendo el que maés difiere de la solucién analitica.

Ahora, para el valor de Az = 2,0x 1072 con p = % se tiene que At = 1,3889x 1074,
p = 3 implica que At = 6,9444 X 1075 y p = § se obtiene que At = 3,4722x 10~°. En
la figura 6.4(a) se presenta la distribucién de temperatura en la barra para el tiempo
de 2 x 10~2s. La figura 6.4(b) muestra que el error absoluto porcentual disminuyé de

aproximadamente 0,025 (figura 6.3) a 0,015, sin embargo, nuevamente el esquema
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Fig. 6.3: Distribucién de temperatura en una barra de cobre para t = 2 x 10725 y Az =
2,5 x 10~2¢cm.

con p = % es el que maés difiere de la solucién analitica.

En conclusién, al disminuir el tamafio de paso en el espacio (Az) y el valor de p,
se decrementa el valor del tamafio de paso en el tiempo (At) y el del error absoluto

porcentual.

Al construir el esquema de diferencias finitas una de las hipétesis es que el mues-
treo en el espacio y en el tiempo sean infinitesimalmente pequefios, por lo que los

resultados obtenidos son coherentes con lo esperado.
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Fig. 6.4: Distribucién de temperatura en una barra de cobre para t = 2 x 10725 y Az =
2 x 10 2cm.



7. ECUACION DE ONDA

La ecuacién de onda en una dimensién espacial estd dada por

Pu(z,t)  ,0%u(z,t)
o C T ba?

(7.1)

donde u(z,t) representa la posicién del objeto unidimensional en el tiempo ¢ y la

posicién z, y ¢ es la velocidad con que se mueve dicho objeto.

Siguiendo la metodologia descrita en el capitulo 6, se sustituyen en la ecuacién de

onda cada una de las derivadas parciales por sus respectivas ecuaciones de diferencias.

Por lo que el esquema de diferencias finitas para la ecuacién (7.1) es

n+l 2 n n n n n—1
Wt = o (U, — 2uf +up_y) + 2uf —up
con
At <1
0 = C——
Az — 7

conocida como la condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy [2].

(7.3)
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7.1. Ejemplo Numérico

Se quiere analizar el comportamiento del movimiento de una cuerda elastica de
lem de longitud que vibra a una velocidad de 1em/s. Sila cuerda se tensa con firmeza
entre dos soportes al mismo nivel horizontal, entonces la ecuacién (7.1) modela este

fenomeno y debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera

u(0,t) = 0,

u(1,t)

I
L

para todo t > 0. Ademds, la cuerda empieza a vibrar al soltarla de su posicién inicial

u(z,0) = sen(nmz),
du(z, t)
ot mo

= 0,

donde 0 < £ < 1 y n es un nimero entero.

Por lo tanto, la funcién (3.17) que describe cémo vibra la cuerda en todo tiempo

€s

u(z,t) = Z sen (mmnx) cos (mnt), (7.4)

m=—o0

Para el analisis de los errores intrinsecos del esquema (7.2), primero se fijara el
muestreo en el espacio y se variard el valor de o de manera que se satisfaga la

condicién CFL (7.3). Para Az = 2,5x 10 2cmy o = % se tiene que At = 1,25x 10725,

1 se implica que At = 6,3 x 10%s y para o = g se obtiene At = 3,1 x 1073s.

con o = )



7. Ecuacion de Onda 43

T T =
1 ' I T I J _| |====Solucion Analitica
""" DF,oc=1/2
go's_ Jl === DF,c=1H
= DF, ¢ =1/8
B osl .
2
8
= 041 .
= 4
L
A
0.2 &
0 ! I ! 1 1 1 ! L L
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Posicion (¢m)

x10° ®)
3 T T T T — T T T T DF 12
. ——DF.o=12
2.5 ~ ™~ - |—DF.c=14
o - DF, s=1/§
2+ h -

Emror Absoluto Porcentual
ol
T

= L 1 | | 1 1 1 ! |
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Posicion (cm)

Fig. 7.1: Posicién de la cuerda para t = 1,25 x 10725 y Az = 2,5 x 10~ 2¢m.

En la figura 7.1(a) se muestra la posicién de la cuerda para el tiempo de 1,25 x
1072s. En linea continua negra se grafica la solucién analitica (7.4), en linea discon-
tinua roja, azul y magenta la solucién del esquema de diferencias finitas (7.2) con
o igual a %, i, y %, respectivamente. A simple vista, las tres soluciones numéricas
son iguales a la solucién analitica. En la figura 7.1(b) se muestra en linea continua
roja, azul y magenta, el error absoluto porcentual de las soluciones numéricas para
o igual a §, 1 y g, respectivamente. Aunque la diferencia entre la solucién analitica

y las numéricas es del mismo orden, claramente se ve que el esquema con o = = es

1
8
el que més difiere de la solucién analitica y que para t = 1,25 x 10~2s conforme o

tiende a la unidad la solucién numérica se asemeja a la analitica.
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Fig. 7.2: Posicién de la cuerda para t = 1,555 y Az = 2,5 x 10~ 2¢cm.

En la figura 7.2(a) se presenta la posicién de la cuerda para el tiempo de 1,55s.
La figura 7.2(b) muestra que el error absoluto porcentual incrementé con el tiempo
y que el esquema de diferencias finitas con o = % sigue siendo el que més difiere de

la solucién analitica.

En la figura 7.3(a) se presenta la posicién de la cuerda para el tiempo de 3,80s. La
figura 7.3(b) muestra que el error absoluto porcentual nuevamente incrementé con
el tiempo y que el esquema de diferencias finitas con o = % sigue siendo el que maés

difiere de la solucién analitica.
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Fig. 7.3: Posicién de la cuerda para t = 3,80s y Az = 2,5 x 10~ 2¢m.

Al usar Az =2,0x10"2 con o = % se tiene que At = 1,0 x 107!, y para o = % se
implica que At =5 x 107% y con o = 3 se obtiene que At = 2,5 x 1073, En la figura
7.4(a) se presenta la posicién de la cuerda para el tiempo de 2 x 10~2s. La figura
7.4(b) muestra que el error absoluto porcentual disminuyé en comparacién con el
caso anterior (figura 7.3). Sin embargo, nuevamente el esquema con o = % es el que

mas difiere de la solucién analitica.

Entonces, al disminuir el tamaflo de paso en el espacio y al tender el valor de o
a la unidad, se decrementa el valor del error absoluto porcentual. Sin embargo, de

la condicién de estabilidad (7.3), se esperarfa que el método funcionara conforme o
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Fig. 7.4: Posicién de la cuerda para t = 3,80s y Az = 2,0 x 10~ 2cm.

tiende a cero, ya que de esta forma se disminuiria el tamafio de paso en el tiempo, lo
cual serfa congruente con las hipdtesis de construccion de los esquemas de diferencias

finitas.



8. ECUACION DE POISSON

La ecuacién de Poisson en una dimensién es

d?u(z)
dzx?

= —f(), (8.1)

donde f(z) es una funcién conocida.

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en el capitulo 6, se sustituird la dife-
rencial por su respectiva ecuacién de diferencias (6.11) (tomando ¢t = 0). Entonces el

esquema de diferencias finitas para la ecuacién (8.1) es

Ups1 = 2up — Up_ — A2? F(KAT). (8.2)

En el caso particular en el que f(z) sea una constante real, digamos g, se tiene que

Upp1 = 2ug — Up_1 — Az’ (8.3)

Cuando f(z) = 0 a la ecuacién (8.1) se le conoce como ecuacién de Laplace en una

dimensién y su esquema de diferencias finitas es

Ukt1 = 2uk = Up—1- (84)
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8.1. Ejemplos Numéricos

811. flz)=gq

Se analizard el comportamiento de la temperatura de una varilla delgada de 10m
de longitud, que esté expuesta a una fuente constante de calor de 10°C. Ademass, la
varilla estd completamente aislada y se considerara que la dimension de la seccién
transversal es tan pequefia que en cualquier punto su temperatura es constante. Los
extremos de la varilla estdn sometidos a una temperatura constante de 40°C y 200°C,
respectivamente. Entonces, la ecuacién (8.1) modela este fenémeno y debe satisfacer

las siguientes condiciones de frontera

Uy, = u(0)=uy =40,

I

u(10) = up = 200.

Uz,

Por lo que la solucién analitica (4.4) a este problema es

u(z) = —52* + 667 + 40. (8.5)

En la figura 8.1(a) se grafica la distribucién de la temperatura en la varilla.
En lfnea continua negra se muestra la solucién analitica (8.5), en linea discontinua
roja, azul y magenta la solucién del esquema de diferencias finitas (7.2) con Az
igual a lem, 1 x 1071em y 1 x 1072¢cm, respectivamente. A simple vista, las tres
soluciones numéricas son iguales a la solucién analitica. En la figura 8.1(b) se muestra
en linea continua roja, azul y magenta, el error absoluto porcentual de las soluciones

numéricas para Az igual a lem, 1 X 107tem y 1 x 10™2¢m, respectivamente. Aunque
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Fig. 8.1: Distribucién de la temperatura en una varilla sometida a una fuente constante de
calor.

la diferencia entre la solucién analitica y las numéricas es muy pequena, claramente
se ve que el esquema con Az = 1 x 1072 es el que més difiere de la solucién analitica

y que conforme Az tienda a la unidad la solucién numérica se asemeja a la analitica.

8.1.2. Ecuacién de Laplace (f(z) =0)

Se quiere conocer el potencial electrostatico en cualquier punto entre dos placas de
un capacitor eléctrico. Dichas placas son conductoras, paralelas, estan separadas un
milimetro de distancia y sus respectivos potenciales electrostaticos son de 1 y 7 volts.
En primera aproximacién las placas se pueden considerar como dos planos infinitos

conductores, esto con la finalidad de despreciar el efecto de los bordes. Entonces, la
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ecuacién (8.1) modela este fenémeno y debe satisfacer las siguientes condiciones de

frontera

Por lo que su solucién analitica (4.16) es

u(z) = 6z + 1. (8.6)

En la figura 8.2(a) se presenta el potencial electrostatico de un capacitor eléctrico.
En linea continua negra se muestra la solucién analitica (8.6), en linea discontinua
roja, azul y magenta la solucién del esquema de diferencias finitas (8.4) con Az
igual a 1lem, 1 x 107'em y 1 x 107%cm, respectivamente. A simple vista, las tres
soluciones numéricas son iguales a la solucién analitica. En la figura 8.1(b) se muestra
en linea continua roja, azul y magenta, el error absoluto porcentual de las soluciones
numéricas para Az igual a 1em, 1 x 107tem y 1 x 10~2cm, respectivamente. Aunque
el error absoluto porcentual es practicamente cero, para cualquier tamafno de paso,
claramente se ve que el esquema con Az = 1x 1072 es el que més difiere de la solucién
analitica y que conforme Az tiende a unidad la solucién numérica se asemeja a la

analitica.
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Fig. 8.2: Potencial electrostdtico de un capacitor eléctrico.




9. ECUACION DE SCHRODINGER

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en una dimensién espacial

se escribe como

R )
2m  dz?

+ V(z)y(z) = E¢(z), (9.1)

donde v¥(z) representa la posicién de la particula en el punto x, m es la masa de
dicha particula, E es su energia asociada, V(z) es la energia potencial o diferencia
de potencial al que pudiera estar sujeta la particula y h es la constante de Planck

(h=1,05 x 10734J - 5).

Siguiendo el mismo procedimiento descrito en el capitulo 6, se sustituira la di-
ferencial por su correspondiente esquema de diferencias (6.11) (tomando at =0y
haciendo el cambio de u(z) por ¥(z), dado que es una definicién establecida por
convencién y resulta invariante). Entonces, el esquema de diferencias finitas para la
ecuacién (9.1) es

wk-i-l = (2 - AZEQ?FL—? [E - V(kA.’L’)]) ka e ’I,Dk_l. (92)
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9.1. Ejemplo Numérico

Se estudiard el comportamiento de un electrén de masa 9,11 x 10731 Kg, que
se mueve libremente (V(z) = 0) dentro de una caja unidimensional de longitud
2 x 107'%m, que es aproximadamente igual a la separacién observada entre §tomos.

Entonces, la ecuacién (9.1) debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera

$(0) = 0,
Y(L) = (2 x107H) =0.

Por lo tanto, su solucién analitica (5.9) es

P(z) = 1x10"sen (1,5079 x 10'nz),

E = 15079 x 10712, (9.3)

En la figura 9.1(a) se presenta la densidad de probabilidad de encontrar al electrén
dentro de la caja unidimensional. En linea continua negra se muestra la solucién
analitica (9.3), en linea discontinua roja, azul y magenta la solucién del esquema de
diferencias finitas (9.2) con Az igual a 1 x 107%m, 2 x 107%m y 4 x 10~ m, res-
pectivamente. A simple vista, las tres soluciones numéricas son iguales a la solucién
analitica. En la figura 9.1(b) se muestra en linea continua roja, azul y magenta, el
error absoluto porcentual de las soluciones numéricas para Az igual a 1 x 107 16m,

2 x 107%m y 4 x 10~%m, respectivamente.
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Fig. 9.1: Densidad de probablidad para un electrén que se mueve libremente dentro de una
caja unidimensional.

En la figura 9.1(b) se muestra claramente que las soluciones numéricas difieren

considerablemente de la solucién analitica llegando a ser dicha diferencia del orden

de siete unidades de magnitud para Az = 4 x 107*m. Ademés se observa que el

error absoluto porcentual disminuye conforme el valor de Az decrece.



Parte 111

DIFERENCIAS FINITAS EXACTAS (DFE)



56

El método de diferencias finitas consiste en sustituir la ecuacién diferencial (do-
minio continuo) mediante una ecuacién de diferencias finitas (dominio discreto). Co-
mo resultado de esta sustitucién, en la mayoria de los casos, la solucién numérica
(dominio discreto) es una “buena” aproximacién de la solucién analitica (dominio
continuo). Sin embargo, la solucién numérica rara vez representard exactamente a la
solucién analitica. Esto es debido, a que intrinsecamente los esquemas de diferencias
finitas dependen del muestreo seleccionado para el dominio. Para asegurar la “buena”
aproximacién de la solucién numérica, el esquema de diferencias finitas tendrd que
satisfacer criterios de convergencia y de estabilidad. Por lo que surge la siguiente

pregunta:

sBziste una metodologia que permita construir esquemas de diferencias finitas
que reproduzcan exactamente la solucion de la ecuacion diferencial en el dominio

discreto?

A dichos esquemas se les denomina diferencias finitas exactas, de forma implici-
ta son estables y convergen a la solucién buscada, por lo que autométicamente son

independientes del tamafio de muestreo [5].

En esta seccién se describird el procedimiento estandar para construir esquemas
de diferencias finitas exactas para las ecuaciones de calor, onda, Poisson y Schrédin-
ger. Ademas, se realizard el andlisis de los errores generados por dichos esquemas,
haciendo notar que si existe diferencia entre la solucién numérica y la real es debido

a la aritmética finita de las computadoras.




10. ECUACION DE CALOR

La ecuacién diferencial parcial que describe un proceso de difusién de calor en

una dimensién espacial es

Ou(z,t) 2 O?u(z, t)

5 ERCER (10.1)

donde u(z,t) representa la distribucién de calor en el tiempo ¢ y en la posicién z, y

¢ es la constante de difusién de calor.

Para contruir el esquema de diferencias finitas exactas de la ecuacién (10.1),
primeramente se toma la suma de la expansién en serie de Taylor (6.9) de u(z+ Az, t)
y u(z — Az,t) alrededor del punto (x,t), es decir,

Az? B?u(z, t) N Az* 0z, t) N
21 Ox? 41 ozt

Az 0% u(z,t)
(2n)! Oz

u(z + Az, t) +u(z — Az, t) = 2 |u(z,t)+

(10.2)
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Puesto que u(z, t) satisface la ecuacién de calor (10.1), es continua y existen todas

sus derivadas, se tiene que

dufz,t) & (02u(x,t)) 02 (l@u(x,t)) 19 (82u(x,t)>

ozt 9z Ox? o2\ 8t ) 2ot dz?
[ | N o
ecuacién (10.1) ecuacién (10.1) ecuacién (10.1)
10 (10u(zt) 1 9%u(z,t)
= aa (@) = aTart (10.3)
|

ecuacién (10.1)

analogamente,

Pulz,t) 0 ((94u(m,t)> 0 (iazu(m,t) 10 <82u(x,t))

0z8 - Ox? Ozt C 0z \ct o2 T Aot 0z?
N —— ~ -~ v N e
ecuacién (10.3) ecuacién (10.3) ecuacién (10.1)
1 8% (1 0u(z,t) 1 8%u(z, t)
- 2 [= = -7 10.4
ct ot? <02 ot & o (10.4)

ecuacién (10.1)
generalizando,

9Pmu(z, t) 1 0"u(z,t)
ozen) T @ g (10.5)

donde n es un ndmero natural.
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Sustituyendo las ecuaciénes (10.5) en (10.2), esta se reescribe como

Az? 1 Qu(z,t)  Az* 1 du(z,t)

u(z + Az, t) +u(z — Az,t) = 2 |u(z,t) + T2 o o A op
Az’ 1 Bu(z,t) Az@) 1 gru(z,t)
6! & Ot3 (2n)! c2m)  Ggn

(10.6)

El término entre corchetes ([ --- |) en la ecuacién (10.6) es la expansién en serie de

Taylor de u(z,t + At) alrededor del punto (z,y) (ecuacién 6.4), si

Az 1 At

(2n)! @)~ Tl (107)
Usando la relacién (10.7) en la ecuacién (10.6), llegamos a que
u(z + Az, t) +u(z — Az,t) = 2u(z,t+ At). (10.8)

Utilizando la definicién (6.13) en la ecuacién (10.8), el esquema de diferencias

finitas exactas para la ecuacién de calor se escribe como

1
UZH = 5 [uzﬂ + UZ—I] )
n!
n o __ (2n)
A = oA, (10.9)

donde n es un nimero natural.
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10.1. Ejemplo Numérico

Analizando nuevamente el ejemplo del capitulo 6, pero ahora utilizando el esque-
ma (10.9) con Az = 2 x 1072¢m, en la figura 10.1(a) se muestra la distribucién de
temperatura en la barra para el tiempo de 2 X 107%s. En linea continua negra se
grafica la solucién analitica (6.17), en linea discontinua roja la solucién del esquema
de diferencias finitas. En la figura 10.1(b) se muestra en linea continua roja €l error

absoluto porcentual de la solucién numérica, cuyo valor méximo es aproximadamente

1072,

Debido a los errores de redondedo intrinsecos en los cémputos por aritmética
finita, se esperarfa que al calcular la solucién numérica mediante el esquema de dife-
rencias finitas exactas, el error relativo porcentual fuera cercano al cero, sin embargo
no es asi. Esto se debe a que el tamafio de muestreo en el tiempo (10.7) depende de
la constante n que es el indice del elemento en la serie de Taylor. Al seleccionar un
valor para n sélo se estd tomando en cuenta ese n-ésimo término en el esquema de

diferencias en vez de considerar a la serie en su entidad completa.

Para Az = 1 x 107*em de la ecuacién (10.7) se tiene que At = 1,9792 x 10~ 7s.
En la figura 10.2(a) se muestra la distribucién de temperatura en la barra para el
tiempo de 1,9792 x 10~7s. En linea continua negra se grafica la solucién analitica
(6.17), en linea discontinua roja la solucién del esquema de diferencias finitas. En la
figura 10.2(b) se muestra en linea continua roja el error absoluto porcentual de la

solucién numérica, cuyo valor méximo es cercano al cero.
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Fig. 10.1: Distribucién de temperatura en una barra de cobre para t = 2 x 10~2s y Az =
2 x 10~2cm.

El esquema de diferencias finitas (10.8) no es un esquema exacto, puesto que
depende del tamafio del muestreo del dominio. Al igual que el esquema de diferencias
(6.16), el esquema (10.8) se asemejara a la solucién analitica conforme el tamafio del

muestreo en el espacio y el tiempo sea més pequefio.
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11. ECUACION DE ONDA

La ecuacién de onda en una dimensién espacial esté dada por

0?u(z, t) _ 2 O%u(x, t)
ot? oz2 '

(11.1)

donde u(z,t) representa la posicién del objeto unidimensional en el tiempo ¢ y la

posicién z, y c es la velocidad con que se mueve dicho objeto.

Para construir el esquema de diferencias finitas exactas para la ecuacién (11.1)
se toma la suma de la expansién en serie de Taylor de u(z,t + At) y u(z,t — At)

alrededor del punto (z,t), es decir,

A2 8%u(z, t) N At* Ohu(z, t)
21 Ot? 4 ot
A2 52y (z, 1)

(2n)! ot

u(z,t+ At) +u(z,t — At) = 2 |u(z,t) +

(11.2)

Como u(z,t) es continua y existen todas sus derivadas, entonces de la ecuacién
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(11.1) se tienen las siguientes relaciones

u(z,t)  ,0%(z,1)
ot = ST
Pu(z,t)  G0%(z,t)
oté = ST
Mu(z,t)  ,, 0%Mu(,t) (11.3)

ot2n = ¢ Ox2n

que al sustituirlas en (11.2) se tiene que
A ,0%u(z,t) At 0%(z,t)
u(z,t + At) +u(z,t — At) = 2 |u(z,t)+ ¢ o T ot T

4 At? o 0"u(z, t) +
n! oz

(11.4)

el término entre corchetes de la ecuacién (11.4) es igual a la expansién en serie de

Taylor de u(z+ Az, t) +u(z — Az, t) alrededor del punto (z,t) si Az = cAt, entonces
u(z,t + At) +u(z,t — At) = u(z + Az, t) + u(z — Az, t). (11.5)

Usando la definicién (6.13), el esquema de diferencias finitas exactas para la ecuacién

de calor (11.1) es

n+1 n—1 __ n n
U U T = Uy Uy,

Az = cAt. (11.6)
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11.1. Ejemplo Numérico

Se estudiard nuevamente el ejemplo del capitulo 7, pero ahora resolviéndolo
numéricamente con el esquema de diferencias finitas exactas (11.6) con Az = 2 x
10~2¢cm. En la figura 11.1(a) se muestra el desplazamiento de la cuerda para el tiem-
po de 3,8s. En linea continua negra se muestra la solucién analitica (7.4) y en linea
discontinua roja la solucién numérica (11.6). En la figura 11.1(b) se muestra en linea
continua roja, el error absoluto porcentual de la solucién numérica, el cual es practi-

camente cero.

El esquema de diferencias finitas (11.6) es exacto, puesto que independientemente
del muestreo del domio, el error absoluto porcentual es practicamente cero. El error
absoluto porcentual debe ser cero, en este caso no es asi, debido a las limitaciones

de aritmética de la computadora.

Al comparar los errores absolutos porcentuales mostrados en figuras 7.4 (DF) y
11.1 (DFE) se observa la enorme diferencia que existe entre los resultados de un
esquema de diferencias finitas y uno exacto, para el problema de estudio es de trece

ordenes de magnitud.
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12. ECUACION DE POISSON

La ecuacién de Poisson en una dimensién es

d*u(z)
g = —f(z), (12.1)

donde f(z) es una funcién conocida.

Para construir el esquema de diferencias finitas exactas para (12.1), se realiza la
suma de la expansién en serie de Taylor de u(z + Az) y u(z — Az) alrededor del

punto z, es decir,

Az? du(z) Az d*u(z)
oA d? A dot
Az® d?mu(z)

@n)l dz?r

u(z + Az) +u(z — Az) = 2 |u(z)+

(12.2)
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Para el caso en que f(z) es una constante g, de la ecuacién (12.1) se generan las

siguientes relaciones

dula) _ i)

det de?

Pula) __dif@)

deb det

d*u(z,t) a2 £(x)
e ) (12.3)

que al sustituirlas en la ecuacién (12.2), se llega a que
u(z + Az) +u(z — Az) = 2u(z) — Az?q. (12.4)

Utilizando la definicién (6.13), el esquema de diferenicas finitas exactas para la

ecuacién de Poisson (12.1) con f(z) = g es

Upp1 = 2up — up_1 — Azg, (12.5)

el cudl es el esquema de diferencias finitas (8.3) estudiado en el capitulo 8.

En el caso en que f(z) = 0 la ecuacién (12.1) es conocida como la ecuacién de

Laplace en una dimensién, entonces su esquema de diferencias finitas exactas es

Ukl = 2U — Ug—1, (12.6)
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que es precisamente el esquema de DF (8.4) estudiado en el capitulo 8.

Entonces, se ha demostrado por qué para la ecuacién de Poisson con f(x) constan-
te y la ecuacién de Laplace, los esquemas de diferencias finitas tradicionales generan

soluciones numéricas que reproducen la solucién analftica.



|

13. ECUACION DE SCHRODINGER

Se construird el esquema de diferencias finitas exactas para estudiar el movimiento
libre de un electrén dentro de una caja unidimensional cuya ecuacién diferencial que
gobierna este fenémeno es

R )
2m  dz?

= Ey(z), (13.1)

donde % es la constante de Planck (A = 1,056 x10734Js), m es la masa de la particula,

E es la energia asociada a la particula.

Supéngase que () es continua e infinitamente diferenciable, entonces de la ecua-

cién de Schrodinger se generan las siguientes relaciones

d*y(z) 2m

R R
diy omE\ 2

(s mE\"
SR
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Sustituyendo las ecuaciones ( 13.2) en la suma de la expansién en serie de Taylor

de ¥(z + Az) y ¥(z — Az) alrededor del punto (z,y), resulta que

2 3
V(@ + Az) + 9z — Az) = 2 [1 _ 2mE Az? N (2mE‘> Azt B <2mE> Az

2 2! h2 4! h2 6!
n (2mEN\"™ Az

e (TEY A

= 2003( Z;nEAx) P(z). (13.3)

Usando las definiciones (6.12) y (6.13), obtenemos que el esquema de diferencias

finitas exactas para la ecuacién de Schrédinger (13.1) es

Y1 = 2cos < v 2?E Az) U — Dp_1. (13.4)

13.1.  Ejemplo Numeérico

Se estudiard nuevamente el ejemplo del capitulo 9, pero ahora resolviéndolo
numéricamente con el esquema de diferencias finitas exactas (13.4) con Az = 4 x
10~'%m. En la figura 13.1(a) se muestra la amplitud de probabilidad de encontrar al
electrén dentro de la caja. En linea continua negra se muestra la solucién analitica

(9.3) y en linea discontinua roja la solucién numérica (13.4).
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Fig. 13.1: Densidad de probablidad para un electrén que se mueve libremente dentro de
una caja unidimensional.

En la figura 13.1(b) se muestra en linea continua roja, el error absoluto porcen-
tual de la solucién numérica el cual es pequeiio. Al comparar los errores absolutos
porcentuales mostrados en figuras 9.1 y 13.1 se observa una diferencia de 11 ordenes
de magnitud entre los resultados obtenidos mediante el esquema de diferencias finitas

y el exacto.



14. CONCLUSIONES

Se construyeron esquemas de diferencias finitas exactas para la ecuacién de onda,
calor, Laplace, Poisson y Schrédinger, en una dimensién espacial. Dichos esquemas
se aplicaron a problemas de importancia al 4rea de la fisica, como por ejemplo: El
determinar la distribucién de temperatura en una varilla aislada, y en otra sometida
a una fuente constante de calor; el modelar el movimiento oscilatorio de una cuerda
fija en los extremos, o el potencial electrostdtico de un capacitor eléctrico; calcular
la densidad de probabilidad para un electrén que se mueve libremente dentro de una,

caja.

Se realizé la comparacién entre las soluciones numéricas obtenidas mediante los
esquemas de diferencias finitas exactas y los esquemas tradicionales. Los andlisis de
errores mostraron que al trabajar con esquemas exactos lo errores de las solucio-
nes numeéricas practicamente son nulos, mientras que con los esquemas tradicionales

podrian llegar a diferir de la solucién analitica hasta 13 ordenes de magnitud.

Ademaés se mostré que al utilizar los esquemas de diferencias finitas exactas se
determina de manera tnica la forma de discretizar el dominio e implicitamente se

satisface la condicién de estabilidad y convergencia de la solucién numérica.
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