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Resumen

Durante esta tesis verán la evolución de la inferencia difusa, desde las bases de la

inspiración para crear estos conjuntos difusos, pasando por la de�nición de cada uno

de los conjuntos difusos mas comunes(T1FS, IT2FS, GT2FS ) y terminando con la

de�nición de conjunto difuso sombreado. Y así explicar claramente las ventajas de

utilizarlos para modelar el sistema de inferencia generalizado que se escribe simple-

mente como 2 sistemas de inferencia por intervalos, los cuales ya en otros trabajos, se

puede probar su e�ciencia y simplicidad a la hora de computarlos. Por ende demos-

trar que modelar un GT2FLS ultilizando conjuntos sombreados para los antecedentes

y consecuentes, es e�ciente.
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Capítulo 1

Introducción

Hace tiempo que se inicio el campo de la lógica difusa, y recientemente el numero

de aplicaciones de esta han estado creciendo debido ha que esta es una alternativa

a la lógica clasíca. La lógica difusa pretende dar un grado de incertidumbre en los

conceptos que evalua. Esta idea nos dibuja mejor nuestro mundo real, ya que el razo-

namiento humano con frecuencia la utiliza. La lógica difusa fue diseñada para imitar

nuestro razonamiento.

La lógica difusa se inició en 1965 por Lot� A. Zadeh, prefesor de la Universidad de

California en Berkeley. Surgió como herramienta para el control de sistemas y proce-

sos industriales complejos, también para la electrónica de entretenimiento y hogar,

sistemas de diagnostico y otros sistemas expertos.

A la lógica difusa, se le atribuye ser una metodología adecuada para el diseño de

sistemas robustos que son capaces de un desempeño satisfactorio en un contexto de

incertidumbre e imprecisión. Por lo tanto, el sistema de lógica difusa.



Mientras la lógica difusa tipo-1 ha sido la forma más popular de lógica difusa, los úl-

timos años han mostrado un aumento signi�cativo en investigación hacia formas más

complejas de lógica difusa, en particular, lógica difusa tipo-2 por intervalos [1]-[3], y,

aún más recientemente, lógica difusa tipo-2 generalizada [4]-[11]. Esta transición de

tipo-1 a formas más complejas de la lógica difusa ha sido motivada en gran medida

al darse cuenta de que los conjuntos difusos tipo-1 sólo ofrecen un alcance limitado

para modelar la incertidumbre y, por tanto, no pueden soportar los altos niveles de

incertidumbre, que suelen estar presentes en las aplicaciones del mundo real [1]-[3].

La lógica difusa tipo-2 permite un mejor modelado de la incertidumbre. Los con-

juntos difusos tipo-2 abarcan una super�cie de incertidumbre tridimensional (FOU),

con más grados de libertad en comparación con los conjuntos difusos tipo-1 [2],[3].

Varias publicaciones han demostrado que los conjuntos difusos tipo-2 por intervalos

(IT2FS; del ingles Interval Type-2 Fuzzy Sets) superan a los conjuntos difusos tipo-1

(T1FS; del ingles Type-1 Fuzzy Sets) en una variedad de aplicaciones [1],[12]-[19].

Esto se ha atribuido en gran medida a la capacidad de los IT2FS, son mejores para

modelar la incertidumbre debido a que poseen un número incontable embebido de

T1FS [1]-[3].

Los conjuntos difusos tipo-2 generalizados (GT2FS; del ingles General type-2 Fuzzy

Sets), recientemente se han investigado que poseen una alta complejidad asociada

con su diseño y a sus requerimientos computacionales, esto los hace parecer inade-

cuados para su uso en el mundo real [4]-[11],[16]. Teniendo en cuenta la experiencia

con IT2FS, se espera que GT2FS empleados en los sistema de logica difusa tipo-2

generalizado (GT2FLS; del ingles General Type-2 Fuzzy Logic System) tengan la ca-



pacidad de modelar la incertidumbre con mayor precisión que IT2FS.

Varios esfuerzos se han hecho con el �n de limitar la complejidad de la lógica difusa de

tipo-2 generalizada, y en particular, las nuevas formas de representación se han idea-

do con el �n de permitir el uso de GT2FLS en aplicaciones del mundo real. Coupland

y John [4] proponen una representación geométrica de GT2FS, mientras que Mendel

y Liu [5], [6] una representación basada en alfa planos y, Wagner y Hagras [9] han

introducido la representación basada en zSlices. Además, varios otros avances se han

tratado para reducir la complejidad asociada con GT2FLS [2],[7],[8],[11]. Coupland

et al. [16] han investigado el potencial de los GT2FLS en el control de robots.

Actualmente surge un nuevo concepto llamado conjunto difuso tipo-2 sombreado

(ST2FS; del ingles Shadowed Type-2 Fuzzy Sets) con funciones de pertenencia se-

cundarias representadas como conjuntos difusos sombreados para modelar GT2FLS

[25],[26]. El concepto de conjunto sombreado (SS; del inglés Shadow Set) fue origi-

nalmente propuesto por Pedrycz y fue desarrollado para mejorar la observabilidad

e interpretación de los T1FS y mejorar los problemas de precisión excesiva en la

descripción de conceptos imprecisos utilizando funciones de pertenencia relacionados

con los T1FS [20]-[24]. El SS es directamente inducida por un T1FS, que se divide

en tres regiones de exclusión, el núcleo y la sombra sobre la base de los grados de

membresía de un T1FS. El valor de umbral óptimo es encontrado de forma automá-

tica mediante la resolución de un simple problema de optimización para conservar la

cantidad global de incertidumbre en el modelado difuso.

En este trabajo de tesis se utilizaran un sistema de lógica difusa con conjuntos som-

breados (ST2FLS; Shadowed Type-2 Fuzzy Logic System) para modelar GT2FLS con



razonamiento de Mamdani, empleando ST2FS al modelar los antecedentes y conse-

cuentes de reglas difusas. El diseño ST2FLS se deriva automáticamente a partir de

un GT2FLS con el �n de preservar la incertidumbre del modelado de los GT2FS.

Los ST2FLS pueden así ofrecer un mejor modelado de la incertidumbre cuando se

compara con IT2FLS, proporcionando un marco computacional e�ciente, aplicando

los mecanismos e�caces de inferencia difusa de los IT2FLS. Los modelos GT2FLS

desarrollados, se aplicaran a casos de estudios de identi�cación de sistemas, reco-

nocimiento de patrones, pronóstico de series de tiempo y en problemas de toma de

decisiones.

1.1. Plantamiento del Problema

Resolver los problemas al describir conceptos imprecisos con funciones precisas

(presición excesiva) a la vez mejorar la e�ciencia de los GT2FLS's en aplicaciones

del mundo real tambien permitir la obsevabilidad y su interpretación.

1.2. Hipotesís

El modelo de GT2FLS con ST2FLS limita la complejidad asociada con el diseño

de los antecedentes y consecuentes de las reglas del GT2FLS, disminuye los problemas

generados por la descripcion de conceptos imprecisos y hacen que las aplicaciones

reales sean e�cientes.



1.3. Objetivos

Los objetivos en esta tesís, se describirán a continuación

1.3.1. General

Modelar e implementar un GT2FLS empleando conjuntos difusos tipo-2 sombrea-

dos para modelar los antecedentes y consecuentes de reglas difusas de un GT2FLS

en razonemiento de Mamdami.

1.3.2. Particulares

Desarrollar modelos de funciones de membresía tipo-2 generalizadas para el

proceso de sombreado de conjuntos difusos tipo-2.

Desarrollar el modelo de inferencia difusa tipo-2 sombreado con razonemiento

de Mamdami.

Desarrollar un modelo de GT2FLS basado en el sombreado de conjuntos difusos

tipo-2 generalizados de los antecedentes y concecuentes de las reglas difusas de

un GT2FLS con razonamiento de Mamdami.

1.4. Metas

Generar un GT2FLS con razonamiento de Mamdami, usando la técnica de

sombreado en los conjuntos difusos tipo-2 generalizados de los antecedentes y

consecuentes de las reglas difusas de un GT2FLS.



Generar un GT2FLS con razonamiento de Takagi-Sugeno-Kang, usando la téc-

nica de sombreado en los conjuntos difusos tipo-2 generalizados de los antece-

dentes de las reglas difusas y funciones lineales por intervalos en los consecuen-

tes de un GT2FLS.

Diseñar los algoritmos de sombreado de los conjuntos difusos tipo-2 generali-

zados.

Diseñar el algoritmo de inferencia difuso tipo-2 sombreado como dos IT2FIS.

Implementar el algoritmo de inferencia difuso tipo-2 sombreado como dos IT2FIS.

1.5. Metodología

Utilizar las técnicas de razonamiento difuso.

Implementar las técnicas de optimización global.

Emplear la arquitecturas IT2FLS.

Desarrollar el modelo difuso con incertidumbre.

Probar el modelo GT2FLS basado en ST2FLS.

Anális y validación de resultados.



Capítulo 2

Marco Teórico

2.1. Conjuntos Difusos Tipo-1

Hay dos enfoques para resolver problemas de la vida real, en especí�co diseños

de ingeniería; Normalmente el conocimiento subjetivo es dejado de lado cuando se

trata de diseño de ingeniería, pero casi siempre es utilizado para valorar esos diseños.

Al ignorar este tipo de conocimiento se genera cierta des-coordinación, pero ahora

se puede usar los dos tipos de conocimiento, el objetivo y el subjetivo para resolver

problemas de la vida real, la lógica difusa combina estos dos conocimientos, el primer

enfoque es un modelo basado en aproximación, el conocimiento objetivo se represen-

ta por un modelo matemático y el conocimiento subjetivo es representado por reglas

lingüisticas, para después ser cuanti�cado usando la lógica difusa. El segundo es un

modelo de aproximación libre, en el cual las reglas son extraídas de un conjunto nu-

mérico y son combinadas con el conocimiento lingüistico, ambos utilizando la lógica



difusa. Con este segundo enfoque es con el que se generan los modelos de sistemas

de lógica difusa en esta tesis.[4]

Este modelo se puede ver como un mapeo y = f(x) en el cual entra un conjunto

de puntos reales(x) y sale otro conjunto de puntos reales(y). El conjunto de reglas se

expresa como un conjunto de estatutos de la forma IF-THEN

Entradas
difusas

Motor de 
inferencia

Reglas

Salidas
difusas

x∈ℝ

Entradas
Difusas

Salidas
Difusas

y∈ℝ

y=f (x)

Figura 2.1: Sistema de Lógica Difusa

Ya que los conjuntos difusos fueron diseñados para representar matemáticamente

incertidumbre y vaguedad y proporcionar herramientas formalizadas para trabajar

con la imprecisión intrínseca en muchos problemas.

De�nición 2.1. Se describe un conjunto difuso en base a su función de membresía,



tal que:

A = {x ∈ X|µA(x) ∈ [0, 1]}

La incertidumbre se puede ver como parte de la función de membresía, es la falta

de certeza, como se puede apreciar en la misma palabra, intentando de�nirla como

la falta de certeza del saber si un punto pertenece o no a un conjunto, cambiando de

lógica tradicional que utiliza dos valores para evaluar esa certeza, si o no, estos dos

valores que solo me dicen si pertenece o no, pero aquí se genera un problema para

describir situaciones en donde los grados de pertenencia no es blanco o negro sino

que se encuentra en un gris, osea entre valores de un intervalo, esa falta de certeza

es la que se entendería como incertidumbre o vaguedad.

Al tratar de de�nir nuestro termino ïncertidumbre �mediante una función de mem-

bresía puramente numérica, por que se sabe que el propósito de la lógica difusa es

eliminar esa certeza al encasillar de forma exacta un valor en un conjunto, por que al

describir una variable difusa con una función de membresía numérica (exacta) genera

este problema de precisión excesiva, de tratar de de�nir algo vago, con incertidumbre,

a partir de algo exacto que nunca cambia.

Debido a este problema de representación o aproximación debido a la falta de

descripción de la incertidumbre contenida en el conjunto, se consideran varias formas

de afrontar el problema, ya descritos en la literatura especializada en el área, una

de ellas es la aproximación de un conjunto difuso mediante un α-corte(en T1FS) o



α-plano(en GT2FS).

De�nición 2.2. Un α-corte(en la imagen2.2) de un conjunto difuso A esta com-

puesto por todos los elementos que no son menores que el valor de membresía α. Tal

que:

Aα = {x ∈ X|µA(x) ≥ α} (2.1)

(a) α-corte (b) conjunto α-corte

Figura 2.2: α-corte

2.2. Conjuntos Difusos Tipo-2 por Intervalos

Para de�nir lo IT2FS partimos de una T1FS y agreguemos incertidumbre vease

la �g 2.3 vemos en la grá�ca de la izquierda, una T1FS si evaluamos un número

x′ la función de membresía (T1FS) nos regresa un valor de membresía entre [0, 1],

en cambio la grá�ca de la derecha agregamos incertidumbre a la misma T1FS, se

puede ver como la inexactitud para determinar el valor de membresía, por lo tanto

se podría determinar que ese valor estara dentro de un intervalo [w, z] ⊂ [0, 1], por



lo que para cada valor x′ le corresponderá un intervalo como valor de membresía.

Es importante comprender el escalamiento que se hace de T1FS a IT2FS y de estos

1 1

μ~A(x )μ~A(x )

u u

x x
x ' x '

μ~A(x ')

μ~A(x ')

μ~A(x ' )

Figura 2.3: T1FS agregando incertidumbre

a GT2FS en la lógica difusa. Se comienza a de�nir las IT2FS como un conjunto

bidimensional, con una altura, en donde asignaremos al eje x como variable primaria

, u como variable secundaria. Este conjunto difuso se describe como un grupo de

pares de puntos en el plano (x, u) con altura 1, uno inferior, otro superior, se podría

ver como una rebanada a una altura 1 en el eje(µÃ(x, u)), en la �gura 2.4 se puede

ver. El conjunto Ã se de�ne:

Ã = {((x, u), µÃ(x, u))|∀x ∈ X, ∀u ∈ Jx ⊆ [0, 1]} (2.2)

donde x ∈ X y u ∈ Jx ⊆ [0, 1] de manera que la función tiene que cumplir 0 ≤

µÃ(x, u) ≤ 1 para que el conjunto en la ec. 2.2 se pueda representar como en la ec.



∫
x∈X

∫
u∈Jx µÃ(x, u)/(x, u) Jx ⊆ [0, 1] (2.3)

De�nición 2.3. Una Función de membresía secundaria es un corte vertical de

muÃ(x, u). Tal que µÃ(x = x′, u) para un x ∈ X y Jx′ ⊆ [0, 1]

µÃ(x = x′, u) ≡ µÃ(x′) ≡
∫
u∈Jx′

1/u, para Jx′ ⊆ [0, 1]

Esta función de membresía secundaria se puede visualizar en de tal forma que

µÃ(x = x′, u) es una función de tipo-1.

De�nición 2.4. La función de membresía primaria es básicamente el dominio

de la funión de membresía secundaría en un valor x , donde Jx ⊆ [0, 1]∀x ∈ X

De�nición 2.5. La incertidumbre en las funciones de membresía IT2FS, Ã, consta

de una región acotada que llamamos FOU (del ingles footprint of uncertainly) del

conjunto Ã que es representado por la unión de todas las funciones de membresía

primarias.

FOU(Ã) =
⋃
x∈X

Jx (2.4)



μ~A(x ,u)

u

x

1

1

J 1 J 2 J 3 J 4 J 5

Figura 2.4: Función de membresía primaria µÃ(x, u) y secundaria Jx

El FOU esta acotado por dos funciones de membresía tipo-1, denotadas de la

siguiente forma:

µÃ(x) = FOU(Ã) ∀x ∈ X

µ
Ã

(x) = FOU(Ã) ∀x ∈ X
(2.5)

Entre estas dos funciones, habrá una in�nidad de funciones embebidas, de las

cuales habra dos especi�cas que nos acotarán la incertidumbre representativa del

conjunto, y mas tarde se acotará en un intervalo, tal como se muestra en la �gura

2.6. Al proceso de encontrar este intervalo representativo de la incertidumbre se le



1

μ~A(x )

μ~A(x )

μ~A(x )

FOU (
~A ) FOU (

~A )

Funciónembebida

x

u

Figura 2.5: FOU IT2FS

llama reducción de tipo, hay varios algoritmos entre los que se destacan,el algoritmo

KM y TKM.

2.3. Conjuntos Difusos Tipo-2 Generalizados

De la misma forma que en IT2FS se construye una función tridimensional(µÃ(x, u)),

de�nida por la función de membresía primaria y secundaria.

Ã = {(x, u), µÃ(x, u)|∀x ∈ X, ∀u ∈ [0, 1]} (2.6)

Para la cual:

µÃ(x, u) : {X × [0, 1]} ⊂ [0, 1] (2.7)

Para representarlo en la practica se utiliza un soporte bidimensional de µÃ(x, u), a

este soporte le llamaron FOU de Ã es decir:



1

Funciónembebida

xL
x

u

FOU (~A ) FOU (
~A )

(a) función representativa baja

1

Funciónembebida

xR
x

u

FOU (~A ) FOU (
~A )

(b) función representativa alta

Figura 2.6: Reducción de tipo

De�nición 2.6. El FOU de A es el conjunto:

FOU(Ã) = {(x, u) ∈ {X × [0, 1]}|µÃ(x, u) > 0} (2.8)



La cual esta delimitada por una función de membresía inferior y una superior tal

que:

µÃ(x) = sup {u|u ∈ [0, 1], µÃ(x, u) > 0}

µ
Ã

(x) = inf {u|u ∈ [0, 1], µÃ(x, u) > 0}
(2.9)

De�nición 2.7. Se le llamó a la función de membresía primaria Jx → {x ∈

X} ⊂ Ã tal que Jx ∈ [µ
Ã

(x), µÃ(x)] Entonces esta se puede describir tal como el

siguiente conjunto

Jx = {u ∈ [0, 1]|µÃ(x, u) > 0} (2.10)

De�nición 2.8. La función de membresía secundaria de Ã usualmente es de-

notado por:

µÃ : X × [0, 1]→ [0, 1] para cadax ∈ X (2.11)

Tambien llamado corte vertical de µÃ(x, u), esta función de membresía secundaria

es un T1FS, sobre un valor de x especi�co, esto quiere decir que habrá una función

de membresía embebida por cada valor de x ∈ X se puede visualizar en la �g 2.7.
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Figura 2.7: GT2FS

De�nición 2.9. Esa función de membresía embebida, Ae, se puede expresar,

como:



Ae =

∫
x∈X

u/x, para u ∈ Jx (2.12)

De�nición 2.10. Un α-plano (en la imagen 2.8) es la unión de todas las funcio-

nes de membresía de A para las cuales las funciones de membresía secundarias son

mayores o iguales a α (0 ≤ α ≤ 1), tal que:

Ãα = {(x, u), µÃ(x, u) ≥ α|∀x ∈ X, ∀u ∈ [0, 1]}

=
∫
∀x∈X

∫
∀u∈[0,1] {(x, u)|fx(u) ≥ α}

(a) Membresía Generalizado (b) Conjunto α-plano

Figura 2.8: α-plano



2.4. Conjuntos Difusos Tipo-2 Sombreados

Otra forma de solución, es describiendo un conjunto difuso a partir de un punto

de quiebre, en donde los valores trascendentales se preservan y los valores insigni�-

cantes de desechan, para poder de�nir ese punto de quiebre y regresando al principal

problema de presición excesiva para de�nir la incertidumbre. Como propone Pedrycz

en su articulo

Existen ya estudios probabilísticos en donde se demuestran que para de�nir si

un punto se encuentra o no en un conjunto es mas problemático cuando el valor se

encuentra cercano a la media que si se encuentra cercanos al 0 o al 1, se puede deber

al hecho de que un valor cercano al 1 me dice que tiene mas seguridad de estar en el

conjunto , los valores cercanos al 0 me dicen que se tiene una certeza de que el valor

no pertenezca al conjunto, mientras que los valores cercanos a la media generan una

vaguedad, este hecho esta mostrado en.

Para esta propuesta se tiene que los valores cercanos a 1, en los que se tiene una

certeza positiva , se elevaran, por decirlo de una forma, y se asignaran al valor 1,

por el contrario se dirá que el intervalo de los números cercanos al 0, el complemento

del intervalo anterior, se hunden y se asignan al valor 0, pero los valores que quedan

inciertos, serán los valores que llamaremos sombra, esta sombra es la que aproxima

a la incertidumbre de este.

De�nición 2.11. Pedrycz de�ne un conjunto sombreado, empleando el siguiente



mapeo:

A : X → {0, 1, [0, 1]} (2.13)

De donde se atribuye que los elementos de X asignados al valor 1 son los elementos

que constituyen el núcleo, los elementos asignados al 0 constituirían al "spread", y

la sombra, seria generada por la incertidumbre del conjunto.

Para de�nir esa sombra se toma el área con "la mayor vaguedad", como ya se

menciono anteriormente, esa zona con mayor vaguedad es el área cercana a la media,

para seleccionar el área sombreada y mantenerla equilibrada se calcula la sección

umbral α adecuado. Básicamente lo que se tiene son tres áreas equilibradas de la

siguiente forma:

Ω1 + Ω2 = Ω3 (2.14)

Se puede deducir que α ∈ [0, 1
2
) para que V (α) = 0 Para obtener el umbral

mínimo, y su complemento, ilustrada en la imagen 2.9. Para optimizar el umbral α

se genera la siguiente ecuación generada a partir de la ec.2.14

De�nición 2.12. La función a optimizar se de�ne como:

V (α) =

∣∣∣∣∫ a1

−∞
A(x)dx+

∫ ∞
a2

(1− A(x))dx−
∫ a2

a1

A(x)dx

∣∣∣∣ (2.15)

Realmente en la �gura 2.14 se ve solamente la mitad de la función de membresía,



Figura 2.9: ecuación 2.14

de la cual solo se pueden apreciar dos de los cuatro puntos de quiebre, con los cuales

de�nimos el conjunto sombreado como la unión de esas dos zonas sombreadas.

A : X → {0, 1, [a1, a2] ∪ [a3, a4]} (2.16)

Resultando, que para un conjunto sombreado tipo-1(ST1FS: del ingles Shadowed

Type-1 Fuzzy Set) en realidad se están tomando dos α-cortes, utilizando la misma

notación anterior, tenemos los cortes α y 1 − α, obteniendo un intervalo por cada

α-corte, mejor descritas en la �gura 2.9.



Capítulo 3

Hacia el Modelo Difuso Sombreado

En este capitulo se desarrollará toda la metodología para lograr plasmar el modelo

difuso sombreado, que es el objetivo de esta tesis. Lo primero que se debe lograr es

encontrar los puntos umbrales para fabricar esos dos intervalos que de�nen nuestro

conjunto sombreado, estos umbrales van a diferir según el conjunto difuso que se le

de como entrada. Como primera aproximación se utilizara la primera de�nición de

conjunto sombreado, en la cual se utilizan los umbrales α y su complemento 1− α.

Posteriormente la misma metodología se utilizará para

3.1. Calculo de los intervalos sombreados

Realmente lo que se debe calcular son los cuatro umbrales a1, a2, a3 y a4 que

de�nirán los dos intervalos que serán mi conjunto sombreado descrito en 2.16, para

encontrar los mejores valores se optimiza a función 2.15, la cual variara según el tipo

de función de membresía que se utilice.



3.1.1. Función de membresía triángular

En base la una función triangular, se calcula el valor de α optimo de la función

V (α).

µ(x) =



0 si x < a

x−a
b−a si a ≤ x ≤ b

c−x
b−c si a ≤ x ≤ c

0 si c < x.

(3.1)



Donde se tiene que determinar la función a optimizar V dada por:

V (α) =

∣∣∣∣∫ a1

a

µ(x)dx+

∫ b

a2

1− µ(x)dx−
∫ a2

a1

dx

∣∣∣∣ (3.2)

En la cual el primer sumando de la función 3.2 nos indica el área de exclusión, el

segundo sumando el área de insertidumbre y el tercer sumando el área de inclusión.

Para determinar la función V de la función de membresía triángular, primero se

calculan los valores a1, a4 y a2, a3 en el eje x que corresponden a los valores α y 1−α

en el eje y.

Para esto evaluamos la función de membresía 3.1 en los diferentes valores ai te-

niendo en cuenta que sus valores correspondientes seran α o 1− α.

Ya que el valor α sera el mismo si tomamos en cuenta toda la función o la primera

parte de la misma, por lo que evaluaremos solo a1 y a2.

µ1(x) =


x−a
b−a si a ≤ x ≤ b;

0 si x tiene otro valor.

(3.3)

Por tanto evaluamos a1 y a2 en 3.3 y obtenemos



α = µ1(a1) =
a1 − a
b− a

(3.4)

1− α = µ1(a2) =
a2 − a
b− a

(3.5)

y para obtener los valores de a1 y a2 los despejamos de las ecuaciones 3.4 y 3.5.

a1 = a+ α(b− a) (3.6)

a2 = b− α(b− a) (3.7)

Retomando el calculo de la ec 3.2 sustituimos los valores de a1 y a2, para obtener

asi los limites de las integrales de la función 3.2.

V (α) =

∣∣∣∣∣
∫ a+α(b−a)

a

µ(x)dx+

∫ b

b−α(b−a)
1− µ(x)dx−

∫ b−α(b−a)

a+α(b−a)
dx

∣∣∣∣∣ (3.8)

obtenemos la primitiva de la integral de µ(x):

∫
x− a
b− a

dx =
(x− a)2

2(b− a)
+ c (3.9)

Primera integral. ∫ a+α(b−a)

a

µ(x)dx =
α2(b− a)

2
(3.10)



Segunda integral. ∫ b

b−α(b−a)
1− µ(x)dx = α2 b− a

2
(3.11)

Tercera integral. ∫ b−α(b−a)

a+α(b−a)
dx = (1− 2α)(b− a) (3.12)

Sustituimos directamente los resultados en la función 3.8 y obtenemos.

V (α) =
∣∣(b− a)(α2 + 2α− 1)

∣∣ (3.13)

Al optimizar V (α) obtenemos;

∂V

∂α
=

2α2 + 2

(b− a)(α2 + 2α− 1)
|(b− a)(α2 + 2α− 1)| = 0 (3.14)

De ahí obtenemos el valor de α resultante de la ec. 3.14.

α2 + 2α− 1 = 0

α1,2 = −1±
√

2

α = −1 +
√

2

dado que no tenemos α negativos.

Y sustituimos el valor α para obtener a1 y a2 en 3.1.

a1 = a(2−
√

2) + b(
√

2− 1) (3.15)

a2 = a(
√

2− 1) + b(2 +
√

2) (3.16)



Sustituimos α en a3 y a4 en la membresía 3.13.

a3 = b(1−
√

2) + c(2 +
√

2) (3.17)

a4 = b
√

2 + c(1−
√

2) (3.18)

Por lo tanto el conjunto sombreado de una membresía triángular es:

Stri = {0, 1, [a1, a2] ∪ [a3, a4]} (3.19)

3.1.2. Función de membresía trapezoidal

En base a una función trapezoidal, se calcula el valor de α optimo de la función

V (α).

µ(x) =



0 si x < a

x−a
b−a si a ≤ x ≤ b

1 si b < x < c

c−x
d−c si c ≤ x ≤ d

0 si d < x.

(3.20)

Al tomar solo la primera parte de la función de membresía triapezoidal obtenemos



exactamente la misma función que en la membresía triángular.

µ1(x) =


x−a
b−a si a ≤ x ≤ b;

0 si x tiene otro valor.

(3.21)

Por lo tanto corresponden los mismos valores de α y a1 y a2, y calculamos a3 y a4

con la otra mitad de la función de membresía 3.21.

a3 = c+ α(d− c) (3.22)

a4 = d− α(d− c) (3.23)

sustituyendo el valor de α en 3.22 y 3.22.

a3 = c(2−
√

2) + d(
√

2− 1) (3.24)



a4 = c(
√

2− 1) + d(2−
√

2) (3.25)

Por lo tanto el conjunto sombreado de una membresía triángular es:

Strap = {0, 1, [a1, a2] ∪ [a3, a4]} (3.26)

3.1.3. Función de membresía gaussiana

En base a una función gaussiana, se calcula el valor de α optimo de la función

V (α).

µ(x) = e−
1
2(x−cσ )

2

(3.27)

Determinamos los valores de a1, a2, a3 y a4 en función de α.

µ(a1) = α = e−
1
2(a1−cσ )

2

(3.28)



µ(a2) = 1− α = e−
1
2(a2−cσ )

2

(3.29)

Similarmente para a3 y a4, despues despejando ai obtenemos los siguientes valores.

a1 = c−
√
−2σ2ln(α) (3.30)

a2 = c−
√
−2σ2ln(1− α) (3.31)

a3 = c+
√
−2σ2ln(1− α) (3.32)

a4 = c+
√
−2σ2ln(α) (3.33)

Dados estos valores se sustituyen en la ec. para V (α) 3.2, resultando;

V (α) =

∣∣∣∣∫ a3

c

1− e−
1
2(x−cσ )

2

dx+

∫ ∞
a4

e−
1
2(x−cσ )

2

dx−
∫ a4

a3

1dx

∣∣∣∣ (3.34)

V (α) =

∣∣∣∣∣
∫ c+
√
−2σ2ln(1−α)

c

1− e−
1
2(x−cσ )

2

dx+

∫ ∞
c+
√
−2σ2ln(α)

e−
1
2(x−cσ )

2

dx−
∫ c+
√
−2σ2ln(α)

c+
√
−2σ2ln(1−α)

1dx

∣∣∣∣∣
(3.35)

Calculamos el valor de la primera integral de 3.35.

∫ c+
√
−2σ2ln(1−α)

c

1− e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ
√
−2ln(1− α)− σ

√
π

4
α(2− α) (3.36)

Calculamos a segunda integral de 3.35.



∫ ∞
√
−2ln(α)

e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ

[√
π

2
−
√
π

4
(1− α2)

]
(3.37)

Calculamos la tercer integral de 3.35.

∫ c+
√
−2σ2ln(α)

c+
√
−2σ2ln(1−α)

1dx = c+
√
−2σ2ln(α)−

[
c+

√
−2σ2ln(1− α)

]
∫ c+
√
−2σ2ln(α)

c+
√
−2σ2ln(1−α)

1dx = σ
[√
−2ln(α)−

√
−2ln(1− α)

]
(3.38)

Sustituimos las integrales en la ecuación V (α) 3.35.

V (α) =∣∣∣∣σ [√−2ln(1− α)−
√
π

4
α(2− α) +

√
π

2
−
√
π

4
(1− α2)−

√
−2ln(α) +

√
−2ln(1− α)

]∣∣∣∣

V (α) =

∣∣∣∣σ [√π

2
+ 2
√
−2ln(1− α)−

√
−2ln(α)−

√
π

4
α(2− α)−

√
π

4
(1− α2)

]∣∣∣∣
(3.39)

Resultando en la siguiente gra�ca de la función 3.39.

Usando método computacional se obtiene que

α = 0.3186



Figura 3.1: Curva de la función V



Capítulo 4

Conjuntos sombreados en base a

decisiones de tres vías

Área de elevación Área de reducción Sombra

Acción de reducción

Acción de elevación

Figura 4.1: De�nición de Conjunto Sombreado según Pedrycz

Un problema no resuelto de la proposición de Zadeh es la falta de la de�nición

e interpretación del par de umbrales. Pedryczy (referencia) propone un marco de



conjuntos de sombra que nos da una solución al problema. Un conjunto sombreado

S en U (el universo) se de�ne como un mapa de U al conjunto {0, [0, 1], 1}, esto

es S : U −→ {0, [0, 1], 1}. Los elementos con grado de membresía 1 constituyen el

núcleo, y los elementos con grados de membresía entre 0 y 1 conforman la sombra

de S. Para la aplicación de un conjunto sombreado como una aproximación de un

conjunto difuso, Pedrycz(referencia) propone un método constructivo. Dados un par

de umbrales (α, β) con 0 ≤ β ≤ α, podemos construir un conjunto sombreado desde

un conjunto difuso µA de la siguiente forma:

SµA(x) =


1, si µA(x) ≥ α

0, si µA(x) ≤ β

[0, 1] si β ≤ µA(x) ≤ α

(4.1)

Según la decisión de tres vías, se tiene que un conjunto sombreado puede ser

interpretado por tres regiones: la región positiva de�nida por el grado de pertenencia

1, la región negativa de�nida por el grado de pertenencía 0, y la región sombreada.

Pedrycz presenta un método optimizando una función objetivo que caracteriza la

incertidumbre de un conjunto sombreado. Consideremos un conjunto sombreado que

aproxima a un conjunto difuso como se muestra en 4.1 donde las tres áreas represen-

tan cambios en la función de pertenencia del conjunto difuso, tal que en base a esta

teoría Pedrycz sugiere que el par óptimo de los umbrales debe satisfacer:

Área de elevación(α,β)(µA)+Área de reducción(α,β)(µA) = Área Sombreada(α,β)(µA)



Al �n y al cabo estaríamos optimizando una función V (α, β) similar a la optimizada

en capítulos anteriores.

V (α, β) =

∣∣∣∣∫
x∈Ar

µA(x)dx+

∫
x∈Ae

µA(x)dx−
∫
x∈S

dx

∣∣∣∣ (4.2)

4.1. Conjuntos sombreados en base a la media

El conjunto que representa la incertidumbre esta dado por los grados de mem-

bresía entre 0 y 1 . Se de�ne un conjunto de grados de membresía de incertidumbre

tal que 0 < µA(x) < 1 dado por:

S(µA) = x ∈ U |0 < µA(x) < 1 (4.3)

El valor 0.5 puede ser una buena aproximación para algunos objetos, pero no

para todos. El valor de la media para S(µA) se expresa de la siguiente forma:

δ =

∑
x∈S(µA) µA(x)

card(S(µA))
(4.4)

La idea principar de este enfoque basado en costos, es la construcción de los

conjuntos difusos en función de costos de decisión. Como se puede observar en la

grá�ca 4.1 cada objeto en el universo tiene dos opciones, ser elevado o reducido.

Para un objeto x ∈ U con β < µA(x) < α, se de�ne la sombra.

Supongamos que cada elemento en el conjunto difuso x ∈ U es asignado mediante

un conjunto acciones = {ae, ar, ↑, ↓}, y se asume que cada acción de decisión esta

asociada con un error E y un costo de decisión λ, entonces tendríamos la tabla 4.3



Figura 4.2: Áreas de la sombra

de asociaciones.

Figura 4.3: Tabla de Asociaciones

Primero asumimos que los costos no son negativos, es decir λe ≥ 0, λr ≥ 0,

λs↑ ≥ 0 y λs↓ ≥ 0, tambien tendríamos que suponer que λs↓ ≤ λr, es decir redu-

ciendo µA(x) = 0 se representaria con un mejor ajuste que la reducción de la media

δ > 0. Otra forma de verlo es µA(x) ≥ δ. Y tendremos dos condiciones.

(E1) If µA(x) ≥ α, then SµA(x) = 1;



(S1) If δ ≤ µA(x) < α, then SµA(x) = δ,

Dadas estas dos condiciones podremos expresar α como :

α =
λe + δλs↓
λe + λs↓

(4.5)

Debido a esta expresión se asume que el denominador es distinto de cero (lambdae+

λs↓ 6= 0), también, de la condición δ < α < 1 se puede veri�car δ < α < 1.

Y se toman encuentra las siguientes condiciones parecidas a las anteriores (E1),(R2).

(R2) If µA(x) ≥ β, then SµA(x) = 0;

(S2) If β < µA(x) < δ, then SµA(x) = δ,

Se puede expresar β como:

β =
δλs↑

λγ + λs↑
. (4.6)

Otra vez asumimos que el denominador es distinto de cero, (λγ +λs↑ 6= 0), se puede

veri�car 0 ≤ β < δ.

y tambien se obtiene 0 ≤ β < δ < α ≤ 1, se puede combinar las reglas de desición

para obtener un grupo de tres reglas:

(E) If µA(x) ≥ α, then SµA(x) = 1,

(R) If µA(x) ≤ β, then SµA(x) = δ,

(S) If β < µA(x) < α, then SmuA(x) = δ,



Obtendremos un par de umbrales (α, β) de�nidas en las ecuaciones 4.1 y 4.1 que

serán las soluciones para los conjuntos sombreados en base a la media.

4.2. Calculo de la función objetivo

Se utilizara la mitad de la función ya que los valores umbrales no deberían cambiar

al utilizar solo una parte de ella, calculando así solo una sombra a1, a2 y después

sustituyendo los demás valores para calcular la segunda parte a3 y a4. Calculándolos

de manera similar al capitulo anterior.

4.3. Función de membresía triángular

Se optimizara la función anterior, para encontrar los umbrales α y β. en la misma

función de membresía triángular:

µ(x) =



0 si x < a

x−a
b−a si a ≤ x ≤ b

c−x
c−b si a ≤ x ≤ c

0 si c < x.

La función objetivo (4.7):

V (α, β) =
1

2

∣∣(b− a)
(
(1− α)2 − 2(α− β) + β2

)∣∣ (4.7)

En (b) de la �gura 4.4 se puede ver una banda la cual se intersecta con los ejes



α

β

(a) Super�cie (b) Banda

Figura 4.4: Super�cie V

en α = 0.73 y β = 0.27. Los resultados utilizando el algoritmo genético de matlab,

α = 0.7677 β = 0.2556, promediando 1000 resultados en la cual se puede ver que no

hay variaciones muy grandes. En resultados anteriores α = 0.41 y 1− alpha = 0.58,

básicamente la función objetivo es invariante a los parámetros de la función µ(x),

los óptimos y la banda de óptimos son exactamente los mismos para cualesquiera

parámetros a, b y c. Por lo tanto los valores para los umbrales de las sombras serán:



a1 = a+ β(b− a) = a+ 0.27(b− a)

a2 = a+ α(b− a) = a+ 0.73(b− a)

a3 = c− α(b− c) = c− 0.73(c− b)

a4 = c− β(b− c) = c− 0.27(c− b)

(4.8)

4.4. Función de membresía Trapezoidal

β

α

µ(x) =



0 si x < a

x−a
b−a si a ≤ x ≤ b

1 si b < x < c

d−x
d−c si c ≤ x ≤ d

0 si d < x.

(4.9)

En este caso los valores de α y β son los mismos que para la función triángular, ya

que la parte que se est usando es la misma, en [a, b] los valores que cambian serán



los valores umbrales de las sombras a3 y a4 ya que a1, a2 son iguales que los valores

anteriores, que son representados por:

a1 = a+ β(b− a) = a+ 0.27(b− a)

a2 = a+ α(b− a) = a+ 0.73(b− a)

a3 = d− α(d− c) = d− 0.73(d− c)

a4 = d− β(d− c) = d− 0.27(d− c)

(4.10)

4.5. Función de membresía Gaussiana

β

α

µ(x) = e−
1
2(x−cσ )

2

(4.11)

a1 = c− σ
√
−2ln(β)

a2 = c− σ
√
−2ln(α)

a3 = c+ σ
√
−2ln(α)

a4 = c+ σ
√
−2ln(β)

(4.12)



∫ a

0

e−
1
2
u2du =

√
−π

4
[ea2 − 1] (4.13)

∫ c+a

c

e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ

∫ a
σ

0

e−
1
2
u2du = σ

√
−π

4

[
e(

a
σ )

2

− 1
]

(4.14)

∫ c+σ
√
−2ln(α)

c

1− e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ
√
−2ln(α)− σ

√
−π

4
[α−2 − 1] (4.15)

∫ ∞
c+σ
√
−2ln(β)

e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ

[√
π

2
−
√
π

4
[β−2 − 1]

]
(4.16)

∫ c+σ
√
−2ln(β)

c+σ
√
−2ln(α)

1dx = σ
[√
−2ln(β)−

√
−2ln(α)

]
(4.17)

v(α, β) = |σ|
∣∣∣∣√π

2
−
√
−π

4
[α−2 − 1]−

√
−π

4
[β−2 − 1]−

√
−2ln(β) + 2

√
−2ln(α)

∣∣∣∣
(4.18)

En la segunda grá�ca "se puede.observar, una sombra obscura, de forma que la

banda que choca con los ejes son α = 0.35 y β = 0.65. Resultados muy parecidos a

los anteriores α = 0.31 y 1 − α = 0.68. Tambien resultados con algoritmo genetico

para optimizar la función objetivo α = 1.2495 β = 2.2406 Y al igual que utilizando

un solo umbral, la función objetivo resulta ser independiente de c y σ. Por lo tanto

los valores de α y β seran constantes y solo los valores de a1, a2, a3 y a4 seran



(a) Super�cie (b) Sombra

Figura 4.5: Super�cie V

dependientes de los parametros de la función que se hayan utilizado. Por lo tanto

estos valores seran:

a1 = c− σ
√
−2ln(0.65) = c− 0.9282σ

a2 = c− σ
√
−2ln(0.35) = c− 1.449σ

a3 = c+ σ
√
−2ln(0.35) = c+ 1.449σ

a4 = c+ σ
√
−2ln(0.65) = c+ 0.9282σ

(4.19)

4.6. Función de membresía gauss2

µ(x) =


e
− 1

2

(
x−c1
σ1

)2
si x ≤ c1

1 si c1 < x < c2

e
− 1

2

(
x−c2
σ2

)2
si x ≥ c2

(4.20)



β

α

a1 a2 a3 a4c1 c2

Pasa exactamente lo que con la trapezoidal, los valores α y β son los mismos ya que

la primera parte es igual y lo valores tienden a ser los mismos para la segunda parte

de la función. Lo uno que varia son los valores umbrales de las sombras. Por lo tanto

tendremos los siguientes valores;

a1 = c1 − σ1
√
−2ln(0.65) = c1 − 0.9282σ1

a2 = c1 − σ1
√
−2ln(0.35) = c1 − 1.449σ1

a3 = c2 + σ2
√
−2ln(0.35) = c2 + 1.449σ2

a4 = c2 + σ2
√
−2ln(0.65) = c2 + 0.9282σ2

(4.21)



Capítulo 5

Modelo de inferencia difuso

sombreado tipo-2

El sistema de inferencia con conjuntos difusos, es generado con dos alpha pla-

nos(en este caso α y β), es de�nido con n entradas, m salidas y r reglas. La k-ésima

regla tiene el conjunto de antecedentes difusos tipo-2 generalizados, F̃ k
i , el conjunto

de consecuentes difusos tipo-2 generalizados, F̃ k
j , y los hechos difusos, X̃i, se in�eren

como un razonamiento directo.

Rk: Si x1 es F̃ k
1 , ... , xn es F̃

k
n Entonces y1 es G̃k

1, ..., ym es G̃k
m

H: Si x1 es X̃1, ... , xn es X̃n

C: y1 es B̃1, ... , ym es B̃m

Ya que la inferencia se hará de forma paralela para los α-planos y β-planos, tomamos

de referencia un plano genérico para realizar toda la inferencia, conscientes de que



la inferencia es la misma para los dos planos, con resultados similares.

(B̃k
j )α =

n⋂
i=0

[
(X̃i)α ◦

{
(F̃ k

i )α → (G̃k
i )α

}]

(B̃j)α =
r⋃

k=0

[
(B̃k

i )α(yi)
]

µα
B̃kj

= uni=0

{ ⊔
xi∈Xi

[
µα
X̃i

(xi) u µαF̃ki (xi)
]}
u µα

G̃kj
(yj)

Ωk
α(x) = uni=0

{ ⊔
xi∈Xi

[
µα
X̃i

(xi) u µαF̃ki (xi)
]}

µα
B̃kj

(yi) = Ωk
α(x) u µα

G̃ki
(yi)

µα
B̃j

(yi) =
r⊔

k=1

{
µα
B̃kj

(yi)
}

=
r⊔

k=1

{
Ωk
α(x) u µα

G̃ki
(yi)
}

De�nición 5.1. De�nimos el intervalo del α-corte sobre la entrada no singleton

como:

I(X̃)α = [µα
X̃i

(xi), µ
α
X̃i

(xi)]

(
X̃i

)
α

=


∫
xi∈X̃i

∫
µα
X̃i

(xi)∈I(X̃)α

1/µα
X̃i

(xi)

 /x
 =

{∫
I(X̃)α/xi

}



De�nición 5.2. De�nimos el intervalo del α-corte sobre los antecedentes como:

I(F̃ )α = [µα
F̃ki

(xi), µ
α
F̃ki

(xi)]

(
F̃ k
i

)
α

=


∫
xi∈F̃ki

∫
µα
F̃k
i

(xi)∈I(F̃ )α

1/µα
F̃ki

(xi)

 /x
 =

{∫
I(F̃ )α/xi

}

De�nición 5.3. De�nimos el intervalo del α-corte sobre los consecuentes como:

I(G̃)α = [µα
G̃ki

(yi), µ
α
G̃ki

(yi)]

(
G̃k
i

)
α

=


∫
yi∈G̃ki

∫
µα
G̃k
i

(yi)∈I(G̃)α

1/µα
G̃ki

(yi)

 /y
 =

{∫
I(G̃)α/yi

}
Al calcular las fuerzas de disparo se realiza individualmente las operaciones para el

limite derecho e izquierdo del intervalo.

De�nición 5.4. Se de�ne la t-norma(Tn)

Tn(µ1(x), µ2(x)) = [µ
1
(x) ? µ

2
(x), µ1(x) ? µ2(x)]

donde µ1(x) = [µ
1
(x), µ1(x)] y µ2(x) = [µ

2
(x), µ2(x)]



Por lo tanto las fuerzas de disparo se pueden describir como:

Ωk
α(x) = ?ni=1

{
Supxi{Tn(I(X̃)α , I(F̃ )α)}

}
(5.1)

Los grados de compatibilidad:

µα
B̃kj

(yj) = Tn(Ωk
α(x), I(G̃)α(yj)) (5.2)

µβ
B̃j

(y) =
⊕r

k=1

{
µβ
B̃kj

(yj)

}
µβ
B̃j

(y) =
⊕r

k=1

{
µβ
B̃kj

(yj)

} (5.3)

Dando como resultado las salidas:

µα
B̃j

(y) =
⊕r

k=1

{
µα
B̃kj

(yj)

}
µα
B̃j

(y) =
⊕r

k=1

{
µα
B̃kj

(yj)
} (5.4)

Obteniendo un resultado similar para el plano β tal que:

Ilustradas en la imagen 5.2. A las cuales se introducen en un algoritmo de reduc-

ción de tipo tal como el algoritmo km, tskm, o cualquier otro que cumpla su objetivo,



Figura 5.1: Salidas difusas con conjuntos sombreados

para obtener cuatro valores por cada salida.

cOlj = algoritmo
(
µβ
B̃j

(y), µβ
B̃j

(y), y,−1
)

cIlj = algoritmo
(
µα
B̃j

(y), µα
B̃j

(y), y,−1
)

cIrj = algoritmo
(
µα
B̃j

(y), µα
B̃j

(y), y,+1
)

cOrj = algoritmo
(
µβ
B̃j

(y), µβ
B̃j

(y), y,+1
)

(5.5)

El algoritmo utilizado con este objetivo esta descrito en los anexos.

Las defuci�caciones existentes, para cada una de la salidas, son tres, la defuci�cación

pesimista, optimista y de peso.

Pesimista ypj =
cOlj+c

O
rj

2



Optimista yoj =
cIlj+c

I
rj

2

Peso ywj =
∑N

i=1 wj(xi)xi∑N
i=1 wj(xi)

Donde wj(x) es la función trapezoidal generada por los parametros Cj =
{
cOlj , c

I
lj, c

I
rj, c

O
rj

}
descritos anteriormente en 5 e ilustrada en la �gura 5.2

c lj
O

1

Figura 5.2: Función trapezoidal con los parametros Cj



5.1. Caso de Estudio Sintético

Se representara un caso genérico, de dos antecedentes, dos consecuentes y tres

reglas no singleton.

R1: Si x1 es F̃ 1
1 , y x2 es F̃ 1

2 Entonces y1 es G̃1
1, y y2 es G̃1

2

R2: Si x1 es F̃ 2
1 , y x2 es F̃ 2

2 Entonces y1 es G̃2
1, y y2 es G̃2

2

R3: Si x1 es F̃ 3
1 , y x2 es F̃ 3

2 Entonces y1 es G̃3
1, y y2 es G̃3

2

H: Si x1 es X̃1 y x2 es X̃2

C: y1 es B̃1 y y2 es B̃2

Figura 5.3: dos antecedentes, dos consecuentes y tres reglas

Para las funciones de membresía generalizadas, se utilizo la función descrita por:

f = e
−1

2

(u−pxi
σi

)2
(5.6)



donde:

px = e−
1
2(x−mσ )

2

m = m1+m2

2
y σi = (1+ρ)

2
√
3

∆u (5.7)

En la �gura 5.3 se pueden observar las huellas por cada regla, ilustrando cada

t-norma de los antecedentes con los hechos. Esas funciones de membresía están dadas

por las ecuaciones [5.6-5.1] con los siguientes parámetros:

Escritos de la forma Pµ = {σ,m1,m2, ρ}

Pµ
F1
1

= {1.30, 4.85, 6.15, 0} Pµ
F1
2

= {1.20, 4.40, 3.60, 0}

Pµ
F2
1

= {1.10, 3.95, 5.05, 0} Pµ
F2
2

= {1.00, 5.50, 6.50, 0}

Pµ
F3
1

= {0.80, 5.80, 6.60, 0} Pµ
F3
2

= {1.50, 4.35, 5.85, 0}

(5.8)

Pµ
G1
1

= {2.50, 3.43, 8.8062, 0} Pµ
G1
1

= {1.30, 5.3356, 8.9972, 0}

Pµ
G2
1

= {1.80, 1.0210, 5.3044, 0} Pµ
G2
2

= {2.60, 0.1271, 8.4949, 0}

Pµ
G3
1

= {1.50, 4.1400, 5.4016, 0} Pµ
G3
2

= {1.20, 0.3272, 1.4852, 0}

(5.9)

Con parámetros para generar los hechos no singleton:

PµX1
= {0.50, 0.30, 0}

PµX2
= {0.50, 0.35, 0}

(5.10)



Obteniendo unas salidas con la inferencia generalizada 5.4

(a) Salida 1 (b) Salida 2

Figura 5.4: Salidas con inferencia Generalizada

y unas salidas con el modelo de inferencia difusa sombreado tipo-2: 5.5

Figura 5.5: Salida con defuci�cacion Pesimista



Calculando la regresión entre la salida de la inferencia del generaliza y la inferencia

sombreada, se obtuvieron los resultados en la grá�ca 5.6

(a) Salida 1 (b) Salida 2

Figura 5.6: Regresión entre I. Generalizada y la I. Sombreada

5.2. Caso Mackey-Glass

Se presenta un caso de estudio en donde las funciones de membresía utilizadas

para los antecedentes y consecuentes son del tipo descritas en las ecuaciones 5.6 y

5.1. Para este caso de estudio se tienen dieciséis reglas, cuatro entradas para los

antecedentes y una salida. Donde los parámetros están descritos a continuación:



Pµ
F1
1

= {0.0129909255819961, 1.25437118304556, 1.263460740386910.01, 0.1}

Pµ
F1
2

= {0.018627976339377, 0.985792877191128, 0.998826595075298, 0.01, 0.1}

Pµ
F1
3

= {0.0179022276302298, 0.698401235859129, 0.710927158169722, 0.01, 0.1}

Pµ
F1
4

= {0.0166877144278241, 0.489380853972865, 0.50105699946614, 0.01, 0.1}
(5.11)

Pµ
F2
1

= {0.0198978801913713, 0.545028889619383, 0.558091701584375, 0.01, 0.1}

Pµ
F2
2

= {0.0191193131460186, 0.491869974791296, 0.504421663218616, 0.01, 0.1}

Pµ
F2
3

= {0.0234707655077432, 0.82623647593135, 0.84164486082227, 0.01, 0.1}

Pµ
F2
4

= {0.0107590322222615, 0.994733859997131, 1.0017970855012, 0.01, 0.1}
(5.12)

Pµ
F3
1

= {0.0148428302041096, 1.09725489286454, 1.10646388146816, 0.01, 0.1}

Pµ
F3
2

= {0.0187354930608048, 0.942896084652045, 0.9545202115677030.01, 0.1}

Pµ
F3
3

= {0.0188625557050852, 0.752413851900638, 0.764116812733213, 0.01, 0.1}

Pµ
F3
4

= {0.0183422163737629, 0.662100601436657, 0.673480726333883, 0.01, 0.1}
(5.13)

Pµ
F4
1

= {0.0102393453145954, 1.13561731594918, 1.14138402122559, 0.01, 0.1}

Pµ
F4
2

= {0.0160791900592418, 1.11052818944632, 1.11958384166882, 0.01, 0.1}

Pµ
F4
3

= {0.0207620771340853, 0.976204702235069, 0.987897713465756, 0.01, 0.1}

Pµ
F4
4

= {0.018298548312939, 0.775750245306488, 0.786055819722123, 0.01, 0.1}
(5.14)



Pµ
F5
1

= {0.0161057804441437, 0.976025754441537, 0.985096382124698, 0.01, 0.1}

Pµ
F5
2

= {0.0138185393577077, 1.13083168072594, 1.13861415522779, 0.01, 0.1}

Pµ
F5
3

= {0.019042822199117, 1.18592093353583, 1.19664567617118, 0.01, 0.1}

Pµ
F5
4

= {0.0208520402008292, 1.18203467284674, 1.19377835045069, 0.01, 0.1}
(5.15)

Pµ
F6
1

= {0.0180796699163117, 0.752403358082176, 0.763241332183449, 0.01, 0.1}

Pµ
F6
2

= {0.0186318543532798, 0.662990950772857, 0.674159935376793, 0.01, 0.1}

Pµ
F6
3

= {0.0224755385484284, 0.80368684061252, 60.817159946362109, 0.010.1}

Pµ
F6
4

= {0.0161290511469907, 1.05913448792697, 1.06880315109496, 0.01, 0.1}
(5.16)

Pµ
F7
1

= {0.0173434851199377, 0.949540437453722, 0.958547731819265, 0.01, 0.1}

Pµ
F7
2

= {0.0144749942567868, 0.985955333224571, 0.993472884242074, 0.01, 0.1}

Pµ
F7
3

= {0.019156216604284, 1.07827446992054, 1.08822320171762, 0.01, 0.1}

Pµ
F7
4

= {0.018298548312939, 0.775750245306488, 0.786055819722123, 0.01, 0.1}
(5.17)

Pµ
F8
1

= {0.0206269652021085, 0.497451863861487, 0.510249523395507, 0.01, 0.1}

Pµ
F8
2

= {0.024973422859891, 0.819048511756553, 0.834542859084357, 0.01, 0.1}

Pµ
F8
3

= {0.0125929334825221, 0.992675486876974, 1.00048856425723, 0.01, 0.1}

Pµ
F8
4

= {0.01451974055718, 0.988205054847337, 0.99721358782116, 0.01, 0.1}
(5.18)



Pµ
F9
1

= {0.0184321994585801, 1.04715835663984, 1.05977248453864, 0.01, 0.1}

Pµ
F9
2

= {0.0176854417944498, 0.749245668403679, 0.761348750580241, 0.01, 0.1}

Pµ
F9
3

= {0.0188769860637054, 0.522195038743929, 0.535113557615566, 0.01, 0.1}

Pµ
F9
4

= {0.0210452042058397, 0.535300044394812, 0.549702389492334, 0.01, 0.1}
(5.19)

PµF101
= {0.017970266072981, 0.940439375975458, 0.951588730458019, 0.01, 0.1}

PµF102
= {0.017424237750839, 0.748968472276404, 0.759779052513979, 0.01, 0.1}

PµF103
= {0.019378506495589, 0.655795758816274, 0.667818832786603, 0.01, 0.1}

PµF104
= {0.0217117300071576, 0.802893088041376, 0.816363771964272, 0.01, 0.1}

(5.20)

PµF111
= {0.0124329664561621, 1.23246437445826, 1.24062652547243, 0.01, 0.1}

PµF112
= {0.0174627277469973, 1.21579214529289, 1.22725629759258, 0.01, 0.1}

PµF113
= {0.0207923688978501, 0.915417665015478, 0.929067702235882, 0.01, 0.1}

PµF114
= {0.0177666327137907, 0.643606369083398, 0.655270032758082, 0.01, 0.1}

(5.21)



PµF121
= {0.0195297513124071, 0.762927831822719, 0.774834615539624, 0.01, 0.1}

PµF122
= {0.0167445776255242, 1.02444384955839, 1.03465258499126, 0.01, 0.1}

PµF123
= {0.0169262910796902, 1.15227857037494, 1.16259809179594, 0.01, 0.1}

PµF124
= {0.0171908623549066, 1.23726018126945, 1.24774100494676, 0.01, 0.1}

(5.22)

PµF131
= {0.0141720497048721, 1.05929524550879, 1.06705253586021, 0.01, 0.1}

PµF132
= {0.0124065817915291, 1.13633184932965, 1.1431227835438, 0.01, 0.1}

PµF133
= {0.0203421153609398, 1.13991926155243, 1.15105383266268, 0.01, 0.1}

PµF134
= {0.0195997656064244, 1.01901961584937, 1.02974785035285, 0.01, 0.1}

(5.23)

PµF141
= {0.0190943419708812, 0.774279004877342, 0.786814299911887, 0.01, 0.1}

PµF142
= {0.0184237669398481, 0.536519246800191, 0.54861431426001, 20.01, 0.1}

PµF143
= {0.020494929437063, 0.507160211214487, 0.520614981617026, 0.01, 0.1}

PµF144
= {0.0204681392048231, 0.855643752131855, 0.869080934944013, 0.01, 0.1}

(5.24)



PµF151
= {0.0101605233752967, 1.1543347012227, 1.16063862996696, 0.01, 0.1}

PµF152
= {0.0153583648969185, 1.22718052947541, 1.236709373055850.01, 0.1}

PµF153
= {0.020679583363935, 1.18917010487869, 1.20200041048128, 0.01, 0.1}

PµF154
= {0.0202054919993789, 0.893798898327252, 0.906335061780855, 0.01, 0.1}

(5.25)

PµF161
= {0.0159731088627, 0.662621921916038, 0.67204184508305, 0.01, 0.1}

PµF162
= {0.0224427529169084, 0.807375429233216, 0.820610736771073, 0.01, 0.1}

PµF163
= {0.0173982538840371, 1.05138439799925, 1.06164478101151, 0.01, 0.1}

PµF164
= {0.013467368176203, 1.17077016405332, 1.1787123608149, 0.01, 0.1}

(5.26)

En este caso los dominios a considerar siempre estarán en el intervalo

[0.412532951457182, 1.998476129219388].

Para estos casos, no se obtienen super�cies como salidas, ya que seria imposi-

ble gra�car cuatro dimensiones, pero se obtiene el grá�co de regresión junto con el

coe�ciente de correlación.

Obteniendo un coe�ciente de correlación de 0.87366, utilizando como target real

la inferencia generalizada, con 15 α-planos.



Figura 5.7: Salidas con inferencia Singleton



Capítulo 6

Conclusiones

Conociendo el problema para describir los conceptos imprecisos con funciones

precisas, y mejorar la e�ciencia de de los GT2FL's en las aplicaciones, y dada la hi-

pótesis descrita en las primeras paginas del este escrito, y también se puede observar

en los capítulos 4 y 5 tras haber comparado el resultado con el de otros sistemas de

inferencia ya comprobados y debido a el tiempo de ejecución, y las salidas obtenidas

podemos concluir que al obtener resultados satisfactorios con muchos menos datos y

ciclos para computar, los resultados son muy similares a la inferencia Generalizada

que utiliza muchos mas α-planos para generar resultados validos de cualquier sistema

de inferencia.

Tomando los resultados obtenidos podemos decir que el modelo de inferencia difusa

generalizado tipo-2 con conjuntos sombreados se asemejan a los resultados obteni-

dos con la inferencia difusa generalizada tipo-2. Y utilizando el modelo propuesto y

darle los conjuntos ya sombreados se ahorra tiempo de ejecución obteniendo salidas



similares y con una alta correlación.
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Anexos



Apéndice A

Integrales

3.10 ∫ a+α(b−a)
a

µ(x)dx =
[
(a+α(b−a)−a)2

2(b−a)

]
−
[
(a−a)2
2(b−a)

]
= [α(b−a)2]

2(b−a)

= α2(b−a)
2

3.11

∫ b
b−α(b−a) 1− µ(x)dx = [b− (b− α(b− a))]−

{[
(b−a)2
2(b−a)

]
−
[
(b−α(b−a)−a)2)

2(b−a)

]}
= α(b− a)−

[
b−a
2

]
+
{

[(b−a)−α(b−a)]2
2(b−a)

}
= α(b− a)−

[
b−a
2

]
+
{

[(b−a)(1−α)]2
2(b−a)

}
= α(b− a)− (b−a)

2
+ (b−a)(1−α)2

2

= α(b− a)− (b−a)
2

[1− (1− α)2]

= α(b− a)− α(2−α)(b−a)
2

= (b−a)
2

[2α− α(2− α)]

= α2 b−a
2



3.12 ∫ b−α(b−a)
a+α(b−a) dx = [b− α(b− a)]− [a+ α(b− a)]

= (b− a)− 2α(b− a)

= (1− 2α)(b− a)

3.13

V (α) =
∣∣α2
(
b−a
2

)
+ α2

(
b−a
2

)
− (1− 2α)(b− a)

∣∣
= |α2(b− a)− (1− 2α)(b− a)|

= |(b− a) [α2 − (1− 2α)]|

= |(b− a)(α2 + 2α− 1)|

3.36

Obteniendo la ecuación anterior 3.35 calcularemos de forma exacta la siguiente inte-

gral:

∫ a

0

e
−x2−y2

2 dx

Usamos cambio a coordenadas polares;

(x, y) = (rcosθ, rsenθ) r =
√

2a2

r =
√
x2 + y2 θ = arctan

(
a
a

)
θ = arctan

(
y
x

)
= arctan(1) = π

4



∫ a
0

∫ a
0
e
−x2−y2

2 dxdy =
∫ √2a2
0

∫ π
4

0
re
−(rcosθ)2−(rsenθ)2

2 dθdr

=
∫ √2a2
0

∫ π
4

0
re−

r2(cons2θ+sen2θ)
2 dθdr

=
∫ √2a2
0

∫ π
4

0
re−

r2

2 dθdr

= −π
4

∫ −a2
0

eudu

= π
4

(
1− e−a2

)
[∫ a

0
e
−x2
2 dx

]2
= π

4

(
1− e−a2

)
∫ a

0

e
−x2
2 dx =

√
π

4
(1− e−a2)

Calculamos la integral que nos interesa.

∫ a

0

e−
1
2(x−cσ )

2

dx (A.1)

Usamos como cambio de variable

u = x−c
σ

; du = dx
σ

; dx = σdu

A = a−c
σ

; 0 = c c−c
σ

σ

∫ A

0

e−
1
2
u2du = σ

√
π

4
(1− e−A2)

∫ a

c

e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ

√
π

4

(
1− e−[a−cσ ]

2)
∫ c+
√
−2σ2ln(1−α)

c

1−e−
1
2(x−cσ )

2

dx =
[
c+

√
−2σ2ln(1− α)− c

]
−σ
∫ √−2ln(1−α)
0

e−
1
2
u2du



=
[√
−2σ2ln(1− α)

]
− σ

√
π

4

(
1− e−

[√
−2ln(1−α)

]2)

=
[√
−2σ2ln(1− α)

]
− σ

√
π

4
(1− e2ln(1−α))

3.37 ∫ ∞
c+
√
−2σ2ln(α)

e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ

∫ ∞
√
−2ln(α)

e−
1
2
u2du

= σ

[∫ ∞
0

e−
1
2
u2du−

∫ √−2ln(α)
0

e−
1
2
u2du

]

= σ

[√
π

2
−
√
π

4
(e−2ln(α) − 1)

]
4.15

∫ c+σ√−2ln(α)
c

1− e−
1
2(x−cσ )

2

dx = σ
√
−2ln(α)− σ

√
−π

4

[
e

(√
−2ln(α)

)2
− 1

]
= σ

√
−2ln(α)− σ

√
−π

4
[e−2ln(α) − 1]

= σ
√
−2ln(α)− σ

√
−π

4
[α−2 − 1]

4.16

∫∞
c+σ
√
−2ln(β) e

− 1
2(x−cσ )

2

dx = σ

[∫∞
0
e−

1
2
u2du−

∫ σ√−2ln(β)
0

e−
1
2
u2du

]
= σ

[√
π
2
−
√

π
4

[e−2ln(β) − 1]
]

= σ
[√

π
2
−
√

π
4

[β−2 − 1]
]



4.17 ∫ c+σ√−2ln(β)
c+σ
√
−2ln(α)

1dx = c+ σ
√
−2ln(β)−

[
c+ σ

√
−2ln(α)

]
= σ

[√
−2ln(β)−

√
−2ln(α)

]
4.18

v(α, β) =
∣∣∣σ√−2ln(α)− σ

√
−π

4
[α−2 − 1] + σ

[√
π
2
−
√

π
4

[β−2 − 1]
]
− σ

[√
−2ln(β)−

√
−2ln(α)

]∣∣∣
= |σ|

∣∣∣√−2ln(α)−
√
−π

4
[α−2 − 1] +

√
π
2
−
√

π
4

[β−2 − 1]−
√
−2ln(β) +

√
−2ln(α)

∣∣∣
= |σ|

∣∣∣√π
2
−
√
−π

4
[α−2 − 1]−

√
−π

4
[β−2 − 1]−

√
−2ln(β) + 2

√
−2ln(α)

∣∣∣
(A.2)



Apéndice B

Algoritmo EKM para el centroide de

un IT2FS

5

Algoritmo EKM para obtener el valor izquierdo del centroide, cl, en donde Dados los

valores xi en orden ascendente de manera que; x1 ≤ x2 · · · ≤ xN .

cl = min∀θi⊂[µÃ,µÃ]

(
N∑
i=1

xiθi/
N∑
i=1

θi

)

1- Dado k = [N/2.4](el entero mayor que N/2.4 y se realiza:

a =
∑k

i=1 xiµÃ(xi) +
∑N

i=k+1 xiµÃ(xi)

b =
∑k

i=1 µÃ(xi) +
∑N

i=k+1 µÃ(xi)

Después hacer c′ = a/b



2- Encontrar k′ ∈ [1, N − 1] tal que xk ≤ c′ ≤ xk′+1

3- Si k′ = k entonces se para el algoritmo y se tiene que c′ = cl y k = L, si k′ 6= k

entonces seguir al paso 4.

4- Hacer s = sign(k′ − k) después:

a′ = a+ s
∑max(k,k′)

i=min(k,k′)+1 xi

[
µÃ(xi)− µÃ(xi)

]
b′ = b+ s

∑max(k,k′)
i=min(k,k′)+1 xi

[
µÃ(xi)− µÃ(xi)

]
Calcular c′′(k′) = a′/b′

5- Hacer c′ = c′′(k′), a = a′, b = b′ y k′ = k e ir al paso 2.

Algoritmo EKM para obtener el valor derecho del centroide, cr, en donde Dados los

valores xi en orden ascendente de manera que; x1 ≤ x2 · · · ≤ xN .

cr = max∀θi⊂[µÃ,µÃ]

(
N∑
i=1

xiθi/
N∑
i=1

θi

)

1- Dado k = [N/1.7](el entero mayor que N/1.7 y se realiza:

a =
∑k

i=1 xiµÃ(xi) +
∑N

i=k+1 xiµÃ(xi)

b =
∑k

i=1 µÃ(xi) +
∑N

i=k+1 µÃ(xi)

? Después hacer c′ = a/b



2- Encontrar k′ ∈ [1, N − 1] tal que xk ≤ c′ ≤ xk′+1

3- Si k′ = k entonces se para el algoritmo y se tiene que c′ = cl y k = L, si k′ 6= k

entonces seguir al paso 4.

4- Hacer s = sign(k′ − k) después:

a′ = a− s
∑max(k,k′)

i=min(k,k′)+1 xi

[
µÃ(xi)− µÃ(xi)

]
b′ = b− s

∑max(k,k′)
i=min(k,k′)+1 xi

[
µÃ(xi)− µÃ(xi)

]
Calcular c′′(k′) = a′/b′

5- Hacer c′ = c′′(k′), a = a′, b = b′ y k′ = k e ir al paso 2.
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