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RESUMEN

Los controladores para sistemas mecanicos son una parte fundamental en el desarro-
llo de la industria, todo sistema mecdnico que tiene un movimiento controlado, necesita
de un algoritmo que manipule los actuadores del mismo. La optimizacién de estos con-
troladores mejoran el desempefio de los sistemas mecanicos, haciéndolos mds robustos,
precisos o rapidos.

En la presente tesis se estudia un controlador robusto con convergencia en tiempo finito
llamado Terminal Sliding Mode (TSM). También se propone un algoritmo de control para
seguimiento de trayectoria en sistemas de segundo orden con la importante caracteristica
de no contar con mediciones de velocidad para lograr el objetivo de control considerando,
también, robustez ante perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas que afectan
el desempefio del sistema en lazo cerrado. Se agregan algunos términos a este controlador
para mejorar su desempefo tales como un estimador de perturbaciones y una modifica-
cién al algoritmo para convertirlo en un controlador discontinuo con comportamiento
robusto. Se desarrolla una prueba de estabilidad para cada uno de los controladores pre-
sentados. Posteriormente se ilustra el desempefio de los controladores al aplicarlos a un
mecanismo de 2 g.d.l. con eslabones rotacionales horizontales.
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INTRODUCCION

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Es muy comiin encontrar sistemas en donde el vector de estado no se encuentra dispo-
nible completamente para realizar mediciones directamente, lo que obstaculiza el disefio
del controlador. En sistemas mecanicos, por ejemplo, regularmente no se cuenta con sen-
sores de velocidad y la tarea de medir la velocidad del sistema se vuelve una desventaja
dentro de la tarea de control. Para solucionar esto se debe encontrar un sustituto para el
vector de estado, una opcion es derivar alguna de las salidas disponibles un determinado
ntimero de veces para poder construir el vector de estado, con este método se obtiene
una medicién instantdnea de la velocidad, pero poco confiable debido a una cantidad de
ruido que se aflade a la sefial de la medicién. Otra posible solucién es crear un observador,
el cual consiste en hacer copia del modelo del sistema real, alimentarlo con las mismas
entradas que el sistema original y agregar ganancias de correccion, y asi usar el vector de
estado del modelo como una aproximacién a la medicién desconocida del sistema [24], pe-
ro si las condiciones iniciales no fueron establecidas correctamente o hay perturbaciones
o incertidumbres, entonces el modelo creado podra tener retrasos y no estimar la medi-
cién desconocida acertadamente. El agregar un observador, un filtro o un diferenciador
aumenta la dificultad de la tarea de disefio del controlador ya que se tiene que disefiar
una prueba de estabilidad para el observador y otra en lazo cerrado que contenga el sis-
tema, el controlador y al observador funcionando al mismo tiempo. En el mejor de los
casos, se puede disefiar un observador con convergencia en tiempo finito, una vez que la
velocidad proporcionada por el observador sea igual a la velocidad real, entonces entra en
ejecucion el controlador, simplificando la segunda prueba de estabilidad al uso solamente
del sistema y del controlador, teniendo la prueba de estabilidad del observador aparte.

1.2 CONTEXTO HISTORICO

La industria de la manufactura es el sector econémico més importante de Baja Califor-
nia con el 20.9 % del producto interno bruto (PIB) del estado. Dentro de los subsectores
econémicos en la manufactura, el mds importante tomando en cuenta su participaciéon en
el PIB manufacturero estatal es el de Equipo de computo, electrénico y transporte el cual
representa el 41.4 % del PIB manufacturero del estado , segtin datos del INEGI del 2014.
Mexicali cuenta con un sector industrial bastante amplio y dindmico, se ha desarrollado
principalmente en el ramo de alimentos, automotriz, metal mecénica, envases de vidrio,
electrénica, plastico y textil. Otras ramas industriales que también se desarrollan en Me-
xicali son la fabricaciéon y ensamble de articulos eléctricos y electrénicos, tractocamiones,
remolques de carga y maquiladoras de juguetes.
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La industria es una de los motores econémicos més importantes de la region, en 2014
la Secretaria de Economia report6 en el Atlas de complejidad econémica de México, que
en Baja California el 43.6 % de las exportaciones se derivaron del sector de electrénicos
seguido de maquinaria con un 24.5 % y vehiculos de transporte con 17 %.

Mexicali estd posicionado en un drea muy fuerte industrialmente hablando, dando lugar
a oportunidades de desarrollo e innovacién en temas tecnolégicos con un fuerte impacto
econémico en el estado de Baja California.

La fuerza de un pais depende de su capacidad para innovar tecnologia, de manera que,
con el avance de los conocimientos y su aplicacién se aumenta la calidad y los proce-
sos de produccién se vuelven mds complejos y especializados. El uso de tecnologia més
avanzada aumenta la demanda de la mano de obra calificada, misma que tiene una remu-
neracion més alta. Al rededor de los afios 60 se empezaron a introducir robots a las lineas
de produccioén de la industria. Los robots ofrecen ventajas como: incremento de la produc-
tividad, reduccién de costos, mejora la calidad del producto, reduccién de problemas de
operacién en ambientes peligrosos para los trabajadores, por eso, hoy en dia la palabra
robot es sinénimo de automatizacion. El control automdtico es un factor clave dentro de la
automatizacion, y es que dia con dia se trabaja para mejorar los algoritmos que controlan
los sistemas mecéanicos como los robots, optimizando los tiempos de reaccién, aumentan-
do la precisiéon de sus movimientos, simplificando su disefio y reduciendo los costos de
fabricacién y produccion.

1.3 OBJETIVO GENERAL

El presente trabajo pretende optimizar los controladores para sistemas mecanicos de
segundo orden de una entrada y una salida, y lagrangianos, disefiando un controlador
robusto para seguimiento de trayectoria sin utilizar la parte diferencial o la medicién de
la velocidad.

1.4 OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Analizar y estudiar controladores robustos.

= Disefiar un algoritmo de control para sistemas mecénicos de segundo orden y lagran-
gianos, sin contar con la medicién de la velocidad, con el objetivo de seguimiento
de trayectoria.

= Agregar robustez al controlador disefiado, considerando incertidumbres y perturba-
ciones externas.

= Disefar la prueba de velocidad en lazo cerrado.



1.5 ANTECEDENTES

1.5 ANTECEDENTES

Usualmente a la hora de modelar la dindmica de un sistema real, se presentan discre-
pancias entre el sistema real y su modelo matemaético. Estas diferencias son producidas,
por lo general, por incertidumbres paramétricas, perturbaciones externas y pardmetros
desconocidos de la planta. El reto mds interesante y desafiante de la teoria de control
moderno, es disefiar una ley de control valida para obtener el rendimiento deseado del
sistema en lazo cerrado frente a estas perturbaciones, a este método se le llama control
robusto.

El Control por Modos Deslizantes (CMD) es uno de los métodos més eficientes para
controlar perturbaciones e incertidumbres acotadas. Este método nacié como un modo
especial a partir de los Sistemas de Estructura Variable (SEV), estos sistemas cambian su
estructura en tiempo real para lograr un mejor desempefio en donde sistemas con una
estructura fija podrian ser inestables. El CMD presenta un comportamiento robusto antes
perturbaciones y su objetivo es llevar las trayectorias del sistema a una superficie deslizan-
te, mantenerlas ahi bajo una ley de control y llevarlas hacia el origen. Las caracteristicas
principales del control por modos deslizantes son la insensibilidad a perturbaciones e in-
certidumbres, buena precision y convergencia asintética de las trayectorias del sistema al
punto de equilibrio [31]. El primer texto citado en inglés sobre CMD fue publicado en
1976 por U. Itkis [17].

En 1993 fue publicado un articulo en el Journal of Dynamic Systems, Measurement, and
Control por S. T. Venkataraman y S. Gulati donde proponian una nueva variante al CMD
llamada Terminal Sliding Mode (TSM), en el cual las trayectorias del sistema llegan al
punto de equilibro en tiempo finito [35] y el tiempo de convergencia puede ser ajustado
sintonizando los pardmetros del algoritmo. Aunque el TSM mejoraba el desempefio de los
controladores en comparaciéon al CMD tradicional, cuenta con una desventaja: existe la
posibilidad de una singularidad que desestabiliza el sistema bajo ciertas condiciones. Mds
adelante en 2002, Xinghuo Yu publica un método que evita esta singularidad y mantiene
las ventajas del TSM, al cual llama Nonsingular Terminal Sliding Mode (NTSM) para
sistemas dindmicos no lineales [39]. Otros trabajos de Xinghuo Yu sobre TSM son [37] y
[38], entre otros. Se han realizado diferentes variantes de TSM que mejoran su desempefio
en diferentes aplicaciones, algunos de estos trabajos que siguen la linea de investigacion
de TSM son [25], [36] y [40].

En la mayoria de los trabajos relacionados con el control de trayectoria para sistemas
mecdnicos, el vector de la velocidad debe estar disponible para la retroalimentacién del
controlador, sin embargo, es muy raro encontrar sistemas que cuenten con un sensor que
mida directamente la velocidad, por esta razén se utilizan técnicas que reemplacen la
velocidad como el uso de observadores o diferenciadores, en los siguientes trabajos se
pueden ver ejemplos de estos: [4], [15] y [30]. Diversos métodos han surgido para trabajar
con sistemas mecénicos sin medicién de la velocidad, por ejemplo, en [13] se presenta un
trabajo mds reciente sobre un algoritmo de estabilizacién en tiempo finito, en donde se
hace una compensacién para la perturbacion, se usa la derivada sucia y se aplica la teorfa
de modos deslizantes. En [23] se plantea un control de trayectoria para sistemas Euler-
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Lagrange con grado alto relativo arbitrario, donde su principal contribucién es establecer
un fundamento tedrico del uso de la "derivada sucia", un reemplazo para las mediciones
que no se encuentran disponibles, tales como la velocidad, sin el uso de observadores, pe-
ro utilizando filtros pasa bajas para suavizar la sefial de retroalimentacién. En [29] se da
una solucién al problema de seguimiento global exponencial de sistemas mecédnicos sin
medicién de velocidad, el cual es obtenido combinando un redisefio de un observador de
velocidad invariante con inmersién estable exponencial y un controlador con retroalimen-
tacion de un nuevo estado. En [41] se maneja un problema de seguimiento de trayectoria
distribuido en tiempo finito de agentes en una red con mdltiples dindmicas de Euler-
Lagrange con la ayuda de un observador de modos deslizantes de segundo orden. Los
siguientes trabajos [9], [21], [22], emplean algtin método para sustituir la medicién de la
velocidad, ya sean filtros, observadores o estimadores.

1.6 JUSTIFICACION

La competitividad industrial promueve la optimizacién de sus sistemas, el control au-
tomatico juega un papel importante en esta tarea, la mejora de los algoritmos de control
se ve reflejado tanto econémicamente como en la calidad de los productos o servicios que
brindan los sistemas mecénicos controlados. Los controladores que requieren una retroali-
mentacion del vector de estado, incluyendo la medicién de la velocidad, tienen una 4rea
importante de mejora, ya que los sistemas mecédnicos que cuentan con sensores directos
de velocidad son muy escasos. A la hora de disefiar un controlador, se tiene que buscar
un sustituto para esta medicién, ya sea derivando algunas de las salidas disponibles o
disefiando un observador. El uso de estas soluciones puede no siempre dar el resultado
esperado, ademas de aumentar la dificultad de disefio. Al aplicar un controlador que no
requiere la medicién de la velocidad, se simplifica la tarea de disefio, debido a que se evita
realizar una prueba de estabilidad adicional para el observador, o también se evita com-
prometer la estabilidad del controlador debido la ruido de las mediciones en las sefiales
causado por el uso de un diferenciador.



PRELIMINARES MATEMATICOS

2.1 DEFINICIONES BASICAS

Las siguientes definiciones, extraidas de [26], ayudan a comprender los términos bésicos
para después analizar los sistemas de control:

Variable controlada es la cantidad o condicién que se mide y controla. La sefial de control
o variable manipulada es la cantidad o condicién que el controlador modifica para afectar
el valor de la variable controlada. Por lo general, la variable controlada es la salida del
sistema. Controlar significa medir el valor de la variable controlada del sistema y aplicar
la variable manipulada al sistema para corregir o limitar la desviacién del valor medido
respecto del valor deseado.

Planta. Una planta puede ser parte de un equipo, tal vez un conjunto de los elementos de
una maquina que funcionan juntos, y cuyo objetivo es efectuar una operacion particular.
En esta tesis se llamara planta a cualquier objeto fisico que se va a controlar (sistema
mecanico).

Sistema Un sistema es una combinaciéon de componentes que actdan juntos y realizan un
objetivo determinado. Un sistema no esta necesariamente limitado a los sistemas fisicos.
El concepto de sistema se puede aplicar a fendmenos abstractos y dindmicos. Por tanto, la
palabra sistema debe interpretarse en u sentido amplio que comprenda sistemas fisicos,
biolégicos, econdmicos y similares.

Perturbaciones. Una perturbacién es una sefial que tiende a afectar negativamente el
valor de la salida de un sistema. Si la perturbacién se genera dentro del sistema se deno-
mina interna, mientras que una perturbacion externa se genera fuera del sistema y es una
entrada.

2.1.1 Modelado en el espacio de estados

El modelo de un sistema dindmico de dimensién 7 se representa con la siguiente ecua-
cién diferencial ordinaria:
d"x
T f(x,u,t) (2.1)

donde x es un vector de la forma x = [x1, X2, X3; ...; Xy].
Si el sistema es variante en el tiempo, entonces ¢ esta explicita en la ecuacién y se le
denomina sistema auténomo.
En un sistema se tienen 2 ecuaciones:
x(t) = f(x,u,t) - Ecuacién de estado

(2.2)
y(t) = g(x,u,t) - Ecuacién de salida.

17
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Si se linealizan las ecuaciones de estado y de salida (2.2) alrededor del estado de opera-
cién, se tienen las siguientes ecuaciones de estado y salida linealizadas:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)

donde A se le llama matriz de estado, B es la matriz de entrada, C es la matriz de salida
y D es la matriz de transmisién directa.

(2.3)

2.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD

Para el andlisis de estabilidad de sistemas dindmicos, se requiere la definicién de algu-
nos conceptos matematicos que ayudan la comprensién de estos.

Teorema de Sylvester

Este teorema establece que una funcién cuadratica del tipo V(x) = xT Ax > 0 es defini-
da positiva si la matriz A € R™" es definida positiva (A > 0) para cualquier x € R". La
matriz A es definida positiva si cumple con las siguientes condiciones [14]:

= La matriz A debe ser simétrica A = AT.
= El primer elemento de la matriz A € R"*" debe ser positivo, a;; > 0.

= Todos los determinantes menores deben ser positivos, consecuentemente el determi-
nante de la matriz es |A| > 0.

Es importante notar que en el caso de funciones cuadréticas definidas positivas V(x) =
xTAx > 0 se requiere que la matriz A € R"" sea simétrica, debido a la propiedad de
antisimetria V(x) = xT Agx > 0, por lo que V(x) = xT A;x > 0. La matriz A € R™" > 0
es no singular, es decir que existe la matriz inversa A_; € R la cual también es definida
positiva. Otra propiedad es que todos sus valores propios son ntimeros reales positivos:
Ai{A} >0parai=1,2,..,n[14].

Elemento supremo

Cuando se habla de una cota superior, se utilizara el concepto de supremo para definir
esa cota. Definicion: Si X es un subconjunto de IR, se dice que un namero real B es una
cota superior de X si, para cualquier elemento x € X, se cumple que x < By se escribe
como B = supX [3].

2.2.1 Estabilidad de Lyapunov

La teoria de estabilidad de Lyapunov es de las mds usadas en el drea de ingenieria
debido a que proporciona propiedades matematicas que facilitan el andlisis y disefio de



2.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD

controladores. Su principal objetivo es estudiar el comportamiento de sistemas dindmicos
lineales y no lineales descritos por ecuaciones diferenciales de la forma:

x=f(tx) x(0)eR" Vt>0. (2.4)

En esta teoria se busca que la energia acumulada del sistema dentro del dominio de
atraccion caiga al evolucionar el tiempo, hasta alcanzar un valor minimo en su punto de
equilibrio, para toda condicién inicial x(0) € R, si el sistema tiene un estado de equilibrio
asintéticamente estable.

Para ayudar a comprender mejor el concepto de la estabilidad en el sentido de Lya-
punov, es necesario definir los siguientes conceptos: equilibrio, estabilidad, estabilidad
asintética y estabilidad exponencial.

Equilibrios

El punto x, € R" es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema si
f(t,x,) =0 Vt>D0. (2.5)

Por lo general se utiliza el origen del espacio de estado IR", x = 0. Si este no es el caso,
se traslada el punto del origen del espacio de estado mediante un cambio de coordenadas.

Estabilidad

Para explicar el concepto de estabilidad definiremos el origen x = 0 € R"” como punto
de equilibrio, el cual es estable (en el sentido de Lyapunov) si para cada nimero € > 0 se
puede encontrar un ntimero ¢ > 0, tal que:

[|x(0)]] <6 = ||x(t)||<e t>0 (2.6)

donde x(t) es la solucién de (2.5), la cual empieza en su condicién inicial x(0) en to.
Lo anterior significa que el origen es un equilibrio estable si para toda condicién inicial
acotada, las soluciones también estan acotadas. Graficamente se expresa en la figura 2.1.

Estabilidad asintética

Se dice que el origen x = (0) € R" es un equilibrio asintéticamente estable, graficamen-
te expuesto en la figura 2.2 si cumple las condiciones [8]:

= El origen es estable.
= E] origen es atractivo, lo que significa que existe un numero 6 >0 tal que:

||X(0)H<5, = ||x(t)|]| = 0 cuando t — oo.

La estabilidad asintética pasa a ser de forma global si:
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Figura 2.1: Estabilidad [19]

= El origen es estable.

= El origen es atractivo globalmente, es decir:

||[x(£)]| -0 cuando f— oo, Vx(0) € R"

El punto de equilibrio es asintéticamente estable globalmente si se mantienen las mismas
condiciones de una estabilidad asintética para toda condicién inicial.
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Figura 2.2: Estabilidad asintética [19]

Estabilidad exponencial global

El origen x = 0 es un equilibrio exponencialmente estable de forma global si existen
constantes positivas a y p tales que:

[[x(8)]| — a||x(0)|[e P!, Vt>0, Vx(0)ecR"

Un equilibrio exponencialmente estable de forma global también es un equilibrio asint6-
ticamente estable de forma global, pero lo contrario no es necesariamente verdadero.



2.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD

2.2.2  Meétodo directo de Lyapunov

En el método directo o segundo método de Lyapunov se propone una funcién V :
R4 xR" — R4 la cual es una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R"
de la ecuacién x = f(x,t) si cumple:

= V(t,x) es una funcién definida positiva localmente.

oV (t,x)
- T:

IV (t,x) s 2 .
» —5~ es una funci6én continua con respecto a ty x.

es una funcién continua con respecto a t y x.

Esto quiere decir, que una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R"
es cualquier funcién definida positiva localmente y continuamente diferenciable.
La derivada de la funcién de Lyapunov es denotada como V (¢, x) y estd dada por:
: d oV(t,x) aV(t,x)T
Vit,x) = -V(tx)= t,x).
(,X) dt (,X) at + ax f(,X)
Si la funcién anterior no depende explicitamente del tiempo y la funcién x = f(x,t) es
auténoma, entonces la derivada tampoco dependera explicitamente del tiempo:
oV (t,x)T
£, v).
La funcion candidata de Lyapunov V (¢, x) para la ecuacion ¥ = f(x,t) es una funcién
de Lyapunov, si su derivada a lo largo de las trayectorias satisface:

V(t,x) =

V(t,x) <0 Vt>0 al menos para ||x|| pequefia.

Estabilidad

El origen es un punto de equilibrio estable si hay una funcién candidata de Lyapu-
nov V(t,x) con derivadas parciales continuas con respecto a x, cuya derivada temporal
satisfaga:

V(t,x) <0, Vt>0 parauna ||x||pequefia.
Esta condicién es suficiente para demostrar que el equilibrio es estable en el sentido de
Lyapunov.
Estabilidad asintética global

El origen es un punto de equilibrio global asintéticamente estable, si existe una funcién
candidata de Lyapunov V (¢, x), tal que su derivada satisfaga:

= V(t,00=0 Vt>0.
» V(t,x) <0 Vt>0, Vx#0€R"

Esto implica que la variable de estado x(t) tiende a cero conforme el tiempo tiende a
infinito.
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Estabilidad exponencial global

El origen es un punto de equilibrio global exponencialmente estable de la ecuacién
X = f(x,t), si existe una funcién candidata de Lyapunov V(f,x) y constantes positivas
y v tales que:

= af|x[[? < V(tx) < Bllx[
» V(t,x) < —9]x|]]? Vt>0 VxeR"

La estabilidad global asintética y exponencial requieren de la existencia de un tnico
punto de equilibrio.

2.3 MODELADO DE SISTEMAS MECANICOS

El modelado de sistemas mecanicos a través de las ecuaciones del modelo dindmico
de Lagrange es uno de los mas empleados, sobre todo para sistemas de n grados de
libertad (n g.d.l.), a diferencia del método de las ecuaciones de movimiento de Newton, el
cual es muy dtil pero su uso se complica cuando el ntiimero de articulaciones del sistema
mecédnico aumenta. Se le da el nombre de Lagrange, debido a que el fue él primero en
darlo a conocer en 1788 [19].

Una categoria de los sistemas mecanicos son los robots manipuladores, estos estdn
formados por eslabones conectados en serie y unidos por articulaciones, que pueden ser
rotacionales o traslacionales. Los eslabones toman su nomenclatura desde la base del
sistema (eslabon 0), hasta el altimo (eslabén n). Las uniones se numeran de forma que la
unioén i conecta los eslabones i e i — 1. Cada unién es controlada, por lo general, a través
de un actuador, que es el responsable de darle movimiento a cada uno de los eslabones.
Se le llama z; al eje de movimiento de la unién i. Se denotara como g; a la coordenada
articular generalizada, la cual es el desplazamiento angular alrededor de z; si la unién
es rotacional, o desplazamiento lineal en z;, si la unién es traslacional. Un robot con n
articulaciones, en este caso, de n g.d.l.,, contard con un vector de posiciones articulares g
con n elementos.

El modelo dindmico articular de un sistema mecénico consiste en una ecuacién diferen-
cial ordinaria vectorial en las posiciones articulares g, por lo general de segundo orden:

=T (2.7)

d [9L(q,q)] 9£(q,9)
dt aql al/]l

El modelo general se expresa por la ecuaciéon dindmica para robots que tiene la forma:
M(q)q+C(q,9)i+8(q) +Bj =1 (2:8)

donde M(q) es la matriz de inercia la cual es simétrica y definida positiva, la matriz
C(q,4) es llamada matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, el vector g¢(g) de fuerzas
gravitacionales, B es la matriz de friccién viscosa que no forma parte de la modelo general,
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pero se agrega en este punto para contemplar las fuerzas de friccion en el sistema. T es
un vector de fuerzas externas, equivalente a los pares que accionan las articulaciones.

El modelado con las ecuaciones de Lagrange requiere conocimiento de dos conceptos
importantes: la energia cinética y la energia potencial. El modelado de un robot manipu-
lador se divide en cuatro etapas [18]:

1. Calculo de la energia cinética: K(q(t),4(t)).
2. Célculo de la energia potencial: U (g(t)).
3. Calculo del lagrangiano: £(q(t),4(t)).

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange.

2.3.1 Modelado de sistema mecdnico con 2 g.d.l.

Figura 2.3: Robot tipo SCARA

El robot tipo SCARA (Selective Compliance Articulated Robot Arm) es un brazo planar
antropomorfico de dos articulaciones rotacionales para la base y el hombro que se mueven
en un plano horizontal, figura 2.3. Cuentan con una tercera articulacion prismaética con la
que se ejecuta alguna tarea con la herramienta configurada en el extremo del robot. En la
configuracién de este tipo de robot, todos los ejes de movimiento z, z> y z3 son paralelos
entre si. La estructura del robot es de alta rigidez para soportar cargas verticales, lo que lo
hace ideal para tareas de ensamble con objetos pequefios. El espacio de trabajo se puede
observar en la figura 2.4.
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Figura 2.4: Espacio de trabajo de robot SCARA

Por motivos de funcionalidad del equipo que se encuentra en el laboratorio, el estudio
se realiza en los dos primeros eslabones con articulaciones rotacionales del robot SCARA.
El movimiento del sistema mecanico se desarrolla en el plano horizontal x — y. Donde
se desplazan los 2 eslabones cuyas masas se denotan como m; y my y sus longitudes a
partir de los ejes de giro como [; y > respectivamente. /.1 y I representan la distancia
que hay desde los ejes de giro y los centros de masa de los dos eslabones respectivamente.
Los momentos de inercia se representan como I; e I, los dos g.d.l. se expresan como los
angulos g1 para el primer eslabén y g, para el segundo.

Se define el vector de posicion de las articulaciones ¢(t) como:

q(t) = [g1(1) g2(0)]". (2.9)

2.3.1.1  Cdlculo de energia cinética K

El primer paso es calcular la energia cinética K(g,4) la cual es la suma de la energia
cinética de los dos eslabones: K(g,4) = K1(q,4) + Kz2(q,4), y se calcula individualmente
como Ky(q,4) = movTv+ 1143, Para esto se comienza con un andlisis del eslab6n 1 en
donde se definen las coordenadas del centro de masa dentro del plano x-y:

x1 = lasen(q1),
y1 = —lacos(qr).

Con la ayuda de la posicién se puede expresar el vector de velocidad v; como:

o) = [xll _ [lclcos(q1)q1]
V1 leisen(q1)d1
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con esto se obtiene que la velocidad al cuadrado del centro de masa es v v; = I442. Asi
podemos definir la energia cinética del eslabén 1 como:

N R I
Ki(g,4) = Smlcdi + Shdi. (2.10)

Para continuar el andlisis, esta vez del eslabén 2, se especifican las coordenadas del
centro de masa como:

Xy = llsen(ql) + ZCZSen(ql + ‘12)/
y2 = —lcos(q1) + leacos(q1 + q2)

y también el vector de velocidad v;:

vy = [JQ] _ [ldCOS(lh)[h + Iacos(q1 + q2) (41 + 42)
2 lasen(qu)q1 + lasen(q1 + 92) (41 + 42)

Por lo tanto, la velocidad al cuadrado del centro de masa del eslabén 2 es:

0302 = 1347 + 1547 + 24142 + 45] + 2hle2 (47 + G1d2]cos(g2)

Y con esto se define la energia potencial K> del eslabon dos:

Ka(q,q) = Lmald? + Lmal3 [63 + 24142 + B+ -

molileo[43 + drdz]cos(q2) + 3 ao[d1 + 42>

2.3.1.2  Cdlculo de lagrangiano L

El siguiente paso es calcular la energia potencial asociada a las masas de los eslabones.

Sin embargo, debido a que el sistema mecdnico se desplaza dentro de un plano x —y
horizontal, no hay efecto de la gravedad sobre el sistema y tampoco hay resortes actuando
en el sistema; por lo que la energia potencial, para este caso, es cero. Después de esto se
procede a obtener el lagrangiano a partir de las ecuaciones (2.10) y (2.11):

L(q,9) =K(q,9)—U(q)
= K1(q,9) + Ka(q,9) — Ui (q) — Ua(q)

(2.12)
= gl gt + 3mal2gd + 3mol (43 + 24142 + 43)

+mzlllcz[q% + 171172]C05(q2) + %Illﬁ + %Iz[ql + 172]2.

25



26 PRELIMINARES MATEMATICOS

2.3.1.3 Desarrollo de ecuaciones de Lagrange

Con el lagrangiano definido se pueden obtener las ecuaciones de movimiento de La-
grange que modelan un sistema mecédnico de n g.d.1. (2.7).
Las siguientes expresiones son necesarias para determinar las ecuaciones de movimien-

to:
0L(q,4
a((;ll 5]) = [mllczl + mZZ%]ql + mzlleh + mzlngh
+(2malileady + 2malileod2)cos(q2) + 3L (41 + 42) + Lida
d |9L(q,q
(q q) = [mllzl + m2l% + mZZCZZ + 2mzlllC2COS<q2)]q1
dt 8q1 ¢
+[malc2? + malilipcos(q2)]Ga — 2moalilasen(qa)d1dn
—malyleosen(q2)ds + Iiy + L[d + d2]
Lgd _,
8q1
dL(q,4
a<t[;z 9) = mol% 41 + mol% 4o + molilogicos(q2) + {41 + 4]
d |9L(q,q
= [ a(gzq)] = mol% g1 + malZ o + malileacos(g2)i
—mahleosen(q2)d1g2 + Llg1 + G|
0L(q,4
a(qu) = —malilosen(q2)[g142 + 4]

Con estas expresiones se completan las ecuaciones de movimiento en (2.7) y se obtiene
T1 Y T2 los cuales son los pares que acttian en las uniones de los eslabones 1 y 2 respecti-
vamente. El modelo del sistema queda definido como:

n = [mllfl -+ TT’ZQZ% + m21c22 -+ 27’111112COS(6]2) + Il + Iz]q'l
+[mle22 + mﬂllcz]qz
—21’}’12111C25€Tl(q2)I71I72 — m211lczsen(q2)q'% (2-13)

T = [mal% + malilacos(q2) + Llda

+[mal%, + L)éa + malilosen(qz2)g3.
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Después de tener los pares que acttian sobre las articulaciones, teniendo toda la informa-
cién necesaria, se procede a establecer la ecuacién dindmica para robots ([eq:dinamica]).
Las matrices para las dindmicas del sistema mecédnico quedan formadas de la siguiente
manera:

M(q) = Mn M12] Cla,d) = Cu Ci2
| M1 M Cn Co
- ] (2.14)
B — B11 0 - _ T
| 0 Bx ks
donde, segtin las ecuaciones de movimiento en (2.13):
Mii(g) = mil? + mol3 4+ mol% + 2mlylheos(q2) + 1 +
Mia(q) = mal? + molylocos(q2) + I
M (q) = mal? + malilocos(q2) + I
Mx(q) =ml%+ 1D
(2.15)
Cii(q) = —malilosen(q2)d2
Cio(q) = —malileasen(q2)[41 + 42|
Ca(q) = malilasen(q2)d1
C22(q) =0.

Considerando que la posicién q es la variable medida y definiendo las variables de
estado como x; = g y xp = ¢, la representacion en el espacio de estados del sistema (??)
es:

[m] _ [ X2 (2.16)
Xo M(x1) "t — C(x1, x2)x2 — Bxz]
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CONTROL ROBUSTO

3.1 FORMULACION DE CONTROL ROBUSTO

Para disefiar un controlador es necesario tener un modelo matemdtico que represente
a la planta del sistema real y contar con informacién sobre las caracteristicas nominales
de la misma. Al modelar la dindmica de un sistema, se presentan diferencias entre el
sistema real y su modelo matematico. Estas diferencias son producidas, generalmente,
por variaciones en los pardmetros de la planta o pardmetros desconocidos, a este tipo
de variaciones se les llama incertidumbres paramétricas. Otro factor que puede agregar
diferencias son las perturbaciones externas como dindmicas no modeladas, condiciones
atmosféricas, estatica o sefiales que puedan introducirse en el sistema y que no tengamos
un control completo sobre ellas. El método de control robusto consiste en disefiar una
ley de control védlida para obtener el rendimiento deseado del sistema en lazo cerrado
frente a perturbaciones e incertidumbres. Mediante el disefio de un sistema de control en
el que se define la magnitud de las posibles perturbaciones e incertidumbres y el disefio
del controlador de manera que, si estas se encuentran dentro de dicho rango, el sistema
en lazo cerrado contintie al menos estable asintéticamente.

Los sistemas de control basados en la teorfa de control robusto no solo cumplen con un
objetivo de estabilidad nominal, en la que el controlador disefiado estabiliza al sistema
nominal, también tienen las siguientes propiedades [26]:

1. Estabilidad Robusta. El sistema de control disefiado es estable en presencia de per-
turbaciones o incertidumbres paramétricas.

2. Comportamiento robusto. El sistema de control presenta caracteristicas de respuesta

predeterminadas en presencia de perturbaciones o incertidumbres paramétricas.

Incertidumbre en el modelo de una planta

Como se menciond anteriormente, el término incertidumbre se refiere a las diferencias o
errores entre el modelo de la planta y el sistema real. Existen diferentes tipos de incerti-
dumbres que pueden presentarse en el modelo de un sistema y pueden caracterizarse en
dos clases:

1. Incertidumbres estructuradas. Son variaciones paramétricas en la dindmica de la
planta, como variaciones en los polos y ceros de la funcién de transferencia.

2. Incertidumbres no estructuradas. Un ejemplo son incertidumbres dependientes de
la frecuencia, como modos de alta frecuencia que generalmente se desprecian en el
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modelado. Otro ejemplo es en la linealizacién de una planta no lineal, si se utiliza un
modelo lineal para una planta no lineal, entonces su diferencia es una incertidumbre
no estructurada. Como la magnitud y la fase de la incertidumbre es desconocida, se
utiliza una estimacién en el disefio del controlador para poder estabilizar al sistema
en lazo cerrado.

3.2 CONTROL POR MODOS DESLIZANTES (CMD)

Una de las mejores técnicas de disefio de controladores robustos es el control por mo-
dos deslizantes (CMD), en el que se ofrecen ventajas tales como insensibilidad ante una
amplia clase de perturbaciones e incertidumbres del modelo y una reducida cantidad
de informacién requerida. Los sistemas de CMD son disefiados para llevar los estados o
trayectorias del sistema a una superficie particular en el espacio de estados, llamada su-
perficie deslizante. Una vez que la superficie discontinua es alcanzada, el CMD mantiene
las trayectorias conmutando dentro de una vecindad de la superficie deslizante. La tarea
de disefio de un CMD se divide en dos fases. La primera parte consiste en el disefio de
la superficie deslizante tal que el comportamiento dindmico del sistema en la superficie
deslizante satisfaga las especificaciones de disefo. La segunda fase involucra la seleccién
de la ley de control que harad que la superficie deslizante atraiga a los estados del sistema.

3.2.1  Principios de CMD de primer orden

Se considera un sistema no lineal SISO (Single Input — Single Output)

x = f(xt)+g(x,tu
Yy :h(x,t)

donde y y u son variables escalares de salida y entrada respectivamente, y x € R" es el
vector de estado. Como se mencioné al principio de esta seccién, el proceso de disefio
de CMD se divide en dos fases, la primera es la definicién de una funcién escalar de los
estados del sistema, llamada superficie deslizante (), que se adecue al objetivo de control
donde, o(x) : R" — R. Usualmente se usan las variables de estado, o las variables de
error para un objetivo de control de seguimiento de trayectoria, y un cierto ntimero de sus
derivadas, 0 = o(x, %, ..., x(k)). La funcién o debe definirse de manera que se desvanezca
hacia cero, ¢ = 0, para llevar a los estados dentro de la superficie deslizante. La forma
maés comun de esta funcién es una combinacién lineal de la forma o = x + cgx, donde ¢g
es una constante positiva.

La segunda fase consiste en disefiar una accién de control que lleve las trayectorias del
sistema a la superficie deslizante, en otras palabras, que el control sea capaz de llevar la
variable ¢ a cero en tiempo finito. Para esto el control u(x) es una funcion discontinua que

(3-1)
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al llegar a la superficie deslizante conmuta entre dos valores, atrayendo las trayectorias
del sistema a dicha superficie ¢ = 0, cambiando su signo en funcién del valor de o(x)

ut(x) o(x)>0
u (3-2)
u-(x) o(x)<0.

Bajo estas condiciones, el sistema controlado podrd expresarse a través de dos subsiste-
mas continuos, dependientes del signo de o (x)

= Flxu) = F(x,u™)=F"(x) o(x)>0 3
' F(x,u") = F(x) o(x) <0.

Existe un régimen deslizante sobre la superficie, cuando la aplicacién de la ley de con-
trol (3.2) lleva las trayectorias del sistema a tal superficie y se mantienen localmente en
una vecindad de ésta. Para que esto suceda, los campos vectoriales controlados de los dos
subsistemas continuos deben apuntar localmente a ¢ = 0, como se muestra en la figura
3.1, cumpliendo las siguientes desigualdades:

) )
lim —S(f+gu) <0y lirg_i(fﬁ-gu) > 0. (3-4)

oc—0t ax o—

X \
Xi
i\

F(J;"f) o(x)<0

o(x)>0

F -(X3)

Xz

Figura 3.1: Condicién para existencia de régimen deslizante en o = 0.

Estas condiciones son suficientes y necesarias para la convergencia a la superficie desli-
zante y la permanencia en una vecindad de la misma. La atraccioén local de la superficie
deslizante se puede expresar por la condicién de alcanzabilidad [27], 1a cual se puede expre-
sar de una manera mads concisa como:

oo <0 (3-5)
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3.2.2  Chattering

En la préactica un controlador no conmuta a una frecuencia infinita, por lo que no exis-
te un modo deslizante ideal. La discontinuidad en la retroalimentacién del controlador
ocasionada por la presencia de imperfecciones en la conmutacién de los actuadores, ta-
les como tiempo de retraso o histéresis, provocan un comportamiento dindmico en una
vecindad de la superficie deslizante a la que se le conoce como chattering (figura 3.2).

fasede
alcanzabilidad

chattering

superficie deslizante

Figura 3.2: Fenémeno chattering

Este fenémeno es una desventaja, incluso si se filtra a la salida del proceso, puede pro-
vocar altas frecuencias no modeladas que reducen el rendimiento del sistema y pueden
llevarlo a la inestabilidad [16], es por esto que se han disefiado varios métodos para redu-
cir o eliminar este fenémeno. Uno de estos métodos consiste en un esquema de regulacién
en una vecindad de la superficie deslizante, en el que se reemplaza la funcién signo por
una aproximacion continua con una alta ganancia en el limite, un ejemplo son las fun-
ciones sigmoid o la funcién de saturaciéon como se muestra en la figura 3.3. Aunque el
chattering puede ser eliminado, se puede poner en riesgo la robustez del controlador. Exis-
ten varias propuestas con el objetivo de eliminar o reducir el chattering, entre las cuales

estan [5] y [6].
3.2.3 Regularizacién

Debido al comportamiento dindmico y al control discontinuo que se aplica al sistema,
la ecuacion diferencial resultante que describe al sistema en lazo cerrado tiene la misma
propiedad discontinua respecto al vector de estado. Es por esto que la teoria clasica de
ecuaciones diferenciables no puede ser utilizada para analizar el comportamiento del
sistema cuando las trayectorias se encuentran en la superficie discontinua. La condicién
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Figura 3.3: Funcién saturacién sat(s) y funcion sigmoid sig(s).

de Lipschitz garantiza la existencia de una solucién tinica: si hay una constante escalar L
tal que:

|[F(t, x1) = F(t, x2)|[ = L[[x1 — x2] (3.6)

Sin embargo, una funcién que satisface las condiciones Lipschitz es necesariamente con-
tinua, por lo que se deben utilizar técnicas alternas para el andlisis del sistema durante
el régimen deslizante, dicha sustituciéon de la técnica de andlisis para describir este fe-
némeno se le llama regularizacion. Existen diferentes formas de regularizacién para el
problema del comportamiento discontinuo de sistemas dindmicos, y sin importar cual sea
todos tienen una cosa en comun: siempre que existe un régimen de modo deslizante, el
vector de velocidad en el espacio de estados sera tangente al plano de la superficie desli-
zante. Dependiendo de la técnica de regularizacién que se utilice, se obtendrdn diferentes
ecuaciones diferenciales, por lo que no hay una tnica solucién, cada técnica de regulari-
zacién corresponde a algin sistema en la vida real y dificilmente se puede decir que una
técnica es generalmente correcta o incorrecta [33]. Lo mds razonable seria determinar que
técnica es la mds util para la problemética que se esta tratando.

Dos de los métodos més usados son el método de Filippov y el método de control
equivalente, descritos en la siguiente parte.

3.2.3.1  Método de Filippov

Este concepto fue propuesto por Filippov en 1964 para las ecuaciones diferenciales con
lado derecho discontinuo, en el cual se construye una soluciéon que es el promedio de las
soluciones obtenidas de acercarse al punto de discontinuidad desde diferentes direcciones.
Si xp es un punto de discontinuidad en la superficie 0 = 0y F_(t,x,) y Fy(t,x,) son los
limites de F(t, x,) conforme el punto x( se acerca desde lados opuestos del plano tangente
hacia o = 0 en x( [10], entonces la solucién obtenida es:

1(t) = (1= a)F-(t,x) + aFy (¢ x) (37)
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donde el escalar 0 < a < 1 es tal que el vector
Fy:=(1—wa)F_- +aF; (3-8)

sea tangencial a la superficie o como se muestra en la figura 3.4. Un estudio més a fondo
en este tema se puede encontrar en [12].

Figura 3.4: Solucién de ecuaciones discontinuas de Filippov

3.2.3.2 Método de Control Equivalente

En términos generales, el control equivalente se define como la accion de control ne-
cesaria para mantener un movimiento deslizante ideal en la superficie ¢ = 0 [33]. El
control equivalente (u,;) reemplaza la parte indefinida del control discontinuo (u,;) en
la superficie deslizante con un control continuo que dirige el vector de velocidad por la
superficie discontinua. Dado un sistema discontinuo no lineal en la que la parte derecha
de la ecuacién diferencial es una funcién lineal del control

% = f(x)+ B(x)u (3.9)

Se trata de encontrar un control que, bajo la condicién inicial dentro de la superficie
deslizante, mantenga las trayectorias dentro de esta. Matematicamente hablando o = ¢ =

0
. dodx do B
s = ga = a (X, l/l) =0. (3.10)

Sustituyendo (3.9) en el control (3.10) se obtiene

§=Gf(x)+GB(x)u =0. (3.11)
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donde G = g—i, se asume que la matriz GB es no singular para toda x y t, se encuentra
el siguiente control equivalente:

leg = —[G(x)B(x)] ' G(x) f(x) (3-12)
sustituyendo este control en el sistema (3.9) lleva a la ecuacién
i = f(x) = B(x)[G(x)B(x)]'G(x) f(x) (3-13)

la cual describe el movimiento de MD dentro de la superficie o = 0.

En un sistema real, varias imperfecciones provocan que los estados oscilen en una re-
gién cercana a la interseccion, los actuadores de un sistema de control conmutan a una
frecuencia finita tomando los valores de u™ y u~. Estas frecuencias son altas y los compo-
nentes son lentos. La alta frecuencia es filtrada por la planta que se estd controlando, asi
que el movimiento de MD es determinado por estos componentes lentos. En la teoria, las
ecuaciones de MD son obtenidas por la sustitucién del control equivalente por el control
real. Se podria asumir que el control equivalente es una aproximacién a los componentes
lentos de un control real, los cuales filtran la alta frecuencia en un filtro pasa bajas debido
a su funcionamiento mecanico y las restricciones fisicas que estos tienen.

Las ecuaciones obtenidas en este método son diferentes a las que se derivan del método
de Filippov [32], incluso para sistemas con un control escalar. Demostrar que un método
u otro es mejor a la hora de usar la técnica de regularizacion ha sido dificil, porque las
ecuaciones de MD resultantes de este método dependen de la naturaleza de las imperfec-
ciones introducidas y de la manera en que se aproximan a cero. Un ejemplo del mejor uso
para cada uno de los métodos es usar ecuaciones de Filippov cuando se trata de sistemas
de relevador con pequefios retrasos de tiempo o histéresis en el actuador. Para aproxi-
maciones suaves y continuas de una funcién discontinua, es mejor utilizar el método de
control equivalente [34].

3.2.4 Andlisis matemdtico

Para el disefio de un CMD se empieza siempre por determinar la planta, seguido de
un proceso bdsico en el que se define la superficie deslizante y posteriormente una ley de
control que mantenga las trayectorias del sistema en la superficie deslizante y las lleve al
origen, como se menciond en la secciéon 2.2. Para ilustrar este proceso se va a considerar
una planta de doble integrador (debido al fin de ilustrar del método se ignora el término
para la perturbacién):

X1 =X
(3.14)
X‘z = u(t)
donde x es el vector de estado con la forma x = [x; x2]7, u(t) € R es la ley de control de
retroalimentacién. Cumpliendo con la primera etapa, se propone una superficie deslizante
que lleve las trayectorias del sistema al origen asintéticamente:

o = cx1 + xp. (3.15)
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donde c es una constante positiva. La superficie deslizante se encuentra en ¢ = 0 por lo
que la ecuacién (3.15) se expresa como cxj + x = 0, y se tiene que x, = ¥, esto resulta
en una ecuacién diferencial homogénea cx; + %1 = 0 cuyas soluciones son:

x1 = x1(0)e
(3.16)
%1 = —cxp(0)e ¢
Para llevar a cabo la segunda etapa y encontrar una accién de control que mantenga las
trayectorias en el origen, se emplea la condicién de alcanzabilidad ¢o < 0

0 = X1+ X = cxp + u. (3-.17)

Sustituyendo ¢ de la ecuacién (3.17) en la condicién de alcanzabilidad, se obtiene la si-
guiente desigualdad:

o(cxa+u) <0 (3.18)
y se elige una accién de control que mantenga valida la desigualdad:
u = —cxy — ksign(o) (3.19)

donde k > 0. Sustituyendo en la ecuacién (3.18) se comprueba que la superficie deslizante
utilizada lleva las trayectorias del sistema al origen y las mantiene en o = 0

oo = —klo| < 0. (3-20)

El sistema en lazo cerrado (3.14) puede ser controlado usando la accién de control (3.19)
con la superficie deslizante en (3.15).

En caso de que el sistema incluya una perturbacién w(t), la cual es desconocida pero se
sabe que esta acotada superiormente por una constante M > 0 que satisface la condicién
(3.21) para toda ¢

supisolw(t)| < M. (3.21)
La ley de alcanzabilidad estd dada por:
oo = —klo|+w(t)o < —(k—M)|o| <0 (3.22)

Esto significa que mientras la desigualdad k > M sea validad, todas las trayectorias con-
vergen a la superficie deslizante.

Debido a que las trayectorias llegan a la superficie deslizante en tiempo finito, se puede
probar estabilidad asintética y se puede calcular de la siguiente manera: se propone una
ecuacion de Lyapunov

1
= 5‘72 (3-23)

de donde se obtiene o = 2,/V(0). La estabilidad asintédtica alrededor del punto de equi-
librio o = 0 se puede comprobar si se satisfacen las siguientes condiciones:

V(o)
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1. V< 0Oparac #0

2. lim V = oo.
|| =00

La derivada de V es calculada como:
V(o) =d0 (3.24)

sustituyendo (3.20) se obtiene la siguiente desigualdad

V(o) < —2k\/V (o), (3-25)

donde ya se puede observar que su derivada temporal es definida negativa. Separando
las variables e integrando ambos lados de la ecuacién en el intervalo de tiempo de 0 a ¢

V(ty) t
! av < dt (3.26)

2k V(t)) /V(0) to

da como resultado un tiempo acotado (t,) en el que las trayectorias llegan a la superficie
deslizante:

o <ty VL

(3-27)

A manera de ilustracién, se realiza una simulacién para mostrar los resultados de la
implementacién del CMD de primer orden (3.19) en un sistema de doble integrador (3.15).
Con condiciones iniciales x1(0) = 1y x2(0) = —2, ganancia k = 2 y el pardmetro ¢ = 1.
Los resultados de la simulacién se presentan en las figuras 3.5 - 3.9.

L L L L L L L A L B

0.8 4

0.6 .

—
x

0.4r .

0.2 .

0||||I||||I||||I||| L PR IS POU TR I TN T TR TR [N TN TN TR TR [ TR T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo (s)
Figura 3.5: Convergencia asintética de la posicién

En la figura 3.5 y 3.6 se muestra la convergencia asintética de las variables de estado
(posicion y velocidad) a cero. La figura 3.7 ilustra la convergencia en tiempo finito de

37



38 CONTROL ROBUSTO

LR o B e L B B B L B e B B L B B B

tiempo (s)

Figura 3.6: Convergencia asintética de la velocidad

la variable a la superficie deslizante, asi como una pequefa franja de alta frecuencia.
La figura 3.8 muestra la fase de alcanzabilidad (cuando las trayectorias del sistema son
llevadas hacia la superficie deslizante) y la fase deslizante (cuando las trayectorias se
desplazan hacia el origen por la superficie deslizante). Por dltimo la figura 3.9 muestra la
sefal de control, la cual representa la sefial que es enviada al actuador del sistema, en la
que se puede ver también una franja de alta frecuencia.

Figura 3.7: Variable deslizante
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Xy

Figura 3.8: Retrato de fase

tiempo (s)

Figura 3.9: Sefial de control

39






DISENO DE CONTROLADOR TERMINAL SLIDING MODE (TSM)

En CMD tiene como estrategia llevar las trayectorias a una superficie de discontinuidad,
y ahi la estructura del control cambia para generar un modo deslizante. Este comporta-
miento brinda robustez al sistema, ya que cuando las trayectorias se encuentran dentro
de la superficie deslizante, estas se aproximan al punto de equilibrio en forma asintética,
garantizando una estabilidad asintética. Ciertas superficies deslizantes no lineales pueden
llevar las trayectorias al punto de origen en tiempo finito. En [7], [43], [44] ¥ [45] Zinober
lleva una linea de investigacién en donde desarrolla un CMD con convergencia en tiem-
po finito, en donde trabajaba con la adaptacion de hiperplanos lineales para lograr este
fin. En 1993 S. T. Venkataraman y S. Gulati [35] desarrollaron este concepto, conocido en
ingles como "Terminal Sliding Mode", al cual llamaremos a continuaciéon TSM, en don-
de utilizaban el concepto de "terminales atractores'para llevar las trayectorias al origen
en tiempo finito. Con esta técnica se tiene mayor control de las trayectorias, ya que se
puede establecer el tiempo en que estas llegan a la superficie deslizante y posteriormente
al punto de equilibrio. El control por TSM tiene entre sus propiedades convergencia de
los estados al punto de equilibrio en tiempo finito, insensibilidad a incertidumbres del
sistema y perturbaciones externas [11]. Gracias a estas propiedades el control por TSM es
muy util para manipuladores robéticos de alta precision [40]. Sin embargo, este tipo de
control cuenta con una desventaja, tiene en su algoritmo la probabilidad de una singulari-
dad [2]. Para solucionar esto, se cre6 un nuevo algoritmo llamado "Non-singular Terminal
Sliding Mode"(NTSM) [39], donde haciendo unos cambios en el algoritmo y agregando
ciertas condiciones al controlador y a la superficie deslizante disefiada, se podia lograr la
convergencia en tiempo finito sin la desventaja de una singularidad.

4.1 DISENO DE CONTROLADOR

El propésito es estudiar un controlador discontinuo basado en control por modos des-
lizantes de primer orden [31] y control de terminal sliding mode (TSM) para resolver el
objetivo de control de seguimiento de trayectoria para el siguiente sistema:

X =X

Xy = f(x1) +g(x)u +w(t)

(4.1)

En el que se considera que x es el vector de estado de la forma x = [x1 x5]T, u € Resla
entrada de control, la funcién no lineal f(x) € R es el sistema nominal, g(x) € R es una
funcién conocida y w(t) es un término para las perturbaciones externas e incertidumbres
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paramétricas. El término w(t) es desconocido, sin embargo, su limite superior esta acotado
por una constante conocida M > 0 que satisface la ecuacioén (4.2) para toda ¢.

supe=olw(t)| < M (4-2)

Como la ecuacion (4.1) tiene su lado derecho discontinuo, la soluciéon de dicha ecuacion
estd definida en el sentido de Filippov [12]. El lado derecho discontinuo esta dado por la
funcién signo, definida en la ecuacién (4.3).

1 x>0
sign(x2) =9 0 x=0 (4-3)
-1 x <O.

El objetivo de control es encontrar una accién de control u que satisfaga la ecuacién
(4.4) dependiendo de la posicion o trayectoria deseada x,; en la respuesta en lazo cerrado
del sistema (4.1).

m |x,(£) —xa(t)] = 0 (4-4)

t—o0

Para esto se propone un controlador de estructura variable basado en el control por
modos deslizantes de primer orden, donde se definen variables de error

€1 = X1 — X4,
o , (4-5)
e = X1 —Xg =X — X4(F).
Se reescribe el sistema (4.1) de acuerdo a la ecuacion (4.5) considerando a la variable de
error como un vector e = [e] e;]” en el nuevo sistema en la ecuacién (4.6).

b +6)
6 = f(e)+g(e)u+w(t)—jc'd.

Para dicho sistema, se propone un control con términos de compensaciéon

u=—g(e)™" (fle) —7— ) (47)

donde g(e) no debe ser singular para que su inversa exista, f(e) = f(e) + Af(e) es un
término de compensacién aproximado para la funcién no lineal f(e), Af(e) representa
la incertidumbre del sistema, el error entre f(e) y f(e). El termino Af(e) se considera
acotado en su limite superior por una constante N.

Después de sustituir los términos de compensacién de (4.7) en el sistema (4.6) se obtiene
el sistema en lazo cerrado mostrado en la ecuaciéon (4.8).

61 = e
(4-8)
ép = —Af(e) +T+w(t).



4.1 DISENO DE CONTROLADOR

En el control por modos deslizantes se propone una superficie de discontinuidad tal,
que lleva las trayectorias del sistema a cero asintéticamente. A diferencia de esto, se utiliza
el método de TSM, en el cual las trayectorias convergen al origen en tiempo finito. La
superficie deslizante propuesta depende del signo de e, y se muestra en la ecuacion (4.9).

e1—(—e)? e <0
e1 + eg ey > 0.

La ecuacién (4.9) puede ser sintetizada y mostrada como una sola expresion de la si-
guiente manera

s = e1 + |ea|sign(e2) (4.10)

donde v = p/q, py g son impares y 1 < ¢ < 2 [39].

En la figura 4.1 se puede observar la superficie deslizante propuesta (en rojo) y la super-
ficie deslizante convencional del CMD (en azul). E1 CMD lleva las trayectorias al origen de
manera asintética [31] mientras que en el controlador propuesto llegan en tiempo finito.

1.5 i T
| —s=e1+e
L 1 .
1 1 | — s =e1+ |ex|"sign(ez)
1
1
0_5k 1 |
1
1
o OfF = = = s o SR - - - -
1
1
-0.51 i i
1
1
1
_1 . I -
1
1
_1.5 Il Il 1 1 1
15 -1 05 0 0.5 1 15
e

=N

Figura 4.1: Superficie deslizante propuesta y superficie deslizante convencional.

Para llevar a cabo la tarea de disefar la ley de control T desde la ecuacién (4.9), se
separa el espacio de estados )2 en 2 conjuntos, ©_ y ¥, caracterizados por el signo de e
y descritos en la ecuacién (4.11).

Y. = {e€RNe <0},
(4.11)
Ly = {eeRe; >0}
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Considerando estos conjuntos del sistema, se obtiene la derivada $ = %é:

Y o= s=é€ +q(—e)T ey,

(4.12)
Y, = $§=¢€1+ 'yeg_le'z.

El resultado de las derivadas de los diferentes conjuntos se puede expresar como una
sola ecuacion:

s=e1+ e (-Af(e) + T+ w(t)) (4.13)

Se utiliza el resultado en (4.13) para disefiar 7, el cual debe de satisfacer la ley de
alcanzabilidad ss < 0 [27]. Una ley de control T que cumple con s$ < 0 es:

T= _7_163,7 — Bsign(s) (4-14)
obteniendo:
56 = —Bleal ™ (~Af(e) — psign(s) + w(t))s. (4.15)

La ley de alcanzabilidad esta dada por ss = —B|s| — (Af(e) —w(t))s < —(B— (M +
N))|s| <0, por lo que todas las trayectorias convergen a la superficie deslizante mientras
que B > M + N se satisfaga. El sistema en lazo cerrado de (4.1) puede ser controlado
usando (4.7), (4.14) y la superficie deslizante dada en (4.10). En la siguiente seccién se
puede estudiar la prueba de estabilidad que demuestra la convergencia en tiempo finito
hacia la referencia del sistema en el lazo cerrado descrito anteriormente.

4.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD

De a cuerdo la a definicién de estabilidad en tiempo finito [1], el punto de equilibrio
e = 0 de la ecuacién (4.10) es estable en tiempo finito de manera global, si para toda
condicién inicial x(0) = xo, el sistema converge a ¢ = 0 en tiempo finito y se mantiene
ahi.

Proponemos la siguiente funciéon de Lyapunov:

V(x) = 55 (4.16)

La derivada de (4.16) esta dada por:
V =58
= s(e1 +7le2|" N (—Af(e) + T+ w(t))) (4.17)
= —Blea|"" 1 (—Af (e) — Bsign(s) + w(t))s.



4.3 EXPERIMENTOS

La cual permanece definida negativa siguiendo la descripcién expuesta anteriormente y
prueba la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Para probar que las trayectorias del sistema pueden ser llevadas al punto de equili-
brio desde la superficie deslizante (4.10) en s = 0 en tiempo finito, las dindmicas de los
conjuntos expresados anteriormente, se definen como:

1

So= O0=e— ()7 o —a=¢, (4.18)

==

Xy = 0:€1+€g — 6'1:(—61).

Tomando la estructura ~._ del sistema e integrando ambos lados de la ecuacién 4.18

e](tr) t 1
_ / de; — / e/ dt (4.19)
ey(to) to

considerando e (t,) = 0 y resolviendo para el tiempo de llegada (t,) se obtiene para el
conjunto ~_ el resultado en la ecuacién (4.20).

1 1
Y it=t+ <_1+1>el(to) 7t (4.20)

Y

El mismo procedimiento es aplicado a la estructura X, obteniendo:

1
Yot =t +
+ r 0 <_%/+1

> (_el(tO))i%H (4.21)

Unificando las dos expresiones (4.20) y (4.21) da como resultado el tiempo general en
que las variables de error llegan de la superficie deslizante s = 0 al punto de equilibrio.

1 _1
tr =to + < 1 1) lea(to)| 77 (4.22)

4.3 EXPERIMENTOS

El disefio del controlador robusto se pone a prueba también experimentalmente y com-
pardndolo con un controlador ya existente. El equipo utilizado para realizar las pruebas
fue un péndulo simple cuyo sistema se expresa en variables de estado de la siguiente
manera:

X1 =x2
(4.23)
Xy = —axy — bsen(x1) + cu
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Los parametros a, b y ¢ representan los pardmetros fisicos de la planta donde a = fo

= iz,
b = "n%l, c = # Representando al sistema en funcién de errores y sustituyendo la
ecuacion (4.23) en (4.6) se obtiene el sistema en (4.24):

€1 =e

(4-24)
€ = —a(ey + x;) — bsen(x1) + cu + w(t) — ¥y.
El control disefiado y estudiado en (4.7) se define como:
u=—c(—alex+x4) — bsen(x1) — T — %)
T=—q 12" — Bsign(s) (4.25)

s = ey + |ea|Vsign(er).

El controlador con el que se compara el rendimiento del algoritmo disefiado es un
control por modos deslizantes de primer orden (MDPO), debido a que es de las soluciones
mas comunes para absorber perturbaciones. Su algoritmo se muestra en la ecuacién (4.26)

T = —ep — Bsign(s) + %4 (4.26)

La variable e; se define como e, = de; /dt. Este controlador puede absorber perturbacio-
nes e incertidumbres w(t) las cuales estdn acotadas por |w(t)| < D y la condicién § > D
se debe cumplir para lograr estabilidad.

Los pardmetros fisicos de la planta, las condiciones iniciales del sistema y las ganancias
de los controladores se muestran en la tabla 4.1.

4.4 RESULTADOS

En esta seccion se exponen los resultados de los experimentos realizados para comparar
el desempefio del controlador disefiado y un controlador ya existente (modos deslizantes
de primer orden) con el objetivo de seguimiento de trayectoria.

En la figura 4.2 se muestra la medicién de la posicion (x1) de los dos controladores, con
una linea punteada se expresa la trayectoria de referencia, la trayectoria en verde repre-
senta la posicién del péndulo con el controlador propuesto y la trayectoria roja muestra la
posiciéon con controlador por modos deslizantes de primer orden. Como se puede obser-
var, con controlador propuesto, la trayectoria converge en un tiempo mds corto que con
controlador por modos deslizantes.

La figura 4.3 confirma como el error de posicién, en el controlador propuesto, llega
primero a cero y se mantiene ahi.

La sefial de control sigue siendo muy parecida, sin agregar amplitud a la sefial de alta
frecuencia, por lo que no se sacrifica el rendimiento en la sefial, como se puede observar
en la figura 4.4.



X1 (rad)

4.4 RESULTADOS

Tabla 4.1: Pardmetros experimentales

Pardmetros de la planta

Notaciéon Valor
x1(0) 0
x2(0) 0
x4(t) cos(t)
a 17
b 93
c 103

Controlador propuesto

P

‘ 10

MDPO

B

‘ 10

2 3

4 5 6 7

tiempo (s)

Figura 4.2: Medicién de la posicién
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Figura 4.3: Medicién de error de posicion
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Figura 4.4: Comparacién de sefial de control




CONTROLADOR SIN MEDICION DE VELOCIDAD

En muchos controladores existentes, la medicién de la velocidad de un sistema mecéni-
co debe estar disponible para retroalimentaciéon del controlador, las maneras mds comunes
de solucionarlo son derivando una de las salidas disponibles para obtener una medicién
de la velocidad, aunque esta medicién es poco confiable debido al ruido que se agrega a
la sefial medida, otra forma de solucionarlo es mediante el disefio e implementacion de
un observador, el cual es una copia del modelo del sistema, alimentado con las mismas
entradas y agregéandole ganancias de correccion, pero si estas ganancias o las condiciones
iniciales no son establecidas correctamente pueden ocasionar retrasos o diferencias entre
la velocidad estimada y la velocidad real.

En este capitulo se propone otra solucion a esta situacion, teniendo un sistema mecénico
de segundo orden, usando solamente la medicién de la posicién, sin el uso de la velocidad,
observadores, diferenciadores o filtros y con un objetivo de control de seguimiento de
trayectoria.

5.1 DISENO DE CONTROLADOR

Teniendo un sistema mecénico de segundo orden SISO del tipo:

X1 =X

X = f(x1) +g(x1)u

donde x es el vector de estado de la forma x = [x; xz]T, u € R es la entrada de control, la
funcion no linear f(x) € R es el sistema nominal, g(x) € R es una funcién conocida. Para
el sistema en (5.1) se propone un control que compense el sistema nominal de la siguiente
forma

(5.1)

u=—glx) " (f(x) — T — (1)) (5.2)

en donde el primer término es una compensaciéon y 7 es el algoritmo de control disefiado.
Después de sustituir el control en (5.2) el sistema en lazo cerrado resultante es

X1 =X
(5-3)
X =T+ E(t).

Para cumplir el objetivo de control de seguimiento de trayectoria se realiza un cambio
de variable para expresar el sistema en funcién del error de la medicién de la posicién
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respecto a la posicién o trayectoria deseada. Se define e; = x — x; y e = X — %, donde x,
es la trayectoria deseada. El sistema (5.3) queda ahora definido en funcién del error como

(5-4)

El algoritmo de control propuesto de este disefio de controlador para estabilizar el
sistema (5.4) es

T =—-k (ko —+ 1)61 — 2koes
(5.5)
é3 = —k1€1 — k2€3.

Las ganancias ko, k1, y k» son positivas. Sustituyendo (5.5) en (5.4) se obtiene el sistema
en lazo cerrado

& =e
¢y = —ki(ko+ 1)e; — 2kpes (5.6)
é3 = —k1€1 — k2€3.

El punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (5.6) es el origen,

(e1,e2,e3) = (0,0,0). (5.7)
5.1.1 Estabilidad del sistema en lazo cerrado

Teorema 1. El sistema en lazo cerrado (5.6) es exponencialmente estable en el origen (5.7)
mientras se cumplan las siguientes condiciones:

A. koky > 1
B. k(2)2k2 —k% — (ko + 1) >0
C. kiky — k1(k0 + 1) >0

2
D. kz(ko — 1) — (k§—272k2) > 0.

Para comprobar las condiciones mencionadas en el teorema 1 se utiliza el criterio de
estabilidad segtin Lyapunov, para esto se propone la siguiente funcién candidata de Lya-
punov

1
V (e1, €2, €3) = 5 [e1 €2 €3] Py [eg ep e3)” (5.8)
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koky —1 k2
Ph=]-1 1 -1
k2 -1 kg +1

donde P; es una matriz simétrica definida positiva bajo las dos primeras condiciones
mencionadas anteriormente, segtin el teorema de Sylvester, explicado en la seccién 2.2. La
derivada de (5.8) con las soluciones de (5.6) estd dada por
] T

V (e1, €2, 3) = — [e1 €2 €3] Q1 [e1 €2 €3 (5.9)

con

kiko — kq (ko + 1) 0 % (k% — 2k2)
Q1= 0 1 0 (5.10)
1 (k3 — 2k) 0 ky(ko—1)

Para terminar de comprobar que el sistema es estable, la derivada de (5.8) debe ser
negativa. Para esto, la matriz Q; debe ser simétrica y definida positiva, lo que se cumple
siguiendo las 2 dltimas condiciones mencionadas arriba.

5.1.2  Simulacién

Para probar el rendimiento del controlador sin medicién de velocidad propuesto, se
utilizo MatLab. Para la configuracién de la simulacién se utilizé el método de ODE 1,
con paso fijo y un tiempo de muestreo de 0.001 segundos. Las ganancias del controlador
fueron: k; = 1.5, k = 25 y k3 = 11. La condicién inicial es x(0) = 1 rad. y la trayectoria
deseada o sefal de referencia es x; = sen(t). Para este controlador no se utilizo perturba-
cién. Las ganancias se sintonizaron para tratar de obtener el mejor resultado posible en la
simulacién.

Resultados y conclusiones

Los resultados de la simulacion se pueden encontrar en las figuras 5.1 - 5.4. En la figura
5.1 se muestra la posicién y la sefial de referencia, despues de 1.1 segundos aproximada-
mente esta llega a su punto mas cercano a la referencia y oscila alrededor de esta con un
valor de £ 0.00015, como se puede ver en la figura 5.3, la cual es una ampliacién de la
figura 5.2, donde se muestra el error entre la posicién x; y la referencia x,;. Por dltimo se
tiene la figura 5.4, que muestra la sefial de control.

Al agregar una perturbacién al controlador se vuelve maés dificil encontrar una combi-
nacién de ganancias que cumplan con las condiciones para mantenerlo estable y al mismo
tiempo hagan converger la trayectoria a la referencia, por lo que no es un controlador que
pueda absorber perturbaciones por si solo.
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15 r~r--rrrrrrrrrrrrrrr[rrrrrrrrrrr oot LI —_—_—y
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- - Ref

X, (rad)

tiempo (s)

Figura 5.1: Posicion x; (Simulacién)

0.2_""|""|""|""|""|""|""|'

' [=Eor de posicion]

e (rad)

tiempo (s)

Figura 5.2: Error de posicion e; (Simulacién)

5.2 ESTIMADOR DE PERTURBACIONES E INCERTIDUMBRES

El control por modos deslizantes es usado por su caracteristica de robustez ante per-
turbaciones, sin embargo, requiere el conocimiento de los valores por los cuales estdn
acotadas dichas perturbaciones e incertidumbres. Ademads de esto, el control resultante es
discontinuo. Al agregar un estimador de perturbaciones e incertidumbres (UDE) se man-
tiene la sefial continua en la entrada de control y los valores que acotan a la perturbacién.

Se tiene el siguiente sistema

o= (5.11)
X2 = f(x)+g(x)u+w(t)
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4
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Figura 5.3: Amplitud de error de posicién e; (Simulacién)
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St sttt et
|—Seﬁa| de control|;

_15:|...I....I....I....I....I....
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tiempo (s)
Figura 5.4: Sefial de control u (Simulacién)
para el cual se disefa el siguiente controlador con UDE:
u=—g(x) " (f(x) = T — &g + ug) (5.12)

donde u, es la parte del control que compensa el efecto de las incertidumbres. Sustituyen-
do el control en (5.12) en el sistema (5.11) se obtiene el sistema en lazo cerrado

5(1 = X2
(5.13)
Xo =T+ X5+ w(t) —uy.
Resolviendo para w(t) se obtiene

w(t) =X —T— X5+ uy (5.14)
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Con la ecuacién (5.14) se puede calcular un estimado de w(t,x,y) siguiendo el procedi-
miento de [42], aplicando un filtro pasa bajas se obtiene

W(t) = Gs(s) (%2 — T — Xg + ug), (5.15)

donde @ es un aproximado de w y G¢(s) es un filtro pasa bajas con una constante de
tiempo B

Gs(s) = —. (5.16)
Se selecciona u,; = @w(t) y usando @ de (5.15) se obtiene

Uy = Gf(S)(y —T— X5+ uy) (5.17)
y resolviendo para u,; resulta en

ug = (I=Gg(s))'Gy(s)(y — T — %q). (5.18)

Con el uso de la ley de control disefiada (5.5) y el estimador de perturbaciones (5.18), se
obtiene un controlador en lazo cerrado robusto, que elimina el efecto de las perturbacio-
nes externas y las incertidumbres. Es importante notar que las perturbaciones e incerti-
dumbres deben ser constantes y no variantes en el tiempo, para que el estimador pueda
eliminarlas.

5.2.1 Estabilidad del estimador de perturbaciones

Para probar la estabilidad del estimador de perturbaciones se utiliza (5.14) y (5.15) para
tener

W(t) = Gs(s)w(t), (5.19)

usando (5.16) y (5.19) se puede obtener
W=———1 (5.20)

donde @ = w — @. Se puede notar que si @ = 0 entonces el error @ es asintéticamente
estable, de otra manera la solucién va a permanecer uniformemente acotada mientras
|| > & permanezca valida, hay que tener en cuenta que J es una constante positiva, esto
puede ser analizado usando la siguiente funcién de Lyapunov

V() = @*/2 (5.21)
cuya derivada se calcula para obtener

V=00=— + 6| w| (5.22)

=[]
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el lado derecho de la desigualdad anterior es definida no negativa, porque cerca del origen,
el termino lineal positivo domina al termino cuadratico negativo —@?/B. Sin embargo, V
es negativo fuera del conjunto |w| < 4. Por lo tanto, las soluciones son uniformemente
acotadas.

De (5.20) se puede observar que la eleccién del valor de la constante de tiempo del filtro
(B), afecta la precision del error del estimador de perturbacién, esto significa que un valor
mas pequefio llevara a un error mas pequefio de estimaciéon. También se puede notar que
la estimacién no depende de la magnitud de la incertidumbre como tal, pero si depende
de la taza de cambio de .

La estabilidad asintética para la dindmica del error puede siempre ser asegurada si
una derivada mayor de la incertidumbre es igual a cero. Por ejemplo, si w # 0 pero
otra derivada mayor de w es cero, entonces la estabilidad asintética de la dindmica de
error puede ser garantizada si se escoge un filtro de orden superior apropiado en lugar
del escogido en (5.16). Para mostrar esto, se asume que @ # 0 pero @ ~ 0. Ahora se
selecciona un filtro de segundo orden como:

142
Gy(s) = HZﬁs—ﬁ%ZSZ (5.23)

Siguiendo un procedimiento similar al usado para (5.16), la dinamica de error de la esti-
macién de incertidumbre puede obtenerse como

@:—;—22—#%’0 (5.24)
donde las dindmicas de error (@, @) son asintéticamente estables bajo la suposicion de
que @ = 0. Siguiendo un procedimiento similar, este acercamiento puede ser extendido
para los casos en los que una derivada mads alta de la perturbacién sea cero. En general,
si la k-esima derivada de la perturbacién w, es cero, entonces se puede verificar que la
estabilidad asintética de las dindmicas de error estd garantizada si se escoge un filtro de
la forma

SV — (Bs)k
Gs(s) = <1+(fjﬁs)§f g (5.25)

El control u,; es derivado bajo la suposicién de que alguna derivada de w es desprecia-
blemente pequefio, esto es que cualquier w que pueda ser aproximada por funciones de
tipo ap + ait + ayt?+... donde a;, i = 0,1,2... son constantes desconocidas. Esto hace que
el disefio de u,; sea préctico en muchas situaciones. El control 1, no existe para sistemas
en donde w, W, etc. son discontinuos.

5.2.2  Estabilidad del sistema en lazo cerrado con el estimador de perturbaciones

Seleccionando u; = @(t) y sustituyendo en (5.13) da como resultado:

X] =X
! 2 (5.26)
Xp =T X5+ w(t) —D(t).
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Reescribiendo el sistema (5.26) en funcién de los errores y sustituyendo (5.5) y (5.20), el
sistema en lazo cerrado toma la siguiente forma:

1 =e
¢y = —ky(ko+1)e; — 2kpez + @
(5-27)
é3 = —klel — k2€3
2 . _@ o

Teorema 2. El sistema en lazo cerrado (5.27) es exponencialmente estable de manera global
en el origen e = [e1, €2, eg,LD]T € R* = 0, mientras que @ = 0y las condiciones dadas en el
teorema 1 se cumplan, asi como las siguientes condiciones:

E. k%kl + kok1 — k% >0
F. (kz(ﬁ — 4) (4]{2 — 4kq + 4k1ko + 4k%k1 — 4k% + kg — 4k0k1k2))/16ﬁ >0

Para probar estas condiciones, se tiene la funcién candidata de Lyapunov:

N 1 - -
V (e1, e, €3, W) = 5 [e1 €2 e3 W] P [eq €2 €3 w]T (5.28)
koky —1 ko 0
P, — -1 1 -1 0
kr —1 ko+1 0
0 0 0 1

donde P, es una matriz simetrica definida positiva Bajo las condiciones A, B, y E. La
derivada de (5.28) esta dada por:

V (e1, €2, €3, @) = — [e1 €2 e3 W] Q2 [e1 €2 e3 W]" (5.29)

kika —ki(ko+1) 0 1(B—2k) 05

0 1 0 0,5

Q= 112
L2 —2k) 0 ka(ko—1) 05
0,5 0,5 0,5 1/t

siendo Q> una matriz simétrica definida positiva bajo las condiciones C, D, y F.
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Para sistemas de n g.d.l. se utiliza el modelo dindmico de Lagrange expuesto en el
capitulo 2, descrito como:

M(q)§+C(q,4)i+g(q)+Bj=r (5.30)

Donde M(g) es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida positiva, la matriz
C(q,4) es llamada matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, el vector g(g) de fuerzas
gravitacionales, B es la matriz de friccién viscosa y T es un vector de fuerzas externas,
equivalente a los pares que accionan las articulaciones.

Definiendo las variables de estado como x; = gy x = ¢, la representacién en el espacio
de estados del sistema (5.30) es:

X1 X2
NE. .
X2 M(x1) [ty — C(x1, x2)x2 — Bxy]
se considera T, como la entrada de control y estd dada por:
Ty = M(x1)%; + C(x1, %2)%g + Bxg + T (5-32)
donde x; = [x4 ... xdn]T es el vector de trayectorias deseadas. Se definen variables de

error z; = X1 — X4 Y Z2 = X2 — X4, el algoritmo de control propuesto 7 es:

T = —K1Z1 — Z3
(533)
723 = —Kyz1 — Kpzz
donde K; y K> son matrices diagonales definidas positivas de ganancias ajustables. El
sistema en lazo cerrado en funcién de las variables de error z = [z1,2,23]7 queda definido
como:

Z1 =2
zp = —M"Y(x1)[Kiz1 + z3 + C(x1, x2)x2 — C(x1, %4) %4 + Bz (5-34)
Z3 = —K121 — K223.

Para terminar de definir el sistema en funcién de las variables de error en los términos
que multiplican a la matriz C, se hace uso de las propiedades de la matriz de fuerzas
centrifugas y de Coriolis presentadas en la Seccién 4.3 de [18], donde se comprueba que
la siguiente equivalencia es validad:

C(x1,x2)xa = C(x1,22+ %4) (22 + %)
= C(x1,22) (22 + %4) + C(x1 + %4) (22 + %5)
= C(x1 4+ 22)z2 + C(x1,22) %4 (5:35)
+C(x1,%4)z2 + C(x1, %4) %4
= C(x1,22)z2 + 2C(x1, %4)z2 + C(x1, %4) %y
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Por lo que sustituyendo (5.35) en (5.34) da el siguiente sistema en lazo cerrado:

Z] = Z2
Zyp = —M1 (Xl) [K121 +z3 + C(xl, XQ)ZZ + 2C(x1, X‘d)Zz + BZz] (536)
23 = —Klzl — Kng.

5.3.1 Prueba de estabilidad

Comprobar que el algoritmo de control propuesto anteriormente permanece estable
dentro de las condiciones que se estableceran es la parte mas importante y le da solidez a
la base tedrica del controlador.

Teorema 3. Escogiendo K, # I, el punto de equilibro del sistema en lazo cerrado en (5.36)
se establece en (Z1,22,23) = (0,0,0) y se propone la siguiente funcién de Lyapunov:

V(z1,22,23) = 3z1Kizi + 2T M(x1)z0 + 2T Iz3
: ) (5.37)
+§Z;FM(X1)ZZ + QZ;:IZQ,.

La estabilidad del sistema existe si la funcién definida en (5.37) es definida positiva
y radialmente acotada. Para comprobar esto se procede a obtener la cota inferior de la
funcién en (5.37):

T
||Zl|| Amin {Kl} Amax {M} 1 Hle
V(z1,22,23) > 5 | llz2l Amax {M}  Apin {M} 0| |||z2]| (5-38)
|23l 1 0 1] [zl

Las condiciones para mantener V(z1,z3,2z3) > 0son Ay, {K1} > 0y Apin {K1} Ayin {M} >
Amax {M}Y* 4 Ayin {M}. De la misma manera se puede demostrar que la funcién de Lya-
punov (5.37) esta acotada superiormente:

T
||Zl|| )\max{Kl} )\min{M} 1 ||Zl||
V(zi,22,23) 2 5 |||zl | | Awin {M}  Amax {M} 0] |[|22]| (5:39)
||z3]] 1 0 1] |llzs]]

La expresion anterior es definida positiva y radialmente acotada si las condiciones Ay {K1} >
0y Amax {K1} Amax {M} > Apin {M}* 4 Apax {M} se cumplen sintonizando K, esto prue-
ba que (5.37) es una funcién definida positiva, usando la derivada probamos también que
es una funcion decreciente. Por lo que su derivada estd dada por:

V(z1,22,23) = —2z1 Kyzy + 23 (M — 2C(x1, %4) — B)za — 23 Kozs (5.40)
—zT(Ky 4+ Ko + I)z3 + 2z (AM — 2C(x1, %4) — B)z2
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donde fue usada la propiedad M — C = 0 mostrada en la seccién 4.3 de [18]. Después de
esto se acota superiormente la derivada V(zl,zz,z;;) por una funcién definida negativa en
términos de los estados z1, z; y z3. Para llevar esta tarea a acabo es conveniente encontrar
limites superiores para cada uno de los términos en (5.40). El termino —ZZlT Kjz1 es acotado
superiormente por:

~22{Kizi < —2Auin {Ki} [|z1]] (5.41)
después se hace lo mismo al acotar superiormente los términos cruzados:

_ZlT(Kl + Ko+ 1)z3 < (Amax {Ka} + Amax {K1} +1)||21]] ||23]], (5-42)

Z{(%M — ZC(Xl,de) — B)Zz <

. ‘ (5.43)
(3Amax {M} + 2ker||2al| + Amax {B}) |21 ]| []z21,
los 3 términos en funcién de z; son acotados por:
z8 (M —2C(x1,%4) — B)zp <
(5-44)

/\max {M} + 2kc1||xd - /\min {B} ||ZZ||2

donde se utiliz6 la propiedad de la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis ||C(x1, %;)z2|| <
kei||%4]| ||z2]|, la constante k.1 y como obtener su valor estan descritos en la seccién 4.3 de
[18]. Y para acotar los términos que contienen z3:

23 Kazz < —Apin {K2} ||23] | (5.45)

Las cotas o limites expresados en (5.41)-(5.45) apuntan al hecho de que la derivada
respecto al tiempo V(z1,2,,23) en (5.40) satisface lo siguiente:

T
_ [|z1]] |[z1]]
V(z1,22,23) < = |||za]|| R |||z2]] (5.46)
||z ||z3]]
donde
Ri1 Rip Ry

R= 1Ry Rxn Ry
R31 Rz Rz
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Rll = 2/\min {Kl}

Riz = —3Amax {M} —kall%a|| = Amax {B} /2
Riz = —Amax {K1} /2 = Apax {K2} /2 —1/2
Ryt = —3Amax {M} —kall%a|| — Amax {B} /2
Ry = —Apax {M} — 2ker||%4]| + Ain {B}
Ry; =0

Rzt = —Amax {K1} /2 — Apax {K2} /2 —1/2
Ry =0

R33 = /\min {KZ}

La matriz R se puede mantener definida positiva ajustando los valores de Kj, Ky y
respetando la desigualdad A, {B} > 2kq||%4|| + Amax {M}. Para terminar de probar la
estabilidad asintética global del sistema en lazo cerrado, se aplica el principio de inva-
rianza de LaSalle’s al sistema [20]. Ademéds, definiendo z = [z1 z; 23]T eR3 y citando el
Teorema 4.10 en [19], dado el hecho que (5.36) tiene la forma z = f(z). Siendo V(z) una
funcién continua y diferenciable tal que:

rallz][* < V(z) < wollz][" (5.47)
y también

1%

(@) < —xsllelle (549

paratodot > 0y z € R3, donde las constantes k1, k2, k3 y a > 0. Entonces z = 0 es
exponencialmente estable de forma global.

5.3.2 Experimento

El experimento se realiza en un sistema mecanico de 2 g.d.l. de un robot manipulador
tipo SCARA, como el que se muestra en la figura 5.5. Para la adquisicién de datos se utili-
zo un equipo de dSPACE y software Simulink de MatLab. El modelo del robot mostrado
en (2.16) que se estudi6 en la seccién 2.3.1 es el utilizado en el experimento.

Los pardmetros del robot utilizados para el modelo se muestran en la tabla 5.1, la
trayectoria deseada es x; = 0.4 sen(t). Las ganancias del controlador utilizadas son las
mostradas en la tabla 5.2. Se hicieron dos experimentos, uno sin perturbacién y otro con
perturbacion. Para el caso del segundo experimento se utilizo una perturbaciéon w = 4
sen(2t). Las condiciones iniciales se encuentran en la tabla 5.3.
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Tabla 5.1: Pardmetros robot SCARA

Descripcion Notacién | Valor | Unidades
Masa eslabén 1 m 4 kg
Masa eslabon 2 My 3.5 kg
Distancia al centro de masa eslabén 1 I 0.25 m
Distancia al centro de masa eslabén 2 ln 0.3 m
Longitud eslabén 1 I 0.5 m
Longitud eslabén 2 I 0.4 m
Inercia del centro de masa eslabén 1 I 0.5 kg m?
Inercia del centro de masa eslabén 2 I 0.5 kg m?
Friccién eslaboén 1 by 11 N m
Friccién eslab6n 2 by 8 N m

Tabla 5.2: Ganancias del controlador

Ganancia | Eslabén 1 | Eslabén 2
k1 300 200
ko 200 200

Tabla 5.3: Condiciones iniciales

Elemento | Eslabén 1 | Eslabén 2
x1(0) o rad o rad
x4(0) 0.4 rad 0.4 rad
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Lx12 LT11

Figura 5.5: Robot SCARA de 2 g.d.L

5.3.3 Resultados

Para el experimento sin perturbacion, se obtienen los resultados mostrados en las figu-
ras 5.6 - 5.13. Las figuras 5.6 y 5.7 muestran la posicién y la sefial de referencia de los
eslabones 1 y 2 respectivamente. En estas figuras se puede observar como la trayectoria
converge a la referencia en menos de 0.5 segundos en ambos eslabones. En las figuras
5.8 y 5.9 se muestra la variable de error entre la posicién de los eslabones y la sefial de
referencia. En las figuras 5.12 y 5.13 se hace un acercamiento a la variable de error cuando
las trayectorias de los eslabones llegaron a la referencia, mostrando como la posicién se
queda oscilando alrededor de la referencia con un error de +0.013. Por ltimo, en las
figuras 5.10 y 5.11 se puede observar las sefales del control con las que el controlador
alimenta al robot, en donde hay un pico grande al principio, debido a que las condiciones
iniciales de los eslabones son diferentes a las de la sefial de referencia.
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Figura 5.7: Medicion de posicion x; eslabon 2 (experimento sin perturbacién)
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Figura 5.9: Error de posicién e; eslabén 2 (experimento sin perturbacién)
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Figura 5.12: Amplitud error de posicién e; eslabén 1 (experimento sin perturbacién)
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Figura 5.13: Amplitud error de posicién e; eslabén 2 (experimento sin perturbacién)

En el caso con perturbacién, se presentan los resultados en las figuras 5.14 - 5.21. Los
resultados son similares a los mostrados en el experimento anterior donde no se introdu-
cfa una perturbacién, sin embargo, las trayectorias tratan de seguir a la referencia con un
error mayor. La amplitud del error después de que las trayectorias alcanzan la sefial de re-
ferencia difiere con un error aproximado de 4-0.022. El agregar una perturbacién ocasiono
que el error entre la posicién y la referencia creciera, pero el sistema no se desestabilizo.
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Figura 5.14: Medicién de posicién x; eslabén 1 (experimento con perturbacion)
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Figura 5.15: Medicién de posicién x; eslabén 2 (experimento con perturbacion)
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Figura 5.17: Error de posicién e eslabén 2 (experimento con perturbacién)
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Figura 5.21: Amplitud error de posicién e; eslabon 2 (experimento con perturbacién)

5.4 DISENO DE CONTROLADOR DISCONTINUO SIN MEDICION DE VELOCIDAD

El estimador de perturbaciones minimiza algunas de las desventajas de utilizar un mé-
todo por modos deslizantes, como lo es la discontinuidad del controlador resultante y
el hecho de tener que saber el valor que acota la perturbacion que afecta al sistema. Sin
embargo, su estabilidad depende de la derivada de la perturbacién (), la cual debe per-
manecer lo suficientemente pequefia (0 ~ 0) para que pueda compensarla correctamente.

Otra opcién para mantener la robustez en el controlador dindmico sin el uso de ve-
locidad es implementar un término discontinuo en el algoritmo de control que pueda
compensar las perturbaciones e incertidumbres que afectan al sistema.
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para resolver el objetivo de control de seguimiento de trayectoria para un sistema me-
canico gobernado por las siguientes ecuaciones en el espacio de estados:

"o (5-49)
Xo = f(x)+ g(x)u — pxo.

En el que se considera que x es el vector de estado de la forma x = [x; xz]T, ueRes
la entrada de control, la funcién no lineal f(x) € R es el sistema nominal, g(x) € R es
una funcién conocida y ¢ es una constante para la fricciéon la cual debe ser conocida para
poder usarla en el controlador. El siguiente control se propone para compensar al sistema
nominal:

u=—g(x)" (f(x) =T —%s— pxa) (5.50)

en donde el primer término es una compensacién y T es el algoritmo de control disefiado.
Después de sustituir el control en (5.49) el sistema en lazo cerrado resultante es

X1 =x
1 i (5.51)
Xo =T+ X5 — @(x2—xy).

Para cumplir el objetivo de control de seguimiento de trayectoria se realiza un cambio
de variable para expresar el sistema en funcién del error de la medicién de la posicién
respecto a la trayectoria deseada x;. Se define e; = x — x; y e = X — %;. El sistema (5.51)
queda ahora definido en funcién del error como

61 =e
' ? (5.52)
€& =T — @e.

Se propone el siguiente algoritmo de control discontinuo, sin requerir de la medicién
de la velocidad:

T = —kjey — 2(ky — k3)e3 — kysign(el)
(5-53)
é3 = —k1€1 — k2€3

Sustituyendo el algoritmo de control en el sistema de (5.52) obtenemos un sistema en lazo
cerrado de la siguiente forma

& =e
¢y = —kiey — 2(ky — k3)es — kysign(el) — ge (5.54)

é3 = —k1€1 — k2€3.
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5.4.1 Estabilidad en lazo cerrado

Teorema 4. El sistema en lazo cerrado (5.54) es exponencialmente estable en el origen
mientras se cumplan las siguientes condiciones:

A k>0

B. k1 > 4(ky —k3)?

C. kp > k3

kika(ky — ks) > 5+ (ka(ky — k3))?
. kika # 2kks + koky

)

Jea}

Para comprobar la estabilidad del sistema en lazo cerrado se trabaja con el punto de
equilibro en (e1,ez,e3) = (0,0,0) y se propone la siguiente ecuaciéon de Lyapunov

1
V = E [61 (%) 63] A [81 () E3]T + k4‘€1’ (555)

donde

A= 0 1 0
2(ky —ks) 0 1

La matriz A es simétrica y definida positiva bajo las condiciones A y B. La derivada de
V esta dada por

V (e1, ez, €3) = — [e1 ez e3] Q [e1 ez e3]” (5.56)
donde
2ki(ka—ks) 0 B tko(ko—ks)
Q= 0 @ 0
M 4 ka(ka —ks) 0 ky

La matriz Q debe ser simétrica y semidefinida positiva siguiendo las condiciones C y D
mencionadas arriba para asegurar la estabilidad asintética de forma global en el sentido
de Lyapunov [28] y el teorema de LaSalle [18]. Es necesario para que la estabilidad sea de
forma global, que el punto de equilibrio sea tnico, y esto se logra mientras que se cumpla
la condicién E, mencionada arriba.
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Tabla 5.4: Ganancias del controlador

Ganancia | Eslab6n 1 | Eslabén 2
k1 9:9 9:9
ka 4.5 4.6
ks 3.4 3.4
kq 5 14

5.4.2 Experimentos

El control disefiado (5.53) se aplica a uno de los eslabones del robot manipulador tipo
SCARA, usado anteriormente y mostrado en la figura 5.5. Los experimentos en tiempo
real se realizaron usando un DAQ en tiempo real de dSPACE y Simulink. El modelo del
sistema mecanico utilizado es el siguiente:

Los pardmetros del robot se muestran en la tabla 5.1. La trayectoria deseada se expresa
en (5.58) en radianes. Las ganancias del controlador se encuentran en la tabla 5.4. Para la
perturbacién, se introdujo un vector afectando la sefial de control gobernado por:

w(t) = 4sen(t)]. (5.57)

(t) L sen(t 5.57

xi() = ["'4 “’S“)] . (5:58)
0.4 cos(t)

Es importante notar que las ganancias escogidas cumplen las condiciones estipuladas
para estabilidad, y son solo una combinacién de muchas otras posibles, la combinacién de
otras ganancias podria dar resultados diferentes. Las condiciones iniciales fueron x;(0) =

00]" y x4(0) = [0.4 0.4]"
5.4.3 Resultados

En el experimento, el algoritmo de control fue capaz de mantener al robot manipulador
siguiendo la trayectoria deseada. Los resultados se expresan en las figuras 5.22 - 5.29. En
las figuras 5.22 y 5.23 se muestra la medicién de la posicién y la sefial de referencia x; del
eslabon 1 y 2 respectivamente, la trayectoria alcanza la sefial de referencia y se mantiene
ahi. Para mostrar el error entre la medicién de la posicion y la sefial de referencia en
ambos eslabones, se muestran las figuras 5.24 y 5.25. En las figuras 5.26 y 5.27 se hace
un acercamiento al error de posicién, del segundo 2 al 9 en donde se aprecia a detalle
lo ocurrido en esta zona. Por dltimo, en las figuras 5.28 y 5.29 se muestra la sefial del
controlador que va hacia el actuador del sistema.
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CONCLUSION

En esta tesis se han estudiado algunos de los controladores con comportamiento robusto
que existen en la literatura, tales como el control por modos deslizantes (CMD) y el con-
trol por Terminal Sliding Mode (TSM), asi mismo se desarrollaron pruebas de estabilidad,
usando el método directo de Lyapunov como herramienta principal. Esto con el fin de
estudiar su caracteristica de robustez antes perturbaciones e incertidumbres paramétricas
y poder aplicar su teoria en las bases de un nuevo controlador propuesto. El controlador
estudiado usa la teoria de convergencia en tiempo finito del TSM para poder llevar las
trayectorias al punto de equilibro en tiempo finito, su implementacién en sistemas me-
cénicos se convierte en una tarea facil debido a que el controlador solo cuenta con dos
ganancias sintonizables. La robustez es una caracteristica importante de este controlador,
su algoritmo le permite compensar perturbaciones acotadas una vez que las trayectorias
estan dentro de la superficie deslizante. El rendimiento comparado con el controlador por
modos deslizantes de primer orden es similar, logrando alcanzar la trayectoria deseada
mas rapido y en tiempo finito, llevando el error de posicién a cero mas rapido y directo.
Sin el comportamiento asintético del controlador por modos deslizantes y sin aumentar
el efecto de chattering en la sefial de control.

La aportacion principal de este trabajo, fue la linea de investigacién que se sigui6 acerca
de controladores dindmicos para seguimiento de trayectoria que no requieren medicién
de velocidad. Se realizaron tres variantes de este algoritmo: Controlador para sistemas de
segundo orden de una entrada y una salida, extensién para sistemas lagrangianos y un
controlador dindmico discontinuo robusto ante perturbaciones e incertidumbres.

Los experimentos realizados lograron demostrar que los controladores propuestos fue-
ron capaces de cumplir con su objetivo de control y mantener estable el sistema en lazo
cerrado. Aunque tedricamente el controlador dindmico para sistemas lagrangianos no es
capaz de absorber perturbaciones e incertidumbres, en la practica, el sistema se mantuvo
estable aunque con un error de posicién mayor, ante la presencia de una perturbacién en
la sefial de control.

En las pruebas del controlador dindmico discontinuo, el controlador logra una conver-
gencia satisfactoria de la posicién hacia la referencia, haciéndolo en un tiempo menor
a 0.4 segundos en ambos eslabones. Aunque la referencia es alcanzada se mantiene un
error alrededor de £ 0.004 rad. con algunos picos con un valor mas alto. Se prob6 que la
respuesta ante la misma perturbacién expuesta anteriormente, mejoro considerablemente,
manteniendo un error mucho menor entre la posicioén real y la sefial de referencia. Sin
embargo, se presento el efecto del chattering, la inherente desventaja de los controladores
discontinuos, una franja de alta frecuencia en la sefial de control, que ocasioné la vibracién
y calentamiento de los motores del robot donde se realizaron los experimentos.
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CONCLUSION

El trabajo futuro para estos controladores propuestos, es la mejora y la optimizacién de
su desempefio. La linea de investigacion de los controladores por TSM sigue avanzando
actualmente, agregando caracteristicas y adaptandolo a sistemas diferentes. Asi mismo el
controlador dinamico sin medicién de velocidad puede optimizarse buscando maneras
de hacerlo robusto, suavizar la sefial de control y reduciendo el chattering. Otra opcién es
lograr una convergencia en tiempo finito sin la necesidad de la medicién de velocidad, asi
se podrian tener las ventajas de ambos controladores.
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