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En el presente trabajo se desarrolla y aplica un formalismo que permite describir la
dindmica de paquetes gaussianos truncados en el caso libre y en presencia de potenciales
unidimensionales de alcance finito. Dicho formalismo se fundamenta en un desarrollo en
estados del continuo que permite en general obtener una representacion integral de la funcién
de onda dependiente del tiempo. Se demuestra que la evolucién temporal y espacial de los
paquetes gaussianos estd gobernada por el grado de truncamiento, el cual estd caracterizado
por la razén |zg/o|, donde zj es la posicién del centroide y o es la dispersién espacial del
mismo. Esto permite identificar dos regimenes: el de mdximo truncamiento |zg/c| < 1
y el de minimo truncamiento |zg/c| > 1. En el caso de propagacién libre se demuestra
que en la situacién de minimo truncamiento, la dindmica de los paquetes truncados es
idéntica a la de los paquetes gaussianos exactos. Ademds, en este caso se obtiene una
expresion analitica exacta para describir la dindmica de estos estados cuanticos. En el
caso de potenciales unidimensionales, se obtiene una representacién integral que permite
describir la propagacién en la regién de transmisién. Se demuestra que en el caso particular
de una barrera de potencial transparente en el limite de energias cercanas al umbral, es
posible obtener una expresién analitica exacta para describir los fenomenos transitorios
asociados a los paquetes gaussianos.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Uno de los modelos paradigmaticos frecuentemente utilizados en los textos de mecdanica
cudntica (Cohen, 1977) para describir los procesos de dispersion, es el de un paquete gaus-
siano interaccionando con una barrera de potencial. Aunque se trata de un modelo relativa-
mente simple, éste ha permitido obtener informacién acerca de cantidades importantes en
los procesos de dispersién, como lo son los coeficientes de transmision y de reflexién. Mas
atn, ha permitido estudiar diversos efectos de naturaleza cudntica tales como el tunelaje
(Razavy, 2003), el efecto Hartman (Hartman, 1962; Palao J. P., 1997; Garcia-Calderén
y Villavicencio, 2002) y los fenémenos de avance y retraso temporales (Garcia-Calderén
y Villavicencio, 2002). También ha sido utilizado para ejemplificar o verificar diferentes
teorias acerca de cantidades temporales tales como los tilempos de permanencia (Landauer
y Martin, 1992; Leavens C. R., 1989) y los tiempos de decaimiento (Muga J. G, 2002), por

mencionar algunas.

Este tipo de problemas de dispersién es intrinsecamente de naturaleza dindmica, e in-
volucra la solucién de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo con la condicién
inicial de un paquete gaussiano que describe el estado inicial de la particula a ¢t = 0. Sin

embargo, como es bien sabido, el planteamiento de este tipo de problemas dependientes del

1




tiempo conduce complicaciones matemdticas que impiden hacer un tratamiento exacto del
problema. Con excepcién de la utilizacién de algunos métodos analiticos aproximados (Hart-
man, 1962), la solucién de este problema de dispersién ha sido abordado mediante métodos
numéricos que utilizan las técnicas de transformadas rapidas de Fourier, o el método de
diferencias finitas. En este contexto, es importante destacar el trabajo de Goldberg et al.
(Goldberg, 1967) quienes fueron los primeros en estudiar el problema de la evolucién de pa-
quetes gaussianos utilizando el método de diferencias finitas. Es claro que en muchos casos
se pueden obtener soluciones por esta via, sin embargo estos métodos pueden llegar a ser
insuficientes en algunas situaciones debido a que resultan computacionalmente prohibitivos.
Estas dificultades pueden evitarse si se cuenta con expresiones analiticas que exhiban de
manera transparente el comportamiento de las cantidades fisicas relevantes, que permitan
realizar andlisis asintdticos de las soluciones y obtener las contribuciones mas importantes

en los distintos limites o regimenes de interés.

Existen en la literatura algunos modelos cudnticos alternativos que permiten explorar
problemas de dispersién con base en soluciones analiticas, pero que involucran otro tipo de
condiciones iniciales, distintas a la de los paquetes gaussianos. Entre estos se encuentran el
problema de dispersién de estados tipo Lorentziano por potenciales delta de Dirac (Elberfeld
y Kleber, 1988), asi como aquellos que involucran ondas planas truncadas incidiendo sobre
escalones (Delgado F. et al., 2002; Garcia-Calderén et al., 2002) y barreras de potencial
(Brouard y Muga, 1996; Garcia-Calderén y Villavicencio, 2001; Garcia-Calderén et al.,
2003). Todos estos trabajos se basan en un modelo de obturador cudntico para el caso de

una particula libre, introducido originalmente por Moshinsky en 1952 y generalizado al caso




de potenciales unidimensionales de alcance finito por Garcia-Calderén y Rubio en 1997. El
modelo de obturador cudntico nos plantea una situacién fisica en donde la funcién de onda,
inicial asociada a las particulas que inciden sobre el potencial se encuentra inicialmente
confinada a la izquierda del mismo mediante un obturador cuintico localizado en z = 0.
Una vez que el obturador se abre instantdneamente a un tiempo ¢ = 0, el estado cudntico
interacciona con el potencial dando lugar a la evolucién de la onda cuéntica tanto en la, regién
interna como en la regién de transmisién del potencial. Los enfoques basados en el modelo
de obturador cudntico han sido herramientas muy ttiles para estudiar el comportamiento
dindmico de particulas en diversas estructuras cudnticas (Garcia-Calderén y Rubio, 1997;

Garcia-Calderén y Villavicencio, 2002; Villavicencio y Romo, 2003).

Es importante mencionar que dichos enfoques son novedosos pues involucran desarrollos
de la funcién de onda dependiente del tiempo en términos de cantidades como los estados
resonantes (Garcia-Calderén y Rubio, 1997), los polos de la amplitud de transmisién asi
como las funciones de error complementarias con argumentos complejos (Garcia-Calderén
y Rubio, 1997; Abramowitz y Stegun, 1964; Faddeyeva y Terent’ev, 1961). Aunque cier-
tamente estos enfoques difieren de los utilizados en la, mecdnica cudntica, convencional, su
equivalencia con los mds conocidos desarrollos de la funcién de onda dependiente del tiempo
en términos de los estados del continuo, ha sido demostrada recientemente (Garcia-Calderén

et al., 2003).

Inspirados en este tipo de conexiones analiticas, en este trabajo de tesis se desarrolla
un formalismo que permite describir la evolucién temporal de paquetes gaussianos trunca-

dos en la region de transmision de potenciales de alcance finito, utilizando el método del
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obturador cudntico. Este planteamiento permite obtener una representacion integral de
la solucién, utilizando un desarrollo de la funcién de onda en término de los estados del
continuo. En algunas situaciones, es posible obtener expresiones analiticas a partir de las
funciones integrales, donde la evaluacién es mucho més sencilla que resolver la ecuacién de
Schrédinger a través del método de diferencias finitas como lo hicieron Goldberg et al.. Por
lo tanto, otro de nuestros objetivos del presente trabajo de tesis es el de obtener las expre-
siones analiticas a partir de la representacién integral de la funcién de onda dependiente
del tiempo, tanto para el caso libre como el de una barrera de potencial. Con base en estas
nuevas expresiones analiticas exploraremos los principales aspectos de la propagacién de los
paquetes gaussianos truncados. Entre estos se encuentran los aspectos de la evolucién espa-
cial y temporal, los fenémenos transitorios, as{ como la transicién del régimen dependiente
del tiempo al estacionario. Este estudio nos permitira caracterizar los regimenes de validez
de nuestra nueva herramienta analitica asi como su aplicabilidad en sistermas de potenciales
con diversas geometrias. Cabe senalar que el utilizar paquetes gaussianos permite realizar
diversos estudios dindmicos como se harfa con ondas planas. Sin embargo, a diferencia de
las ondas planas, el centroide del paquete gaussiano en el espacio de posiciones se propaga
con velocidad semicldsica, la cual estd determinada por la energia de incidencia. Ademés,
se sabe que si consideramos el caso de un paquete muy ancho en el espacio de posiciones,
éste tendrd una dispersién muy pequena en el espacio de momentos, con lo cual se recupera

el régimen de onda plana.




Capitulo 2

FORMALISMO

En el presente capitulo desarrollaremos una herramienta analitica que nos permitird es-
tudiar la dindmica de un paquete gaussiano inicialmente truncado en el espacio, i.e. un
paquete definido en el semiespacio y < 0. El problema, involucra la solucién de la ecuacién
de Schridinger dependiente del tiempo con la condicién inicial de obturador cuantico, obte-
niendo una representacién integral de la funcién de onda dependiente del tiempo en la regién
de transmision de un potencial de alcance finito. Dicha representacién se obtiene utilizando
un desarrollo de la funcién de onda en términos de estados del continuo. Es importante
mencionar que el desarrollo del presente formalismo es una de las principales aportaciones

del trabajo de tesis.

En la Sec. 2.1 obtendremos la representacién integral de la funcién dependiente del
tiempo para el caso de un paquete gaussiano truncado libre. En la Sec. 2.2 obtendremos la
representacion integral de la funcién de onda para describir la evolucién temporal y espacial
de un paquete gaussiano truncado en la regién de transmisién de un potencial. Los aspectos

de la normalizacion relacionados con el paquete gaussiano inicial se presentan en la Sec. 2.3.




2.1 El paquete gaussiano truncado libre

Nuestro modelo puede visualizarse como un gedankenezperiment que consiste en un obtu-
rador cudntico situado en y = 0, el cual confina inicialmente a un paquete gaussiano en la,
region del semi espacio y < 0, ver Fig.1. Esto ocurre inicialmente a un tiempo ¢ = 0, donde

el estado inicial W(y,t = 0), estd descrito por

oy — mvo)?
Ae?™We” a2 paray <0,

U(y,0) = (1)
0, para y > 0.

El paquete gaussiano truncado posee una dispersién espacial o y su centroide se propaga,
con un momento inicial promedio hiky. La posicién inicial del centroide es Y=1y, Yy Aes
la constante de normalizacién. Una vez que el obturador es abierto instantdneamente a un
tiempo ¢ = 0, el paquete evoluciona libremente en la region y > 0.

La evolucién temporal del paquete gaussiano truncado involucra la solucién de la ecuacién

de Schrodinger dependiente del tiempo

h? 92w (y,t
_R 0y _ 0%y, ) @)
2m  Oy? ot

con la condicién inicial dada por la ecuacién (1).
Para resolver el problema planteado lineas arriba, utilizaremos un método basado en el

desarrollo de la funcién de onda en estados del continuo. Partiremos de la expresién general

Wo(a,t) = [ Z dy Ko(z,,£)¥(y,0), (3)

la cual nos da la relacién que hay entre el estado inicial U(y,0) y las funciones de onda

¥(z,t) a un tiempo posterior. El subindice cero se utiliza por tratarse del caso libre.




FI1GURA 1.- El modelo de obturador cuéntico. El paquete gaussiano truncado a t = (.

La funcién Kgy(z,y,t) es el propagador del sistema, el cual representa la amplitud de
probabilidad de que una particula inicialmente localizada en i a un tiempo ¢t = 0 se propague
a una posicion z en un tiempo ¢. En nuestro caso utilizaremos el propagador de la particula
libre ya que el paquete se mueve en ausencia de un potencial. La expresion para Ko(z,y,t)

puede obtenerse analiticamente (Shankar, 1980; Schiff, 1968) y est4 dada por

m : 2
Ko(z,y,t) = ‘/mé(s‘:—y) m/2ht n

Por otra parte, sabemos que el estado inicial puede representarse como una suma de




estados del continuo, es decir, mediante una representacién en el espacio de momentos

(espacio-k) dada por

To(y,0) = 7= f dk $(k)eit, (5)

donde $(k) es la representacion funcién de onda en el espacio-k. Sustituyendo las ecuaciones

(4) v (5) en la ecuacién (3) obtenemos,

1 2
W t iky gilz—y)®m/2ht
o) = \/-_ %27rﬁt [ dk gk f dye™e (6)

Para evaluar la expresién anterior, realizamos el cambio de variable n = z — y, y utilizamos
el resultado conocido para la integral gaussiana [0 e~ eVl dn = |/ 7 /uexp(v?/4u). Esto

nos permite escribir,

1 et ; 02
Wo(z,t) = = f_oo dk p(k)etkm = ikht/Im (7

Para determinar el valor de ¢(k), utilizamos la representacién dada por

1 o0 ;

k:—f dy e * 90 (y. 0). 8

¢ (k) ol (y,0) (8)
Sustituyendo la condicién inicial ¥(y,0) dada por la ecuacién (1),
1, 0 — yo)?

W)= =4 | dy exp {—iky + ikgy — %-’;i"-)—} , 9)

y realizando el cambio de variable v = —y, podemos escribir ¢(k) de la siguiente manera
(k) = fl——Afood exp{— [ L + 22 L ik — Ky + S (10)

IR \/2_7(_ 0 ’Y p 4 2 4 2 0 /T 4 .




La integral dada por la ecuacién (10) puede ser evaluada con la ayuda de la identidad,

S 1 [ p%-as Io}
(at?+2pt45) g, _ L [T 6% [_J ‘
/0 e 51/ 56 erfc Y7 (11)

Después de algunas manipulaciones de los coeficientes resultantes, obtenemos la solucién

exacta para ¢(k),

AvVro?
V2T

donde x = yo/20 + i(ky — k)o. La funcién erfc(x) es conocida como la funcién error

d(k) = ezge"(y“/?“)?erfc(x), (12)

complementaria. Esta funcién puede escribirse en téminos de la funcién de error compleja
w(z) (Abramowitz y Stegun, 1964; Faddeyeva y Terent’ev, 1961), la cual se relaciona con

la funcién error complementaria mediante la expresion,

erfc(—iz) = ezzw(z.). (13)

Aplicando la relacién (13) sobre la ecuacién (12) tenemos que

AvVro?
k) = X)- 14
#k) = E2u(iy) (14
Finalmente, introduciendo la ecuacién (14) en la ecuacién (7), obtenemos
N o0 . .
Uo(z,t) = i e—y§/4a?f dk w(ix)e*ee=ik?ht/2m (15)
V2r —0

La funcién Wo(z,0) describe el comportamiento del paquete truncado como funcién del
tiempo para toda z. En la expresién anterior debemos considerar que ¥ es la posicién donde

se encuentra inicialmente centrado el paquete gaussiano cuando estamos en el espacio de .
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Si cambiamos de notacién (de y a ) entonces yy = g, por lo tanto y = /20 +4(kg — k)o.
Con respecto a la constante de normalizacién A, ésta se calculard mas adelante en la, Sec.

2.3

2.2 Dispersién de un paquete gaussiano por un potencial de alcance finito

V(z).

En esta seccién desarrollaremos el formalismo para describir la evolucién en la regién de
transmision de un paquete gaussiano truncado que incide por la izquierda sobre un potencial
definido en el intervalo 0 < y < L. Este modelo nos plantea una situacién fisica en donde
la funcién de onda inicial asociada al paquete que incide sobre el potencial se encuentra,
inicialmente confinada a la izquierda del mismo mediante un obturador cudntico localizado
en y = 0 (ver figura 2). Una vez que el obturador se abre instantdneamente a un tiempo
t =0, el estado cudntico interacciona con el potencial dando lugar a la evolucién de la onda
cuidntica en la region de transmisién z > L.

En este problema, es necesario resolver la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo para un potencial de alcance finito V(y) definido en el intervalo [0, L], esto es,

debemos resolver la ecuacién

o
ot’

(16)

_52 @2
s

4 V(y)] T=-1k

con la condicién inicial dada por la ecuacién (1).
Denotaremos en este caso mediante Wy (z,t) a la solucién de la ecuacién (16), la cual

estd dada formalmente por la expresién integral
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obturador

T

V(y)

FIGURA 2 .- El paquete gaussiano truncado justo en el momento en que se abre el obturador
e interacciona con un potencial V (y).

Wizt = [ dy K(a,0,0%(z0) (17)

donde K(z,y,t) es el propagador del sistema. El propagador que permite describir la

evolucion del paquete en la regién de transmisién estd dado por (Garcia-Calderdn et al.,

2003)

oo ihk2
K(z,9.t) = % f_oo dk T'(k) exp {zk(a: —y) — ant} , (18)

donde T'(k) es la amplitud de transmisién del sistema.
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Sustituyendo la expresién anterior para el propagador y la condicidn inicial dada por la
ecuacién (1) en la férmula (17), obtenemos una integral cuyo integrando depende sélo de

las variables y y & :

0 % dk hk2t —y0)?
Uy (z,t) = A/ dy f —T'(k)exp § itk(z —y) — i + tkoy — ¥ =) . (19)
e oo 2T 2m 402

Para resolver las integrales en la ecuacién (19), procedemos como sigue. Primero sepa-
ramos los términos que dependen de la variable y intercambiando el orden de integracién

como sigue,

&0 dk i i )2
v(z,t) A/ gk t/ dy exp{—zy(k ko) — (y—4g'g~0—)—}. (20)

Lo anterior nos permite reescribir convenientemente la ecuacién (19) en la forma

:Tt)—-A/ dk: pika— xhkt/ dnexp{ n

it Yo (ko—k)+y§”,

+2W(4 gt g ) 402

0027r

donde se ha realizado el cambio de variable n = —y.
Utilizando la identidad integral (11) en la ecuacién (21) nos conduce a la siguiente

ecuacion simplificada
Ag? [o° ; ; ;
Uy (z,t) = —0—[ dk T(k)ek® e~ Rt/2mex? orfe(y), (22)

donde x = yo/20 + i(ky — k)o.
Utilizando la relacién que existe entre las funcién de error complementaria y la funcién

w(z) (ecuacion (13)), podemos escribir en forma alternativa la ecuacién (22) como
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Ac?

. 4 oo v ) v
Uy (z,t) = 2L 93/ 10%) f_ _ dk T(Ru(ix)ekei/m. (23)

dm

En virtud de que hemos utilizado una expresién del propagador vélida sélo en la regién

de transmision (ecuacién (18)) las anteriores expresiones para Uy (z,t) (ecuaciones (22) y
(23)) sélo se aplican para z > L, donde L es la anchura del sistema. También sefialamos que
Yo = %o, ya que hemos cambiado de notacién de y a x, por lo tanto y = zo/20 +1(ko — k)o.
Las expresiones obtenidas para Wy (z,t) pueden utilizarse para estudiar la transmisién

de paquetes gaussianos truncados a través de sistemas como la barrera de potencial, el doble
barrera y superredes unidimensionales, por mencionar algunos. Nosotros nos ocuparemos
en probar esta herramienta para el caso de una barrera de potencial. Cabe sefialar que las
ecuaciones (22) y (23) no presentan muchas diferencias. Sin embargo, en este trabajo los

calculos se basan en la tltima de éstas.

2.3 La normalizacién de los paquetes gaussianos truncados

En esta seccion calcularemos la constante de normalizacién del paquete gaussiano con condi-
ciones iniciales de obturador cudntico, definido mediante la ecuacién (1). Iniciamos con la

condicién usual de normalizacién,

[ opa =1 (24

—0o0

Sustituyendo en (24) la condicién inicial (1), obtenemos:

0
Azf e‘(yﬁy")wg”zdy = (25)

—C0
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donde A es la constante de normalizacién. Mediante el cambio de variable n = (y—

Yo)/ V20?2, podemos escribir la ecuacién (25) como sigue

oo .
Azx/zfﬂf e Tdn=1. (26)
yo/ V252

Evaluamos la integral anterior utilizando el resultado conocido (Abramowitz y Stegun,

1964),

erfe(z \/_ f (27)

asi como la ecuacién (13), para escribir finalmente

9 11/4 eVo/4o®
A:[ . J _ . (28)
o'ml wliye/V207?)

Una vez obtenida la expresién para la constante de normalizacién A, podemos garantizar
que las mediciones de la densidad de probabilidad, ya sea como funcién de la posicién o del
tiempo, estaran debidamente normalizadas en todo el espacio.

Una vez calculada la constante de normalizacién A, las funciones obtenidas para el caso
del paquete gaussiano truncado libre ¥y y paquete gaussiano truncado en presencia de un

potencial Uy pueden escribirse respectivamente como,

Uo(z,t) = / dk w(ix)e*%e “kszzm (29)

7 i

\PV (m, t) — eikﬂ’.‘e—'ik2ﬁ.t/2m- (30)

1 o 1 =2
dk T(k)w(z
VaT\ VIR fuiye/v307) [t Tt

Las expresiones anteriores permiten explorar la evolucién espacial y temporal de pa-

quetes gaussianos truncados libres y en presencia de un potencial. Un aspecto digno de
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destacar es que las expresiones (29) y (30) son férmulas novedosas que nunca antes se
habian estudiado en la literatura para explorar la evolucién de un paquete gaussiano. Estas
soluciones a diferencia de los resultados obtenidos por Goldberg et al. nos permiten, en
algunas situaciones de interés, obtener soluciones analiticas las cuales son m4s sencillas de
evaluar. Las expresiones (29) y (30) pueden ser evaluadas mediante métodos conocidos de
integracién numérica, como lo discutiremos en el capitulo 4 para el caso libre y de dispersién
por una barrera de potencial. En el capitulo 3 exploraremos bajo que condiciones y en qué
regimenes es posible obtener expresiones analiticas para describir la evolucién de paquetes

gaussianos, en los casos libre y de una barrera de potencial.



Capitulo 3

FORMULAS ANALITICAS PARA LA EVOLUCION DE

PAQUETES GAUSSIANOS TRUNCADOS

En este capitulo retomaremos las soluciones obtenidas en el capitulo anterior dadas por
las expresiones (29) y (30). Estas soluciones corresponden a los casos de los paquetes
gaussianos libre y en presencia de un potencial, respectivamente. Dichas soluciones pueden
ser evaluadas directamente mediante el uso de técnicas numéricas. Sin embargo, una. via
alternativa para evaluar las soluciones es mediante la obtencién de expresiones analiticas en
ciertos regimenes de interés, lo cual nos permite describir la dindmica de paquetes gaussianos
en diversos sistemas de potencial sin necesidad de recurrir a la integracién numérica. Esto
es ventajoso ya que nos permite tener un mayor grado de control sobre las variables fisicas

involucradas, lo cual es més limitado con el uso de las técnicas numéricas.

En el presente capitulo obtendremos expresiones analiticas exactas a partir de las ecua-
ciones (29) y (30) en regimenes de interés. En la Sec. 3.1 obtendremos la expresién analitica
para el caso del paquete gaussiano truncado libre, posteriormente, en la Sec. 3.2 abordare-
mos el caso del paquete gaussiano truncado en presencia de un potencial en donde derivamos
una férmula analitica de la solucién dindmica. Es importante mencionar que el grado de

complejidad de la amplitud de transmisién, T'(k), en la ecuacién (30) es precisamente lo que

16
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dificulta (o facilita segiin el caso) la evaluacién de la integral numérica. En este trabajo de-
cidimos obtener una expresién analitica para U, (z,t), para el caso de un potencial en donde
la T'(k) sea una cantidad simple, como lo es el caso de una barrera de potencial. Veremos
que, tanto en el caso libre como el que involucra un potencial, la dindmica de los paquetes
gaussianos puede ser descrita en términos de cantidades conocidas como las funciones de
Moshinsky (Moshinsky, 1952). Dichas funciones estdn relacionadas con la funcién de error
complementaria y por lo tanto pueden ser evaluadas ficilmente.

Las expresiones analiticas obtenidas no sélo son més ficiles de evaluar computacional-
mete, sino que también nos proveen informacién fisica relevante del sistema. Estas soluciones
nos permitiran caracterizar el régimen de transitorios y determinar con precisién la escala

de tiempo relevante para la duracién los efectos que ahi se observan.

3.1 El paquete gaussiano truncado libre

En esta seccién retomaremos el problema del paquete gaussiano truncado libre, presentado
en la Sec. 2.1. El propésito es encontrar una expresién analitica que nos permita estudiar la
evolucién temporal y espacial del paquete en ciertos regimenes de interés. Especificamente,
se considerard el caso de paquetes gaussianos que se encuentran centrados en zg, y con
una dispersién espacial o que satisfaga la condicién |zg| >> o, i.e. un paquete gaussiano
centrado en una posicién zg cuya distancia al obturador sea mucho mayor que la anchura o
del mismo. Esto da lugar a un paquete inicial al cual le han sido truncadas sélo una pequefia
fraccion de componentes de su lado derecho. Bajo estas consideraciones, la ecuacién (29)

puede manipularse utilizando las propiedades de las funciones de error complejas w(iy), esto
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debido a que los argumentos de dichas funciones que aparecen en el integrando, dependen
esencialmente de los pardmetros de interés, zo y . En nuestro caso observamos que el
argumento |x| >> 1, si [zg/o| >> 1.

Las funciones w(iy), poseen propiedades muy importantes, las cuales dependen de los
valores del argumento y. Cuando el argumento |y| >> 1, la w(iy) puede escribirse de la

siguiente manera (Garcia-Calderén y Rubio, 1997).

. i o= [T{n4+1/2
o =2 & [T

(31)

donde T'(n + 1/2) es la conocida funcién gamma para nimeros fraccionarios. Ademsis si la
variable y se encuentra en el intervalo 7/2 < y < 37/2 i.e. en el segundo y tercer cuadrante

del plano complejo, la funcién w satisface la siguiente relacién

w(—iy) = 2e¥’ — w(iy). (32)

Si combinamos las ecuaciones (31) y (32), obtenemos la siguiente relacién,

2 i = [(n+1/2)
) = B o BN ST )
w(—iy) = 2" — n§:0: (i (33)
Este es precisamente nuestro caso, en donde y = —x, y x = zo/20 +i(kg—k)o. Podemos

ver que el modulo de x siempre serd grande debido a que |zo| >> o.

Utilizando el resultado (33) en (29) escribimos la solucién como

e ’ . 00 ) '
Vot(z,t) = @f dk [2325 - :_r Z (1::?;;1,{2)1 etkme—tkghtﬂm’ (34)
- n=0
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0= = [<= {w (im0 V2e2)} ", (35)

Al desarrollar la ecuacién (33), obtenemos

donde

1 1 3

) — 9eX B
w(ix) = 2¢* + TPy 23 T 4piaye

(36)

Para obtener el resultado anterior hemos utilizado las siguientes propiedades de la funcién
gama: I'(n + 1) = nl'(n) y I'(1/2) = /7. Esto nos permite aproximar a la funcién

w(izg/V20?) que aparece en © como:

w(ize/V202) ~ Zemgﬁgz, (37)

con lo que la ecuacién (34) se puede escribir de la siguiente manera

\I‘[)_;_(.’L‘,t) = Af dk [26)(2 _ 'LU(—EX)] e‘ikme—ik2ﬁt/2nt (38)
—00

/ (2 9:0/20' 1/2 (39)

El término dominante en la ecuacién (38) estd dado por 2eX’ , de tal forma que como

donde

primera aproximacion, obtendremos la expresion analitica para este caso i.e. omitiremos la

contribucién de w(—iy). La integral correspondiente serd ¥y,

1 o e /(o 2
U, = / dk 2 x? ka Asz. ﬁt/2m 40
5 Ver\[ Ver V2 ) (40)

Podemos evaluar la integral de la ecuacién (40) con la ayuda de la identidad
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co .
/_Oo e’””ze”"dn == \/ge”m“. (41)

Después de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos la siguiente solucién analitica

1 1 kg 22 [i(z — o) + 2kgo?)?
U (. t) = ikpzo—kia )
o(®:?) AREO [Tl e"p{ 102(1 +it/7) )

Esta expresién es una representacién de la solucién del paquete truncado libre, en el
caso |zo/o| >> 1. Sin embargo, si deseamos obtener una mejor aproximacién es necesario
considerar la contribucién debida a la funcién w(ix) en la ecuacién (38). Para esto, sustitu-
imos en la ecuacién (34) el desarrollo en serie para w(iy), utilizando la ecuacién (31). Por

lo tanto, la ecuacién (34) puede ser reescrita como

oy (z,t) =V +

o e Tp/(d0?) I‘n+ fdke‘{p {ikx — ik*ht/2m}
vl W o (g
(43)

donde B = kg — izg/202.
Para evaluar las integrales que aparecen en la expresién anterior utilizamos la siguiente

representacion de las funciones de Moshinsky

i [ gkze=ikiht/2m —M(y-g); Im(B) >0,
3 G=p) (44)
M(yg); Im(B) <0,
donde
_ Fx =+ pht/m (45)

W= Phtim
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A continuacién procedemos a derivar 2n-veces la ecuacién (44) (para el caso Im(8 < 0)
con respecto al pardmetro 3. El objetivo es obtener una representacién de las integrales

que aparecen en (43) en términos de derivadas de las funciones M. Esto nos conduce a

"M(y_p) i [ ik —ik2ht/2 (2n)!
T = e | o)

Sustituyendo la ecuacién (46) en la ecuacién (43)

o e %/(47°) 2 T(n+ 1) 92 M(y_g)

2
Ver\var V2 & n)lorl g

qjg+(5’],t) = \I’[_,

(47)

Para evaluar la serie de la ecuacién (47), es necesario calcular 8°" M (—z; —f8;t)05*". A
continuacion evaluaremos la derivada utilizando la representacién de la funcién M (yz)

(Garcia-Calderén y Rubio, 1997)

T G
M(y;) = Eemﬂ?ﬁ%yﬁ- erfe(y;), (48)

donde en nuestro caso # = —z y k = —B. Si ahora derivamos n-veces a M (—z,—f,t) con

respecto a (3, se obtiene la siguiente relacién

a 1 s .2 dy_g\™ [ & 1 e
— M (y_g) = ~eim="/(2ht) (——) {— e’~serfe(y_ , 49
M) =5 B ) \ays [ ertel-o)] (49)

donde dy/dB = hit/m (2ifit/m)"/?.
Utilizando la identidad para las derivadas de las funciones error complementario multi-
plicada por una gaussiana (Abramowitz y Stegun, 1964),

n

= [ezzerfc(z)] = (=1)"2"nle*" i"erfe(z), (50)
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la. ecuacién (49) puede reescribirse como

d” at/m \" n nen
WM(%M = (_\/W—_t/_m) (" (=1)"2"n!] M (y_p). (51)

Tomando sélo las derivadas pares, tenemos que

" Btfm \"r 2n02
d‘['j*g;ﬂ/f(y—ﬁ) = (W) [3 "(-1)"2 n@”)-’] M(y-g). (52)

Sustituimos la ecuacién (52) en la ecuacién (47)

2 ~z3/(40?) % sanp 1 _ 2n
Woi(z,t) = Uf — g g M(y_g) < i""T(n+ 3) [ —2ht/m 53)

V2r\| Var V2 i V2iht[/m

Si manipulamos algebraicamente la ecuacién (53), podemos reescribirla de la siguiente

manera

ﬁe_mg/(ew?) M(y_g) i & I'(n+ %)

20’1/2(271')1/4 m’ffn:ﬂ (_Uﬂm)zﬂ+l'

Toi (1) = T, (54)

La ecuacién (54) puede ser escrita en términos de la funcién de error compleja utilizando

la ecuacién (31), y se escribe de la siguiente manera

Te—%o/(40%)  [ir .
Uot(z,t) =T — %W ?1‘/[('97,3)1”(1'90): (55)
donde

Yo = Tmm

La expresion dada por la ecuacién (55) serd valida siempre que se cumpla la condicién
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2
>1, (57)

o
i
lo que implica t < 7/4, donde hemos definido 7 = 2mo? /h; la cantidad 7 nos proporciona,
la escala de tiempo a la que un paquete gaussiano se empieza a distorsionar notablemente
(Liboff, 1992). Finalmente la ecuacién (55) se puede reescribir de la siguiente manera,

utilizando la ecuacién (13)

oy (@,) = Ty, — YT ; /Zﬂlz(:i)/iwt \/7 M(y—p)M (yo)- (58)
Esta solucién es la forma més general para estudiar la evolucién de paquetes gaussianos
truncados bajo las condiciones |zg/c| > 1, y ¢t < 7/4. Sin embargo, para el caso de tiempos
grandes (comparados con 7/4) podemos demostrar que el segundo término de Wy, tiende
a cero (Vo4 = Wy), esto utilizando las propiedades de las funciones M. Todo se podra ver

claramente en el capitulo 4, donde se expondr4n los resultados obtenidos con las expresiones

aqui desarrolladas.

3.2 Dispersién de un paquete gaussiano truncado: férmula analitica para

el caso de barreras transparentes.

En esta seccién retomaremos el problema del paquete gaussiano truncado que incide sobre
una barrera de potencial, presentado en la Sec. 2.2. El propésito es poder encontrar una
solucién analitica que permita explorar la evolucién temporal y espacial de la densidad de
probabilidad en la regién de transmisién. En particular, se considerars el caso de paquetes

que interaccionan con barreras de potencial denominadas transparentes. Estas barreras se




24

caracterizan por tener una opacidad o << 1, donde a = k,L (k, = V2mVy/R). Ademés,
como en la Sec. 3.1, se considerard el caso de paquetes gaussianos centrados en Ty Y
dispersion espacial o, tal que satisfagan la condicién |zg/o| >> 1. La energfa de incidencia,
s6lo podrd tomar valores pequeiios, tal que Vy/Ep = 0, i.e. energias rasantes.

Para el caso de @ << 1y Vj >> E,, se obtiene (Apéndice B) que la amplitud de

transmision estd dada por la expresién

ke—-ikL
Toeilk) =
a<1(k) k=i (59)
donde § = —k,L/2. Utilizando la expresién (33) y considerando que el argumento |z [o| >

1, escribimos la ecuacién(30) como

00 ; o0 . . ,
Yoci(o,t) =0 [ db { [%f =5 (”—QSQ] Toer (k) e"me**z“f?m} ., (60)
o n=0

-1/2
donde © = ﬁ‘ /\/_E_Tr {w (z':f:g/\/ 202)} ¢ . Podemos aproximar (en el caso imo/\/202| >
1) a la funcién w(izo/V20?) que se encuentra implicita en ©, utilizando el desarrollo (33),

lo cual nos conduce a
1 o e—%o/V20?

A=\ Ve v

(61)

esto si sélo nos quedamos con el término de la exponencial. A lo largo de estas lineas
podemos aproximar la funcién w(ix), queddndonos sélo con el término 2exp{x?}.
Sustituyendo las anteriores aproximaciones, asi como la amplitud de transmisién para

barreras transparentes (ecuacién(59)), podemos escribir la funcién (60) como
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© ok oX* g=ikL
\I’ad(ﬂ% t) — A/ dkLeékme_-zkzﬁt/Qm. (62)
— 00 k - 'lﬁ

Con la sustitucién de x = 9/20 + i(ko — k)o, la integral anterior se puede expresar asi

0 To 2 , ik?ht 2k
Ve (, 1) = A/_OO - “% +ilko—k)o| —ikL+ ko~ 2] } [k_—EEJ . (63)
La anterior expresién puede ser simplificada utilizando la relacién
k 18
=14+—"—, 64
*k—if)  Tk—4p (64)

con lo cual la funcién (63) se puede separar en dos integrales como sigue

fos] : k2
Uoc1(z,t) = Aqy {/ dk exp {k[’&(.ﬂ —zg — L) + 2koo®] — (1 + 2ma?/ikt) zz:ﬂ }
e o]

] 0o ] i 1
+zwﬁif_mdkexp{k[g(m—mo—fl)+2k00’2]_]1;2("2'%+0'2)} m} (
65)

1 [/ o . 2 2
A e el Wi ikozo—kjo ) 66
o ﬁ \/271'6 ( )

La primer integral puede ser evaluada utilizando la identidad (41), mientras que la

donde

segunda integral puede ser identificada como una funcién de Moshinsky mediante la ecuacién

(44), para el caso I'm(k) < 0. Por lo tanto la ecuacién (65) se escribe finalmente como:

0 ( t) =A 1 ex [?:(IC—.TU—L)‘f‘szUE]Q —\/EO'JTC a M (.’E’ 2 tf)
a<l\ZT, = S \/1+it/7 Xp 40_2(14_’”/7_) v 3y )

(67)
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donde hemos definido 7 = 2mo?/h, 2’ = (z — zy — L) — 2ikgo?, k' = —imLVy/h? y
t" = t(1 —47/t). La expresién obtenida es una aproximacién a primer orden de la solucién
para el paquete gaussiano truncado que incide sobre una barrera de potencial, sefialando

nuevamente que es valida sélo en el régimen |zo/a| > 1.



Capitulo 4

EVOLUCION TEMPORAL Y PROPAGACION DEL

PAQUETE GAUSSIANO TRUNCADO LIBRE

En este capitulo se estudiard la evolucién espacial y temporal del paquete gaussiano trun-
cado en ausencia de potenciales. El objetivo es estudiar y caracterizar los efectos en la
dindmica del paquete gaussiano producidos por el truncamiento del estado inicial. En ge-
neral, estudiaremos dos regimenes de interés, los cuales estan caracterizados por la razén
entre la posicién inicial zy del centroide y la anchura o del paquete. Estos dos regimenes

son el truncamiento grande |zo/o| < 1y el truncamiento pequerio, |zg/o| > 1 (Fig. 3).

En el presente estudio analizaremos la densidad de probabilidad como funcién de la
posicién z y el tiempo ¢ asociada a la solucién integral (ecuacién (29)) y la férmula analitica,
aproximada (ecuacién (58)). Ambas representaciones seran comparadas con la conocida
férmula (ecuacién(73)) que describe la evolucién de un paquete gaussiano definido inicial-
mente (a ¢ = 0) en todo el espacio (—co < < o). En la Sec. 4.1 analizaremos la
distribucién en el espacio de momentos ¢(k) del paquete gaussiano. Esto permitira deter-
minar el efecto del truncamiento inicial de ¥(z,0) sobre el comportamiento de |¢(k)|? en
el espacio-k. En la Sec. 4.2 analizaremos la evolucién espacial y en la Sec. 4.3 la evolucién

temporal del paquete gaussiano truncado.
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FIGURA 3.- Grado de truncamiento del estado inicial. Se ilustran los casos de truncamiento
pequeno |zg/o| > 1 y truncamiento grande |zg/c| < 1, respectivamente.

4.1 El paquete gaussiano truncado en el espacio de momentos

El objetivo de esta seccidn es investigar el comportamiento de la funcién de onda en el
espacio-k, asociada a la condicién inicial dada por la ecuacién (1). Esto permitird analizar
el efecto del truncamiento en la distribucion de las distintas componentes de momento que
forman al paquete inicial a t=0. La funcién de onda ¢(k) en el espacio de momentos para el
paquete gaussiano truncado estd dada por la ecuacién (14), y serd comparada con la funcién

@(k) en el espacio—k del paquete gaussiano exacto (ecuacién (69)) obtenida en el Apéndice
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FIGURA 4.- El paquete gaussiano truncado (linea a trazos) y el paquete gaussiano exacto
(linea continua) en el espacio de momentos. En (a) zg = -25 Ay o =5 A (Jzo/o| > 1) yen
(b) zo =—20 Ay 0 =30 A (|zg/0| < 1). Obsérvese que a mayor o, menor es la dispersién
en el espacio de momentos. Ademds, observamos que el paquete truncado exhibe una mayor
dispersién y una menor amplitud que el paquete exacto en el régimen |z9/0| < 1.

Para el andlisis de la funcién de onda en el espacio de momentos, consideremos dos casos
representativos. El primero corresponde al caso del truncamiento pequefio, |z Jo| > 1,
para lo cual consideramos un paquete gaussiano centrado en zo = —25 A y una dispersion
espacial o = 5 A. El segundo caso corresponde a un truncamiento grande, |zg/o| < 1, para

el cual consideramos un paquete centrado en xg = —20 A y 0 = 30 A. En la Figura 4 se
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compara el paquete gaussiano truncado (linea a trozos) y el paquete gaussiano exacto (linea
continua) en los dos regimenes de interés. De la Figura 4(a) se puede observar que para,
la situacién de truncamiento pequefio en x, la distribucién en el espacio—k de los paquetes
gaussianos, truncado y exacto, son iguales. Sin embargo, de la Figura 4(b), podemos darnos
cuenta que para [zo/c| < 1, la distribucién en el espacio de momentos del paquete gaussiano
truncado en mds ancha con respecto a la del paquete gaussiano exacto. Esto puede ser
asociado con el principio de incertidumbre, ya que al cortar el paquete gaussiano creamos
otro paquete que se encuentra muy localizado en el espacio de posicién, lo que imposibilita
saber cual es la energia exacta de éste. Por dicho motivo, se crean otras componentes en el
espacio de momentos. Cabe sefialar que la densidad de probabilidad integrada sobre todo

el espacio, en cada uno de los casos, es 1.

Los resultados que acaban de ser presentados, serdn de gran utilidad en la Sec. 4.2.

4.2 Propagacién espacial del paquete gaussiano truncado

En esta seccion se analizard la propagacién espacial del paquete gaussiano truncado, la cual
es caracterizada de manera simple en dos regimenes a través de los pardmetros zg y o del
paquete inicial.

El estudio de la densidad de probabilidad |\II|2, como funcién de la posicién se presentara
en las siguientes dos subsecciones. Primeramente en la subseccién 4.2.1 se estudiaré el
régimen de truncamiento pequeno |zy/c| > 1 y finalmente en la subseccién 4.2.2 se analizars

el caso de truncamiento grande |zy/o| < 1.
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4.2.1 Régimen de truncamiento pequefio |zy/o| > 1

En este régimen utilizamos la expresion integral de la solucién del paquete gaussiano trun-
cado (ecuacién (29)) asi como la solucién analitica obtenida para este caso (ecuacién (58))
y comparamos con el célculo del paquete gaussiano exacto (ecuacién (73)). La solucién in-
tegral mencionada serd calculada numéricamente utilizando el método trapezoidal extendido
(Press et al., 1986).

A continuacién comparemos los paquetes (truncado y exacto), centrados en zpy = —25.0
A a un tiempo ¢ = 0 fs y utilizando una energia de incidencia Ey = 1.0 V. Ambos paquetes
poseen una dispersion espacial inicial ¢ = 5.0 A. Para el paquete truncado consideraremos
el intervalo de integracién —2 < k£ < 2, con una iteracién de 60000 puntos. Este intervalo
de integracion serd utilizado en algunos resultados méds de esta seccién, asi como el ntimero
de iteraciones, debido a que con estos pardmetros podemos ohtener buenos resultados sin
tener que emplear mucho tiempo de cémputo; el criterio utilizado para decidir esto, es
basado en la experimentacién con varios intervalos de integracién asi como del nimero de
iteraciones. En la Figura 5 podemos observar que a t = 1 fs, la densidad de probabilidad del
paquete gaussiano exacto |¥|* (ecuacién (73)), coincide con las densidades de probabilidad
obtenidas para el paquete truncado. Debido que estamos en el régimen |z9/c| > 1, las
componentes que estamos cortando a ¢ = 0 son simplemente las colas, de donde inferimos
que dichas componentes no contribuyen significativamente a la densidad de probabilidad
total. Cabe mencionar que el centroide del paquete gaussiano exacto se propaga con una
velocidad semicldsica vy = hko/m, kg = \/2mEy/ hZ, y su posicidn ¢ = wvs.t. En base a lo

antes dicho, podemos argumentar que a ¢ = 1 fs el paquete gaussiano truncado tiene las
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mismas propiedades que el paquete gaussiano exacto.
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FIGURA 5.- Densidad de probabilidad de los paquetes gaussianos truncado y exacto. La
curva que contienen circulos corresponde al paquete gaussiano exacto, las lineas a trazos
y continua corresponden al paquete gaussiano truncado, en su forma analitica |Upy|? e
integral |¥o|2respectivamente. Las tres curvas coinciden entre s.

A continuacién estudiaremos la propagacion espacial del paquete truncado y exacto a
diferentes tiempos. El resultado se exhibe en la Figura 6, donde podemos verificar que a
los tiempos £ = 1.0 fs, t = 2.0 fs y t = 3.0 fs, las curvas correspondientes al paquete
truncado [integral (linea continua) y analitica (linea a puntos)] y al paquete exacto (linea a
trazos) son indistinguibles, lo que nos indica que bajo estas circunstancias, ambos paquetes

tienen el mismo comportamiento y la expresién analitica (ecuacién (58)) es una excelente
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aproximacion. Ademds, la velocidad con la que se propagan los maximos corresponden a
la velocidad semicldsica vs.. Se estudié el comportamiento de las tres soluciones a tiempos

mayores y se mantiene la equivalencia entre ellas.
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FIGURA 6.- Densidad de probabilidad del paquete gaussiano truncado vs exacto, a diferentes
tiempos. La linea continua corresponde a la solucién integral, la linea punteada a la solucién
analitica y la linea a trazos para el paquete exacto. Se utilizan los pardmetros Fy = 1.0
eV, o =50 Ay zg = —250 A. Se observa un traslape de los paquetes a todo tiempo.
Los méximos los podemos localizar en & = vg.t, donde v, es la velocidad semicldsica del
paquete.

Cabe senalar que si se cumple efectivamente la condicién |zg/a| > 1, podemos aproximar
Woy =~ Uy, y reproducir los mismos resultados que se obtuvieron con la solucién completa

para el paquete gaussiano truncado, tanto en su forma integral como analitica, asi como
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para el paquete gaussiano exacto (ver Figura 7) . Recordemos que U/, es la aproximacion a
primer término de la solucién del paquete gaussiano truncado, Wy, por lo cual, el término

complicado de la ecuacién (58) resulta despreciable en este caso.
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FIGURA 7.- comparacién de la solucién analitica W, vs ¥;. Pardmetros: Ep = 1 eV,
zg=-25A0=54&t=1"f. Bajo las condiciones de truncamiento pequefio, se puede
observar que ambas soluciones tienen el mismo comportamiento.

En las Figuras 5 y 6 se observé la evolucién del paquete gaussiano a tiempos que cumplen
con la relacién ¢ > 7/4, donde 7 = 2mo?/h. Para estudiar el comportamiento del paquete
gaussiano truncado a tiempos menores que 7/4, consideremos el caso anterior para tiempos

t=1x10"%fs, 0.01 fs5, 0.1 fs y 1 fs. El andlisis de este paquete se muestra en la figura
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8, donde se puede observar que para ¢ < 7/4, las soluciones analitica (linea a puntos) y
numérica (linea continua) reproducen los mismos resultados que el paquete gaussiano exacto

(linea a trazos).
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FIGURA 8.- Comparacién de las densidades de probabilidad del paquete gaussiano exacto
con las soluciones analitica e integral para el paquete gaussiano truncado libre en el régimen
de truncamiento pequetio, |zg/a| > 1. La solucién analitica est4 representada con linea a
puntos, con linea a trazos la solucién integral y el paquete gaussiano exacto con linea
continua. Obsérvese el traslape de las dos soluciones a diferentes tiempos.

Sin embargo, es preciso sefialar que el comportamiento del paquete gaussiano truncado
no siempre serd igual al del paquete gaussiano exacto. Para, ilustrarlo consideremos un caso

especial en el cual nos acercamos al régimen ¢ ~ 7/4. En este régimen temporal (t < 7/4),
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al cual llamaremos régimen transitorio, es necesario utilizar la ecuacién (58) para describir
al paquete gaussiano truncado. Consideremos un paquete con centroide en Tg = —15.0 A
y o =50 Aat =0, con una energia inicial By = 0.01 e¢V. En la Figura 9 comparamos
la evolucién de la densidad de probabilidad a un tiempo ¢ = 0.0001 fs calculada con las
ecuaciones (29) (linea a trazos) y (58) (linea continua). La escala de tiempo considerada
satisface la condicién ¢ < 7/4, ya que 7 = 0.28 fs para este caso. Observamos en la
vecindad del origen, justo en la regién del truncamiento, un comportamiento oscilatorio
en la densidad de probabilidad. Este fenémeno transitorio puede ser descrito con gran
precisién utilizando tanto la representacion integral como analitica de la funcién de onda
(ecuaciones (29) y (58)). Sin embargo, es necesario aclarar que para el célculo de la integral
(29), fue necesario extender el intervalo de integracién en k (|k| >> 1). Para reproducir
los transitorios que se observan en la Figura 9 fue necesario considerar un intervalo de
integracién —205 < k < 205, con 3 x 10° iteraciones. Esto, debido a que los transitorios son
generados por las componentes rapidas del paquete, por lo que para describirlos es necesario

extender el intervalo en k, mientras mds grande, mejor es la descripcién.

Resumidamente, en esta seccién se pudo observar que las soluciones para el paquete
gaussiano truncado en sus representaciones analitica e integral para el caso de truncamiento
pequetio |zg/c| >>1, reproducen los mismos resultados, como funcién de la posicién asi
como del tiempo. Ademds la solucién analitica puede ser aproximada como ¥, ~ ¥ ,
ya que s6lo en estos casos el paquete gaussiano no exhibe los efectos provocados por el
truncamiento. Para el caso en que |zo/a| > 1, la solucién analitica obtenida reproduce los

transitorios en la vecindad del obturador los cuales exhiben un comportamiento oscilatorio.
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FIGURA 9.- Comparacién de las soluciones analitica (linea continua) e integral (linea, a
trazos), para el paquete gaussiano truncado libre. Se puede observar que ambas soluciones
presentan efectos transitorios a t=0.0001 fs.

Cabe senalar que las oscilaciones se hacen mds notorias cuando el paquete gaussiano se

encuentra en el régimen de truncamiento grande. Esto se discutird en la siguiente subseccién.

4.2.2 Régimen de truncamiento grande (|zy/0| < 1)

Ahora consideremos propagacién espacial de un paquete gaussiano cuando éste se encuentra,
muy cerca del obturador en el sentido en que |20/0| es pequeno. Se realizara la comparacién
de la solucidn integral para el paquete gaussiano truncado libre ecuacién (29) con el paquete

gaussiano exacto. La solucién analitica obtenida para el paquete gaussiano truncado libre no
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serd utilizada en este caso, ya que sélo es vélida para truncamientos pequefios (|zg/c| > 1).
El paquete que analizaremos posee los siguientes pardmetros: una energia By = 1.0 eV,
anchura ¢ = 30.0 A, y posicién inicial zyp = —20.0 A. En la Figura 10 se presenta la
evolucion espacial de la densidad de probabilidad a diferentes tiempos: ¢ = 0.01 fs, t=0.1
fs, t = 1.0 fs y t = 10 fs. En dicha figura se puede observar claramente que el paquete
truncado (linea continua) no es simétrico, mientras que el paquete exacto (linea a trazos)
si lo es. Podemos entender esta diferencia aduciendo que al abrir el obturador el paquete
truncado sufre una distorsién en la parte derecha justo donde fue truncado por el obturador
(Figura 10 (a)). Esta distorsién da lugar a oscilaciones que se propagan hasta el extremo
izquierdo del mismo (Figura 10 (b)). Las oscilaciones generadas se suavizan y desvanecen
para desaparecer a tiempos relativamente largos (Figuras 10 (c) y 10 (d)). Estos tiempos
son menores que t = 7/4. Inicialmente el paquete truncado supera en amplitud al paquete
exacto, pero este tltimo decae més rdpido y se retrasa conforme transcurre el tiempo por lo
que su amplitud termina siendo menor que la del primero. Ademds, anteriormente habiamos
visto que cuando el paquete se encontraba inicialmente lejos del obturador, éste se movia
con velocidad semicldsica vg., la cual depende de la energia de incidencia Fy. En el caso en
que a t = 0 fs nos encontramos muy cerca del obturador, la velocidad con que se propagara
el méximo del paquete es diferente a v,.. Esto como resultado de los efectos transitorios que
aparecen a tiempos t < 7/4 (¢t = 0.01 fs, 0.1 fs, 1.0 fs), y desaparecen a tiempos mayores

(t = 10.0 fs).

De acuerdo con el estudio hecho en la subseccién 4.1 se sabe que el paquete truncado en

el espacio de momentos tiene una distribucién més amplia que el paquete gaussiano exacto,
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FIGURA 10.- Secuencia de graficas que muestran la densidad de probabilidad, [‘IJ|2, corres-
pondiente a los paquetes truncado (linea continua) y exacto (linea a trazos) como funcién
de la posicién a diferentes tiempos, los cuales se encuentran especificados en cada grafica.
(a) Al inicio el paquete truncado exhibe una notable distorsién en la vecindad del obturador
(z =0), (b) y ésta se manifiesta en todo el paquete. (c) Las oscilaciones disminuyen en fre-
cuencia y la curva se hace mas suave conforme transcurre el tiempo, adoptando finalmente
una forma gaussiana distorsionada (d).

siempre que el primero sea truncado considerablemente (Fig. 10(b)). De esto, se deduce
que los efectos transitorios son ocasionados principalmente por las componentes de momento
mas rapidas, las cuales interfieren como consecuencia del truncamiento del estado inicial.
Cabe destacar que dicho fenémeno ocurre en el intervalo de tiempo ¢ < 7/4. Ademds,
el paquete gaussiano truncado exhibe una amplitud menor que el paquete exacto, esto
debido a que las ondas que interfieren destructivamente no contribuirdn a la probabilidad
total, y como consecuencia la distribucién se ensancha més rapido para que la densidad de

probabilidad integrada en el espacio sea uno.
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4.3 Evolucién temporal del paquete gaussiano truncado

En la presente seccidn estudiaremos la evolucién temporal del paquete truncado libre, uti-
lizando las soluciones (29) y (58). Al igual que en la Sec. 4.2, consideraremos los regimenes
de truncamiento pequenio (Subsec. 4.3.1) y grande (Subsec. 4.3.2). En ambos casos, se

cotejardn los resultados obtenidos, con el caso exacto (ecuacién (73)).

4.3.1 Régimen de truncamiento pequeno (|z/a| > 1)

Iniciaremos nuestro estudio, analizando la evolucién temporal de un paquete con energia
Ey =1 eV, posicién inicial zg = —25.0 A y anchura ¢ = 5.0 A. En la figura 11 presentamos
la densidad de probabilidad en los puntos z = 5.0 A, z = 50.0 A, z = 100.0 A. Se observa que
los paquetes gaussianos truncados (integral y analitico), asi como el exacto tienen el mismo
comportamiento como funcién del tiempo ya que las correspondientes grficas de |¥(z,t)|?
vs t se traslapan entre si. Vemos que cuando nos colocamos muy cerca del obturador,
el tiempo que tarda en llegar el maximo del paquete es pequeiio. Si nos alejamos, dicho
tiempo aumenta y la amplitud del paquete disminuye. Este comportamiento se debe a una
combinacién de efectos: el de propagacion del centroide, y la disminucién de la amplitud
del paquete conforme éste se desplaza en z. A tiempos largos, las curvas correspondientes
a cada una de las posiciones de observacién, se empalman. De la Figura 6, habiamos
visto que este paquete como funcién de la posicién, tenia una velocidad semiclasica dada
por vs = z/t. Sin embargo, visto como funcién del tiempo (Figura 11), vemos que no
cumple la relacién ¢t = z /vy, ya que el tiempo al que se localiza el mdximo no corresponde

al tiempo semicldsico. Esto se debe a que el mdximo que se mide en una posicién fija,
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corresponde a un punto que se encuentra adelante del verdadero méximo. En otras palabras,
el maximo del paquete gaussiano truncado decae de tal forma que cuando llega al punto
de observacién es mucho menor en amplitud, con respecto a los demds puntos que ya han
pasado. Este problema ha sido observado en el problema de propagacion de ondas en un
potencial escalén utilizando una fuente puntual (Villavicencio et al., 2002). Esto también

ocurre en la evolucién temporal del paquete exacto.
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FIGURA 11.- Evolucién temporal de las densidades de probabilidad, paraz = 5.0 A, 50.0 A
y 100.0 A . Las lineas continua y punteada correspondientes al paquete truncado, integral y
analitico respectivamente, asi como la linea a trazos asignada al paquete gaussiano exacto.
Se traslapan totalmente en las diferentes posiciones, z.

Hay que destacar que en este régimen, tanto la solucién analitica (ecuacién (58)) como

la. solucién integral (ecuacién (29)) para el paquete gaussiano truncado libre, exhiben un
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comportamiento idéntico como funcién del tiempo. Esto es de suma importancia, ya que la
solucién analitica resulta més ficil de evaluar que la solucién integral. Sin embargo, hay que
aclarar que la solucién analitica para el paquete gaussiano truncado libre sélo es vélida en
el régimen |zg/co| > 1, por lo que para el caso |zo/c| < 1 utilizaremos la solucién integral.

En esta seccién se obtuvieron resultados con las soluciones integral ¥, y analitica
Wo4 para el paquete gaussiano truncado. Aqui es importante sefialar que en el régimen
|zo/o| > 1, también pudimos haber utilizado la aproximacién a primer término de la

solucién analitica, Wy, para describir la evolucién temporal.

4.3.2 Régimen de truncamiento grande (|zg/o| < 1)

Para analizar el comportamiento del paquete gaussiano truncado (ecuacién (29)) vs el exacto
(ecuacién (73))en este régimen, consideraremos un paquete con los siguientes parimetros:
Ey=1¢eV,z0=-200A4Ay0=300A. Aqui evaluaremos la densidad de probabilidad en
los puntos z = 5.0 A y z = 100.0 A. Es preciso aclarar que para este caso no utilizaremos
la solucién analitica para el paquete gaussiano truncado libre, ya que no se aplica para
las condiciones iniciales dadas. De la Figura 12(a) podemos observar que el méximo del
paquete truncado aparece mds tarde con respecto al paquete exacto. El paquete exacto
aparece instantdneamente debido a que a ¢ = 0 fs ya hay presencia de sus componentes en
z > 0, ya que es muy ancho. Ademads, el paquete exacto estd definido sobre todo el espacio a
t = 0 fs. Debido a las condiciones iniciales a las que es sujeto el paquete gaussiano truncado,
a éste le tomara cierto tiempo en aparecer y ser detectado en la posicién z. Para tiempos

cortos, el paquete truncado tiene amplitud mucho mayor que el exacto, pero después de
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cierto intervalo ésta decae considerablemente. Este efecto es producido por el truncamiento

del paquete gaussiano.
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FIGURA 12 .- Densidad de probabilidad del paquete truncado (linea continua) vs exacto
(linea a trazos) como funcién del tiempo, en las posiciones = 5 & (a) y z = 100 A (b).
En (a) se observa que para z pequefias el paquete truncado exhibe una amplitud mayor en
comparacion con el paquete exacto. Y en (b), la amplitud del paquete gaussiano decrece
para z grandes.

Observamos que cuando acercamos el paquete truncado al obturador, de tal forma que
|zo/o| < 1, su amplitud decrece con mayor rapidez y su maximo se retrasa con respecto
al paquete gaussiano exacto. Estos dos puntos los asociamos al hecho de que el paquete

gaussiano truncado es mucho més ancho que el paquete exacto, en el espacio de momentos.
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Las componentes mas rdpidas del paquete gaussiano truncado se suman destructivamente
quedando principalmente las componentes lentas, lo que se refleja en el retraso. La dismin-
ucién en el maximo es consecuencia del ensanchamiento del paquete conforme se propaga
en, T y también de la normalizacién de la densidad de probabilidad.

También se observé que el maximo del paquete gaussiano truncado libre no aparece al
tiempo semiclasico, es decir ¢ # z/vs.. Recordemos que para el caso |zg/o| > 1 tampoco
se cumple la relacién anterior, como se vié en la subseccién previa. Ademds, el paquete
gaussiano truncado colocado inicialmente cerca del obturador, tarda un cierto intervalo de
tiempo, mayor que el tiempo que tarda el paquete gaussiano exacto, antes de ser detectado
en una posicion fija, debido a que a t = 0 fs éste se encontraba confinado en el semiespacio
de co <z <0, por lo cual requiere cierto tiempo para viajar de su posicién inicial al punto

de medicién.




Capitulo 5

PAQUETE GAUSSIANO TRUNCADO INCIDIENDO

SOBRE UNA BARRERA DE POTENCIAL

En este capitulo se realizard el estudio de la evolucién temporal y espacial de paquetes gaus-
sianos truncados en presencia de potenciales. Especificamente observaremos la dindmica de
paquetes gaussianos truncados en la regién de transmisién, en presencia de barreras rec-
tangulares con altura Vj y anchura L (Sec. 5.1). El estudio consistird en un anélisis de la
densidad de probabilidad en el régimen de paquetes gaussianos con truncamiento pequeno
ie. |zg/o| >> 1. Para esto, utilizaremos la solucién integral ¥y (ecuacién (30)) y la
solucién analitica Wa<1 (ecuacién (67)). Ademds, verificaremos la validez de la solucién
analitica aproximada para barreras transparentes y energias de incidencia rasantes, dada

por la ecuacién (5.2), Wyey. Ver Figura 13.

5.1 Evolucién de paquetes gaussianos incidiendo sobre una barrera de

potencial

En esta seccion, se estudiard la evolucién de un paquete gaussiano truncado que incide
sobre una barrera de potencial de altura Vj y anchura L. Analizaremos la densidad de

probabilidad en la regién de transmisién como funcién de la posicién y del tiempo. Esto

45
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obturador

|

V>>E,

FIGURA 13.- Paquete gaussiano truncado incidiendo sobre una barrera de potencial. La
energia de incidencia es mucho menor que la intensidad de la barrera, de tal forma que

Ey/Vh << 1.

nos permitira verificar que con la solucién numérica dada por la ecuacién (30) es posible
obtener informacién acerca del paquete dispersado. En la subseccién 5.1.1 se estudia la
evolucién del paquete gaussiano como funcién de la posicién, mientras que en la subseccién
5.1.2 se estudia la evolucién de dicho paquete como funcién del tiempo. Para poder evaluar

la funcién integral, dada por la ecuacién (30), se utilizard el método trapezoidal extendido

(Press et al., 1986).
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5.1.1 Paquete gaussiano truncado dispersado por una barrera como funcién

de la posicién

A continuacidn, se realiza el estudio de la evolucién espacial de un paquete gaussiano trun-
cado dispersado por una barrera de potencial. Se considera el paquete gaussiano centrado en
zo = —45 A, con una dispersién o = 5 A y energia de incidencia Ey = 0.1 eV. La barrera de
potencial tiene una altura V) = 0.3 eV y una anchura L = 50.0 A. El paquete es observado
a diferentes tiempos, con el fin de poder detectar los cambios en su densidad de probabi-
lidad. Esto nos permite claramente determinar propiedades de los paquetes gaussianos al
ser dispersados por estos potenciales. Los tiempos para los cuales se calcula la densidad

de probabilidad son ¢ = 10 fs, t = 25 fs y ¢t = 50 fs. De la Figura 14, se puede apreciar

0.0008 -
0.0006
N_
>
< 0.0004
Eal
s 1 R T =501
0.0000 bees ey
300 600 900 1200 1500 1800
X (A)
FIGURA 14.- Transmisién del paquete gaussiano centrado en zp = —45 A y dispersién

o =5 A, como funcién de la posicién. Para diferentes tiempos el paquete se desplaza y su
dispersién aumenta, lo cual hace que el maximo de la densidad de probabilidad disminuya.
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claramente la dindmica del paquete gaussiano transmitido en donde se utilizé el intervalo de
integracién —1 < k < 1 y realizando 3 x 10° iteraciones por punto. Podemos apreciar en las
graficas de esta figura que la densidad de probabilidad tiene un comportamiento similar al

del paquete gaussiano libre, ya que tiende a extenderse en el espacio conforme se propaga.

Con el anterior resultado, podemos constatar que contamos con una herramienta que
permite realizar estudios acerca de la densidad de probabilidad del paquete transmitido,

como los realizados por Hartman (1962).

5.1.2 Paquete gaussiano dispersado por una barrera de potencial como funcién

del tiempo

En esta seccién se realizard un estudio como funcién del tiempo, de la densidad de probabi-
lidad del paquete gaussiano truncado en presencia de una barrera de potencial. El paquete
gaussiano tiene los siguientes parametros: zop = —45 A, 0 =5 A y Ey = 0.1 eV. La barrera
de potencial tiene altura Vj = 0.3 eV y anchura L = 50 A. Este es el mismo caso discutido
en la Subsec. 5.1.1. Las posiciones en las cuales se mide la densidad de probabilidad son:
z=060A42=1004yz=150A. Dela Figura 15 se observa que el mdximo del paquete
gaussiano se va desplazando para las diferentes posiciones que se han escogido. Ademds, se
puede ver la relacién que existe entre el desplazamiento y ensanchamiento de dicho paquete.
Para evaluar la integral (30) se utiliz6 el intervalo de integracién —1 < &k < 1y 3 x 105
iteraciones por punto.

Resumidamente en esta seccién verificamos que la ecuacién (30) es una herramienta,

util para efectuar andlisis sobre la evolucién de la densidad de probabilidad de un paquete
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FIGURA 15.- Transmision del paquete gaussiano centrado en zg = —45 A y dispersién o = 5

A, como funcién del tiempo. Para diferentes posiciones el paquete se desplaza y su dispersién
aumenta, la serie de curvas nos muestra como evoluciona la densidad de probabilidad del
paquete transmitido.

gaussiano truncado, que interacciona con una barrera de potencial. Cabe senalar que este
mismo andlisis puede ser efectuado para cualquier otro potencial del cual se conozca o se
pueda calcular la amplitud de transmisién. Por ello, la ecuacién (30) constituye una de las
principales aportaciones de este trabajo, ya que es una expresién con un gran potencial de

aplicabilidad.
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5.2 Comparacion de la solucién analitica e integral para el caso de bar-

reras transparentes

En esta seccién se realizard un estudio de las densidades de probabilidad a través de la
solucién analitica Wa<1 y de la solucién integral ¥y. El objetivo es mostrar la validez de
la primera para el caso de barreras transparentes, es decir, para los casos de o << 1. Se
considerardn paquetes gaussianos que se encuentren en el régimen de truncamiento pequeiio
(lzo/o| > 1) y donde ademds Ey/Vy << 1. Esto, con el fin de poder realizar estudios
dindmicos que se ubiquen dentro del régimen de validez de la solucién analitica Vyet1. En
la Subsec. 5.2.1 se presentars un andlisis como funcién de la posicién, mientras que el

Subsec. 5.2.2 se hard como funcién del tiempo.

5.2.1 Solucién analitica vs integral como funcién de la posicién

A continuacién se realizard una comparacién de la densidad de probabilidad asociada a la,
soluciones (30) y (67). El propdsito es mostrar la gran importancia que tiene la solucién
analitica (ecuacién (67)) para realizar estudios dindmicos acerca de un problema de gran
interés fisico, como lo es el de barreras transparentes (Hartman, 1962). Para el andlisis de
la funcién, se utiliza un paquete gaussiano centrado en zy = —45 A, con una dispersion
espacial ¢ = 5 A y una energia de incidencia Ey = 1 x 107! eV. La barrera de potencial
posee una altura Vy = 10 €V y una opacidad, = 6 x 107°. La densidad de probabilidad
es calculada a un tiempo, ¢ = 100fs. De la Figura 16 se puede observar claramente que
la curva perteneciente a la solucién integral (linea continua) se empalma con la solucién

analitica (linea a trazos) lo cual muestra la validez de ambas ecuaciones en este régimen.
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Cabe senalar, que el traslape de ambas soluciones se observa a otros tiempos, los cuales no
se presentan en la grafica. Para evaluar la integral (30) se utilizé el intervalo de integracién

—1 < k <1 e implementamos 3 x 10° iteraciones por punto.

0.00025

0.00020[
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| (x,t

0.00010[

0.00005(

i 1 L 1 . L L L :
0.00000 1000.0 2000.0 3000.0 4000.0 5000.0

]
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FIGURA 16.- Transmisién de un paquete gaussiano que interacciona con una barrera de
potencial transparente (« < 1). La linea continua representa la solucién integral, mientras
que la linea a trazos representa la solucién analitica. Obsérvese que a t = 100 fs hay traslape
de ambas soluciones.

Por los resultados obtenidos del analisis de la densidad de probabilidad como funcién
de la posicién z, podemos decir que la solucién analitica asi como la solucién integral son
validas para el caso de barreras trasparentes y energias de incidencia rasantes. Sin embargo,
solo faltaria mostrar esta validez como funcién del tiempo. Dicho estudio se llevard a cabo

en la siguiente subseccion.
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5.2.2 Solucién analitica vs integral como funcién del tiempo

A continuacién analizaremos las densidades de probabilidad de la funciones (30) y (67) como
funcién del tiempo a una posicién fija. Para este caso utilizamos el paquete gaussiano con
pardmetros: g = —45 A, 0 =5 A y By =1 x 107* eV. La barrera tendra altura V5 = 10
eV y opacidad, & = 6 x 1075, La posicién de medicién es z = 1000 A. De la Figura 17
se ve que la densidad de probabilidad obtenida con la solucién analitica |Wee1]|? (linea a
trazos) se comporta de igual manera que la obtenida con la solucién numérica [Ty |? (linea

continua).

0.00025|
0.00020[

0.00015[

2 (x,h)|?

0.00010[

0.00005(

5 | M L i 1 L 1 L
0.00000 100.0 200.0 300.0 400.0 500.0
t (fs)

FIGURA 17.- Densidad de probabilidad del paquete transmitido a través de una barrera
transparente. Se gréfica la solucidn analitica (linea a trazos) vs integral (linea continua)
como funcién del tiempo, en z = 1000 A. Se puede observar que ambas densidades de
probabilidad tienen el mismo comportamiento en z = 1000 A.

El hecho de que la solucién analitica reproduzca los resultados de la solucién integral,
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nos es de gran importancia, ya que la primera es mas ficil de evaluar, lo que permite realizar
célculos con mayor rapidez ahorrandonos tiempo de cémputo. Para resolver la integral (30),
se utilizé el intervalo de integracién y el nimero de iteraciones considerado en la seccién
5.2.1.

En resumen, el estudio realizado en esta seccién nos permitié corroborar la validez de los
resultados obtenidos mediante la férmula analitica con aquellos que se obtienen mediante
integracién numérica. Por lo tanto, una de las principales aportaciones del trabajo es esta
herramienta con la cual podemos realizar estudios dindmicos sobre estos sistemas. Entre
las posibles cuestiones a analizar se encuentran problemas de avances y retrasos temporales

asi como efecto Hartman entre otros.




Capitulo 6

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se realizé un estudio del problema de la evolucién espacial y temporal
de paquetes gaussianos truncados en presencia de potenciales unidimensionales de alcance
finito, asi como para el caso libre. La parte central de este estudio se fundamentd en el de-
sarrollo y aplicacién de nuevas herramientas tedricas para estudiar la dindmica de paquetes
gaussianos. Se trata de un formalismo basado en un desarrollo de la funcién de onda en
estados del continuo que permite obtener una representacién integral de la funcién de onda,
tanto para el caso libre como para la regién de transmisién de potenciales unidimensionales
de alcance finito. Dentro de las aportaciones mds importantes de esta investigacién se en-
cuentra el desarrollo de nuevas herramientas tedricas para estudiar la dindmica de paquetes
gaussianos. Entre estas destaca la representacién integral de la funcién de onda para el
caso libre, de la cual se obtuvo una expresién analitica valida para regimenes de interés
fisico. Ademds, se dedujo una representacién integral para la funcién de onda en la regién
de transmisién de potenciales unidimensionales en donde uno de los componentes princi-
pales del integrando es la amplitud de transmisién del sistema, cantidad puede ser evaluada
facilmente. Asi mismo obtuvimos una expresién analitica para describir la evolucién de

paquetes gaussianos truncados en barreras transparentes en el régimen de bajas energias de

o4
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incidencia. A continuacién presentaremos los resultados que se desprenden de los estudios

de la evolucion de paquetes gaussianos en el caso libre y en presencia de un potencial.
El paquete gaussiano truncado libre

En este caso se obtuvo una representacién de la funcién de onda utilizando un desarrollo
en estados del continuo que permite describir la evolucién de los paquetes gaussianos en
todo el espacio, i.e., —00 < z < co. Se muestra que dicha evolucién estd gobernada por
el grado de truncamiento del estado inicial, lo que da origen a dos regimenes: régimen
de méximo truncamiento |zp/o| 3> 1, y régimen de minimo truncamiento |zo/o| < 1,
donde el pardmetro |zo/c|, es la razén entre la posicién del centroide zy y su dispersién
o. En el primer régimen de minimo truncamiento (|zo/o| 3> 1), la evolucién del paquete
gaussiano truncado coincide exactamente con la del paquete gaussiano que se extiende
inicialmente en todo el espacio. Este régimen corresponde a una situacién de un estado
inicial con un minimo truncamiento. Ademds, demostramos que es posible obtener una
férmula analitica en términos de la funciones de Moshinsky, a partir de la representacién
integral de la funcién de onda. Contar con este tipo de representaciones analiticas ofrece
una gran ventaja sobre las representaciones integrales debido a que estas iiltimas requieren
ser evaluadas mediante técnicas numéricas. M4ds atin, dicha expresién analitica permite
realizar un estudio del comportamiento asintético de la solucién, utilizando los desarrollos

asintéticos de las funciones M.

En el régimen de maximo truncamiento (|zy/o| < 1), se observé que la dindmica de los
paquetes gaussianos truncados difiere notablemente de la de los paquetes no truncados. En

esta situacion se encontré un fenémeno transitorio en la densidad de probabilidad, como
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funcién de la posicién, el cual se origina en la vecindad del punto de truncamiento del
paquete. Dicho transitorio se manifiesta como un pequeno frente de onda que ocurre a
escalas de tiempo menores que 7/4, donde 7 = 2mo?/A. Dicha escala de tiempo T es
relevante en el contexto de la propagacién de paquetes gaussianos, ya que representa el

tiempo a partir del cual un paquete empieza a distorsionarse apreciablemente.
Dispersién por potenciales unidimensionales de alcance finito

Otro de los aspectos que abordamos en el presente trabajo fue el desarrollo de una
representacion integral para estudiar la evolucidn de paquetes gaussianos truncados en la
regién de transmisién de potenciales unidimensionales. Fste es un resultado de cardcter
general, pues se trata de una herramienta que puede ser de gran utilidad para describir la
dindmica de paquetes gaussianos en diversos sistemas como lo son, la barrera de potencial,
el doble barrera o incluso superredes finitas. Una de las ventajas de esta representacién es
que solo es necesario conocer la amplitud de transmisién de estos sistemas, cantidad que
puede ser evaluada ficilmente mediante métodos estdndares de mecdnica cudntica, como
por ejemplo el método matriz de transferencia. Otro de los resultados importantes que
se desprenden de este estudio es la obtencién de una férmula analitica en términos de las
funciones de Moshinsky que permite describir la evolucién de un paquete gaussiano en el
régimen de minimo truncamiento (|zo/c| > 1) para una barrera de potencial. Dicha férmula
analitica es valida para barreras de potencial transparentes en la situacién de bajas energias

de incidencia.

Para verificar las diversas expresiones analiticas obtenidas para la descripcién de la

dindmica de los paquetes gaussianos truncados se realizé un estudio numérico de la densi-
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dad de probabilidad como funcién de la posicién y el tiempo. Esto nos permitié corroborar
la validez de los resultados obtenidos con nuestras férmulas analiticas con aquellos que se
obtienen mediante integracién numérica. Resumidamente, podemos afirmar que contamos
con una herramienta poderosa para estudiar evolucién temporal y espacial de paquetes
gaussianos truncados, con base en funciones analiticas exactas. El enfoque tedrico presen-
tado en éste trabajo podria ser la base para incursionar en diversos problemas de interés
actual como lo son los fendmenos de avance y retrasos temporales, el efecto Hartman, entre

ofros.




APENDICE A. EVOLUCION DEL PAQUETE GAUSSIANO

LIBRE

En este apéndice presentamos el problema de la evolucién temporal del tipico paquete
gaussiano estudiado en la literatura bésica de mecdnica cudntica (Shankar, 1980; Cohen,
1977). Considere un paquete gaussiano centrado inicialmente en y = yp y una dispersién
espacial 0. Ver Figura 18. La energia de incidencia del paquete estd dada por Ey =
h2k02 /2m, donde ky es la componente en el espacio momentos asociada al centroide. El

estado inicial a £ = 0 estd dado por,

1

Vov2r

Este estado tiene una representacién en el espacio de momentos, misma que se escribe de

T(y,0) = ethoy—(y—y0)*/40? (68)

la. siguiente manera

(k) = \| 2= exp {~ [ikyo + (ka1 — ikono] }. (69)

La evolucion temporal del paquete estd dada por la conocida expresién basada en un

desarrollo en estados del continuo

o t) = —— [ dy Ko(y,2,)%(0.0), (70)

Vov2r -

donde Ky(y, z,t) es el propagador de la particula libre (Liboff, 1992), el cual estd dado por
o8
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A 4

Yo y

FIGURA 18.- Paquete gaussiano definido en la regién —co < y < oo, con una dispersién
espacial o y momento pg = hky.

Ko(y,z,t) = \/%ei(m—y)zm/m' 1)

Sustituyendo (71) en (70)

2

- /l; % qyeim(@—y)?/2ht ikoy—(y—yo)? /o
U(z,t) = 2ﬂhitﬂf_wdye e .

Utilizando la identidad integral (41) en la ecuacién (72) obtenemos la funcién que de-

(72)

scribe la evolucién temporal del paquete gaussiano libre para toda z,
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[ —(i7/40%t)(z — hkot/m + ityy /)2
exp : )
14t/

1 1 1
Uiz, 1)= A/ —— exp [— o7 [t — y?
( \/ﬁ 1+it/7 dg? ( / yo)

(73)

donde 7 = 2mo?/h es una escala de tiempo que nos da una medida de cusnto tarda un

paquete gaussiano en distorsionarse apreciablemente (Liboff, 1992).



APENDICE B. LA AMPLITUD DE TRANSMISION PARA

UNA BARRERA DE POTENCIAL

Considerese el tipico problema de dispersién de una onda plana que incide por la izquierda
sobre una barrera de potencial rectangular de anchura L y altura Vj (Cohen, 1977; Shankar,

1980; Liboff, 1992), como se muestra en la Figura 19.

Vix) 4
Vo

® o ®
—_— C

1 ——p '

T(k)
R(k) D
— |
0 L X

FI1GURA 19.- El problema de dispersién para una barrera de potencial de altura Vj y anchura
L.

61
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El problema involucra la solucién de la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

B 9%0(x)
2m  Oz?

+ V(z)¥(z) = E¥(z), (74)

para el caso en que la energia de incidencia es menor que la altura de la barrera (E < Vp).

Las soluciones para cada una de las regiones del potencial son

U = e 4 R(k)e ", (75)
U = Ce?™ + De™ %, (76)
Uy = T(k)e*, (77)

donde T'(k) y R(k) son las amplitudes de transmisién y de reflexién, respectivamente. Hemos

definido los momento k = \/2mE/h* y ¢ = \/kZ — k2, asi como k, = \/2mV/h?. Aplicando

las condiciones de acoplamiento de las funciones anterioresen z =0y z = L, i.e.

Ur(0) = Urr(0)

) (78)
Wyr(L) = Cppr(L)
se obtienen el siguiente grupo de ecuaciones
1+ R(k)=C+D, (79)

Cetl + De™t = T(k)e*L, (80)
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De las condiciones de acoplamiento sobre las derivadas de las funciones

1

W7 (0) = ¥, (0),

(81)
Wy (L) = Wyp(L),
se obtiene el siguiente par de ecuaciones
ik(1 - R(k)) = (C — D)q (82)
q(Cett — De™ ) = ik T(k)e'*® (83)

Efectuando algunas manipulaciones algebréicas con las ecuaciones (79), (80), (82) y
(83), llegamos a la siguiente expresién para la amplitud de transmisién
2 2) =1

T(k) = e **L | cosh(qL) + "'(q?%senh(qf:) : (84)

Rescalamiento de la amplitud de transmisién

A continuacion se reescribira la amplitud de transmisién en funcién de dos paréme_tros
a y u, lo cual nos permitird obtener resultados de cardcter general. En la ecuacién (84)
introducimos explicitamente el valor de ¢ y & y realizamos los cambios de variable u =
(E/Vh) y @ = /2mVy/R*L; « es conocida como la opacidad de la barrera. Con estas

consideraciones podemos escribir la ecuacién (84) de la siguiente manera,

T(k)=e" it [cosh (&) + ( senh ; (85)

donde £ = \/o2(1 — u).
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Una vez obtenida la amplitud de transmisién como funcién de sélo dos pardmetros
adimensionales & y u procedemos a obtener una férmula analitica para el caso de barreras
transparentes. Esto es consideremos los casos de barreras que son muy delgadas y altas
o muy bajas y anchas ie. estudiaremos el caso en que la opacidad o << 1. Ademds, si
consideramos la condicién E << Vg, entonces u & 0. Por lo tanto la ecuacién (85) se puede

reeescribir como sigue

) _ o~ ua \/‘EO! -

Si ahora escribimos la amplitud de transmisién en términos de las componentes %, tenemos

que
ke—ikL

T(k) = —— 87

) =15 (57)

donde 8 = —k2L/2. Esta espresién sers de gran utilidad, ya que nos permitird explorar

sistemas de barreras transparentes en los Capitulos 3 y 5.
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