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CONSTRUCION Y SIMULACION DEL CIRCUITO DE CHUA

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El presente tema de tésis, ha generado numerosas investigaciones y se han obtenido
grandes avances, debido a que el ser humano en su constante afan por entender la naturaleza
que lo rodea, se dedica a estudiar los fendmenos naturales y sus posibles maneras de
explicarlos.
A través de la historia, la ciencia ha logrado explicar algunos fenémenos y descubrir otros
mas, de tal manera que se va logrando una comprension mas profunda de los fenomenos
naturales .
La ciencia avanza y la ingenieria aplica los avances, actualmente el conocimiento sobre el caos
se aplica a las comunicaciones, el control y diseiio de circuitos. El circuito de Chua es el
circuito mas sencillo de los circuitos que presentan comportamiento caético en cuanto a
dispositivos empleados y ecuaciones que lo representen se refiere , por lo que un buen
entendimiento del circuito de Chua , asegura un i)uen entendimiento del comportamiento
caodtico en los circuitos eléctricos .
El enfoque actual de la ingenieria es hacia los sistemas lineales [5] en su mayor parte; pero el
comportamiento de muchos sistemas es usualmente no-lineal en parte de su intervalo de
funcionamiento. |
Debido a que las herramientas matematicas necesarias para explicar el comportamiento de los
sistemas no-lineales esta en proceso de investigacién y desarrollo; la elaboracion de un
trabajo sobre el circuito de Chua ayudard a ampliar la vision de los ingenieros sobre el

comportamiento de los sistemas eléctricos .

I.2 OBJETIVO

Presentar un estudio que sirva de referencia complementaria a ingenieros en electronica
interesados en el tema de los sistemas no-lineales, asi como un enfoque practico del disefio,
implementacion y caracterizacién de uno de los circuitos de la familia de circuitos de Chua y

su simulacion en computadora .



1.3 METODOLOGIA

La parte principal del capitulo I es el planteamiento del problema desde el punto de
vista de la ingenieria, el tema del caos es interesante y muy amplio, el aspecto matematico
puede ser muy complejo .
En el capitulo II se presenta una breve exposicion general del concepto de caos , tratando de
enfocarlo hacia los sistemas eléctricos, posteriormente se hace notar la diferencia entre el
ruido electrénico y el comportamiento cadtico, también se describe la diferencia entre el
comportamiento natural y el comportamiento caético en los sistema eléctricos.
Después de conocer el concepto del caos de manera general , en el capitulo IIT se presenta el
circuito de Chua, que es un circuito electronico que presenta comportamiento cadtico. Este
circuito tiene la ventaje de ser facil de construir y con componentes comerciales, enfatizando
los pasos necesarios para la implementacion practica del circuito .
Finalmente en el capitulo IV se presentan graficas de simulacion del circuito de Chua usando el
simulador de computadora SPICE y el programa de simulacion ABC .
En el capitulo V se presentan los resultados experiimntales en fotografia, con los cuales se
verifican los resultados de la simulacion y la referencia de la bibliografia .

También se presentan las conclusiones del trabajo y propuestas .



II CONCEPTOS GENERALES DEL CAOS
.1 INTRODUCCION

La palabra caos tiene su origen en el verbo Griego que significa " abrir abruptamente "
y que fué usado comunmente para referirse al vacio primitivo del universo, antes de que las
cosas llegaran a ser; en términos generales la palabra se asocia al desorden total de algin
suceso.
En las ciencias fisicas , un ejemplo visual de un movimiento considerado cadtico es la
turbulencia que se produce en el agua de mar al pasar un barco, un caso menos visual es la
turbulencia de aire que genera el movimiento de un autémovil o un avién ; para mas ejemplos
acerca de fendmenos cadticos dirijase a la referencia [1] .
Siendo la Dindmica la rama mis antigua de la Fisica , segun la Ley de Newton se dice que:
" dadas las fuerzas entre particulas, sus posiciones iniciales y velocidades , se puede predecir el
movimiento y la historia de un sistema para siempre " ; pero el arribo de computadoras cada
vez mais poderosas no reafirma la predictibilidad infinita de la dindmica de un sistema . Ahora
se conoce que el comportamiento de algunos sistemas dindmicos simples no puede ser
predicho mis alla del futuro inmediato , asignandoles el nombre de Sistemas Cadticos .
El hecho de no poder predecir el comportamiento de un sistema, no significa que no haya leyes
que gobiernen al sistema, si no que ain no se conocen tales leyes, y la ciencia investiga para
tratar de encontrarlas. El concepto no-cientifico de la palabra caos es muy antigua y se asocia
con la pérdida de control de la naturaleza sobre ciertos eventos o de la sociedad en
circunstancias tales como: terremoto, incendios, explosiones volcanicas, inundaciones y
guerra.
En las ciencias fisicas la palabra caos se asocia con el fenomeno de turbulancia de los fluidos .
Se ha constatado que la Diniamica del Caos es inherente (se presenta) en todos los fenomenos
fisicos con representacion matematica no-lineal .
Debemos distinguir entre los sistemas aleatorios y los sistemas cadticos , los primeros se
refieren a sistemas en los cuales no conocemos todas las variables de entrada o solo
conocemos algunos datos estadisticos de las variables.
El término cadtico estd reservado para sistemas deterministicos, para los cuales no hay

entradas aleatorias o impredecibles de las variables de entrada al sistema.



En la literatura actual, el término " Cadtico " se le asigna a aquella clase de sistemas fisicos o
matematicos cuya dinamica de movimiento es deterministica y su historia de movimiento tiene

una dependencia sensible a las condiciones iniciales .

Las caracteristicas generales de un sistema cadtico [1] son :
a).- La generacion de un espectro de frecuencias continuo bajo una sola entrada de frecuencia.
b).- La pérdida de informacién acerca de las condiciones iniciales .

c).- El incremento de la incertidumbre .

Dinamica Fractal

Aunque se tiene una pérdida de prediccion en los sistemas cadticos, existe para los sistemas
disipativos una estructura oculta en la dinamica caética, la cual no es aparente bajo el analisis
de la dindmica convencional, esto es, la salida respecto al tiempo o desde el espectro de
frecuencia, por lo que se debe buscar en el espacio de fase ( posicion respecto de velocidad
[1] , en un sistema fisico y con corriente respec’;o al voltajes en el caso de un sistema
eléctrico). Entonces se encontrara que los movimientos caéticos exhiben una propiedad
geométrica llamada estructura fractal, los fractales son estructuras geométricas que se
repiten en muchas escalas de amplificacion [1] .

En la Ingenieria Eléctrica siempre han sabido acerca del comportamiento caético, pero lo
conocian como ruido o turbulencia , se les consideraba como factores de seguridad alrededor
de los cuales se elaboraba el disefio de un circuito ; debido a la aletoriedad aparente y
desconocida que existe en cada dispositivo electronico fuera de sus regiones lineales, de tal
manera que el comportamiento caotico no es algo nuevo en la Ingenieria Eléctrica; lo que es
nuevo es que tal comportamiento se presenta aun en sistemas deterministicos no-lineales de
bajo orden los cuales son mas faciles de analizar .

La ciencia pretende aplicar los conocimientos obtenidos en los sistemas de bajo orden , a
sistemas de orden mas alto con la esperanza de resolver problemas no resueltos tales como :

la dindmica de terremotos, oscilaciones cardiacas, turbulencia de fluidos [1] .

Algunos de los conceptos mas recientes para estudiar el caos en los sistemas, son las

Dimensiones Fractales y Exponente de Lyapunov.



La fuente de caos en los sistemas electronicos son debidas a la no-linealidad de :
diodos , transistores, y en general a la no-linealidad de cualquier dispositivo.

Hasta recientemente [2] , se ha cuestionado la validez de los siguientes estatutos :
oscilacion = periédico y ruido = no-deterministico

Ahora puede dudarse que ambos estatutos sean verdaderos , porque se tiene evidencia
proveniente de circuitos electronicos extremadamente sencillos, en los cuales se ha observado
el fenomeno cadtico.

La evidencia circunstancial muestra que :

No hay razén por la que una oscilacion deba ser considerada siempre peribdica ,

y que el ruido puede generarlo un circuito deterministico .

De la experiencia con estos circuitos se sabe que :

Hay sistemas deterministicos de bajo-orden los c;lales son "impredecibles " en el sentido
de que para un cambio extremadamente pequeiio en las condiciones iniciales de las ecuaciones
que representan al sistema , producen una salida totalmente diferente a la producida para una

condicion inicial anterior.

La palabra caos ha sido evitada porque no ha habido una definicion aceptada uninimemente,
pero se admite como " cadtico " a aquel circuito que presenta oscilacion no periddica en su
salida [2] .

En el modelo matematico de un sistema, se consideran variables de ruido todas las variables
que se ignoran para hacer mas sencillo el analisis del sistema, la mayoria de las variables de
ruido solo pueden ser incluidas en el anlisis considerandolas como perturbaciones estadisticas

en la dindmica del sistema .

El ruido en un dispositivo depende de las interacciones entre la energia y la materia [3], por
eso su cuantificacién es dificil en la medicién. En el medio ambiente existe ruido eléctrico

generado por otros sistemas , el cual puede introducirse en el sistema sujeto a mediciones .



El ruido se concibe como una perturbacion eléctrica, y puede estar compuesto por seiiales
deterministicas procedentes de fuentes indeseables y de fluctuaciones aleatorias (estocésticas )
procedentes de fenomenos fisicos.

Algunos tipos de ruido aleatorio son : térmico, de granalla y de fluctuacién ; entre otros [3] .
El ruido se genera desde dos partes, del interior del sistema ( Endégeno o Fundamental ),

y desde fuentes exteriores ( Exogeno o Interferencia ), el ruido endégeno es de tipo

estdcastico e inevitable en su naturaleza [3].

Los dos factores naturales que imponen un limite inferior al ruido endogeno son :
a) .- Las fluctuaciones térmicas, desaparecen a una temperatura de cero absoluto.
b).- Fenomenos tales como carga, energia y luz ; los cuales estin cuantizados , y no

cambian suavemente .

Hay tres tipos de ruido endogeno que en general se asocian con dispositivos de estado solido;

»

transistores, diodos y circuitos integrados, los cuales son :

a) .-Ruido térmico .
Aumenta con la temperatura, la resistencia y el ancho de banda de frecuencia, es
independiente de la frecuencia , lo cual implica que se presenta en todas las frecuencias.
b).-Ruido de Granalla .
Se debe a portadores de carga a través de las uniones en los dispositivos de estado-
solido, es independiente de la frecuencia y puede reducirse limitando la corriente
a través del dispositivo.
c).-Ruido de Fluctuacion .
No esta bien definido su origen pero aumenta cuando disminuye la frecuencia .
Se ha mencionado sobre las clases de ruido, porque la representacion en el tiempo del ruido
de un sistema es muy parecido a la representacion en el tiempo del comportamiento cadtico de
un sistema vea la figura 1.1 (a); mientras que el ruido puede depender de los dispositivos

usados en el sistema o del ruido generado por otros sistemas, el comportamiento cadtico



depende de la topologia del sistema y de las no-linealidades de sus dispositivos [6] [7] .

Voltaje
\ra AN
A ARV VAW,
tiempo
(a) RUIDO (b) CAOS
Figura 1.1

EL CIRCUITO DE CHUA

Para tener una comprension mas amplia del comportamiento cadtico los investigadores se
dieron a la tarea de desarrollar un circuito electronico que presentara comportamiento caético,
fue asi como finalmente el investigador Leon O. Chua desarrolla el circuito llamado Circuito
de Chua . Se dio cuenta que el caos podria ser pr(;ducido en un circuito lineal por-tramos el
cual debia poseer al menos dos puntos de equilibrio inestables [7], con esto en mente
identifico sistematicamente aquellos sistemas de tercer orden lineales por-tramos que tuvieran
solo una resistencia no-lineal controlada por voltaje, y que pudieran producir caos [6] .

El circuito puede representar un sistema fisico, solo contiene un elemento no-lineal que es un

resistor negativo con dos puntos de quiebre , capacitores e inductores .



II.2 LOS CIRCUITOS ELECTRICOS Y EL COMPORTAMIENTO CAOTICO

Para el ingeniero electronico actual, el marco de referencia comin para analizar
circuitos eléctricos es la Teoria de Circuitos Lineal y los circuitos no-lineales son
generalmente evadidos al tratar de aproximarlos a un circuito lineal ( linealizar ), la
herramienta natural para estudiar los sistemas no-lineales son las series de expansion

( Fourier, Taylor) para la desviacion del comportamiento lineal .

Evadir las no-linealidades en el modelo de un circuito se justifica plenamente en circuitos
con no-linealidades débiles, pero tal modelo no es capaz describir la influencia de fuertes
no-linealidades, mas atin es imposible definir la linea divisoria entre linealidades fuertes y
débiles con tan solo mirar a las caracteristicas de los elementos del circuito, porque

también es importante la interaccion entre los diferentes elementos y las ecuaciones de
estado [5] que lo desciben .

Se le llama Comportamiento Caédtico [5] al )tipo de comportamiento en el cual los
elementos no-lineales de un circuito eléctrico tienen caracteristicas perfectamente regulares,
pero provocan un comportamiento completamente irregular, ain en circuitos sencillos.
Tomando en cuenta que los comportamientos cadticos observados en experimentos de
laboratorio podrian ser causados por ruido incontrolable, y que las simulaciones por
computadora pueden ser distorsionadas por errores de redondeo acumulados, y que ademas
un modelo matematico puede fallar al reproducir el comportamiento de un circuito fisico;
para asegurar que un circuito presenta comportamiento cadtico, se debe comprobar
rigurosamente con las siguientes condiciones [ 5] :

a) Experimentos de laboratorio

b) Simulaciones por computadora

¢) Pruebas matematicas

Las condiciones generales para que un circuito auténomo pueda generar caos [6] son :

a).- tener al menos un elemento no lineal.

b).- tener al menos un resistor activo

c).- tener al menos tres elementos almacenadores de energia ( capacitor, inductor ) .



En ausencia de un entendimiento profundo del origen del caos, es necesario concentrarse en
los circuitos que presentan comportamiento cadtico, estan excluidos rigurosamente por el
teorema de Poincaré-Bendixon [5] los sistemas que se describen por dos ecuaciones

diferenciales de primer orden, ya que convergen ya sea a un punto o a una curva cerrada.

II.3 EL COMPORTAMIENTO REGULAR E IRREGULAR Y EL CAOS

Al observar la evolucion en el tiempo de los voltajes y las corrientes en un circuito,
usualmente distinguimos entre el comportamiento transitorio, el cual desaparece después
de un tiempo determinado y el comportamiento permanente; que es conocido como
comportamiento asintotico del circuito. Cuando se tiene un comportamiento asintotico
irregular se dice que se tiene un Comportamiento Cadtico del circuito, cabe mencionar
que hay ejemplos de sistemas dinamicos que convergen a un punto de equilibrio después de
un largo periodo de tiempo, los cuales tienen aspecto muy irregular y que en simulaciones
por computadora y en experimentos de laboratorio podrian ser interpretados como
permanentemente cadticos ; por lo que solo faltaria un anilisis matemético riguroso para
comprobar que el comportamiento irregular del circuito es un comportamiento cadtico.
Para definir qué es un comportamiento asintético regular o irregular , se considera un
circuito lineal excitado por una fuente de voltaje senoidal, cada voltaje y corriente del
circuito estan en funcion del tiempo y son una suma de términos generados por las cargas
iniciales y flujos de los capacitores e inductores ; y un término generado por la fuente
senoidal dependiente del tiempo . Las frecuencias naturales del circuito determinan el
comportamiento cualitativo de los voltajes y las corrientes, si la ubicacion de las raices de la
ecuaciébn caracteristica del circuito estin en la parte izquierda del plano complejo-S,
entonces la forma del voltaje decae de manera exponecial negativa [14], y por lo tanto
constituye la parte transitoria de la evolucién en el tiempo; finalmente la salida senoidal
constituye el comportamiento asintotico ( permanente ) , y es causado por la fuente de
voltaje senoidal lo anterior se muestra en la figura 2.1
En lugar de estudiar las formas de onda , es decir las corrientes y voltajes ; se prefiere el
plano de las orbitas de espacio-estado, el cual se construye con las coordenadas de el valor

de los voltajes y las corrientes, en un plano de corriente contra voltaje.



Fuente senoidal v,i
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Figura 2.1 Forma de onda de un circuito lineal al cual se le aplica una fuente senoidal

La evolucion en el tiempo de un circuito es representada, para cada estado inicial, por una
curva tmnica en el espacio-estado, conocida como orbita, la direccion del incremento del
tiempo se indica con flechas. En la figura 2.2 se presenta una orbita correspondiente a un
circuito lineal con capacitores, inductores , resistores y una fuente de voltaje senoidal .

La orbita final es una elipse , y corresponde al estado estable del circuito . Debe aclararse
que para un punto de inicio diferente ( otro valor inicial de voltajes y corrientes en los
capacitores e inductores ) la 6rbita debe converger a la misma elipse .

La convergencia de todas las formas de onda a un estado senoidal estable tinico, para
todos los posibles estados inciales es el comportamiento asintotico regular que se puede
esperar de un circuito con una fuente senoidal ; en la grafica del tiempo. Cuando las raices
deldel sistema se encuentran en el lado izquierdo del plano complejo- S, todas las

soluciones en el espacio-estado , divergen al infinito [5] .
Tambien se tienen los casos cuando las frecuencias naturales estan en los ejes imaginarios

del plano complejo S, fuera de lo anterior no pueden ocurrir otros comportamientos

asintoticos en los circuitos lineales ( solo tienen elementos lineales )

10
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Figura 2.2 Orbita de Espacio-Estado de un circuito lineal con una fuente senoidal

La situacién cambia radicalmente cuando se incluyen elementos no-lineales en el sistema,
en éste caso se tendran los comportamientos regulares ademas de otros comportamientos .
El comportamiento regular significa la convergencia de cada voltaje y corriente hacia una
funcién periodica en el tiempo, la cual tiene el n;ismo periodo que la fuente de voltaje es
independiente de los estados iniciales ( voltajes y corrientes iniciales en capacitores e
inductores ) . Al tener elementos no-lineales las formas de onda no parecerdn senoidales , y
las orbitas de espacio-estado tampoco parecerén de forma eliptica y tendrin una forma mas
complicada, su frecuencia puede ser la misma que la freceuencia de la fuente , o miltiplos
de la misma ( subarménicas ); los voltajes y corrientes convergen a una de las evoluciones
periddicas en el tiempo , las cuales dependen del estado inicial ( condiciones iniciales ) .
Las evoluciones en el tiempo periodicas inestables son alcanzadas asintéticamente solo
para estados iniciales excepcionales , para cualquier otro estado inicial , ain aquellos muy
cercanos a los estados iniciales excepcionales, convergeran a estados periodicos
inestables diferentes .

Debido a la dependencia del sistema a las condiciones iniciales , las evoluciones de tiempo
periodicas inestables , dificilmente pueden ser observadas directamente en experimentos de
laboratorio, y en simulacién de computadora tienen que usarse algoritmos especiales para

poder observarlos .

11



En la figura 2.3 se muestran dos Orbitas en el espacio-estado, de un circuito no-lineal con

tres estados permanentes periodicos ( estable, inestable,estable )

estable

5

Figura 2.3 Dos orbitas en espacio-estado de un circuito lineal con tres estados periédicos

permanenentes

>

En resiimen se tiene un comportamiento caético cuando todas las evoluciones ( 6rbitas )
son inestables , aunque la diferencia de valor en las condiciones iniciales del sistema sea

pequeiia .

12



II.4 LA FAMILIA DE CIRCUITOS DE CHUA [8]

El circuito de Chua es el circuito autdnomo mas simple, que puede llegar a ser cadtico, es el
ejemplo mas conocido de un sistema fisico para el cual se ha demostrado que presenta
comportamiento caodtico .

Se dice que un circuito es auténomo si contiene unicamente elementos invariantes en el tiempo
y fuentes de CD. Se han reportado muchos otros circuitos autonomos recientemente, pero son
mas complicados que el circuito de Chua porque contienen capacitores o inductores no-
lineales, dispositivos multi-terminales (transistores, transistores de unijuntura vy
amplificadores operacionales), mas de un elemento no-lineal o elementos con parametros

negativos (-R,-L, -C).

En la referencia [8] se muestra que es posible generar sistematicamente un numero infinito de
circuitos cadticos de diferente topologia los cuales son equivalentes topologicamente al
circuito de Chua, en el sentido de que tiene comport;amientos cualitativamente idénticos . Mas
precisamente, se dice que dos circuitos son equivalentes si y solo si tienen retrato de fase
iguales. Un retrato de fase es como se muestra en la figura 2.4, donde las variables de un

circuito se dibujan sobre un cubo tridimensional .

Aunque esta infinidad de circuitos equivalentes tienen diferentes ecuaciones de estado , todos
ellos tiene tres puntos de equilibrio los cuales estan colococados simétricamente con respecto
al origen .

Mas atin , la matriz Jacobiana evaluada en los correspondientes puntos de equilibrio de estos
circuitos equivalentes , tienen Eigenvalores (valores propios de la matriz del sistema )
idénticos .

De hecho la teoria matematica en [8] muestra que puede ser descrita una familia muy grande

de circuitos por las ecuaciones de estado de la figura 2.5 .
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Figura 2.4 Retrato de fase cuando el circuiro de Chua se encuentra en el periodo 1.

X ann aiz an X b1
y an az axn ||y |—[lz+l-|z1/] | b
Z a31 a3z as3 Z ba

Figura 2.5 Ecuacién de Forma Normal para la familia de circuitos de Chua
Los 12 coeficientes ajk, j, k =1, 2, 3, y los bj , j = 1, 2 ,3 estan especificados por formulas

explicitas en términos de unicamente seis parametros de eigenvalores {ao, bo, g0 , a1, b1, g1 },

donde ag+jby y g denotan al complejo conjugado y los eigenvalores reales, respectivamente
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asociados con el punto de equilibrio en el origen, y a, *_ j b y g  denotan los
correspondientes valores de eigenvalores asociados con ya sea uno u otro de los dos puntos
simétricos ( localizados con respecto al origen ) . La ecuacion de estado anterior es llamada la
Forma normal de la Ecuacién, ( figura 2.5 ) de ésta enorme familia de circuitos cada
combinacién de parametros de eigenvalores se puede generar sistemiticamente un numero
infinito de ecuaciones tal que todas las ecuaciones en ésta familia tienen un comportamiento

cualitativo idéntico ( se ilustra en las simulaciones en ABC, en el capitulo IV ) .

En la figura 2.6 se representa una realizacion candnica normalizada, donde se necesita una
desnormalizacion para transformarla hacia una realizacién practica, N representa una
resistencia lineal e invariante en el tiempo de cuatro puertos, el significado de la familia de
circuitos de Chua es que los miembros de ésta amplia familia de circuitos, puede ser
interpretada como prototipos de virtualmente todos los fenomenos cadticos reportados en la

literatura hasta ahora .

Ve
|

Ve
1C € |
I C1 9 I ¢ C2 [ ] I . = L [ ]
1 Vi 2 \L 3 \3
N

Figura 2.6 Representacion de la familia de Circuitos de Chua
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I ANALISIS E IMPLEMENTACION DEL CIRCUITO DE CHUA [10]

I.1 INTRODUCCION
Se ha optado por la implementacién propuesta por Michael Peter Kennedy en la

referencia [7] y [10] debido a su amplia y clara explicacion del circuito que propone, la
explicaciéon que se presenta en esta tésis se basa en el articulo del mismo autor y esta
enfocado a Ingenieros en Electronica interesados en sistemas no-lineales . En éste capitulo se
proveen las bases necesarias de la teoria de circuitos y el procedimiento para la comprension
de la implementacion practica del circuito de Chua .

Mientras que las ecuaciones diferenciales que describen un circuito proveen un marco
conveniente para estudiar bifurcaciones y caos de manera matematica, los circuitos
electronicos tienen la ventaja de ser rapidos de armar, medir y modelar; mas ain operan en
tiempo real y los valores de los parametros se ajustan rapidamente, por lo que se le da mas
importancia al aspecto electronico que al aspecto matematico.

Se pretende implementar el circuito con componentes de valores estandar, se describe en
detalle 1a metodologia de disefio que se sigue en la construccion del resistor no-lineal o diodo
de Chua . El diodo Chua puede tener diferentes gréficas caracteristicas, como se muestra en la
figura 3.2 existen al menos 6 segin la referencia [11].

La figura 3.1 muestra el circuito de Chua y la caracteristica v-i del diodo de Chua, usados en
el presente trabajo de tésis, donde NR es el resistor no-lineal y L, C1, C2 son elementos
lineales .

Las ecuaciones para el circuito de Chua se obtienen de aplicar las leyes de Kirchoff y las

formulas para R,L, C ; y son como sigue:

av
Cl dfl = G(ch - vm) - g(vm) (L.1)
av ,
ad d;" =G(Ve, = V) +iy (1.2)
di
ﬁ =~V (1.3)
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(a) Caracteristica v-i

Figura 3.1 Caracteristicas v-i del diodo Chua y el Circuito de Chua .
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Figura 3.2 Diversas caracteristicas v-i del diodo Chua



Usando la definicion de valor absoluto : | X |= Xsi X20; |X]| = -X si X<0
y la ecuacion general de la recta ( Yo =m ( Xivq -X, ) + Ys), y con +Bp como los puntos

de quiebre ,y m como la pendiente de la recta ; para la figura 3.3 .

m
" m, Bp
S
_Bp 2

Figura 3.3 Caracteristica lineal por tramos de tres-segmentos para el diodo Chua o resistor
no-lineal NR . Las regiones externas tienen pendientes m, ; y las regiones internas tienen
pendientes m, .

se tiene que : g(vg) =myv, + %(m1 —m,)[Iv, + BI-1v, - B.1] (2)

donde G=1/R, g(v.) = g(v;) esuna funcion lineal-por tramos .

La relacion grafica de (2) se muestra en la figura 3.3 .

ITL2 De la simulacién a la experimentacion : escalamiento de corriente y voltaje.

El investigador Takashi Matsumoto miembro de la asociacion internacional " IEEE",
en la referencia [2] ha mostrado por simulacion en computadora que el conjunto de ecuaciones
(1), del circuito de Chua, presenta el comportamiento llamado " atractor de rollo-doble",

para los siguientes valores de parametros del circuito.
Ci=19;C2=1;L=1/7; G=07; Br=1; mo=-0.5; mi = -0.8
Para los parametros no se especifican las unidades, puesto que Matsumoto estaba simulando

simplemente el conjunto de ecuaciones diferenciales de (1) .

Al rescribir las ecuaciones en el sistema de unidades SI ( Sistema Internacional de unidades ).
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Los voltajes estan medidos en volts (V), corriente en Amperes (A), capacitancia en Faradios
(F), inductancia en Henrios (H), resistencia en Ohms (Q2); el reciproco de la resistencia (G)
llamada conductancia esta dada en Siemens (S) .

Puesto que la corriente en mA (1/1000 de A) es mas facil de realizar en circuitos
electronicos en lugar de Amperes, el primer paso es reescalar todas las corrientes por un factor
de 1000 ; el efecto de reducir todas las capacitancias por un factor de 1000, es incrementar las
resistencias e inductancias por un factor de 1000. Entonces se tiene v, y V., en unidades de
volts e i, en miliamperes, y los parametros propuestos por Matsumoto llegan a ser:
Ci=ymF; C,=lmF;L=Y¥mH ;G=0.7mS

Las pendientes del resistor lineal-por tramos son my=-0.5 mS y m;=-0.8 mS ; y los puntos
de quiebre permanecen sin cambio en Bp=1V .

Es mas facil usar capacitancias en nF e inductancias en mH, ahora se procede a reescalar el
tiempo, al reescalar el tiempo entre un factor k, debe reescalarse la inductancia y capacitancia
entre el mismo factor k , donde k = 2x10*.

Al disminuir el tiempo se decrementa C,, C; y L por el mismo factor k , las resistencias no
son afectadas por k (dado que V = RI y no hay variable en t ), por lo que los valores de los

elementos después del reescalamiento son :

(Cy,=%mF X Y, .0t )=5.56 nF
(C2=1mF)(%no‘) =50 nF
(L= YmHAX Y ) =7.14mH

G=0.7mS (corresponde a R = 1428 Q)
my =-0.5mS; m = -0.8mS y Bp=1V

Posteriormente se determinara que las pendientes mo , m; y G dependen en parte de valores de

resistencias por lo que no sufren cambio debido al reescalamiento en el tiempo .
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III.3 Pasividad Eventual

Todo resistor fisico es eventualmente pasivo , lo cual significa simplemente que para un
valor suficientemente grande de voltaje a través de sus terminales, la potencia consumida
(P =VI) por un resistor real es positiva, para un valor suficientemente grande de vl elil,
por lo tanto la caracteristica v-i de el resistor NR debe terminar unicamente en el primer y
tercer cuadrante de el plano v-i de potencia .
De aqui que cualquier realizacién fisica de la grafica caracteristica especificada para el diodo
de Chua, debe incluir al menos dos segmentos mas a los mostrados en la figura 3.4, los cuales
regresen la caracteristica del diodo Chua al primer y tercer cuadrante, vea la figura 3.4 (a).
En tanto que los voltajes y las corrientes estan restringidos a la region de resistencia negativa

de la grafica caracteristica, los segmentos externos no afectaran el comportamiento del

circuito.
Plano de Potencia
i ‘ A 9(ve)

Il | L i Bp
P f f = B
v -Bp ~_ vV

1} v

(@) (b)

Figura 3.4. (a) Plano de potencia (b) Resistor no-lineal NR

III .4 Fuente de Voltaje Controlada -por Voltaje ( VCVS siglas en Inglés ).

Un VCVS es un elemento de circuito ideal el cual tiene dos terminales de entrada y
dos terminales de salida ( vea la figura 3.5).
Esta caracterizado por dos propiedades :

a).- ninguna corriente entrando o saliendo de sus terminales de entrada.
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b).- El voltaje de salida v, el cual aparece a través de las terminales de salida es funcion de la
diferencia de voltaje v4 entre las terminales de entrada.
La relacion funcional no-trivial mas simple entre los voltajes de salida y entrada de un VCVS

ocurre cuando v, depende linealmente de vy, vo=Avy como se muestra en la figura 3.5 (b) .

VCVS d
Vd Vo

(a) (b)

Figura 3.5 (a) Fuente de Voltaje Controlada por Voltaje, is=0 y vy4=f{va)
(b) Caracteristica de transferencia de voitaje de un VCVS .

II.5 Diseiio de un Convertidor de Resistencia Negativa

Un Convertidor de Resistencia Negativa ( NCR siglas en Inglés ) se puede implementar
al conectar tres resistores lineales positivos a una fuente de voltaje controlada por voltaje
(VCVS), éste arreglo se implementa rapidamente usando un amplificador operacional . '
Como se menciond anteriormente, un NCR puede implementarse al conectar tres resistencias
lineales positivas alrededor de un VCVS, con una funcion de transferencia de voltaje lineal
dada por : vo=Avy como se muestra en la figura 3.6 (a) .
Cuando A es suficientemente grande , el VCVS tiene la siguiente relacion v-i ( la cual se

desarrolla en el apéndice A ).

R,

i= —[—]v al seleccionar R, =R, , se obtiene i= i

RR,

. ; i
Entonces desde las terminales del elemento N r , se ve una resistencia de G =—=-R,
v
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Vv \_/d VCVS B Vo Mhrw
3 —W— >
R2 v
=R3
— |0 NR
= (a) (b)

Figura 3.6 (a) Convertidor de Resistencia Negativa usando un VCVS .

(b) Carateristica v-i de un convertidor de Resistencia Negativa usando un VCVS.

III. 6 Amplificadores Operacionales ( amp-op ).

Un amp-op. provee una aproximacion al muado real para una VCVS segin el circuito
de la figura 3.7 (a), un VCVS consiste de un amp-op. asociado a las fuentes de alimentacion
V'y V' ; un voltaje aplicado entre las terminales de entrada no-inversora (+) e inversora (-),
produce una diferencia de voltaje entre la terminal de salida y la terminal de referencia
( usualmente el punto comin de las fuentes de alimentacion ). Para cuestion de anilisis se
establece que ig = 0, aunque en la préctica se drena una corriente pequefia que depende de la
tecnologia usada en el amp.op.  Cuando el voltaje de entrada diferencial vy de un amp-op
es suficientemente grande en magnitud y negativo, la salida es aproximadamente constante e
igual a -Ey, ; la cual es llamada region de saturacion negativa.

Cuando la entrada es pequeiia en magnitud la salida varia casi linealmente con la entrada ; la
cual se llama region lineal . Cuando el voltaje de entrada es grande y positivo la salida toma
el valor maximo de E,,*; ésta es llamada la region de saturacion positiva .

Debe notarse que la grafica de transferencia del amp-op en la figura 3.7 (b), esta recorrida del
origen debido a un voltaje de desbalance v, el cual es tipicamente de unos cuantos mV 'y que

también se desprecia en la practica.
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La funcion de transferencia de voltaje para dc de un amp-op. se aproxima de manera cercana a
la caracteristica de tres-segmentos lineal -por tramos, como se muestra en la figura 3.7 (b) .

Debido a que un amp-op. real contiene compensacion y capacitancias parasitas, un modelo
completo del dispositivo debe incluir elementos dinamicos, para un analisis mas sencillo se
asume que el amp-op. se comporta puramente resistivo a la frecuencia de interés del circuito
de Chua . Con un escalamiento apropiado del tiempo; queda rechazado todo efecto

dependiente de la frecuencia en el amp-op . y se considera como puramente resistivo.

También se asume que la impedancia de salida del amp-op. es suficientemente pequeiia tal que
puede ser ignorada.

Con todas las consideraciones anteriores la salida de amp-op. aparece como un VCVS ideal y
su entrada parece como un circuito abierto, finalmente se puede modelar el VCVS con un

amp-op. donde 4=0 y vg = f(va).

—/_:Esat—

(a) (b)

Figura 3.7 (a) Amplificador operacional con sus fuentes de alimentacion asociadas.
(b) Caracteristica de transferencia de voltaje del amplificador operacional .
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La ventaja de un modelo lineal por tramos es que se puede determinar el comportamiento de
un circuito que contiene amp-op. y otros componentes, al analizar cada region lineal de

operacion : saturacion negativa, lineal, saturacion positiva ; por separado .

|

7 : | o
y V 2 | +Vo_ Mo1 ! [ os +Bp* +Esa£

: — T >

|
1
: ] | -Esat™ . -Bp~ | \
: ‘ | [ Mo
3 AAA
vy
R2 |
= N
03 R3 R
= Saturacion 14 = Line@l + Saturacion
Negativa Positiva
(a) ' (b)

Figura 3.8 (a) NCR (b) Caracteristica v-i de un NCR asumiendo la caracteristica de
transferencia de voltaje lineal-por tramos en tres-segmentos de la figura 3.7 (b) .

Para la figura 3.8 (b) se obtienen las formulas siguientes aplicando la ecuacion general de la
recta . Para detalles en la obtencion de las formulas refierase al apéndice B .

— m[ (- AR, +, ] OS=_[M]VW
RIR, +(1+ AR, (1- AR, +R,

B, =|:R2 +(1+A)Rg:|Ea++Vos

_B-=[&+(I+A)&
AR, +R) [ ’

]EM' + Vo5
A(R, +R,)

Cuando el voltaje de desbalance vos se considera cero, y dado que la ganancia A es

normalmente muy grande y seleccionando R; = R; , las formulas anteriores quedan como

sigue :
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Il .7 Convertidor de Resistencia Negativa usando amp-op. ( NRC-siglas en Inglés )

Es posible construir un NCR usando un amp-op. como se muestra en la figura 3.8 (a)
con la caracteristica de operacion lineal por tramos de tres segmentos que se muestra en la
figura 3.8 (b) , al asumir que el valor de A es muy grande ; la porcion central tiene entonces

una pendiente aproximada de:

L
my, RR, .

Y las regiones exteriores ( correspondientes a las saturaciones del amp-op ) tienen pendientes

2

de m,, =El , ademas con R; = R; resulta que m,, = —%. Siendo vos normalmente

pequeiio , es posible establecer que los niveles de saturacion del amp-op., son iguales en

magnitud y quevos es cero ; de tal manera que

Eut' = Ew,y -Ew = -Esa y los puntos puntos de quiebre ocurren a

15 g
R +R

como se muestra en el apéndice B .

El NRC viene a ser el bloque principal en la construccion de la resistencia no lineal en el
circuito de Chua , pero aunque con un NRC se tiene resistencia negativa , ain no se tienen los
puntos de quiebre internos (Bp) de la figura 3.3, por lo que se procede a conectar dos NRC

en paralelo como se muestra en la figura 3.9 .
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-

+ i o+ gk + vyl
Vv V2 Vi
- — | NRrz2 — | Nr1

Figura 3.9. Conexion en paralelo de dos NRC donde se cumple que si : i = f;(vy)
e iy = f(v;) entonces ;i = i, +1i,,dado que v = v, = v, por las leyes de Kirchoff .

Para dos NRC conectados en paralelo como se muestra en la figura 3.9, la corriente total 1
que fluye hacia el par de NRC esta dada por: i=fi(v)+£i(v); y se define g(v)

como : g(v)=1fi(v) + f2(v). ’

Finalmente tenemos que i = g (v) y que el paralelo de dos ( o mas ) NRC es otro NRC
equivalente pero con diferente caracteristica v-i . La forma de g(v) se puede determinar
graficamente por la relacion i=1i, + i, que significa que la corriente resultante es la suma de
las corrientes que se derivan, para cada valor de v ; ésto se ilustra en la figura 3.10 (c).

El proceso grafico se simplifica debido a que las funciones definidas en general para f;(v)y

f (v) son lineales por tramos y se puede obtener la ecuacion de la recta para cada tramo lineal.

III. 8 Realizacion del Resistor no-lineal para el circuito de Chua, usando dos NRC .

La figura 3.11 muestra una implementacion del circuito de Chua con amp-op.
La caracteristica v-i es producida por dos NRC ( Nr; y Ng2 ) en paralelo . Ng, tiene la
caracteristica lineal-por tramos de tres-segmentos, con pendientes mo; , m;; y puntos de
quiebre +Bp, ( vea la figura 3.10(b) ) .
De manera similar Ny, tiene pendientes my; , m;; y puntos de quibre 1Bp;

(veala figura 3.10 (a) ).
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4,
m o 3z | +Bp2 +Esat
-Esat Bp2 " me Va
(a) (b)
4i
Mo
: m,
m-1 : sz Bp1l lEsat
- } } } >
-Esat -Bp1 -sz | \V
mo : m'1
(c)

Figura 3.10 . Combinacion grafica de dos VCVS .
(a) Carateristica v-i de NR2 . (b) Caractistica v-i de NR1
(c) Caracteristica v-i de NR2 y NR1 en paralelo .

En la figura 3.10 (c) se muestra la combinacion de las caracteristicas de cinco-segmentos , con

pendientes m.;, my, m; y los puntos de quiebre +Bp, y 1Bp;.

1

Del analisis para Ng, al especificar R, = R, permite tener la pendientes m,, = R% , My, = —E

y puntos de quiebre * B, = i—E de manera similar para Ng, con Ry = Rs se tiene

R+R

que: my, =i, m, - y puntos de quiebre +B,, = Ry E, .

R, R R + R,
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A partir de las consideraciones sobre la grafica de cinco segmentos ( figura 3.10 (¢c) )

setiene que: my +mp=mp y my +mp=m

con esto en mente se puede pensar en una estrategia para determinar los valores apropiados

de las resistencias R, a Rg . Partiendo de my , m; , y Bp; , las formulas usadas en el

procedimiento se desarrollan en el apéndice B.

‘ R4 b R1
+OEW— W
vt | +

+ + B Y
VR
! 5 '
% Vea—— Ver—— ' '3;
L c2 c1 |

5 RS R2

§§Re NR2§R3 NR1 |

Figura 3.11 Realizacion del circuito de Chua usando dos amp-op. y seis resistores lineales
para implementar NR '

III.9 Procedimiento de Diseio de un NR

Los voltajes de saturacion del amp-op. (+E.u ,-Esa ) estan determinados por el valor de
las fuentes de energia ( baterias ) y la estructura interna de los amp-op. , éste valor no se
puede saber con exactitud hasta que es medido. La forma de la caracteristica v-i deseada
determina el valor de mo, m; y Bp;. Se tiene libertad para escoger Bp; 0 m; porque solo
son necesarios para cumplir con la pasividad eventual, y né afectan el comportamiento cadtico
del circuito de Chua . Para detalles acerca de la obtencion de las formulas para R3, R4, RS,

y Bpl refierase a los apéndices B.C .
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II1.10 Pasos de Diseiio de un NR
a).-Se escoge R, de un valor suficientemente grande, tal que no cargara el amp-op. ( 330Q2 ) .

Se calcula By, = E,x. S recomienda que Bp, sea menor que +Esat para que no

1
1= Ry
afecte el comportamiento del circuito y la espiral de Chua permanezca dentro de la

region de resistencia-negativa de lo contrario reduzca R, e intente otra vez.

Ademas :pmy, = 222 ”i’Z”B"z)""'
&

b).- Seleccione R, = R,

c).- Evalie R, = B
(Bpy = Egee )ty = Bpyymy
E
d).- Calcule R,=—""*—
B, (my, —m,)
e).- Establezca Rs =Ry .
f).- Evalie R(= Eo

(E,q = Bpy Xty —my)

III .11 Implementacion Praictica del Circuito de Chua .

La figura 3.11 muestra una implementacion practica del circuito de Chua usando dos
amp-op. AD712 con entrada J-FET , dos baterias de 9V y seis resistencias para implementar
el diodo Chua. Al usar dos baterias de 9V para los amp-op. se tiene que V' = 9V
(alimentacion positiva ) y V' = -9V (alimentacion negativa) . De la medicion de los niveles de
saturacion para las salidas del AD712, E., = 8.3V

Los valores de las caracteristicas no-lineales del diodo Chua necesarias, estan definidas por :
my= -0.409mS, m; = -0.756 mS y Bp; = 1.08V.

Estas pendientes y puntos de quiebre son ligeramente diferente de las establecidas por Takashi

Matsumoto porque se desea usar unicamente componentes de valor estandar ; por lo que
suguiendo los pasos a -f del procedimiento de disefio anterior , se obtiene una lista completa

del valor de las resistencias para el circuito de Chua .
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Figura 3.12 . Realizacion practica del circuito de Chua , usando un circuito integrado con dos

amp-op .

Lista de Componentes

Elemento | Descripcion Valor Tolerancia +
A, Amp-op . (1/2 AD712 o equivalente ) ; '

R, 1/4 W Resistor 220Q 5%
R, 1/4 W Resistor 2200 5%
Rs3 1/4 W Resistor 2.2 KQ 5%
Ay Amp-op. ( 1/2 AD712 o equivalente )

R4 1/4 W Resistor 22 KQ 5%
Rs 1/4 W Resistor 22 KO 5%
Rs 1/4 W Resistor 3.3 KQ 5%
C, Capacitor 10 nF 5%
R Potenciometro 2 KQ

C; Capacitor 100 nF 5%
L Inductor ( TOKO tipo 10RB o equivalente ) | 18 mH 10%
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Ademas de los componentes en la lista, se recomienda colocar un capacitor de blogueo ( C ),
de al menos 0.1uF como se muestra en la figura 3,12, tan cerca como sea posible al amp-op.

con el propésito de mantener las fuentes de alimentacion en estado estable ( ruido minimo ).

III .12 Verificacion Experimental de la caracteristica v -i del diodo Chua

La caracteristica del resistor no-lineal de Ny , puede ser medida por separado por medio del
circuito mostrado en la figura 3.13.

El resistor R, se conoce como resistor sensor-de corriente , se usa para medir la corriente ir
de manera indirecta, ésta es la corriente que fluye a través del resistor negativo Nr cuando se
le aplica un voltaje vg . Una seleccién apropiada de Rs es 10002 .

La corriente ix fluye a través de Rs y provoca un voltaje vig = =100 ig .

:
|

ot
Tl
P
L

=R6 A R2
vt R3C—
N
- - V= Qy—
t Vgt 0
h N
RS = R

Figura 3.13 La caracteristica v-i del resistor negativo puede ser medida al aplicar una forma de
onda de voltaje triangular vs , con cero desbalence de dc y amplitud de 15V
pico-a-pico, con frecuencia de 30Hz .
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IV SIMULACION DEL CIRCUITO DE CHUA EN COMPUTADORA .

IV .1 Simulacion en SPICE y ABC.

Como se mencioné en el capitulo 2 , la simulacion de un circuito eléctrico en

computadora es una de las condiciones para verificar el comportamiento cadtico de un
circuito, para constatar que el circuito de Chua presenta comportamiento cadtico se llevo a
cabo la simulacioén del circuito en el simulador para computadora SPICE version 1.60 para
WINDOWS/4WG de INTUSOFT (c) 1986-1993 .
También existe el programa ABC ( Aventura en Bifurcaciones y Caos) disefiado
especialmente para el circuito de Chua y el cual se puede obtener desde la red de INTERNET
en la direccion: mpk@midir.ucd.ie ; es un programa amigable y compatible con las PC de
IBM , y funciona desde el sistema operativo DOS. En este capitulo se incluyen algunas
graficas realizadas en el programa ABC .

La figura 4.1 es el diagrama esquematico usado para simular el circuito de Chua en el SPICE.

2z
'\Q:\’ R1220 R4 2K
1
AN~ H—WA——
L1 —= =< X1 X2
18MH d_vipvez _| v@evelr AD712 AD712
B T ) s
10 C1 c2
100NF 10N 4 1
3
? R10
125
A —A———
R2 220 R5 22K
R8
R3 3300
200
wove
vce
ot + +
vi V2
9 9

Figura 4.1 Diagrama esquematico del Circuito de Chua en SPICE .
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A continuacion se presenta el modelo para el amplificador operacional AD712

en el SPICE , con el cual se realizaron las simulaciones , el cual es diferente al usado en la

referencia [7] el modelo del operacional puede variar para diferentes versiones de SPICE ; y

se encuentra en la biblioteca de SPICE AD.LIB .

SUBCKT AD712 12995030
*

* INPUT STAGE

*

R3 5 50 6.631

R4 6 50 6.631
CIN1 2 5.5E-12
Il 99 4 100E-3
10S 1 2 25E-12
EOS 60 1 POLY(1) 1724 100E-6 1
EN 7 60 420 1
GN10 1 450 1E-6
GN2 0 2 48 0 1E-6
52 43X
267 4 JX

*

EREF98 0 24 0 1
3

* VOLTAGE NOISE GENERATOR
*

VN1 41 0 DC2

DN1 4142 DEN

DN2 4243 DEN

VN2 0 43 DC2

*

* CURRENT NOISE GENERATOR
*

VN3 44 0 DC2

DN3 4445 DIN

DN4 4546 DIN

VN4 0 46 DC2

*

* CURRENT NOISE GENERATOR
%

VN5 47 0 DC2

DN5 4748 DIN

DN6 4849 DIN

33



VN6 0 49 DC2
*

* SECOND STAGE & POLE AT 12 HZ
*

RS 9 98 2.65E6

C3 9 98 5.00E-9

Gl 98 9 56 151E-1

V2 998 13

V3 1050 19

D1 9 8 DX

D2 10 9 DX

L3

* COMMON-MODE GAIN NETWORK WITH ZERO AT 300 HZ
*

RI1 1617 1E6

C8 1617 5.318E-10

R12 1798 1

E3 1698 POLY(2)1 98 2 98 0 9.9759.975

%

* POLE AT 15 MHZ

*

R13 1898 1E3

C9 1898 10.61E-12
G5 9818 9 24 IE3

s

* OUTPUT STAGE

*

R14 2499  500E3

R15 2450 500E3

CF 24 0 1E-6

ISY 9950 -95E-3

RI16 2999 110

R17 2950 110

L1 2930 1E-8

G6 2750 1829 9.09E-3
G7 2850 2918 9.09E-3
G8 2999 9918 9.09E-3
G9 5029 1850 9.09E-3
V4 2529 0675

V5 2926 0.675

D3 1825 DX

D4 2618 DX

D5 9927 DX

D6 9928 DX

D7 5027 DY
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D8 5028 DY
F1 290 V41
F2 029 V51

*

* MODELS USED

K

'MODEL JX PJE(BETA=1.14E-1 VT0=-2.000 I1S=20E-12 RD=0
+ RS=0 CGD=1E-12 CGS=1E-12)

MODEL DX D(IS=1E-15 RS=0 CJO=1E-12)

MODEL DY D(IS=1E-15 BV=50 RS=10 CJO=1E-12)

MODEL DEN D(IS=1E-12 RS=30909 KF=2.651E-15 AF=1)
MODEL DIN D(IS=1E-12 RS=12090 KF=0 AF=1)

ENDS O*SPICE_NET

Las condiciones iniciales y valores [7] corespondientes a cada componente usadas en la
simulaciéon son como se muestra enseguida :

Cl1 100NF 1C=220.014MV
C2 10N IC=2.286V
L1 18MH IC=1.810MA

Las graficas caracteristicas que se pueden obtener de la simulacién del circuito de Chua, se
obtienen al variar el valor de R o C1 [7] del circuito. Dado que los capacitores variables son
mas dificiles de implementar, se prefiere el uso de un potenciémetro de precision para variar el
valor de R . Las graficas caracteristicas y sus valores en Siemens y Ohms [12],

se presentan en la tabla 4.1 ; y son las siguientes :

Punto de Equilibrio  1960€2 ; 510puS

Periodo 1 1886Q2 ; 530uS
Periodo 2 18622 ; 537uS
Periodo 3 1843Q2 ; 542uS
Periodo 4 185502 ; 539uS
Espiral Chua 1 1848Q2 ; 5418
Espiral Chua 2 1818Q2 ; 550uS
Rollo Doble 1769C) ; 565u8
Ciclo limite 142092 ; 704u.S

Tabla 4.1
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Debe notarse de la tabla 4.1 que los valores de R tienen valores relativamente cercanos. Los
valores fueron tomados de ABC.DOC [12] y pueden ser diferentes a los obtenidos
experimentalmente, en cualquier caso son los valores de referencia a usar durante la
simulacion en SPICE .
En la figura 4.2 se muestra para VC1 : en la parte superior la forma de onda en el tiempo, el
espectro de frecuencia en la parte inferior y el cuadro de fase ( VC1 vs VC2 ) en la parte
central ; la simulacion es para R = 1886 Q) .
En la figura 4.2 puede notarse la dificultad para definir si la sefial es periddica , el espectro en
potencia nos indica que la seiial es periddica ( notese el pico de potencia ) ;
y el cuadro de fase sirve de patron grafico de referencia .

Nota 1

El simulador usado se indica en las graficas usando { }

2

-4.47 347

2
2 g
g & @)
& 145 § 247
4
. :
245 147
345 4785M
10.00K 20.0K 30.0K m 40.0K d
He

PERIODO 1; TIEMPO, CUADRO DHE FASE, FRECUE

Figura 4.2 { SPICE}
En las figuras siguientes se muestran las graficas en Tiempo y Cuadro de Fase ( VC2 vs VC1)

para los tipos definidos en la tabla 4.1, con los valores de R indicados
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4.20M 8.20M 68.20M 7.20M
SEG.

320M

4.5%

(A

355

8.31

1.55

4

EQUILIBRIO

Figura 4.3 {SPICE}

4.40M 5.40M 6.40M 7.40M
SEG

3.40M

87

18.1

n

q

o
SLT0A NS LOA

L]

-
~

S170A NS LOA

829

3.13

-10.3

-a72M

PERIODO 1

Figura 4.4 {SPICE}
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w a NNNAAARA AN
L) REARARARA.

3.40M 4.40M 3.40M 6.40M 7.40M
SEG.

PERIODO 2

Figura 4.5 {SPICE}

420 -830M

220 265
§ g
E 200M E 483
* B

1.80 865

.80 868

3.40M 4.40M 5.40M B.40M 7.40M
SEG.
PERIODO 3

Figura 4.6 {SPICE}
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8.35 4.84
6.38 840M
g
G 43 g 318
g 8
2238 -7.18
350M -11.2

3.30M 4.30M 5.30M 6.30M 7.30M
SEG.

PERIODO 4

Figura 4.7 {SPICE}

4.08 -380M
2.08 4.39
i d
G 7™M g 33
-1.04 -12.4
-3.04 -16.4
3.60M 4.80M 8.80M 6.60M 7.60M
SEG.
ESPIRAL CHUA 1

Figura 4.8 { SPICE }
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4.81

VC1ENVOLTS

3.19

282

-132

3.00M 5.00M 7.00M 0.00M 11.0M
SEG.
ESPIRAL CHUA 2

Figura 4.9 {SPICE}

136

VC1 ENVOLTS

-2.40

3.8

-4.19

-8.10

-122

3.00M 5.00M 7.00M 9.00M 11.0M
SEG.
ROLLO-DOBLE

Figura 4.10 {SPICE}
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16.8

9.78

VC1EN VOLTS

-250M

-103

VC1 EN VOLTS

8.30

3.70

-137

218M

2.68M 208M
SEG.
CICLO LIMITE

3.38M

3.78M

Figura 4.11 {SPICE}

De las figuras 4.3 a 4.7 se dice que el circuito presenta bifurcaciones ,y dela figura 4.8

a la figura 4.10 se dice que presenta caos [7].

En la figura 4.12 se presenta el comportamiento de Periodo 1 para ilustrar las bifurcaciones y

en la figura 4.13 se presenta el Rollo-Doble para ilustrar el caos, ambas usando el programa

ABC; en ambas graficas existen tres planos inclinados , de arriba hacia abajo : D1, DO, D-1

7.
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CHUA OSCILLATOR

B 258 pssdiv
13 = 1 mA~div

'}

u

200 mUrsdiv

vl 2 VUrdiv

PARAMETER EIGENVALUES

L + 18.900 nH
RO + 12.508 @ //,/’ffbﬁ_hq_hﬁ_&__*' OUTER REGION
C2 +10@.008 nF -1.847D+04,
6  +530.800 pS - +1.6896D+82

Ga -757.576 PS +/-j8.189D+85
Gh -409.890 pS

E + 1.880 V INNER REGION

€1 + 18.088 nF +2.8089D+04,
-5.6628D+03
+/- j0.287D+85
CURRENT STATE \
13 - 2.082 nA ' _
vz -867.489 ny \ OPTIONS FILE
Ul o+ 2.281 VU N

DATA FILE (C)

<Adxes <Bouffer <COIr <F>ile <(I>ntegration <P>arams <Puit <R>un <S>tate <Udiew

Figura 4.12 Periédo 1 {ABC}

El Rollo- doble de la figura 4.13, se caracteriza porque las trayectorias pasan del plano D1 al
plano D-1 de manera cadtica, y su forma de onda es mas facil de reconocer comparado

con la del periodo 1 de la figura 4.12 .
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\ . 1Y {Y\
. A WA R AWEL
t w250 psodiv || .*u.\’gz’f/\r:’?\/ AN ?‘.\h’ A\
13 0 1mAasdiv |[LAVTRCNY 0N YERYIY)
- 4 / ¥ y 3
UZ B 208 nVsdiv {( K/ WAY
\ _

Uts 1 Usaiv |

CHUA OSCILLATOR |[

1 '] 1 I 1 '} 1 ' 1 1 1 1 L A 1 L ! | 1

PARAMETER
L + 18.868 mH
RB + 12.5688 0
C2 +100.888 nF
G +565.0808 p3S
Ga -757.576 pS
Gh -469.898 pS

EIGENVALUES

OUTER REGION
-2.3148D+84,
+6.0645D+02

+/-j8.192D+05

E + 1.008 VU INNER REGION
C1 + 18.808 nF +2.5358D+04,
—6.2222D+03

+/-j8.199D+85

CURRENT STATE
13 -472.813 pA
vz +295.874 mV
vi + 2.182 V

OPTIONS FILE

DATA FILE (C)

WMoxes B uffer <COlr <Fdile <I>ntegration <PYarams <Q>uit <R>un <S>tate <Udiew

Figura 4.13 Rollo- Doble {ABC} .



IV .2 Simulacién de la caracteristica del diodo Chua .

Para asegurarse que el diodo Chua funciona adecuadamente , en el capitulo 3 en la
figura 3.13 se presenta el esquematico de la realizacion practica para evaluar el diodo Chua.
El esquematico usado para simular en SPICE se muestra en la figura 4.14 y la simulacién en
SPICE se muestra en la figura 4.15 .

I¢U4) IR Y ucioy vR Y uc1e> uR

R8 10000
L AN\ ———

UCL) VIN

=7.5V

PULSE

X1 AD71
: uc13)

U¢3> VIR

Figura 4.14 Esquemitico para evaluar el diodo Chua

2.600M
1.000N = :
[ ;
E o \!
o ;
" 0 [+ ’ffr -t B Nt e e ';;;: +
& : ]
< E \
-1.060H -
-2.608N
-9.0800 —4.000 4.000 8.000
IR vs. UR EN UOLTIOS

Figura 4.15 Caracteristica del diodo Chua .



V RESULTADOS EXPERIMENTALES Y CONCLUSIONES
V.1 Resultados Experimentales

La implemetacion del circuito de Chua propuesto ( figura 4.1) permitio obtener los de
la simulacién en SPICE y el programa ABC. A continuacion se muestran fotografias del
comportamiento generado por el circuito en el orden de la simulacion y de la tabla 4.1 del
capitulo anterior donde el diagrama del experimento es como se muestra en la figura 4.1 .

Las fotografias siguientes son de VC1 (eje Y ) contra VC2 ( eje X ) en todos los casos a
excepcion de la Gltima donde la sefial esta invertida en el eje Y debido a la medicion respecto
de la obtenida por simulacion, pero los valores de voltaje coinciden con los valores de la
simulacion.

Figura 5.1 Equilibrio .
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Figura 5.2. Periodo 1.

Figura 5.3 Periodo 2.
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Figura 5.4 Periodo 3.

Figura 5.5 Periodo 4
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Figura 5.6 Espiral Chua 1.

Figura 5.7 Rollo- Doble.
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Lt ——1-~—+~—"—4—+'-_-+-

Figura 5.9 Caracteristica del Diodo Chua .

49



Tabla de resultados experimentales

Punto de Equilibrio 3
Periodo 1 1714Q) ; 583uS
Periodo 2 16932 ; 590uS
Periodo 3 1669Q2 ; 599uS
Periodo 4 1688C2 ; 592uS
Espiral Chua 1 16792 ; 595uS
Espiral Chua 2 16302 ; 613uS
Rollo Doble  (1626-1515)Q2 ; (615-660)uS
Ciclo limite ~ (1318-1021)Q2 ; (758-979uS

Tabla 5.1

V.2 CONCLUSIONES

1.- Como se muestra en el capitulo 2 la representacion matricial del circuito de Chua puede
normalizarse, vy los parimetros del circuito pueden modificarse para que modele el
comportamiento de otros circuitos diferentes al de Chua; de tal manera que el circuito de
Chua Ilega a ser un circuito CANONICO para todos los circuitos que puedan generar

bifurcaciones y caos .

2.- La clasificacion de la familia de circuitos de Chua esta definida y hay informacién suficiente

en las publicaciones cientificas.
3.- La implementacién del circuito de Chua es fisicamente realizable con el amp-op. AD712

y dentro de la tolerancia propuesta . Los resultados de la tabla 5.1 en el valor de R difieren de
los de la tabla 4.1 debido a que los valores de la tabla 4.1 son los valores teéricos y los valores
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medidos dependen tanto de la tolerancia de los componentes como de la construccién del
amplificador operacional usado . La resistencia interna de la bobina ( 22.5 Ohm medido , 12.5
Ohm téorico ) usada afecta el valor de R para el cual se presentan de manera practica los

comportamientos en la tabla 4.1.

4.- En la simulacién se asignan condiciones iniciales al sistema para capacitores e inductores a
fin de que las rutinas del simulador funcionen , pero en la practica las condiciones iniciales no
pueden ser medidas aunque se sabe que todo componente fisico ( capacitor, bobina ) por el
hecho de tener temperatura ambiente debe tener cierta carga, por lo que no podemos esperar
que los resultados de la simulacion corespondan de manera exacta a los resultados
experimentales, debe considerarse por lo tanto a la simulacion como un resultado de referencia

para la implementacion practica .

5.-Fué posible realizar la simulacién en SPICE usando al operacional AD712 para la version de
SPICE que se indica obteniendose resultados parecidos a los de la referencia bibliografica.
Aunque la implementacién del circuito de Chua es una realizacién "robusta” una de las
condiciones para modelar un VCVS es corriente de entrada cero hacia el operacional,
verificando las caracteristicas del AD712 tiene una corriente de entrada de 50 nA miximo, que
es 10 veces menor que la correspondiente al amp. op. LM741N.

La realizacién fisica del circuito de Chua es factible con cualquier amp. op. diferente del
AD712 siempre y cuando la corriente de entrada al amp.op. sea del orden de nA, lo cual se
tiene para los amp. op. con entrada J-FET.

6.- Las fotografias que se presentan en los resultados son para valores de R donde el
comportamiento del circuito es mas estable en el sentido de que las trayectorias se mantienen,

pero se mueven tan rapidamente que no es posible graficarlas en un osciloscopio digital de
poca memoria, por lo que para estudiar éste circuito es necesario un osciloscopio digital como

el Hitachi VC- 6025 que se usa en la referencia [7] .

7.- El objetivo de la tesis se cumplio satisfactoriamente.
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V.3 RECOMENDACIONES

1.-Como una de las aplicaciones de los sistemas cadticos son las transmisiones ocultas
(en todo el espectro de frecuencia ), se recomienda hacer trabajos de estudio en sistemas de
transmision que usen la sefial generada por el circuito de Chua, como portadora de

transmision.

2.- Incluir el presente trabajo de tésis como una referencia al curso de Control II, en ¢l que se

abarcan temas sobre Sistema No-Lineales .
3.- Realizar la implementacién del circuito de Chua usando una caracteristica v-i del diodo

Chua diferente, a la usada en éste trabajo de tésis . Refierase a [12] para las diferentes

caracteristicas v-i , y a la referencia [13] para la implementacion de una caracteristica diferente.
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Apéndice A
Convertidor de Resistencia Negativa (NCR) usando un VCVS segiin la referencia [10]

| R1
: 2 4 41
v \_’d VCVS » Vo Mw
3 JVA'A' ’
v
<R3 2
— 0 NR
= (a) (b)

Figura A-1 (a) Convertidor de Resistencia Negativa usando un VCVS .

(b) Carateristica v-i de un convertidor de Resistencia Negativa usando un VCVS.

De la figura anterior , la Ley de Corrientes de Kirchoff ( LCK ) para el nodo 1 resulta en :

,=(V—Vo) Al
i _Rl (A1)

La Ley de Voltajes de Kirchoff ( LVK ) para la malla que pasa por los nodos
1-3-0-1 resulta en:

v=y, +[ i ]vo (A2)
R, + R,

De la figura (b), la funcion de transferencia de voltaje para el VCVS es:

v, = Av, (A3)
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Por lo tanto de (A3) en (A2)

v=[&+(1+A)&]v
AR, +R) |

Despejando v, de (A4):

, =[M]v
"R +1+ AR,

Sustituyendo v, de (A5) en la ecuacién (Al)

i=[ (1-A)R, +R, ]v
R[R, +(1+A)R)]

Para un valor de A suficientemente grande, (A6) se reduce a :

Mas aun al escoger R; = R; se tiene que :

4

(A4)

(A3)

(A6)

(A7)

(A8)

El resultado grafico v-i de (A8) se presenta en la grafica (b) superior derecha .

donde mMNR = - l/R;; .
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Apéndice B
Convertidor de Resistencia Negativa basado en un Amplificador Operacional .

Segun la referencia [10] .

El amp-op . es modelado como un VCVS con una caracteristica de transferencia de

voltaje, de tres-segmentos lineales -por tramos; como se muestra en la figura siguiente .

Esat' T

—/.,_—E sat

(b)

Figura B.1

El modelo toma en cuenta un voltaje de desbalance vos diferente de cero , ganancia finita de

A en la region lineal, y niveles de saturacion ( posiblemente diferentes ) -Esat- y Esat+

Al aplicar la ecuacion general de la recta ( Yoo = m ( Xp1 -Xa ) + Ya ), para la figura anterior

se obtiene lo siguiente :

—Esat™

SATURACION NEGATIVA () v, =~Esar™  (b) v, < —

+Vpy (B1)

Esat™ Esat*

LINEAL (a) Y, = A(vd - vos) (b) - ¥ +Vos < Va - 4 T+vos (B2)

SATURACION POSITIVA (a) v, = Esat*  (b) v, 2 + Vg (B3)
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A continuacion se presenta el analisis para NR1 , partiendo de la figura B.2.
El siguiente analisis es valido para cualquier NR en general .

Para la terminal no-inversora del amp-op. en el nodo 1 se tiene que la LCK es:

. (v=v,)
j=—2 (B4)
R,
1 w—
+ i [ R
: —t \—_L___
+ 2| v,
Vv A >D+ °.
V . . =
L~
3 —m—
R2
=
— 0;= R3 NR
Figura B.2
La Ley de Voltaje de Kirchoff ( LVK ) para la malla 1-3-0-1 en la figura anterior es :
R,
=v,+
v=y, R +R v,

Al considerar las tres regiones lineales de la caracteristica de transferencia , por separado.

Amplificador Operacional en saturacion positiva

De (B1) se tiene que en saturacion positiva : v, = —Esat”
- - : . v Esat’
y al sustituir para v, en la ecuaciéon (B4) se tiene i= —E - ';
1
. - " Esat*
De (B1) el amp-op. esta en saturacion positiva para : V2 y +V,g

que se conoce como la ecuacion de validacion para la region positiva .

(B3)

(B6)

(B7)

(B8)
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Al sustituir (B6) y (B7) en (B8) se tiene que :

vz[E’“’++vm]+ R garr (B9
A R +R

v2| BrAF AR, o oy, (B10)
A(R, +R,)
Lo anterior corresponde a la parte derecha de la figura B.3 , los puntos de quiebre estan
. _[R+Q+ AR, .
definidos por : Bp™ = [R’ ]Esat +v,.: (BIl)
A(R, +R,) »
y de (B7) la pendiente esta definida por my, = Ri (B12)
1
Para un valor de A grande, se tiene que : Bp* = [R,TR, ]Esat* +vys (B13)

Amplificador Operacional en la region de saturacion negativa

Respecto al anilisis anterior solo se cambia v, = Esat™ por v, = —Esat”

" 1 . . T
la pendiente m, =— se mantiene , y la ecuacion de validacion resulta ser, tal como en el
1

R+ QA+ DK oot 4, (B14)
A(R, +Ry)

limite superior de la region de sat. positiva -Bp™ = —[

Amplificador Operacional en la region lineal

En la region lineal , de (B2) v,=A(v, = Vps) (B15)
sustituyendo para v, en la ecuacion (B4)

_Yy _ A(v; —Vos) (B16)
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Al sustituir Vo de (B15) en (B5) y desarrollando ;

v=v,+ R, v,
R, + R,
v=v,+ By A(vd—vos)'
R, +R,
v=[&+“”)"a]vd_ AR,
R, +R, R, +R,

Al reescribir v, de (B19) en términos de v se tiene :

)= {__Rzi}v s [__A&_]
R, +(1+ A)R, R, +(1+ A)R,

. +
al despejar de (B20) Vy = Vg = [Rz le :3)& j|(v = Vos)
Sustituyendo para (v, —v,,) en de (B21) en la ecuacién (B16) se tiene :

,-=[ (1- DR, +R, }H[ A(R, +R,) ]v
R [R, +(1+ A)R,] R[R +(1+ AR, | *

Para un valor de A grande,

i=- [—R’—]v + [M]vos
RR, RR,

De (B2) el amp-op. esta en la region lineal cuando :

Esat™ Esat*
- +Voe S V; S 1 +Vos

(B17)

(B18)

(B19)

(B20)

(B21)

(B22)

(B23)

(B24)
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De manera equivalente , sustituyendo v, de (B24)en (B20) vy desarrollando la desigualdad :

e +vys S vd=[¢£——]v + [ 2 ]vos < E{+vos (B25)
A R, +(1+ A)R, R, +(1+ A)R, A

Por lo tanto al acomodar la desigualdad (B25) para v se tiene que el amp-op. est en la region

lineal para :
—[R’+(1+A)R’}Esat‘+vos <v < [M]Esat*+vos (B26)
A(R, +Ry) A(R, +R,)

Para un valor de A ( ganancia del operacional ) grande , lo anterior se reduce a :

—[ & :|Es'at' +Vps SV < [-—R’—]Evat+ +Vpe (B27)
R, +R, R +R,

Los intervalos y pendientes obtenidos, se refieren a la figura B.3.

i
| Mg
|
Mo/ | L os b B W
-Esat ' -Bp i —— \"4
? |
|
Satura.cion * - e L@@ e v satg:lr:acion
Negativa Positiva
Figura B.3
R [R, +(1+ AR, ] (1- AR, + R,
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Para un valor de A grande ,

e B30) o5~ RBIR| (B31)
RR R
Considerando R; =R, y vos= 0 se tiene la aproximacion .
ot (B32) oS 0 (B33)

. gisin 1
y de (B12) para la region de saturacion positiva m r

El analisis anterior se desarrolld para NR1, pero es valido para cualquier NR cambiando
unicamente los subindices de las resistencias y de las pendientes .

Entonces se tiene la siguiente sustitucion para NR2 partiendo de las formulas para NR1 .
Ri—= Ry 5 Rz—)Rs, R;— R (B34)

my —> my; , My —> Moz , ' (B35)

Tomando en cuenta (B12 ), (B13), (B33) y la consideracion en (B34), (B35).

m s m -4 (B36)
R R

m L om 1 (B37)
R R

Bp* 4 Esat* v —> Bp' s _ Esat* v (B38)
R, R R, R,
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Apéndice C
Conexion Paralela de dos Convertidores de Resistencia Negativa
segun la referencia [10] .
Se conectan dos Resistores de Resistencia Negatica ( NCR -siglas en Inglés ) NR1y NR2

como se muestra en la figura C.1 siguiente :

Y2 i

—> - ! D19

+ i + ¢ '2 + I1 " Moy :
"‘mﬁ" +Bp2 +Esat 1 i am%*&l
vV V2 vi Esat  -Bp2 Sn\m v,  -Esst Bp1 : Vi
B B B | mor
NR2 NR1
’ () (b)
Figura C.1 |

El paralelo de NR1 y NR2 tiene la grafica caracteristica lineal por tramos , que se muestra

en C.1 (a), (b) correspondientes ; con pendientes my; y my; y puntos de quiebre 3Bp para el
caso de NR1, similarmente para NR2 las pendientes son mo; y m;,y puntos de quiebre #Bp; ;
el resultado final del paralelo de NR1 con NR2 de manera grifica es una caracteristica de
cinco-segmentos lineal-por tramos como se muestra en la figura C.2, donde las pendientes son

m.; mp y m, y dos pares de puntos de quiebre en £Bp, y 1Bp; .

i
Mo
: ks
m-1 ' Bp Bp1 Esat
} } 2 f——
-Esat -Bp, -Bp; | v
Mo : mM_q
l
(e)
Figura C.3
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De las ecuaciones de la recta para la caracteristica v-i de NR2 en la figura C.1 (a)

se tiene:

~Bp,my, = (Esat - Bp,)m,  (Cl)
entonces despejando de (C1) Esat my, = Bp, (m,, —m,) (C2)

Del sistema de ecuaciones de las figuras C.1 (a),(b) y C.3 en la pagina anterior :

m = my, +n, (C3)
my = my, +my, (C4)

de donde haciendo la resta de ambas ecuaciones :

Mgz - My = Mg =My (C5)
despejando mg, de (C1)
Bp,
=—%(m, - Cé
My =g Mo =) (Co)

sustituyendo (C5) en (C6) y despejando para my

m m, (C7)
2 sz 02
Bp, — Esat
my = — ’Ew (my —m,) (C8)
Al despejar de (C3) m, = m, —m, (C9)
y sustituyendo (C8) en (C9)
m, = szm'l + (Es‘at - sz )mo (CIO)

! Esat



De las ecuaciones de la recta para la grifica caracteristica v-i de la figura C.1 (b) para NR1.

-Bpm, = (Esat — Bp,)m,,

. Bp
entonces despejando de (C11 m, =—"1 —
spej (C11) "= Bp — Bsat
Procedimiento de Disefio
Al igualar (B31) y (C10) , considerando A>>0
i _1 _ Bpym +(Esat” - Bp,) my
B Esat*

Esat*

y despejando para Ry setiene R, =
' (Bp, — Esat™) m, — Bp,m,

Al igualar (B36) con (C6) y despejar para Ry se tiene

_ Esat*
sz( m, = ml)

4

Al igualar (B37) con (C8) y despejar para Re se tiene

Esat®
(Esat™ - Bp,) (m, —m,)

R, =

Al igualar (C12) con (B12)

_ 1 ___ B
m,, = R my, = B my,
A p, — Esat

y desarrollando para Bp, se obtiene :

Esat

Bpl 5 —
(1=mRy)

(C11)

(C12)

(C13)

(C14)

(C15)

(C16)

(C17)

(C18)
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GLOSARIO DE TERMINOS

Atractor.- es el conjunto invariante de puntos en el espacio de fase al cual todas las orbitas
cercanas entre ellas convergen o son atraidas .

Bifurcacacion.- la palabra significa division en dos, un cambio; en los sistemas dinamicos se
refiere a los cambios de las trayectorias en el espacio de fase al variar los parametros
del circuito ( R o C en el circuito de Chua ).

Caos .- de manera conceptual caos es el comportamiento de sistemas deterministicos con
elementos no lineales, los cuales presentan una sensible dependencia sobre las
condiciones iniciales de las ecuaciones del sistema.

Circuito lineal.- es aquel que se compone unicamente de fuentes independientes o dependientes
linealmente y elementos lineales ; tal que cumple elTeorema de Superposicion.

Elemento lineal.- es aquel cuya relacion basica se representa con una recta que pasa por el
origen (ej. v=Ri,q=Cv).

Fractal .- es la representacion grafica de una estructura geométrica , la cual aparece a muchas

escalas después de varias amplificaciones.
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