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RESUMEN

El problema de obtener informaci6n de las propiedades estadisticas de superficies
rugosas aleatorias a partir de imdgenes remotas fue resuelto por Alvarez Borrego en
1993, que present6 un modelo para superficies uni y bidimensionales, validando éstos con
ejemplos numéricos y resultados experimentales.

En este trabajo se realizd el mismo desarrollo descrito por Alvarez Borrego en
1993, utilizando los mismos pardmetros geométricos y también para superficies uni y
bidimensionales, pero con una funci6n de brillo Gaussiana y no una tipo rect o circ, como
en el caso presentado por €l

Este trabajo ha sido motivado por la inquietud de algunos investigadores que han
trabajado en este mismo campo y que han comentado que posiblemente una manera mas
sencilla de describir las estadisticas de primer y segundo orden de superficies rugosas
aleatorias, sea a través de una funcién de brillo Gaussiana y no mediante una funcién rect
o circ.

Los resultados mostraron que con la funcién de brillo Gaussiana es posible
obtener una relacién analitica en las ecuaciones y no tan solo numérica como sucede al
utilizar la funcién rect o funci6n circ. Pero al analizar el comportamiento de las relaciones
analfticas obtenidas en las distintas geometrias, pudo observarse que los valores obtenidos
de variancia y de la correlacién son muy pobres. Ademds, la imagen que se obtiene al
utilizarse una funcién de brillo Gaussiana nos deja con el problema inicial de tener un
rango de valores de grises en la imagen y esto es una dificultad cuando uno desea aplicar
este modelo a situaciones fisicas reales. Concluyendo que las funciones de brillo rect o
circ son de mayor utilidad en la aplicacién del modelo que una funcién de brillo
Gaussiana.
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I INTRODUCCION

Los estudios fisicos que se realizan en el medio ambiente marino y especialmente
en las zonas costeras, constituyen un aporte al conocimiento hidrodindmico de ¢stas. Las
investigaciones que se realizan con la finalidad de conocer detalladamente la
hidrodindmica de las aguas costeras, son de particular importancia para atender las
necesidades que se presentan en la programacién de la explotacién de los recursos
naturales y en el disefio de obras e instalaciones que serdn utilizadas por la industria, el

turismo o la maricultura.

Los oceanégrafos han tratado de entender la compleja estructura de la superficie
marina para lo que han desarrollado técnicas que les permitan obtener series de tiempo de
altura de oleaje con la ayuda de sensores de presion. La importancia de obtener esta
informacién radica, en que apartir de ella, se pueden explicar la generacién de las olas, la
propagaci6n y prediccién de las mismas y los intercambios de energia entre masas de

agua.

Recientemente, con la gran necesidad que se tiene de poder contar con
mediciones locales de oleaje, tanto en escala espacial como temporal se han realizado
estudios para estimarlo de manera cuantitativa empleando imagenes de radar y fotografias

aéreas. Desde fines del siglo pasado se empezaron a medir algunos pardmetros Gpticos



(irradiancia ascendente, irradiancia descendente, etc.) y oceanogrédficos (temperatura,
salinidad, densidad, etc.) con la finalidad de estudiar la superficie del mar (Jerlov, 1976).
La irradiancia de la luz reflejada sobre la superficie del mar fue el primer pardmetro
6ptico que se midi6, después se efectuaron mediciones de la irradiancia espectral a varias
profundidades, la cual aunada a otras variables oceanogréficas se utiliza para determinar
la productividad orgdnica primaria del océano. Las ventajas que presentan los métodos
6pticos para el estudio de la superficie marina es que pueden aplicarse tanto para el
estudio de olas en aguas profundas como en aguas someras, y el procesamiento de los

datos es rdpido y sencillo comparado con otros métodos (Alvarez Borrego, 1993).

A mediados de este siglo, Cox y Munk (1954a, 1954b) realizaron estudios de las
pendientes de la superficie del mar derivadas de las reflexiones especulares de la luz sobre
la superficie marina, patrén de brillo, las cuales son grabadas en fotograffas aéreas. En
una primera aproximaci6n, estos autores encontraron que la distribucion de las pendientes
es Gaussiana. Simultdneamente con estos estudios, Barber (1954) estimé la
direccionalidad de las ondas del mar a partir del patrén de difraccién de una imagen de la

superficie marina.

Tiempo después, en 1958, Cox realiza mediciones de pendientes de olas capilares,
encontrando un comportamiento bastante complicado de la variancia de las pendientes

en funcién de la velocidad del viento. Estudios posteriores en el estudio del oleaje fueron



llevados a cabo por Stilwell (1969) quien analiz6 fotograffas de la superficie del mar con
la ayuda de un sistema 6ptico; Kasevich (1975) continud el trabajo de Stilwell, llegando a
concluir que la luz que llega a la cdmara, después de ser reflejada por la superficie, estd
relacionada con la orientacién y la altura de la cédmara; Peppers y Ostrem (1978)
propusieron un modelo para determinar fielmente las pendientes de las ondas a
partir de fotografias del mar; Chapman e Irani (1981) reportaron un andlisis de los
errores involucrados al estimar el espectro de pendientes de la superficie del mar

mediante fotograffas aéreas.

Actualmente se han llevado a cabo estudios para calcular las propiedades
estadisticas de la superficie marina por medio de fotograffas aéreas. Alvarez-Borrego
(1993) trabajando con superficies rugosas aleatorias en una y dos dimensiones, aplica una
funcién, llamada funcién de brillo, utilizada para encontrar la relacién entre la funcion de
autocorrelacién de las variaciones de la intensidad en la imagen del patrén de brillo con la

funcién de autocorrelacién de las alturas de la superficie.

La funcién de brillo describe el brillo que se produce cuando la luz que proviene
de 1a fuente se refleja s6lo una vez en la superficie. De esta manera, puede observarse que
la imagen de la superficie consiste en regiones brillantes y oscuras que forman un patrén
de brillo, el cual es codificado en dos niveles escogiendo un umbral adecuado después de

analizar el histograma de intensidad de la imagen. A los niveles “brillantes” se les asign6



el valor de uno y a las regiones obscuras se les asigné el valor de cero. De esta manera
encuentra que los patrones de brillo obtenidos en el plano imagen contienen informacién
estadistica de las alturas de la superficie del mar, ya que, dependiendo de la pendiente

local, la luz reflejada por cada punto de la superficie contribuye o no en la imagen.

En este trabajo se presenta la metodologfa desarrollada por Alvarez Borrego
(1993) pero con una funcién de brillo distinta. La funcién utilizada aqui es una
funcién Gaussiana. Esta funcién fisicamente describe el perfil de intensidad de la fuente
de luz el cual tiene una forma Gaussiana y no una distribucién constante como el caso

presentado por Alvarez-Borrego (1993).

Este trabajo ha sido motivado por la inquietud de algunos investigadores que han
trabajado en este mismo campo y que han comentado que posiblemente una manera més
sencilla de describir las estadisticas de primer y segundo orden sea a través de una

funcién de brillo Gaussiana.



II OBJETIVO

Comprobar si una funcién de brillo de forma Gaussiana puede aplicarse para
resolver estadisticas de primer y segundo orden de superficies aleatorias como la

superficie del mar.

I1.1 OBJETIVOS PARTICULARES

a) Obtencién de momentos de primer y segundo orden de superficies

bidimensionales de una sola escala que contienen informaci6n de un espectro Gaussiano.



I METODOLOGIA
Descripcién de la situacion fisica.

Se ilumina la superficie con una fuente gaussiana e incoherente y con una
extensién angular ¢, su imagen es formada en D. El dngulo de incidencia, 0, se define
como el 4ngulo entre la direccién de incidencia de la luz y la normal a la superticie
promedio y 8, representa el dngulo promedio que subtiende el sistema Optico de
deteccién con la normal a la superficie promedio, B es el didmetro aparente de la fuente.
La luz que proviene de la fuente llega a la superficie, y €sta es reflejada sélo una vez, y
dependiendo de la pendiente la luz reflejada contribuird o no a la imagen de la superficie.
La imagen obtenida consistird de regiones brillantes, semioscuras y oscuras, formando el
“patrén de brillo”. Los patrones de brillo obtenidos en la imagen contienen informacion

estadistica de la superficie (Alvarez-Borrego, 1995).

Z
o D

Figura 1. Esquema de la situacion fisica.



Para obtener la informacién de la estadistica de las variaciones de altura de la
superficie rugosa, primero se definen ciertas variables. Las variaciones de altura de la

superficie estdn dadas por la funcién {(x), que en todos los casos representard un
proceso aleatorio Gaussiano con una funcién de correlacién C, (1) = <C(x+t)§(x)> y
una variancia 0'2. La pendiente de la superficie la representaremos como II(x), con su

funcién de correlacién C; = (H(x + 1:)1'I(x)> y su variancia 0'121 .

La funcién de correlacién de las alturas de la superficie C, (1) estd relacionada

con la funcién de correlacién de las pendientes Cp; (T) , como: (Papoulis, 1981)

d’C, (1)
Cn(M=-"g7 > (1

Por otro lado, las pendientes de la superficie II(x), son un proceso aleatorio

Gaussiano, por lo que la funcién de densidad de probabilidad conjunta de las pendientes,

para dos distintas posiciones x; y x, estd dada por (Davenport y Root, 1958):



1 I1? + 112 — 2C, (0)I1,11
p(Hl’H2)= 2 2 7 SXP[— l : < =k (2)
2n6L[1-Ch (D] 204[1-C(7)]

donde, I1, y I1, corresponden a Il(x,) y II(x,) respectivamente.
La imagen, i(x), formada en el plano D, figura 1, es un proceso aleatorio no

estacionario determinado por II(x) y la geometria del problema. El proceso i(x) no es
estacionario a pesar de que los procesos {(x) y I1(x) sean estacionarios, y esto es debido

a que las propiedades estadisticas de i(x) son funci6n de su posicion en x.

Sin embargo esta no estacionaridad se puede evitar si consideramos un plano de
observaci6n lejano y restringimos el campo de vision. Para este caso y solo con las

consideraciones anteriores tendremos la funcién de correlacién del proceso i(x), asociado

a la imagen, como C,(7) = (i (x+1)i(x) > , ¥ Su variancia como 0',7“.

El patrén de brillo, regiones brillantes y oscuras que forman la imagen, estd
determinada por la superficie misma, y por la “funcién de brillo”, que se calcila de las

posiciones y los didmetros aparentes de la fuente y el detector. Dicha funci6n opera sobre

las pendientes y la definiremos como B(H(x)), y con la que podemos encontrar la



ubicacién espacial y la extensién de los brillos. Asi la autocorrelacién de la imagen,

C, (1), puede escribirse como:

C = <B(H1)B(H2)>’ 3)

 )B(11,) [ M2 +I12 - 2C (DI, TI,

Mdr,. @
Cm= H 2n0'n[1 R 262 [1-CA (0)] ]d dll;- ()

Con la evaluacién de esta integral se obtiene la relacién entre los valores que

adquieren las funciones de correlacién C; (1) y Cy (7).

La metodologia utilizada en este trabajo varfa con respecto al realizado por
Alvarez-Borrego (1993), en el tipo de funcién de brillo. Puesto que Alvarez-Borrego
utiliza una funcién de brillo rect(x) considerando que la intensidad con que llega la luz es

uniforme en toda la superficie. Por la que en este trabajo se estd considerando una
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funcién de brillo de tipo gaussiana de tal manera que la intensidad de la luz serd mayor en

el centro e ir4 disminuyendo hacia las orillas.

La diferencia entre estas dos funciones se puede ver graficamente en la figura 2,

donde 2a corresponde al ancho de la fuente.
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1.07 T
0.871

0.67

0.47 2a Gaussiana(x)
0.27 v

0.0 : :

-0.009 -0.006 -0.008 0 0.003 0.006 0.009

Figura 2. Esquema de la diferencia entre la funcién rect(x) y la funcién gaussiana.
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IV RESULTADOS
IV.1 Relaciones entre las variancias de la imagen, pendiente y superficie.

IV.2 Caso Unidimensional.

La funcién de brillo en forma Gaussiana puede definirse como:

B(IT) = exp{—(n—%)—w , 5)

donde IM=tano, y o es el dngulo entre el eje x y el plano tangente a la superficie en un
punto (X,,{(X,)) (figura 3), T, =tan[(8, —84)/2] y 2a = (1+11;)B/2 define el ancho
de la fuente. La funcién de brillo es la que nos describe la formacién de los patrones de
brillo que constituyen la imagen. Esta funcién relaciona las pendientes de la superficie con
los patrones de brillo que la forman. A partir de la informacién obtenida del patrén de
brillo se desea obtener la informacién del espectro de energia o de la funcién de

correlacidn de las alturas de la superficie.
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/ >X

Figura 3. Esquema del dngulo que se forma entre el eje x y el plano tangente a la

superficie.

De la teorfa de procesos aleatorios, se tiene que el proceso aleatorio II(x) que

representa las pendientes de la superficie es un proceso aleatorio Gaussiano. Por lo tanto

en una dimensién la funcién de densidad de probabilidad estd dada por

p(IT) = ! eXP—H2 (6)
oq 21 265 |
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donde 62 es la variancia de las pendientes. El promedio de la imagen, se puede escribir

como (Papoulis, 1981)

w, = [ BT @

Sustituyendo la ecuacién (5) y (6) en la ecuacion (7)

__ 1 T (m-11,) [_ i )
oy £ IR b Y- (

e integrando se obtiene

IR S S
l"l'i - 62 exp - a2 +262 2 (9)
1+2—azL
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La variancia de la imagen, i(x), se define como (Papoulis, 1981):

oo

o? = [[BaD) -, [ prmart (10)

—o0

y sustituyendo las ecuaciones (5), (6) y (9) en (10) e integrando se obtiene

g 1 AT; 1 2113 an
O = CXP| " 32 2 s CXP| %2 1252 | -

2
n

La relacién que existe entre la variancia de la imagen, 67, y la variancia de las
pendientes de la superficie, 62 , estd representada en la ecuacién (11) la cual se puede
observar grficamente en la figura 4a, para unos casos tipicos, utilizando la geometria
descrita en la figura (1) con B=0.68", 6,=0 y el dngulo del incidencia, 8, se fue

variando de 10° hasta 50°.
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De esta grdfica, se puede apreciar que para dngulos de incidencia pequefios y
valores de variancia de pendientes también pequefios se obtienen valores altos de

variancia de la intensidad de la imagen.

Este comportamiento depende unicamente de la geometria del experimento y de

la funcién de probabilidad de las pendientes.

De la figura 4a también se observa que para algunos casos de dngulos de

incidencia, O,, a un mismo valor de variancia de la intensidad de la imagen

le corresponden dos valores de la variancia de las pendientes, 67 .

Este problema se puede resolver analizando imdgenes que correspondan a dos o
mas dngulos de incidencia y de estos escoger el valor de variancia de pendientes que sea

consistente con los datos, Alvarez-Borrego, (1993).

Si comparamos la grdfica obtenida para este caso con la obtenida por Alvarez
Borrego, figura 4b, observamos que el comportamiento de la curvas es similar, sin
embargo los valores encontrados para la funcién de tipo Gaussiana son mas pequefios

que para la de tipo rect.
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9 0.015
CASO UNIDIMENSIONAL
8, =10
0.01071
G2
0.0051 2
0.000'/.19/7/?:— ' } '
000 0.05 0.10 0.15 0.20
on

CASO UNIDIMENSIONAL

8.10 a1k 0,20

Figura 4. Gréfica de la relacién entre la variancia de las pendientes superficiales y la
variancia de la intensidad de la imagen. a) Para la funci6n tipo Gaussiana. b) para la

funcién tipo rect (Tomado de Alvarez-Borrego, 1993).
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1V.3 Caso bidimensional

Al igual que el caso anterior, la funcién de brillo y la funcién de densidad de

probabilidad en dos dimensiones estd definida respectivamente como:

2 2
B(I1,,I1, ) = exp (@.-m) ;(H’—H") , (12)

1 n: I
.00 )=——exp|-———-—1| , 13
p( i y) 2ll6 O, GXP[ 20 ZG;J (13)

El promedio de la imagen, [, se define como:

=0 1 B, Jman, (1)



sustituyendo las ecuaciones (12) y (13) en (14) obtenemos

- (rlx-no)2+(ny—r10)2 [ NG ni}d
[ exp - exp| - —— —— WIT,dM,. (15)

1
= 2116, 0y, '[ a’ 265, 207,

—o00

IV.3.1 Caso Isotrépico

En este caso 6y =G =G, por lo tanto de la ecuacion (15)

1 211}
Wi = ' P T 4267 | (16)
1+2a—2

Definiendo a la variancia como:

o? = HN [B(HX,HY)—u,]Qp(HX,Hy)dedHy , 17

19



20

RS 4115 1 4115 18)
h o P T a? +40 o2 ) P T 1207
1+4-7 1+2—3

En la figura 5a se muestra la relacién que existe entre la variancia de la
imagen, 67 , y la variancia de las pendientes de la superficie, 62, en este caso los dngulos

de incidencia se fueron variando de 10 a 50° y el 4ngulo de deteccién se mantuvo en 0°.

Para este caso se observa un comportamiento similar al caso unidimensional en el
que para valores de dngulos de incidencia pequefios y valores de variancia de pendientes

pequefios encontramos valores altos de variancia de la intensidad de la imagen

Pero en este caso las curvas son un poco mas abruptas que las obtenidas para el

caso unidimensional, y se puede ver que para valores altos de 62 la diferencia entre los

valores de ¢; es muy poca.

En este caso las diferencias encontradas con los resultados obtenidos con la
funcién circ figura 5b, los valores obtenidos son mayores y las curvas descritas por esta

funcién se cruzan.
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a)
0.00015
CASO BIDIMENSIONAL
ISOTROPICO
52 0.00010T
0.000051
0.00000 1
0.00 0.20
oh
b)

RASD BIRIMENSIONAL
ISGTROPING

LS I

0rmRes donia dngga R
S ‘MM P N e g ey g

4
Nl

Figura 5. Gréfica de la relacién entre la variancia de las pendientes superficiales y la
variancia de la intensidad de la imagen. a) Para la funcién tipo Gaussiana. b) para la
funcién tipo circ (Tomado de Alvarez-Borrego, 1993),



22

IV.3.2 Caso Anisotréopico

Para este caso la ecuacién (15) es la que nos define el promedio de la imagen y al

integrarla obtenemos:

2 2
0= 3 exp O + Oy -1 Vo, (19)
: \/;.2 +20-12'Ix ‘13.2 +2G%Iy 3.2 +2012'lx a2 +20'12'1y a '

La variancia queda definida como:

p a’ 202, .\ 207, 1 (21’10 )2
C; = exp = -
i \/gz 140 [2 +40?, a’ +40h,  a’+4op, a

a’ O i Oy Vo, Y
3 2 2 2 OXP|| 02 1 952 + |~ 1 . (20)
\/a +2an‘ﬁ +2o-ny a~ +40, a +20Hy a
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En este caso en particular se fij6 el valor de G?ly, mostrando solo la variancia de

6’ con oy, (figura 6).

El primer ejemplo se {ijé en G%Iy= 0.02 (figura 6a). En este ejemplo se variaron
los 4ngulos de incidencia de 10° a 50°, observando que para dngulos mayores a 30° los
valores obtenidos de 6] son muy pequefios por lo que en la grafica no se llegan a notar,
también si se observa la escala de las dos gréificas se puede ver que para este ejemplo la
escala de ¢ es mucho mayor que la del segundo ejemplo. Otro aspecto que se ve para

este caso, son las curvas descritas que son mucho mas suaves que para los casos

anteriores.

El segundo ejemplo se fij6 en ijy =0.12 (figura 6b). En este caso se puede ver
que solo aparece la curva correspondiente al dngulo de incidencia de 10° para los dngulos
subsecuentes (20° a 50°) los valores de 67 son muy pequefios y no se alcanzan a ver sus

curvas.

Si comparamos estos resultados con los obtenidos con la funcién de tipo circ

figura 7, vemos que en estos dltimos sf aparecen las cinco curvas correspondientes a los

diferentes d4ngulos, también podemos ver que para el caso de cﬁly = (012 hay

cruzamiento entre las curvas.
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Figura 6. Grafica de la relacion entre la variancia de las pendientes superficiales en la
direccién x con la variancia de la intensidades de la imagen. Caso bidimensional
anisotropico para funcién tipo Gaussiana a) Para un valor de la variancia de las
pendientes en la direccion y de 0.02. b) Para un valor de la variancia de las pendientes en

la direccion y de 0.12.
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Figura 7. Gréfica de la relacion entre la variancia de las pendientes superficiales en la direccion x
con la variancia de las intensidades de la imagen. Caso bidimensional anisotrépico. a) Para un
valor de 1a variancia de las pendientes en la direcci6n y de 0.02. b) para un valor de la variancia
de las pendientes en la direccién y de 0.12. (Tomado de Alvarez-Borrego, 1993)



IV.4 CORRELACIONES
Relaciones entre las funciones de correlacién de la imagen y de las alturas de la

superficie. Como se mencion6 anteriormente, nuestro andlisis involucra tres procesos

aleatorios: el perfil de la superficie, {(x) , sus pendientes, I1(x),yla imagen, i(x).

IV.4.1 Caso unidimensional

Cada proceso tiene una funcién de correlacion. Para el caso unidimensional la

funcién de correlacién de la imagen es:

C(t)= ﬁ B(IT, )B(I1, )p(IT,, IT, )dIT,dIT, , 21)

Clr) = : ]/ jT exp[——(n1 ;ZHO)Z }exp{(nz ;2H0)2 }

2162 [1 Ci(7)

1% +T13 — 2C(t )I1,I1
exp[— 1 15 (T) 172

267 (1-CL(x))

ildl’lldl"lz . (22)
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Definiendo nuevas variables X,...X;:

o] L E—
*7la*  20i(1-Ci())
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podemos escribir el resultado como:

X, Y
X, +| =t
1 X

exp

2 4 2 4X
f ol c'(1-C;(t 2

C(r) = -Xs |- (23)

En la figura 8 podemos ver las relaciones entre la funcién de autocorrelacién de
las pendientes y la funcién de autocorrelacién de la intensidad de la imagen para dos

diferentes valores de G, . Para los dos casos el dngulo 6, se mantuvo en 0°.

Para el primer caso se observa que para 4ngulos de incidencia de la luz menores a

los 10° tenemos que a ciertos valores de C; le corresponden dos valores de Cp.

En el segundo caso vemos este mismo comportamiento para los dngulos menores
a 20°, solo que en este caso las curvas descritas se encuentran mas cerca una de otra que

en el caso anterior.

Si comparamos estos resultados con los obtenidos para una funcién de tipo rect
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figura 9, vemos que el comportamiento es similar solo que en estos ultimos las curvas

descritas estdn mds cerca una de otra.
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Figura 8 Relaciones entre la funcién de autocorrelacién de las pendientes y la funcién de
autocorrelaciéon de la intensidad de la imagen. Para funcién tipo Gaussiana. Caso

unidimensional. a) para un valor de 6;=0.2121. b) para un valor de 6= 0.4242.
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Figura 9. Relaciones entre la funcion de autocorrelacion de las pendientes y la funcion de
autocorrelacion de la intensidad de la imagen. Caso unidimensional. a) para un valor de
o= 0.2121. b) para un valor de ;= 0.4242. (Tomado de Alvarez-Borrego, 1993).
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1V.4.2 Caso Bidimensional

Para el caso bidimensional la funcién de correlacién de la imagen es :

clen)= JH TBH H H 1 )D(U,‘,Hy,Hx-,Hy.)drlxdl‘l_‘,dl'lx.dl'ly., (24)

donde

2
B(Hx,l"ly)=exp[—(nx f2n0) —(H" _2H°) N (25)

[ 2 =\
pl\_(nr'_no) _(Hy' 21_[0) J , (26)

n=1 m=1

Bl 11, T, T1, ) = zl i XP[ MZZIAI,,,,, 1, J (27)

considerando aqui que:
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El argumento de la exponencial es entonces:

4 4
arg=——Y YAl TLIT, =—1—{|A|u(n§ +112) +[Al,, (T2 +T12.) + 2|l TT, 11, + 2IAL,, TT,TT,
2|A| n=1 m=1 2|A|

2L, (1,1, + 1111, )+ 20Al, (11,11, + T, )

donde para el caso isotrépico O, =0p, =0p
Al = 0% ~ G Ch, +2Ch, [Cr, — 03]

IAl,, =% —4C, +2C2 [Cp. —Gh]

1Al,, = 2C3, [, = Cn ] ~Crfot, ~C4]

AL, =2C2, [0%, ~Cn] = Cn, [oh ~Ch] -

AL, = Cry [5Gy =02, Crie = 5.Crry +CriiCy |

|A|14 = Cl’lxy[clz'l.xozﬂy _szcny _0'?1

Ly

Cne +CrCpy | >

|A| = G;G;l - Gl‘tlcfly —Gl‘}IClz'L\' F CI21¥C12'ly - 4C§lxy (Gl‘tl - olz'lcl%ly - G12'IC:21'1K + Cl'GCI'ly) :
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Integrando una vez la ecuacién (24) se obtiene:

21, |A Al A 2
|:_ | |13 n l |1_ Hy+| |14 l—I),.:|

Tl |Al

exp|- (211, ]fffli

Clg,n)= ex
(&n) 2|A|}/ M%JZA'_'AJ p

_ 1 |A|11 H2 ZHOHy +Hi' _2nonx' +H§. _znﬂny' +|A|11 2 |A|22 Hz |A 22 Hg
2|A| a’ a’ a’ a’ a’ 2|A| 2|A| 21A]
1 |A|11
a’ 2|A|
|A|24 |A|12 |A|14 T
11, I, 11, .11,
) I+ T L |
ldl'lydl'[x.dﬂy. . (28)

J

Definiendo nuevas variables Y;...Y,:

1Al
%‘{ " alaf

1 mu |Al7,

= =Y,
1 2|A| 0 |A|2

L ]



Ymm

1Al
Y, == —= 0|A|2

+ s
a 2lA|

A, 2AllAl,
g = + 2
Al Al

b

1Al YM&
0

4_a2+2|A|_

_ 2kl [Al,
: Y,la> 1Al

_ |A|14 _ 2|A|14|A|13
Al v |Al

Y

’

2, Al
a’  Ypa*lAl

Y, =-

__ 2, A,
T A Yallal

2,
7 a? YAl

b

AP

b
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a> Ya' 4y, Y2\’
MY, ——=
4Y,
X Y,Y.
Y _ 73 Y _ 375
v Y ¥, [ ' 2¥, ]( s 2y,
13 9 2Y1 2 Y B 32
24y,
YY)’
Y, ¢ 7Y,
Y, =Y, -

podemos escribir el resultado como :

36



37

1 1 Y.
(&,n)= 2y 2 11. 2
Cl(a T]) 4|A|% (Ylo XYH) exp[ 0( 12 + 4Yl4 )] ( 9)

Los resultados obtenidos para el caso bidimensional se muestran en la figura 10
donde vemos la relacién entre la funcién de autocorrelacién de las pendientes y la funcion

de autocorrelacién de la intensidad de la imagen en dos dimensiones.

Para este caso el modelo solo nos permitié obtener valores para los dngulos de

incidencia de 0° a 6°. Los curvas obtenidas son casi iguales si las graficamos contra Cf o

y
contra Cj.

Los resultados obtenidos con la funcién circ figura 11, son muy diferentes a los
obtenidos con la funcién Gaussiana, en los primeros la curvas se encuentran mucho mas
juntas y se encuentran graficadas curvas hasta los 12°, aunque el modelo para este caso si

alcanza a obtener resultados para dngulos mayores, también podemos ver que para la

funcién circ si hay diferencia al graficar contra Cf o Cj.
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Figura 10 Relaciones entre la funcién de autocorrelacién de las pendientes y la funcién de
autocorrelacién de la intensidad de la imagen Para funcién de tipo Gaussiana. Caso
bidimensional.
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Figura 11. Relaciones entre la funcién de autocorrelacién de las pendientes y la funcién
de autocorrelacién de la intensidad de la imagen. Caso bidimensional. (Tomado de
Alvarez-Borrego, 1993).
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V CONCLUSIONES

Los resultados mostraron que con la funciéon de brillo Gaussiana es posible
obtener una relacion analitica en las ecuaciones y no tan solo numérica como sucede al
utilizar la funcion rect o funcién circ. Pero al analizar el comportamiento de las relaciones
analiticas obtenidas en las distintas geometrias, pudo observarse que los valores obtenidos
de variancia y de la correlacién son muy pobres. Ademds, la imagen que se obtiene al
utilizarse una funcién de brillo Gaussiana nos deja con el problema inicial de tener un
rango de valores de grises en la imagen y esto es una dificultad cuando uno desea aplicar
este modelo a situaciones fisicas reales. En conclusién, podemos decir con toda certeza
que las funciones de brillo rect o circ son de mayor utilidad en la aplicacién del modelo,

que una funcién de brillo Gaussiana.
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