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RESUMEN de la Tesis de Alberto Riesgo Tirado presentada como requisito par-
cial para la obtencion de la Licenciatura en Matematicas Aplicadas. Ensenada, Baja
California, México, marzo del 2010.

Flujos asociados a funciones elipticas

En éste trabajo se caracteriza a los campos vectoriales elipticos como campos de
Newton, mas importante aun, se calcula explicitamente al cubriente ramificado ¥ que
lo define. Para ello, se tomaron dos perspectivas igualmente importantes, la analitica
y la geométrica: de la perspectiva analitica destaca el encontrar explicitamente el cu-
briente ramificado; por otro lado la perspectiva geométrica permite un entendimiento
claro y sencillo del porque los campos vectoriales elipticos son de Newton.

Algunas ventajas que tiene el saber que un campo vectorial es un campo de New-
ton es que permite una manera sencilla de encontrar nuevos campos de Newton (a
través de la perspectiva geométrica) y permite utilizar un método de visualizacién
muy eficiente que no involucra integraciéon numérica (utilizando el cubriente ramifi-
cado ¥ dado explicitamente por la perspectiva analitica).

Resumen aprobado:
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Capitulo 1

Introduccion y motivacion

Los campos vectoriales han sido estudiados en relacién con distintos problemas y
desde muchos puntos de vista. Podemos mencionar que en el caso de los campos vecto-
riales analiticos complejos, existe una correspondencia entre campo vectorial analitico,
ecuaciones diferenciales autonomas y algunas formas diferenciales cuadraticas.

El objeto de interés en este trabajo son los llamados campos vectoriales Newto-
nianos (o de Newton) que son campos vectoriales que se pueden expresar como el

negativo del cociente de una funcién y su derivada, esto es,

X(z) = ()0 (1.1)

para alguna funcién W(z). Desde los 80’s, cuando Hirsch, Smale y otros [6, 9, 10],
estudiaron el llamado flujo de Newton de un polinomio en relaciéon con el método
de Newton para encontrar raices, ha existido un interés en el estudio de los campos
vectoriales Newtonianos y sus flujos asociados.

Desde entonces se ha hecho mucho al respecto en los flujos y los campos vectoriales
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Newtonianos. Como ejemplos estén los trabajos de Jongen et. al. [8, 7, 5] y Benzinger
et. al [3, 4]. De los trabajos [7, 8] se caracterizan (hasta conjugacién) los flujos de
Newton racionales con una condicién genérica, mientras que en [5] se muestra que
el flujo de Newton asociado a la funcion p de Weirstrass puede ser caracterizada
(hasta conjugacién) en tres tipos de comportamiento de acuerdo a la forma del pa-
ralelogramo fundamental asociado a . Por otra parte, Benzinger muestra que todo
campo vectorial racional es un campo vectorial Newtoniano y con esta informacién
procede a mostrar que la esfera de Riemann se descompone en un nimero finito de
conjuntos abiertos donde el flujo es analitico. Alvarez-Parrilla et. al [2] generalizan
este resultado y muestran que todo campo meromorfo en el plano es Newtoniano.

Como podemos ver en los trabajos antes mencionados, el hecho de que el campo
vectorial asociado sea Newtoniano es un gran paso en el entendimiento del compor-
tamiento de dicha familia de campos vectoriales. En particular, la visualizacion de
dicho campo vectorial permite un mejor entendimiento de la dindmica del mismo.
En el aspecto de la visualizacién, Alvarez-Parrilla et. al. [1] desarrolla un método
de visualizacion de campos vectoriales Newtonianos que presenta claras ventajas so-
bre los métodos tradicionales, por ejemplo, no necesita un proceso iterativo (luego
entonces, el error no se propaga), e incluso se puede obtener informacién relativa a
la parametrizacion del flujo. Es conveniente notar que para que este método pueda
ser utilizado es preciso conocer explicitamente la funcién ¥ que caracteriza el campo
Newtoniano.

En este trabajo se muestra que todos los campos vectoriales elipticos son New-
tonianos, calculando explicitamente la funcién W(z) que lo caracteriza. Para esto, se

presenta un marco geométrico donde se muestra que los campos vectoriales Newto-
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nianos, X(z) = son el pullback! del campo vectorial Y (w) = —w-Z via
precisamente por la funciéon ¥(z), misma que resulta ser un cubriente ramificado
sobre la esfera.

El trabajo se divide en tres partes, la primera serd dedicada a recordar conceptos
basicos de variable compleja. Entre los de mayor importancia se encuentra la defi-
nicién de campo vectorial complejo, para después definir a los campos vectoriales
elipticos, construir el toro y dar propiedades de las funciones elipticas, recordar que
las funciones elipticas tienen un comportamiento andlogo al de las funciones racio-
nales. En la segunda parte se definird el objeto de estudio: los campos vectoriales
Newtonianos, asi mismo se enunciard y demostrara el teorema principal del trabajo

donde se muestra que los campos vectoriales elipticos son campos Newtonianos. Por

ultimo, se dedica un espacio a conclusiones y posibles trabajos futuros.

'En esta tesis utilizamos el término anglosajén pullback del campo vectorial en vez del término
“campo vectorial inducido por la imagen inversa de un difeomorfismo”.
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Antecedentes

En esta seccion se definiran los conceptos basicos y recordaremos algunos otros
conceptos que necesitaremos.

Se empezara por definir algunos conceptos muy bésicos, para llegar a uno de los
objetos principales de estudio, campo vectorial analitico complejo. Asi, comenzamos
definiendo que es un campo vectorial real, para ello recordamos las definiciones de

vectores y espacios tangente:

2.1. Vectores tangentes y espacios tangentes

Definicién 2.1.1. Sea v : (—¢,€) — R™ una trayectoria de R™ de clase C* | tal que
v(0) = xy € R™. Definimos un vector tangente en xo como el vector (basado en el
origen) dado por v'(0) € R™. Al conjunto de vectores tangentes en xy lo denotaremos

por T, ,R™ y lo llamaremos espacio tangente a x, € R".

Definicién 2.1.2. Definimos el haz tangente de R™, denotado por TR™, como el

conjunto de todas las parejas (xo,v) con xg € R" yv € T, R"™.

4
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Es claro que, una funcién F': R® — R™ diferenciable, induce un mapa de TR" a

TR™, dado por

DF : TR" — TR™
(2.1)

(%0,7(0)) = (F(x0), DF2y'(0))-
Para generalizar los conceptos de vector y espacio tangente, sera conveniente uti-

lizar una definiciéon equivalente, pero esta vez en términos de la derivada direccional.

Definicién 2.1.3. Sea f : R" — R una funcion diferenciable y v € T, ,R™. Entonces

la derivada direccional de f en xq en la direccion v se puede expresar como

df
a - D
7 (xo + tv) . fos

donde D f,, es el gradiente de [ en xy.

Recordando la definicién de D f,, obtenemos

N o = S 2
Df:vov - ; 633']' (ZEo)’}/j(O) - ;UJ axjv (2‘2)

donde v; = 7;(0) son las componentes de

v = (v1,09...,0,) € T, R".

Asi, se ve de forma clara una equivalencia entre 7, ,R", el espacio tangente en x

en R", y el espacio cotangente T R™.
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Ademés, la ecuacién (2.1), queda expresada por
DF : TR" — TR™

= 0 - 8
ZE(),ZUJ‘% — (yo,z DF l'() a—
J i=1 .7

j=1

xo Yo

donde
Yo = F(ZL'()) = (Fl(xO)aFQ(x0)7 .- 7Fm(x0)) S Rma

y

DF. ) el

i(x0) v } Ujaxj
Jj=1
xo

parai=1,2,..., my v = (v1,02,...,0,).

2.2. Campos vectoriales reales

Se define un campo vectorial real como una secciéon del haz tangente, esto es una

funcién

X :R* — TR"
z— (z, X(x)),

donde,

X(z) =) vi(x) ai.

=1

Definicién 2.2.1. Un campo vectorial real de dimension n es una expresion de la
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siguiente forma
X(x1,29,...,2,) = Zvj(xl,xg, e Tn) A

donde v; es una funcién real diferenciable.

En este trabajo solo se consideran campos vectoriales reales de dimensién dos que

cumplan con la condicion de que la matriz de derivadas parciales de las funciones que

a b
la definen es de la forma

-b a

2.3. Antecedentes de variable compleja.

En esta seccion definiremos a los campos analiticos complejos, para ello recorda-

remos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Una funcion f es analitica en zy si en un entorno abierto a zg,
o0

esta funcidn se puede representar como una serie de potencias » , an(z — z)"™ con un
n=0

radio de convergencia positivo.

Existen diversas formas equivalentes de definir a una funcién analitica, una de

ellas es que f : C — C es analitica en zj si

lim f(2) = f(2)

z—20 zZ— 2

existe, en este caso denotamos a este limite por f'(z).

Algunas consecuencias de esto es que f(z) es analitica en zg € C, si y sélo si:
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» fes O en una vecindad de 2y y

o equivalentemente

donde

aof

95 20) =0,

(0) = 2 = '),
1(0 10
5{%*23—@,}

(2.3)

(2.4)

» f(2) es conforme!, esto es, si f es vista desde la perspectiva del célculo vectorial,

esto es como una funcién de R* a R? es derivable y la derivada Df,, es de la

a b

forma

-b a

Definicién 2.3.2. Un punto a € C es una singularidad aislada de f si f es analitica

en una vecindad de a, pero no necesariamente en a.

Ejemplos 2.3.3.

o1 . ‘ ‘
1. La funcion e tiene una singularidad aislada en 0.

2. La funcion Senl(z)

cuando z =nm, n € Z.

tiene singularidades aisladas cuando sen(z) = 0, esto es,

1Usualmente se requiere que f/(z) # 0 de manera que D f,, no es la matriz cero. En este caso f

es localmente 1-1.
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3. Si f(2) es analitica en un abierto A y zg € A, entonces la funcion %ﬁé'z()) es

analitica en A\ {20} y por lo tanto tiene en zy una singularidad aislada.

Las singularidades aisladas se clasifican en singularidades removibles, polos y sin-
gularidades esenciales. En el cuadro I, a manera de resumen se muestra los distintos
tipos de singularidades aisladas que una funcién puede tener en un punto a de acuerdo

a ciertas caracteristicas de la funcién, para después definirlas formalmente.

tipo llir(lz lf(2)] serie comportamiento geométrico
singularidad eR i a,(z —a)" | existe una extension analitica
removible " de f en a
polo de 00 i a,(z —a)™ | existe un menor entero positivo
orden k > 0 " k tal que llll(lz(z —a)f(z)eC
singularidad | no existe i an(z—a)" | f(B(a,r)\{a}) evita a lo mas
esencial T 1 puntos en C, para todo r > 0

Cuadro I: Cuadro que muestra los tres tipos de singularidades aisladas que una fun-
cién f puede tener en el punto a.

Definicién 2.3.4. Una singularidad aislada zy de una funcion f(z) tal que:
1. |f(2)] = r € R cuando z — zy se llama singularidad removible.
2. |f(2)] — oo cuando z — zy se llama un polo de f(z).

3. El limite de |f(z)| cuando z — zy no existe, es llamada una singularidad esen-

cial.
Ejemplos 2.3.5.

1. La funcion f(z) = Senz(z) tiene una singularidad removible en zy = 0.
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2. La funcion f(z) = é tiene un polo en zy = 0.
3. La funcion ex tiene una singularidad esencial en zy = 0.

Es 1til pensar en las funciones meromorfas como funciones que pueden asumir el
valor de “o0”. También es 1til poder evaluar la funcién en “o0”. Para cumplir estos

dos objetivos introduciremos la proyeccion estereografica

d:C — S%\(0,0,1)

2Re(z) 29m(z) |z]*—1
H
22+ 1 [P+ 1722 1)

que nos permite identificar a la compactificacién de C con S? (llamada la esfera de
Riemann). Esto es S? & CU {0} = C, lo que nos permite decir que una funcién
toma el valor de co en a si y sélo si f tiene un polo en a, y el comportamiento de f
en oo € C se determina por el comportamiento de f (%) cuando z — 0. Entonces una
funcién es analitica en oo si f (i) es analitica en 0, y tiene un polo de orden k en a
si k es el menor ntiimero natural tal que lim((z — a)*f(z)) € C, similarmente con el

zZ—a

caso de una singularidad esencial.

Ejemplo 2.3.6. La funcion f(z) = ex es analitica en oo ya que la funcion f(é) =e€*

es analitica en zy = 0.

Ejemplos 2.3.7.

— Q@&

= T con Q(z) y R(2) polinomios,

1. Todas las funciones racionales, es decir f(z)

son funciones meromorfas en la esfera de Riemann.

2. La funcion f(z) = e: esta definida en todo el plano complejo exceptuando el

origen. Sin embargo, el punto zy = 0 no es un polo de la funcion sino una
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singularidad esencial. Por lo tanto, esta funcion no es meromorfa en todo el

plano complejo. Sin embargo, si es meromorfa (incluso analitica) en C\ {0}.

3. La funcion f(z) = log(z) no es meromorfa en todo el plano complejo, ya que
no se puede definir de manera continua en todo el plano y ni siquiera quitando
un conjunto de puntos aislados. En realidad es analitica en el plano complejo

menos un rayo.

2.4. Campos vectoriales complejos

Definicién 2.4.1. Supongamos que f(z) = u(z) + iv(z) es una funcion meromorfa

en U C @ entonces:

X(2) = f(2)5. = (u(2) + iv(2) 5

es llamado un campo vectorial analitico complejo en U C C.

10

: iq] 2 1J06 41
Ya que el operador diferencial - se define como 3 { 5, T 7 ay} entonces un campo

vectorial analitico complejo, se compone por dos campos vectoriales reales dados por:
0 0

2Re(X)(z,y) = F(z,y) = u(x,y)% +(z, y)a_y’

0 0

=28(X)(x,y) = JF(v,y) = —v(z,y) — + u(x,y)=—.

(X)(z,y) (z,y) (,y) 5+ ul y)ay

Conviene notar que estos campos vectoriales reales tienen la caracteristica de ser

perpendiculares en todos sus puntos regulares, por lo que, es suficiente conocer uno
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de ellos para especificar completamente el campo vectorial analitico complejo?.
Por otra parte, cada uno de los campos vectoriales reales tiene un flujo real ()

asociado a él, que en el caso del campo vectorial F' se define por:

Veo (1) = F(72(1)),
(2.5)
Yzo (O) = %0-

Por todo lo anterior diremos que el flujo de un campo vectorial analitico complejo

dado por la definicién 2.4.1 es el flujo y(¢) dado por la ecuacion (2.5).

Ejemplos 2.4.2. X(z) = €22 donde su campo vectorial es:

Figura 2.1: Ejemplo de un campo vectorial analitico dado por X (z) = ewz%.

2.5. Campos vectoriales Newtonianos

Definicién 2.5.1. Un campo vectorial analitico complejo X (z) = f(z)% se dice que

es un campo vectorial Newtoniano (o campo vectorial de Newton) en U C C si existe

2Equivalentemente, si se tiene un campo vectorial real de dimensién dos cuya matriz de derivadas
. a b . . " .
parciales es de la forma b a entonces existe un campo vectorial analitico complejo cuya parte

real es precisamente el campo vectorial real.
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una funcion analitica (posiblemente multivaluada) ¥ en U* tal que:

U(z) 0
X(z)=— — 2.6
O=—go 5 (2.
donde U* es U\W, para algin subconjunto W C U.

Ejemplo 2.5.2. El campo vectorial X (z) = —tan(z)a% es un campo vectorial New-

toniano, ya que tomando ¥(z) = sen(z), podemos reescribir a X(z) = —ii?gi;% =
_Y(=) o
U/(z) 0z °

Nos interesa poder introducir el concepto de campo vectorial eliptico, para ello

sera necesario recordar la construccién del toro.

2.6. La verdadera cara del toro

Sean 2w; v 2ws vectores linealmente independientes sobre el plano.

Definicién 2.6.1. La reticula generada por 2w, y 2wy es el conjunto de puntos:

Loy, 20, = {2nw1 + 2mws : n,m € Z}.

Para construir al toro, definimos la siguiente relacién de equivalencia para puntos

en el plano

(z,y) ~ (u,v) & (z,y) = (u,v) + 2nw; + 2mws, para algin n,m € Z.
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Figura 2.2: Ejemplo de reticula.

De manera que las clases de equivalencia seran:

[z, y] = {(a, b) €R?: (a,b) ~ (x,y)}.

En ocasiones diremos que (z,y) y (a,b) son congruentes si pertenecen a la misma
clase de equivalencia.

Por 1ultimo consideremos el conjunto de clases de equivalencia, esto es:

Xowy 200 = {[®,y] : [z, y] es una clase de equivalencia},

denotemos 2w; + 2w por 2wz y consideraremos los vértices 0, 2wy, 2w, 2ws, v sea
[a,b] el segmento de linea que une a y b. Este segmento se puede representar por la
ecuacion paramétrica

c=(1—t)a+th (0<t<1),

y [a,b) denota el segmento de linea semi abierta que une a y b, con la ecuacién

z=1—ta+th (0<t<1).
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Ahora consideremos la curva de Jordan

I'= [O, 2&)1] U [2&)1, 2&)3] U [2&)3, 2(4}2] U [2&)2, O]

Definicién 2.6.2. Un paralelogramo es la figura dada por

A = int(T) U [0,2w;) U [0, 2ws),

donde int(I") es el interior de la curva de Jordan I'. A un paralelogramo A le llama-
remos paralelogramo fundamental si tiene sus vértices en periodos fundamentales y

denotaremos por Aoy, 2w,

Ahora consideremos la funcién

T Xow 2w — O

[z, y] — (x,y) + 2nw; + 2mw,  para algin n,m € Z,

y notemos que es sobreyectiva, pero no es inyectiva puesto que los 4 vértices del
paralelogramo corresponden a la misma clase de equivalencia y los lados se identifican
en parejas que difieren por 2w; y 2w, como se ven en la figura 2.3.

De tal manera que X corresponde al paralelogramo con sus lados opuestos identi-
ficados. Y esta es la representacion del toro. A 2wy y 2w, se le llama los periodos del

toro Xou, 2w,
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Figura 2.3: Construccién del toro identificando los lados opuestos de un paralelogramo
fundamental.

2.7. Funciones elipticas

Un nimero « € C tal que f(z + «) = f(2) para todo z en C se le llama periodo
de f. Por una funcién bi-periddica se entiende que existen dos niimeros complejos oy

y ae no nulos tal que:
f(z)=fz+a1) = f(z+ ), VzeC,

y tal que 2L no es un ntmero real®. De aqui se deduce que si f es bi-periddica con
a2

periodos oy y ag, entonces

f(z+ma; +nag) = f(2) ,VzeC y Vm,ne€Z.

Definicién 2.7.1. Una funcion eliptica es una funcion meromorfa en el plano com-

plejo y bi-periodica.

Si dos periodos wy y wo son tales que cualquier otro periodo w’ puede ser escrito

. . . 2
3Esta condicién nos indica que los ndmeros a1 y ao pensados como vectores en R” no son
colineales.
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como w' = mw; + nwy con m y n enteros, entonces a w; y ws se les llama periodos
fundamentales. Toda funcion eliptica tiene un par de periodos fundamentales , aunque

este par no es inico, como lo muestra el siguiente teorema.
Teorema 2.7.2. Dada una funcion bi-periddica g(z) con periodos fundamentales wy

Y wa, sea W' yw” los periodos de g(z) de la forma

W' =m'w; + n'ws,

n " "
W =mwi+n ws,

donde

m'n" —n"m' = £1, (2.8)
entonces W' y w" también son periodos fundamentales de g(z).

Demostracion. Resolviendo el sistema (2.7) para w; y we , obtenemos

w; = £(n"w —n'W"),

CUQ — i(_m/,w/+m/,w/,)7

de forma que cualquier periodo €2 = mw; + nwsy puede ser escrito como una combi-

nacién lineal de w’ y w” con coeficientes enteros:

Q =+ [(mn" —nm" )" + (—mn’ + nm/)w"],

en otras palabras, w’ y w” son un par de periodos fundamentales de g(z). O

A no ser que la funcién eliptica sea constante, todo paralelogramo fundamental

tiene al menos un polo, como consecuencia del teorema de Liouville, asi mismo,
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el nimero de polos en cualquier paralelogramo es finito (e igualmente para todo

paralelogramo fundamental).

Teorema 2.7.3 (Teorema de Liouville). Si f(z) entera y si |f(z)] < M para todo z
finito, entonces f(z) = constante, i.e., toda funcién entera y acotada es una funcion

constante®.
Teorema 2.7.4. Si g(z) es una funcion eliptica entera, entonces g(z) = constante.

Demostracion. Como ¢(z) es entera, entonces es continua y el paralelogramo fun-
damental cerrado m esta acotado. Sabemos que dado un punto z en el plano
y cualquier paralelogramo A, ., existe algin punto en m congruente a z, en-
tonces para cualquier punto del plano el valor de g(z) es el mismo que el valor de
g(z) en algiin punto de A, ,. Puesto que |g(z)| es una funcién continua con valores
reales en un conjunto cerrado y acotado, entonces alcanza su maximo en A, , por
lo tanto |g(z)| < M < oo para todo z, entonces g(z) = constante por el teorema de

Liouville. O

Corolario 2.7.5. Las funciones elipticas g(z) # constante tienen al menos un polo

en Ny, w,- Mds aun, el nimero de polos en A\, ., es un nimero finito.

Demostracion. Por el Teorema 2.7.4, notemos que si A, ,, contiene un nimero in-
finito de polos, entonces A, ., deberia contener un punto limite de polos, contrario
a la suposicién de que g(z) debe ser meromorfa. Si contuviera un nimero infinito de
polos, tendria un punto de acumulacion de polos, y este punto no corresponde a una

singularidad aislada, lo que indica que no puede ser una funcién meromorfa. O

4Para una demostracién formal ver Teorma 1.16.8 de [11]
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El siguiente es un resultado importante que utilizaremos en la demostracién del

Teorema 2.9.2, y para su demostracion se necesita introducir la definicion de residuo.

Definicién 2.7.6. Supongamos que f(z) es una funcion analitica en una vecindad
de una singularidad aislada A(zo) excepto quzias en zy. Entonces el residuo de f(z)

en zg, denotado por

Res,—., f(2),

es el coeficiente a_y en la expansion de Laurent
f(z) = Z an(z—20)", 2z € A(z).

Teorema 2.7.7. La suma de los residuos de una funcion eliptica g(z) en Doy, 2wy €S

wqual a 0.

Demostracion. Sea p la distancia entre el conjunto de polos de g(z) en Aoy, 20, ¥
el conjunto [2wq, 2ws] U [2ws, 2ws], notemos que si la frontera de T' no contiene polos
entonces p = 0. Entonces, trasladando Ay, 2., a lo largo de la diagonal [0, ws] por
una cantidad menor a p (el traslado es en la direccién de 2wy a 0 y no hay traslado

si p = 0), obtenemos un nuevo paralelogramo A’ con vértices

20, 20 + 2CU1, 20 + 2(,«)2, 20 + 2(,«)3,

(z0 = 0sip =0). La frontera I'" de A’ no tiene polos de g(z), pero I(I") contiene el
mismo nimero de polos que el paralelogramo original Ag,, 2, -

Se sigue que

Z Res g(z) = Z Res g(z),

(1)



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 20

donde
Z Res g(2)
E

denota la suma de los residuos en los polos de g(z) en el conjunto E. Pero g(z) no

tiene polos en I, entonces:

ZR@S g(z) = QLM /F/ g(z)dz. (2.9)

Calculando la integral 2.9, obtenemos

por lo tanto

1 1
/ g(2)dz = / g(z0 + 2wy t)dt + / 9(20 + 2wy + (2wy — 2w )t)dt—
I 0 0

1 1
- / 9(20 + 2ws + (2we — 2ws3)t)dt — / 9(z0 + 2wst)dt
0 0

1 1
= / g(z0 + 2wqt)dt + / 9(z0 + 2wy + 2wst)dt—
0 0

1 1
/ 9(z0 + 2ws + 2w1t)dt — / g(z0 + 2wy + 2wst)dt
0 0

1 1
0 0

1 1
— / g(z0 + 2wit)dt — / g(z0 + 2wst)dt =0,
0 0
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y acorde a 2.9,
Z Resg(z) = 0.
A

O

Una forma de distinguir a las funciones elipticas, es de acuerdo a su orden, que

se define como:

Definicién 2.7.8. El nimero total de polos de una funcion eliptica g(z) en A\, cada

uno de ellos contado un numero de veces iqual a su orden, es llamado el orden de

9(2).
Y es importante notar, que las funciones elipticas tienen orden al menos 2, como
se enuncia en el siguiente Teorema.

Teorema 2.7.9. El orden de una funcion eliptica g(z) # constante es al menos dos.

Demostracion. Si g(z) tiene orden menor a 2, entonces g(z) no tiene polos en A, o
bien, tiene un unico polo simple @ € A. En el segundo caso, la parte principal de la

serie de Laurent de ¢g(z) en « es de la forma

A

Z—

donde A es el residuo de g(z) en . Pero A = 0 por el Teorema (2.7.7), entonces
g(z) no tiene polos en A. De manera que en ambos casos, por el Teorema (2.7.4),

g(z) = constante, contrario a las hipétesis. O
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2.8. Las funciones de Weierstrass

Para poder expresar nuestros resultados en forma clara necesitaremos introducir
un par de funciones muy especiales, la funcién o y ( de Weierstrass, para ello, pri-
mero debemos definir a la funcién eliptica o de Weierstrass. Empezaremos citando el

siguiente lema.

Lema 2.8.1. La serie

3 @ (2.10)

we

es convergente si X > 2, la suma se extiende a todos los puntos de la reticula
Q = {2mw; + 2nws : m,n € Z}

y la prima sobre la suma denota que se excluye el valor w = 0.

Demostracion. Notemos que todos los puntos de €2 distintos del cero, estan en los
contornos de ciertos paralelogramos semejantes entre si, con el centro en el origen.
El primero de ellos contiene ocho puntos distintos, el segundo dieciséis. Asi el k-ési-
mo paralelogramo contiene 8k puntos. En resumen la cantidad de puntos crece en
progresion aritmética con una diferencia de 8. Ademas, como los paralelogramos son
semejantes y todos tienen como centro al origen de los ejes coordenados, designando
por d la distancia del origen de coordenadas hasta el contorno del primer paralelo-
gramo, de la siguiente forma,

d = min |z|,
ZET1

tendremos que la distancia desde el origen hasta el contorno del k-ésimo paralelogramo
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es igual a

min |z| = kd,
ZETE

donde 7 es el contorno del k-ésimo paralelogramo, y por lo tanto, al calcular el médulo

de cualquier periodo w situado en el tltimo paralelogramo, obtenemos la siguiente

desigualdad
w] > kd,
de donde
1 < 1
lwr T kAN

y por consiguiente, la suma de los términos de la serie (2.10) que corresponden a los

8k puntos situados en el contorno del k-ésimo paralelogramo, esta acotado por

8k 8

kAN - d A1

De aqui se deduce, que las sumas parciales de los términos de la serie (2.10) que
corresponden a los puntos que estan situados en el interior y en los lados del k-ésimo

paralelogramo, estan acotado por

es claro que la serie ) i1 JA% converge para A > 2, ademas, si definimos

D = méx |z|
T1
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de forma analoga se deduce que los terminos de la suma (2.10) es inferior a

se concluye que la serie (2.10) también converge para A > 2. U

De este lema, se deriva que la serie

f(z) = Zﬁ (2.11)

we

es uniformemente convergente en cada region acotada en el plano. Es suficiente su-
poner que z pertenece a un circulo fijado arbritariamente con el centro en el origen
de coordenandas |z| < R, y considerar los términos de la serie que corresponden a los
periodos w que estan situados fuera de un circulo de radio 2R. Entonces para estos

términos ’f} < %, y obtenemos la siguiente desigualdad

1 1 1 8

> = <
(ol =120 (= g3l o

=

donde, por el lema anterior, se deduce la convergencia uniforme.

Teorema 2.8.2. La funcion (2.11) es una funcion eliptica impar de orden 3, con

periodos fundamentales 2wy Yy 2ws.

Demostracion. Demostraremos que 2w; y 2ws son periodos fundamentales de la fun-
cién f(z). En efecto, sea w’ un periodo de esta funcién. Como w € Q2 es un polo de la
funcién f(z), w+w’ tiene que ser uno de los polos, 0 sea w+w’ € ', por consiguiente,

cualquier periodo de la funcién f(z) es combinacion lineal de los periodos 2w; y 2w,
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con coeficientes enteros.

Ahora, demostraremos que es una funciéon impar. En efecto,

1 1
f(—z):Zmz—Zm, (2.12)

we we

y notando que el conjunto §2 coincide con el conjunto —(2, se concluye que las series
(2.12) y (2.11) solo difieren en el orden de sus términos y su suma sigue siendo f(z).

De aqui

O

Ahora, utilizaremos (2.11) para construir una funcién eliptica de orden 2. Sea 2z
cualquier punto del plano complejo, que no sea un polo de f(z). Después, integrando
f(2) término a término a lo largo de cualquier curva rectificable v que une zy a otro

punto z sin pasar por polos de f(z), obtenemos una nueva funcién

gp(z):C—l—/zf(z)dz:(]—%Z[( ! S — ! - (2.13)

= z—w)? (20— w)

Como la serie (2.11) es uniformemente convergente en conjuntos compactos, no con-
tiene elementos de la forma w = 2mw; + 2nws, y lo mismo ocurre para la funcion
(2.13). Asi pues, ¢(z) es una funciéon meromorfa cuyos polos son el conjunto 2. Es-

cribiendo a ¢(z) en la forma




CAPITULO 2. ANTECEDENTES 26

donde, la prima en la suma indica la omisién del término w = 0, vemos que

1

©(z) + 5.2

es una funcion meromorfa con una singularidad removible en el origen, donde toma

el valor

1 1 r1 1
Ot % A mon) @9

we

lso(Z) + é]

Tomando C' tal que (2.15) sea cero, y restando (2.15) a (2.14), obtenemos

w=-3 {5+ 3 [ 2

weN

z=0

La funcién entre corchetes (que equivale a —2p(z)) fue introducida por Weierstrass,
y se denota por p(z),

p(z) = % +3 lﬁ - %] . (2.16)

weN

Asi pues p(z) es una funcién meromorfa, con polos de orden dos en
Q = {2mw; + 2nws : m,n € 7}

y ninguna otra singularidad. Ademads, en cada punto w € 2, la parte principal de @

esta dada por
1
(1—w)*

La funcién p(z) y su derivada ¢'(z) juegan un papel importante en la teoria de

funciones elipticas, y son llamadas las funciones elipticas de Weierstrass.
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Las funciones o y ¢ de Weierstrass quedan definidas por la funcién p de la siguiente

manera.

La funcién ¢ de Weierstrass esta determinada por la siguiente condicion

Lew=-st  ylo- =0

z—0

que juntas implican

donde la integral es a lo largo de cualquier curva rectificable que no pasa a través
de los periodos w # 0. Reemplazando p(z) por su expansién en fracciones parciales
(2.16) (que converge uniformemente en conjuntos compactos como ya se mostro) e

integrando término a término, obtenemos

-1 [ Sl g3

g(z):1+wﬂ'[ ! +1+i}. (2.17)

Entonces, ((z) es meromorfa con polos simples y parte principal ﬁ en el punto
w € Q.

El siguiente resultado lo utilizaremos en la demostracion del Teorema (2.9.1).

Teorema 2.8.3. La funcion ( es casi-periodica en el sentido de que satisface

C(z 4 2wj) = ((2) + 2n;,
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es decir, ((z) cambia por la constante 2n; cuando z cambia por 2w;. Donde w; y

n; (4 =1,2,3) satisfacen

2w — 2winy = T, Wil — 2winy = —TL,  2wsne — 2w3npy = —Ti,

conocidas como las relaciones de Legendre

Ahora, definiremos la funcién o de Weierstrass, la cual queda determinada por la

siguiente condicién

o(2) =0 2 L (2.18)

Sustituyendo (2.17) obtenemos

1n‘7(;): S [1n(1—5>+5+%],

we
entonces,
? 1 l z z 22
oo ] o= 3] - T 0-2)en(i55)

Teorema 2.8.4. Cuando z es reemplazado por z + 2w;, o(z) es multiplicada por el

im+2n; (z4w; ;
factor ™ +2mi(zHws) e,

o(2 + 2w;) = —o(2)e T2 (5 =1,2,3).
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Demostracion. utilziando (2.18) y que la funcién ((z) es casi-periddica, obtenemos

o'(z4+2w;) wWi(2) .
oz +2w;)  w(z) 2 =123

para toda z. Integrando esta ultima expresion

o(z + 2w;)

In o02) = 2n;z + ¢,
o bien, exponenciando
o(z + 2w;) = o(z)e**te, (2.19)
Reemplazando z = —wj, en (2.19), y como o(2) es impar,
—1 = e 2miwites
que junto con (2.19) se concluye lo deseado. O

2.9. Comportamiento de funciones elipticas

Como ya hemos visto, las funciones meromorfas en la esfera son las funciones
racionales, y estas forman un campo algebraico, a continuacién se muestran dos teo-

remas que nos indican que las funciones elipticas tienen un comportamiento andlogo.

Teorema 2.9.1. Dada una funcion eliptica f de orden n, con periodos fundamentales
2wy Yy 2ws, sean ai,...,an Y by,...,b, los ceros y polos respectivamente de f en el

paralelogramo fundamental, cada uno contado un niumero de veces igual a su orden.
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Entonces
o(z—a))o(z—ag) --o(z—ay)
o(z—=0b))o(z—bg)---0o(z—1))

f(z)=C (2.20)

donde o(z) es la funcion sigma de Weirstrass, C es una constante y
b, = (a;+--+ap) — (by +by+ -+ by_1).

Demostracion. La funcién o(z — ¢) solo tiene ceros simples en ¢ + 2mw; + 2nws con

m,n € Z. Ademas, el nimero
b, —bp=(a1+4a,) — (b +ba+---+0by)

es un periodo de f(z), i.e., b, es congruente con b,. Entonces los polos y ceros de la

funcién meromorfa

o(z—a)o(z—az) - -o(z—ay,)

plz) = o(z —bi)o(z—by)---o(z—0),)’

coinciden con los de f(z) en todo el plano z. Por otro lado ¢(z) es bi-periddica, con

periodos fundamentales 2w; y 2wy, entonces, por el teorema (2.8.4)

oz + 2w;) = exp{2n;[(z — a1 —wj) + -+ (2 — an —wj)—

—(z=bi—w;) = = (z = b, —wy)]}

= exp {2n[(by + - + b)) — (a1 + -+ a,)]} p(2) = ¢(2),
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donde 7; y w; satisfacen las relaciones de Legendre:
2wam — 2w = i, 2winp — 2w = — T, 2Wal)e — 2wal)y = — L.

Asi pues, % es una funcién eliptica sin polos ni ceros, y por el teorema (2.7.3),

~~

()
(2)

que es equivalente a 2.20. ]

= (' = constante,

S

Una consecuencia directa de este teorema es que las funciones elipticas con los

mismos periodos fundamentales forman un campo algebraico®

f(2)

, siendo la inversa de

1 L o(z—0b)o(z—="by)---0(z—by)

f(z)  Co(z—a)o(z—ay)---0(z —ay)

y es claro que es una funcion eliptica.

1
7 f(2)
El siguiente teorema muestra que, las funciones elipticas tienen una descomposi-

cién en fracciones parciales, de la misma manera que las funciones racionales.

Teorema 2.9.2. Dada una funcion eliptica f(z) con periodos fundamentales 2w, y
2wy, sea by, ..., b, los polos de f(z) en el paralelogramo fundamental. Supongamos que

b, es de orden [y, con parte principal

Ay Apk
Z—bk Tt (Z—bk)ﬁk

Gi(z) = (k=1,...,7).

5Es claro que la suma de dos funciones elipticas es eliptica y la funcién cero también lo es.
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Entonces 5
r k - A. i
flz)=C+ 3 ;(—1)3 lﬁd Dz - by), (2.21)

donde ((2) es la funcion zeta de Weirstrass y C es una constante’.

Demostracién. La funcién (?(z — ¢), 7 > 0 tiene polos de orden j + 1 con parte

principal

. |
(~1)7 / .
(z — ¢ — 2mw; — 2nw3)i !

en todo punto ¢ + 2mw; + 2nws con m,n € Z, y solo tiene estos polos. De manera

que los polos de la funcién meromorfa

T

o)=Y {Alqu — b))+ %w R

k=1

+(1)

coinciden con los de la funcién f(z) en todo el plano z, tienen el mismo orden y parte

principal. Pero ¢(z) es bi-periddica, con periédos fundamentales 2w; y 2ws. De hecho,

oz 4 2w;) —p(2) = > Ak {¢(z + 2w; — b) — (2 — bi)}

= 277] Z A1k7
k=1

(2.22)

donde 7; y w; satisfacen las relaciones de Legendre.
La suma (2.22) es cero por el teorema 2.7.7, pues es la suma de los residuos de una

funcién eliptica f(z) en los polos dentro del paralelogramo fundamental. Por lo tanto

SEs conveniente notar que ¢'(z) = p(z), entonces se puede sustituir ¢¥) por =) para j > 1,
donde p es la funcién p de Weirstrass.
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f(2) — ¢(2) es una funcion eliptica sin polos, por lo que,

f(2) — ¢(2) = C = constante

que es equivalente a 2.21.

33



Capitulo 3

Los campos elipticos son campos

de Newton

En este capitulo se muestra el resultado principal de esta tesis, esto es que todo
campo vectorial eliptico es un campo vectorial Newtoniano.

Como en la mayoria de los casos en la variable compleja, se tendran dos pers-
pectivas, la analitica y la geométrica. Para presentar la perspectiva geométrica se
requeriran algunos conceptos como cubriente ramificado, pullback y la relacion entre
campos vectoriales complejos y su pullback.

Un campo vectorial eliptico, es un campo vectorial complejo, esto es,

con ¢(z) una funcién eliptica.

34
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3.1. Perpectiva analitica.

Nos interesa poder representar a la funcién eliptica g(z) que define a nuestro cam-

po vectorial eliptico g(z)% como el cociente _\}JIJ/((Z)) para alguna ¥(z). Para encontrar

U (z) procederemos como sigue:

U(z) 1 1

1. Primero notamos que —

V(=) T (og(¥(x) T ()

2. Enseguida observamos que las funciones elipticas inducen de forma natural

funciones sobre el toro,

3. Por consecuencia del Teorema de Liouville, estas funciones g(z) son meromorfas,
ademas, por el teorema 2.9.2, las funciones elipticas tienen “descomposicion en

fracciones parciales”, en términos de las funciones @, ¢ y 0 de Weierstrass.

4. Asi se podra finalmente integrar y exponenciar la expresién —(log(V(z)) = O]

para obtener una representacién explicita para U(z).

A continuacién se enunciara el teorema que mostrara que todo campo vectorial

X(z) = g(z)Z con g(z) una funcién eliptica, es un campo vectorial Newtoniano

X(z) = —\I‘f/((’z )) % y ademas, obtendremos una representacion explicita de la funcién

U(z) que lo caracteriza.

Teorema 3.1.1. Sean g(z) una funcion eliptica con periodos fundamentales 2w, y
2wy, Yy by, ..., b los polos de g(2) en el paralelogramo fundamental. Suponga que by,

es de orden (3, con parte principal

A P Apyr

Gk(Z) - zZ— bk (Z — bk)ﬁk
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Entonces existen constantes C' y C tales que

r Bk ' ‘
U(z) =Cle @ H {a(z — b))~ Mrexp [Z(—l)j%drm(z — bk)] } .

k=1 j=2

Demostracion. Por el Teorema 2.9.2, sabemos que

g(z) =C+> {AlkC(z —by) — %g/(z« %

k=1

ahora bien,

~(og(w)) = -2 _ oy 3 {Alqu by = Aoy

por lo que integrando, y recordando que % logo(z) = ((z), obtenemos

T A
—log(V) = CO+CZ+Z {Alkloga(z— br) — 1—2']€C(z—bk.) + ...

k=1

.. — k_M(k_) _
(1)t ) )
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Co

exponenciando y renombrando C’ = e~

r

U(z) = C'e%* exp [— E {Awlogo(z — by )+
Bk i Aj i
+j2(_1) (j_kl)!C( )(Z_bk)}] ’

y finalmente:

r Bk ‘ '
U(z)=Ce ] [0(2 — b)) "M% exp {Z(—m %gﬂ?(z — bk)}] .

k=1

U
Corolario 3.1.2. Sea X(z) = g(z)% con g(z) una funcion eliptica, sea f = é,
entonces X (z) es un campo vectorial Newtoniano X (z) = —\;I’/((ZZ))%, con V(z) como

en el teorema 3.1.1.

3.2. Perspectiva geométrica.

Para ver la perspectiva geométrica, se tiene que introducir los términos de cu-

briente ramificado y pullback.

Definicién 3.2.1. Un cubriente ¥ : V. — W es un mapa continuo y suprayectivo,
tal que, Yw C W, 3 un conjunto abierto U 2 W con la caracteristica de que W=1(U)
es la union de conjuntos abiertos disjuntos O, C V, y cada uno de ellos es un
homeomorfismo en U, esto es ¥y : O, — U es un homeomorfismo.

Un cubriente ramificado V : V- — W es un cubriente excepto en un nimero finito

de puntos en W, estos puntos son llamados puntos de ramificacion.
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Definicién 3.2.2. Sea ¥V un difeomorfismo local, el pullback de Y por medio de ¥
es el campo vectorial complejo X (z) en C. cuya imagen por U'(2) es Y(w). Esto es

(U*Y)(2) = X(2) tal que V'(2)X(2) =Y (¥(z2)).

La relacion entre campos vectoriales complejos y su pullback esta dado por el

siguiente lema cuya demostracion es local y esta dada por el lema 3.2.4:

Lema 3.2.3. Sea Y (w) = g(w)£ un campo vectorial complejo en CoyV:C,—C,
un cubriente ramificado. El campo vectorial complejo X (z) = f(z)% es el pullback

deY en WV siy solo si:

9(¥(2))
= ) 3.1
Demostracion. Es inmediata de la regla de la cadena. O

Una manera de caracterizar los campos vectoriales, es a travéz del siguiente lema.

Lema 3.2.4. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Un campo vectorial X (2) = f(z)£ es un campo Newtoniano en U.

2. X(z) = —;’,((z))g con V(z) = exp [— I ﬁdg] analitica en U*, donde la inte-
gral es sobre un camino ¥(t) clase C* contenido en U tal que v(0) = 2o es fijo

y ademds y(1) = z.
3. X(z) es el pullback de —wZ via V.

Demostracion. La demostracion de (1) < (3) es inmediata de la definicién de pullback

y el lema 3.2.3. Para obtener la equivalencia (1) < (2), consideremos

== D iogu(a)y
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integrando a lo largo de un camino v de clase C' en U para algun z, escogido de

manera que (3) se satisfaga, y finalmente exponenciando. O

La interpretacién geométrica del lema en términos de pullback es como sigue:

La trayectoria z(t) de un campo vectorial Newtoniano X (z), es el flujo del f, via W,

0
ow

t

del campo —w+- (cuyas trayectorias son lineas rectas, parametrizadas por e~*, que

comienzan en oo y terminan en 0 en @w) Més aun, ¥(z(t)) = W(z)e ", Vt € R.

Figura 3.1: Las trayectorias z(t) corresponden a las trayectorias —w% bajo el cu-
briente V.

Como los campos vectoriales Newtonianos se expresan como X(z) = f(2)5:,

B(2) = exp {_ / %dZ] |

donde no siempre es sencillo encontrar explicitamente a W(z), sin embargo, existe un

entonces tenemos que

modo de generar campos de Newton explicitamente de forma sencilla, considerando
a W(z) como un cubriente ramificado de la esfera de Riemann en ella misma.

Notemos que la composicién de cubrientes ramificados es un cubriente ramificado,
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Proposicién 3.2.5. Sea Y (t) = g(t)% un campo vectorial en C, y supongamos que
\Ijl @z — @w

Y
\112 . @w — @t

son cubrientes ramificados. Entonces X (z) = f(2)£ es el pullback via ¥ = Wy 0 ¥y

de Y (t) si y solo si

foy = SR __o(Wa(0n(2))
W) W) (z)

De esta forma, considerando Y (t) = —t% podemos construir diversos campos

vectoriales de Newton, como por ejemplo.

Ejemplo 3.2.6. El campo vectorial complejo X (z) = 62% se obtiene de —t% via

pullback con W = Wy 0 Wy, donde ¥y =e* y V) =e7 7.

Ahora bien, bajo el entendimiento de que la composiciéon de cubrientes ramifi-
cados, nuevamente es un cubriente ramificado, nuestro objetivo es mostrar que los
campos vectoriales elipticos son el pullback de —w%. En la figura 3.2 se muestra

explicitamente la composicién de estos cubrientes.
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Figura 3.2: Figura que muestra que los campos elipticos son pullback mediante un
cubriente ramificado del campo —w%. En la figura ® es la proyeccion estereografica,
U es el cubriente ramificado encontrado explicitamente en el teorema 3.1.1 y 7 es la
proyeccién usual sobre el toro



Capitulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

A lo largo de este trabajo, se caracterizaron a los campos vectoriales elipticos
como campos de Newton. Ademas se calculé de manera explicita a la funcion ¥ que
lo define.

Dado que el flujo asociado a los campos Newtonianos se visualiza de una manera
muy eficiente si se conoce explicitamente el cubriénte ramificado que lo define (vease
[1]), entonces se tienen ahora ya los elementos para poder visualizar todos los campos
elipticos.

Mucho queda por hacer al respecto de los campos vectoriales elipticos, en parti-
cular, en este trabajo ¥ queda expresada en términos de las funciones o y (, lo cual
podria representar un problema, pues no siempre es sencillo calcularlas, sin embargo,
las funciones elipticas pueden ser representadas en términos de la funcién 6, ya que la
funcién p de Weierstrass y la funcion 6 estéan estrechamente relacionadas. Esto pro-
vee un enlace con la teorfa de nimeros (pues la funcién 6 aparece de manera natural
en teoria de nimeros), ademds de facilitar el cdlculo de W, ya que la convergencia

numérica de las funciones 0 es mucho mas eficiente.

42
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Como ultimo punto, este trabajo sirve como un primer esbozo de lo que se tiene
que hacer para extender la teoria al caso de superficies de Riemann de género mayor
a 1. Las superficies de Riemann de genero mayor a 1, se pueden representar como
cocientes del semiplano superior bajo la accién de un subgrupo de SLy(R), de manera
que en este caso las funciones invariantes bajo la accién de este subgrupo son las

funciones que tomarian el papel de las funciones elipticas.
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