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Se presenta un estudio comparativo de los transitorios para dos tipos de
condiciones iniciales. Especificamente se analizé el comportamiento de las soluciones del
problema del Obturador de Moshinsky con la condicion inicial reflejante y condicién
inicial absorbente a regimenes de tiempo largos y cortos para los siguientes sistemas
cudnticos: Potencial Cero (Libre) y potencial delta de Dirac. Asimismo se evaluaron las
expresiones analiticas de las densidades de probabilidad como funcion del tiempo y la
posicién, para las cuales se encontré que a tiempos largos las propiedades fisicas son
independientes de la condicién inicial. En cambio a tiempos cortos se aprecia claramente
que las soluciones dependen de la condicién inicial, lo cual se refleja en la discrepancia
observada en las soluciones. Estos efectos no son de naturaleza fisica sino matemdtica ya
que son consecuencias de la discontinuidad que a t=0 introduce la condicion absorbente.
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EFECTOS TRANSITORIOS EN LA DINAMICA DEL TUNELAJE

CUANTICO.

I.- INTRODUCCION.

Uno de los problemas fundamentales en la mecdnica cudntica que ha dado lugar
a un notable desarrollo tanto en la investigacidon bdsica como en la aplicada es el del
tunelaje cudntico. Los origenes del problema de tunelaje son casi tan antiguos como la
mecdnica cudntica, ciertamente en 1928 fueron publicados una serie de trabajos donde
fueron aplicadas las nociones de tunelaje en diversas dreas de la fisica (Oppenheimer,
1928; Gamow, 1928).

Fn contraste con la descripcién estacionaria del tunelaje para el cudl existe una
enorme cantidad de trabajos publicados, el estudio de la propiedades del tunelaje
dependiente del tiempo ha sido un campo poco explorado. Un ejemplo de ésto es el
caso del problema de la propagacién de un electron en una regién clasicamente pro-
hibida, que ha dado lugar a una serie de aspectos controversiales, como el del tiempo
de trénsito (Hauge, 1989; Landauer, 1994) por mencionar alguno. Recientemente
ha surgido un creciente interés en estudiar la propiedades del transporte electrénico
desde un punto de vista dindmico para dar luz en éstos problemas fundamentales ain
no resueltos.

La mayoria de los estudios en la dindmica del tunelaje cuantico se basan en
soluciones numéricas de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, con la

condicién inicial de un paquete Gaussiano (Hartman, 1962; Collins et al., 1987). Un



aspecto criticado ampliatnente en la literatura a estos modelos es 1a aparicion de efec-
tos no locales asociados a la funcion de onda inicial en la regién de potencial que se
pretende estudiar. Por otro lado es claro que la ruta numérica no siempre resulta sat-
isfactoria y que para estudiar la dindmica del tunelaje en términos simples es preciso
disponer de soluciones analiticas exactas.

Un tratamiento analitico que permite realizar tal descripcidn es el estudio de los
fenédmenos transitorios asociados a la evolucion temporal de una onda plana. Este
problema, originalmente planteado por Moshinsky (Moshinsky, 1952, 1976) en 1952,
consiste en analizar la evolucién temporal de una funcidn de onda plana que ini-
cialmente, al tiempo # = 0, ocupa la regién = < 0, a la izquierda de un obturador
situado en 2 = 0. Al resolver la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
con la condicidn inicial arriba descrita, se obtiene un fendmeno transitorio para las
soluciones a tiempos £ > 0 que Moshinsky llamé difraccion en el tiempo.

Un aspecto que ha surgido recientementemente en el estudio de los transitorios
es el problema de las condiciones iniciales. Algunos autores (Garcia-Calderdn et al.,
1999) han sugerido la utilizacién de una condicién inicial de obturador reflejante para
dar una descripcién mads realista de los fendmenos transitorios que la dada por el
obturador:absorbente. Por otro lado un aspecto poco estudiado en la literatura es
el de las posibles implicaciones de la discontinuidad a ¢ = 0%*de la funcién de onda
inicial y la funcién de onda transmitida en x = 0.

Un modelo de potencial que ha sido ampliamente utilizado por su sencillez matematica
para investigar las propiedades de la evolucién temporal es el potencial delta de Dirac

(Elberfeld et al., 1988; Villavicencio, 1999; Herndndez, 1998). Este potencial resulta



un buen candidato para estucdiar los trausitorios en los distintos regimenes fempo-
rales y poder hacer inferencias respecto al problema andlogo de la barrera de potencial
(Garcia-Calderén et al.,1999; Brouard et al., 1996).

Recientemente se obtuvo la solucién analitica exacta para el caso de un poten-
cial delta de Dirac en z = 0, utilizando la condicién inicial de obturador reflejante
(Villavicencio, 1999), atin no reportada en la literatura. En este trabajo se presenta un
estudio de los fenémenos transitorios en la situacién libre y para el potencial descrito
Ifmeas arriba, con el objeto de determinar en que medida las distintas condiciones
iniciales modifican a los fenémelgos transitorios. El estudio de los fendmenos fransi-
torios en los distintos regimenes temporales puede resultar relevante en el estudio del
controversial problema de los tiempos de tunelaje (Landauer, 1994}, asi como el de el

problema de los fenémenos no-locales (Holland, 1995) en mecdnica cudntica.




II.- EL FORMALISMO DE LOS OBTURADORES ABSORBENTES.

En este capitulo presentamos un estudio de los fenémenos transitorios en los casos
de potencial cero (caso libre) y de potencial delta de Dirac, resueltos bajo la condicion
de obturador absorbente de Moshinsky. La discusién de este fenémeno ha sido real-
izada con anterioridad en la literatura (Moshinsky, 1952) y se presenta en este capitulo
con la finalidad de que el trabajo sea autocontenido. Is importante contar con la
descripcién de los transitorios basada en las condiciones iniciales absorbentes para
realizar un estudio comparativo en situaciones con condiciones iniciales reflejantes,
dado que es el objetivo fundamental de este trabajo.

II.1.- El caso libre.

Fl estudio de los fenémenos transitorios en el caso libre (V(z) = 0) involucra la

solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo,

9.
HW%(z,t) = z?ig\ll(m,t) (1)

donde H = (—k*/2m)8%/d2%. A continuacién analizaremos el modelo del Obturador
de Moshinsky que consiste en estudiar la evolucién temporal de una funcién de onda
plana con momento # la cual inicialmente al tiempo & = 0 ocupa la region & < 0, a la

izquierda de un obturador en = = 0 (Fig. ( 1)}).

Esta condicién inicial a ¢ = 0 representa el caso de un obturador que absorbe

totalmente la onda incidente, la cual puede escribirse como,
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Figura 1.- El obturadoer de Moshinsky Libre.

e*r @ < 0.
w0 =t (2)
, :

Enseguida procedemos a resolver la ecuacion diferencial (Ec.(1)) con la condicién
inicial arriba descrita, que puede resolverse utilizando diversos métodos matematicos
existentes en la literatura, como por ejemplo el método de la transformada de Fourier
o el método de propagadores (Moshinsky, 1952, 1976). En nuestro caso aplicamos el
método de la Transformada de Laplace (Arfken, 1985), que nos permite expresar la
ecuacién diferencial parcial Ec.(1) como una ecuacién diferencial de segundo orden

independiente de £,

8% — 2mis— 2mi
9 F , 3
83:2 ('l’? S) + ﬁ, ﬁ. ( )

Aplicando las condiciones iniciales dadas por la Fc.(2) a la Ec.{3) obtenemos un

sistema de ecuaciones diferenciales para las regiones x < 0y z > 0,



2nis

1

—2:,:" et e <0,

(4)

W(x, ) =

g%
— (.
du? (. ) h 0, z > 0.

La condicién de que las soluciones fisicamente aceptables W(x, f) se anulen en el
Do . ot .
infinito se extiende a la solucién ¥ (z, s), de tal forma que para este caso la solucion

cs,

U (e, s) = ctelVEn 'S z >0 (5)

Por otro lado, para el caso # < 0, tenemnos una ecuacién diferencial inhomogénea

cuya solucién fisicamente aceptable se escribe como:

—n s fomo o 2_1_71_ it :
i (.’IJJ S) = c"e_l s + —r}:_h_g 6?}'3: 1A § 0 (6)
2isT — k

A continuacién aplicamos las siguientes condiciones de acoplamiento a las Ecs.(5,

6) en = = 0 para la funcién de onda asi como de su derivada,

d

dw

T, s) 43 (0, 5) (7)

:d..’c

T(0,5) =T (0, ),
donde después de algunas manipulaciones algebrdicas obtenemos el siguiente par

de expresiones,



sm L1
20 k%

%":S (2"??7:8 - A‘.‘z)

(9)

y o, g T . .
La solucién para la funcion de onda transmitida W' (2, s) se obtiene determinando

el valor de la constante ¢t de las ecuaciones (8) y (9), lo que nos conduce a la expresidn,

-+ ? E: iy 2ty
v (:E,s):\/ml\/ﬁl;—‘(}e\/ nor x>0 (10)
h h '

La solucién dependiente del tiempo ¥{x, #) se obtiene calculando la Transformada

de Laplace Inversa (TLI} de la ecuacién {10). Afortunadamente la TLI de esta ex-
presién puede encontrarse en las tablas matemdticas (Abramowitz, 1968), la cual

finalmente nos permite escribir la solucién de la onda transmitida ¥§(z,t) para t > 0

y x>0,

| v — bt
Uiz, t) = 53?(A$“k2ﬁt/2’”)67’fc T m | - M (z; k;t) (11)

/2iht
m

Aquihemos introducido la llamada funcién de Moshinsky, M (z;k;t), quien en
1957 obtuvo por primera vez este resultado. Es conveniente comentar que en nuestro
estudio fue necesario evaluar la funcién M (z;k;t), para lo cual se implementd un

programa de cdmputo para evaluar numéricamente Ia funcién de error complementaria

erfe(z) dada por,

fe(s) = o [~ et (12)
eErfelz) = —— e AN

NLP
Una forma alternativa para calcular la TL[ es mediante técnicas de variable com-

pleja para la evaluacién de integrales de Bromwich (Arfken, 1985; Churchill, 1986).




Si f(s) es la Transformada de Laplace de una funcién #(2), la TLI se define como,

F(1) = ___] S f(s)ds, >0 (13)
v
donde la constante -y se elige en el plano complejo de tal manera que todas las singu-

laridades se encuentren a la derecha de la recta s = .

En nuestro caso la representacién integral de la funcién de Moshinsky se escribe

COINo,

. o
yHioo MgtV IR et
. i

1
oty = L [
(et = o e fomis(,[2Ris — k)

expresién que serd de gran utilidad cuando consideremos el caso del potencial Delta

ds = M (z; k;t) (14)

de Dirac del cual nos ocuparemos en la siguiente seceidn.

11.2.- El potencial delta de Dirac.

En este caso consideramos un modelo de obturador similar al descrito en la
seccidén anterior, con la diferencia de que a un tiempo t = (), el obturador se abre
instantdneamente y las particulas interaccionan en @ = 0 con un potencial delta de
Dirac V(z) =A8(2), donde X es la intensidad de la delta Fig.(2). La evolucién tem-

poral para ¢t > 0 estard dada por la solucién de la ecuacién (1), con el Hamiltoniano

dado por H = (—h*/2m)8%/8a?4-16(x).

Las condiciones iniciales en este caso estdn dadas por la Ec.(2). Aqui empleamos
de nuevo el método de Transformada de Laplace para resolver la Ec.(1) para las

regiones = > 0y = < 0. Sin embargo, en el caso del potencial delta las condiciones de




Potenctal Delta de Diréc

Region 1

¥ =g
AN

Region IT

Figura 2.- 'El obturador de Moshinsky para un potencial Delta de Dirac.

acoplamiento difieren a las correspondientes al caso libre debido a la discontinuidad
de la derivada del potencial en x = 0. Las nuevas condiciones de acoplamiento en

z = 0 son las siguientes,

T (0,s) =¥ (0,s), _41, *(0, )—%ﬁ‘(o,s)zzaﬁ?(o,s) - {15)

dx

en donde definimos el pardmetro @ = mA/k% Evalvando estas condiciones y re-
solviendo el sistema de ecuaciones resultantes para ¢, la solucién para la onda trans-

mitida es,

— imiy/2Ris
U (z,s) = A
, (‘/ %is%—m) (,/2??3—!.)

A continuacién utilizamos la expresién integral de Bromwich (Ee.(13) para calcular

(16)

la TLI,

P 1 Y+ico mx "d
(z,t} = Qi [Tﬂ'oo ( Ris + ?a) (m“ ’()
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Desarrollando en fracciones parciales el integrando de la ecuacién anterior, expre-

samos la solucidn W{x, ) como sigue,

y+ico L o
mtet‘/Q" as.Le,_g-f_dS

k A

1
Wz, t) = {(TH_—J Y / o Sy +
) 271'7.7_1_00 /27,-13(\/‘5;—.’.:)

N iov g %icfvg%i”e”(f.s (15)
( 2m

' 1oy m. m. .
k+ia) s\ f2%1s +ia)
Las integrales en la expresion anterior pueden ser evaluadas inmediatamente uti-
lizando la representacién integral de las funciones de Moshinsky Ec.(14). En la Ec.(18)

identificamos las funciones M (z; k;t) y M (2; —ia;t), de tal forma que la solucidn para

t > 0 se escribe,

W (w, ) =+ (k) M (2 k;t) + 7 (k) M (z; —ia; #) - (19)

donde las cantidades ¢ (k) = k/(k +ia) y v (k) = ia/{k 4 ic) son las amplitudes de

transmisién y de reflexién respectivamente, para un potencial delta de Dirac en la

situacidén estacionaria.
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III.- EL FORMALISMO DE OBTURADORES REFLEJANTES.

En este capitule presentamos el estudio de los fendmenos transitorios para los

casos de potencial delta de Dirac y el caso libre, con la condicién inicial de obturador

reflejante. En cste caso el tratamiento analitico de los transitorios se sigue a lo largo de
las mismas lineas discutidas en el capitulo IT. Los resultados obtenidos en el presente
capitulo son fundamentales para entender el efecto de las condiciones iniciales sobre
los efectos transitorios, tanto en la situacién libre como en presencia de un potencial,
que es el objetivo principal del presente trabajo.
I11.1 El caso libre.

El modelo de obturador reflejante que utilizaremos en nuestro andlisis se basa en
la solucidén de la ecuacidn de Schrédinger dependiente del tiempo con la condicidn
inicial,

W(z,0) = (20)

mediante la cual representamos a un obturador de Moshinsky que refleja parte de la
onda incidente. Utilizando el método de la Transformada de Laplace para resolver la
ecuacién de Schrodinger Ee.(1) con la condicién inicial Ec.(20) obtenemos un sistema

de ecuaciones diferenciales para las regiones x <0y x > 0,

a? 2mis— —4Msen (kv), x <0

V(z,s) = 21
Oz h (2:5) 0, x> 0. 2

i e e
Para el caso = > 0, la solucién fisicamente aceptable ¥ (z, s) es,
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W+(.’L‘, 3) = c+giV 2:—':—5.;-.17’ x> (. (22)

Al igual que en la seccidn anterior, para el caso ¢ < 0 tenemos una ecuacion

diferencial inhomogéneca cuya solucién estd dada por,

—_—— ; b1 4?’]
U (z,8) =c e 'V sz m sen{kz), x <0 (23)
"~ h

A continuacién aplicamos las condiciones de acoplamiento Ecs. (7) a las ecuaciones

(22) (23), y después de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos el sistema de

ecuaciones,

4?71 ‘
ct=c¢", *iy 2 Easﬁ— /2 Ew_ (24)
h 273

: - NPT -
Resolviendo para c¢*la solucién para la onda transmitida ¥ (z, s} es,

1 iei\,‘?%isﬂl m, l Eel\f?%lsﬂi

o= o

Para calcular la TLI de la Ec.(??), utilizamos la representacion integral de la

x> 0. (25)

funcién de Moshinky dada por la Ec.(14) que nos conduce finalmente a,

ds

y+ico V ISI 5’ 1 f",r+i00 E-ieiv %Tsmeﬂ
h
v

1
Uy (x,t) = _/ ds — —
i) 21 Jy—ico ,/ s(/2%8is — k) 2 Jy—ico J2Ris(\J2 s + k)

(26)

Uiz, t) = M(z; b #) — M{(z; —k; t) (27)
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[11.2 El Potencial delta de Dirac.

En esta scccidn presentamos la solucion analitica de la ccuacién de Schodinger
para un potencial delta de Dirac V{z) = Aé (2} cn x = (), con la condicidn inicial de
obturador reflejante.

Este resultado fué obtenido recientemente por J. Villavicencio como parte de su
proyecto de Tesis doctoral (Villavicencio, 1999) en donde se discuten la solucion en el
contexto de los fendmenos transitorios relativistas. Es importante seflalar que en el
presenta trabajo relizamos un estudio de ésta solucién en los distintos regimenes tem-
porales, con la finalidad de est.in_iar en que medida las condiciones iniciales modifica
los fendmenos transitorios.

Procedemos a resolver la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo con las
condiciones iniciales Ec.(20) empleando el método de la Transformada de Laplace de-
scrito en secciones anteriores. Ll sistema de ecuaciones correspondiente a las regiones

a la izquierda y derecha del potencial son,

g% _. Dnig - —Amgenkz, <0
—_2111(1‘: S) + e ‘II(Q’) S) = §
dx 0, x> 0.

(28)

Las soluciones correspondientes al sistema de ecuaciones (28} ya fueron determi-
nadas en la seccién 1111 y estdn dadas por las ecuaciones (22) y (23). Las condiciones
de acoplamiento en = = 0 Ec.(15) nos conducen a un sistema de ecuaciones para las

constantes ¢~ y ¢t el cual una vez resuelto para ¢* permite expresar la funcién de

-
onda transmitida ¥ (z, s) como,

— _ iheoy i\/_-’;-l-—is:r
Ve = Gy () (e )
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En la expresidn analitica anterior Ec.(29) no es posible identificar directamente
los términos que dan lugar a las funciones de Moshinsky. Sin embargo, mediante un

desarrollo en fracciones parciales reescribimos la ecuacién anterior como,

iﬂei,/z%‘m #(k) t{k)

-{17+(.’L‘,S) = L& —
( %’as) (‘,’2%'??3~k) (,/2"’)3—%7%"—)

3 t(—k) t(él\:)
( —?s-l-ﬂ) N ( m s+ H@)} (30)

I.a representacién anterior resulta conveniente, dado que escribiendo explicitamente

la TLI Ec.{13) de ¥+{z, s},

Loy MG 1 1
U(x,t) = éf [ SV e [t(,&:)——m—~— - -
A

. = *) 7o
2 (,/ Fis — I.:) (m + m)

1 1

—t (—Ar)——l—t(—k) - .
( —zs—|~i.) (‘/ %%.9-#?,0:)

podemos recurrir a la representacién integral de las funciones de Moshinsky Ec.(14)

ds, (31)

e identificar las funciones M (wz; k;t), M (z; ~k;t) y M{z; —ia;t) en la Ec.(31), de tal

forma que podemos escribir la solucién dependiente del tiempo como,

Uh(x, £) = & (k) M (z; ks £)—t (k) M (z; —do 8) =4 (= k) M (z; =k 1)+t (k) M (2; —ia; t)

(32)
En la expresién anterior identificamos a las cantidades #(+k) = £k/(Zk + icr) como
las amplitudes de transmisién para un potencial delta en la situacién estacionaria

evaluadas en +k. La solucidén en este caso difiere notablemente al del la situacion




absorbente Ec.(19) como se puede verificar en la Ec.(32). En la expresion anferior
notamos la aparicion de la funcién de Moshinsky A (w; —4;t) evaluada para valores
negativos de &, ademds de la ausencia total de la amplitud de reflexion r(k). En el
estudio nunmérico que sc Hevard a cabo en el Capitulo IV, determinaremos en que
medida la aparicién de este nucvo ingrediente en la expresién analitica modifica el
comportamiento de la funcidn de onda electrénica. En general un andlisis asintotico
de M (z; —k;t) (alo largo de las mismas lineas del apéndice B del articulo de Garcia-
Clalderdén y A. Rubio (Garcia-Calderén et al., 1997)) en el régimen a tiempos grandes,
nos muestra que la contribucién de esta funcion es despreciable. Sin embargo cl papel

que desempefie en el régimen de tiempos muy cortos serd objeto de estudio en el

capitulo IV,
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[V.- BSTUDIO NUMERICO DE LOS FENOMENOS TRANSITORIOS.

El estudio de los efectos de las condiciones iniciales sobre los transitoros en dis-
tintos régimenes temporales, cn particular cl de tiempos cortos es ui campo poco
explorado. Aparte ser interesante por simismo, nos permite dar luz a problemas fun-
damentales en la dindmica del tunelaje cudntico ain no resueltos, como el problema
del tiempo de tunelaje (Landauer, 1994; Garcfa-Calderén et al., 1999) y el de los
fenémenos no-locales en la mecédnica cudntica. Respecto a los modelos de obturador
que han sido tratados en la litel'ét.tll'a, un aspecto que ha recibido poca atencion es
el de las posibles implicaciones de la discontinuidad a + = 07 de la funcién de onda
inicial y la funcién de onda transmitida en @ = 0. Con la finalidad de aclarar algunos
aspectos de este problema en este capitulo realizamos un estudio comparativo de
los fenémenos transitorios asociados a las distintas condiciones inciales, a s&bler, las
condiciones iniciales de obturador absorbente y reflejante discutidas en los capitulos I1
v ITI. El estudio estard basado en el analisis de la densidad de probabilidad [¥{x, t)|?
como funcién de las variables z y t para el caso del potencial delta de Dirac y el caso
libre. Para realizar el presente andlisis fue necesario implementar una serie de progra-
mas de cémputo necesarios para la evaluacion las funciones de Moshinsky M (z;k;#}
y |¥(x,t)|? para las situaciones arriba descritas.
IV.1.- Los fenémenos transitorios asociados a las condiciones iniciales ab-
sorbentes.

Con la fnalidad de que €l trabajo sea autocontenido se incluye en esta seccién el

anslisis de los fenémenos transitorios asociados a una onda plana e'*? en el caso libre ¥
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de un potencial delta de Dirac en 2 = 0, con las condiciones iniciales absorbentes. In
esta scecién se discute la dindamica de la funcién de onda en las diferentes situaciones
asintGticas y se presenta de manera transparente la transicion del régimen transitorio a
1a situacién estacionaria. Los resultados obtenidos en esta seccion son relevantes para
poler en perspectiva las diferencias que existen en las descripciones de los transitorios
basadas en distintas condiciones iniciales.

A continuacién iniciamos con la descripcién de los transitorios en el caso libre,
con la finalidad de ilustrar el comportamiento asintético de la funcién de onda como
funcién de ¢ en los distintos I'egl’n:aenes asintéticos. En la Fig.(3) se gréfica la densidad
de probabilidad para las siguientes cantidades: & = 5 y E = .08 eV. Observamos
que a # = 0 la densidad de probabilidad es cero |Wi(z, 0)|? = 0, dado que no existe
solucién en el semiplano = > 0. Conforme se incrementa el valor de ¢, la funcién crece
monoténicamente hasta alcanzar un valor mdximo a partir del cudl oscila alrededor
de [¥¢(z, )| = 1, comportamiento que resulta razonable ya que en el limite cuando
¢ oo la funcién de onda tiende a una onda plana i.e. oM (z;k;t) = etk
recuperando asila situacién estacionaria. El fendmeno descrito en la Fig. (3) se
conoce en la literatura como difraccion en el tiempo (Moshinsky,- 1952), debido a la
analogfa con el problema en éptica de difraccion de Fresnel por un semiplano.

En la Fig.(4) se muestra en la grfica principal la variacién de la densidad de
probabilidad |¥§(z, £){* como funcién de la posicién & para los siguientes pardmetros:
t=1psy E = .08 eV. Observamos que para valores crecientes de #, la densidad

de probabilidad oscila alrededor de [P} (z, t)|2 = 1, para luego disminuir a cero en la

vecindad de z = vt definiéndose claramente un frente de onda. La evolucién temporal
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del frenfe semicldsico resulta evidente en el recuadro de la Tig. (4), donde para
distintos valores de (# = 1, 2,3 ps) sc exhibe una propagacion que ocurre a velocidades
semicldsicas dadas por v = h/hkm. Un aspecto sobresaliente que es preciso enfatizar,
es que el estudio comparativo de estos frentes permite analizar cuantitativamente los
fenémenos de atraso y avance temporal en estructuras cudnticas (Elberfeld, 1988;
Herndndez, 1998; Villavicencio, 1999).

A continuacion presentamos el andlisis de los transitorios para el potencial Delta
de Dirac. En la Fig. (5) se muestra el comportamiento de la densidad de proba-
bilidad |¥¢(x, #){? para un potencial delta de Dirac (V{2) = Aé(x)) de intensidad
A =15 eV ,E = .08eV y un valor fijo de 2 = .5 . Observamos que la densidad
de probabilidad |Wi(z,t)[? (linea continua) Ec.(19) se comporta de manera similar
al caso libre discutido en la seccidén anterior, presentando oscilaciones alrededor de
[¥4(ax, t)|* = .75, valor que corresponde al coeficiente de transmisién para un botem
cial delta en la situacién estacionaria i.e. |Ug(z,#){2 = T = |#]? = k2/(k*+a?). Este
comportamiento resulta razonable ya que para valores grandes del tiempo la funcién
M(z; ~ia;t) — 0 (linea punteada), de tal forma que el término dominante en este
régimen es la funcién M (z; k;t) (linea a trazos).

En la Fig. 6 se muestra el nacimiento de la funcién de onda fransmitida y su
evolucién temporal desde .5 a 50 fs. En el recuadro se presenta el comportantiento a
un tiempo posterior (£ = 1 ps), donde puede observarse que el frente de onda para el
potencial delta exhibe un comportamiento similar al caso libre, con la diferencia de
una notable disminucién de la densidad de probabilidad, la cual oscila alrededor del

valor del coeficiente de transmision en la situacion estacionaria.
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Para concluir esta seccién debemos agregar que el estudio comparativo de estos
frentes con respecto a los del caso libre es relevante para fa determinacién del ticmpo
de retraso. Fsto se muestra en la Fig. (7) en donde se presenta la evolucién tem-
poral de la funcién de onda ( linea a trazos) para un potencial delta con intensidad
A = 2 eV vy energia de incidencia de la particula dada por £ = .08 eVV. Un as-
pecto sobresaliente que podemos observar en la Fig. (7) es ¢l retraso temporal de la
solucién para el potencial delta, con respecto a la situacién libre (Hnea continua). El
fenémeno de retraso temporal es caracteristico del potencial delta y ha sido reportado
en la literatura para distintos pa;‘émetros del potencial a distintas escalas temporales

(Elberfeld, 1989).
IV.2.- Resultados del estudio comparativo de los transitorios asociados a
condiciones iniciales reflejantes.

Fn esta seccién nos enfocaremos al estudio de los transitorios asociados a. condi-
ciones iniciales reflejantes, con la ﬁnalid.ad de comparar los efectos sobre la funcion
de onda electrénica debido a las diferentes condiciones iniciales. Kl primer caso que
discutiremos a continuacién corresponde a la situacién libre de potencial (V (z) = 0),
el cual se ilustra en la Fig. (8). En esta grafica se presenta la variacion de la densidad
de probabilidad como funcién del tiempo para la funcién de onda correspondicnte a
los casos absorbente (linea continua) y reflejante (linea a trazos). Observamos que
ambas descripciones son distintas en el régimen de tiempos cortos. Sin embargo en
el recuadro de la Fig. (8) podemos observar que en la situacién para valores grande

de ¢, se empieza a notar una superposicién parcial de las grificas, la cual es total en

el limite cuando ¢ — co. El origen de estas diferencias cualitativas y cuantitativas a
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ticmpos cortos serd discutida con mayor detalle a continuacion, cuando consideremos
¢l caso del potencial delta de Dirac,

Con la finalidad de ilustrar los transitorios cn presencia de un potencial simple,
en la grafica principal de la Fig. (9) se muestra ¢l comportamiento de la densidad
de probabilidad como funcion del tiempo para un potencial delta de Dirac para los
parametros tipicos (A = 5 eV | E = .08 V), distinguiendo entre el resultado para la
condicién absorbente (Ec.(19)) y la correspondiente a la condicidn reflejante Ec.(32)
en el régimen de tiempos cortos. En la Fig. (9) se observa que el efecto de la condicidn
inicial reflejante es disminuir notablemente la densidad de probabilidad. Un aspecto
sobresaliente es que en la presente escala de tiempo ambos comportamientos son
cualitativamente similares, sin embargo existe una diferencia cuantitative que puede
ser explicada mediante un andlisis de las propiedades analiticas de las funciones de
Moshinsky. En particular las diferencias observadas a tiempos cortos se deben a
fuertes interferencias del nuevo factor M (z; —k;#) que aparece en la Ec.(32} con las
funciones M (z; k; t) y M (z; —ia; t). En el recuadro de la Fig. (9) fueron gréficados los
mismos casos en el régimen de tiempos largos considerando los mismos pardmetros
que en la gréfica principal. En contraste con el comportamiento a tiempos cortos
los términos de interferencia debidos a la funciones M (z;k;t) y M (z; —ia;t) son
despreciables, lo cual se manifiesta en una evidente superposicion de las graficas para
ambas expresiones.

Sin embargo existen clertas situaciones a tiempos cortos donde la solucién para el
potencial delta para el caso absorbente difiere notablemente de la situacién reflejante.

Para ilustrar esta situacion, en la grafica principal de la Fig. (10) se muestra el
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nacimiento de la densidad de probabilidad como funcion del tiem.po para un potencial
potencial delta para las cantidades: « = .5, B = .08 eV y A =20 ¢V . Este sistema
fue originalmente estudiado por A. Herndndez (Hernandez, 1998) para cl caso de
condiciones absorbentes, y muestra un comportamiento muy peculiar. Como puede
observarse, la funcién de la probabilidad para el caso absorbente (linea continua)
exhibe un méximo bien definido que tiene las caracteristicas de un precursor. Por
otro lado la solucién correspondiente al caso de la condicion inicial reflejante (linea
a trazos) crece monoténicamente y no presenta este comportamiento. Un aspecto
digno de destacar en la gréfica principal es que las condiciones iniciales modifican a
los fenémenos transitorios en el régimen de tiempos cortos, mientras que en el régimen
de ticmpos largos el comportamiento de este sistema es esencialimente el mismo como
se aprecia en el recuadro de la I'ig. (10). Este es un resultado importante que debe ser
considerado en el estudio de la dindmica del transporte electrénico a través de sistemas
con perfiles de potencial con geometrias mas complicadas. En particular los efectos
de las condiciones iniciales en el régimen de tiempos cortos deben ser considerados en
el estudio de los tiempos de tunelaje (Landauer, 1994) en virtud de que resultados,
como el mostrado en la Fig. (10) podrian conducir a interpretaciones fisicas erréneas
de estos ‘pseudo-frentes’. El origen de estos frentes puede explicarse desde el punto de
vista matemdtico, ciertamente un aspecto que se omite en la mayoria de los estudios
de los transitorios es la discontinuidad a + = 07 de la funcién de onda inicial y la
funcién de onda transmitida en = > 0, la cual en estos ejemplos se manifiesta en un

salto abrupto de la densidad de probabilidad, con las caracteristicas de un frente bien

definido. Es importante comentar que los efectos de la condiciones iniciales son ain

COORD. DEL SISTEMA DE INFORMACION
ACABEMICA U ABCL
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mas cevidentes en los casos relativistas, como se ha mostrado para las soluciones de
la ecuacién de Klein-Gordon y la ecuacién de ondas para el caso libre y un potencial
delta de Dirac (Garcia-Calderén et al., 1999).

Podemos profundizar méds acerca del comportamiento de la solucidn para el caso
reflejante discutido en la Fig. (10) si estudiamos por separado las contribuciones de los
términos que integran la ecuacién {32). En la Fig. (11) se analiza la evolucién tempo-

ral de la densidad de probabilidad (linea continua) para el caso reflejante discutido en

la Fig. (10). Notamos que el término correspondicnte al factor [t (—k) — ¢ (k)] M (z, —ia, 1)

(linea punteada) exhibe el comportamiento observado en el obturador absorbente de
la Fig.(10), por lo que el factor responsable del mdximo en la densidad de proba-
bilidad es M (x, —icr,t). Sin embargo este méximo no estd presente en la solucién
reflejante debido a que el nuevo factor M (z, —k,t) (linea a trazos ) que aparece en
la solucién (Ec.(32)) interfiere con los términos de la forma A (z, —ior, t) y M (x, k, )
(Iinea a trazo y doble punto), de tal forma que se elimina totalmente el maximo.
De la figura también resulta claro que los factores M (w, —ie,t} y M (z, k, t) tienden
rdpidamente a cero conforme se incrementa el valor del tiempo, comportamiento que

resulta razonable ya que en este l{mite debe reproducirse la situacidn estacionaria.
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Figura 3. Densidad de probabilidad como funcién del tiempo para el caso
del Obturador Libre Absorbente con pardmetros: x =5 A, E=.08 eV.
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Figura 4. Densidad de probabilidad como funcion de la distancia para el
Obturador Libre Absorbente con parametros: t =1ps, E=.08¢V. Enel
recuadro mostramos el avance del frente de onda para t =1 ps (linea
punteada), t =2 ps (linca a trazos), t =3 ps (linea continua). La flecha
indica la posicién del frente de onda semiclasico.
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Figura 5. Densidad de probabilidad como funcién del Tiempo para el caso
del potencial delta de Dirac con la condicion inicial Absorbente con
pardmetros: x=.5 A, A=15 ¢V A, E=.08 eV. En esta grafica se presenta la
solucién para el potencial delta (linea continua) y los términos que la
forman: t(K)M(x,k,t) (linea a trazos), término r(K)M(x,-io,t) (linea a
puntos).
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Figura 6. Densidad de probabilidad como funcion de la posicién para el
caso del potencial delta de Dirac con la condicion inicial Absorbente con
pardmetros: x=.5 A, A=15 eV A, E=.08 ¢V. Se muestra el nacimiento del
de onda semiclasico para distintas escalas de tiempos: t =.5 ps (linea
continua), t =10 ps (linea trazos), t =50 ps (linca a puntos). En el recuadro
observamos la misma solucién en Ja situacion asintética donde el frente

esta bien definido (t=1 ps).
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Figura 7. Densidad de probabilidad como funcién de la posicion para los
casos libre (linea continua) y delta de Dirac (linea a trazos) con la
condicion inicial Absorbente con pardmetros: t =1ps, A=2 eV A, E=.08eV.
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Figura 8. Densidad de probabilidad como funcién del tiempo para el caso

libre con la condicién inicial Absorbente (linea continua) y Reflejante
(linea a trazos) con parametros: X=.5 A,2=15eV A,E=.08¢V.Enel
recuadro mostramos las mismas soluciones a tiempos largos del orden de

t= 10" fs.
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Figura 9. Densidad de probabilidad como funcién del tiempo para el caso
libre con la condicién del potencial delta con la condicién inicial
Absorbente (linea continua) y Reflejante (linea a trazos) a tiempos cortos,
con pardmetros: X=.5 A, A=15¢eV A, E=08¢eV.Enel recuadro mostramos
el caso asintético con t del orden de 10° fs donde ambas graficas se

superponen.
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Figura 10. Densidad de probabilidad como funcién del tiempo para el
caso delta con las siguientes condiciones iniciales: Reflejante (linea a
trazos) y Absorbente (linea continua), en el régimen de tiempos cortos
como se ilustra en la grafica principal. En el recuadro se presenta la
evolucion a tiempos largos, con pardmetros: x=.5 A, A=20 eV A, E=.08

eV. en ambas situaciones.
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Figura 11. Densidad de probabilidad como funcién del tiempo para el
casos delta con la condicién inicial Reflejante a tiempos cortos con
parametros: x=.5 A, A=20 eV A, E=08 eV. Delta Total (linea continua),
término t(-k)M(x,-k,t) (linea a trazos y doble punto), término t(k)M(xk,1)
(linea a trazos), término [t(-k)+ t(k}IM(x,-ic,t) (linea a puntos).
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V.- CONCLUSIONES.

En el presente trabajo se realizé un estudio comparative de los efectos de las
condiciones iniciales sobre los transitorios en la dindmica del tunelaje cudntico. Para
ello se discutié un formalismo que provee una descripcién de los fendmenos transito-
rios en forma exacta, el cual permite obtener expresiones analiticas de la funcién de
onda electrénica dependiente del tiempo para el caso libre y un potencial delta de
Dirac. Especificamente se analizo el comportamiento de la funcién de onda obturador
absorbente versus el reflejante a diferentes regimenes temporales.

Como resultado del estudio cémparativo de los efectos de las condiciones iniciales
absorbentes y reflejantes en la situacién libre y para un potencial delta de Dirac,

puede concluirse resumidamente lo siguiente:

o En el régimen de tiempos cortos existen notables diferencias en el compor-
tamiento de la funcién de onda electrénica al emplear diferentes condiciones
iniciales. Existen algunos casos particulares de los fendmenos transitorios aso-
ciados a un potencial delta de Dirac (caso absorbente), donde como resultado
de ]a discontinuidad en z = 0 de la funcién de onda inicial a ¢ = 0+ (con re-
specto a la funcion de onda transmitide para x > 0), surgen comportamientos

- muy peculiares en la densidad de probabilidad. Estos efectos son de naturaleza
matematica y no fisica como se demuestra al resolver el problema con las condi-

ciones iniciales de obturador reflejante, las cuales garantizan la continuidad de

las funciones de onda en o = 0.

e Fn el régimen asintético de tiempos largos no existen diferencias apreciables de
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los efectos transitorios para las distintas condiciones iniciales estudiadas (refle-
jante y absorbente). Este resultado fue verificado numéricamente y puede ser

demostrado rigurosamente en forma analitica.

e [os resultados obtenidos en este trabajo pueden ser utilizados para hacer in-
ferencias en situaciones de potenciales con geometrias mas complicadas y dar
luz en cuestiones de la dindmica del tunelaje cudntico aiin no resueltas, como

el controversial problema de los tiempos de tunelaje.
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