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RESUMEN de la tesis de JONATHAN VERDUGO OLACHEA, presentada
como requisito para la obtencién del grado de DOCTOR EN CIENCIAS. Ensenada,
Baja California, 15 de enero de 2024.
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Dra. Selene Solorza Calderén

Directora de Tesis

En este trabajo de tesis se presenta una metodologia para el estudio de la propagacién
de ondas torsionales y radiales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos. Este
estudio contribuye al avance del conocimiento en el campo de la poroelasticidad y se
amplia la comprensién de la propagacién de ondas en estos medios. La importancia
de contar con modelos tedricos que describan la propagacion de ondas en cilindros
y anillos cilindricos poroeldsticos radica en su gran diversidad de aplicaciones tanto
tedricas como précticas, en campos tan diversos como la ingenierfa, la medicina y la
geoffsica. En particular, se analiza la propagacién de ondas radiales y torsionales en
cilindros y anillos cilindricos poroeldsticos homogéneos, isotrdpicos, con simetria axial
que estdn completamente saturados por un fluido y con condiciones de frontera libre
de esfuerzos. Se utiliza el marco tedrico de la teorfa de Biot de Viscosidad Extendida
(TBVE).

Para abordar el problema de manera préctica, el anélisis de la propagacién de ondas se
dividié en dos partes: ondas torsionales y ondas radiales. Para el caso de la propagacién
de ondas torsionales en anillos cilindricos poroelésticos, se desarrollé una metodologfa
que nos permite obtener expresiones analfticas para la velocidad de fase y la atenuacién
en términos de las propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la permeabilidad,
la densidad del sélido, la viscosidad del fluido, el médulo de cizallamiento del marco
sélido, entre otros. Estas expresiones incluyen el pardmetro de la frecuencia (w), las
velocidades de las ondas S rdpidas (8,) y S lentas (3,), y aparece de manera explicita
el p-ésimo modo natural de vibracién. En el caso de la propagacién de ondas radiales
en cilindros poroeldsticos, se logré desacoplar las ecuaciones de frecuencias de las ondas
P répidas (a;) y P lentas (o), lo que proporciona una metodologia para calcular con
precision las frecuencias naturales de los modos naturales de vibracién para las ondas
radiales. Estas ecuaciones estdn en funcién de las propiedades fisicas del medio, la
frecuencia (w) y las velocidades de las ondas S répidas y S lentas, lo que facilita el
andlisis y la obtencién de las frecuencias naturales y los modos naturales de vibracién
de las ondas radiales.

Palabras Clave: propagacién de ondas; medios porosos; ondas torsionales; ondas
radiales; teoria de poroelasticidad.
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This work presents a methodology aimed at understanding the propagation of torsional
and radial waves in poroelastic cylinders and hollow cylinders, contributing to the
advancement of knowledge in the field of poroelasticity. The research expands our
comprehension of wave propagation in these media, encouraging future investigations
in this field. Having theoretical models that describe the propagation of waves in
poroelastic cylinders and hollow cylinders has significant interest due to its wide range
of both theoretical and practical applications in diverse fields such as engineering,
medicine, and geophysics. Particularly, this thesis investigates the propagation of
radial and torsional waves in homogeneous, isotropic, axially symmetric poroelastic
cylinders and hollow cylinders, which are completely saturated with fluid and subjected
to stress-free boundary conditions, based on the theoretical framework of the Biot
Viscosity Extended Theory (BVET).

In order to approach this problem practically, we divide the analysis of wave propagation
into two parts: torsional and radial waves. For propagation of torsional waves in
poroelastic hollow cylinders, a methodology has been developed to obtain analytical
expressions for phase velocity and attenuation. These expressions are functions of the
physical properties of the medium, such as porosity, permeability, solid density, fluid
viscosity, and solid-frame shear modulus, among others. Moreover, these expressions
have as explicit parameters the frequency (w), the fast (8,) and slow (8;) S wave
velocities, and the p—th natural mode of vibration. For radial waves in poroelastic
cylinders, T have successfully decoupled the frequency equations for fast (c) and slow
(oy) P waves. These equations depend on the medium’s physical properties, the
frequency (w), and the velocities of fast and slow P waves, simplifying the analysis
of the natural frequencies and natural vibration modes associated with radial waves.

Keywords: wave propagation; porous media; torsional waves; radial waves;
poroelasticity theory.
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Capitulo I

INTRODUCCION

La teoria de poroelasticidad es una rama de la mecdnica que se enfoca en el
comportamiento mecanico de materiales porosos saturados de fluidos [2, 3]. Estos
materiales, comunmente encontrados en la naturaleza como en el suelo, las rocas y
materiales bioldgicos, exhiben un comportamiento complejo debido a la interaccion
entre los solidos y los fluidos presentes en sus poros. La comprension de esta interaccion
es esencial para abordar una amplia gama de aplicaciones en campos como la ingenieria
civil, la geofisica, la biomedicina y la industria de la energia [4]. Por ejemplo, en
ingenieria se ha utilizado para construir estructuras que ayuden a disipar las ondas
de sonido y las vibraciones en pipas, ductos, estructuras de automéviles y aeronaves,
lanzamientos espaciales, cascos de barcos, submarinos y construcciones de edificios,
entre otros [5]. En medicina, la teoria de poroelasticidad ha sido utilizada para detectar
de manera no invasiva posibles enfermedades como el cancer de hueso, midiendo la
cantidad de minerales, la cantidad de coldgeno y otros nutrientes por medio de ondas
de ultrasonido [6]. En el estudio de rocas, se ha utilizado para determinar propiedades
de rocas que ayudan a obtener informacion de la litologia, porosidad, fluido contenido

y otras caracteristicas del medio [7].

En la teoria de poroelasticidad se consideran dos componentes principales: los
solidos deformables y los fluidos contenidos en los poros interconectados de la matriz
solida. Algunas de las propiedades fisicas mas importantes de un medio poroelastico se

enlistan a continuacién [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]:



Moédulo de volumen (K). Es la relacién entre la variacién de volumen del medio
y la variacion de la presion hidrostatica. Este parametro esta influenciado por la
porosidad y la elasticidad del medio, y se utiliza para describir la compresibilidad

del medio.

Médulo de cizalla (p). Es la relacion entre el esfuerzo cortante aplicado al medio
y la deformacién resultante. Este pardametro se utiliza para describir la rigidez

del medio, y esta influenciado por la elasticidad del esqueleto soélido.

Permeabilidad (K'). Es la capacidad del fluido para fluir a través del medio poroso.

Este parametro esta influenciado por la porosidad del medio y la viscosidad del

fluido.

Porosidad (n,). Es la fraccién del volumen del medio que estd compuesta
por poros. Este parametro se utiliza para describir la cantidad de espacio
vacio disponible en el medio poroso, y estd influenciado por la geometria y la

distribuciéon de los poros en el medio.

Densidad p,. Es la masa del medio por unidad de volumen. Este pardmetro estd
influenciado por la densidad del esqueleto sélido y la densidad del fluido que llena

los poros.

Tortuosidad (S). En un medio poroso, la tortuosidad se refiere a la cantidad de
desvio que experimenta el fluido al moverse a través de los poros de este medio.
Cuanto mas desviado sea el camino del flujo a través del medio poroso, mayor

sera su tortuosidad.

Antes de llevar a cabo experimentos de laboratorio, es mas eficiente y econémico
realizar simulaciones computacionales para comprender cémo las propiedades mecanicas

influyen en los resultados experimentales. Un ejemplo relevante se encuentra en la



medicina, donde la teoria de poroelasticidad se emplea para detectar enfermedades de
manera no invasiva, como la osteoporosis o el cancer de hueso. Esto se logra midiendo
parametros como la porosidad (7,) y su relacién con los minerales presentes en los
huesos, asi como la cantidad de colageno y otros nutrientes, utilizando la velocidad y

la atenuacion de ondas ultrasénicas [6].

La teoria de poroelasticidad es una herramienta poderosa para comprender el
comportamiento mecanico de materiales porosos y sus interacciones con fluidos. Debido
a que su aplicabilidad abarca una amplia gama de campos del conocimiento, la
comprension de esta teoria es fundamental para abordar desafios técnicos en diversas
ambitos, impulsando el progreso en la ciencia y la tecnologia. Contar con modelos o
ecuaciones que describan el comportamiento mecanico de fenémenos fisicos nos permite
aprovechar los avances tecnolégicos para una mejor comprension y una resolucién

eficiente de distintos problemas en diversas ramas del conocimiento.

I.1 Antecedentes

La teoria de poroelasticidad fue formalizada y presentada por primera vez por Biot
en la decada de los cincuenta. En sus trabajos de 1956 [2, 3] abordé el problema
de la propagacion de ondas en rocas porosas completamente saturadas con agua,
desarrollando las ecuaciones que describen el comportamiento de los esfuerzos y las
deformaciones de un medio poroelastico completamente saturado con un fluido. Estos
trabajos sentaron las bases para la comprension de como la presion y el flujo de fluidos
en los poros pueden influir en las propiedades mecanicas de los materiales porosos, como
su deformacion y respuesta a las cargas. A esta teoria se le conoce como la teoria de

poroelasticidad de Biot o simplemente como la teoria de Biot (TB).



En un principio la TB se desarrollé con el proposito de estudiar problemas de
propagacion de ondas en solidos elasticos porosos, es decir, aquellos que contienen
un fluido viscoso compresible, como el caso de rocas saturadas con agua [2, 3.
Posteriormente, esta teoria se empezé a utilizar en problemas relativos al estudio de
la dindmica de rocas (para describir la dispersion y atenuacién de las ondas sismicas)
(13, 14, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], vibraciones y sonidos acusticos
[29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36|, modelos médicos [37, 38, 39, 40], mecénica estructural
[5, 41], entre otros. Aunque la TB ha sido verificada por varios experimentos de
laboratorio [18, 42, 43, 44, 45] al comprobar la existencia de las tres ondas predichas
por esta teoria: las ondas P rapida y lenta que son ondas compresionales u ondas
primarias, y la onda S rapida que es una onda de cizallamiento u onda secundaria,
para un rango de frecuencias por debajo de los 10 kHz [1]. Sin embargo, la TB
presenta discrepancias entre las curvas de atenuacion de los datos experimentales y
el modelo tedrico en frecuencias ultrasénicas [25, 32]. Para reducir esta discrepancia,
se incorporé en las ecuaciones de movimiento de Biot un término de deformacion en el
fluido que genera naturalmente la presencia de la onda S lenta, estudiada por Sahay
[25]. Esta nueva teoria se conoce como la teoria Biot de viscosidad anadida o teoria
de Biot de viscosidad extendida (TBVE). Con ella se reduce el error entre el modelo
teodrico y los datos experimentales en el rango de frecuencias ultrasonicas y se recuperan
las predicciones hechas por la TB en bajas frecuencias. La TBVE consta de dos
ondas rapidas (P y S) y dos ondas lentas (P y S). Ademads, en lugar de considerar
los movimientos solidos y de fluidos como lo hace la TB, se considera el centro de masa
y el campo interno como vectores de desplazamiento. La TBVE no sélo considera el
movimiento diferencial del fluido en relacién con el marco sélido como un mecanismo
de pérdida como en la TB, sino que también considera los mecanismos de pérdida de

viscosidad volumétrica y de corte del fluido dentro de los poros [24, 25]. En el siguiente



capitulo se muestran las principales diferencias entre la TB y la TBVE.

En anos recientes, se ha utilizado la TB y la TBVE para estudiar la propagacion de
ondas torsionales y ondas radiales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos con una
gran variedad de aplicaciones. Por ejemplo, el diseno de turbinas, ejes de transmision de
automéviles, rotores de turbogeneradores, ejes de bombas [46, 47, 48], tuberias y ductos
para transportar hidrocarburos [49, 50, 51, 52|, asi como materiales para reducir el ruido
y vibraciones de aviones. También para modelar la propagacién de ondas superficiales
con el proposito de caracterizar depésitos de agua e hidrocarburos [18, 23, 28, 53, 54, 55,
56, 57, 58, 59, 60, 61]. Esta teoria ha sido aplicada también para desarrollar materiales
y estructuras compuestas, como los nano-puentes, nano-tubos, nano-platos, nano-cables
y nanosensores, con propiedades deseables como lo son una alta resistencia, ligereza,
dureza y sencilla fabricacién [17, 34, 35, 62, 63, 64]. A su vez, se ha utilizado para
detectar enfermedades de manera no invasiva, como el cancer de hueso al relacionar las
propiedades fisiologicas del hueso y como estas afectan a la propagacién de las ondas
[6, 39, 65, 66, 67], 0 en el diagndstico de enfermedades como la hipertensién, al medir
la propagacion y atenuacion de las ondas y su relacion con la resistencia de las paredes
arteriales y compararlas con los resultados de la frecuencia cardiaca [40]. Asi mismo,
para detectar lesiones traumaticas cerebrales al medir la respuesta de la propagacion de
ondas en los microtibulos de los axones [68, 69, 70, 71, 72, 73]. De igual manera, se han
realizado simulaciones computacionales para investigar cémo las vibraciones excesivas
conducen a la fatiga y a los danos mecanicos de las estructuras, lo que reduce la eficiencia
[74, 75, 76, 77]. Los resultados de este tipo de estudios han sido usados para disenar
ejes de transmisién de automéviles, que requieren una mayor fuerza para satisfacer
diversos requerimentos, como la méxima carga axial para evitar deformaciones y baja
capacidad [48]. Este tipo de disenos requiere crear nuevos materiales que nos ayuden

a atenuar vibraciones o el sonido para mejorar las propiedades mecanicas, como lo son



los materiales funcionalmente graduados (FGM por sus siglas en inglés) [17, 35, 78, 79].

Debido a la amplia gama de aplicaciones de la TB y la TBVE, se han realizado
diversas investigaciones para entender la propagacién de ondas torsionales en cilindros
y anillos cilindricos poroeldsticos [46, 47, 80, 81, 82, 83, 84, 85]. Por ejemplo, basado
en la TB, en 1980, Tajuddin y Sarma obtienen expresiones para la velocidad de fase
y atenuacién para los modos de vibracién axial en cilindros poroeldsticos simétricos
e infinitos bajo condiciones de frontera libres de esfuerzos [86]. Las ecuaciones estén
en términos de los parametros de Biot, la velocidad de la onda S répida, y los modos
de vibracién. En 2004 y en 2009, Solorza-Calderén y Sahay [13, 14] presentaron un
estudio de las vibraciones torsionales y longitudinales en cilindros poroelésticos de
arenisca completamente saturados con agua y queroseno, considerando condiciones
de frontera libre de esfuerzos mediante la TBVE. Utilizando desarrollos asintéticos,
lograron obtener expresiones analiticas para la velocidad de fase y la atenuacién en
términos de las propiedades del medio, las ondas rapidas y lentas (P y S), y la frecuencia
para diferentes rangos de frecuencia. La metodologia desarrollada permitiéo obtener
los intervalos que describen el comportamiento por rangos de frecuencia y, a partir de
ellas, extraer las propiedades dominantes del medio para cada caso (cilindro de arenisca
completamente saturado con agua y con queroseno). En estos trabajos, se destacaron
las propiedades dominantes del material, como la permeabilidad y las propiedades del
fluido, que controlan la atenuacién de las ondas. Pocos anos después Tajuddin y Shah
[87], utilizando la TB en lugar de la TBVE, presentaron un andlisis de los modos
naturales de vibracién de anillos cilindricos delgados y gruesos con condiciones de
frontera libre de esfuerzos. En este trabajo obtuvieron una sola ecuacion de frecuencias,
la ecuacion asociada a la onda S rapida. Sin embargo, es importante resaltar que
al utilizar la TB y no la TBVE, no consideraron la aportacién de la onda S lenta

en la propagaciéon de la onda S rapida. Por esto, la limitante més importante de



los resultados obtenidos en su trabajo, es que no son validos en todo el espectro
de frecuencias, en particular, para frecuencias ultrasonicas. Recientemente, usando
la TBVE, Perati y Gurijala [4] estudiaron el modo torsional de vibracién de anillos
cilindricos poroelasticos huecos con condiciones libres en ambas fronteras. Sin embargo,
ellos decidieron resolver numéricamente el problema por el método de la biseccion y
encontraron la solucién para un rango de frecuencias muy restringido, [0.0001, 0.0009]
Hz. Al resolver numéricamente el problema, no pueden obtener férmulas explicitas
para los modos naturales de vibracién, para la velocidad de fase o la atenuacién donde
se vinculen explicitamente la velocidad de fase y la atenuacién torsional con la velocidad
de la onda S, las propiedades del medio y la frecuencia. Por otro lado, también resulta
complejo identificar con precision los modos torsionales que contribuyen de manera
significativa al comportamiento de la onda. Es relevante senalar que en la literatura
existen otros trabajos que han abordado la resolucion numérica de la ecuacion de
frecuencia para ondas torsionales y radiales, sin lograr obtener expresiones precisas
para los modos naturales de vibracion o sus frecuencias correspondientes, tal como se
evidencia en estudios previos [4, 65, 66, 67, 87, 88]. En contraste a estos trabajos, en
2021 Solorza-Calderén [15] abordé el problema de propagacién de ondas torsionales en
cilindros poroelédsticos con condiciones libres en la frontera usando la TBVE. En este
estudio, Solorza-Calderén obtiene ecuaciones para la velocidad de fase y la atenuaciéon
en frecuencias subsonicas, sénicas y ultrasonicas, en funcién de la onda S rapida, onda
S lenta, la frecuencia, el espesor del cilindro, las propiedades del medio y el modo de
vibracién torsional explicito como parametro, logrando resolver analiticamente y en un
rango amplio de frecuencias. En ese trabajo, demostré que, aunque la onda torsional
lenta no se propaga en el caso del cilindro, si afecta la propagacién de la onda torsional
rapida. Es decir, la onda torsional rapida se propaga mas lento al utilizar la TBVE

comparado con la TB.



Este trabajo tiene como objetivo general obtener expresiones explicitas para los
modos naturales de vibracién para el caso torsional y el caso radial de cilindros y
anillos cilindricos poroelasticos, con simetria axial, homogéneos, isétropos, que estén
completamente saturados con un fluido consideranto condiciones de frontera libre de
esfuerzo en ambas fronteras (interior y exterior), utilizando el marco tedrico de la TBVE.
Al utilizar las ecuaciones de la TBVE, se incluye de manera natural la onda S lenta, por
lo que se obtienen dos ecuaciones de frecuencias para las ondas S y dos ecuaciones de
frecuencias para las ondas P. Dos de las ecuaciones estan gobernadas por la velocidad
de la onda P y S lenta, respectivamente, y las otras dos, por la velocidad de la onda
P y S rapida, respectivamente. En este trabajo, se presenta una metodologia para
obtener las cuatro ecuaciones de frecuencias de manera explicita. Al resolver dichas
ecuaciones, se pueden determinar las frecuencias naturales de los modos de vibracion y
estas frecuencias se pueden utilizar para obtener las formulas analiticas para la velocidad
de fase y atenuacién de las ondas torsionales y radiales, de cilindros y anillos cilindricos
poroelasticos, explicitamente en términos de las propiedades del medio, las velocidades
de las ondas répidas y lentas, y el pardmetro explicito del modo natural de vibracion.
Para el caso de las ondas S, las ecuaciones de frecuencia se resuelven analiticamente,
en contraste con los trabajos de Perati y Gurijala que lo abordan de manera numérica
[4]. La complejidad de obtener una solucién analitica de las ecuaciones de frecuencias,
se debe a que estdn en términos de las funciones Bessel de segundo orden de primer
y segundo tipo, para el caso de un anillo cilindrico. Para el caso de un cilindro, las
ecuaciones de frecuencias estan en términos de las funciones Bessel de primer tipo de
orden uno y orden cero. En general, las ecuaciones analiticas nos permiten entender
como las propiedades mecénicas de los materiales poroeldsticos afectan la propagacion
y como se puede utilizar esa informacién para construir estructuras que satisfagan

requerimentos deseados, tales como la resistencia, dureza, ligereza y facil fabricacién.



1.2 Justificacion

A pesar de que la TB ha sido ampliamente aceptada en la comunidad cientifica para
el estudio de la propagacion de ondas en medios poroelasticos, su capacidad para
predecir la propagacién de ondas en frecuencias ultrasénicas presenta desafios. En
respuesta a esta limitacion, surge la TBVE, disenada especificamente para abordar
esta discrepancia entre las predicciones tedricas y las mediciones en los experimentos
de laboratorio pensando en el contexto de medios poroelasticos.

En este campo del conocimiento ain existen importantes oportunidades para
contribuir mediante investigaciones tedricas. En este sentido, el presente trabajo se
enfoca en obtener expresiones analiticas para las velocidades de fase, la atenuacion
y las frecuencias naturales para las ondas torsionales y radiales en cilindros y anillos
cilindricos poroelasticos con condiciones de frontera libre de esfuerzo. Estas expresiones
estan en términos de las propiedades fisicas del medio, como la rigidez de la matriz
solida, la porosidad, la permeabilidad, la viscosidad del fluido, la densidad del sélido,
asi como la velocidad de las ondas P y .S, y el parametro explicito del modo natural de
vibracién.

El interés en comprender cémo se propagan las ondas en medios poroelasticos es
enorme debido a su potencial de aplicacién en diversas areas del conocimiento. Por
ejemplo en la medicina, permite cuantificar las propiedades poroelasticas de los huesos
en funcién de los minerales, la porosidad, el coldgeno y otros nutrientes [6]. En la
industria del petrdleo, al estudiar la fisica que controla la atenuacién sismica en las
rocas sedimentarias, ya que aun no se ha comprendido por completo [23]. Finalmente
en la industria automotriz, aeronautica y de construccion, al estudiar la atenuacion de

las vibraciones y las ondas de sonido [89], entre otros.
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I.3 Preguntas de investigacion

Utilizando el marco tedrico de la TBVE, jcuéales son las expresiones analiticas, en
términos de las propiedades del medio, que gobiernan el comportamiento de los
modos de vibracion torsional y radial en anillos cilindricos poroelasticos saturados

con un fluido y con frontera libre de esfuerzo?

1.3.1 Preguntas secundarias

1. Partiendo de las ecuaciones de la TBVE, ;se pueden determinar las ecuaciones

de frecuencia para las ondas radiales y torsionales?

2. jCual es la metodologia a seguir para obtener las ecuaciones de frecuencias de

manera explicita para las ondas radiales y torsionales?

2. ;Cudl es la metodologia a seguir para obtener la solucién de las ecuaciones de
frecuencias y cudl es su rango de validez en el caso de la propagacién de las ondas

radiales y torsionales?

3. ;Cudles son las expresiones analiticas explicitas de las velocidades de fase y las
atenuaciones para el modo radial y el modo torsional de vibracién en funcién de

las propiedades del medio?

4. ;Se pueden determinar cudles son las propiedades del medio que gobiernan la

propagacion de las ondas radiales y torsionales?

I.4 Hipdtesis de investigacion

Con base en la TBVE, se pueden determinar expresiones analiticas que describan

el comportamiento de ondas radiales y torsionales, en cilindros y anillos cilindricos
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poroelasticos con condiciones de frontera libre de esfuerzos. Esto se puede realizar
mediante la solucion de las ecuaciones de frecuencia que surgen de aplicar las condiciones
de frontera libre de esfuerzo al sistema. Ademads, las expresiones analiticas se pueden
obtener en términos de la frecuencia, las propiedades del medio y las velocidades de las

ondas P y S, rapidas y lentas.

I.5 Objetivos

I.5.1 Objetivo general

Usando la TBVE, en este trabajo presenta una metodologia para obtener expresiones
analiticas para la velocidad de fase y atenuacion de las ondas radiales y torsionales
en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos completamente saturados con un fluido,
homogéneos, isétropos, axial simétricos con condiciones de frontera libre de esfuerzos
en ambas superficies (interior y exterior). Dichas férmulas estardn en términos de las
propiedades fisicas del medio como la porosidad, la permeabilidad, la densidad del
solido, la viscosidad del fluido, los médulos de corte del solido y del fluido, entre otros,

asi como la frecuencia y las velocidades de las ondas rapidas y lentas.

1.5.2 Objetivos especificos

1. Partiendo de las ecuaciones de la TBVE, determinar las ecuaciones que gobiernan

los movimientos radiales y torsionales.

2. Determinar la solucion de las ecuaciones de la TBVE radial y torsional, y obtener
las ecuaciones de frecuencia para las ondas radiales y torsionales utilizando las

condiciones de frontera libre de esfuerzos.
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3. Determinar la solucién analitica de las ecuaciones de frecuencias y calcular su

rango de validez en el caso de la propagacion de las ondas radiales y torsionales.

4. Obtener las formulas explicitas de las velocidades de fase y las atenuaciones para
los modos de vibracién radial y torsional en funcién de las propiedades del medio.
Determinar cudles de estas propiedades son las que gobiernan la propagacién de

las ondas.

1.6 Contenido de la tesis

En el capitulo I, se introduce el tema de la poroelasticidad y se destaca su relevancia en
diversas aplicaciones. Ademas, se examinan trabajos previos que han contribuido a la
formulacién de la TB y como esta teoria conduce a la derivacion de la TBVE. Ademas,
se aborda la justificacion detras de la investigacion y presenta las hipétesis que guian
el estudio.

En el capitulo II se presentan las ecuaciones de poroelasticidad de la TB y de
la TBVE y se comparan las ecuaciones de ambas teorfas. Las ecuaciones de ambas
teorias se presentan en su forma matricial y las ecuaciones de la TBVE se presentan
explicitamente en coordenadas cilindricas.

En el capitulo III se presenta una metodologia detallada para obtener expresiones
analiticas de la velocidad de fase y la atenuacion de las ondas torsionales en anillos
cilindricos poroelasticos infinitos, isétropos, con simetria axial y condiciones de frontera
libres de esfuerzos. La metodologia parte del enfoque de la TBVE y utiliza las
ecuaciones en coordenadas cilindricas, obtenidas en el capitulo II.

En el capitulo IV se usa la metodologia desarrollada en el capitulo III para realizar
simulaciones computacionales para el andlisis del comportamiento de la propagacion de

las ondas torsionales, a través de la velocidad de fase y atenuacién en anillos cilindricos
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poroelasticos de arenisca completamente saturados con agua o queroseno, usando el
marco tedrico de la TBVE. Ademads, se presentan comparaciones entre los resultados
obtenidos con la TBVE y la TB.

En el capitulo V se presenta una metodologia detallada para obtener expresiones
analiticas para las frecuencias naturales de las ondas radiales en cilindros poroeléasticos
infinitos, isétropos, con simetria axial y condiciones de frontera libre de esfuerzos. La
metodologia propuesta parte de las ecuaciones de la TBVE en coordenadas cilindricas
mostradas en el capitulo II. Las expresiones analiticas para las frecuencias naturales
se presentan en términos de propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la
permeabilidad, la densidad del sélido y el fluido, entre otros.

En el capitulo VI se realiza el anélisis y estudio de las frecuencias naturales a través
de simulaciones computacionales. Se consideran las propiedades fisicas de cilindros
poroelasticos de arenisca completamente saturados con agua o queroseno, utilizando
las ecuaciones de la TBVE. La caracterizacion de las frecuencias naturales de las ondas
radiales en cilindros poroelasticos representa un avance significativo y abre nuevas
oportunidades de investigacion y aplicaciones en diversos ambitos.

En el capitulo VII se plantean las conclusiones generales de este trabajo de tesis y

se presentan trabajos potenciales a considerar en un futuro.
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Capitulo 11

ECUACIONES DE POROELASTICIDAD

En la década de los cincuenta, Maurice Antony Biot propone la teoria de poroelasticidad
de Biot con el objetivo de estudiar la propagacion de ondas en rocas porosas
completamente saturadas con agua [2, 3]. Esta teoria se desarrollé debido a que las
ecuaciones de elasticidad no modelaban de manera exacta el comportamiento mecanico
de la propagacién de ondas en medios sélidos elasticos porosos saturados con fluidos.
Por lo que Biot se di6 a la tarea de proponer un nuevo marco tedrico que utilizara
las relaciones constitutivas adecuadas. Entre estas relaciones se encuentra la ley de
Darcy (para describir el flujo del fluido), las leyes de Newton y la ley de Hooke (para
modelar el desplazamiento de la matriz sélida y su interaccién con el fluido). La
interaccién entre el fluido y el sélido es fundamental en el comportamiento mecénico
de los materiales poroelasticos, ya que puede afectar la rigidez, la permeabilidad, la
resistencia y la capacidad de deformacién del medio [48, 79, 90]. Dado que los elementos
que se utilizan en la actualidad no son completamente eldsticos, sino poroelasticos, las
ecuaciones de poroelasticidad se pueden emplear en una gran diversidad de areas de
la ciencia y la tecnologia para ayudar a predecir su comportamiento mecénico de los

materiales.

La teoria de poroelasticidad de Biot (TB) predice tres tipos de ondas: dos ondas
compresionales u ondas P (la onda P rapida y P lenta) y una onda de cizalla u onda S
(la onda S répida) [2, 3]. Aunque varios experimentos han confirmado la existencia de

estas tres ondas [18, 42, 43, 44, 45], la TB tiene problemas al describir la propagacién
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de ondas en un rango de frecuencias ultrasénico [18], ya que existe una discrepancia
entre los resultados experimentales y las predicciones tedricas [25]. Para corregir esta
inconsistencia, de la Cruz y Spanos [91] modificaron en las relaciones constitutivas
el término que describe la deformacién del fluido. Ademds, Sahay [25] en lugar de
considerar los movimientos del solido y del fluido, como lo hace normalmente la TB,
utiliza como vectores de desplazamiento el centro de masa y el campo interno. Esto da

origen a la TBVE.

La TBVE no solo considera los mecanismos de difusiéon volumétricos de la matriz
solida y el fluido, como también lo hace la TB, sino que ademas considera los
mecanismos de difusién en las fronteras de los poros [24, 25]. En la TVBE se tienen
las tres ondas predichas por la TB y contiene una segunda onda de cizalla, la onda
S lenta. Esta onda, a pesar de que se disipa en cuanto se crea y no se puede medir
facilmente mediante experimentos de laboratorio, afecta la propagacién del resto de
las ondas [25], por lo que juega un papel importante en la propagacién de ondas en
medios poroelésticos. Por lo tanto, en este trabajo de tesis se utilizara el marco tedrico
de la TBVE en lugar de la TB, ya que permite una descripcién mas completa de la

propagacion de ondas en medios poroeldsticos en un amplio rango de frecuencias.

A continuacién se presenta un resumen y una comparacién de las ecuaciones de la
teoria de Biot y de la teoria de Biot de viscosidad extendida para un medio poroeldstico

homogéneo, isétropo y con simetria axial.
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II.1 Teoria de Biot

La teorfa de Biot asume que el desplazamiento promedio de la matriz sélida, uj =
u;(z,y, 2,t), y del fluido, uf = uf(x, Yy, z,t), se modela en escala macroscopica por las

siguientes ecuaciones de movimiento [2, 3]

ou

¢OPSW = Tpx T 1 (1)
o*ut

UNZ: 8t2j = ijk,k -1 (2)

donde pg y p; son la densidad del sélido y del fluido, respectivamente; 7, es la porosidad
sin perturbar; ¢ =1 -1, es la fraccién de volumen de la fase sélida sin perturbar; Tik
y ijk son los tensores de esfuerzo de la matriz sélida y del fluido, los cuales estan dados
en [14, 15, 16, 25] y descritos por
Tjsk = Koupdj, + QMOﬁj'k - (aK - 770) Pf5jk> (3)
ijk = —n,p" 6, (4)

Ky, 1y son el médulo volumétrico y de cizalla, respectivamente; «, es el coeficiente

volumétrico de Biot; pf = —M (auf‘l - C) es la presiéon promedio del fluido; M =
—1

(% + %) estd relacionado con el médulo de comprensibilidad del sélido K, y

del fluido Ky. El tensor de deformacion del sélido es uf, = : (ujk + ui’j), mientras

que la parte del tensor de deformacién sin tomar en cuenta la traza se denota por

s s 1
Wi = Wjp—3

uj,01. La variable ¢ = —n, (ufl — ulsl) describe el incremento del contenido
del fluido. La fuerza de arrastre que las dos fases (sélido y fluido) ejercen entre si, pero

de manera opuesta, estd dada por

0 [ 0* 1
I = _Uopfﬂba (uj - u{) + P12@ <uj - u{) ) (5)
donde Q, = nyvs/K es la frecuencia critica de Biot, y v es la viscosidad cinematica

de cizallamiento del fluido en el poro; K es la permeabilidad; p;, = —(S — 1)770p{)c es el

coeficiente de masa inducida, y S es la tortuosidad del medio.
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I1.2 Teoria de Biot de viscosidad extendida

Ademads de considerar los efectos de pérdida de energia por medio de la interaccién
entre los movimientos del fluido con respecto a los movimientos del sélido como lo
hace la teoria de Biot, la teoria de Biot de viscosidad extendida también considera los

mecanismos de pérdida de viscosidad y de cizalla dentro de los poros.

A diferencia de la teoria de Biot, la TBVE incluye en las relaciones constitutivas el
volumen del fluido dentro del poro &, el médulo de viscosidad de cizallamiento i, y el
pardametro o, = 1 — %1 [25], por lo que el tensor de esfuerzos del fluido en la TBVE se

reescribe como

& 0 ouj, oy,
T = —Tlopfﬂgjk—ﬁo?fg(Pf@k)JF?Nf o + (o —=m) 7 ¢

(6)

En el caso limite, cuando se considera que el volumen del fluido £; y el médulo de
viscosidad de cizallamiento j; son cero, la TVBE se convierte en la teoria clasica de
Biot [24, 25, 91]. Esto es, los términos subrayados en la ecuacién (6) son cero. Al
incluir los mecanismos de difusiéon gobernados por ; y p, se da lugar a la formacion
de la onda S lenta, que aunque desaparece rapidamente, ignorarla equivale a omitir
los mecanismos que absorben energia de todo el sistema y que afectan al resto de las
ondas, las ondas Py S rapidas y la onda P lenta [25]. Para fines dindmicos, la TBVE
reescribe el marco teérico de Biot en términos del centro de masa u™ = mqu® + meuf, y
el campo interno, u! = u® — uf, que son la suma ponderada por la fraccién de masa del
solido y del fluido, y la diferencia de los campos del desplazamiento del sélido, (uj»), y
el fluido, (ug), respectivamente. Los vectores de desplazamiento u™ y u' se consideran

debido a que los dispositivos utilizados para las lecturas sismicas, como los gedfonos,

no pueden rastrear los campos de desplazamiento del sélido y del fluido por separado.
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En cambio, lo que registran es el desplazamiento del movimiento del sélido y el fluido

como una entidad conjunta, (u™), y la disipacién de la diferencia del movimiento entre

la matriz sélida saturada con un fluido, representada como (u') [92].

Al reescribir las ecuaciones de movimiento de la teoria de Biot de viscosidad

extendida en términos del centro de masa y el campo interno, u

ecuaciones se pueden escribir como

donde

I@fuj + Qi]:()atuj‘ = p_lTjk,ka

N\T
m 1
(“j 7“1) ,

(K+&0,)uydjr + 2 (p+v0,) uj,

4
p (ca - gcﬂ) |

4
N, — =Ny |,
(o)
pcﬂa
pNﬁv
00
I, = )
01
rg 0
p = _
0 po

(um, ui)T, las

(15)

Las matrices de 2 x 2 C,, Ng, Cg, y N3 se escriben explicitamente en términos de las
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propiedades fisicas del medio, esto es,

1 me (1 1)
c, = e He a?, (16)
ds (1 %%M) d (mf + (1 za;—jf> j;&@ﬂ)
T — —meY 2
N, — (10 i) %’ (17)
—dsT ds (g — msY) «
1 my¢
Cs = 2, (18)
df dfmf
o —(ny — msavy,) 2
I R (19)
_dsau ds (770 - mfa,“) 7
donde my = % es la fraccién de masa solida y my = "Sﬁg es la fraccion de masa del

fluido. La fraccién de volumen de la fase sélida sin perturbar estd dada por ¢, = 1 —n,,
donde 7, es la porosidad sin perturbar. Ademds, pf* = ¢opf + 05 es la densidad
total, donde pf es la densidad del sélido sin perturbar y pf es la densidad del fluido.

La frequencia de relajacion se define como € = (4d,, la frecuencia critica de Biot es

f f
Q = "= con d, = 77?%, y la viscosidad de cizallamiento cinematico del fluido en
0
el poro estd dada por vf = ;‘—ff; K es la permeabilidad; u' representa el médulo de
0

viscosidad de cizallamiento del fluido en el poro; pl) = pf — p*2 = (S — mb)n,ph es la
densidad modificada reducida; S es la tortuosidad; p'? = —(S — 1)nypl) es el coeficiente
-1
de masa inducido; pf, = (ﬁ + %) es la densidad reducida.
00 MoPo

Al reescribir el tensor de esfuerzo 75 (9) en términos de Cq, Nq, Cg, ¥ Ng, se tiene

que [14, 15, 16, 25]

4 4 o
Tik = P |:{ (Ca — 505) + (Na — §N5) (')t} uuéjk + 2 {Cg + Ngat}u]-k .

(20)
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II.3 Las ecuaciones de poroelasticidad en su forma
matricial

La forma matricial de las ecuaciones de la TB y de la TBVE son de gran importancia,
ya que permiten una representaciéon mas concisa de la teoria de poroelasticidad.
Al expresar las ecuaciones en su forma matricial, se puede analizar la relacién o
dependencia entre las propiedades fisicas y observar cémo influyen en los distintos
procesos de la propagacion de las ondas. Ademas, la forma matricial facilita el estudio

de las soluciones y la aplicacion de diversas técnicas matematicas.

I1.3.1 Las ecuaciones de la TBVE

Al sustituir (20) en (7), se obtiene que las ecuaciones de movimiento de la TBVE estan

dadas matricialmente por [14, 16]
1070+ QLo = (CoatN,d)V(V-u)— (cﬁ+NBat) Vx(Vxu). (21)

La matriz I es la matriz identidad de 2 x 2, mientras que las matrices Iy, Cq, Nq, Cg,
y Np estan escritas en términos de las propiedades fisicas del medio y estdn dadas
explicitamente en la seccién 11.2. Las matrices C, y N estdn relacionadas con los
procesos compresionales y la velocidad de las ondas P, mientras que las matrices Cg,
y Nj se relacionan con los procesos de cizallamiento y la velocidad de las ondas S. El
vector de desplazamiento u = (u”, ui)T se relaciona con los movimientos del sélido y

el fluido por medio de la siguiente ecuacién

mgu® + meuf
= , (22)
—u

es decir, el centro de masa u™ considera los movimientos del sélido y el fluido como

uno solo, mientras que el campo interno u' considera la diferencia de los movimientos
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del sélido y del fluido.

I1.3.2 Las ecuaciones de la TB

Las ecuaciones de movimiento de la TB también se pueden reescribir en forma matricial

[2, 15] como
pp0?u+Bou = CpV (V-u)+ NV x (V x u), (23)

donde u = (uS, uf) y las matrices de 2 x 2, pg, B, Cp y Np estan escritas en términos

de las propiedades fisicas del medio explicitamente como

P11 P12

P = s (24)
P12 P22
1 -1
B =19 , (25)
-1 1
A+2N Q
Cg = , (26)
Q R
-N 0
Ny = ) (27)
0 O

donde A = (¢, — 6K, — 2 (% - %) fy N = (6 +0,) pey Q = 6K, = 6,Kp, R =
(mo — 0¢)Ky, b= “anga P11 = PoPs — P12 ¥ Paz = TloPs — P12 [15]-

Al comparar las ecuaciones (21) y (23), se puede observar que la ecuacién (21) es la
generalizacion de (23), ya que cuenta con dos términos disipativos adicionales, los cuales
estan subrayados en (21) y son N,0; y Ngd;. Ademads, es importante considerar que el
enfoque del vector de desplazamiento es diferente para cada teoria, ya que la TBVE se
enfoca en los desplazamientos del centro de masa y el campo interno, mientras que la

TB se enfoca en los movimientos directos del sélido y del fluido.
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II.4 Ecuaciones de poroelasticidad de TBVE en
coordenadas cilindricas

En este trabajo de tesis se analiza la propagacion de ondas torsionales y radiales en
cilindros y anillos cilindricos de medios poroelasticos usando el marco tedrico de la
TBVE. Los cilindros y anillos cilindricos son geometrias comunes en aplicaciones de
ingenieria como tuberias, columnas de perforacién y piezas de maquinaria, lo que hace
que el estudio de la propagacién de ondas en estas geometrias sea de gran interés
practico. El objetivo de este trabajo es ofrecer una metodologia que permita seleccionar
el modo de vibracion y los parametros fisicos del medio para realizar simulaciones
computacionales de la propagacion de ondas. La utilizacion de la TB y la TBVE
nos permite la posibilidad de comprender, a través de expresiones analiticas, cémo las
propiedades del medio y su geometria afectan la propagacién de las ondas. Esto incluye
el estudio de la influencia de parametros como la porosidad, la permeabilidad, la rigidez
del sélido y la viscosidad del fluido en el comportamiento de las ondas. También permite
una mejor comprension de los procesos fisicos y la optimizacion de las aplicaciones que
involucren la propagacion de ondas en medios poroeldsticos. Debido a la geometria de
los casos de estudio, figura 1, se utilizaran las ecuaciones de poroelasticidad de Biot de
Viscosidad Extendida en coordenadas cilindricas: (r, 6, z).

Las ecuaciones de movimiento de la TBVE (21), expresadas en coordenadas

cilindricas, se escriben como

1 1

I@fur + QiIOatur = p_l |:Trz,z + Trrr + —Tr0,0 + - (Trr - 7-99) ] ) (28>
r r
1 2

Iaflle + Qlpdug =p ! |:T9,z,z + Tror + ;799,9 + ;Tre] ) (29)

1 1
Iafuz + QiIOatuz = P_l |:Tzz,z + Trzr + —Toz,0 + _T'I‘Z:| ) (30>
r r
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Vibracién angular

o et
-
1

Vibracion axial y radial

Figura 1: Sistema de coordenadas cilindricas en un anillo cilindrico poroelastico.

donde

Trr = P

1 1
{ (Ca + Noﬂt) -2 (Cﬁ + Nﬁat) }{ (@ + ;) u, + ;%ue + (92uz}
+ 2 (Cg + N58t> BruT] , (31)

Tz = P

1 1
{ (Co + N0y —2(Cps + Ngoy) }{ (& + ;) u, + ;aeug + (‘Luz}
L2 (Cﬁ + Nﬁat> azuz] , (32)

Togy = P

1 1
{ (Ca + Naat) -2 (CB + Ngat) }{ (& + ;) u, + ;%ug + 62112}

b2 (cﬂ + N@) %(aaug +u) |, (33)
T = p _(cﬁ n Nﬁat) (@ur + &uz)] , (34)
Tig = P -<Cg + N58t> { <8r - %) uy + %(%ur} ] , (35)
Tg, = P —(Cg + Ng@t) <%89uz + 8Zu9) ] ) (36)

En el capitulo III se presenta una metodologia detallada para obtener expresiones

analiticas de la velocidad de fase y la atenuacion de las ondas torsionales en anillos
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cilindricos poroelasticos infinitos, isétropos, con simetria axial y condiciones de frontera
libres de esfuerzos. La metodologia parte del enfoque de la TBVE y utiliza las
ecuaciones en coordenadas cilindricas, ecuaciones de la (28) a la (36). Esta metodologia
no soélo nos brinda una representacién analitica extremadamente valiosa que relaciona
y nos permite comprender cémo las propiedades del medio afectan directamente la
propagacion de las ondas, sino que también proporciona la base para el desarrollo de
simulaciones computacionales. Dichas simulaciones computacionales tienen el potencial
de reducir los tiempos necesarios para el diseno y la manipulaciéon de experimentos
de laboratorio. Las expresiones analiticas resultantes se presentan en términos de
las propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la permeabilidad, la densidad
del sélido, la viscosidad y el médulo de cizalla del fluido, entre otros. Ademas,
aparece explicitamente el parametro de frecuencias y con este enfoque también se puede
seleccionar el n—ésimo modo de vibracion. El objetivo final es que estos modelos

tedricos reproduzcan cada vez mejor los fenémenos naturales y los procesos fisicos.
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Capitulo I1I

MODO TORSIONAL DE VIBRACION

III.1 Planteamiento del problema

Considere un anillo cilindrico poroeldstico infinito con simetria axial que estéd
completamente saturados con un fluido, donde r; y 79 son el radio interior y exterior,
por lo que r; < ry como se muestra en la figura 2. El modo de vibracién torsional
no presenta desplazamientos radiales ni axiales, u,(r,6,z,t) = 0y u,(r,0,z,t) =0, y
como se tiene simetria axial el desplazamiento angular sélo depende de r, z y t, es decir
uy = uy(r, z,t). Entonces, las ecuaciones de movimiento de la TBVE, ecuaciones (28)

a (30) se simplifican como

10}uy + Qlpouy =p ! |:7-92,z + Tropr + %Tr9:| ; (37)

y los tensores de esfuerzo (35) y (36) quedan como
ra = p(Ca+ N, (aT - 1) g, (39)
To. = p<cﬁ + Nﬁat)azue. (39)

En el dominio de frecuencias, la ecuacién (37) para el modo de vibracién torsional es

[15]

1
0 = [ﬂ(vz - 72) —i—sz] Uy(r, z,w), (40)
donde Uy = Up(r, z,w) = <Ugn(r,z,w),U19(r,z,w)> es el vector de desplazamiento

angular en el dominio de frecuencias, y

B = Q' (Cs—iwNpg), (41)
Q - 1+ig, (42)
w
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Figura 2: Sistema de coordenadas cilindricas y esfuerzos en un anillo cilindrico

poroelastico.

con i = +/—1y §; es la frecuencia de relajacién de Biot. Las matrices de parametros
Cgs, Ng, I e I estan dadas explicitamente en la secciéon I1.2. El anillo cilindrico esta

sujeto a condiciones libre de esfuerzo en ambas fronteras, esto es

TTQ‘T:T = O, (43)

L T'9| _ C? ( 1 1)
r=ry
dOHde

Trg = TTH(T727W) = <T7I"n€(7ﬂvz7w)77-i°6<razaw)) = pﬂﬁ (87" - %) U97 (45)

P 0
p = : (46)
0 p
Para poder obtener las ecuaciones de frecuencias asociadas a los modos torsionales

de vibracion del anillo cilindrico primero requerimos encontrar la solucién de la ecuacién

(40).
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III.2 La solucién general

Para obtener la solucién general, se propone el siguiente cambio de coordenadas para

desacoplar el sistema de la ecuacién (40),
Uy(r, z,w) = R, U(r, z,w) =R, U, (47)

que cuando se reemplaza en (40) y se multiplica por LZ por el lado izquierdo, se obtiene

1
2 2
0 = (v —ﬁ)A5U+wIU, (48)
debido a que
BT 0
LIBR, = Ag= , (49)
0 53
L'R, = L (50)

Las expresiones explicitas de las matrices del cambio de base, R, y Lg, estan dadas

por
R, = | " T (51)
L(&—BT“”) 1
NBl G NB2
1 L(ﬁ%—@“)
L, = | " AT (52)
! (L) 1
Noy \FI-B7) N,
con
2 2
N, = AP (53)
By — 5
2 2
N, = | en
B = By

La solucién general [93] de la ecuacién (48) es

U— U, _ Ay Jl(qﬁl r)+ A2Y1(q51 r) e, (55)

U2 A3J1(qﬁ27") +A4Y1(q527")



donde A,, A,, A, y A, son constantes, k es el nimero de onda axial, y

2

2 w 2
2= LK £
8, 6%

2
2 w 2
ey )
By 53
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(56)

(57)

donde 3 y B3 son los eigenvalores de la matriz 8 [14] de la ecuacién (41), y representan

la velocidad de la onda S réapida y lenta, respectivamente. Entonces

ﬁmm o ﬁ? ﬁmz

0 = det = (*)? — traza(B) - B* + det(B),

ﬁim /8” o 62

cuyas soluciones son

9 traza(B) £ \/traza®(B) — 4det(B)

1,2 — 2 )
donde
traza(B) = Tre- B2 —iTpm - B2,
Tre = 1+ (dfmf - Qig_;(no - mf%)) #292
T = g—’;w + Qidfmfm + g—;(ﬁo - mf%)#gma
y
det(8) = DpeBt+iDpnB’
Dre = —O(ds +dy) ?T(;mfgg’
Dy = —(ds+dy) 3_2#39?
Entonces
8, = e (TRe — iT1m> + %2 [Tge — T2, — 4Dpe — i2(TreTrm + Djm)}

w|§ow|

2
(TRe _ iT]m> + VA,

(59)

(60)

(61)

(62)

(66)
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Al usar el teorema de Moivre [94], se obtiene

2 2 1
| NI AN L.
Biz = %(TR@ — zT1m> + % Al [cos (5) + ¢ sin (5) }, (67)
donde
2 2
‘A‘ _ <T§e T2 4DRE> + 4(TrTr + 2D 1), (683)
—2(TreTm + 2D1)
tan 6 69
o T}%e - T12m - 4DR‘3 7 ( )
por lo que
Bla = Bis- B —iBYs B2, (70)
donde

1

e = 5(Tpmeﬂ:mv/%os (g)) ()
1 (0

= 5(T1m¢|A|1/2sm (§)> (72)

Hasta este punto, se ha logrado obtener explicitamente la solucién general para la
propagacién de las ondas torsionales (55). Sin embargo, para determinar con precisién
la velocidad de fase y la atenuacién de estas ondas, es necesario aplicar las condiciones de
frontera libre de esfuerzos. Estas condiciones son necesarias para obtener las ecuaciones
de frecuencias que a su vez, son fundamentales para relacionar las ondas torsionales y
el entorno en el que se propagan, permitiendo una caracterizacion mas completa de su
comportamiento. Es decir, al imponer las condiciones de frontera libre de esfuerzos,
podemos obtener informacién crucial sobre cémo se propagan y se disipan las ondas en

el medio poroeléstico.

II1.2.1 Las ecuaciones de frecuencias

Las ecuaciones de frecuencias son esenciales para entender cémo se propagan las ondas

en diferentes medios, ya que nos permiten establecer una relacién entre la frecuencia



30

de las ondas y las propiedades fisicas del medio en el que se propagan. No siempre es
posible contar con las expresiones analiticas de las ecuaciones de frecuencias y en esos
casos el problema se resuelve numéricamente, por lo que el modo torsional de vibracion
no es un parametro explicito. En esta seccién se desarrolla la metodologia para
obtener las expresiones analiticas de las ecuaciones de frecuencias. A partir de dichas
ecuaciones se obtendra la velocidad de fase y la atenuacién de las ondas torsionales en
términos del n—ésimo modo de vibracién, la frecuencia y las propiedades fisicas del

medio.

Para obtener las ecuaciones de frecuencias, se aplicaran las condiciones de frontera
libre de esfuerzo, ecuaciones (43) y (44), a la solucién (55). Para aplicar las condiciones
de frontera de manera directa, realizamos el cambio de coordenadas dado por (51) en

el tensor de esfuerzos. Entonces, al sustituir (47) en (45), se obtiene que

1 1
T = pSP (& - ;) R,U=B (& - ;) U, (73)
donde
b;1 b
B=pBR,=| = | (74)
ba1  ba

Sustituyendo (55) en (73) se obtiene que
T = — {A1b11q51 Ja (q[jl )+ A2bnq51 Y2<q/31 7)
"‘Agblzq% J2 (q% 7") + A4b12q52 Yé(q% ’]”) }eikz,
(75)
T = — {Albmqﬁl JQ(qgl )+ Azbmqﬁl Y2(qﬁ1 7)

+A3bQQQg2 J2 (QBQ T) + A4bQQQg2 }/2((]52 ,r) }eikz.

Cuando las condiciones de frontera, ecuaciones (43) y (44), se aplican a (75), se genera
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el siguiente sistema de ecuaciones

bnql31 Jg(qﬁlrl) banlYQ(qﬁlrl) b12q52 JQ(qB2 ) blquQYQ(qB2 ) Ay
0 — bllqﬁ1 Jz(qﬁlG) b11q51Y2(q[317’2) b12q52 J2(QB2 r,) b12q52Y2(q52 r,) Ay
bzlql31 Jg(qﬁlrl) b21q51}/2(qﬁ1r1> b22q52 Jg(q52 ) bgquQYQ(qB2 ) As
521%1 Jz(qﬁlr2) b21q51Y2(q[317’2) b22q52 J2(qf;2 7"2) b22q52Y2(q52 7"2) Ay
) - (76)

El sistema (76) tiene solucién no trivial si el determinante de la matriz asociada es
cero. Al usar el desarrollo por cofactores para calcular el determinante, se obtiene la

siguiente ecuacién

O - bllqgl J2 (qgl 7"1) bllqlgl }/2(qu TQ)DI - bI2Q52 J2 (Q52 7"2>D2 + 512(]52 }/2(qu TQ)DS

bug, Ya(q, 1) _bn%l Ja(qs 7,) D1+ biag, Ja(gq, 7,)Ds + biag, Ya(q, 7,)Da

+ b12q52 J2 (%2 T1) bllqgl JQ(q51 TQ)DQ + bllqgl }/2<Q[-;1 TQ)D?) + b12q52 }/2<Qﬁ2 T2>D5

— bug, Ya(q, 7)) bug,, Ja(qs, 7,)Ds = biig, Ya(q, m,)Da+ biag, Ja(q, Tz)D5_ ;

(77)

donde

D, = bgzq
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Dy = babang, q, ; (81)
J2(Q5 Tz) JQ(qﬁ Tz)
JQ(q rl) YQ(Q 7ﬂ1)
Ds = by | ’ (82)

Después de desarrollar los determinantes de 2 x 2 y reordenar términos, la ecuacion

(77) se puede reescribir de la forma

0 = <b§1b§2 + bi,b3, — 2511b12521b22>Q§1 qi

Jo (QﬁQ Ty )YYQ <Qﬁ2 Tz) —Ja <qB2 712)}/72(§152 Tl)

J2(q51 7"1)}/2((]51 7"2) - JQ(qﬁl 742)}/2(%31 rl) . (83)

Como by1, bia, bay v by definidos en (74) estan en funcién de las propiedades del medio,

en general se tiene que
2
det® (B) = (bubx — biaban ) = Uity + Db, — 2buibrabanbn £ 0, (84)
y ademés qg #0y q? # 0, entonces la ecuacién (83) se satisface si
1 2

0 = JQ(QBI Tl)YYQ<Q5I Tz) - JQ(Q;;I 712)}/2(6151 rl)’ (85)

0 = J2(qﬁzrl)}6(q52r2)_JQ(q62T2)}/2(q52r1)' (86)

Las ecuaciones (85) y (86) se conocen como las ecuaciones de frecuencias asociadas
a las velocidades de las ondas de cizallamiento u ondas S. La ecuacién (85) es la
ecuacion de frecuencias asociada a la velocidad de la onda S rapida (3;), mientras que
la ecuacion (86) es la ecuacién de frecuencias asociada a la velocidad de la onda S lenta
(B5). Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es obtener las soluciones analiticas
de las ecuaciones de frecuencias, ya que a partir de ellas podemos realizar simulaciones

computacionales o numéricas mas rapidas y con menos errores de redondeo (intrinsecos
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a la aritmética computacional) y comprender cémo las propiedades fisicas del medio
afectan la propagacién de las ondas. Estas soluciones analiticas nos permiten hacer
predicciones cuantitativas y modelar el comportamiento de los sistemas en diferentes
condiciones, lo que a su vez puede ser utilizado para la toma de decisiones y el diseno

de sistemas en diferentes campos de la ciencia e ingenieria.

111.2.2 Expresiones analiticas para calcular las raices de la

ecuacion de frecuencias

Las raices de la ecuacién de frecuencias ayudan a determinar los valores del niimero de
onda axial, k, que gobiernan la velocidad de fase y la atenuacion. La velocidad de fase
y la atenuacion son propiedades fundamentales para describir la propagacion de las
ondas, ya que proporcionan informacién sobre las propiedades fisicas y estructurales
del medio. Estas propiedades también influyen en el comportamiento general de las
ondas, determinando como se reflejan, refractan e interactian entre si. El estudio
de la velocidad de fase y la atenuacién proporciona una base sélida para comprender
y predecir el comportamiento de las ondas en diferentes contextos. Por ejemplo, se
pueden utilizar para determinar la composicion de un material o identificar posibles
defectos en diversas estructuras. Para encontrar la velocidad de fase y la atenuacion
de las ondas torsionales, primero es necesario encontrar las soluciones de las ecuaciones
de frecuencias (85) y (86). Para esto, en este trabajo de tesis se propone realizar
un cambio de variable para reescribir las ecuaciones como un problema de busqueda
de raices. Como dichas ecuaciones son analogas y lo unico que las diferencia es su

argumento, tomaremos la ecuacién (85) para ejemplificar el proceso. Sean

= gy T y )\::—2>1. (87)
1
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Entonces, (85) se puede reescribir como
fo(z) = L(A2)Y.,(2) — J.(2)Y,(A2) =0, (88)

donde v = 2. Siz > 0y A > 1, las raices de la funcién (88) son todas reales
y simples (raices de multiplicidad uno) [95, 96]. Para el caso de las ecuaciones
de frecuencias (85) y (86), al realizar el cambio de variable pertinente para cada
caso, se tiene que v = 2y A = :—“1’ > 1. Por esto, se concluye que todas las raices

de las ecuaciones de frecuencias para las ondas S rapidas y S lentas, son reales y simples.

La p—ésima raiz de la ecuacion de frecuencias (88) esta dada por [97]

P Q-P*> R—4PQ+2P

gp:B+§+ Ji + 5 +--, (89)
donde
= 42 (90)
B = )\pfl’ (91)
po= (92)
o = W= Dlu- 25)(X* — b (93)

6(AN)3(A — 1)

(= 1) - 114p 4 1073)(A° — 1)
r= 5N (h— 1) : (94)

Las raices estan asociadas a los modos naturales de vibraciéon. Un modo natural
de vibracion se refiere a una forma especifica o patrén de vibracién caracteristico en el
cual un sistema vibrante puede oscilar a una frecuencia especifica sin la influencia de
fuerzas externas. Las ecuaciones de frecuencias describen las condiciones bajo las cuales
se generan los modos naturales de vibracion y son fundamentales para comprender y
analizar la propagacion de ondas en diferentes sistemas. En el caso de la ecuacién

(89) cuando p = 1,2 6 3 se obtiene la primera, la segunda o la tercera raiz de la
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ecuacion de frecuencias, y asi sucesivamente. Estas raices estan relacionadas con
el primer, el segundo y el tercer modo natural de vibracién torsional de un anillo
cilindrico poroeléastico. Cada raiz representa un modo de vibracién especifico con su
correspondiente frecuencia y forma caracteristica de oscilacién. Por lo que, mediante
la ecuacion (89) se ha podido introducir en la metodologia desarrollada en esta tesis
al modo de vibracién como parametro explicito. El desarrollo de cémo se obtienen las
raices de la ecuacion (88) se encuentra en el anexo C.

Con el objetivo de obtener més digitos significativos en las raices de las ecuaciones
de frecuencias, en este trabajo de tesis se desarrollé e implementé en lenguaje de
programacién MatLab el siguiente algoritmo que obtiene las primeras p raices de la
ecuacién (85), usando como punto de partida las raices obtenidas por medio de la

expansién asintética dada por (89).

Paso 1: Se define A = 72, donde 71 y 12 son el radio interior y exterior del anillo cilindrico

poroelastico.

Paso 2: Sea f,(z) = J,(A\2)Y,(2) — J,(2)Y,(Az), con v representando el orden de las

funciones de Bessel, J y Y, en el producto cruzado.

Paso 3: Para « de 1 hasta p, hacer los pasos 4-5.

—1)(A—1)

e s e e s 402 e
Paso 4: Calcula la condicién inicial ¢y, = 75 + (v — para usarla como punto inicial

en el algoritmo de busqueda de raices.

Paso 5: Usa f, y (y, en un algoritmo de busqueda de raices para encontrar la raiz ¢,
que satisfaga ||f(¢,.)|| < TOL, donde TOL se refiere al valor maximo permitido
como aproximacién del nimero cero. En esta tesis se usé la funcién de bisqueda

fzero, funcion de MatLab, para encontrar dicha raiz. La funcién fzero combina
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los métodos de la biseccion, la secante, y la interpolacién cuadratica inversa para

realizar la buisqueda de raices.

I1I.3 La velocidad de fase y atenuacién de la onda
torsional rapida

La velocidad de fase y atenuacién son propiedades clave en la propagacién de las ondas
que pueden variar segun la frecuencia, los modos que se excitan y las caracteristicas
fisicas del medio. Comprender las propiedades que gobiernan la velocidad de fase y
la atenuacion ha sido objeto de estudio desde finales del siglo XIX con los trabajos
de Pochammer [98] y Chree [99]. En la actualidad, el interés por comprender la
propagacion de las ondas en funcion de las propiedades fisicas del medio y cémo estas
propiedades afectan la velocidad y la atenuacién de las ondas sigue en aumento en
diversas areas de la ciencia y la ingenieria. Disciplinas como la geofisica, la acustica,
la medicina y la ingenieria civil han experimentado este aumento de interés, ya que
comprender las propiedades mecanicas de las ondas es fundamental para entender los

fenémenos fisicos involucrados.

Las expresiones para la velocidad de fase y la atenuacién para la onda torsional
rapida se obtienen a partir de las raices de la ecuacién de frecuencias (85). Sea ¢, la
p—ésima raiz no nula de la ecuacion de frecuencias asociada a la velocidad de la onda

S rapida (f;), entonces

2 2 2 o (W 2
CP = q,Bl T1 = Tl h2 k . (95>
1
La ecuacién (95) se puede escribir como
2, 272
gp + lefast,p _ i _ 1 _ i <Efast N Efast> (96)
2.2 2 2(pRe _ -nIm 2 Re Im )
Wy B 50( 1 i3 ) B.
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donde
. — (o7)
(67)" + (B™)
Im
EfX = - ! (98)

(1) + (5)°
El superindice fast indica que se tratan de parametros relacionados con la velocidad
de la onda S rapida (;). Esta notacién se introduce en 2021 en el trabajo de
Solorza-Calderén [15] y contintia su uso en 2022 en el trabajo de Verdugo-Olachea, et

al. [16]. Las expresiones de ﬁfbe y B{M estan dadas explicitamente en las ecuaciones

(71) y (72).

Al definir kgq5, como

kfast,p - klfgi;t)‘FikfaSt (99)

Im,p’

y sustituirlo en (95), se obtiene

wt | a2 (Bhe —iBL)riw’ — B2
(K + i) = i . (100)
Tlﬁc
Entonces de la ecuacién (100) se generan las siguientes relaciones
9 9 EfaStT’sz . B2C2
kfast) o (kfast> _ Re "1 c p, 101
< Re,p Im,p T%Bg ( )
Efast
ast as m
2k£e,pk{m,§) = = éZ 2 (102>
De la ecuacién (102), se tiene que
ue Ef:;jt
Iy = e’ (103)

- 2k£(ftﬁ2

c

que al sustituirlo en (101) se llega a la ecuacién polinomial de segundo grado para

(kfast)Q’

Re,p

2 4
0 = ari(efn)' -4t (B et - G) (W) = (B St (0y)
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cuya solucién es

B{ZSt + Bfast

ast\ 2 2,
(Kfet)? = e (105)
1
donde

1/2
BfGSt - (EfaSt)2+ (Efast)2 ﬁ 4_2Efasté-2r_% 2+C4 / (106>

1,p - Re Im ﬁ4w Re pﬁQw P )

fast fastT% 2 2

Bl = ER-G (107)

De la solucién (104) se obtiene la expresién analitica para la velocidad de fase

torsional mediante

fast w \/§T1
w,p = fast = w. <1O8)
L% B{%" + B

Observamos que la velocidad de fase torsional asociada a la velocidad de la onda S
rapida (/3;), ademds de estar gobernada por las propiedades fisicas del medio y la
frecuencia (w), tiene como pardmetro explicito el modo torsional de vibracién (¢,),
ecuaciones (106) y (107).

Por otro lado de (102), se obtiene que

o
ast __ Pim__ 2 109
Re,p Qk{gjt/ﬁz ( )

que al sustituir en (101) se tiene la siguiente ecuacién polinomial de segundo grado para

(kfast)2’

Im,p

2 4
0 = 4r§(k{g;;)4_4r§(Eggst%w2_g;) (k{g;;)Q_(E;‘;st)Q%w. (110)

La solucién de la ecuacién (110) es
ast ast
B {,p —B gm

2 )
2ry

(kfast)Q _

Im,p

(111)

por lo que la atenuacién torsional estd dada como

1 \/§
fast __ _
Alost = = . (112)

fast
Fimp| /B — B!
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Observamos que la atenuacién torsional asociada a la velocidad de la onda S rapida
(8,), ademés de estar gobernada por las propiedades fisicas del medio y la frecuencia
(w), tiene como parametro explicito el modo torsional de vibracién (¢,), ecuaciones

(106) v (107).

III.4 La velocidad de fase y atenuaciéon de la onda
torsional lenta

Andélogo al caso de la seccion I11.3, las expresiones analiticas para la velocidad de fase

y atenuacion para los modos naturales de vibracion de la onda torsional lenta, estan

dadas por
2
Vis© = k:fow L (113)
ksl Bl + Byl
1 2
Ai’l;w = slow| \/_rl ’ (114)
Kiwsl Bl — Bl
donde
1/2
slow slow slow TA slow T /
Byt = | [(ER")" + (B, )]B i 2EY 52w +¢t) . ()
2
Bs,lzw — Eslowﬁ 2 61297 (116)
Re
ER’ = — e (117)
(B2)% + (B2™)
Im
B’ = - : (118)

Re Im\9o"°
(82°)% + (82")?
El superindice slow indica que se tratan de parametros relacionados con la velocidad
de la onda S lenta (f,). Esta notacién se introduce en 2021 en el trabajo de

Solorza-Calderén [15] y continda su uso en 2022 en el trabajo de Verdugo-Olachea,
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et al. [16]. Andlogamente al caso répido, la velocidad de fase y la atenuacién torsional
asociadas a las ondas S lentas, ademas de estar gobernadas por las propiedades fisicas
del medio y la frecuencia (w), tiene como pardametro explicito el modo torsional de
vibracién ((,), ecuaciones (115) y (116).

En el capitulo IV se usara la metodologia desarrollada en este capitulo para realizar
simulaciones computacionales para el andlisis del comportamiento de la propagacion de
las ondas torsionales, a través de la velocidad de fase y atenuacion, en anillos cilindricos

poroelasticos.
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Capitulo IV

SIMULACIONES COMPUTACIONALES:
ONDAS TORSIONALES

Las simulaciones computacionales y los modelos matematicos desempenan un papel
fundamental para la comprension y reproduccién de fendémenos naturales, ya que
esto nos permite explorar un amplio rango de condiciones y variables, generando
resultados que se apegan cada vez mas a la realidad. Al tener modelos mas
sofisticados, podemos reproducir con mayor precision los fenémenos naturales y obtener
predicciones méas realistas. La capacidad de visualizar estos modelos por medio de
simulaciones computacionales nos brinda una comprensién intuitiva del fenémeno de
estudio, lo cual puede ayudarnos a identificar patrones, tendencias o anomalias, que
no serian evidentes de otra manera. Por lo que, las simulaciones computacionales
y los modelos matematicos son herramientas indispensables para el avance de la
investigacién cientifica y el desarrollo tecnoldgico, ya que nos permiten explorar, resolver
y comprender fendmenos naturales de manera mas precisa y efectiva, en la mayoria de

los casos a bajo costo.

IV.1 Simulaciones computacionales

En este trabajo de tesis se desarrollé el marco tedrico para obtener la solucién analitica
de las ecuaciones de movimiento de la TBVE para el modo torsional de vibracion
de anillos cilindricos poroeldsticos infinitos con simetria axial. Para realizar un
analisis del comportamiento de la propagacién de las ondas torsionales en un anillo

cilindrico, se utilizaran muestras de arenisca como material de la matriz sélida y estara
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completamente saturada con agua o con queroseno. Los parametros fisicos de la matriz
solida estan dados en al tabla I, mientras que los parametros del fluido estan dados en

la tabla II. Los pardmetros fueron tomados de [13, 14, 15, 100].

Tabla I: Pardametros de la matriz sélida usados en las simulaciones computacionales,

conforme al sistema internacional de unidades (SI).

Parametros de la matriz sélida Arenisca

Densidad del sélido p, (kg/m?) 2.65 x 10?
Médulo de cizallamiento del marco sélido p, (Pa) 6.70 x 10°

Moédulo de cizallamiento del mineral sélido pg (Pa)  4.51 x 10

Médulo de volumen del marco sélido K, (Pa) 5.20 x 10°
Médulo de volumen del mineral sélido K (Pa) 35 x 10°
Porosidad 7, 0.25
Tortuosidad S 4/3
Permeabilidad K (m?) 1.00 x 107

Tabla Il: Parametros del fluido usados en las simulaciones computacionales, conforme

al sistema internacional de unidades (SI).

Parametros del fluido Agua Queroseno

Densidad p; (kg/m?) 1.00 x 10? 820.1
Viscosidad de cizallamiento p; (Pa - s) 1.00 x 107* 1.64 x 1073
Viscosidad volumétrica &; (Pa - s) 2.80 x 107 2.71 x 1073

Moédulo de elasticidad volumétrico K; (Pa)  2.20 x 10°  1.30 x 10°

Existen dos enfoques principales para estudiar los fenémenos de vibracién en

sistemas mecdanicos: el analisis de la vibracién total del sistema o el estudio de la solucién
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en términos de los modos naturales de vibracién [1]. En general, la vibracién total del
sistema siempre se puede modelar como una superposicion de todos los modos naturales
de vibracion. Por ejemplo, en la figura 3 se presentan los primeros cuarenta modos
naturales de vibracién para una cuerda cuyos extremos estan fijos. Al sumar estos
cuarenta modos, se combinan las distintas amplitudes de cada uno, lo que genera una
superposicion de ondas que interactian entre si. Como resultado de esta superposicion

se crea una onda viajera, indicada como Suma en la parte inferior de la figura 3.

or —
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Figura 3: Bosquejo de la superposicion de los modos naturales de vibracion. Recuperado

de [1].

En las figuras 4 y 5, se muestran las velocidades de fase y la atenuaciéon para los
primeros tres modos de vibraciéon de las ondas torsionales que se propagan en un

anillo cilindrico poroeldstico, ecuaciones (108) y (119), respectivamente. El anélisis
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de los modos naturales de vibracién nos permite comprender de manera mas completa
el comportamiento total del sistema, ya que se puede estudiar cada modo de forma
individual. Cabe destacar que cada modo de vibracion es distinto, debido a que
cada modo corresponde a un cero distinto de la ecuacién de frecuencias (83). Esta
caracteristica marca las diferencias observadas en los distintos modos. Por lo tanto,
la capacidad de comprender cémo se comporta cada uno de los modos, nos ayuda a
comprender de manera mas sencilla el comportamiento total del sistema, ya que se puede
estudiar parte por parte. Al final, la vibracion total del sistema es una superposicion
de todos los modos naturales de vibracion. Por otra parte, la atenuacién torsional
se representa por medio del inverso del factor de calidad, @~ [15, 23], que mide la
absorcién del medio mediante la estimacién de la atenuacién por ciclo. El factor de
calidad se utiliza ampliamente en la teorfa de poroelasticidad [13, 14, 15, 16, 101], y se

define como

1 AL,
0 = 2V—j’, j = fast, slow. (119)
w,p w,p

En la figura 4 se muestra la velocidad de fase (wa ‘;St) y la atenuacién <ﬁ> para los
primeros tres modos naturales de vibracién torsional de un anillo cilindrico de arenisca
grueso, r; = 0.0lm y 7, = 0.1m, saturado con queroseno. Las curvas azules continuas,
las curvas rojas a trazos y las curvas verdes a puntos muestran el primer, el segundo y
el tercer modo de vibracién, respectivamente. Las curvas de la izquierda en la figura 4a
se obtienen usando la TBVE, mientras que las curvas de la derecha en la figura 4b se
obtienen mediante la TB. Como se puede observar en la figura 4, al utilizar la TBVE
la onda torsional rapida se atenian més y se propagan mas lento que al usar la TB
en todos los modos. Ademads, los tres modos torsionales se propagan practicamente

de la misma manera, con una atenuacién ligeramente mayor para el primer modo.

Se repitieron las simulaciones computacionales utilizando un anillo cilindrico delgado,
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(b) Atenuacién usando la TBVE (izquierda) y la TB (derecha).

Figura 4: Velocidad de fase y atenuacion de las ondas torsionales rapidas en anillos
cilindricos poroelésticos de arenisca completamente saturado con queroseno. El radio
interior y exterior del anillo cilindrico se toman como r; = 0.0l m y 7o = 0.1 m. Las
curvas azules continuas, las curvas rojas a trazos y las curvas verdes a puntos muestran

el primer, segundo y tercer modo de vibracién, respectivamente.

r1 = 0.0lm y o = 0.03m, como se muestra en la figura 5. En el caso del anillo cilindrico
delgado, la diferencia entre la TBVE y la TB es atin més pronunciada, puesto que la
TBVE predice las velocidades entre 1740 y 1820 m/s, mientras que la TB predice
velocidades entre 6000 y 12000 m/s. Aunque en 2015, Perati y Gurijala [4] estudiaron
el mismo problema para anillos cilindricos delgados huecos, su enfoque difiere de este
trabajo. Ellos resolvieron la ecuaciéon de frecuencias sin desacoplar previamente las

ecuaciones de la onda S rapida y lenta, por lo que igualaron a cero el determinante de
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la matriz asociada a la ecuacién (76), y lo resolvieron mediante el método numérico
de la biseccién, lo cual les impidié obtener expresiones analiticas y conocer los modos
naturales de vibracién obtenidos en el presente trabajo. Ademas, al utilizar el método
de la biseccién, Perati y Gurijala [4] limitaron sus resultados a un estrecho rango de
frecuencia, especificamente de 1x 104 Hz a 9x 10~* Hz. En contraste, en este trabajo se
desacoplé la informacién de la onda S rédpida y lenta, y se desarrollé una metodologia
para determinar la solucién analitica de la ecuacién de frecuencias (77). Esto nos
permitié obtener una descripcién mas detallada de la velocidad de fase torsional y
la atenuacion torsional de los modos naturales de vibracién y explorar un rango de
frecuencias mas completo, 1 x 10® Hz a 1 x 10%° Hz, como se muestra en las figuras
4 a 7. Esto proporciona una mayor comprension del comportamiento de las ondas
torsionales en el sistema estudiado.

Para comparar los resultados entre los enfoques de la TB y la TBVE, los parametros
de Biot se reescriben en términos de los pardmetros fisicos del medio poroso (apéndice
B). Se realizan simulaciones computacionales utilizando anillos cilindricos de arenisca
homogéneos, isétropos, con simetria axial completamente saturados con queroseno o
con agua. La figura 6 muestra como se propaga la velocidad de fase torsional rapida
(V/e5*) en un cilindro sélido de radio r = 0.01 m (curva roja a puntos), un cilindro
sélido de radio r = 0.1 m (curva cian a trazos), un anillo cilindrico delgado de radio
interior y exterior de r; = 0.01 m y ro = 0.03 m (curva negra continua) y un anillo
cilindrico grueso de radio interior y exterior de r; = 0.01 m y 7o = 0.1 m (curva azul a
trazos). En las curvas de la izquierda de la figura 6 se utilizé6 una muestra de arenisca
completamente saturada con queroseno y las curvas de la derecha corresponden a la
muestra completamente saturada con agua. Las curvas para los casos de cilindros sélidos
se obtuvieron utilizando la metodologia propuesta en 2021 por Solorza-Calderén en

[15]. La figura 6a muestran el primer modo torsional de vibracién, la figura 6b muestra
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Figura 5: Velocidad de fase y atenuacién de las ondas torsionales rapidas en anillos
cilindricos poroelasticos de arenisca completamente saturado con queroseno. El radio
interior y exterior del anillo cilindrico se toman como r; = 0.0l m y o = 0.1 m. Las
curvas azules continuas, las curvas rojas a trazos y las curvas verdes a puntos muestran

el primer, segundo y tercer modo de vibracién, respectivamente.

el segundo modo torsional de vibracién. Como en las simulaciones computacionales
realizadas en [15], la figura 6 muestra que a pesar de que las ondas torsionales lentas no
se propagan a bajas frecuencias (figura 7), no podemos negar su efecto en la propagacién
de la onda torsional rapida.

En la figura 7 se presenta la velocidad de fase las ondas torsionales lentas. Se observa

que la amplitud de estas ondas, para los primeros tres modos naturales de vibracién,
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(b) Segundo modo de vibracién.

Figura 6: Velocidad de fase de las ondas torsionales rapidas en anillos cilindricos
poroelasticos de arenisca. (a) muestras saturadas con queroseno; (b) muestras saturadas
con agua. Las curvas negras continuas representan un anillo cilindrico delgado,
ry = 0.01 m y ro = 0.03 m; las curvas azules a trazos representan un anillo cilindrico
grueso, r; = 0.01 m y r, = 0.1 m; las curvas rojas a puntos representan un cilindro de

radio R = 0.01; las curvas cian a trazos representan un cilindro de radio R = 0.1 m.

son practicamente iguales y son seis 6rdenes de magnitud menor que la amplitud de las
ondas torsionales réapidas en todo el rango de frecuencias. Esto indica que las ondas
lentas practicamente no se propagan en el caso de anillos cilindricos. Sin embargo,
estas afectan la propagacién de las ondas rapidas, como se muestra al comparar las
curvas obtenidas por la TB y la TBVE. Més atn, se puede observar que las ondas

torsionales lentas que se propagan en la muestra saturada con queroseno (curvas de la
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izquierda en la figura 7) tienen el doble de amplitud que las muestras saturada con agua
(curvas de la derecha en la figura 7). Esto se debe a que la densidad del agua, p;, es
mayor que la densidad del queroseno (tabla II). Esta diferencia de densidades afecta
la velocidad de las ondas, ya que a una menor densidad del fluido le corresponde a una

menor atenuacion en las velocidades de las ondas.
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Figura 7: Velocidad de fase de las ondas torsionales lentas para anillos cilindricos de
arenisca. (a) corresponden a las muestras completamente saturadas con queroseno. (b)
corresponden a las muestras saturadas con agua. Las curvas azules a puntos, las curvas
rojas a puntos y las curvas verdes a puntos (curvas sobrepuestas) muestran el primer,

el segundo y el tercer modo de vibracion, respectivamente.
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IV.2 Discusion de los resultados

En este trabajo se cre6 una metodologia para analizar la propagacion de ondas
torsionales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos homogéneos, isétropos y
con simetria axial, totalmente saturados con un fluido, utilizando la TBVE. Dicha
metodologia se presenta en el capitulo III. Los resultados de este trabajo se utilizan
para predecir el comportamiento de los modos naturales de vibracién. Por ejemplo, se
obtiene que el primer modo de vibracién torsional asociado con la onda S rapida se
propaga entre 1734 m/s y 2600 m/s para un anillo cilindrico poroeldstico de arenisca
completamente saturado con agua o queroseno, y para el segundo modo vibracional, la
propagacion de torsién estd entre 1780 m/s y 6000 m/s. Los resultados obtenidos con la
TBVE estan estrechamente relacionados con los diferentes experimentos de laboratorio
reportados en la literatura, a diferencia de los resultados obtenidos utilizando la TB,
que predice que las velocidades de los modos naturales de vibracion estan entre 6000
m/s y 80,000 m/s, velocidades imposibles de obtener en la naturaleza. Por ejemplo,
para vibraciones acusticas en pozos, las velocidades reportadas estan entre 1729 m/s
y 3500 m/s dependiendo de la profundidad en la que se toma la medicién [102, 103];
para ondas sismicas que se propagan en la superficie las velocidades reportadas son
entre 2200 m/s y 3000 m/s [104, 105, 106]; y para tuberfas de acero son de entre
2200 m/s y 4000 m/s [61, 107]. Al comparar las velocidades de fase de las ondas
torsionales utilizando la TB y la TBVE (curvas punteadas y continuas en las figuras 4
y b, respectivamente), se puede observar que la velocidad de fase torsional al usar la
TBVE reduce las discrepancias entre los datos reportados y lo obtenido por el modelo
teorico. Esto es, la TBVE presenta mejores resultados en comparacion con la TB.
Aunque en 2015 Perati y Gurijala [4] realizaron un estudio similar sobre anillos

cilindricos poroelasticos delgados, al resolver el determinante por medio del método
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numérico de la biseccién renuncian a obtener expresiones analiticas para la velocidad
de fase y la atenuacién de las ondas torsionales, ya que al resolver directamente el
determinante sin un desacoplamiento previo de las ecuaciones de frecuencias, no es
posible obtener de manera explicita los modos naturales de vibraciéon de la onda
rapida o lenta, ya que toda la informacion se encuentra acoplada. Ademads, presentan
resultados solo en un rango de frecuencias muy reducido, que va desde 1 x 10~* Hz
hasta 9 x 10~ Hz, lo cual es significativamente pequefio y carece de sentido con lo
reportado en literatura, que pueden ir hasta los 102° Hz. Por otro lado, Tajuddin y
Shah abordan el mismo problema pero empleando la TB, por lo que solo obtienen la
ecuacién de frecuencias asociada a la velocidad de la onda S répida, ecuacién (12) en
[87]. Ellos toman la aproximacién asintética de las funciones Bessel para aproximar
la ecuacién de frecuencias por medio de funciones senos y cosenos, y obtienen la
velocidad de fase y la atenuacion de las ondas torsionales para los dos primeros
modos de vibracion de un anillo cilindrico delgado, un anillo cilindrico grueso y un
cilindro poroelastico solido. Al proponer distintos valores del nimero de onda axial, no
pueden relacionar de manera directa la propagacion de las ondas con las propiedades
fisicas del medio. En cambio, en este trabajo de tesis se han obtenido expresiones
analiticas para la velocidad de fase y la atenuacion de las ondas torsionales en anillos
cilindricos poroelasticos sin restricciones. FEstas expresiones se dan en términos de
las propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la permeabilidad, la densidad
del solido y del fluido, entre otras propiedades clave. Ademads, aparecen de manera
explicita como parametro la frecuencia, la velocidad de las ondas S rapida y S lenta y
el n—ésimo modo natural de vibracién, lo que facilita significativamente el andlisis de
la propagacion de las ondas torsionales al expresarlas como una superposicion de los

modos naturales de vibracion.
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En el capitulo V se presenta una metodologia detallada para obtener expresiones
analiticas para las frecuencias naturales de las ondas radiales en cilindros poroelasticos

infinitos, isétropos, con simetria axial y condiciones de frontera libre de esfuerzos.
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Capitulo V

MODO RADIAL DE VIBRACION

Considere un cilindro poroelastico infinito de radio R con simetria axial que estéd
completamente saturado con un fluido. FEl modo radial de vibracién no presenta
desplazamientos torsionales, uy(r, 8, z,t) = 0, ni desplazamientos axiales, u,(r, 0, z,t) =
0. Ademsds, como se tiene simetria axial, el desplazamiento radial s6lo depende de r,
z y t, es decir u, = u,(r,z,t). Entonces, las ecuaciones de la TBVE, dadas por las

ecuaciones (28) a la (30), se simplifican como

1 1
Iafur + QiIoatuT = <C5 + N53t> agu,« + (Ca -+ Naat) (83 -+ ;87- — T_Q) u,,
(120)

0 = 0, ((Ca +N.0) — (Cs + Nﬁat)> (63 + %) ur] . (121)

De la ecuacién (121) se obtiene que d,u, = 0, por lo que se infiere que u, no depende
explicitamente de z (u, = u,(r,t)). De no ser asi, al aplicar las condiciones de frontera
libre de esfuerzos se obtiene la solucién trivial, u, = 0. Como el objetivo es analizar
las propiedades de las ondas radiales, se necesitan analizar las soluciones no triviales.
Entonces, para obtener una solucién no trivial, el desplazamiento radial s6lo depende

de r y t, asi que la ecuacién (120) se reescribe como

1 1
IatQU»,a + QiIOatuT = (Ca -+ Naat) (83 + ;ar — ) u,, (122)

2
por lo que el modo radial de vibracién en el dominio de frecuencias [13, 15] es

0 = [a (v2 - 712) + w21} U, (123)
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donde
a = Q'(C, —iwN,), (124)
Y
Q = I+i—1I, (125)
w
y
U;H(T,u)) mg MMy Ui(rv("-))
U, = U, (rw) = = : (126)
Ul (r,w) 1 -1 Ul (r,w)

donde los superindices m e i representan los movimientos del centro de masa y el campo
interno, respectivamente, mientras que los superindices f y s representan el movimiento
del solido y del fluido, respectivamente. Los parametros mg, mg, §2; y los elementos de
las matrices de 2 x 2, Q, C,, N, I, e Iy, estan dados en el apéndice A. En la figura 8

se muestran las tres componenes del tensor de esfuerzos en el plano z = constante.

Figura 8: Sistema de referencia de coordenadas y los tensores de esfuerzos en un cilindro

con simetria axial en el corte z = constante.
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En el caso particular cuando r = R, se tienen condiciones de frontera libre de

esfuerzos en el cilindro poroelastico,

— 0, (127)

donde

T = Tpo(r,w) = (’r,‘f;(r,w),rirr(r, w)) = Qp{ <a - 2B> (& + %) U, + ZﬂGTUT}.

(128)

Los elementos de las matrices p y B estan dados explicitamente en el apéndice A. Para
poder obtener las ecuaciones de frecuencias asociadas al modo radial de vibracion del

cilindro poroeldstico, primero requerimos encontrar la solucién de la ecuacién (123).

V.1 La solucién general

Para obtener la solucién general de (123), se propone el siguiente cambio de coordenadas

dado por
U, = R,U, (129)

que al reemplazar en (123) y multiplicar por la matriz LE por el lado izquierdo, se

obtiene
1
2 2
0 = A, (V _ﬁ> U(r,w) + wIU(r,w), (130)
donde
a? 0
Ay = LTaR = | , (131)
0 a3

L'R, = L (132)

«
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Las expresiones de las matrices R, y LT estdn dadas por

1 1 ( ami )
: o
R, = [ " Noa A2 : (133)
1 (ofzamm 1
v ()~
1 EE <a2_qii)
L, = | " Tm e (134)
1 ami 1
Ng, (a%—a“) Na,
con
2 _ 2
N, = /2= (135)
ai —at
2 _ 2
N, = 041—0‘22_ (136)
a™m — ag
Entonces, la solucién general [93] de la ecuacién (130) es
U1 Aljl(lia 7") .
U = _ 1 ezwt, (137)
UQ A2J1<I€a2 ’)”)
donde A, y A, son constantes, w la frecuencia, y
2 w’
= — #0 138
Kval Oé% 7é ) ( )
2
2 _ Y
K= o2 £ 0. (139)

K, Tepresenta el nimero de onda radial [65, 88, 108, 109], que se define como el cociente
entre la frecuencia y la velocidad de la onda, y representa la variacién de la onda que
se propaga en direccién radial desde el centro del cilindro hasta su frontera. a? y a2
representan las velocidades de la onda P rapida y P lenta, respectivamente, y se definen

como los eigenvalores de la matriz @ [15] de la ecuacién (124). Entonces

Qmm 042 o™i - )
0 = det = (a)” —traza(a) - o” + det(a), (140)
oim ol — o2
cuyas soluciones son
oy = traza(a) + \/traza®(a) — 4det(a)’ (141)

2



donde
traza(a)
TRe
Tim

y

det()
DRe
DIm

donde

D1 = df {mf—i—(l—Q

ay ngM ?
myg HC ’

M
e (550

T M
D, = Q—{dfmfjudf (1—20"“””) ﬂ"°—+mfds( -

D3:

[0}

Entonces

2
Q1o =

no |QQI\D o |an

(TRe - z‘TIm) +

062
(TRe _ iT1m> +SVA.

2 . 2
TRE s, — ZCT’Im s O,

my . 1y MM
1+<d {m+1—20¢———}
{ / f ( b Mo )mf H,
Q. w?
+d, —mY)—
(Mo f )Qa}w2+ (91)2
w my. Ny NoM
T— d 1 —2qp—>)———1|
Q, { f{mf+( ak%)mf HC]
. T)wQ w
—dg -m —_—

4 . 4
DReac + ZDImaca

2

m{pl_prﬁi (D3 + D)l
m [w? (Ds + Dy) — 4 (D1 — Dy)],

akmf)EnOM}
m “my He |’

ag oM

- )] - (151)

my Hc

Mo mg

2
Ye

2

Al usar el teorema de Moivre [94], se obtiene

2 Qe

Q1o =

(TRe _ iTIm) 4 Qe

O; A‘é[cos (%) + 7 sin <§) }7

2

(73, — T2, — 4D — 2(Tr Ty + D) |

o7

(142)

(143)

(144)

(145)
(146)

(147)

(148)
(149)

(150)

=

2

(152)

(153)
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donde
2 2
Al = (73— T2, 4Dn.) +A(TrTpm + 2D 1) (154)
_2(TReTlm + 2D1m>
t 155
an¢ TIQ%e - TIZm - 4DRE 7 ( )
por lo que

al, = ayy-al —ioh ol (156)

donde

1
offy = 5 <TRe + |AY2 cos (%) ), (157)

1
oy = 3 <TIm T |AY%sin <§) > (158)

En esta seccién se obtiene la solucion general de la ecuacion que gobierna la
propagacion de las ondas radiales. La solucion general permite comprender los aspectos
fundamentales de la propagacion de estas ondas y su comportamiento a grandes rasgos.
No obstante, para obtener informacién mas relevante sobre las propiedades de la
propagacion de las ondas radiales, es necesario aplicar las condiciones de frontera libre
de esfuerzo. Al implementar estas condiciones, se pueden obtener de manera explicita
las ecuaciones de frecuencias. Por medio de las ecuaciones de frecuencias se puede
establecer una relacion entre la velocidad de fase y la atenuacién de los modos naturales
de vibracion de las ondas radiales con las propiedades fisicas del medio y la frecuencia.
Esto permite una comprensién mas detallada de las propiedades y el comportamiento

de las ondas radiales en general.

V.2 Las ecuaciones de frecuencias

Para poder aplicar las condiciones de frontera libre de esfuerzos (127), primero se debe

realizar el cambio de coordenadas al tensor de esfuerzos. Entonces, al sustituir (129)
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en (128), se obtiene
1
.= pn{ (a - 2ﬂ) (ar + ;) n 2ﬂ8T}RaU
1 1

1 2
= A <8T + —) U(r,w) — -BU, (159)
r r
donde
a a b b
A — pQaR — 11 012 B - p0BR, - 11 012
91 a92 b21 b22
(160)

Cuando las condiciones de frontera (127), se aplican a (137), se genera la siguiente

ecuacion
1 2
0 = [A (ar + —) U(r,w) — —-BU(R,w) : (161)
r r e
que al multiplicar por la izquierda por LT (pQ)~!, se puede reescribir como
1 2~
0 = [Aa (ar + —) U(r,w) — -BU(R,w) : (162)
r r
r=R

donde A, estd dada en la ecuacién (131) y B= LIBR,. Al usar la siguiente propiedad

de las funciones Bessel,

d%Jl(xT’) = —ng(xr)+%J1(:cr), (163)

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo de 2 x 2,

O[%(LjJQ((L'l) — 2(0(% —/b\ll)J1<x1) 2/512J1(x2) Al

2/521J1 (.1‘1) Oé%fL'QJQ((L’Q) — 2(0&% —/b\gg)Jl (.7}2) A2
(164)
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donde z1 = Ko, R, 9 = Ko, R Y Zij son los componentes de la matriz B. Al calcular el
determinante de la matriz asociada a la ecuacién (164) se tiene la siguiente ecuacion de

frecuencias

0 = O[%.Z’p]g(l’l) — 2(01% —/511)1]1(1’1)} |:a31’2J2<1’2) — 2(01% —EQQ)Jl(Ig)
—4/612/19\21J1(.’II1)J1($2). (165)
El término independiente —4@12321 Ji(x1)J1(x2) de (165) es el responsable de acoplar los

movimientos de las ondas P rapida y P lenta. Los coeficientes del término independiente

312 y 521 son elementos de la matriz B = LgﬂRa, los cuales estan dados explicitamente

por
/b\n = l117’115mm + lQﬂ“Uﬁim + l117”215mi + 1217’21ﬁﬁa (166)
/5\12 = lprpf™ + 5217”12Bi]rn + l117”225mi + l217’225ﬁa (167)
321 = Lar1 ™ + logr11 ™ + lior91 B™ + logran 7, (168)
622 = lprpf™ + 1227“125im + 1127”225mi + lzﬂ’zzﬁiia (169)
donde
g~ (1 - mui) 8, (170)
Qs
mi [ LW 2
ﬁ = mf + ZQ_ (770 - mfaﬂ) ﬁcv (171>
L 8
) [ w w
m d '_ds _ 2 172
5 _f+ZQB a“}w%—zQZ c) ( )
ii i . W w
B = _dfmf - ZQ_ﬁds (770 - meéH):| m&a (173)

son los elementos de la matriz B = Q' (Cz — iwNg). En este caso 57 = /’j—o, donde
es el modulo de cizallamiento de la matriz sélida y p,, es la densidad total. En el caso
de las ondas radiales, el médulo de cizallamiento es la propiedad que predomina en el

término independiente. Si el sélido es flexible, el valor del médulo de cizallamiento g,
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es menor a uno (p, << 1), lo que permite despreciar el término independiente, puesto
que 312321 estaria en términos de 521 ~ 0. Como resultado, las ecuaciones de frecuencias
asociadas a las ondas P rapida y P lenta se desacoplan de forma directa. Sin embargo,
en el caso de un marco sélido rigido (u, > 1), se requiere analizar un enfoque distinto.

Al dividir la ecuacién (165) por el producto a3, se reescribe como

a?—b —b
0 = JllJQ(ZL'l) — 2¥J1(l’1)i| |:1'2J2<ZL'2) — 2¥J1(l’2)
aq %)
2by1 2biy
— a% a% J1(1‘1>J1(1172). (174)

Para desacoplar las ecuaciones de frecuencias, se definen los siguientes parametros

a?—b a2 —b. ,
G LY 5 wo_ ey gy, ol%2 b 5 2) _ pre gy, (175)
a7 a;g
2b. 2
a—gl = B+l a” Efe yiplm, (176)
1 2
donde
pre _ 2 (ofa? — bl 4 (af"a2 — iyl -
11 - 2 Re Im\2 ’
g (af)* + (af
g 2 (afa2 — bl — (afmad — blpafe s
= o2 Re\2 Im\2 ’
c ()" + (a1™)
ERe _ 2 (aga? — b22)a2 + (ag™a? — byy)ag™ (179)
2 2 Re)2 Im\2 ’
Qe ()" + (a3
2 - o? Re)2 Im\2 !
c ()" + (ag™)
. 2 (aReBRe) Imb m)
By = a2 : R?? Im (181)
c ()" + (g )
2 (admphe) — qRepln
T R P . (182
Qe () ) +(a1 )
2 2 Re Im\2 '
e (042 ) +(042 )
2 b)) — b
Elm = —2-(0‘2 Re”) O‘im 7) (184)
e (o ) + (a3 )
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Al reescribir (174) en términos de (175) y (176) y separar en su parte real y parte

imaginaria, se obtienen las siguientes ecuaciones
0 = |:.Z'1J2([L'1> — Eﬁ€J1<.’L‘1)} [$2J2<$2) — Egejl(fﬂg)}
- (EﬂnEQI;n + EﬁeEge - EéinEgn) Ji(x1)J1(22), (185)
0 = ElRle [.Z'QJQ(ZL’Q) — E2R26J1<l'2)] Jl(flfl) + EQISH |:IL'1J2(.Z'1) — Eﬁejl(fﬁl)] Jl(f[g)

+ (B Byy + BV Eys?) Ju(w1) Ju(w2). (186)

De (185) se llega a la igualdad

LL’QJQ(ZCQ) — Egejl(Z'Q) _ (EﬁnEQI;n + EﬁeEge — Eg{nEllgl) J1(£I71) (187)
Ji(z2) w1 (1) — EfieJi(x1) ’
que al sustituirla en (186) y después de dividir por J; (), se reescribe como
EImEIm + EReERe _ EImEIm) J1($2>
0 = EIm [ _ gRej Ejm( 11 L2 21 12 21 12 J
2 [xl 2(71) H 1@1)} +tEn 11 Jo(xy) — EEC T (1) o)
+ (Ezange + EﬁeEgn) Ji(22), (188)

que al multiplicarla por la expresién [z1Jy(x1) — Eft©Ji(x1)], la ecuacién a resolver es

O = EQR;(E [LElJQ(LEl) — Eﬁejl(l‘l)]Q + (EQII”Ege + EﬁeE{;n) [$1J2(LE1) — Eﬁejl(l’l)] J1<.T1>

B (BB + BV B — By Big') Ji (). (189)

La ecuacién (189) en términos de x; = k4, R se conoce como la ecuacién de frecuencias
asociada a la onda P rdpida (7). Dicha ecuacién nos permite comprender céomo las
caracteristicas fisicas del medio afectan a la amplitud y velocidad de la onda P rapida

relacionadas con las diferentes frecuencias presentes en su propagacion.

Anélogamente, de (185), se obtiene la igualdad

w1 do(z1) — BEfeJi(z1) (BB + ESCEfY — EJPEL) Ji(2,)

Jl(l'l) - x2J2<x2) — Egejl(.fg) ’ (190>
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que al sustituirla en (186) después de dividir por J;(z1), se obtiene la siguientes ecuacién

(B"Es + E5fBlY — EJELY) Ji(xs)
2o Jo(19) — B35 Ji (22)
+ (B3 Bl + E3f E3") Ji(x2), (191)

0 = Eﬁe [IQJQ(Q?Q) — E%ejl(l'g)] + EZI;n

Jl (ZCQ)

que al multiplicarla por la expresién [xQJQ(xQ) - E%Jl(xg)], se llega a

0 = Eﬁe [SCQJQ(SCQ) - Egejl(l"g)]Z + (EQI{nEge + EﬁeEfgn) [I'QJQ(IQ) - Ege(]1<l'2>] J1<[I}2)

B (B By + Byl By — Byl EyY) J (x2). (192)

La ecuacién (192) estd en términos de xy = KR se conoce como la ecuacién de
frecuencias asociada a la onda P lenta (agy). Dicha ecuacién nos permite comprender
cémo las caracteristicas fisicas del medio afectan a la amplitud y velocidad de las

ondas P lentas relacionadas con las diferentes frecuencias presentes en su propagacion.

Uno de los objetivos de este trabajo de tesis es obtener las soluciones de las
ecuaciones de frecuencias [ecuaciones (189) y (192)]. Es importante destacar que
buscamos solamente las raices reales puesto que se buscan las soluciones a las
que las ecuaciones de frecuencia correspondan a frecuencias fisicamente posibles.
En el contexto de sistemas fisicos en vibracién, las frecuencias reales representan las
frecuencias naturales a las cuales el sistema puede vibrar de manera estable y armonica.
Las ecuaciones de frecuencia con raices reales y simples proporcionan informacién
valiosa sobre las caracteristicas vibracionales de un sistema. Estas propiedades

aseguran que las soluciones sean fisicamente factibles y tnicas.
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V.3 La velocidad de fase y atenuacion de la onda
radial rapida

Al obtener las soluciones de las ecuaciones de frecuencias (189) y (192), se puede
determinar con precision el valor del nimero de onda radial correspondiente a cada
modo natural de vibracién. Estas soluciones nos proporcionan informacién esencial
sobre la interaccion de las ondas P rapida y P lenta, las propiedades del medio y el

efecto que tiene en la velocidad de fase y la atenuacién de las ondas.

Las raices (¢,) para la velocidad de fase y la atenuacién de la onda P rapida se
obtienen a partir la solucién de la ecuacién de frecuencias (189). Sea ¢, la p—ésima
raiz no nula de la ecuacion de frecuencias asociada a la velocidad de la onda P rapida

(a), entonces por la ecuacién (138) y al ser la raiz real, se obtiene que
Cp = FKaypl (193)

El nimero de onda radial se define en términos de la frecuencia de la onda (w) y
la velocidad de propagacion de la onda («q) [88, 108, 110]. Para las ondas radiales, el
numero de onda radial se calcula como k), = ail Entonces al definir ktestp = Kayp

y al considerar que es un nimero complejo de la forma

Frasty = Kby +ikin, (194)

Im,p?

y al comparar con la parte real y parte imaginaria de (193), se obtiene que

kher = Cp (195)
ket = 0. (196)

El superindice fast, como en la seccion III.3, indica que se trata de pardametros

relacionados con la velocidad de la onda P rapida (ay). De (195), se obtiene la expresién
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analitica para la velocidad de fase de las ondas radiales, que esta dada por

ast w
Vet = T (197)
re,p

La velocidad de fase para la onda P rapida estd determinada por las propiedades
fisicas del medio, la velocidad de la onda P rapida (aq), la frecuencia (w) y el p—ésimo

modo de vibracién radial, como se describe en la ecuacién (189).

En el caso de las ondas radiales, la parte imaginaria del nimero de onda radial
es cero [ecuacién (196)] por lo que no se puede aplicar directamente la férmula de la
atenuacién que se utilizé para el caso de las ondas torsionales, (seccién I11.3). Es decir,

no se puede emplear directamente la féormula

1
AZ:GSt — — (198)
B

El presente modelo para la propagacién de las ondas radiales plantea un desafio
en cuanto a su aplicabilidad en la practica, debido a las limitaciones de las ecuaciones
existentes en proporcionar una expresion adecuada para la atenuacién de las ondas.
Aunque los modelos tedricos han desempenado un papel fundamental en la comprension
y prediccién del comportamiento de las ondas en diversos campos cientificos y de
ingenieria, en este caso, la falta de una expresién precisa para los fenémenos de
atenuacion representa un obstaculo significativo para su implementacion en situaciones

reales.
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V.4 La velocidad de fase y atenuacion de la onda
radial lenta

Anélogo al caso de la seccién V.3, las expresiones analiticas para la velocidad de fase

de la onda P lenta esta dada por

w

V/stow — (199)
’ gl

El superindice slow, como en la seccién II1.4, indica que se trata de parametros
relacionados con la velocidad de la onda P lenta (a2). Andlogamente al caso de la
ondas P rapida, la velocidad de fase esta determinada por las propiedades fisicas del
medio, la velociad de la onda P lenta (as), la frecuencia (w) y el p—ésimo modo de

vibracién radial, como se describe en (199).

Al igual que en el caso de la onda P rapida, el niimero de onda radial es un nimero
real. Entonces, la férmula de la atenuacion que se utilizé para el caso de las ondas
torsionales (seccién II1.4) no es aplicable de manera directa. En otras palabras, la

formula para la atenuacion de las ondas radiales lentas

1

slow
k[m,p

slow
Aw,p

: (200)

se indetermina cuando la atenuacion es igual a cero. Por este motivo, el modelo no se

puede implementar en situaciones realistas.

V.5 Frecuencias naturales de las ondas radiales

En el marco de esta investigacion, se ha logrado un avance significativo al obtener una
expresion analitica y precisa para las ecuaciones de frecuencias de la onda P rapida

y P lenta, un logro que hasta el momento no ha sido documentado en trabajos de la
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literatura, como lo son [4, 65, 66, 67, 87, 88]. En dichos estudios, no se logra encontrar
una expresion analitica para las ecuaciones de frecuencias de la onda P rapida y P lenta
desacopladas, lo que conduce a la aplicacion de métodos numeéricos de una ecuacion que
combina la informacién de las ondas P rdpidas y lentas. Esto arroja como resultado
una manera imprecisa de relacionar los modos naturales de vibracién asociados con
las ondas P, con las raices de las ecuaciones de frecuencias. En esta investigacion,
la obtencién de las ecuaciones de frecuencia explicitas para las ondas P rapidas y
P lentas, permite establecer una asociacién directa y clara entre cada solucion y los
modos naturales de vibracion. Este logro proporciona un sélido fundamento tedrico y
una herramienta invaluable para el estudio de las ondas radiales en diversos contextos,
abriendo nuevas perspectivas para la investigacion y aplicaciones de las ondas radiales en
distintas disciplinas del conocimiento. A pesar de obtener expresiones explicitas para las
ecuaciones de frecuencias de las ondas P rapidas y P lentas, la definicion de velocidad de
fase y atenuacién impide obtener una expresion analitica para la atenuacion de las ondas
radiales en cilindros poroelédsticos, como se hizo con las ondas torsionales. No obstante,
es importante destacar que la solucién de las ecuaciones de frecuencias proporciona
informacién valiosa sobre las frecuencias naturales. Estas frecuencias juegan un papel
fundamental en una amplia variedad de aplicaciones en diversos campos cientificos y
de la ingenieria, ya que las vibraciones pueden causar desgaste y generar fracturas
en los materiales en los que se propagan, y las frecuencias naturales estan ligadas a
muchas de las fallas conocidas [111]. Su estudio puede ser utilizado en el analisis de
fenomenos sismicos, la evaluacion de la estabilidad de infraestructuras, y en la mejora
del rendimiento y respuesta vibracional de componentes aeroespaciales. Por tanto, el
estudio de las frecuencias naturales es fundamental y tiene aplicaciones muy diversas.
Para obtener las frecuencias naturales de las ondas radiales en cilindros poroelasticos,

en este trabajo se aplicaron las condiciones de frontera libre de esfuerzos a la solucion
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de la ecuacién del modo radial de vibracién, dada por (159). Asi, se obtuvieron las
ecuaciones de frecuencias para la onda P rapida y P lenta, que posibilitan determinar
las frecuencias naturales y realizar un analisis de su comportamiento en relacién con
las propiedades fisicas del medio.

El capitulo VI se enfoca en el analisis y estudio de las frecuencias naturales a través
de simulaciones computacionales. Se consideran las propiedades fisicas de cilindros
poroelasticos de arenisca completamente saturados con agua o queroseno, utilizando el
marco de la TBVE. La caracterizacion de las frecuencias naturales de las ondas radiales
en cilindros poroeldsticos representa un avance significativo y abre nuevas oportunidades

de investigacion y aplicaciones en diversos ambitos.
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Capitulo VI

SIMULACIONES COMPUTACIONALES:
ONDAS RADIALES

En este capitulo se realiza un analisis de las frecuencias naturales asociadas a las ondas
radiales en cilindros poroelasticos usando la TBVE. Estas frecuencias son esenciales
para caracterizar propiedades fisicas y el comportamiento dindmico de los materiales.
El enfoque de este capitulo se centra en presentar las frecuencias naturales de los
modos de vibracion y como estas se ven afectadas por cambios en las propiedades
de los cilindros poroeldsticos. Este andlisis ofrece una comprensién completa del
comportamiento dindmico de los cilindros poroelédsticos, identificando sus modos de
vibracién caracteristicos, lo cual es crucial para comprender fenémenos sismicos, evaluar
la estabilidad de estructuras y mejorar el rendimiento de componentes aeroespaciales

en respuesta vibracional.

V1.1 Simulaciones computacionales

En el capitulo V se desarrollé el marco tedrico para obtener la solucién analitica de las
ecuaciones de movimiento de la TBVE para el modo radial de vibracion en cilindros
poroelésticos infinitos homogéneos con simetria axial completamente saturados con un
fluido. Para realizar un anadlisis del comportamiento de las frecuencias naturales de
las ondas radiales en un cilindro poroelastico, se utilizaran muestras de cilindros de
arenisca como material de la matriz sélida que estd completamente saturada con agua
o queroseno. Los parametros de la matriz solida estan dados en la tabla I, mientras que

los pardmetros del fluido estdn dados en la tabla II.
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Las frecuencias naturales de la onda P rapida y P lenta estan relacionadas con las
ecuaciones de frecuencias (189) y (192), respectivamente. Entonces, el parametro de la

frecuencia adimensoinal se define como [8§]

Wiy = —R, i=1,2 peN (201)

7TOéi7p

El subindice i = 1 corresponde a las frecuencias asociadas a la onda P rapida mientras
que el subindice i = 2 corresponde a las frecuencias asociadas a la onda P lenta.
Para calcular las frecuencia natural del p—ésimo modo natural de vibracién asociado
a la onda P rdpida, se debe encontrar la p—ésima raiz de (189). Andlogamente, para
encontrar la frecuencia natural asociada al p—ésimo modo natural de vibracién asociado
a la onda P lenta, se debe encontrar la p—ésima raiz de (192). Para determinar las
raices de las ecuaciones de frecuencias, se puede utilizar el algoritmo de la seccién
I11.2.2, tomando la aproximacion de las raices por medio de un método numérico. En
la figura 9, se presentan las frecuencias naturales de la onda P rapida (figura 9a) y
las frecuencias naturales de la onda P lenta (figura 9b) correspondientes a los cuatro
primeros modos naturales de vibracion. Estas graficas muestran la variacion de las
frecuencias naturales en funcién del radio del cilindro, que varia desde 5 ¢m hasta 10
cm. En las figuras del lado izquierdo, se presentan los resultados para un cilindro
de arenisca completamente saturado con queroseno, mientras que en el lado derecho
se muestran los resultados para un cilindro de arenisca completamente saturado con
agua. Cada color representa un modo natural especifico de vibracién: las curvas azules
corresponden al primer modo, las curvas negras al segundo, las curvas rojas al tercer
modo y las curvas verdes al cuarto modo. Podemos analizar el comportamiento de cada
modo de vibracién porque aparece explicitamente como parametro en la ecuacion de la
frecuencia natural. Es importante destacar que se observa un aumento en el valor de la

frecuencia natural a medida que el modo natural de vibraciéon es mayor y la frecuencia
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Figura 9: Frecuencias naturales para la onda P rapida y P lenta sobre un cilindro
poroelastico de arenisca completamente saturado con queroseno (figuras de la izquierda)
y con agua (figuras de la derecha). Las curvas azules, negras, rojas y verdes muestran

el primer, segundo, tercer y cuarto modo natural de vibracion, respectivamente.

natural disminuye ligeramente cuando el radio del cilindro disminuye, lo que indica una
relacién aparente entre la frecuencia, el p—ésimo modo natural de vibracién y el radio
del cilindro. En la figura 10, se presentan las frecuencias naturales de la onda P rapida
(figura 10a) y las frecuencias naturales de la onda P lenta (figura 10b) correspondiente
al primer modo natural de vibracién variando el pardmetro de porosidad del cilindro.
Estas graficas muestran la variacién del primer modo natural de vibracién variando la
porosidad del cilindro de un 10 % hasta un 40 %, tomando un tamano de paso del 10 %.

En las figuras del lado izquierdo, se presentan los resultados para un cilindro de arenisca
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Figura 10: Frecuencias naturales para la ondas P réapida y P lenta sobre un cilindro
poroelastico de arenisca completamente saturado con queroseno (figuras de la izquierda)
y con agua (figuras de la derecha). Las curvas azules, cyan, magenta y amarillas

muestran el 10 %, 20 %, 30 % y 40 % de porosidad, respectivamente.

completamente saturado con queroseno, mientras que en el lado derecho se muestran
los resultados para un cilindro de arenisca completamente saturado con agua. En las
graficas no se destaca un cambio importante entre los distintos tipos de porosidad para
el primer modo natural de vibracién pero se puede apreciar un cambio en el valor de la
frecuencia natural a medida que el radio del cilindro aumenta, lo que indica una relacion
aparente entre la frecuencia y el radio del cilindro pero no entre el cambio de porosidad.
En la figura 11, se presentan las frecuencias naturales de la onda P répida (figura 11a)

y las frecuencias naturales de la onda P lenta (figura 11b) correspondientes a los ocho
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Figura 11: Frecuencias naturales para la onda P rédpida y P lenta sobre un cilindro

poroeldstico de arenisca completamente saturado con queroseno (figuras de la izquierda)

y con agua (figuras de la derecha).

muestran el 10 %, 20 %, 30 % y 40 % de porosidad, respectivamente.

Las curvas azules, cyan, magenta y amarillas

primeros modos naturales de vibracién. Estas graficas muestran el comportamiento de

los primeros ocho modos naturales de vibracion variando la porosidad del cilindro de un

10 % hasta un 40 %. En las figuras del lado izquierdo, se presentan los resultados para

un cilindro de arenisca completamente saturado con queroseno, mientras que en el lado

derecho se muestran los resultados para un cilindro de arenisca completamente saturado

con agua. El eje horizontal corresponde a los distintos modos naturales de vibracion.
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Como se puede observar, el valor de la frecuencia natural aumenta conforme aumenta
el modo natural de vibracion y la frecuencia se mantiene para los modos impares y
varia ligeramente para los modos pares, lo que indica una relacién aparente entre la

frecuencia, el p—ésimo modo natural de vibracién y la porosidad.

V1.2 Discusion de los resultados

En este capitulo se llevé a cabo un estudio sobre la variacién de las frecuencias naturales
de los modos naturales de vibracién de la onda P rapida y P lenta en cilindros
poroelasticos homogéneos con simetria axial, utilizando la TBVE. Una frecuencia
natural se define como una frecuencia de oscilaciéon en la que un sistema vibra sin
que se le aplique ninguna fuerza externa. En el caso de los cilindros poroelasticos, las
frecuencias naturales estan relacionadas con la estructura porosa del material y con los
parametros fisicos del material, como la densidad, porosidad, permeabilidad, densidad
del solido o el fluido, el radio del cilindro, y el p—ésimo modo natural de vibracion. Para
encontrar dichas frecuencias, se aplicaron las condiciones de frontera libre de esfuerzos
a la solucion general de las ecuaciones que gobiernan el modo radial de vibracion. Esto
genera un sistema de ecuaciones homogéneo de 2 x 2, [ecuacién (164)], que involucra
las funciones de Bessel de primer tipo, de orden cero y orden uno. El sistema tiene
solucion no trivial si el determinante de la matriz asociada al sistema es cero. En este
caso, la matriz asociada es compleja, por lo que al calcular el determinante se obtiene
un sistema de ecuaciones de 2 x 2, una ecuacién correspondiente a la parte real y la
otra correspondiente a la parte imaginaria. Al tratar algebraicamente las ecuaciones,
se puede determinar dos ecuaciones de frecuencias independientes, una relacionada con
la velocidad de la onda P répida (188) y la otra con la velocidad de la onda P lenta

(192). Para determinar las raices de las ecuaciones de frecuencias, se puede utilizar
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el algoritmo de la seccion I11.2.2, tomando la aproximacién de las raices por medio de
un método numérico. Al resolver las ecuaciones de frecuencias de forma explicita, se
pueden calcular los modos naturales de vibracién por medio de (201). Las frecuencias
naturales son consideradas como una propiedad de suma importancia para estudiar
cualquier sistema, ya que la mayoria de las fallas en sistemas mecanicos y estructuras
se asocian con estas frecuencias [111].

Aunque en la literatura existen trabajos previos que analizan las frecuencias
naturales de vibraciones radiales utilizando la teoria de elasticidad [109, 108, 112] o
la teorfa de poroelasticidad [65, 66, 67, 88] en cilindros y anillos cilindricos, es relevante
mencionar que estos autores no logran obtener de manera explicita las ecuaciones de
frecuencias relacionadas con la onda P rapida y P lenta. En estos trabajos, se calcula
directamente las raices utilizando la expresion del determinante de la matriz asociada al
sistema generado al aplicar las condiciones de frontera, ecuacién (18) en [65], ecuaciones
(17) y (18) en [66], ecuacién (13) en [67], ecuacién (17) en [88] o ecuacién (17) en [109],
por mencionar algunos; sin realizar un proceso algebraico para desacoplar las ecuaciones
de frecuencia, como se hace en este trabajo. Ademas, cuando se resuelve numéricamente
la ecuacion de frecuencias, no se puede obtener férmulas explicitas para los modos
naturales de vibracion, para la velocidad de fase o la atenuacién donde se vinculen
explicitamente la velocidad de fase y las atenuaciones radiales con la velocidad de la
onda P rapida y P lenta, las propiedades del medio y la frecuencia. Asi mismo, resulta
complejo identificar con precisién los modos naturales que contribuyen de manera
significativa al comportamiento de las ondas.

En este trabajo, las expresiones analiticas para las frecuencias naturales se presentan
en términos de la frecuencia, la velocidad de la onda P, que estdn en términos de las
propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la permeabilidad, la densidad del

solido y el fluido, entre otros. Ademads, el parametro de frecuencias y el p—ésimo modo
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de vibracion aparecen explicitamente. Se analizaron las frecuencias naturales de la onda
P rapida y P lenta correspondientes a los primeros cuatro modos naturales de vibraciéon
para un cilindro de arenisca completamente saturado con agua o queroseno. Se llevaron
a cabo simulaciones variando el radio del cilindro y el porcentaje de porosidad para
evaluar su influencia en el comportamiento de las frecuencias naturales de vibracion
de cada uno de los modos. Por ejemplo, en la figura 9 se presentaron las frecuencias
naturales para los primeros cuatro modos de vibracién, mostrando un aumento en el
valor de la frecuencia natural conforme aumentan los modos naturales de vibracién.
También se observé que el fluido que satura al cilindro poroeldstico (agua o queroseno)
influye en las frecuencias naturales. En la figura 10, se estudié el primer modo natural
de vibracion al variar el porcentaje de porosidad del cilindro. Los resultados revelaron
que, aunque hubo cambios en el valor de la frecuencia natural a medida que aumento
el radio del cilindro, no se destacé un cambio significativo para el primer modo de
vibracién en las frecuencias al variar la porosidad. En la figura 11 se presentan las
frecuencias naturales de la onda P rapida y P lenta correspondiente a los primeros
ocho modos naturales de vibracién variando la porosidad desde un 10% hasta un
40 % con un tamano de paso del 10%. En estas graficas se observa que los modos
naturales pares no presentan variacién significativa para los modos asociados a la ondas
P rapida pero si afectan a los modos pares de la onda P lenta. En general, estos
hallazgos indican una clara relacion entre la frecuencia natural y el radio del cilindro,
mientras que la porosidad no parece tener una influencia significativa en el primer modo
de vibracién. Estos resultados proporcionan informacién relevante para comprender
el comportamiento dindmico del cilindro en diferentes condiciones de saturacion y
tamanos, lo cual es esencial para el diseno y analisis de estructuras en general. Sin
embargo, es importante tener en cuenta que estos hallazgos se basan en simulaciones

y que pueden existir otras variables no consideradas que podrian afectar la respuesta
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vibracional del cilindro. En futuras investigaciones, seria valioso profundizar en la
exploracion de otros modos naturales de vibracion y considerar factores adicionales que
puedan influir en las frecuencias naturales del cilindro, como la presencia de grietas
o la variacién en las propiedades mecdnicas del material. Estos enfoques podrian
proporcionar una vision mas completa del comportamiento dindmico del cilindro y
enriquecer la comprensién de su respuesta ante diferentes condiciones y escenarios. En
conclusion, los resultados obtenidos en este trabajo han proporcionado informacion
valiosa sobre las frecuencias naturales de la onda P rapida y P lenta en cilindros
poroelésticos. Se ha observado que la frecuencia radial aumenta con el nimero del modo
natural de vibracién y disminuye conforme el radio del cilindro aumenta. Ademas,
se ha demostrado que la porosidad tiene un efecto leve en los modos pares de las
ondas P lentas, mientras que no afecta significativamente las frecuencias naturales de
la ondas P répida. Estos resultados son fundamentales para avanzar en el campo de los
cilindros poroelasticos y pueden tener aplicaciones en el diseno de materiales acusticos
y estructuras sonicas. No obstante, este estudio abre la puerta a futuras investigaciones
y refinamientos en el andlisis de las ondas radiales en cilindros poroeldsticos, con el
objetivo de profundizar en su comprension y mejorar la precision de los resultados

obtenidos.
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Capitulo VII

CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se realizdé una investigacién sobre la propagacion de ondas
torsionales y radiales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos utilizando la TBVE.
El objetivo inicial de este trabajo de tesis fue obtener expresiones analiticas de la
velocidad de fase y la atenuacion de las ondas torsionales y radiales en cilindros y anillos
cilindricos poroelasticos completamente saturados con un fluido, isétropos, homogéneos,
con simetria axial y con condiciones de frontera libre de esfuerzos en ambas superficies,
utilizando el marco tedrico de la TBVE. Para abordar de manera efectiva el objetivo
planteado, se empled un enfoque que dividié el desarrollo y andlisis de la propagacion
de ondas en dos partes: ondas torsionales y ondas radiales. En el caso de las ondas
torsionales, el objetivo se alcanzé de manera satisfactoria. En el caso de las ondas
radiales, dada la definicion de velocidad de fase y atenuacion, el estudio realizado derivo
en el cédlculo de frecuencias naturales en cilindros poroeldsticos. A continuacién se

presentan las conclusiones alcanzadas en cada una de estas areas de estudio.

VII.1 Ondas torsionales

Utilizando el marco tedrico de la TBVE, en este trabajo de tesis se presentd una
metodologia para obtener expresiones analiticas para la velocidad de fase y atenuacion
de las ondas torsionales en anillos cilindricos poroelasticos homogéneos, isétropos, con
simetria axial completamente saturados con un fluido y sujeto a condiciones de frontera
libre de esfuerzo en ambas fronteras. Estas expresiones se presentan en términos de

las propiedades fisicas del medio, como la porosidad, la permeabilidad, la densidad
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del solido y del fluido, entre otras. Ademas, también aparece de manera explicita el
pardmetro de la frecuencia (w), la velocidad de las ondas S rapida y S lenta, 5, y (s,
respectivamente, y el p—ésimo modo natural de vibracién torsional (p), lo que facilita
significativamente el andlisis de la propagacion de las ondas torsionales al explorar cada
modo de vibracién por separado teniendo en cuenta que la vibracién total de un sistema
se puede expresar como una superposiciéon de todos los modos naturales de vibracion.

Se realizaron simulaciones computacionales para comparar los resultados de la
propagacion de las ondas torsionales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos
utilizando tanto la TBVE como la TB. Para llevar a cabo dichas simulaciones
computacionales, se seleccionaron los pardmetros poroeldsticos de arenisca para la
matriz solida, y para el fluido, se consideraron los parametros de agua y queroseno,
siendo estos mayormente utilizados en el estudio de la propagacién de ondas en
medios poroelasticos por la mayoria de los trabajos encontrados en la literatura. Esta
seleccion estratégica se realizé con el propésito de comparar los resultados de trabajos
previos y para mostrar las ventajas de obtener féormulas explicitas utilizando los marcos
tedricos la TBVE y la TB convencional. En todos los resultados obtenidos, se observé
una mayor atenuacion al utilizar la TBVE, lo que resulté en velocidades de fase
significativamente menores, ajustandose de una manera mas precisa a las observaciones
que se obtienen de los experimentos de laboratorio y a las predicciones teéricas de ambas
teorias. Las simulaciones computacionales que se realizaron con esta metodologia, no
solo contribuyen al entendimiento de la propagacion de ondas torsionales en medios
poroelasticos, sino que también abre la puerta a futuras investigaciones y aplicaciones
cientificas y tecnologicas al comprender mejor cémo se comporta la propagacion de
ondas torsionales en cilindros y anillos cilindricos. Se pueden disenar experimentos mas
informados para manipular las propiedades de los materiales o dispositivos, lo que a su

vez, podria conducir al desarrollo de nuevos materiales o dispositivos con una mayor
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resistencia y eficiencia en una amplia variedad de aplicaciones, desde la ingenieria, la
geofisica, la tecnologia médica y la exploracion de recursos naturales. Por lo tanto,
las expresiones analiticas obtenidas en este trabajo de tesis, proporcionan una base
solida para el diseno de dispositivos y sistemas que dependen de la propagacion de
ondas torsionales y ofrecen una herramienta valiosa para la comunidad cientifica y de
ingenieria que se dedica a la investigacion de medios poroelasticos.

Es importante resaltar que este estudio representa un avance significativo en el
campo de la propagacién de ondas torsionales en anillos cilindricos poroelasticos.
En particular, se distingue por ser el primer trabajo que incorpora explicitamente
el p—ésimo modo torsional de vibraciéon como un parametro en las ecuaciones que
describen la propagacion de ondas en anillos cilindricos poroelasticos utilizando la
TBVE. Este logro es de suma importancia, ya que brinda una comprension mas
profunda y precisa de cémo las propiedades del medio, la frecuencia y el modo natural

de vibracion influyen en la propagacion de las ondas torsionales.

VII.2 Ondas radiales

Este trabajo de tesis presenta una metodologia, basada en la TBVE, para obtener
expresiones analiticas de las frecuencias naturales de ondas radiales en cilindros
poroelasticos homogéneos, isétropos, con simetria axial y que estan completamente
saturados con un fluido sujetos a condiciones de frontera libre de esfuerzo. Estas
expresiones se presentan en términos de las propiedades fisicas del medio, como la
porosidad, la permeabilidad, la densidad del solido y del fluido, entre otras. Ademas,
también aparece de manera explicita las velocidades de las ondas P rapida y P lenta,
a1 Yy Qp, respectivamente.

Una de las principales contribuciones del presente trabajo de tesis, es la obtencion
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de ecuaciones de frecuencias desacopladas para la onda P rapida y P lenta, resultado
que hasta el momento no ha sido documentado en trabajos previos encontrados en la
literatura. Investigaciones previas han presentado dificultades para desacoplar estas
ecuaciones, lo que ha obligado a trabajar con una expresion imprecisa que fusiona la
informacién de las ondas P rapida y P lenta. Lo anterior ha requerido el uso de métodos
numéricos para obtener aproximaciones de las raices de dichas ecuaciones. Debido a
que la informacion de las ondas estd mezclada, es dificil asociarle un sentido fisico a
las aproximaciones obtenidas. Proporcionar expresiones analiticas desacopladas abre
la posibilidad de derivar expresiones mas exactas para las frecuencias naturales de las
ondas radiales en cilindros poroelasticos.

Ademads, en este trabajo se presenta un andlisis de las frecuencias naturales
mediante simulaciones computacionales considerando las propiedades fisicas de cilindros
poroelasticos de arenisca completamente saturados con agua o queroseno. En este
analisis, se observé un aumento en la frecuencia radial con respecto al nimero del
modo natural de vibracién y una disminucion al incrementar el radio del cilindro. La
porosidad tuvo un impacto leve en los modos naturales pares de las ondas P lentas, y
no tuvo un afecto significativo en las frecuencias naturales de las ondas P rapidas.

Este estudio representa un avance significativo y abre nuevas vias de investigacion
en diversos campos del conocimiento, al ofrecer un marco tedrico para predecir el
comportamiento de las frecuencias naturales en cilindros poroelasticos, con aplicaciones
amplias y variadas. Ademds, sienta las bases para futuras investigaciones en esta area
del conocimiento, promoviendo un andlisis més detallado de la velocidad de fase y

atenuacion de las ondas radiales.
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VI1I.3 Trabajo a futuro

Este trabajo de tesis abre un amplio abanico de oportunidades para futuros trabajos
que aborden tanto aspectos fundamentales como aplicaciones précticas en el estudio
de las ondas torsionales y radiales en cilindros y anillos cilindricos poroelasticos. A
continuacién, se presentan diversas lineas de investigaciéon que podrian contribuir
significativamente al desarrollo de esta drea y encontrar aplicaciones en campos que

van desde la ingenieria y la geofisica hasta la medicina y la industria energética.

1. Encontrar una expresién analitica para la velocidad de fase y la atenuacién de las
ondas radiales en términos de las propiedades fisicas del medio, la velocidad de
las ondas P, el parametro de frecuencia y el p—ésimo modo radial de vibracion,

utilizando el marco tedrico de la TBVE.

2. Explorar los modos longitudinales de vibraciéon en cilindros poroelasticos y
encontrar las ecuaciones de frecuencia y expresiones para la velocidad y la

atenuacién en estos modos.

3. Investigar cémo las ondas radiales se comportan en cilindros finitos sujetos
a diversas condiciones de frontera en los extremos, como cilindros abiertos o
cerrados. También se podria explorar como las ondas se propagan en placas,
esferas finitas o infinitas, lo que ampliaria la comprension de la propagacion de

ondas en geometrias mas complejas.

4. Investigar como la presencia de multiples fases en el medio, como aire, agua y
solidos, o estructuras con grietas afectan la propagacion de las ondas torsionales,
radiales y longitudinales. Esto podria ser relevante en aplicaciones en ingenieria
geotécnica y en la industria del petroleo, donde se encuentran multiples tipos de

materiales.
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5. Utilizar los resultados obtenidos para aplicaciones en la evaluacién de estructuras
subterraneas o para evaluar la integridad de cimientos y estructuras en ingenieria
civil y geotécnica. Esto podria contribuir a la seguridad y estabilidad de proyectos

de construccion.

6. Explorar mas a fondo, como las propiedades de los medios poroelédsticos pueden
aplicarse en tecnologia médica para la deteccién de enfermedades de manera no

invasiva por medio de dispositivos de diagnéstico por ultrasonido.

7. Analizar con mas detalle cémo las propiedades de los medios poroeldsticos
contribuyen a la optimizacion del diseno de materiales en diversas areas,
incluyendo la actustica arquitecténica y el diseno de materiales atenuantes de

sonido y vibraciones.

En resumen, los posibles trabajos futuros en este campo ayudaran al entendimiento
de las ondas torsionales, radiales y longitudinales en medios poroeldsticos. Ademas se
tendra un impacto significativo en una variedad de aplicaciones, desde la geociencia
o ingenieria, hasta la medicina poe mencionar algunos campos. Estas investigaciones
continuaran impulsando la innovacién, mejorando asi nuestra capacidad para abordar
desafios més complejos en diversos campos de la ciencia y la tecnologia. Esperamos que
estos esfuerzos inspiren a futuros investigadores a explorar nuevas direcciones y aportar

valiosas contribuciones a esta emocionante area de estudio.
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Apéndice A

Parametros de las ecuaciones de Biot de
viscosidad extendida

Las matrices de 2 x 2, C,, N,, Cz y Ny de las ecuaciones de la TBVE (21), estdn

dadas explicitamente por [14]

Cmm Cmi
C., = .
CIII] C
1 me (1 2 2)
= TN o2 (202)
ds < — il—‘:"ﬁM> dy <mf - <1 - 2_axmf> Z_g@I_M>
NTNT T —(ng—meY 2
N, = _ (1 = miT) g_ (203)
NT N —ds T ds (g — meY) «
Cmn Cmi 1 mf ,
Cs = ) = o (204)
Cn C“ df delf
N™ N™ o —(ny — mgav 2
N = | | = g Tl 2 é_ (205)
N" N° —dsay,  ds (ny — mpar,) A
Pm O
p = , (206)
0 p
10
1 = , (207)
01
00
I, = , (208)
01




donde
@, Ps
m, = %
my = Mo Pt
prn
Mo
¢o =1~ M,

P = DoPs + NoPs

Ps
Pt
QO = Qdg
__ MoVt
Oy, =%
df — MNoPt
Pi
d — ¢Ops
8 i
_ . 1
T = ak + (a, — ak) T
3 Ky pg
_ Mt
V —_— =
£ Pt
S
K¢
120
n ax—ng ) "
— (| o 2Kl
M a (Kf —l_ Ks )

p; = pr — P12 = (S —mg)nep;
S

P12 = _(S - 1)770/)f

—1
(1,
Pr= (¢ops - 7)0Pf>

HC:Ko—l—%,uo—l—oz%(M
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fraccion de masa del sélido
fraccion de masa del fluido
porosidad sin perturbar
densidad del solido sin perturbar
densidad total

densidad del s6lido

densidad del fluido

frecuencia de relajacion de Biot

frecuencia critica de Biot

viscosidad cinematica de cizallamiento del fluido en el poro
permeabilidad

modulo de compresibilidad del sélido

modulo de compresibilidad del fluido

moédulo de viscosidad de cizallamiento

coeficiente de almacenamiento del fluido

densidad modificada reducida

tortuosidad

coeficiente de masa inducido

densidad reducida

modulo de la onda P de Gassman



Bo=fam

= f—mc
Qg:z—i
Ho
oauzl—ﬁ—‘:
aK:]-_Ié_:
Hs

velocidad de la onda S de Gassmann

velocidad de la onda P de Gassman
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frecuencia de relajacion de cizallamiento de la matriz sélida

frecuencia de relajacion compresional de la matriz sélida

modulo de cizallamiento de la matriz sélida
coeficiente de cizallamiento de Biot
coeficiente volumétrico de Biot

moédulo de cizallamiento del mineral sélido

En la ecuacién (40), las matrices de cambio de coordenadas para desacoplar las

ecuaciones de poroelasticidad para el modo torsional de vibracion estan dadas por

1 1 m
R, = Ny Ny, (ﬁ%—ﬂmm)
1 (5%76?"“) 1
Nﬂl g Bo
1 1 (ﬂ%—ﬁﬁ)
LB — NB1 Nﬁz A
LM 1
Na, 5§—5ﬁ) Ng
_ 611’ Ba ﬂmm o ﬁg

(209)

(210)

(211)

Para la ecuacién (123), las matrices de cambio de coordenadas para desacoplar las

ecuaciones de poroelasticidad para el modo radial de vibracién estan dadas por

1 1 ( o™i )
N,. "’ N, a2 —qmm
R — aq a9 2
o 2 mm
1 0‘1_0“ 1
No, amt N,

1 1 (aé—q“)
N, N, am!
_ 1 a
L = ' ) ,

2 2 2
N = JuaT® N = ) 21i7%
ap Oé% . aii’ ag T qmm _ a? :

, (212)

(213)

(214)
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Velocidad de fase y atenuacion torsional
utilizando la teoria de Biot

Las ecuaciones de movimiento de la TB [14, 15] estan dadas por

u
P o

+Bo-

M CV(V-u) £ NV XV x (215)

ot

El vector de desplazamiento u = u(r, z, t) estd en términos del desplazamiento del sélido

y el fluido, u = (u®, uf)T. Las matrices de 2x 2, p, B, C y N se escriben explicitamente

CcOo1mo

P P I -1
11 P12  B-0 7
P12 P22 -1 1
A+2N Q —-N 0
, N-= ) (216)
Q R 0 O

Las ecuaciones de la TB estan relacionadas con las ecuaciones de la TBVE [15] por

medio de las siguientes igualdades

IO =2

(=)

P11

P22

2 5

~ - s =3 (0= 2 @217)
= (o + 0p) s, (218)
= 6K, = 8Ky, (219)
= (o — d¢)Ks, (220)
_ Mf77(2)

= T (221)
= Pops — Pr2; (222)
= MNoPt — P12 (223)
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Para el modo torsional de vibracién, las ecuaciones de la teoria de Biot en el dominio

de frecuencias [15] se escriben como
2 2 1 S 27178
Bgior | V ] U +wU° = 0,

donde U® = Us(r, z,w) y

1 3
— 1/_
Ul = Pr2 — 15 K~1u772US7
(nopf - P12) +1g %0
ﬁ%iot = gieot + iﬁg?om
Re  (DoPsoPr — PmPr2) Mops — Pra) (0 + do) 11
Biot T 9\ 2
(GoPsTIoPs — PmpPr2)? + (pm%)

("é—fj’f (0,0 + @) HsPrm

+ 29
2
(PoPsToPs — PmPr2)? + (pm%)
2
Im (Popsnops — Pmpm)%l (0 + @o) ks
Biot T 2\ 2
(PoPsToPs — PmpP12)? + (ﬂm%)

ang

Pm Ke (770Pf - P12) (5u + %) g
2\ 2"
(DoPsToPs — PmPr2)? + (pm—“ﬂ“)

Sea U® la solucién de (224), entonces
US — |:A1J1(qBiotr) + AQ}/l (qBiotr)j| eikBiotZ’

donde A;, Ay son constantes, y
2 w?
qBiot - /82
Biot

Al aplicar las condiciones de frontera libre de esfuerzos,

2
- kBiot'

Tro(r,2)|,—,, = 0, Tro(r,2)|,_,, =0,

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones de 2 x 2 homogéneo

) J2 (G 71) Yo (G, 71) Ay 0
g0t BBiot =
Jo (qBiot TQ) Ys (qBiot TQ) Ay 0

(224)

(225)

(226)

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)
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El sistema (232) tiene solucién no trivial si el determinante de la matriz asociada es

cero. El determinante es igual a cero si se satisface que

0 = Jo(quioe1) Yo i 2) — J2( i, 72) Yo (i, T1)- (233)

La ecuacién (233) es andloga a la ecuacién (12) del trabajo de Tajuddin y Shah [87]. El
haber obtenido la misma ecuacién que se encuentra en el trabajo de Tajuddin y Shah,
quienes se basaron exclusivamente en la TB en su investigacién, resalta la importancia
dentro del marco tedrico de esta tesis. Este resultado, mas alla de confirmar la solidez de
la metodologia desarrollada en este trabajo de tesis, respalda con firmeza la precision y
coherencia de nuestros hallazgos al replicar resultados previamente documentados en la
literatura cientifica. Ademas, esta contribucién ayuda a mostrar como la TBVE puede
ser aplicada de manera efectiva en escenarios similares a la teoria de Biot, ampliando
asi la comprension y aplicabilidad en circunstancias especificas, como el andlisis de la
propagacién de ondas en cilindros y anillos cilindricos poroelésticos. La ecuacién (233)

se puede reescribir de la siguiente forma
0= Jo(2)Ya(Az) — Ja(A2)Ya(2), (234)

con z = gu, 1, Yy A =72 >1 51§, # 0 € R es el p—ésimo cero de la ecuacién de

frecuencias (233), entonces

w2
& =t =72 (G ) (25)
BBiot

Siguiendo la metodologia propuesta en la secciéon I11.3, la velocidad de fase torsional

(VBit) y la atenuacion torsional (AZ') estén dadas por

w \/Q’)”l

Bio _ —
Vw,p ’ - - w (236)

Biot . R ’
Biot Biot
\ B 1p +B 2,p

Re,p
. 1 V2r
Bio 1
Awmt = = (237)

N |/<:Bi°t Biot Biot
fmp Bry' — Bay
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donde

4
™

. . 2 1/2
= ([ ey St -arr o e)

B = ERM Ot (230
io 52 10
EBit = (get)gf(té’”t)?’ (240)
io B B io
= o )gf(t,Bm)g- (241)
iot iot

Los resultados obtenidos en esta seccion, se presentan graficamente en las figuras 3

y 4, donde se realiza una comparacion entre la TB y la TBVE.
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Apéndice C

Raices de las funciones Bessel J, y Y,

Las funciones de Bessel son funciones oscilatorias de gran relevancia en una amplia
gama de campos cientificos y tecnoldgicos, especialmente en aquellos relacionados con
la propagacién de ondas y fendémenos oscilatorios. En este contexto, en el presente
trabajo, las funciones de Bessel desempenan un papel fundamental en la solucion general
y en las ecuaciones de frecuencia de las ondas torsionales y radiales. En particular, se
utilizan para determinar las frecuencias naturales de las ondas radiales y para calcular la
velocidad y la atenuacion de las ondas torsionales de los modos naturales de vibracion.
Para obtener estas frecuencias y realizar los calculos necesarios, es esencial encontrar los
ceros de ciertas ecuaciones que involucran las funciones Bessel .J,, y Y,,. Con el propdsito
de encontrar estas raices, se emplea la representacion de las funciones de Bessel en series
de potencias descendentes, es decir, en su forma asintética. Ademads, se introduce un
angulo auxiliar , tal como se ilustra en la ecuacién (242). Este enfoque se detalla mas
exhaustivamente en el trabajo de McMahon [97], que proporciona las bases necesarias

para abordar los problemas especificos que se tratan en esta tesis.

C.1 Raices de J,(x)

La representacion de la funcién Bessel de primer tipo de orden n en series descendentes,

esta dada por [97]

17r:an(yc) = cos (m - iw - %mr) ¢, (x) + sin (x - }17'( - %?”m) U, (),
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donde
B (12 — 4n?)(3% — 4n?) (12 — 4n?)(3% — 4n?)(5% — 4n?)(7* — 4n?)
bn(x) = 1-— ICE + (821 -
(243)
O 1P—dn? (12 —4n?)(3% — 4n?)(5° — 4n?)
Uale) = — - T + . (244)
Sean
() = Ry(x)cosb,, (245)
Yo(x) = Ry(x)sind,, (246)

donde 6,, es un angulo auxiliar que ayuda a representar las oscilaciones de las funciones
¢, v ¥, v R, suamplitud. Entonces al usar las identidades cos(a & 5) = cosacos § F

sin arsin 3, se obtiene que

1 1 1
—nmxJ,(x) = Ry(x)cos|z—-m—=-nwr—146,]), (247)
2 4 2
y la ecuacion J,(z) = 0 se satisface cuando
! ! 0 = 0 (248)
cos|\@— m—gnr—0,] = 0.
Las raices (248) estan dadas por
1 1 1
Tr — Z?T — §TL7T — Qn = 5(25 - ].)7'['7 (249)
con s € Z. Por lo tanto, al despejar se obtiene que
r = [B+06,, (250)

donde 3 = 1r(2n +4s —1).
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Para calcular explicitamente el valor de 6,, de la ecuacién (250), se hace el cambio

1

de variable $27' = y en las ecuaciones (243) y (244). Entonces

o) = 1 M@ ) (0 m)E m)E )(m)
(251)

T S (252)

donde m = 4n?. Como ¢, (z) = R,(z)cosb, y ¥,(x) = R,(z)sinb,, se llega a que

1— _ (1-m)(9—-m)(25—m) 3 + .
tant, = Lul) - (1(m)(97:))y (lfm)(QEm)(25fm;y(497m)
on(2)  1-— 5 Y2+ i yt+ ..
— (m—1) 1—by? +dy* — ...
N yl—ay2+cy4—...
= Dyl + (- b+ [ala—b)+d—dyt+ .}, (259)

donde

@ = Slm—1)m-9)
1

b = 8(m—9)(m—25),
1
c = ﬂ(m—l)(m—9)(m—25)(m—49),
1
d = Eo(m —9)(m — 25)(m — 49)(m — 81), (254)

que al sustituir en (253), se obtiene que

1
tanf, = —(m—1)y— g(m —1)(m? + 2m — 99)y°
2
—1—5(m — 1)(m — 9)(m® + 15m? — 81m — 5695)y° — ... (255)

Por otro lado, al considerar la serie de potencias para 6,, = arctan (tan#6,,), se llega a

que

1 1
0, = tan6, — 3 tan®0,, + R tan® 6, — ..., (256)
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al utilizar que la serie de potencias de tan ,, se puede expresar como Ay+ By3+Cy°—...

y al sustituirlo en (256), se obtiene
L3y 3 2 L5y, 5
0, = Ay+(B—§A)y +(C—AB+3A)y + ... (257)

Al comparar la serie Ay + By +Cy® — ..., con la ecuacién (255), se obtienen A, B, C, ...

explicitamente. Sustituyendo estos valores en (255) y reduciendo términos, se llega a

que
4 5 32 9 5
0, = —(m—1)y— g(m —1)(m —25)y° — g(m — 1)(m* — 114m + 1073)y” — ...
(258)
De la ecuacién (250) se tiene que #,, = x — 3, entonces
L gomol A= D0m = 25) | 32m — 1)(m? 114 4 1073)
T 8z 3(81)3 5(81)5
(259)
La ecuacién (259) tiene la siguiente forma
p q r
= -4+ =4+ —=+.. 260
R e B AL (260)
donde
1
p = —é(m - 1),
57 (m = 1)(m — 25)
= ——(m-1)(m—
32(m — 1)(m? — 114m + 1073)
= — . 261

Al aplicar el teorema de inversiéon de Lagrange [97] en la ecuacién (260), se reescribe x

en términos de 3 como

— >  r—dpg+ 2p°
q p+ Pq p

$:ﬂ+ 63 55

+

(262)

I3
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Entonces las raices de la ecuacién J,(z) = 0 estan dadas por

) — 5_ m—1 4(m— 1)(7m — 31) ~32(m — 1)(83m? — 982m + 3779) B
S 88 3(88)° 15(88)°

(263)

donde 8 = {m(2n — 1+ 4s) y m = 4n®. Con esta metodologfa se pueden obtener més
términos para las raices. Por ejemplo, el siguiente término de la serie de (263) es

_ 64(m — 1)(6949m® — 153855m* 1585743m — 6277237) (264)
105(84)7 '

C.2 Raices de Y, (1)

La representacién de la funcién Bessel de segundo tipo de orden n en series descendentes,

esta dada por [97]

\/?Yn(x) = cos (x - ?17'(' - %mr) ¢, () + sin (x — ?171' - %mr) ¥, (x), (265)

donde las expresiones explicitas de ¢, (z) v ,(z) estdn dadas en (243) y (244),

respectivamente. Entonces

2—xYn(x) = Rcos (x — %T — 1mr — Gn) = —Rcos (:v + iw — 1mr — 9n> ,

T 2 2
(266)
la ecuacién Y, (z) = 0 se satisface cuando
+ ! ! 0 =0 (267)
cos{z+ m—ont—0y) = 0.
Las raices de (267) son
1 1 1
—T — =T — = —(2s—1 2
T+ i 0., 2( s— 1), (268)

con s € Z. Por lo que

x = Pyt 0, (269)
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donde 3, = 17(2n + 4s — 3) y 0, es el mismo dngulo auxiliar de que en las ecuaciones

(245) y (246). Entonces las raices de la ecuacién Y, (x) = 0 se escriben de la misma

1

manera que las raices de la ecuacién (263), pero sustituyendo § por 3, = 8 — 3.

C.3 Raices de la funcién Bessel completa

La funcién Bessel completa se define como una combinacién lineal de la funcién de
Bessel de primer y segundo tipo. En un gran nimero de problemas fisicos, se necesita

resolver la siguiente ecuacion
AJ,(kr) + BY,(kr) =0, (270)

y determinar una expresion para k. En el caso de anillos cilindricos, estas funciones
se pueden desvanecer en las fronteras r = a y r = b, como por ejemplo en el caso
de la ecuacion de frecuencias para el caso torsional, capitulo III, donde al aplicar las

condiciones de frontera libre de esfuerzo se obtiene las siguientes ecuaciones a resolver

AJ,(ka) + BY,(ka) = 0, (271)

AJ,(kb) + BY,(kb) = 0. (272)

Las ecuaciones (271) y (272) se pueden combinar para llegar a la siguiente igualdad,

= . 273
Jn(ka) Jn(kb) (273)
Sea a = pb, p > 1,y kb = z, entonces
Yo(x) Ya(pr)
= ) 274
@ " D) o
pero al utilizar (247) y (266), se obtiene que
Y, (x) T 1 1
_ T, g —cnr—9,), 9275
7 () 5 tan (x 28T T > (275)
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por lo que

1 1 1 1
tan (x — & g = 9n> = tan (px — & g = 91> . (276)

La ecuacién (276) se satisface para
pr—0, = x—0,+st, scL. (277)

Sustituyendo 6,, por las series en (257), y #; por la misma serie pero con pz en lugar
de z, se llega a que

. o 5T +m—1 4(m —1)(m —25)(p* — 1)

p—1  8px 3(8px)(p—1)

32(m — 1)(m? — 114m + 1073)(p° — 1)

+ G =T T (278)
(279)

Como en la seccién C.1, las raices de ecuacion J,(x) + Y, (x) = 0, se satisface para

— p? — 4pq + 2p?
) — 3 P q9-p r—apqg T 2p
x,’ = + =+ + e

BB 5

(280)

donde s es un entero y

ST
et
- m—1
p - 8p 9
4(m — 1)(m — 25)(p° — 1)
q = )

3(8p)*(p—1)
~32(m —1)(m® — 114m + 1073)(p° — 1)
e CAEPESY | (281)

La ecuacién (280) se emplea para calcular las raices de la ecuacién de frecuencias

asociadas a las ondas torsionales, capitulo III. Estas raices corresponden a los modos
naturales de vibracién, donde cada raiz representa un modo especifico con su frecuencia
caracteristica y patrén tnico de oscilacion. Esto permite introducir de manera explicita
el modo de vibraciéon como un parametro relevante en la metodologia desarrollada en

esta tesis.
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Apéndice D

Laboratorio de propiedades fisicas de rocas

(CICESE)

El laboratorio de propiedades fisicas de rocas en el Centro de Investigacion Cientifica y
de Educacién Superior de Ensenada (CICESE) es un laboratorio en donde se realizan
estudios fisicos de las rocas y materiales de construccion [113].

Este laboratorio, tinico en el norte de México y uno de los tres laboratorios en
toda la Reptblica, se dedica a la realizacién de estudios fisicos de las rocas que
conforman yacimientos geotérmicos. El objetivo central de la investigacion en fisica de
rocas es comprender y cuantificar los fenémenos fisicos que ocurren en medios porosos
saturados. Esta comprension se logra mediante la vinculacion de las propiedades de las
rocas con datos geofisicos, utilizando para ello simulaciones numéricas, experimentos
de laboratorio, observaciones in-situ y deducciones basadas en modelos analiticos. Un
elemento clave en este proceso es el sistema RTR-2000 de GCTS (figura 12) un equipo de
alta precision totalmente automatizado que permite el calculo de velocidades de ondas
P y S, pruebas de compresion triaxial con presion de poro a diferentes temperaturas
y fracturamiento hidraulico [113]. Estas pruebas ofrecen informacién valiosa para
definir las condiciones iniciales de un yacimiento antes de su explotacién y anticipar
su respuesta a la extraccion de fluidos u otros recursos naturales. En mi recorrido
por las instalaciones, del 02 al 13 de mayo de 2022, los investigadores proporcionaron
una detallada explicacién sobre el procedimiento de preparaciéon de las muestras de
roca. Este proceso implica darles una forma cilindrica con mediciones precisas, lo cual

requiere una cuidadosa manipulacion para controlar la saturacion de fluidos y replicar
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(a) Muestra de roca tipo Anfibolita. (b) Muestra de roca tipo Basalto.

Figura 12: Sistema RTR-2000 de GCTS para pruebas triaxiales en rocas de CICESE.

Fotografias tomadas en Ensenada, B.C., mayo del 2022.

condiciones representativas del entorno natural. Asistir a la meticulosa mediciéon de
la velocidad de las ondas en estas muestras fue esclarecedor, ya que es un elemento
fundamental para comprender en profundidad cémo responden los materiales geolégicos
ante diversas cargas y presiones. Esta visita amplio significativamente mi comprensién
de las intrincadas interacciones presentes en las rocas poroeldsticas, consolidando ain
mas mi aprecio por la relevancia de este campo en el ambito de la investigacion geofisica,

el estudio de suelos y la extraccién de recursos naturales.
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