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PRESENTA:

JONATHAN VERDUGO OLACHEA

Ensenada, Baja California, México. Agosto 2015
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concéntricos y firmas unidimensionales invariantes a posición, rotación y escalamien-
to.

Quiero agradecer a mi madre Laura Olachea León y mi padre Humberto Verdugo
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3.5.7. Transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin v́ıa la transforma-

da de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.6. Transformada de Radon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.6.1. Transformada de Radon en coordenadas polares . . . . . . 23

3.6.2. Propiedad de rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.6.3. Relación entre la transformada de Radon y la transformada

de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.6.4. Transformada discreta de Radon . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.. Sistema de reconocimiento de patrones RFM 28

4.1. Sistema de reconocimiento de patrones invariante a traslación . . . 28

4.2. Sistema de reconocimiento de patrones invariante a traslación y escala 29

4.3. Sistema de reconocimiento de patrones RFM invariante a traslación,

escala y rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5.. Sistema RFM para imágenes a color 36
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Caṕıtulo 1

Introducción

Desde sus primeros pasos, el ser humano se ha dedicado al reconocimiento de

objetos, ya sea por necesidad o solo por la curiosidad de clasificar objetos [24]. Se ha

estimado que aproximadamente el 70% de la información percibida por el hombre

proviene de su sistema visual. Los seres humanos cuentan con capacidades impre-

sionantes para analizar imágenes de escenas de su alrededor, esto les permite tomar

decisiones importantes respecto a lo que está sucediendo en su entorno [19].

Por medio de la ciencia y la tecnoloǵıa, se ha tratado de imitar el proceso cognitivo

que realiza el cerebro en la toma de decisiones. Un ejemplo de ello, es el campo deno-

minado reconocimiento de patrones, que es un área del procesamiento de imágenes

digitales en donde se desarrollan técnicas para: detección, segmentación, localización

y reconocimiento de objetos en imágenes digitales; identificación de un objeto en

diversas escenas; seguimiento de un objeto en un v́ıdeo (secuencia de imágenes) y

clasificación de imágenes digitales por su contenido [8]. Una de las metas en este

campo es reconocer objetos de forma automática con un alto nivel de confianza y

bajo costo computacional, sin importar si los objetos están rotados, escalados o des-

plazados, con diferentes tipos de ruido, iluminación o incluso si solo se cuenta con

un fragmento del objeto [23].

Los sistemas digitales de reconocimiento de patrones basados en funciones de co-

rrelación han sido objeto de interés por muchos años, estos suponen que las imágenes

son invariantes bajo un conjunto de transformaciones (traslación, escala y rotación),

por lo que son una herramienta muy útil en la identificación de objetos, ya que lo

reconocerán independientemente de la posición, orientación y tamaño en el que se

presente [22]. Dichas técnicas son muy efectivas, sin embargo, por lo regular son muy

costosas operacionalmente en tiempo de cómputo.
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En este trabajo de tesis se presenta un sistema digital de reconocimiento de pa-

trones invariante a posición, escala y rotación, basado en la transformada de Fourier,

la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin y la transformada de Radon. Además en

el proceso de clasificación, se propone una nueva técnica que reduce el tiempo de

cómputo al posicionar el atributo asignado al objeto en una zona particular en el

espacio, por ende se tendrá un solo espacio de clasificación, en lugar de los múltiples

planos generados en las técnicas de correlación.

La tesis comprende siete caṕıtulos: en el primero se realiza una introducción gene-

ral al reconocimiento de patrones en imágenes digitales. En el caṕıtulo 2 se establece

el objetivo. En el caṕıtulo 3 se presenta la base teórica bajo la cual se sustenta el

sistema de reconocimiento de patrones Radon-Fourier-Mellin: los antecedentes de la

transformada de Fourier, la transformada de Fourier-Mellin y la transformada de

Radon, algunas de sus propiedades básicas y la relación entre ellas. En el caṕıtulo

4 se explica la metodoloǵıa para construir el sistema de reconocimiento de patrones

Radon-Fourier-Mellin. El caṕıtulo 5 muestra cómo se genera el espacio de clasificación

de ortoedros de confianza para imágenes a color y en el caṕıtulo 6 la correspondien-

te metodoloǵıa para imágenes en escala de grises. Finalmente, en el caṕıtulo 7 se

presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Objetivo

Elaborar un sistema de reconocimiento de patrones en imágenes digitales que

sea invariante a posición, escala y rotación usando la transformada de Fourier, la

transformada de Fourier-Mellin y la transformada de Radon.
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Caṕıtulo 3

Antecedentes

3.1. Imágenes digitales

Una imagen se define como una función de dos variables f(x, y), donde x e y son

coordenadas espaciales y a los valores de f en cualquier par de coordenadas se les

llama intensidad de la imagen en ese punto [8]. Otro concepto que aparece frecuen-

temente en el área de procesamiento de imágenes es el de imagen monocromática,

que es aquella que está formada solamente por un color y el término nivel de gris se

usa para referirse a la intensidad en las imágenes monocromáticas.

Una imagen digital se representa por medio de una matriz de N ×M , como

I =





I(0, 0) I(0, 1) I(0, 2) . . . I(0,M − 1)

I(1, 0) I(1, 1) I(1, 2) . . . I(1,M − 1)
...

...
...

. . .
...

I(N − 1, 0) I(N − 1, 1) I(N − 1, 2) . . . I(N − 1,M − 1)





donde a la posición (i, j) se le llama elemento de la imagen o ṕıxel (del inglés

picture element) y a I(i, j) = 0, . . . , 255 se le conoce como el nivel de intensidad

para una imagen clase uint8. Cuando se manejan imágenes del tipo uint16, entonces

I(i, j) = 0, . . . , 65535 [19].

Una imagen a color se forma mediante una combinación de imágenes mono-

cromáticas. Por ejemplo, el sistema de color RGB consiste en la combinación de

tres imágenes monocromáticas, que representan la intensidad del color rojo, verde y

azul (R,G,B), respectivamente y a las cuales se les denomina canales o componentes
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Figura 1. Representación gráfica de una imagen a color [8].

de la imagen (Figura 1). Por esta razón, muchas técnicas desarrolladas para imágenes

monocromáticas se pueden extender a imágenes a color al procesar cada canal como

una imagen monocromática [8].

3.2. La función delta de Dirac

La función impulso unitario δ, también conocida como función delta de Dirac,

generalmente se expresa mediante la relación

δ(x) =

�
0, si x �= 0,

∞, si x = 0,
(1)

para la cual
� ∞

−∞
δ(x) dx =

�
�

−�

δ(x) dx = 1, � > 0. (2)
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La ec(1) indica que δ(x) es cero excepto en x = 0, donde se hace infinito; y de la

ec(2) se infiere que el pulso tiene área uno [11].

La función delta también se puede definir en términos de sus propiedades [11].

Sea {φ} el conjunto de funciones continuas e infinitamente diferenciables que se

anulan fuera de un intervalo finito. A dicho conjunto se le conoce como el conjunto

de funciones prueba. Se define a la función δ como
� ∞

−∞
φ(x)δ(x) dx = φ(x)|

x=0 = φ(0). (3)

La expresión (3) no tiene el significado común de una integral definida, sino que

la integral, aśı como la función δ, están definidas por el número φ(0) asignado a la

función de prueba φ.

3.2.1. La función delta de Dirac bidimensional

La función delta de Dirac en dimensión dos se generaliza a partir de su definición

en dimensión uno, mediante

δ(x, y) =

�
0, si x

2 + y
2 �= 0,

∞, si x
2 + y

2 = 0,
(4)

para la cual

� ∞

−∞

� ∞

−∞
δ(x, y) dxdy =

�
�

−�

�
�

−�

δ(x, y) dxdy = 1, � > 0. (5)

En el caso bidimensional, la función delta también se puede definir en términos

de sus propiedades [1; 16]. Sea {φ} el conjunto de funciones prueba. La función δ se

define como
� ∞

−∞

� ∞

−∞
φ(x, y)δ(x, y) dxdy = φ(x, y)|(x,y)=(0,0) = φ(0, 0). (6)

Por otra parte,
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� ∞

−∞

� ∞

−∞
φ(x, y)δ(x)δ(y) dxdy =

� ∞

−∞

�� ∞

−∞
φ(x, y)δ(x) dx

�
δ(y) dy

=

� ∞

−∞
φ(0, y)δ(y) dy = φ(0, 0).

(7)

Entonces, δ(x, y) y δ(x)δ(y) tienen el mismo efecto para las funciones prueba.

3.3. Transformada Integral

Las transformaciones integrales han sido utilizadas con éxito, durante casi dos

siglos, en la solución de diversos problemas en matemáticas aplicadas, f́ısica ma-

temática, ingenieŕıa, entre otros [13]. Históricamente, el concepto de transformada

integral se originó a partir de la transformada de Fourier.

La transformada integral de una función f definida en a ≤ x ≤ b, se denota por

I{f(x)} = F (k) y está definida mediante

F (k) = I{f(x)} =

�
b

a

f(x)K(x, k) dx, (8)

donde al operador I usualmente se le llama transformada integral y a K(x, k) se le

conoce como el kernel de la transformada [13].

I es un operador lineal ya que para α y β constantes arbitrarias, se obtiene

I
�
αf(x) + βg(x)

�
=

�
b

a

�
αf(x) + βg(x)

�
K(x, k) dx

=

�
b

a

�
αf(x)

�
K(x, k) dx+

�
b

a

�
βg(x)

�
K(x, k) dx

= αI
�
f(x)

�
+ βI

�
g(x)

�
.
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3.4. Transformada de Fourier

Sin prestar atención al análisis matemático riguroso, Joseph Fourier fue el primero

en introducir la idea de expandir una función en términos de series trigonométricas.

Aún aśı Fourier dijo: “Por lo tanto no hay ninguna función, ... que no puede ser

expresada por una serie trigonométrica ... [o] integral definida”. Esto llevó a una

gran controversia entre muchos matemáticos del siglo XVII. Primeramente, el fa-

moso problema de la cuerda vibrante descrita por la ecuación de onda y después la

investigación del flujo de calor modelada a través de la ecuación de calor, llevaron a

Fourier al desarrollo de las series e integrales de Fourier [14].

3.4.1. Series de Fourier

Se define a una función periódica, como una función para la cual

f(x) = f(x+ T ), x ∈ R, (9)

a la constante T se le conoce como el peŕıodo de la función [11]. Mediante la repetición

de la ec(9) se obtiene que

f(x) = f(x+ nT ), n ∈ Z. (10)

La serie trigonométrica de Fourier o simplemente serie de Fourier de una función

periódica f(x) de periodo T , es la representación de f(x) por la serie trigonométrica

f(x) =
1

2
a0 +

∞�

n=1

�
an cos(nw0x) + bn sin(nw0x)

�
, (11)

donde w0 =
2π
T

[11].

3.4.2. Condiciones de Dirichlet

Para que una función f de periodo T se pueda representar mediante una serie de

Fourier, debe de cumplir las condiciones de Dirichlet:
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1) la función f tiene un número finito de discontinuidades en un peŕıodo;

2) la función f tiene un número finito de máximos y mı́nimos en un peŕıodo;

3) la función f es absolutamente integrable en un peŕıodo, es decir

� T
2

−T
2

���f(x)
��� dx < ∞. (12)

La función f es continua por tramos en el intervalo finito
�
− T

2 ,
T

2

�
, si satisface

las condiciones 1) y 2). Si f no es periódica, su representación por series de Fourier

solo es válida para el intervalo
�
− T

2 ,
T

2

�
[11].

3.4.3. Funciones ortogonales

Un conjunto de funcionesΦ =
�
φk

�� k ∈ Z
�
es ortogonal en el intervalo a < x < b

si, para dos funciones cualesquiera φm y φn pertenecientes al conjunto Φ, se cumple

que �
b

a

φm(x)φn(x) dx =

�
0, para m �= n,

rn �= 0, si m = n.
(13)

Por ejemplo, el conjunto

�
1, cos(nw0x), sin(mw0x)

�� n,m ∈ N
�
, (14)

es ortogonal en el intervalo −T

2 < x <
T

2 , donde T representa un periodo y w0 =
2π
T

[11].

3.4.4. Coeficientes de la Serie de Fourier

Utilizando las propiedades de ortogonalidad del conjunto (14), se pueden obtener

los coeficientes an y bn de la serie de Fourier (11).
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Primeramente, integrando la ec(11) sobre el intervalo
�
− T

2 ,
T

2

�
, se obtiene que

a0 =
T

2

� T
2

−T
2

f(x) dx. (15)

Multiplicando ambos lados de la ec(11) por cos(mw0x) e integrando sobre el

intervalo
�
− T

2 ,
T

2

�
, se llega a

am =
T

2

� T
2

−T
2

f(x) cos(mw0x) dx. (16)

Por último, multiplicando ambos lados de la ec(11) por sin(mw0x) e integrando

sobre el intervalo
�
− T

2 ,
T

2

�
,

bm =
T

2

� T
2

−T
2

f(x) sin(mw0x) dx. (17)

3.4.5. Serie Compleja de Fourier

Considerando que

cos(nw0x) =
1

2

�
e
inw0x + e

−inw0x

�
, (18)

sin(nw0x) =
1

2i

�
e
inw0x − e

−inw0x

�
, (19)

en la ec(11), y después de agrupar apropiadamente los términos, esta se reescribe

como

f(x) =
1

2
a0 +

∞�

n=1

�
1

2
(an − ibn)e

inw0x + (an + ibn)e
−inw0x

�
. (20)

Al definir a c0 =
1
2a0, cn = 1

2(an − ibn) y c−n = 1
2(an + ibn), la ec(20) se expresa

10



en forma polar,

f(x) = c0 +
∞�

n=1

�
cne

nw0x + c−ne
−inw0x

�

= c0 +
∞�

n=1

cne
nw0x +

−∞�

n=−1

cne
nw0x

=
∞�

n=−∞
cne

inw0x.

(21)

De la ec(15) a la ec(17), los coeficientes complejos de Fourier se reescriben como

cn =
1

T

� T
2

−T
2

f(x)e−inw0x dx, n ∈ Z, (22)

donde

w0 =
2π

T
. (23)

3.4.6. Par de Transformadas de Fourier

La función F definida por

F (w) = F{f(x)} =

� ∞

−∞
f(x)e−iwx

dx, (24)

se conoce como la integral de Fourier, transformada de Fourier o transformada com-

pleja de Fourier y a F se le llama operador de la transformada de Fourier.

La función inversa de la transformada de Fourier, conocida como transformada

inversa de Fourier, se denota por

f(x) = F−1{F (w)} =
1

2π

� ∞

−∞
F (w)eiwx

dw. (25)

A las ecuaciones (24) y (25) se les llama par de transformadas de Fourier [11].

La transformada de Fourier nace cuando se intenta encontrar una representación

de las series de Fourier para una función no periódica en el intervalo (−∞,∞) [14].

Entonces, al sustituir la ec(22) en la ec(21) se obtiene que

11



f(x) =
∞�

n=−∞

�
1

T

� T
2

−T
2

f(t)e−inw0t dx

�
e
inw0x. (26)

Puesto que 1
T
= w0

2π , la ec(26) es

f(x) =
∞�

n=−∞

�
1

2π

� T
2

−T
2

f(t)e−inw0t dt

�
w0e

inw0x. (27)

De la ec(23) se tiene que si T → ∞, entonces ω0 → 0. Sea ω0 = ∆ω, por lo que si

T → ∞, ∆w → dw y n∆w → w. Aśı que para T → ∞, la ec(27) se reescribe como

f(x) =

� ∞

−∞

�
1

2π

� ∞

−∞
f(t)e−iwt

dt

�
e
iwx

dw. (28)

Si se define a

F (w) =

� ∞

−∞
f(x)e−iwx

dx, (29)

la ec(28) queda de la forma

f(x) =
1

2π

� ∞

−∞
F (w)eiwx

dw. (30)

La transformada de Fourier de una función f existe si satisface las condiciones

de Dirichlet en (−∞,∞). En particular, si x es un punto de discontinuidad de f se

cumple la siguiente igualdad

ĺım
�→0

1

2

�
f(x+ �) + f(x− �)

�
= F−1

�
F{f(x)}

�
. (31)

3.4.7. La transformada de Fourier para funciones de dos va-

riables

La generalización de la transformada de Fourier y su inversa en dos variables

está dada por

F (u, v) = F{f(x, y)} =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)e−i(ux+vy)

dxdy. (32)
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f(x, y) = F−1{F (u, v)} =
1

(2π)2

� ∞

−∞

� ∞

−∞
F (u, v)ei(ux+vy)

dudv. (33)

3.4.8. La propiedad de desplazamiento de la transformada

de Fourier para funciones de dos variables

Por la definición, ec(32), la transformada de Fourier de f(x+ x0, y + y0) es

F{f(x+ x0, y + y0)} =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x+ x0, y + y0)e

−i(ux+vy)
dxdy. (34)

Al hacer los cambios de variable ζ = x+ x0, η = y + y0 en ec(34) se llega a

F{f(x+ x0, y + y0)} =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(ζ, η)e−i

�
u(ζ−x0)+v(η−y0)

�
dζdη

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(ζ, η)e−i(uζ+vη)

e
i(ux0+vy0) dζdη

= e
i(ux0+vy0)

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(ζ, η)e−i(uζ+vη)

dζdη

= e
i(ux0+vy0)F{f(x, y)}.

(35)

Entonces, ���F{f(x+ x0, y + y0)}
��� =

���F{f(x, y)}
���, (36)

es decir, el módulo de la transformada de Fourier de una función de dos variables es

invariante a traslación [11].

3.4.9. Transformada discreta de Fourier en dimensión uno

Si f es una función periódica con periodo 2L, entonces los coeficientes de Fourier

de la ec(22), son

ck =
1

2L

� 2L

0

f(x)e−ik
π
Lx

dx. (37)

Si se considera que solamente se conocen N valores equiespaciados de x, de forma

que cubran todo el periodo, es decir, 0 ≤ xk < 2L con k = 1, 2, . . . , N − 1, donde

x0 = 0, x1 =
2L

N
, x2 = 2

2L

N
, . . . , xN−1 = (N − 1)

2L

N
, (38)
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Figura 2. Representación esquemática de la aproximación de los coeficientes comple-
jos de Fourier mediante la suma de Riemann [16].

no se puede calcular exactamente la integral de la ec(37). Lo que śı se puede hacer,

es realizar una aproximación a los valores de ck mediante la suma de Riemman.

Entonces, la aproximación de la integral (37) en el intervalo k
2L
N

≤ x < (k + 1)2L
N

(Figura 2), está dada por el área del rectángulo de altura f

�
k
2L
N

�
e
−2πi knN y base 2L

N
,

es decir

ck ≈ c
(N)
k

=
1

2L

N−1�

n=0

f

�
k
2L

N

�
e
−2πi knN

2L

N
=

1

N

N−1�

n=0

f

�
k
2L

N

�
e
−2πi knN . (39)

Reescribiendo f(k 2L
N
) = f [k] y c

(N)
k

= f̂ [k] se llega a la serie discreta de Fourier

f̂ [k] =
1

N

N−1�

n=0

f [n]e−2πi knN , (40)

también conocida como transformada discreta de Fourier [7].
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3.4.10. Transformada discreta de Fourier en dimensión dos

La generalización de la transformada discreta de Fourier de una función de dos

variables, f(x, y), está dada por

F (u, v) = F{f(x, y)} =
m−1�

x=0

n−1�

y=0

f(x, y)e−i2π
�

ux
m + vy

n

�
, (41)

para u = 1, 2, . . . ,m y v = 1, 2, . . . , n [24].

3.5. Transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin

Históricamente Riemann (1876) fue el primero en dar a conocer la transformada

de Mellin en su famosa memoria sobre números primos. La formulación expĺıcita fue

desarrollada por Cahen (1894) y simultáneamente Mellin (1896, 1902) elaboró una

disertación sobre la misma y la correspondiente transformada inversa.

3.5.1. Transformada de Mellin

A la función M , definida como

M(s) = M{f(x)} =

� ∞

0

f(x)xs−1
dx, (42)

se le conoce como la transformada de Mellin de la función real f definida, en (0,∞),

s = −ic+ β, con β ∈ R fijo y c ∈ R.

La transformada inversa Mellin, se define como

f(x) = M−1{M(s)} =
1

2πi

�
β+i∞

β−i∞
M(s)x−s

ds. (43)

A dicha familia de transformadas se les conoce como transformadas β-Mellin [13;

18]. La transformada de Mellin y su inversa están relacionadas con la transformada

de Fourier y la transformada inversa de Fourier a través de G(k), la transformada de
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Fourier de g(ξ), es decir

G(k) = F{g(ξ)} =

� ∞

−∞
g(ξ)e−ikξ

dξ, (44)

g(ξ) = F−1{G(k)} =
1

2π

� ∞

−∞
G(k)eikξ dk, (45)

que al realizar el cambio de variable e
ξ = x e ik = β − s, genera

G(is− iβ) =

� ∞

0

g(ln x)xs−β−1
dx, (46)

g(ln x) =
1

2πi

�
β+i∞

β−i∞
G(is− iβ)xβ−s

ds. (47)

Al reescribir x−β
g(ln x) = f(x) y G(is− iβ) = M(s), se obtiene

M(s) =

� ∞

0

f(x)xs−1
dx, (48)

f(x) =
1

2πi

�
β+i∞

β−i∞
M(s)x−s

ds. (49)

A la ec(48) se le llama la transformada de Mellin de f(x) y a la ec(49) la trans-

formada inversa de Mellin de M(s).

3.5.2. La invariancia a escala de la transformada de Mellin

Cuando β = 0, s = −ic+ β = −ic y la transformada de Mellin de f(x) es

M{f(x)} =

� ∞

0

f(x)xic−1
dx. (50)

Si f(x) = g(αx), con α �= 0, entonces

M{g(αx)} =

� ∞

0

g(αx)xic−1
dx, (51)

y al hacer el cambio de variable ζ = αx, se llega a

M{g(αx)} =

� ∞

0

g(ζ)

�
ζ

α

�ic−1
dζ

α
, (52)
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después de agrupar apropiadamente los términos en la ec(52) se tiene que

M{g(αx)} =

� ∞

0

g(ζ)ζ ic−1

�
1

α

�ic�
1

α

�−1�
1

α

�
dζ, (53)

y al usar la ec(50), la ec(53) es

M{g(αx)} = α
−ic

� ∞

0

g(ζ)ζ ic−1
dζ

= α
−icM{g(x)}

= e
−ic ln(α)M{g(x)},

(54)

lo que significa que para el caso particular en el que β = 0, el módulo de la transfor-

mada de Mellin es invariante a escala [18], es decir

���M{g(αx)}
��� =

���M{g(x)}
���. (55)

3.5.3. Transformada de Fourier-Mellin

Sea f(r, θ) una función en coordenadas polares, entonces su expansión en serie

compleja de Fourier alrededor de θ, ec(21), es

f(r, θ) =
�

k∈Z

fk(r)e
ikθ

, (56)

donde fk(r) es el coeficiente complejo de Fourier, ec(22), dado por

fk(r) =
1

2π

� 2π

0

f(r, θ)e−ikθ
dθ. (57)

Al sustituir la ec(57) en la ec(50), se obtiene que

M{fk(r)} =

� ∞

0

fk(r)r
ic−1

dr

=
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(r, θ)ric−1
e
−ikθ

dθdr

=
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(r, θ)r−ic
e
−ikθ

dθ
dr

r
.

(58)

17



A la ecuación

Mf (k, c) =
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(r, θ)r−ic
e
−ikθ

dθ
dr

r
, (59)

con k ∈ Z y c ∈ R, se le conoce como la transformada de Fourier-Mellin (TFM) [26].

3.5.4. Problemas con el cálculo de la transformada de Fourier-

Mellin en imágenes digitales

La transformada de Fourier-Mellin de una función positiva f , existe si es absolu-

tamente integrable [4], es decir, si se satisface

� ∞

0

� 2π

0

���f(r, θ)r−ic
e
−ikθ

��� dθ
dr

r
=

� ∞

0

� 2π

0

1

r
f(r, θ) dθdr < ∞. (60)

Tomando en cuenta que r es la distancia del origen a un punto en el plano

cartesiano, y haciendo coincidir el centro de una imagen digital con el origen, el

factor 1/r genera un problema al momento de calcular la transformada discreta de

Fourier-Mellin de una imagen [4]. Algunos autores calculan la transformada discreta

de Fourier-Mellin del módulo de la transformada discreta de Fourier de la imagen,

para tener el invariante a traslación y escala, respectivamente. Para resolver la pro-

blemática generada por el factor 1/r remueven un disco de radio pequeño centrado

en el origen, en este caso del espectro de amplitud de Fourier [28]. Hacer eso, es elimi-

nar datos del contenido de bajas frecuencias, además de que los valores de intensidad

alrededor del origen tienen un efecto mayor, por lo que se perdeŕıa información sig-

nificativa. Más aún, al no tener conocimiento de la escala de la imagen, cancelar

un disco de radio constante implicaŕıa eliminar una cantidad diferente de datos en

imágenes de escalas diferentes [3].

3.5.5. Transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin

En el reconocimiento de patrones en imágenes digitales, se sugiere el cálculo de

la transformada de Fourier-Mellin de fσ(r, θ) = r
σ
f(r, θ) en lugar de f(r, θ), donde

σ > 0 es un número real fijo que asegura la convergencia de la TFM. Entonces
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la transformada de Fourier-Mellin de funciones de la forma r
σ
f(r, θ) = fσ(r, θ),

está dada por

Mfσ(k, c) =
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(r, θ)rσ−ic
e
−ikθ

dθ
dr

r
, (61)

donde σ ∈ R+. A Mfσ(k, c) se le conoce como la transformada anaĺıtica de Fourier-

Mellin (TAFM) [3; 18].

La transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin de la función f(r, θ) escalada el factor

α �= 0 ∈ R y rotada el ángulo φ ∈ R, f(αr, θ + φ), es

Mfσ(k, c) =
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(αr, θ + φ)rσ−ic
e
−ikθ

dθ
dr

r
. (62)

Al hacer g(r, θ) = f(αr, θ + φ), la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin de la

función escalada y rotada g se denotará por

Mgσ(k, c) =
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

g(r, θ)rσ−ic
e
−ikθ

dθ
dr

r
, (63)

y al seleccionar el cambio de variables

R = αr, dR = αdr, (64)

φ = θ + β, dφ = dθ, (65)

la ec(63) se reescribe como

Mgσ(k, c) =
1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(R,φ)

�
R

α

�σ−ic

e
−ik(φ−β)

dφ

dR

α

R

α

= α
−σ+ic

e
ikβ

1

2π

� ∞

0

� 2π

0

f(R,φ)Rσ−ic
e
−ikφ

dφ
dR

R
.

(66)

Entonces

Mgσ(k, c) = α
−σ+ic

e
ikβ

Mfσ(k, c), (67)
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la cual indica que cambios en la escala y rotación generan cambios de escala y de

rotación en el dominio de Mellin. Identificar el factor de escala, es útil para generar

un descriptor de imágenes que sea invariante a escala.

3.5.6. La transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin normali-

zada

De la relación obtenida en la ec(67), se observa que el invariante a escala se

puede obtener mediante α
σ, que es el factor de normalización que cancela el efecto

de escalamiento [18], esto es

M̃gσ =
Mgσ(k, c)

Mgσ(0, 0)
, (68)

ya que

Mgσ(k, c)

Mgσ(0, 0)
=

α
−σ

α
ic
e
ikβ

Mfσ(k, c)

α−σαi0ei0βMfσ(0, 0)

= α
ic
e
ikβ

Mfσ(k, c)

Mfσ(0, 0)

= e
ic ln(α)

e
ikβ

Mfσ(k, c)

Mfσ(0, 0)

= e
ic ln(α)+ikβ

Mfσ(k, c)

Mfσ(0, 0)
.

(69)

Entonces �����
Mgσ(k, c)

Mgσ(0, 0)

����� =

�����
Mfσ(k, c)

Mfσ(0, 0)

�����, (70)

es decir, el módulo de la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin normalizado por

su centro de coordenadas es invariante a escala. Este hecho se utiliza para construir

la invariancia a escala en imágenes digitales.

A pesar de que en la ec(70) se observa la invariancia a escala, la ec(69) muestra

que aún se tiene el factor de rotación.
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3.5.7. Transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin v́ıa la trans-

formada de Fourier

Es posible calcular la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin v́ıa la transforma-

da de Fourier. Al hacer el cambio de variable ρ = ln(r) en la ecuación (61) se obtiene

la transformada de Fourier de e
ρσ
f(eρ, θ), es decir

Mfσ(k, c) =
1

2π

� ∞

−∞

� 2π

0

f(eρ, θ)(eρ)σ−ic
e
−ikθ

dθ
e
ρ
dρ

eρ

=
1

2π

� ∞

−∞

� 2π

0

�
f(eρ, θ)eρσ

�
e
−i(ρc+kθ)

dθdρ

= F{eρσf(eρ, θ)}.

(71)

De esta forma se puede calcular la TAFM v́ıa la transformada de Fourier [3].

3.6. Transformada de Radon

El origen de la transformada de Radon se remonta a 1917, cuando Johann Radon

en el trabajo titulado On the determination of functions from integrals along certain

manifolds, demostró como construir una función de dos variables a partir de las inte-

grales sobre todas las ĺıneas rectas en el plano [14]. La transformada de Radon es muy

útil en diversos campos de la ciencia y la ingenieŕıa; por mencionar un ejemplo, se uti-

liza en la reconstrucción de imágenes de tomograf́ıa asistida por computadora (TAC).

La transformada de Radon (TR) es una función cuyo dominio consta de todas

las lineas rectas en el plano R2 y su contradominio es R. Si L es cualquier ĺınea recta

en el plano R2 y ds la longitud de arco a lo largo de L, entonces la transformada de

Radon de una función de dos variables f , está definida por la integral a lo largo de

L como

R{f(x, y)} =

�

L

f(x, y) ds. (72)

En otras palabras, la totalidad de estas integrales constituyen la trasformada de

Radon de f y cada integral a lo largo de una ĺınea recta espećıfica se le conoce como
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una muestra de la transformada de Radon [13].

Figura 3. Recta L en el plano [13].

Sea P una recta que pasa por el origen y es perpendicular a L, y sea θ el ángulo

que forma la recta P con el eje horizontal, Figura 3. Al rotar los ejes de coordenadas,

de manera que el eje horizontal concuerde con la recta P y el eje vertical sea paralelo

a la recta L, como se muestra en la Figura 4, se generan las relaciones

x = p cos θ − s sin θ, (73)

y = p sin θ + s cos θ, (74)

que al usarlas en la ec(72), se tiene la transformada de Radon en términos de las

variables p y θ, como

R(p, θ) =

� ∞

−∞
f(p cos θ − s sin θ, p sin θ + s cos θ) ds, (75)

donde −∞ < p < ∞, 0 ≤ θ < π [12; 13]. La definición (75) es muy práctica en

dimensión dos, sin embargo su generalización a funciones de más variables no es tan
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Figura 4. Ejes p y s.

directa, pero mediante la función delta de Dirac, la transformada de Radon, ec(75),

se reescribe como

R(p, θ) = R{f(x, y)} =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)δ(p− x cos θ − y sin θ) dxdy, (76)

para un θ fijo, se dice que R(p, θ) es una muestra de la transformada de Radon. De

esa forma, la definición (76) es práctica para demostrar algunas propiedades.

La propiedad más importante de la transformada de Radon para este trabajo

es la propiedad de rotación. Antes de mostrar dicha propiedad, conviene primero

representar a la transformada de Radon en coordenadas polares.

3.6.1. Transformada de Radon en coordenadas polares

Al realizar el cambio de variables

x = r cosϕ, y = r sinϕ, (77)

en la ec(76), la transformada de Radon se reescribe como
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R(p, θ) =

� ∞

0

� 2π

0

f(r,ϕ)δ(p− r cosϕ cos θ − r sinϕ sin θ)|r| drdϕ, (78)

al usar la identidad trigonométrica

cos(θ − ϕ) = cos θ cosϕ+ sin θ sinϕ, (79)

en la ec(78), se llega a la transformada de Radon en coordenadas polares

R(p, θ) =

� ∞

0

� 2π

0

f(r,ϕ)δ
�
p− rcos(θ − ϕ)

�
|r| drdϕ. (80)

3.6.2. Propiedad de rotación

Sea f(r,ϕ) una función en coordenadas polares y h(r,ϕ) = f(r,ϕ+ϕ0) la función

f(r,ϕ) rotada un ángulo ϕ0, entonces

R{f(r,ϕ+ ϕ0)} = R(p, θ + ϕ0). (81)

Demostración. De la ec(80), se tiene que la transformada de Radon de h(r,ϕ), es

R{h(r,ϕ)} =

� ∞

0

� 2π

0

h(r,ϕ)δ
�
p− r cos(θ − ϕ)

�
|r| drdϕ

=

� ∞

0

� 2π

0

f(r,ϕ+ ϕ0)δ
�
p− r cos(θ − ϕ)

�
|r| drdϕ.

(82)

Al hacer el cambio de variable ϕ
� = ϕ+ ϕ0, se llega a que

R{f(r,ϕ+ ϕ0)} =

� ∞

0

� 2π

0

f(r,ϕ�)δ
�
p− r cos(θ − ϕ

� + ϕ0)
�
|r| drdϕ�

=

� ∞

0

� 2π

0

f(r,ϕ�)δ
�
p− r cos

�
(θ + ϕ0)− ϕ

��
�
|r| drdϕ�

= R(p, θ + ϕ0).

(83)

Por lo tanto

R{f(r,ϕ+ ϕ0)} = R(p, θ + ϕ0).

�
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3.6.3. Relación entre la transformada de Radon y la trans-

formada de Fourier

Para una función de dos variables f , la transformada de Fourier y la transformada

de Radon cumplen

F1D

�
R{f(x, y)}

�
= F2D{f(x, y)}, (84)

es decir, la transformada de Fourier de dimensión uno de la transformada de Radon

de la función f , es igual a la transformada de Fourier de dimensión dos de f [13].

Demostración.

Al calcular la transformada de Fourier de dimensión uno sobre la variable p de la

transformada de Radon, se obtiene

F1D

�
R(p, θ)

�
= F1D

�
R{f(x, y)}

�
=

� ∞

−∞
R{f(x, y)}e−2πirp

dp

=

� ∞

−∞

�� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)δ(p− x cos θ − y sin θ) dxdy

�
e
−2πirp

dp

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)

�� ∞

−∞
e
−2πirp

δ(p− x cos θ − y sin θ) dp

�
dxdy

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)

�
e
−2πir(x cos θ+y sin θ)

�
dxdy

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)e−2πi

�
x·r cos θ+y·r sin θ

�
dxdy.

(85)

Si se define

u = r cos θ, v = r sin θ, (86)

la transformada de Fourier de la transformada de Radon de la ec(85), se reescribe

como

F1D

�
R{f(x, y)}

�
=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
f(x, y)e−2πi(ux+vy)

dxdy

= F2D{f(x, y)}.
(87)
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Nótese que F2D{f(x, y)} está en coordenadas cartesianas, mientras que F1D

�
R{f(x, y)}

�

está en coordenadas polares. La relación se dá mediante la ec(86).

Por lo tanto

F1D

�
R{f(x, y)}

�
= F2D{f(x, y)}.

�

3.6.4. Transformada discreta de Radon

La transformada de Radon está definida por la integral sobre todas las rectas del

plano. Pero es imposible trabajar con todas las rectas del plano, ya que existe una

cantidad infinita. Una de las propuestas para calcular la transformada de Radon,

es usar las proyecciones de una función bidimensional a lo largo de direcciones es-

pećıficas, ya que esto formará un conjunto de muestras de Radon. Por ejemplo, para

p = x cos θ − y sin θ, con θ y p fijos, la transformada discreta de Radon sobre esa

recta se puede calcular mediante

R(p, θ) =
N�

x=1

M�

y=1

f(x, y)δ(p− x cos θ − y sin θ), (88)

es decir, es la suma de la función evaluada en los puntos sobre la recta [5]. En general,

para calcular una proyección de f sobre un conjunto de ĺıneas, como las de la Figura

5, se debe variar p y θ.
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Figura 5. Transformada discreta de Radon, técnica tipo TAC [27].
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Caṕıtulo 4

Sistema de reconocimiento de patrones en
imágenes digitales Radon-Fourier-Mellin
invariante a traslación, escala y rotación

4.1. Sistema de reconocimiento de patrones inva-

riante a traslación

La ec(36) indica que el módulo de la transformada de Fourier de una función

bidimensional es invariante a traslación. Por lo que, de esa propiedad se construye

de manera sencilla, rápida y eficiente un sistema de reconocimiento de patrones en

imágenes digitales que es invariante a traslación.

En la Figura 6 se muestran tres imágenes en blanco y negro, cada una conteniendo

un cuadrado con diferente factor de desplazamiento con respecto al centro de la

imagen y a dichas imágenes se les llamó I1, I2 e I3; también, en esa figura se exhibe

el módulo de la transformada de Fourier de las imágenes, denotadas por

Ak =
���F{Ik}

���, k = 1, 2, 3. (89)

En las Figuras 6 (d), (e), (f) se observa que el módulo de la transformada de Fou-

rier de las imágenes I1, I2 e I3 son iguales, obteniendo aśı el sistema de reconocimiento

de patrones invariante a traslación.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
Figura 6. Ejemplo de la respuesta del sistema de reconocimiento de patrones inva-

riante a traslación. (a) Imagen I1. (b) Imagen I2. (c) Imagen I3. (d) A1 =
���F{I1}

���.

(e) A2 =
���F{I2}

���. (f) A3 =
���F{I3}

���. Para una mejor visualización, el módulo de la

transformada de Fourier de las imágenes se muestra en escala logaŕıtmica.

4.2. Sistema de reconocimiento de patrones inva-

riante a traslación y escala

El siguiente paso es incorporar al sistema de reconocimiento de patrones la inva-

riancia a escala mediante la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin normalizada,

ec(70).

En la Figura 7 se muestran tres imágenes en blanco y negro cada una contenien-

do un cuadrado que presenta diferente factor de traslación y escalamiento. A dichas

imágenes se les nombrarán: G1, que es la imagen cuyo objeto presenta además de un

desplazamiento con respecto al centro de la imagen, un escalamiento del 10% con

respecto al objeto de la imagen G2; G2, cuyo objeto no presenta traslación ni escala-

miento; y G3, donde el objeto está desplazado y escalado un −10% con respecto al

de la imagen G2.
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Para obtener la invarianza a traslación, como se mostró en la sección 4.1, se utiliza

el módulo de la transformada de Fourier de la imagen. Sin embargo, en la Figura 7 se

observa que la respuesta del sistema de reconocimiento de patrones ante variaciones

en la escala del objeto ya no es la misma.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
Figura 7. Ejemplo del módulo de la transformada de Fourier de imágenes con objetos

desplazados y escalados. (a)G1. (b)G2. (c)G3. (d)D1 =
���F{G1}

���. (e)D2 =
���F{G2}

���.

(f) D3 =
���F{G3}

���. Para una mejor visualización, el módulo de la transformada de

Fourier de las imágenes se muestra en escala logaŕıtmica.

Para que el sistema también sea invariante a escala, el módulo de la transformada

de Fourier de la imagen, denotado por Aσ, se introduce en la transformada anaĺıtica

de Fourier-Mellin, esto es

MAσ(k, c) = M{A(eρ, θ)} =
1

2π

� ∞

−∞

� 2π

0

A(eρ, θ)eρσe−i(ρc+kθ)
dθdρ, (90)

donde ρ = ln(r), σ > 0. En este ejemplo se empleó σ = 1, ya que al variar σ en

[0.1, 2], el sistema de reconocimiento de patrones presentó los mejores resultados.

Luego se calcula el invariante a escala, que es el módulo de la transformada anaĺıtica

de Fourier-Mellin normalizado, como

30



BA(k, c) =

�����
MAσ(k, c)

MAσ(cx, cy)

�����, (91)

donde (cx, cy) es el ṕıxel central de la imagen.

En la Figura 8 se presentan tres ejemplos de la respuesta del sistema ante imáge-

nes cuyos objetos estan desplazados y escalados. En las Figuras 8 (a), (b) y (c) se

muestran las imágenes de entrada. En las Figuras 8 (d), (e) y (f) se presenta el corres-

pondiente espectro de amplitud de las imágenes. En las Figuras 8 (g), (h) e (i), los

espectros de amplitud se exhiben en coordenadas log-polares como se requiere en la

ec(90) y donde se observa el efecto de la escala. Finalmente, en las Figuras 8 (j), (k)

y (l) se expone el módulo de la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin normalizado

de las imágenes Figuras 8 (a), (b), (c), respectivamente, donde se muestra que la

respuesta del sistema de reconocimiento de patrones invariante a traslación y escala

es la misma.

4.3. Sistema de reconocimiento de patrones RFM

invariante a traslación, escala y rotación

En la Figura 9 se muestran tres imágenes en blanco y negro con cuadrados que

presentan diferente factor de traslación, escala y rotación. Estas imágenes se lla-

marán: H1, donde el cuadrado está trasladado con respecto al centro de la imagen,

escalado 10% con respecto a la imagen H2 y sin rotación; H2, donde el cuadrado no

presenta traslación ni escalamiento y está rotado 22◦; y H3, que es el cuadrado que

está trasladado con respecto al centro de la imagen, escalado −10% con respecto a

la imagen H2 y rotado 45◦ .

En el sistema de reconocimiento de patrones Radon-Fourier-Mellin (RFM), el

primer paso es obtener la invariancia a traslación y posteriormente la de escala, tal

como se describió en la seccion 4.2. Sin embargo, si el objeto de la imagen presenta

además una rotación, la respuesta del sistema ya no es la misma, como se observa

en las Figuras 9 (j), (k) y (l).
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Para que el sistema de reconocimiento de patrones también sea invariante a rota-

ción, se utiliza la transformada de Radon, ec(76). La imagen de entrada es el módulo

normalizado obtenido de la transformada de Fourier-Mellin mediante la ec(91), es

decir

RA(p, θ) = R{BA(k, c)}. (92)

En la Figura 10 se muestra la gráfica de la ec(92) para las imágenes de las Fi-

guras 9 (j), (k), (l). Para reducir el número de operaciones y por ende el tiempo de

cómputo del sistema de reconocimiento de patrones en la etapa de la clasificación,

se construyó la firma 1D invariante a traslación, escala y rotación, mediante

SA(p) =
179�

θ=0

RA(p, θ). (93)

En la Figura 11 se presentan las gráficas de las firmas de las Figuras 9 (a), (b), (c).

Ah́ı se puede ver claramente que las firmas prácticamente son iguales, las pequeñas

diferencias provienen del ruido diente de sierra que se introdujo en las imágenes al

momento de rotarlas mediante un paquete de cómputo, las interpolaciones requeridas

al escalarlas y los errores de redondeo de las operaciones aritméticas.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)
Figura 8. Ejemplo de la respuesta del sistema digital invariante a traslación y escala.

(a) G1. (b) G2. (c) G3. (d) AG1 =
���F{G1}

���. (e) AG2 =
���F{G2}

���. (f) AG3 =
���F{G3}

���.
(g) Q1 = AG1(e

ρ
, θ)eρσ. (h) Q2 = AG2(e

ρ
, θ)eρσ. (i) Q3 = AG3(e

ρ
, θ)eρσ. (j) BQ1 . (k)

BQ2 . (l) BQ3 . Por cuestiones de visualización, el módulo de la transformada de Fourier
y el de la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin de las imágenes se muestra en
escala logaŕıtmica.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)
Figura 9. Ejemplo del módulo de la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin norma-

lizado. (a) H1. (b) H2. (c) H3. (d) AH1 =
���F{H1}

���. (e) AH2 =
���F{H2}

���. (f) AH3 =
���F{H3}

���. (g) K1 = AH1(e
ρ
, θ)eρσ. (h) K2 = AH2(e

ρ
, θ)eρσ. (i) K3 = AH3(e

ρ
, θ)eρσ. (j)

BK1 . (k) BK2 . (l) BK3 . Por cuestiones de visualización, el módulo de la transformada
de Fourier y el de la transformada anaĺıtica de Fourier-Mellin de las imágenes se
muestra en escala logaŕıtmica.
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(a) (b)

(c)
Figura 10. Ejemplos de la respuesta del sistema de reconocimiento de patrones RFM.
(a) RK1 . (b) RK2 . (c) RK3 .
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Figura 11. Firmas invariantes a traslación, escala y rotación.
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Caṕıtulo 5

El sistema de reconocimiento de patrones
RFM invariante a traslación, escala y
rotación para imágenes a color

En este trabajo de tesis se genera un único espacio de clasificación, en lugar de

tener múltiples planos de salida como se hace en los sistemas de reconocimiento de

patrones que utilizan funciones de correlación [22; 23] o métricas [3; 4; 18; 26]. Con

la imagen de la Figura 12, se ejemplificará como se entrena al sistema y el proceso

para realizar la construcción del espacio de clasificación.

5.1. Intervalos de confianza para una imagen a co-

lor

Figura 12. Imagen I: Cymatogramma arginussa eubaena.

La imagen de la Figura 12 fue rotada 360◦ con ∆θ = 1◦ como tamaño de paso,

cada una de esas 360 imágenes se escalaron ±15% variando la escala con un tamaño

de paso ∆k = 1%. En total se obtuvieron 11, 160 diferentes imágenes a color del

mismo objeto. Al trabajar en el espacio de color RGB, las imágenes se representan a
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través de tres imágenes monocromáticas, las cuales corresponden a los canales rojo,

verde y azul, respectivamente. De esa manera, se tendrá un total de 33, 480 imágenes

monocromáticas para la imagen I.

Sea

Ω = {IC
θ,k

| C = R,G,B; θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (94)

el conjunto de dichas imágenes y

ΓR = {SR

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (95)

ΓG = {SG

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (96)

ΓB = {SB

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359, k = −15,−14, . . . , 15}. (97)

el conjunto de las firmas invariantes a traslación, escala y rotación de las imágenes

en los canales rojo, verde y azul, respectivamente. Las firmas se obtienen mediante

el procedimiento descrito en el caṕıtulo 4.

Para construir un espacio de clasificación, se trabajará con el valor de las potencias

de las firmas, el cual se define como

P
C

θ,k
=

1

N

N�

p=1

�
S
C

θ,k
(p)

�2

, (98)

donde C = R, G o B (el canal de color) y N es el tamaño de la firma.

Como para cada canal se generaron 11, 160 imágenes monocromáticas de la ima-

gen I, entonces cada uno de los conjuntos

PR = {PR

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (99)

PG = {PG

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (100)

PB = {PB

θ,k
| θ = 0, 1, . . . , 359; k = −15,−14, . . . , 15}, (101)

37



contiene 11, 160 elementos escalares. Por el teorema del ĺımite central podemos su-

poner que los datos del conjunto PC (C = R,G,B) tienen un comportamiento

aproximado al de una distribución normal con media muestral µPC
∼ µ y con un

error estándar
σPC√

n
(1EE), donde n es el tamaño de la muestra, para este ejemplo

n = 11, 160. Por medio de esto se generaron intervalos de confianza del 95.4% de la

forma [µPC
− 2EE, µPC

+ 2EE].

En la Figura 13 se muestra el diagrama de cajas de los intervalos de confianza

del 95.4% construidos a partir de los conjuntos PR, PG y PB, ec(99) a la ec(101).

En el eje horizontal se indica la imagen monocromática de referencia, IC , y en el

eje vertical el valor de la media de los datos PC con ±2EE. Aqúı, el punto central

en color negro representa el valor de la media muestral µPC
, el rectángulo en negro

corresponde a los valores de la media µPC
± 1EE y los bigotes en rojo a los valores

de la media µPC
± 2EE.

788.5

789

789.5

IR

µ P
R
±

2E
E

(a)

808.5

809

809.5

IG

µ P
G
±

2E
E

(b)

776

776.5

777

777.5

IB

µ P
B
±

2E
E

(c)
Figura 13. Intervalos de confianza del 95.4% de la mariposa I: cymatogramma ar-
ginussa eubaena. (a) Intervalo de confianza del 95.4% asociado al canal rojo. (b)
Intervalo de confianza del 95.4% asociado al canal verde. (c) Intervalo de confianza
del 95.4% asociado al canal azul.
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Mediante los intervalos mostrados en la Figura 13, se genera un ortoedro cuyas

aristas corresponden a los intervalos de confianza del 95.4% de los canales R, G y

B, como el de la Figura 14. Aśı, se crea el espacio de clasificación en donde al menos

el 95.4% de los valores de las potencias obtenidas trasladando, escalando y rotando

una imagen, están contenidas dentro del ortoedro.

788

789

790 808

809

810

775.5

776

776.5

777

777.5

µG ± 2EE
µR ± 2EE

µ
B
±

2
E
E

Figura 14. Ortoedro de confianza del 95.4% de la Figura 12.

5.2. El sistema de reconocimiento de patrones RFM

para imágenes a color

La base de datos de imágenes de referencia utilizada para realizar las pruebas

del sistema de reconocimiento de patrones RFM consta de 18 imágenes digitales de

mariposas, Figura 15. Los ortoedros de confianza del 95.4% de cada una de esas

imágenes se construyeron mediante la técnica descrita en la sección 5.1.

En la Figura 16(a) se presenta el plano de clasificación mediante diagrama de
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(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (ñ) (o) (p) (q)
Figura 15. Imágenes de mariposas a color. (a) A: Cymatogramma arginussa eubaena.
(b) B: Danaus eresimus montezuma. (c) C: Danaus plexippus plexippus. (d) D: Dione
juno huascuma. (e) E: Doxocopa laure acca h. (f) F: Doxocopa laure laure m. (g) G:
Doxocopa pavon m. (h) H: Dryadula phaetusa. (i) I: Dryas julia moderata. (j) J:
Dynamine mylitta m. (k) K: Eryphanis aesacus. (l) L: Eueides procula asidia. (m)
M: Eumaeus debora. (n) N: Eunica alcmena h. (ñ) Ñ: Eunica alcmena m. (o) O:
Eunica caresa h. (p) P: Eunica caresa m. (q) Q: Evenus regalis.

cajas del 95.4% para las imágenes monocromáticas correspondientes al canal rojo.

En el eje horizontal se indica la imagen de la mariposa y en el eje vertical se grafica

el correspondiente intervalo de confianza. Como se observa en la Figura 16(b), en

dicho plano, las cajas de µPR
± 1EE correspondientes a la mariposa A y los de la

mariposa Ñ se traslapan, esto indica que el sistema no puede clasificar las imágenes

de esos dos tipos de mariposas. Pero en el plano de clasificación de las imágenes en el

canal verde (Figura 17) y en el plano de clasificación de las imágenes en el canal azul

(Figura 18) el sistema de reconocimiento de patrones para esos dos tipos de maripo-

sas funciona eficientemente. Entonces, partiendo de la hipótesis de que los intervalos

de confianza de dos imágenes se podŕıan traslapar cuando mucho en dos canales, se

construyó un ortoedro de confianza del 95.4% como el que se muestra en la Figura 14.
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Figura 16. Intervalos de confianza. (a) Intervalos de confianza del 95.4% generados
a partir del conjunto PR. (b) Amplificación en la zona de A y Ñ de la Figura 16(a).

Para las imágenes de referencia de la Figura 15, el espacio de clasificación construi-

do por ortoedros de confianza del 95.4% se muestran en la Figura 19(a). El espacio

de ortoedros ayuda a que el proceso de clasificación sea de forma rápida comparado

con técnicas que utilizan correlación en la etapa de la clasificación [10]. En este caso

para clasificar una imagen problema se calcula la firma para cada canal de la imagen,

después la potencia de cada firma y se coloca la terna de potencias en el espacio. Si

se encuentra dentro de algún ortoedro, indica que la imagen problema se trata de la

imagen de referencia asociada a ese ortoedro con un nivel de confianza del 95.4%.

Para que se observe con claridad que el sistema de reconocimiento de patrones RFM
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Figura 17. Intervalos de confianza. (a) Intervalos de confianza del 95.4% generados
a partir del conjunto PG. (b) Amplificación en la zona de A y Ñ de la Figura 17(a).

clasifica eficientemente cada una de las imágenes, se presenta una amplificación en

la Figura 19(b) donde se observa que ninguno de los ortoedros se traslapa. Logrando

de esa manera el objetivo de tener un único espacio de clasificación y aśı reducir el

tiempo de cómputo en la etapa de clasificación de las imágenes digitales.
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Figura 18. Intervalos de confianza. (a) Intervalos de confianza del 95.4% generados
a partir del conjunto PB. (b) Amplificación en la zona de A y Ñ de la Figura 18(a).
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Figura 19. Espacio de clasificación. (a) Ortoedros de confianza del 95.4% para la
base de datos de la Figura 15. (b) Amplificación de la zona más concurrida de la
Figura 19(a).
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Caṕıtulo 6

El sistema de reconocimiento de patrones
RFM invariante a traslación, escala y
rotación para imágenes en escala de grises

La base de datos de imágenes de referencia utilizada para realizar las pruebas

del sistema de reconocimiento de patrones RFM consta de 18 imágenes digitales de

mariposas en escala de grises, Figura 20. En este caso no se tiene el atributo del color

para trabajar en el sistema RGB como se hizo en la sección 5.2 y en lugar de tener

tres imágenes monocromáticas, se tiene solo una. Por esta razón, para poder utilizar

la metodoloǵıa desarrollada en el caṕıtulo 5 y generar los ortoedros de confianza, se

procesará la firma de la imagen para de ah́ı obtener los tres atributos que se requieren.

La firma SI de la imagen I, se construye como se describió en el caṕıtulo 4.

Enseguida, se calcula la transformada de Fourier de la firma y se separa en su parte

real e imaginaria, es decir

F{SI} = S
R

I
+ iS

I

I
, (102)

de esa forma se generan las dos firmas adicionales S
R

I
y S

I

I
. En este punto ya se

tienen las tres firmas SI , SR

I
, SI

I
que describen a una imagen en escala de grises.

Para la base de datos de imágenes de referencia de la Figura 20, cada imagen se

rotó 359◦, con ∆θ = 1◦. Posteriormente, se escala cada una de esas imágenes ±15%,

con ∆k = 1. Enseguida, se obtienen las tres firmas para cada una de las imágenes y

se calculan las correspondientes potencias. Finalmente, se genera el espacio de clasifi-

cación de ortoedros del 95.4% de nivel de confianza mediante la metodoloǵıa descrita

en el caṕıtulo 5.

En la Figura 21 se muestra el espacio de ortoedros de confianza para la base de

45



(a) (b) (c) (d) (e) (f)
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(m) (n) (ñ) (o) (p) (q)
Figura 20. Imágenes de mariposas en escala de grises. (a) A: Cymatogramma arginus-

sa eubaena. (b) B: Danaus eresimus montezuma. (c) C: Danaus plexippus plexippus.
(d) D: Dione juno huascuma. (e) E: Doxocopa laure acca h. (f) F: Doxocopa laure

laure m. (g) G: Doxocopa pavon m. (h) H: Dryadula phaetusa. (i) I: Dryas julia

moderata. (j) J: Dynamine mylitta m. (k) K: Eryphanis aesacus. (l) L: Eueides
procula asidia. (m) M: Eumaeus debora. (n) N: Eunica alcmena h. (ñ) Ñ: Eunica
alcmena m. (o) O: Eunica caresa h. (p) P: Eunica caresa m. (q) Q: Evenus regalis.

datos de la Figura 20, donde se observa que ningún ortoedro se traslapa, concluyendo

que el sistema de reconocimiento de patrones en imágenes digitales en escala de

grises, esta reconociendo los objetos con un nivel de confianza de al menos un 95.4%

y logrando de esa manera el objetivo de tener un único espacio de clasificación y

aśı reducir el tiempo de cómputo al momento de clasificar las imágenes digitales.
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Figura 21. Espacio de clasificación. (a) Ortoedros de confianza del 95.4% para la
base de datos de la Figura 20. (b) Amplificación de la zona más concurrida de la
Figura 21(a).
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Basado en la teoŕıa de la transformada de Fourier, la transformada de Fourier-

Mellin y la transformada de Radon, se desarrolló el sistema de reconocimiento de

patrones Radon-Fourier-Mellin que es invariante a traslación, escala y rotación. Di-

cho sistema trabaja tanto para imágenes a color como para imágenes en escala de

grises.

Los sistemas de reconocimiento de patrones RFM existentes en la literatura uti-

lizan la función de correlación 2D en la etapa de clasificación, esto significa que

trabajan con imágenes (matrices) invariantes a traslación, escala y rotación. Uno de

los objetivos de este trabajo de tesis es reducir el tiempo de cómputo, para esto se ge-

neraron las firmas 1D invariantes a traslación, escala y rotación, las cuales permiten

reducir considerablemente el tiempo de cómputo en la etapa de clasificación, puesto

que ahora solo se requiere usar la correlación 1D. Más aún, en lugar de trabajar con

múltiples planos de salida, como se hace en los sistemas de reconocimiento de patro-

nes que utilizan funciones de correlación, se generó un único espacio de clasificación

utilizando las potencias de las firmas, esto permite reducir el número de operaciones

y por ende, el tiempo de cómputo.

El sistema de reconocimiento de patrones Radon-Fourier-Mellin desarrollado en

este trabajo de tesis cumplió con el objetivo planteado. El siguiente paso en el desa-

rrollo de un sistema RFM más robusto es considerar la clasificación de imágenes con

fragmentos de objetos, ruido e iluminación no homegénea.
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