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RESUMEN

En este trabajo, mediante un modelo numérico, se estudia la respuesta de la
Bahia de Todos Santos, B.C. a ondas incidentes. Con este propésito se utilizé el
modelo para cuencas de forma arbitraria desarrollado por Lee (1971). En este modelo
la solucién de la ecuacién de Helmholtz, es planteada como una ecuacién integral la
cual se aproxima como una ecuacién matricial que se resuelve para las regiones
interior y exterior de la bahfa.

Con objeto de comprobar que el método es correcto se comparan las
soluciones para cuencas cerradas de forma sencilla (circular y rectangular) y para una
cuenca circular con una apertura pequefia donde se conoce la solucién analitica, los
resultados concuerdan satisfactoriamente.

Analizando la respuesta de la Bahfa de Todos Santos a diferentes oscilaciones
incidentes se observan los modos normales de oscilacién para longitudes de onda de
13.5 km (T= 10 min) y 25.6 km (T= 19.3 min).
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1. INTRODUCCION

Las bahias con comunicacién al mar se encuentran €xpuestas a perturbaciones
(variaciones del nivel del mar, presién atmosférica, viento, corrientes) que pueden
generar amplificaciones en el nivel medio del mar, ocasionando en algunos casos,
dafios a las embarcaciones ancladas, estructuras portuarias, y ponen en peligro a las
poblaciones costeras. Con objeto de tener una mejor planeacién de cualquier obra
portuaria, es importante predecir la respuesta de una cuenca, para el caso de este
trabajo es la Bahfa de Todos Santos. Si uno de los modos normales de oscilacién
coincide con el periodo de estas perturbaciones, la amplitud de la variacién del nivel
del mar y corrientes asociadas pueden ser de riesgo considerable para la seguridad de

un puerto.

Las ondas que arriban dentro de una cuenca son reflejadas hacia afuera por los
limites de la misma; estas sefiales de salida, llegan a la entrada de la cuenca otra vez y
son parcialmente reflejadas debido a forzamientos incidentes. El resultado es que parte V
de la energfa de 1a onda que entr6 no vuelve a salir. Esta energfa atrapada dentro de la
cuenca hace entrar en resonancia a las ondas a través de la cuenca; en este caso las
amplitudes de las oscilaciones pueden crecer dentro de la cuenca, a valores mucho

mds grandes que las ondas incidentes.

La disipacién de la energfa incidente es de tres formas principalmente: la onda
rompiente dentro de la cuenca que es cuando las oscilaciones exceden el lfmite de
rompimiento, los efectos de friccién en el fondo, y la absorcién de la onda en los
limites de la costa. Sin embargo, la radiacién hacia el mar es generalmente la m4s
importante de todas estas (Hwang y Tuck, 1970).



Todos los cuerpos de agua, ya sea el océano, o los contenidos en bahias,
puertos etc. tienen sus modos normales de oscilacién caracteristicos, los cuales,
dependen de la geometrfa del cuerpo de agua. Las corrientes fuertes que pasan a
través de una bahfa con entrada angosta pueden excitar las oscilaciones propias para
una bahia (S4nchez-Dévora, 1980).

El conocer 1a variedad de perturbaciones incidentes a una bahia y cuales son
los modos normales de oscilacién de esta, nos permitird planear cualquier
modificacion en, caso de ser necesario, en obras portuarias; todo esto con objeto de

reducir al maximo la posibilidad de tener el fenémeno de resonancia.

Existen modelos numéricos que permiten investigar las oscilaciones de ondas
inducidas en cuencas de forma arbitraria en el plano horizontal conectadas al mar
abierto. Por ejemplo, los modelos descritos por Hwang y Tuck (1970) y Lee (1971),
que suponen una cuenca con profundidad constante y de forma arbitraria, estos modelos
serdn descritos mas ampliamente en el capitulo 5. Estos modelos presentan grandes
ventajas, ya que se pueden simular las condiciones existentes en una bahfa y hacer
predicciones de variaciones del nivel del mar y corrientes. Por ejemplo, Jialong (1988)
hizo un modelo de resonancia en una cuenca debida a la accién de ondas de largo
periodo sin importar el efecto de friccién. Por otro lado se pueden predecir amplitudes
en varios puntos dentro de las cuencas as{ como los efectos posibles de modificaciones

en la geometria de las mismas.

Entre los estudios previos relacionados con oscilaciones en la Bahfa de Todos
Santos, estdn los trabajos de Rivera y Peiia (1982), quienes hacen un anglisis de
tsunamis incidentes y representa a la Bahia de Todos Santos como una cuenca
rectangular. Gavidia-Medina (1988), us6 un modelo hidrodindmico integrado



verticalmente y analizé principalmente el comportamiento debido a la onda de marea

y a la circulacién residual generada por esta.

En este estudio se adaptardi el modelo de Lee (1971) ‘a 1a Bahfa de Todos
Santos (BTS) y se analizard teéricamente la respuesta de la bahia a los diferentes
forzamientos que pudieran corresponder a perturbaciones con perfodos similares a los
incidentes, por ejemplo: la marea, tsunamis, variacién en la presién atmosférica,

vientos, etc.

2. OBJETIVO

Aplicar un modelo numérico de dos dimensiones y de profundidad constante a
la Bahfa de Todos Santos, para obtener los modos normales de oscilacién y la
respuesta a diferentes forzamientos dentro de la bahia.

3. DESCRIPCION DEL AREA DE ESTUDIO

La Bahia de Todos Santos se encuentra en la parte noroeste de la peninsula de
Baja California, entre las latitudes de 31° 40" y 31° 56' N y las longitudes de 116°
36'y 116° 50' W (Fig. 3.1).
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Figura 3.1 Localizacién de la Bahfa de Todos Santos.




BATIMETRIA

La BTS se puede considerar somera o de aguas poco profundas. Cerca
del 80% tiene una profundidad menor a los 50 m y el resto forma parte de un cafién
submarino con casi 400 m de profundidad. Esta bahfa tiene dos entradas que estdn
separadas por dos islas al oeste. La entrada NO es de 12 km de ancho y la otra al SO de

6 km de ancho, donde se encuentra el cafién submarino.
FORZAMIENTOS EN LA BAHIA DE TODOS SANTOS

La bahfa presenta fuertes vientos en invierno, que se originan en las latitudes
altas y que se desplazan hacia el pacifico occidental. El viento predominante es del
NO, con una velocidad promedio de 3 m/s (Gil-Silva y Larios-Castillo,1992). En
otofio se presentan vientos de alta intensidad y poca humedad provenientes del este
fenémeno conocido como condicién de Santana (Cruz-Colin, 1994). En verano las
corrientes litorales son predominantemente en direccién NE con velocidades de 2.89
m/s en promedio, en invierno son de 3.09 m/s en la misma direccién (Galindo-
Albrechtsen y Torres-Navarrete, 1995).

4. OSCILACIONES EN CUENCAS

4.1 OSCILACIONES EN CUENCAS DE FORMA SENCILLA

Se tienen problemas importantes en la planeacién y operacién de obras
portuarias debido a la falta de un asesoramiento adecuado de la dindmica de fuerzas

que actian en el atraque sobre los barcos y muelles. En algunos puertos esta accién ha



sido tan seria que impide las labores de carga y descarga en varios dias y en casos
extremos se puede provocar dafios después de que los barcos han partido. Para
prevenir este tipo de dafios o fallas es necesario predecir la amplitud de onda en

diversos lugares dentro del puerto y la cuenca para un periodo dado.

Se han realizado diversos modelos para obtener los modos normales de
oscilacién en cuencas, idealizando su forma. En la entrada de la cuenca se establece
algin tipo de forzamiento y se resuelve el problema al interior aplicando condiciones
de frontera.

El problema de la obtencién de estos modos en una cuenca rectangular
conectada directamente a mar abierto se han estudiado desde la década de los afios
cincuenta. Biesel y Le Mehaute (1955,1956), citado por Raichlen (1966) y Le
Mehaute (1960, 1961), citado por Raichlen (1966), estudiaron las oscilaciones
resonantes en cuencas rectangulares con varios tipos de entradas: totalmente abierta,
parcialmente abierta, cambiando la profundidad en la entrada y la combinacién de
éstas, y cambiando la pendiente en el fondo al interior de la cuenca. El método que
utilizaron se basé en el cdlculo de nimeros complejos con la aplicacidn directa de la
superposicion de varias ondas incidentes, reflejadas y transmitidas y desarrollaron una
expresion para obtener el factor de amplificacién, definido como la amplitud en la
parte posterior de la bahfa de la amplitud de la onda incidente (Raichlen, 1966).

Por otra parte Ippen y Goda (1963) han realizado diversos estudios tedricos y
experimentales con cuencas conectadas al mar abierto. Evaluaron las ondas radiadas
de la entrada de la bahia hacia el mar abierto usando el método de la transfofmada de
Fourier. La solucién dentro de la cuenca la obtuvieron mediante el método de

separacion de variables y lo expresaron en términos de la pendiente en la superficie en



la entrada de la bahia. La solucién en el mar abierto la obtuvieron sobreponiendo la
onda estacionaria y la onda radiada (también expresada en términos de la pendiente
de la inclinacién de la superficie del agua). Igualaron Ia amplitud de onda en la
entrada y asf obtuvieron la solucién final en las 2 regiones, interior y exterior;
(Raichlen, 1966).

4.2 OSCILACIONES EN CUENCAS DE FORMA COMPLEJA

Para el caso de oscilaciones en cuencas de forma compleja, Wilson,
Hendrickson y Kilmer (1965), citado por Raichlen (1966), estudiaron oscilaciones
bidimensionales y tridimensionales. En el andlisis asumieron que la longitud de onda
es mds larga comparada con la profundidad de la cuenca. En esta aproximacién
suponen una condicién de frontera artificial en la entrada de la cuenca, con condicién
de frontera de una linea nodal en la entrada y amplitudes observadas. Esto arroj6

algunas soluciones, pero no la solucién completa al problema.

Para obtener una solucién ideal de los modos normales de oscilacién, es
necesario poner especial cuidado en la condicién de frontera en la entrada, igualando

las amplitudes de onda y las velocidades en la entrada de la cuenca.

Hwang y Tuck (1970) desarrollaron un método analitico para resolver el
problema en bahfas de forma arbitraria y profundidad constante conectadas al mar
abierto. Su método de aproximacién es superponer ondas dispersivas, que son
causadas por la presencia de la frontera sobre el sistema de ondas estacionarias. Las
ondas de dispersién son computadas por medio de una distribucién de origenes,
escogidos con la funcién de Hankel Ho(l) (kr), con una fuerza desconocida que es
determinada a lo largo de la linea de costa y la frontera de la bahia. Este método no

requiere condicién de igualacién en la entrada.



5. DESCRIPCION DE EL MODELO DE OSCILACIONES EN
CUENCAS DE FORMA ARBITRARIA

5.1 ANALISIS TEORICO PARA UNA CUENCA DE FORMA ARBITRARIA

Los modelos numéricos juegan un papel muy importante en el entendimiento
de la dindmica de una bahfa, son sin duda una herramienta indispensable para la
planeacién de obras portuarias. En este estudio se adapté un modelo numérico
descrito por Lee (1969) a la Bahfa de Todos Santos.

En este modelo la solucién tedrica para oscilaciones inducidas en una cuenca
de forma arbitraria de profundidad constante es formulada COmoO una ecuacién
integral. Para resolverla se presenta un método aproximado que convierte esta
ecuacién en una ecuacién matricial, la cual puede resolverse numéricamente en una

computadora.

Con objeto de corroborar los resultados numéricos se compararon resultados
tedricos, es decir, resultados en donde las soluciones analiticas se conocen (p. €j.

cuencas rectangulares y circulares) con los obtenidos numéricamente.

5.1.1 Desarrollo de la ecuacién de Helmholtz para una cuenca de forma

arbitraria

Se plantea el problema suponiendo un flujo irrotacional e incompresible, de tal

forma que podemos tener un potencial de velocidad @, entonces el vector velocidad

J



del fluido puede expresarse como el gradiente del potencial de velocidad (V @). De
la ecuacién de continuidad Veu = 0 para un fluido incomprensible, y la definicién
del potencial de velocidad, se puede obtener la ecuacién de Laplace:

Veu =V d =90.

Nuestro problema se concentra en encontrar el potencial de velocidad, el cual
satisface ecuacién de Laplace y nuestras condiciones de frontera (linea de costa y
fondo), es decir, que el fluido no penetra las fronteras rigidas

(vp =0 6 0®/on=0).

La forma de la solucién del potencial de velocidad es del tipo:

1 ,
<P(x.)'.z.t)=$ fy) Zz)e™ . (5.1.1)

donde
@® = frecuencia angular.
i= 1

Jtx,y) = es la funci6n de la onda la cual describe la variacién de @ en x yy.

Sustituyendo la ecuacién (5.1.1) en la ecuacién de Laplace obtenemos:

1. 3f & 17z

f(6x2 +5}7)=—z oz?

(5.1.2)

donde la parte izquierda de la ecuacién anterior no depende de z y la parte derecha es
independiente de x y y, cada lado puede ponerse igual a la misma constante
escogiendo en este caso -k Y nos asegura que Z(z) varia exponencialmente. Quedando
las siguientes ecuaciones:

. OZ 5 d’z
1) 357 = k‘Z S es 122

k*Z =0.
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o o
sf, 2

7y + ki =0. Ec. de Helmholtz

ii)

La condicién de frontera en el fondo:

%2 (x,y,-h;t) = 0, donde se asumi6 una profundidad constante.
Z

Para el caso de la ecuacién (i) la condicién de frontera final sugiere una

solucidn del tipo Z(z) = Ay cosh k(h+z), donde A, es una constante determinada.

La condici6én dindmica de superficie libre para la teorfa de onda de pequefia
amplitud, despreciando la tensi6n superficial, puede ser combinada con esta expresién
y la ecuacién (5.1.1) d4ndonos:

1  0® I ot
n=-7 (57 %0 = 7 4, cosh (kh) f(x,y) e

=4 f(x,y)e'*" . (5.1.3)

Donde

n es la amplitud de la onda (posicién de superficie libre) en la posicién (x,y) al tiempo
t.

Ajesla amplitud de la onda en la cresta de 1a onda incidente.

g la aceleracién de la gravedad.

De la ecuacién (5.1.3), la constante A4, es:

___4g
4= cosh(kh)

Se sabe que la relacién de dispersion para aguas profundas es:
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? = gk tanh(kh).

donde k es el nimero de onda y 4 la profundidad. Cuando se sustituye la relacién
anterior para aguas someras tanh(kh) ~ hk, la relacién queda como:
o = g K¥h ,

Para completar la expresién del potencial de velocidad @, Ec. (5.1.1), el
problema principal sigue siendo el determinar la funcién de onda fix,y), la cual
A f . o?
oxt oy

satisface la ecuacién de Helmholtz, +k> f=0 sujeta a las siguientes

condiciones de frontera:
i) 1 =0, alo largo de las fronteras rigidas, como la linea de costa.

on

ii) Conforme ,/x’ +y* = ©, no hay efecto de la cuenca sobre el sistema de ondas

(condicién de radiacién).

5.1.2 Solucién de la ecuacién de Helmholtz

Para obtener la solucién de la ecuacién de Helmholtz dentro de una cuenca, se
aplica la identidad de Green y se usa la funcién de Hankel de primera clase y orden
cero, Ho(“ (kr).

Dentro de la cuenca se aplica la identidad de Green y la funcién de Hankel de
primera clase y de orden cero H{"(k), que es escogida por ser la solucién

fundamental de la ecuacién de Helmholtz de dos dimensiones, que es resuelta a
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continuacién. Para el procedimiento en el desarrollo de la teoria de la respuesta de
una bahia de forma arbitraria par un sistema de ondas incidentes, es necesario que se
dividan en dos regiones. La fig. 5.1 muestra los dos dominios de interés: una regién
infinita, mar abierto (Regién I) y otra para un dominio finito limitado por la bahia
(Regi6n II).

S.1.1.1 Solucién de Weber para un dominio acotado

Supongamos que D sea una curva cerrada delimitado a un dominio D en el
plano x-y , si f'y ¢ son dos funciones, cuyas derivadas parciales de primero y segundo
orden son continuas dentro del dominio D y sobre la frontera 4D, la identidad de
Green es:

I(f%—q%)ds= g(szq—qV’f) dx dy.

D

Se sustituye la solucién de la Ec. de Helmholtz en dos dimensiones, si fy g

son soluciones de esta ecuacién, entonces:

V2 f=-k*f, alsustituirlo en Ia identidad de Green

g
g(fV’q—qV’f) dcdy =0 f( 3%“’%) ds =0. (5.1.4)

Sig = H"(kr), donde r indica la distancia a un punto X (x,y) al sustituirla
en la ecuacién (5.1.4) queda:

f[faa—n(Hg“ (kr)) — HY (kr)a—f} ds=0.

D on
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Regi6én I (mar abierto) 4y
ViitEfi =0

Region II (bahia)

Vf+Ef=0

direccién de
integracion

Fig.5.1 Diagrama de una cuenca de forma arbitraria y sus regiones.
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Sin embargo, si ¥(x,y) esta dentro del dominio D tendrd problemas de

singularidades ya que H (k) tiene una singularidad logaritmica en el punto ¥ (x,y).
2
HY (kr) ~ i ;logkr, cuando 7 — 0, por lo que para evitar esta singularidad

usaremos un nuevo dominio D; con su frontera o borde externo serd ahora ladDyel

borde interno serd un circulo Po con su centro en el punto ¥ y su radio serd & (ver
fig. 5.2). Por lo que la identidad de Green quedaria:

(5o Da 0% o) o e wo

(5.1.5)

Donde la parte derecha es igual a cero por ser soluciones de la ecuacién de'
Helmholtz. Retomando g =H (k) vy sustituyéndola en la Ec. (5.1.5) da:

I[f— (H® (k1) - HO (kr)i]ds + f[ = (H® (kr)) - H® (k) %]m:o
aD

Para obtener el dominio 4D tenemos que analizar las funciones en el dominio

Po, por lo tanto:

i[f @ Gy - B9 enZ g - - I[ 5 @@y - 12 ) L Ju

La direccién sobre la frontera Po, COMO se ve en la parte derecha de la
ecuacion anterior, del interior hacia el centro x (x,y) y en el exterior desde la frontera
del dominio D;, por conveniencia esta diferenciacién es cambiada a la direccién r

(direcci6n negativa n), es decir, cambia el sentido de la integracién.

| [f 55, H (k) - HY (kr)—f]ds J [ (H® (k7)) - BY (k) ?—f] ds

D

(3.1.6)



DD, + D)

Fig. 5.2 Diagrama para un dominio acotado.

Fig. 5.3 Diagrama de un dominio no acotado.

15
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Como la integral alrededor de la frontera 4D no depende del radio & del
circulo p,, la ecuacién anterior se puede evaluar en un radio € tan pequefio como se

quiera, por lo tanto, el lado derecho de la ecuacién (5.1.6) se puede escribir como:

lim I[ (H(kr) - BOkr)

€E—0

I

] ds . (.1.7)

Usando el comportamiento asintético de la funcién de Hankel parar - 0

HO (kr)~1 + i 2log(kr),
T

o
&> (Hs"(kr)) ~

’

alw

Ed
.

074
el limite de la ecuacién (5.1.7) puede ser evaluada. Puesto que las funciones fy a—{

son continuas en el punto ¥ (x,y), el primer y segundo término de la ecuacién (5.1.7)
puede evaluarse como:

lim H,f”(kr)zdc = lim JJ (1+i£ log(ke))saﬂ (z (f)-&-o(e)) =0. (a)
€—0 A ar €E—0 0 T a"

2R

0
Im [ 1o tepas=tim [ 125 @ (5 (e)v0))= 411 (3). ®
Po 0

Sustituyendo (a) y (b) en la ecuacién (5.1.6) se obtiene:

5 A 1R ,
1@ =3 [ rgmram - and | s sy
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. . . e 17
donde r es la distancia desde el punto interior ¥ a la frontera, y “n es la

diferenciacion a lo largo de la normal exterior a la frontera &D.

5.1.1.2 Solucién de Weber para un dominio no acotado

Suponga que fuera del dominio D la funcién J es una solucién de la Ec. de
Helmholtz y el dominio sin fronteras es igual a el dominio D (ver fig. 5 .3), cuyas
derivadas parciales de primer y segundo orden son continuas sobre y fuera de la curva
cerrada &D, por lo tanto la identidad de Green puede aplicarse a la regién D, limitado
internamente por la curva cerrada D y externamente por un circulo I' con un radio

Ry el cual es seleccionado a el circulo I' rodeando la curva cerrada éD. Entonces

obtenemos:

1
F(%) = -—[ U I ) = (B (kr)) - Hg“(kr)%fn- ] | (5.1.9)
si f (%) esta en el dominio D,, en donde n denota el exterior normal a las curvas

limitantes, 3D y T.

La normal hacia afuera del circulo I est4 en direccién r, entonces la ecuacién

anterior se escribe asi:

] 0
7)== 7L (B ry - 59 (k) 7 14

g f[ -—(H”’ (kr))— HYV (ke )= af] (5.1.10)
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La segunda integral del lado derecho de la ecuacién la podemos escribir como

J(x). El radio de circulo I', Ry, puede ser hecho tan grande como se desee para cubrir
el dominio infinito, es decir, poder hacer R,— .

Entonces la funcién J(¥) se puede reescribir como:

J(x)——-— lim I“r 6r( H (kr))- H")(kr)-—ere (5.1.11)

El comportamiento asintético de Ho(” (kr) y Ea;( Ho(“ (kr)) parar — o es:

2 itkr-2)
Hgl) (kr) ~ ﬂ(k?‘) e 4 ?

g(Hg”(kr)) = —kH"(kr) ~ -k - (7;") ei(k'"%'%). (5.1.12)

Sustituyendo el comportamiento asintético anterior en la Ec. 5.1.11) y
simplificando queda:

b 7 [2 (e-3) % _@:]
J(5c')——4 hn}n r e -kfe 5 rd0'.

.,
+
(=
B
—_
=
~
N’
—

=;; — lim re(*"")ﬁ{—gi—ikf} do

Asi la funcién J(x) tiende a cero, si la funcién r ( 5f ikf )

uniformemente con respecto a @ conforme r — o . Esta condicién, se conoce como

la condici6n de radiacién de Sommerfeld. Una condicién para esto es que la funcién f
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debe comportarse como H,” (kr) para valores grandes de r. Para fF=H" @r)y
of

o k H{® (kr), la condicién de radiacién de Sommerfeld se satisface conforme

r— .,

Jr [1 -ikf] = —kJr [H{" (kr) +iH" (kr)|

or
e PN

Q

Lo anterior prueba el siguiente teorema de Weber para un dominio no acotado:
Sea funa solucién \de la ecuacién de Helmholtz, cuyas derivadas parciales de primer

y segundo orden son continuas fuera y sobre la curva cerrada 6D y sea:

Jr (% - ikf) - 0. (5.1.13)

uniformemente con respecto a 6, conforme r — o, entonces la funcién f(X) en un

punto determinado ¥ localizado fuera del dominio acotado por 0D, es decir dentro del

dominio infinito, puede expresarse como:

1 =L 1| 12 (69 r))- g ey 2] a,
aD

donde r es la distancia entre el punto determinado X y la frontera, y n denota la

normal exterior a la frontera éD (en la direccidn hacia fuera del dominio no acotado).
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5.1.3 Funcién de Onda dentro de la Bahia (Regién II) 7

La siguiente ecuacién fue referenciada por Baker y Copson (1950) como la
solucién de Weber de la ecuacién de Helmholtz:

j 0 0
s&)=-2] [ 1 (%) 5 B (k)= B (k) = (f (fa))] ds (%,), (5.1.14)

que es la funcién de onda en la posicién ¥, y representa la funcién de onda f(X) en

un punto interior ¥ como una funcién de la funcién de onda J(x,) y su derivada
0
normal ™ Jf(%,) sobre la frontera, r = If - fol es la distancia entre el punto interior

X y un punto sobre la frontera ¥,. i = es el niimero imaginario v-1. La integracién
indicada se realiza a lo largo de la frontera de la cuenca recorriéndola en la direccién

opuesta al sentido de las manecillas del reloj.

De la ecuacién (5.1.14) es claro que con objeto de determinar la funcién de

onda, f, en cualquier punto interior de la cuenca (region II), se debe conocer tanto la

17 0
funcién f como su derivada —ﬁ% sobre la frontera. % = 0 en una frontera sdlida

pero en la boca su valor es desconocido. Con el objeto de determinar la funcién de la
onda f en la frontera, modificamos la Ec. (5.1.14), haciendo que el punto interior ¥
se aproxime a un punto en la funcién ¥,. Si la frontera es seccionalmente suave, se

tiene la siguiente expresi6n (ver Apéndice 1):

f(%)= —3! {f (%,) % |88 (Mg - =] - 5 (kg - 7)) % [7(%,)] } ds ('f.,)+§ /(=)
(5.1.15)

Reescribiendo la ecuacién (5.1.15) queda:
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r@=-H{re 5 [ (k- =))] - 0 (ks -] =i (fo)]} ds (%)

(5.1.16)

Para resolver la Ec. (5.1.16) para los valores de Jen la frontera en una cuenca
de forma arbitraria, se propone un método de aproximacion, la ecuacién integral es
convertida a una ecuacién matricial. Esto se obtiene dividiendo la frontera en un

nimero suficientemente largo de segmentos donde a lo largo de cada segmento, se usa

7
el valor promedio sobre el segmento de f(X,), n f&o) , HY (kr) y

o
P H{" (kr). La integral de linea de la ecuacién anterior, la cual representa la

funcién de onda f; es aproximada por una sumatoria finita de contribuciones de las
singularidades para cada segmento, donde las singularidades son los promedios antes

mencionados y son considerados que esta en el centro de cada segmento.

Escribiendo la ecuaci6n integral como sumatoria obtenemos:
_ N o ]
fx)= —5;[“"!) 5(H§" (kr,.,.)) - H (kr;) = f(x,)J As,, (5.1.17)

donde la frontera es dividida en N segmentos Yy 7; es la distancia entre los puntos Xy

X,, es definida como:

donde:

X; = es el vector posicién para un punto sobre la frontera,
X; = es el vector posici6én para un punto fuente sobre la frontera, y

As;= es la longitud del j *™ segmento sobre la frontera.
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Los segmentos de la frontera serdn numerados en sentido opuesto a las
manecillas del reloj, empezando del lado derecho de la abertura de la cuenca (ver fig.
5.4); el punto de inicio es el punto B. Lo anterior es necesario harcelo notar ya que
esta es una representacién aproximada de la frontera; la curvatura original de la
frontera es reemplazada por una frontera aproximada y compuesta de segmentos en
lfnea recta.

Ahora se escribird la Ec. (5.1.17) en forma matricial; de la forma:

X=5[G,X-GP], (5.1.18)

que puede escribirse también como:

(8 G,-1) X=5,GP (5.1.19)
donde: b, = - é y se tiene la siguiente notacién:
X= f(x), i=12,..,N |  (5.1.192)
7
(G.), =5 HP () As, (5.1.19b)
o . _
P= Zh_f ), (5.1.19c¢)
(G),; = H (kr;)As, (5.1.19d)
0 sizj
I=4, L mie, (5.1.19¢)

donde i =1,2,...Ny j=12,..N.
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P = Numero total de segmentos en la entrada de la bahia.

N = Niimero total de segmentos en la frontera de la bahia.

Fig. 5.4 Diagrama de la frontera de la bahia aproximada por segmentos
en linea recta. .
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Debe ponerse especial cuidado en la evaluacién de las matrices, principalmente

en los términos en los que i = j.

Si la matriz inversa de (b, G, -I) existe, donde I es la matriz identidad, el

vector X puede expresar como:

X = 0,G,-I)" (b,GP), (5.1.20)
donde (b, G, - I)’I es la inversa de la matriz (b, G, - I).

El vector P en la Ec. (5.1.19) involucra una derivada normal desconocida de
la funcién de onda en la entrada de la cuenca, asi como las derivadas normales de la
funcién de onda en la frontera. Estos tltimos son igual a cero, es decir, la derivada
normal de la funcién de onda f para los Segmentos i=p+1,..... N son cero. El

vector P puede ser representado de la siguiente forma:

Faf' 7 rC)—
En_(fl)
100.0]
010.0
) 001.0 iy
f (G G
= (%))
on P 00. .1 p
£=W_ 1=0=00' . =mg=;@q(mm)
on % 1 00..0 .
LG,
00..0]
z(fN) J
L 0



0  siizj

Donde U,, = é}j{ , dondei=1,2,3,... ,Nyj=1,23,..

1 sii=j
-»p- El mimero total de segmentos en los que se divide la entrada de la cuenca es
definido como p, los valores de Ci paraj = 1,2, ..., p son derivadas normales no
conocidas de la funcién de onda f en la entrada de la cuenca, y lo representamos por

el vector desconocido C .

Sustituyendo la Ec.(5.1.21) dentro de la Ec.(5.1.19) y la Ec. (5.1.20) resulta
la siguiente Ec. matricial:

(06Go-I).X = (by GUm) o C, (5.1.22)
que podemos rearreglar como:
X = (b,G,- "' b,GU,)C = MC, (5.1.23)

donde M= (b, G,- D) » byGU,, es una matriz de N x p que se puede calcular
directamente.

La ecuacidn (5.1.13) muestra que la funcién de onda sobre la frontera, f{X,), puede

expresarse como una funcién de la derivada normal desconocida de S en la entrada,

i.e.:

F@E=3M,C,, (5.1.24)

donde i =1,2,3,....N.

Si las derivadas normales de la funcién de onda C, G, G, ..... C, enla
entrada de la bahfa (las cuales hasta el momento se desconocen) se pueden obtener ,
entonces la funcién de onda f en la frontera de la bahfa puede calcularse directamente
de la Ec.(5.1.24). Una vez que se conoce la funcién de onda sobre la frontera, se
puede evaluar la funcién de onda de la Ec. (5.1.14) en el interior de la frontera

expresado en forma discreta como:
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& 0 0
()= —ﬁg[f(f,)[é;(ﬂg“ (k) }— H (k) 2| f (%,)] ] As,, (5.1.29)

donde X es un punto dentro de la bahifa, r es la distancia entre el punto dentro de la

cuenca y el punto fuente.

Con objeto de evaluar las derivadas en la entrada de la cuenca C;, C,, . . .,
C,, de l1a Ec. (5.1.24), la funcién de onda f; (fuera de la cuenca) en la entrada de la
cuenca, debe expresarse como una funcién de las derivadas normales C,, C,, . . ., Cp.
Igualando estas funciones de onda f; y f en la entrada de la cuenca, las derivadas
normales Cj, C,, . . . , C,, pueden ser evaluadas de la expresién resultante y se puede

tener la solucién completa a el problema de la respuesta.

5.1.4 Funcién de Onda fuera de la Bahia (Regién I)

La amplitud de onda 7 se expresa como un producto de la onda incidente de
amplitud 4;, la funcién de onda f{x,y) y la funcién que varia con el tiempo e’*.
Debido a que el tratamiento analitico es lineal, la amplitud de onda en la regién I
puede ser considerada como compuesta de tres partes separadas: una onda incidente,
una onda reflejada, (para la linea de costa con la entrada de la cuenca cerrada), y una
onda radiada emanando de la entrada de la cuenca. Entonces, la funcién de onda en la
regién fuera de la cuenca puede separarse como:

H=fi+f+f; (5.1.26)
donde: f = représenta a la funcién de onda incidente,

Jr = representa a la funci6n de onda reflejada, considerando la entrada de la

cuenca como cerrada,

3 = representa a la funcion de onda radiada debida a la presencia de la cuenca.

La ecuacién (5.1.26) implica que en la regién fuera de la cuenca
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M = A f; € esequivalente a 7, = 4, (;, + f. + f) €' . Esto implica que
cualquier diferencia entre las amplitudes de onda para las tres partes: 7, 7, y 7,
comparadas con la amplitud de 7, son incorporadas en constantes contenidas dentro
de las funciones de onda: f;, f; yf3.

La funcién de onda incidente f puede representarse en forma arbitraria, por
ejemplo, una onda incidente periédica con un rayo que forma un dngulo a con
respecto a el eje x (linea de costa en la figura 5.1) que puede representarse como:
fi &y) = cos (ky sen @) ™ °“* ° La funcién de onda reflejada f;, se puede
Tepresentar como f,(x,y) = f; (x,-y). Para el caso de una onda periédica incidente con
una onda de rayo perpendicular a la linea de costa (@ = 909, la funcién que

representa la variacién de x y y de la onda incidente, f; (x,y) puede ser representada
por % cos ky.

La funcién de onda f; en la Ec. (5.1.26) debe satisfacer la ecuacién de
Helmholtz:

a 2 f a 2 f
5le * é‘y21 thh =
con las condiciones de frontera:
2f, -
a) an - 0 sobre la frontera AC y BC (ver fig. 5.1)
074 7 —
b) —0,,% = ——a—f:- sobre la frontera AB (en la entrada de la cuenca)

¢) im f =f +f, , ylacondicién de radiacién (donde ¥ = x* + y?).

La condicién a) establece que la velocidad normal es cero en la linea de costa

y la condicién b) establece que la pendiente en la superficie del agua es continua en la
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entrada de la cuenca y el valor en la regién I (fuera de la bahfa) es igual en magnitud
a aquel obtenido en la entrada en la regién II (dentro de la bahifa). El signo negativo
es adaptado con objeto de seguir con la convencién de que la normal hacia afuera de

el dominio de interés es considerada como positiva.

La iltima condicién de frontera c) indica que la onda radiada en la regién I
emanando desde la entrada de la cuenca decaerd de cero en el infinito, entonces en el

infinito sélo queda la onda estacionaria resultante de la onda incidente y reflejada.

La onda reflejada f, se conoce una vez que la onda incidente J1 es especificada.
Por lo tanto para completar la evaluacién de la funcién de radiacién de onda S, el
problema principal es evaluar la funcién de radiacién J3. ya que el tratamiento
analitico es lineal, las funciones de f;, f; y f; debe satisfacer la ecuacién (5.1.26).

En adicidn, las condiciones de frontera en regién I, pueden ser simplificadas
ya que la derivada normal de la funcién de onda es cero si se consideran las fronteras

impermeables. En la  frontera CABC' (ver fig. 5.1,
17 17
3;(}', +1) =a—y(_ﬁ +£)=0, vy de aquf la condicién de frontera b) se puede

o 07 —
reemplazar por a{: = - 5’{ en la entrada de la cuenca (frontera 4B ). Entonces la

funcién de radiacién f; en la regi6n I (exterior de la cuenca), satisface la ecuacién de
Helmholtz:

o f, &%/, .
E‘%+3y—;+k2f3=0 , (5.1.26a)

con las siguientes condiciones de frontera:

a — —
7{:— =0  sobrelafrontera ACy BC (ver fig. 5.1),
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07 074 —
5—{:— = - 5% sobre la frontera AB (en la entrada de la cuenca),

© lim f,=0 y la condicién de radiacién (donde ¥ = x* + Y.

b)

Para construir una solucién para la funcién de onda radiada f; en la ecuacién
(5.1.26 a) se usan nuevamente la identidad de Green y la solucién fundamental Ho(”
(kr). La solucién fundamental Ho(” (kr) también satisface la condicién de radiacién en
el infinito, i.e. la condicién ¢) conforme kr — 0, esta tiende a cero asintSticamente.

Las condiciones de frontera son iguales sélo que ahora:

1) ~ 2 i("" %)
HY (kr) w/”(kr)e

Si la solucién fundamental es multiplicada por la funcién que depende del

tiempo e, la expresién resultante representard una onda radiada hacia afuera

satisfaciendo la condicién de frontera c) (ver secci6n 5.1.1).

. 2 i r—m—i
HY (k) e /_” =

La funcién de onda radiada f; en el exterior de la cuenca (Regi6n I), puede ser
expresada usando la férmula de Weber de una forma similar como la ecuacién

(5.1.14) fue usada para la funcién de onda en la parte interior de la cuenca,
)L =19 (g () g i ] -
H(E)=-7 I [ 1(%) 2 (B (k) =HSY (kr)—~( £,(%,) | ds (%),

donde X, es el punto fuente (xy, 0) a lo largo del eje x, X es el punto en el campo

(x,y) en el exterior de la cuenca y r es la distancia entre el punto en el campo y el

punto fuente i.e. r = \/ (x — x,)* + y* (ver figura 5.1)
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Con objeto de encontrar la funcién de onda radiada f; sobre el eje x, el punto
campo (x,y), se puede aproximar al eje x a el punto (x;, 0). (Esta aproximacién es la

misma que dentro de la cuenca, regi6n II), por lo que se obtiene la siguiente ecuacién

[ ¥ 1
A(xi,0)=——;-ILf3(xo,0)— By ()~ H () - (£, (30, 0) [di (5,0). - 5.1.27)

o _
El término ™ [Hi’(kr)] en la integral se puede expandir, para
O ar . . , _
quedar —kH;" (kr)- an Sin embargo, debido a que el punto en el campo X (x,0)

o
y el punto de origen ¥, (x,,0), estdn sobre el eje x, el término -0,,—; es igual a cero.

Por consiguiente, el primer término dentro de la integral de la Ec. (5.1.27) es igual a
f;

cero por lo que puede ser eliminado. En el segundo término, (xo,O) la derivada

normal de la funcién de radiacién de onda f;, es igual é. cero en todos los puntos
excepto a través de la entrada de la cuenca. El elemento ds(xy, 0) se convierte a dx, ,
por que la integracién se lleva a cabo a lo largo del eje x. Asi que la ecuacién

(5.1.27) se simplifica como:

,(x,0) = ﬂ HO (kr) —;—n[ £ (%,0)1dx, . (5.1.28)

Usando la condicién de frontera b) en la ecuacién (5.1.26) y la ecuacién

(5.1.28) puede ser reescrita como:

£.(x,0) = _%i HY (kr) % [ 1,(%,0)] dx,. (5.1.28 a)
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La Ec. (5.1.28 a) muestra que la funcién onda radiada J3 en la entrada de la
cuenca se puede expresar como una funcién de la derivada normal atin desconocida de

la funcién de onda en la entrada de la cuenca calculada para el interior de la cuenca

7z
regién II, es decir en términos de o Sy (x,,0) .

La ecuacién (5.1.28) se puede expresar como una sumatoria similar a la

ecuacion seccién anterior:

i
-fS (xi ao) = —5 12117” C] ’ (5.1.29)

donde la matriz H; = 7Y (kry) As; , es una matriz de p x p, ry es la distancia
Ix, - x,l en donde x;, X; son los puntos medios del i**™ y ™ segmentos de la

entrada de la cuenca respectivamente. El término Cien la Ec. (5.1.19) es la derivada

normal de la funcién de onda fen el j**™ segmento de 1a entrada de la cuenca, As; es

la longitud del j“imo segmento en la entrada de la cuenca, y p es el mimero total de

segmentos en que ha sido dividida la entrada de la cuenca.
Por que la funcién de onda incidente mas la funcién de onda reflejada en la

entrada de la cuenca, f; + f; , es una constante; sustituyendo la Ec. (5.1.29) en la Ec.

(5.1.26) 1a funcién de onda f; en la entrada de la cuenca puede representarse como :
— i i
Hi(R) =1+ (- Y) pA IH” C ., (5.1.30)

dondei =1,2, ....... p. El primer término del lado derecho de la Ec. (5.1.30)
representa la onda incidente mas la onda reflejada, si la entrada esta cerrada, que por



32

conveniencia se escoge como la unidad; el segundo término representa las

contribuciones de 1a onda radiada a el total del sistema de onda.

5.1.5 Igualando la solucién de cada regién en la entrada de la Bahia

La ecuacién (5.1.24) muestra que para la solucién dentro de la cuenca, la
funcién de onda en la frontera se puede expresar en términos de las derivadas
normales de la funcién de onda f en la entrada de la cuenca C;. La ecuacién
correspondiente en la regién I, Ec.(5.1.30), muestra que la funcién de onda en la
entrada de la cuenca pueda también ser expresada como una funcién de C;. Como la
superficie del agua debe ser continua a la entrada, las funciones de onda para las dos
regiones (interior y exterior) deben ser iguales en la entrada, es decir, f; = f. Asf que
igualando las dos soluciones a la entrada de la cuenca, uno es capaz de determinar la

funcién desconocida C,. Esto se hace de la siguiente forma:

Se toman las primeras np ecuaciones de la Ec. (5.1.24) para la funcién de

onda fen la entrada de la cuenca:

f@E)= XM, C=Mp-C (5.1.31)

enlacualelindicei =1,2,....... » P (p es el nimero de segmentos en el que se
dividi6 la entrada de la cuenca). La matriz M, en la Ec. (5.1.31) es una matriz de p x

P elementos obtenida de las primeras p columnas de la matriz M.
Igualando las ecuaciones (5.1.30) y (5.1.31), es decir, 5 (%) = f(%), para

i= L2,....... P se obtiene la siguiente ecuacién matricial:
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M,C=1+b,HC, | (5.1.32a)

C=M,-byH)" o1, | (5.1.32 b)

donde M, y H son cada una, matrices de p x p, M, - by H)" es la inversa de la
matriz (M, - by H), el término b, es igual a —% y 1 es el vector con cada p

elemento igual a la unidad. Por lo tanto, el valor de la derivada normal pata la
funcién de onda en la entrada de la cuenca para cada uno de los np segmentos, C se
obtiene de la Ec. (5.1.32 b).

Con las derivadas normales de la funcién de onda fen la entrada de la cuenca
obtenidas por el procedimiento de igualacién, la funcién de onda sobre la frontera se
puede ahora calcular de la Ec. (5.1.24) y la funcién de onda en cualquier posicién

dentro de la cuenca puede ser determinada por 1la siguiente ecuacién:

ral

[ 5 1 3
f(® = 7;:1[ S(5) | 37y CBS? ) |~ HY Ghr) 3;[ 1) } As, (5.1.33)

0 por una expresién equivalente:

T AN or | Y, 1
@) =G 2| )| kB Ur) ST | = B (kr) 51/ (5] |45,

R 1 . ar &
== Z f(x) —kHl()(kr):a—n ASJ—Z HY (kryeC,e A5y,
j=1 j=1 ‘

(5.1.34)
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donde %, es el punto medio del j**™ segmento de la frontera, ¥ es la posicién del
punto interior y r es la distancia entre ¥, y ¥, es decir r = !:?j - "I Es necesario

hacer notar que la Ec. (5.1.33) es escrita en la forma de la Ec. (5.1.34) por que la

derivada normal de la funcién de onda en la frontera es cero excepto en la entrada.

5.2 ANALISIS NUMERICO

En este andlisis se evalian los elementos de las matrices definidas en las Ecs.
(5.1.18) y (5.1.29), asf como el método numérico para resolver la funcién fenla

regi6n II y el procedimiento de igualacién.

5.2.1 Regi6n IT: Evaluacién de matrices definidas en la ecuacién (5.1.18)

a) Elementos fuera de la diagonal de la matriz G,

La notacién ¥, (x,,y, ) es usada para i = 1,2, ....N, que se refiere a puntos
interiores y la notacién X, (x,y,)paraj = 1,2, ....N, es usada para puntos fuente.

Los elementos de (G,); parai #j se evaldan de la siguiente forma:

o | or,;
(Gy)y = 5= [H (kx| As, =~k B (kr, )5 As, (5.2.1)

en donde r; =J (x,—x,)" +(¥,-y;)* es la distancia entre los puntos medios de los

segmentos i**™ y ™ de Ia frontera. La funcién de Hankel de orden uno y grado
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)

uno, H;"™" (kry) en la Ec. (5.2.1) puede expresarse en términos de las funciones de

Bessel de orden 1:

HY kry =17, kr) +i¥, (kny). (5.2.2)
L
El término on en la Ec. (5.2.1) puede evaluarse como :
or, or,; (éx or,; (o
(aj) =a”(a)+a”(y) (5.2.3)
n ) X, n), y\ nJ
: . . : . [éx
la diferenciacién es con respecto a la direccién normal hacia afuera n, i.e. (a"_n) y

J

o
(a—z-) pueden ser modificadas por diferenciacién con respecto a la direccién
i

' o
tangencial a lo largo de la frontera, 75 De acuerdo con la definicién de la figura

5.5, la ecuaci6n (5.2.3) puede reescribirse como:

(ﬁ "'") _ o (5}’) _ oy (51:) . (5.2.4)
on ox, a"sj 2y, o"sj

j

ar. or,

iJ J
PR 3y podemos

J J

De la definicién de 7y, y calculando las derivadas

reescribir la Ec. (5.2.4) como:

or x—-x -Yy; |
(_'f) __ % ,(a"y) + 2 y,(é’x) (5.2.5)
on ; L, \ds ; L, \9ds ;
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y
0
£=cos6, S 01

= senb, = sen (90°+0,) = cosO, 0

= cos8, = cos (90°+0, ) = —send,

QD

X

h)

Fig. 5.5 Cambio de derivadas de la normal a direccién tangencial.
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ox
Entendiendo los términos (Z_z) y (E;) en forma de diferencias, la Ec.
i

j
(5.2.5) se tiene como:

(ﬁ) g_x,—x,(Ay) + )’,-—)’,(Ax)
j j j

on L, \As L \As

b) Elementos de la diagonal de la matriz G,

Los elementos de la diagonal de la matriz G, corresponden a la condicién de

coincidencia entre un punto particular en la cuenca y un punto fuente.

Debido a la singularidad de la funcién de Hankel HI(” (kr) conforme kr— 0,

se debe poner especial atencién al evaluar estos elementos de la diagonal.

La funcién de Bessel, Y; (x) en la Ec. (5.2.2) se puede expresar como una

1
l+(l+—) 3
Y(x)= —f;[(logg— + y) Jy(x) - %—£+ ZiE ,  (5.2.6)

serie:

4 2 2321

donde y = 0.577216 (constante de Euler ) ¥ J;(x) es una funcién de Bessel de orden
1.
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La parte real de la funcién de Hankel es H,” (k) 1a cual es ~ -kzl cuando kr

empieza a ser muy pequeiio J; (,#)—0 cuando & —0. De (5.2.6), cuando kr— 0, la

funcién Y; (kr) puede aproximarse como:

2( 1
K(kr)z—-;(;} para kr—0. (5.2.7)

Entonces los elementos de la diagonal de la matriz G, pueden evaluarse en el
limite conforme r tienda a cero (Ec. (5.2.1) para i=j).

. or . ‘ or
(G = Jlim ("‘ H (’”)EJAS: = lim ~k[J, (k) +1 £ ()] S- A

[ or]

—0+i > Ag|tim 2|, (5.2.8)
w r-0 r

or

074
El paso mds importante aquf es evaluar el término lin}) _Tn_ en la Ec. (5.2.8),

donde (x;, y,) son las coordenadas del punto medio del jouime segmento en la frontera,

o
por lo tanto 3’% se puede expresar en forma similar a la Ec. (5.2.4):

ﬁ__a‘z_ﬁ_x*_.ﬁr oy _x—x,(ﬁy)_'_y—y,( a“x)
on dxdn Sy dn r \Os r ds)

(5.2.9)
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o
Los términos (x -x;) , (¥ - y), — EZ en la Ec. (5.2.9) se pueden

expandir en series de Taylor en la vecindad de (x,, yJ):

2 3
~(x,) As+(x,) '(AZL[)+ (x,,.) %j)— + ... (3.2.10)

ox s
asz(xx)i-*-( )iAs+(u:)l 21 + (5.2.11)

Donde el subindice s se refiere a la diferenciacién con respecto de s (el indice i
significa que los valores de interés son evaluados en el punto medio del i*™

o
segmento). Las expansiones (y - y;) y ay pueden ser hechas exactamente de la

misma forma cambiando x por y en las ecuaciones (5.2.10) y (5.2.11).
or

Ast el término lim 9™ 4e 1a Ee. (5.2.9) se puede evaluar usando la definicién
r- r

de r. Las Ecs. (5.2.9), (5.2.10) y (5.2.11) quedan como:

or 5r
on_am_1( oy ox
rlgl}: r Alcl—vo ror ((x %) os ' (y—y,.)( 5sD

( AS)2

() + (v.) s+ )((x ) As + (x,,), ) ~( )+ (x.), As... )((y.), As +(y,) 5

( A-’)2

)

( A-')2

(As) ]’

2
((x,), As+(x,, ) ) ((y,), As+(y,, ) ——

(3.2.12)

El numerador de 1a ecuacién (5.2. 12) puede ser reescrito como:



As)2

2!

(Xee Vs + X, Vee )i + o(A s’) donde o(As*) son términos de orden (A s5)°.

El denominador de la Ec. (5.2.12) puede ser arreglado como:

@’ + 37 ) (As) + o(As?), esta expresi6n puede simplificarse mas hasta

convertirse como: (As)’ + o(As®) esto viene de la Fig. 5.5 ya que el término

xz, + y’, es igual a uno.

Entonces, despreciando los términos de mayor orden en la Ec. (5.2.12), esta

expresion puede aproximarse a:

or

a _x“ '+xl 28
fim 27 o &Fa Vit % 2) (5.2.13)
As—>0 2

Por Io tanto los elementos de la diagonal de la matriz G, pueden encontrarse
de la Ec. (5.2.8) y la aproximacién descrita en (5.2.13):

(Gn)ii = (x:yn —x.n.y :)i Asl

i
r (5.2.14)
En la ecuacién anterior la primera y segunda derivada de Xss Ys» Xss ¥ Vss  SON

evaluados en el punto medio del i**™ segmento de la frontera.

Para una frontera que originalmente se compone de lineas rectas, los valores
de x; y,. y x.J, en la Ec. anterior son igual a cero, por que las segundas derivadas
Xss ¥ Y5 Son cero, por lo tanto los elementos de la diagonal de la matriz G, son

iguales a cero. Para una frontera curveada que ha sido aproximada por segmentos
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rectos, la expresién de la primera y segunda derivada x, y x,, puede ser escrita en

forma diferencial como:

Ax el T

_ X _ i+3 i-7

= As T As (5.2.152)
6 Xy % X — X,

o Asi+l + A.s; + Asi—l [ASHI + Asg AS} + Asi_]:| (5°2'15b)

1

donde x; es la coordenada de el punto medio del i*™ segmento de la frontera, x
73

es la coordenada x de el principio del i**™ segmento de la frontera yx ,esla

+1
2

coordenada x de el final del "™ segmento de la frontera; As,_,, As; y As,,, son las

longitudes del (i-1)*™, j*im y (i+1)*™ segmentos de la frontera. Las derivadas

Ys» Yss pueden calcularse de la misma forma tnicamente cambiando x por y en la Ecs.
5.2.15ayhb.

¢) Elementos fuera de la diagonal de la matriz G

Los elementos de (G);; para i =j se pueden evaluar como:
Gy = HY Gn)As,= 1, (r)+i%, G )| As, . (5.2.16)

Para un valor dado de &7y, en la Ec. (5.2.16), las funciones Jotkry) y Yo(kry)

son funciones conocidas.
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d) Elementos de la diagonal de la matriz G

Los elementos de la diagonal de la matriz G, corresponden a los casos en que

i =jenlaEc. (5.2.16) de la misma forma, debido al comportamiento singular de la
funcién Y(kr), se debe poner especial atencién al evaluar los elementos de la
diagonal. Usando la férmula asintética de Jy(kr) y Yo(kr) conforme el argumento kr se

aproxima a cero, se obtiene la expresién :

kr

2
Jotkr) =1 'y Yykr) = . (log 2 +y) . Por lo tanto, conforme kr — 0, la funcién

de Hankel H," (kr) puede expresarse como:

| [2( &
How (kr) = Jo(kr) + i Yy(kr) ~ 1 +i'_; (log?r + 7) Para kr — 0.

donde v es la constante de Euler.

Usando la férmula asintdtica para la funcion de Hankel How (kr), los
elementos de la diagonal de la matriz G se pueden evaluar haciendo la siguiente
integracién para determinar valor promedio de esta funcién sobre la longitud del

segmento de interés:

= [1+i%[log(k 4As")—l+7HAs,. (5.2.17)
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dondei = 1,2, ....,N.

5.2.2 Regién II: Método de solucién de la Funcién de Onda f

En la seccién anterior se discutié los métodos para evaluar los elementos de las
matrices G y Gn, el siguiente paso es evaluar la matriz M como se definié en la Ec.
(5.1.23), con objeto de evaluar la variacién de la funcidén de onda fa lo largo de la
frontera de 1a cuenca. Como se muestra en la Ec. (5.1.24) la funcién de onda falo
largo de la frontera de la cuenca se puede expresar como una funcién de la derivada

normal de la funcién de onda fen la entrada de la cuenca, es decir, C;, C,, ..., G

f(x) = gMu G,

donde M; es una matriz de N x p la cual es Ia solucién de Ia siguiente ecuacién
matricial, que una vez rearreglada de aquella mostrada en la Ec.(5.1.23) queda como:

(boG, - 1) M = b,GU,, . (5.2.18)

La matriz (5,G, - I) es una matriz de N x N, sus elementos pueden
determinarse como se describié en la subseccién 5.2.1. El lado derecho de la Ec.(
5.2.18), la matriz b,GU,,, es una matriz de N x P, donde U,, es definida por la Ec.
(5.1.21).



5.2.3 Regi6n I: Evaluacién de la matriz H definida por la ecuacidn (5.1.29)

La matriz H definida en la Ec. (5.1.29) se puede evaluar igual que la matriz
G. La matriz H serd llamada la matriz de radiacién por que es la parte principal de
la funcién de onda radiada f;(¥) descrita en la ecuacién (5.1.29), esta es una matriz

de p x p y sus elementos fuera de la diagonal pueden ser evaluados en una forma
similar a la mostrada en la Ec. (5.2.16):

H)y=H () As, =1, ) +i Y, (kr, )] As, (5.2.19)
parai #jdondei, j = 1,2, ..., p.

Los elementos de la diagonal se pueden evaluar de manera similar a la Ec.

(5.2.17).

2 kA
(H),, =[1+i;(log( 4s') -1+ }')]As, parai =1, ...,p. (5.2.20)

5.2.4 Entrada de la Bahfa: Procedimiento de igualacién

Después de resolver la Ec. (5.2.18) para la matriz M de N x Dy evaluar los
elementos de 1a matriz H sefialado en la seccién 5.2.3, el siguiente paso es igualar las
dos soluciones de la regién I y Ia regién II en la entrada de Ia cuenca. La Ec. (5.1.32)
es el resultado de este procedimiento de igualacién. A continuacién se describe como
se obtiene el vector C (derivada normal de la funcién de onda en la entrada de la

cuenca). La Ec. (5.1.32) se puede reescribir como:

(M, - bH) C = 1 (5.2.21)
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donde M, es una matriz de p x p. Para resolver (5.2.21) para el vector C, se invierte
la matriz compleja, que en este caso es de tamafio P xpy lasolucién C es un vector

depx 1.

Una vez que seevalué C, el procedimiento para determinar las cantidades
de interés tales como la respuesta de la cuenca, la distribucién de amplitudes, etc.

se describen en la seccién 6.

5.3 Discretizacién de la Bahia de Todos Santos

Se digitaliz6 la Bahfa de Todos Santos para realizar su poligonal, haciéndose
algunas aproximaciones como son: cerrar la entrada sur de la bahia, la entrada del
puerto y la entrada del Estero de Punta Banda. Esta aproximaciones se deben a que
los forzamientos son principalmente por esa entrada, por las dimensiones de las otra
cuencas (estero de Punta Banda rada portuaria), no juegan un papel importante (ver
figura 5.6). Por ser requerimiento del modelo se dividi6 la bahfa en nimero
determinado de segmentos, en algunos casos 43 divisiones, de los cuales 4 segmentos
corresponden a la entrada de la bahfa (np), otros fueron 45 segmentos de los que 6
son los puntos correspondientes a la misma entrada (np) y otro con 47 segmentos de
los cuales 8 divisiones son de la entrada de 1a bahia (np). Todo lo anterior se realiz6

con el objetivo de observar el comportamiento de la bahfa a diferentes forzamientos.

Se corri6 el modelo variando las longitudes de onda A (de 1 hasta 100 km), asf
como tambi€n se vari6 la profundidad (50 y 100 m); se us6 la poligonal de la Bahfa
de Todos Santos para obtener numéricamente los valores de la funcién de onda en

dichas longitudes, asi como sus amplificaciones para diferentes puntos.
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0 ] 4 ol
Islas de
Todos Santos
-2
-4
-6
—~ -8—
£ Punta
~ anda
> A0+
-12-
-144
-16-
Estero de Punta
-18- Banda
I | [
2 0 2

Figura 5.6 Poligonal usada en el modelo sobrepuesta en la Bahia de Todos Santos y sus

segmentos.
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Como fue mencionado en el Capitulo 5, usando la teorfa para una cuenca de
forma arbitraria, la frontera de la cuenca debe ser dividida en un ndmero
suficientemente grande de segmentos. Suficiente significa que los resultados al usar la
teoria aproximada debe ser similar a la solucién analitica dentro de cierto limite.
Conforme el nimero de segmentos se incrementa, la precisién de la teorfa de la
aproximacién comparada con la solucién exacta mejorard, sin embargo esto implica
mayor espacio de almacenamiento y mayor nimero de cilculos y por tanto de tiempo
de cémputo.

Se deben de tener las siguientes consideraciones para determinar la longitud de
el segmento, cuando la frontera es dividida y reemplazada por segmentos estos deben
ser una buena aproximacién de la frontera, y la longitud de cada segmento 4s, debe
ser pequefia con la longitud de onda A, esto nos asegurard una representacin

adecuada de la onda, un pardmetro iitil de considera es el producto k A4s.

Se utiliz6 el equipo de computo que se tiene en el Departamento de
Oceanografia Fisica del 11O (Computadoras personales), modelos 486 DX y Pentium.
El modelo est4 escrito en lenguaje Fortran, las gréficas se hicieron usando librerfas de
andlisis de datos y graficado de Matlab (MathWorks), Surfer (Golden Software) y
Corel Draw (Corel Corporation).
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6. PRESENTACION Y DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 CONFIRMACION DEL ANALISIS NUMERICO

El andlisis tedrico para una cuenca de forma arbitraria se present6 en el
Capitulo 5. Sin embargo antes de obtener las oscilaciones inducidas por ondas en una
cuenca de forma real, es necesario confirmar que el método presentado y la
aproximacién numérica correspondiente son correctos. Por lo que la solucién
aproximada obtenida se compara con la solucién exacta de la ecuacién de Helmholtz

para dos cuencas de geometria sencilla (circular y rectangular).

Dos tipos de pruebas se hicieron para confirmar el anglisis numérico. En la
primera prueba, se compara la solucién numérica para dos tipos de cuencas de
geometria sencilla con fronteras cerradas. Aunque esta situacién no corresponde al
problema de oscilaciones inducidas en cuencas, ya que las condiciones de frontera
impuestas en esta prueba (ver pasos 2 y 3) no son las condiciones de frontera
prescritas para el problema de oscilaciones en cuencas (ver Sec. 5.1). Mas bien, en
esta prueba se pretenden como un ejercicio matemitico en el sentido de confirmar
analiticamente el método aproximado que serd usado en resolver el problema de

obtener las oscilaciones de onda inducidas en una cuenca de forma arbitraria.

La segunda prueba simula las condiciones usadas en la teorfa para cuencas de
forma arbitraria pero para una cuenca de forma circular con una pequefia entrada
(20). Para esta geometria, las coordenadas dentro de la cuenca son separables y se
puede usar un método diferente al usado en la regién II. El andlisis tedrico para esta

cuenca basado en esta aproximacién se presenta en el Apéndice 2.



49

6.1.1 PRUEBA 1.

El procedimiento para probar el programa se resume en los siguientes pasos:

1) Se obtiene la solucién tedrica de la funcién de onda que satisface la ecuacién de

Helmholtz ¥ f+i S =0, en el dominio de interés.

2) Basado en la solucién tedrica, son calculados el valor de Ia funcién de onda, f en
la frontera de el dominio, su derivada normal df/on en la frontera de el dominio y el
valor de fen cualquier posicién dentro de el dominio (debe denotarse que las fronteras

pudieran no ser sélidas)

3) La frontera de el dominio es dividida en N segmentos, el promedio de el valor

tedrico de f'y 6f7on en cada segmento son calculados.

4) Los valores tedricos promediados de la derivada normal 0f10n para cada segmento
en la frontera son usados para calcular el valor de S para cada segmento
correspondiente por el método descrito en la Subseccién 5.2.2. Una prueba de este
método aproximado es la comparacién de este valor calculado con el valor tedrico de f
en la frontera de el dominio. Cualquier diferencia entre los dos resultados puede
atribuirse a la aproximacién de convertir la ecuacién integral (Ec. 5.5.16) a la
ecuacién matricial Ec. (5.5.18).

5) El valor calculado de f (paso 4) y el valor tedrico de &f7on en la frontera de el
dominio son usados para calcular el valor de JS en varios puntos dentro de el dominio
usando Ec. (5.1.34). Los valores de J asf obtenidos, son comparados con los valores

tedricos. La diferencia es el error acumulado de el paso 4 mas el error debido a usar
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Ec. (5.1.34), la cual ha sido usada como una aproximacion a la solucién exacta Ec.
(5.1.14).

6) Los valores teéricos de f y 9f/on en la frontera de el dominio son usados para
calcular el valor de f dentro de la cuenca y usan la Ec. (5.1.34). Los valores de f asf
obtenidos son comparados con los valores tedricos. La diferencia es unicamente

debida al uso de la Ec. (5.1.34) la cual aproxima la soluci6n exacta, Ec. (5.1.14).

6.1.1.1 Cuenca Circular

La forma de la cuenca es definida en la Fig. 6.1. La ecuacién de Helmholtz en
coordenadas polares queda como:

2
%%(ri—{)+;1;%0fz+sz=o (6.1.1)
cuya solucidn particular es:
S(r,0)=J,(kr)cosé.
Suponiendo que la frontera de el dominio se encuentra en r = a, entonces el
valor de f'y 0f/on sobre la frontera se expresan como:
f(a,0)=J (ka)cosé (6.1.2)

2f oy oS _[ 1 ]
o”n(a’e)_ﬁr(a’g)— kJo(ka)—aJ,(ka) cosd. (6.1.3)

La frontera es dividida en varios segmentos, en cada uno de ellos el valor

tedrico de las funéiones f(a,6)y 3f/0n (a,6) seevalda de la forma siguiente:

J(ka) 6.1 sen6 | — senf |

2\ _ 1 2 _ i+5 l-;

(7), =52 — I cos8do = k)
i+'2- i—; ,_% i+5 i—‘z’
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Figura 6.1 Cuencas cerradas circular y cuadrada.
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1 0,
a_f‘) Fka) = g k)
= cos@ do

[a" n 0 -6,

4 i+ i-=

2 2 =2

sen@ | — senf

r i ] i+5 i—;
=| Ko (ka) = —J,(ka) = (6.1.5)
2 2

donde ( f) of son los valores tedricos promedio sobre la frontera de el dominio
iy Jn
i

de 'y f0n para el i'*"™ segmento, (a, 6 , ) son las coordenadas de el principio de

i-—

el i'*™ segmento, Y (@, 6 , ) son las coordenadas de el final de el i'*™ segmento

1
*32

de la frontera.

o
En el paso 4, el valor de (5—1':] » presentado en la Ec. (6.1.5) para cada

segmento es usado para calcular el valor de Jen cada segmento en la frontera por el

método aproximado de la Sec. 5.1.2. Estos valores calculados los denotaremos como
(7)

aproximado es correcto.

. El valor de ( f )a}m y ( f ) deberdn de ser muy cercanos si el método

aprox.

Después de que los valores de Jen los puntos interiores se calcularon, el valor

de fen cualquier punto interior se calculan usando la Ec., (5.1.34) (paso 5).

Los resultados de el paso 6 se obtienen usando el valor tedrico de f'y 3flon en
la frontera Ecs. (6.1.4) y (6.1.5) para calcular el valor de S en el punto interior

aplicando la Ec. (5.1.34). La diferencia entre los valores tedricos y los aproximados,
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es unicamente debido a el uso de la Ec. (5.1.34) 1a cual aproxima la solucién exacta
de Ec. (5.1.14).

Debe notarse que el paso 6 aplicado a un dominio dado no corresponde a un
problema de valores a la frontera realistico matemdticamente, simplemente porque el
valor de f'y &f76n en la frontera no se dan por adelantado, normalmente uno o el otro
son dados. Sin embargo da una indicacién de que tan buena es la aproximacién de Ec.
(5.1.34) si se proveen valores adecuados de Sy &flon. El paso 5 corresponde a un
problema matemitico realistico de valores en la frontera y de hecho es b4sicamente el
procedimiento usado para resolver el problema de resonancia, es decir: dado un valor
particular de df/on en la frontera, calcular el valor de JSen la frontera y finalmente

calcular el valor de fen cualquier punto interior (7, §).

Es de esperarse que si el nimero de segmentos en el cual la frontera de el
dominio es dividida se incrementa, los resultados de el método aproximado estardn
mejor de acuerdo con los resultados tedricos. La aproximacién de la cuenca para
diferente nimero de segmentos N = 9 y 36 (cada segmento corresponde a 40° y 10°
de el dngulo central respectivamente) es presentada en la Fig. 6.2. Comparando los
resultados de la aproximacién numérica con los tedricos para los diferentes pasos (ver
Fig. 6.3), conforme se incrementa el nimero de segmentos, los resultados de el

método aproximado mejoran notablemente.



Figura 6.2 Aproximacién de una cuenca circular con diferente nimero de segmentos
en la frontera.
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Paso 4, n=9

Paso 4, ns=36

-0.15}

segmentos

0.04}
0.02f
0.03}
0.02} \ 001}
001}
o o 0
o-
001} 201}
.02}
0.02
0.0}
0.04 0.03
0.025 0.025
0.02} 0.02
0.015} 0.015
0.01} 0.01}
0.005} 0.005}
8 0 0
0,005} 0.005
001} 001}
0015} 0,015}
0.02} 002}
0.025 0.025
0 10 0

Figura 6.3 Comparacién entre la solucién analitica (0) y numérica (*) para

diferente nimero de discretizaciones.
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6.1.1.2 Cuenca Rectangular

La forma de la cuenca es definida en la Fig. 6.1. Una solucién particular

simple de la funcién f que satisface la Ec. de Helmholtz, puede escogerse como:

2
f(x,y)=cos(%x) cosh( (%) - k’y] ( para k<%) (6.1.6)

2
f(x,y)=cos(%x)cos( kz—(%) y] (para k >2”—b) 6.1.7

La derivada normal hacia afuera de la funcién S en la frontera de el dominio

puede ser evaluada de la siguiente manera:

Z_f:%’ para y = 0, -b< x <0,
Z_ﬁ=_z_§, para y = - b, b< x <0,
Z—£=§)f; para x =0, by <0,
Z—f:—%ﬁ—, para x = -b, by <O

Se siguen los mismos pasos que para la cuenca circular. La frontera de la
cuenca cuadrada es dividida en 20 y 40 segmentos de igual tamario (ver Fig. 6.4). El
valor tedrico de f en cualquier punto (x,y) puede evaluarse de la Ec. (6.1.6) o Ec.

(6.1.7) una vei que el valor de el nimero de onda k sea fijado.

De la misma forma que para la cuenca circular, la Fig. 6.5 presenta los
resultados de la aproximacién numérica con los tedricos para los diferentes pasos.
Conforme se incrementa el nimero de segmentos, los resultados de el método

aproximado se aproximan mas a los tedricos.
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Figura 6.4 Aproximacién de una cuenca cuadrada con diferente nimero de segmentos
en la frontera.



Paso 4, n=20 Paso 4, n= 40

Paso 5, n=20

0.4 0.4
0

Figura 6.5 Comparacién entre la solucién analitica (0) y numérica (*) para diferente
mimero de discretizaciones.
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6.1.2 PRUEBA 2.

En esta seccién se comparan los resultados obtenidos en la teoria para cuencas
de forma circular desarrollada en el Apéndice 2 con la teoria desarrollada en el
Capitulo 5. Como se mencioné al principio de este Capitulo, en esta prueba se
simulan las condiciones usadas en la teorfa para cuencas de forma arbitraria pero para
una cuenca de forma circular. Se usa esta cuenca en particular ya que las coordenadas
dentro de la cuenca son separables y se puede obtener un método diferente para

obtener la solucién en la regién II (ver Apéndice 2).

Con objeto de verificar las dos teorfas, se presenta la funcién de onda /> dentro
de la cuenca para diferentes valores de la longitud de la onda incidente y
aproximaciones de la cuenca circular. Es importante aclarar que conforme se
incrementa el ancho de la entrada de la cuenca, la diferencia entre la longitud de arco
y el ancho de la entrada se incrementa, por lo que la teorifa para la cuenca circular
pudiera ser no satisfactoria. Para reducir este problema al minimo, se escogi6 un

dngulo pequefio ( 26, = 20°) de apertura.

La Fig. 6.6 muestra la funcién de onda f; dentro de la cuenca circular de radio
a = 100 m para una longitud de onda incidente A = 100 m. Este resultado se obtuvo
usando la teorfa expuesta en el Apéndice 2. Las Fig. 6.7 y 6.8 muestran los resultados
pero ahora usando la teoria para cuencas de/ forma arbitraria para diferentes
discretizaciones np = 36, np =2 ynp = 18, np = 1 respectivamente. Las marcas en
la figura indican los puntos interiores donde fue evaluada la funcién de onda J2.. Los
resultados son muy similares lo cual confirma el anilisis numérico, la estructura es
précticamente la misma, hay una mejor comparacién, como era de esperarse, cuando

se tiene una mejor aproximacién de la cuenca.
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f2(r,theta)
100 o 5_ﬂ 75

80

60
40

-80

-100
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Figura 6.6 Solucion analitica de la funcién de onda f, para una longitud de onda
incidente A=100 m, dentro de una cuenca circular con 20° de apertura y un radio=100 m.
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-100 -50 0 50 100

Figura 6.7 Cuenca circular con 20° de apertura y usando una longitud de onda

incidente A = 100 m usando la teorfa de cuencas de forma arbitraria con 36 segmentos
en la frontera (n=36, n=2).
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Figura 6.8 Cuenca circular con 20° de apertura, usando una longitud de
onda incidente A = 100 m y utilizando la teorfa de cuencas de forma
arbitraria con 18 segmentos en la frontera (n = 18, n =1),
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Se hizo este mismo ejercicio para otra longitud de onda A = 75m. La Fig.
6.9 muestra los resultados de la teorfa expuesta en el Apéndice 2. Las Figs. 6.10 y
6.11 corresponden a la teorfa para cuencas de forma arbitraria pero para diferentes
discretizaciones. Los resultados son muy similares, hay una buena aproximacién
aunque se comparan mejor para la longitud de onda mas grande. Lo anterior se debe a
las sighientes consideraciones:
1. Cuando la frontera es dividida y reemplazada por segmentos, estos deben de ser
una buena aproximacién de la frontera.
2. Lalongitud de cada segmento 4s, debe ser pequefia comparada con la longitud

de onda 4, esto asegura una representacién adecuada de la onda.

6.2 RESPUESTA DE LA BAHIA A ONDAS INCIDENTES
Y DISCUSION DE RESULTADOS

Para confirmar el andlisis numérico se realizaron diferentes pruebas en la
subseccién anterior, con cuencas cerradas de forma sencilla (circular y rectangular)
donde se conoce la solucién analitica. También se confirmé el andlisis con una cuenca
circular con una apertura pequefia. En las dos pruebas los resultados son similares lo
cual da la seguridad de usar el modelo en cuencas de forma mas realista (ver Figs.
6.126.11) |

Se graficaron los contornos con 4 segmentos en la entrada de la bahia, primero
se consideré una profundidad de 100 metros y después con 50 m, se vié que la
funcién de onda en esas profundidades son semejantes para todas las ondas incidentes.

El tinico cambio es en los valores de el periodo de la onda y su velocidad de fase; esto

se debe a la relacién de dispersién ¢ = ,/g k tanh (k h).
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2(r,theta)

-100 -50 0 50 100
X

Figura 6.9 Solucién analitica de Ia funcién de onda f, para una longitud de onda
incidente A=75 m, dentro de una cuenca circular con 20° de apertura y
radio=100 m.
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Figura 6.10 Solucién numérica de la funcién de onda f, para una longitud de onda
incidente A = 75 m dentro de una cuenca circular con 20° de apertura np=2 y n=36.
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Figura 6.11 Solucién numérica de la funcién de onda f, para una longitud de onda
incidente A = 75 m dentro de una cuenca circular con 20° de apertura np=1yn=18.
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Debido a que la profundidad promedio de la Bahfa de Todos Santos es de 50
m, se describirdn los resultados obtenidos cuando se corrié el modelo a esa
profundidad; por lo que se presentan las gréficas m4s representativas (ver figuras 6.12
a 6.18).

Se estudio la respuesta de la B.T.S. para oscilaciones con longitud de onda
desde 100m hasta 100 km, con periodos de 4.5 s a 75 min respectivamente. Esto

incluye una gran variedad de forzamientos que hay en la bahfa.

El comportamiento de la bahfa con diferente nimero de segmentos en la
entrada (np=6 y 8), las mismas longitudes de onda y la misma profundidades (50 y
100 m), se observa una semejanza en la funcién de onda J, esto nos da confianza en

los resultados y en la estabilidad del modelo y su algoritmo numérico.

Como se mencioné anteriormente, se estudié el comportamiento de la B.T.S.
analizando la funcién de onda f en diferentes localidades. Se eligieron ocho puntos
(ver figura 6.19) y se estudi6 la respuesta a diferentes longitudes de que van de 100 m
a hasta 100 km. Estos puntos corresponden a algunas localidades de interés por
ejemplo el Sauzal de Rodriguez, Punta Morro, 2 cercanos a la rada portuaria, uno
cercano a la entrada sur de la bahfa (cafién submarino), otro en la costa en Punta
Banda, otro punto lejos de la costa aproximadamente frente a la playa denominada
Rincén de Ballenas y el ltimo frente al estero de Punta Banda. Se graficé6 A vs
funcién de onda f{x,y) y sus periodos correspondientes (ver Figs. 6.20 y 6.21). La
respuesta de la B.T.S. muestra en los diferentes puntos amplificaciones para
longitudes de onda de 13.3 km (T= 10 min) y 25.6 km (T= 19.3 min), estos
resultados concuerdan con los obtenidos por Rivera y Pefia (1982), en su andlisis de

variacién del nivel del mar producida por un Tsunami.
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Figura 6.12 Contornos de f(x,y) en metros dentro de la Bahia de Todos Santos (B.T.S),
con una profundidad h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 3 km,
y un periodo T= 2.7 min.
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y (km)

Figura 6.13 Contornos de f (x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad
h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 5 km, y un periodo
T= 3.8 min. :
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20— — — — _ _
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Figura 6.14 Contornos de f{x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad

h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 7 km y un periodo
T= 5.3 min.
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Figura 6.15 Contornos de f{x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad
h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 10 km y un periodo
T= 7.5 min.
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Figura 6.16 Contornos de f (x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad
h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 15 km y un periodo
T= 11.3. min.
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Figura 6.17 Contornos de f (x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad

h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 30 km y un periodo
T= 22.6 min.
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Figura 6.18 Contornos de f (x,y) en metros dentro de la B.T.S., con una profundidad
h= 50 m. La onda incidente tiene una longitud de onda A= 30 km, un periodo
T= 25.6 min y 6 segmentos en la entrada.
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Figura 6.19 Poligonal de la B.T.S. con los puntos seleccionados para obtener
las amplitudes a diferentes longitudes de ondas incidentes.
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Figura 6.20 Diagrama de amplificaciones a diferentes longitudes de onda 4 (7 a 28
km) para 4 puntos seleccionados (a), (b), (c) y (d), dentro de la B.T.S.
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Figura 6.21 Diagrama de amplificaciones a diferentes longitudes de onda 4 (7 a 28
km) para 4 puntos seleccionados (e), (f), (g) y (h) dentro de la B.T.S.
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Los diagramas de amplicicacion muestran datos muy irregulares para longitudes
de onda menores de 9 km, esto se debe a que no hay una buena representacion de la
onda coﬁ el tamafio de los segmentos (4s).

En las graficas de los contornos de f con 4 puntos en la entrada de la bahia, se
observan algunos datos con valores de amplitud de onda que van entre -0.61 my 1.47 m,
para caso con 30 km de longitud de la onda incidente (ver figura 6.17). Este tipo de
datos también se encuentran en algunas de las graficas con 6 puntos en la entrada de la
bahia (ver figura 6.18), que presenta rangos -6.33 m y 20.10 m de amplitud de onda,
estos datos son de la entrada de la bahia, los valores son mas grandes mientras conforme
se incrementa la longitud de onda incidente. Este fenomeno es de esperarse debido a una
limitante importante de el modelo y es el de no considerar la viscosidad, a este fendmeno

se le conoce como la “paradoja de la cuenca”, Miles y Munk (1961).
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7. CONCLUSIONES

Con la confirmacién del andlisis numérico, las oscilaciones debido a ondas en
una cuenca conectada a mar abierto se pueden evaluar para geometrias sencillas, ya
sea usando la teoria desarrollada para cada una de ellas (ver Apéndice A.2) 6 la

teoria desarrollada en el Capitulo 5, para una profundidad constante.

Los puntos que presentaron amplificaciones importantes fueron los puntos (d,
e v f) a una longitud de onda de 1 km, y el punto (a) para una longitud de onda 4 km.
Cabe notar que el punto (d) corresponde a la rada portuaria pero se hizo 1la

aproximacién de cerrada.

Una limitacién importante en este modelo es trabajar con una profundidad
constante. Sin embargo, este estudio es un buen intento para obtener la respuesta de

la B.T.S. a oscilaciones incidentes.

La figura 6.12 presenta una variacién importante en la f en la zona que
corresponde a El Sauzal. Las amplitudes que se presentan no son grandes pero esto
denota importantes corrientes asociadas. Esta estructura se puede deber al fenémeno

de difraccién de ondas debido a irregularidades de la linea de costa.
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APENDICE 1
DERIVACION DE LA ECUACION (5.1.15)

La solucién de Weber de la ecuacién de Helmholtz en dos dimensiones,
representa a la funcién de onda f en un punto interior X como una funcién de la

funcién de onda y su derivada normal en la frontera, es decir (ver también Ec.
5.1.149) :

r@=-t|r@ & meen-men o) s,

(A.1.1)

Con objeto de determinar la funcién de onda f(X,) a lo largo de la frontera,
el punto en el interior X se puede aproximar a la frontera en un punto X;; la
trayectoria de integracién es deformado alrededor de un medio circulo pequeiio, py,
con radio ¢ (ver Fig. A.1.1), entonces la ecuacién (5.1.14) se puede escribir como:

i

[ J
f@=-5 | Lf(fo)g(Hé”(kr))-Hé"(kr)g;(f(fo))] ds (%)

$= Po

] J 1
- {f(fo) o (HY (kr)) - Hé"(kr);(f(fo))] ds (%) (ALD)

Po

El radio de el medio circulo p,, ¢, puede hacer tender a cero, es decir, € = 0;

usando la definicién de el valor principal de Cauchy. La ecuacién (A.1.2) se puede

reescribir como:
i 3 Zi 1.
7)== |1 R 5 (B8 Cr) — B (k) 5, £ (5o) | ds (%) + 0(5)

(A.1.3)



direccion de «\
integracion

Fig. A.1.1 Diagrama de un punto interior aproximado a un punto
en la frontera sobre una curva suave.

direccion
de integracion

X,
Fig. A.1.2 Diagrama para un punto interior aproximado a una esquina
en un punto en la frontera.



donde la primer integral representa el valor principal de Cauchy y el segundo término
representa el limite de la integracién a lo largo de el pequefio medio circulo pp
conforme & — 0. Este valor limite Q(¥,), puede evaluase por los métodos que serdn

descritos mas adelante.

Dado que a lo largo de el pequefio medio circulo py, la direccién de n esta en

la direccién de r, la funcién Q(X;) puede reescribirse como:
] é l
0 (%)=-7 lim I [f(fo) o7 (HY (kr)) - HY (kr) — (f(fo))] ds (%)
(A.1.4)

Las férmulas asintéticas de la funciones de Hankel para un argumento pequefio

(r—>0) son:
H (kr)~1 + i 2log (kr),
T

3 21
< _gw - — L HW O Pt
o HY (k) =~k H" (k) ~ i =~

(A.1.5)

Sustituyendo la ecuacién (A.1.5) en (A.1.4) se obtiene:

0(%)= -5 ggngf[f(fo)(i%}) (14 —log(kr)) (f(xo))}ds(fo)

-%‘ rz——da (f(%)+o(e))

+Z Izm r(l + z—log(ke))edﬁ( f(x;) + O(E)J

Como £— 0 el limite de la segunda integral es cero :



. i (i 2
= -% lim ofi%EdG (f(%)+o(e)) = —1—‘(;—) lim o.r ;(f(i)+0(€))d9

f(x,) (A.1.6)

N | —

Sustituyendo la Ec. (A.1.6) en la Ec. (A.1.3) queda como:
il Vi 3 1 1
F@)==g [ | SR (B Chr)) = B k) 2o (£ (R,)) | ds (%) +5 1 (%)

(A.1.7)

donde r = Ifo —f|

Si el punto X, es un punto esquinado de la frontera (ver Fig. A.1.2), el

resultado de la ecuacién (A.1.1), conforme X se aproxima a X; puede ser expresada

como:
FE=— [f(f) 2 (50 &n) - B k0= (£ ))] ds (%,) +(1——“—) f &)
! 47 o on V7O 0 on 0 0 2x i
(A.1.8)

donde el 4dngulo interior a es definido en la Fig. A.1.2. Para una curva suave a €s

igual a 7, entonces la ecuacién (A.1.8) es igual a (A.1.7).



APENDICE 2
ANALISIS TEORICO PARA CUENCAS DE FORMA SENCILLA

La teoria desarrollada en el Capitulo 5 puede ser usada para cuencas de
forma arbitraria. Si la cuenca tiene una forma especial como por ejemplo circular,
las coordenadas dentro de la cuenca son separables y se puede usar un método

diferente para obtener la solucién en la regién II.

A.2.1 FUNCION DE ONDA EN UNA CUENCA CIRCULAR.

En esta seccién se presenta el andlisis tedrico para una cuenca circular. La
funcién de onda f; la cual satisface la ecuacién de Helmholtz en la Regién II, es
encontrada por el método de separacién de variables. La solucién para mar
abierto, Regi6n I, la cudl es usada para este desarrollo es la misma que la
presentada en la seccién 5. Igualando las soluciones en ambas regiones en la
entrada de la cuenca, se puede obtener la solucién completa de las oscilaciones

inducidas en una cuenca circular.

A.2.1.1 Funcién de onda dentro de una cuenca circular.

Para la funcién de onda f, dentro de la cuenca circular, la Ec. de Helmholtz

se puede expresar en coordenadas polares como:

10 6f,, 12°f
rér(r )+

2 —
SH TR =0 (A2.1)

Las condiciones de frontera que la funcién f; debe satisfacer son:



%—frz-(a,e ) ={ C(:) 5 - I'z || i z‘: (A.2.2)
donde a es el radio de la cuenca circular, 26, es el 4ngulo central de la entrada de la
cuenca, y C(0) es la derivada normal inicialmente desconocida de la funcién de onda
/> en la entrada de l1a cuenca. Un diagrama de la cuenca circular mostrando ambas
regiones: Regi6n I (‘mar abierto') y Regién II (dentro de la cuenca), es presentado en
la Fig. A.2.1.

La solucién de la Ec. (A.2.1) sera construida usando series de Fourier, esto es,

buscando la solucién de f5(r, 6) en la forma de:

fo(r,0)= 2 f.(r)e™ (A.2.3)

Substituyendo la Ec. (A.2.3) en Ec. (A.2.1) se encuentra que la funcién £, (r) debe
satisfacer la siguiente ecuacién diferencial:

m2

)+ 2T )+ [k’ ——]f,..(r) =0 (a24)

r2
La ecuacién es de la forma de la Ec. de Bessel; entonces la solucién puede

€Xpresarse como:

fulr)=a,J . (kr)+ B, Y. (kr), (A.2.5)
donde la funcién J,,(k7) es la funcién de Bessel de primera clase, y Y,,(kr) es la funcién
de Bessel de segunda clase; a,, y 3, son constantes arbitrarias a determinar.

La funci6n Y,,(kr) tiene una singularidad en r = 0, como la solucién de la funcién
de onda f;(r,6) debe ser suave y finita en r = 0, la constante £, debe ser cero.
Entonces de 1a Ec. (A.2.3), la solucién de Ec. (A.2.1) puede expresarse como:

£1(r0)= Sa, J (k)™ (A.2.6)

Como J_,,(kr) es equivalente a (-1)" J,,(kr), 1a Ec. (A.2.6) es equivalente a:



Region I (mar abierto)

Vfi+kf; =0

&

Region IT (bahia)

Vifitf, =0

Fig. A.2.1 Diagrama de una cuenca circular.



fs (r,9)=i[Am cos(m@) + B, sen(m@ )] J, (kr) (A.2.7)

donde 4,, y B,, son constantes con partes real e imaginaria a determinar. Para este caso
particular donde la onda incidente se propaga en la direccién de 6 = 0, la funcién de
onda f5(r,6) es una funcién par de 6, es decir la amplitud de onda es simétrica con
respecto a la linea central & = 0. Por tanto, las constantes B,, en la Ec. (A.2.7) son
igualadas a 0. De aqui, la solucién general a Ec. (A.2.1) se reduce a:

f,(r,9)=i A J (kr)cos(m@ ). (A.2.8)

Diferenciando la Ec. (A.2.8) con respecto a r, y evaluando la expresi6n resultante

en la frontera, r = a. uno obtiene:

5"’( a,0)= Z[A cos(m@)-k J,'(ka)], (A.2.9)

donde kJ,,'(ka) = kJ,, ;(ka) - m/a J,,(ka). Los coeficientes 4,, deben determinarse tal
que la Ec. (A.2.9) satisfaga las condiciones de frontera preescritas, Ec. (A.2.2). Para
evaluar los coeficientes A,,, se usard el método de transformada de Fourier coseno,
primero multiplicando ambos lados de Ec. (A.2.9) por cos(nf) e integrando la
expresién resultante con respecto a 6de O a 2

f—(a 6)cos(nf )do = I i[A,,, cosm@ -k J,' (ka)] cosné d@

0 m=0

= jk J,' (ka)4,, cosm 6 cosnf d@

0

(-]

= i j‘kJm'(ka)Am O%(cos(m+n)9 +cos(m-n) 8@ )dB

m=0 o

(A.2.10)

Si m #n, la integracién en Ec. (A.2.10) esiguala 0, ysim = n = 0, la Ec.
(A.2.10) es igual a:

Tﬁf; 2x '
—Ha,6)d6= { kJ,' (ka)4,d6 . (A.2.11)

0



Por tanto, la constante 4, puede evaluarse como:
2x

| %(a,o)do
S H (A.2.12)
27k, (ka)
por otra parte, si m = n #0, Ec. (A.2.10) se convierte a:
2 a 2
f ﬁf: (a,0 )cos(nf)do =% ,f kJ,(ka)4,d6.  (A.2.13)
0 0

Entonces, la constante 4,, puede evaluarse como:

Taf

2
ar (a,0) cos(m@)do

A= wk J,' (ka)

(A.2.14)

Como la derivada normal de 1a funcién de onda en la frontera, 7ér(a,6), es cero
en todas partes excepto en la entrada de 1a cuenca, como se muestra en la Ec. (A.2.2),
las Ecs. (A.2.12) y (A.2.14) pueden simplificarse mas todavia.

Usando las relaciones:
Jo'(ka)=—-J\(ka);
kJ,(ka)=kJ,.(ka) - ], (ka)
las constantes Ay, 4,, en las ecuaciones (A.2.12) y (A.2.14) pueden ser escritas de la

siguiente manera:

r 5(5 )dg
dy=7— Tk (A.2.152)

rC(0~) cosm d§

..00

4,= = ’
7 [k Sy (ka) = — J, (ka)]

(A.2.15b)

donde & es una variable muda de integracién y C (6 ) representa la derivada normal
de la funcién de onda evaluada en la entrada.



Por tanto, la solucién de la Ec. (A.2.1) y las condiciones de frontera, Ec. (A.2.2)
pueden obtenerse por la sustitucién de Ecs. (A.2.15) en Ec. (A.2.8):

J, (kr) ré(g )dg _ J, (k)] Jj&(é' Ycosm@ df 1cosm6

0y o -6, . (A.2.16
Ly rary s ) x [k J, (ka)-—J, (ka)] —
m-1 a "

§i 1a entrada de la cuenca es pequeiia, se asume que C(6) puede aproximarse por
una constante C, entonces, Ec. (A.2.16) puede aproximarse como:
J(k)C 6, & 2J,(kr)C senmb, cosmb
—xkJ (ka)) T Z m :
e - nmﬁfk,(ka)—;J,(ka)J

S, 0)= (A.2.17)

Con objeto de determinar el coeficiente C, i.e., el valor promedio de la derivada
normal de 1a funcién de onda a través de la entrada de 1a cuenca, la funcién de onda b
evaluada en la entrada de la cuenca, tiene que ser igual a Ia funcién de onda en la
Region I evaluada en la entrada. Esto significa que en la entrada el promedio de la
amplitud de onda a través de la entrada debe ser la misma cuando es determinada, ya
sea en la Regi6n I o en la Regi6n II. Para este propdsito, el promedio de Ia funcién de
onda f; a través de la entrada de la cuenca f, es determinado como:

fi- [r@oyae

0 _g,

{ i (A.2.18)
_ ol o), .3 2J, (ka) [senm8), T

[ kA S m’[ kJ,,,_,(ka)—%J,,(ka)J

La Ec. (A.2.18) es escrita en forma abreviada como:
f=CM,. (A.2.19)



La series M, pueden ser calculadas una vez que el radio a, el dngulo central de la
entrada 26), y el nimero de onda k son dados. Debe notarse que la Ec. (A.2.19) es
similar a la Ec. (5.1.24); en ambas ecuaciones la funcién de onda en la entrada de la
cuenca es expresada en términos de la derivada normal en la entrada de Ia cuenca
(debe notarse que la derivada normal de la funcién de onda es proporcional a la
velocidad horizontal). El préximo paso en la solucién es expresar el valor promedio de
J1 (para la Regién I) en la entrada de la cuenca también como una funcién de la
derivada normal promedio de la funcién de onda, C, asi que igualando las soluciones
en la entrada de la cuenca en ambas regiones el valor de C puede determinarse.

A.2.1.2 Funcién de Onda fuera de la cuenca.

Como se mencion6 en la seccién anterior, la entrada de la cuenca se considera
pequenia. Entonces, aiin considerando que la entrada es un arco en la Regién I y un
segmento en la Regién I, la diferencia en longitudes se asume despreciable. Como se
desarroll6 en la seccién 5.1.3, la solucién de onda en la entrada de la cuenca obtenida
de la solucién en Ia Regi6n I puede expresarse como:

R@0=1+ 7 | Zh 019 (- a,
‘ (A.2.20)
=1+ (-%) / C(x,,0) HO (Kx-x,)) &,
4B

donde 4B representa la entrada de la cuenca, la funcién C(x,,0) es la derivada normal
especificada por el signo de la convencién de que la derivada normal hacia fuera se
considera como positiva. (Ec. (A.2.20) es una forma integral de la Ec. (5.1.30) que
fue desarrollada anteriormente). El primer término de el lado derecho de Ec. (A.2.20)
representa la onda incidente y la reflejada en la entrada si esta se encontrara cerrada; el
segundo término representa la onda radiada desde la entrada.



Con objeto de facilitar la integracién en Ec. (A.2.20), el origen de el sistema
coordenado es recorrido a Ia esquina izquierda de la entrada de Ia cuenca (punto a en
referencia a la Fig. A.2.1). Para mantener la misma aproximacién como se mencioné
en la Secc. A.2.1.1, la funcién C(x,,0) es aproximada por Ia constante C. Entonces,
Ec. (A.2.20) puede simplificarse tomando la constante C fuera de la integral.

i

fi(x0)=1- 55 i HY (ke —x,) dx, (A.2.21)

La funcién de Hankel Hy” (k|x-x,|) en Ec. (A.2.21) puede ser separado en su
parte real e imaginaria:
HY (Mr—x|) = HY (kr)= Jy (kr)+iY, (kr)  (A2.22)
donde r = |x-xp| es la distancia entre el punto (x,0) y el punto fuente (x, ,0).
Sustituyendo la Ec. (A.2.22) en la Ec. (A.2.21) y realizando la integracién a través de
la entrada de la cuenca, queda como:

fi(x0)=1- %6 [ fio(x0) + i% fyo(x,O)] (A.2.23)

donde los términos f,(x,0) y 2/ Jy0(%,0) son los resultados de la integracién de la parte
real e imaginaria de la funcién de Hankel H,” (kr) en la Ec. (A.2.21).

Con objeto de determinar el valor de C por el procedimiento de igualacién, el
promedio de la funcién de onda, 7, a través de la entrada de la cuenca puede

encontrarse como:

S

- 14
fi= Xs-‘!:f,(x,O)dx, (A.2.24)

donde As es Ia longitud de el segmento en la entrada de la cuenca. Substituyendo la
Ec. (A.2.23) en 1a Ec. (A.2.24) se obtiene

- 2
fi=1- %C(Jc + i;):)As (A.2.25)

donde:



kAS 2n
. {F)
J, =2
¢ SMm)(n+1)(2n+1)

(A.2.26a)

[k AsY”
2 D (T) !'1 g(kAs) 1 1 ]
k= Sy en+)a )l A2 )T T2+ 1) 2041
k 2n
-, (D™ p(n)(TA’)
LN ane ) (e )

(A.2.26b)

1 1 1
y p(n)=1+2+3+...+n .

A.2.1.3 Igualaci6n de las soluciones para cada Regién en la entrada de la cuenca.

Con 1a funcién de onda promedio f; en la entrada de la cuenca para la regién II
obtenida de la Ec. (A.2.19) y la funcién de onda promedio f; en la entrada de la
cuenca para la regién I obtenida de la Ec. (A.2.25), las dos soluciones pueden
igualarse para resolver la derivada normal promedio de la funcién de onda C. La Ec.
(A.2.25) es simplificada como:

f=1+BC (A.2.27)
donde By = -i/2 (I, +i 2/ Y,) As, en la cual J, y ¥, se definen por Ec. (A.2.26a) y
(A.2.26D).

Igualando Ec. (A.2.19) a Ec. (A.2.27), se obtiene:
CM.=1+B,C (A.2.28)
entonces el valor promedio de la derivada normal de la funcién de onda en la entrada
de la cuenca C puede determinarse de la Ec. (A.2.28) como:



) (A.2.29)
donde M, y B, serdn definidos en Ec. (A.2.19) y (A.2.27) respectivamente.
Después de que el valor promedio de la derivada normal de 1a funcién de onda en

1a entrada de la cuenca C, ha sido determinada de Ec. (A.2.29), la funcién de onda b
en cualquier posicién (r, 6) dentro de 1a cuenca puede ser calculado de la Ec. (A.2.17).



