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El disetio de sistemas de control basado en conceptos cnergéticos ha sido un drea de
intensa investigacion desde hace varias décadas. Una metodologia de diseno de sistemas
de control, es el control por interconexion e inyeccion de amortiguamiento (IDA) - —una
formulacion del control basado en pasividad (PBC)— | introducido a principios de esta
década. Este método utiliza la formulacién hamiltoniana como marco natural. En este
trabajo de tesis se presentan un par de extensiones de la metodologia IDA-PBC para la
regulacién de mecanismos. La primera extension aplica a la estabilizacién de una clase
de mecanismos subactuados con friccion, donde se ha utilizado el modelo de friccion
de Dahl para aproximar la friccién real; se muestran resultados experimentales con
un péndulo de Furuta para verificar el descmpeno del sistema de control. La segunda
extension aplica a la regulacion de mecanismos accionados con motores de CD con
escobillas e imdnes permanentes. Adicionalmente, con el fin de ilustrar la aplicacion
del método IDA-PBC, se presentan nucvos IDA-PBC de los siguientes mecanismos
subactuados: ¢l sistema carro-péndulo y el péndulo de Furuta. Finalmente, se presenta
en detalle el andlisis de estabilidad de un IDA-PBC de un sistema barra-bola, donde la
friccién juega un rol importante en la prueba de estabilidad.

Palabras clave: Sistemas subactuados, formulacion hamiltoniana, modelo de friccién

de Dahl.




ABSTRACT of the thesis of Jesis Alberto Sandoval Galarza, presented as partial
requirement for obtaining the degree of DOCTOR OF SCIENCE in ELECTRIC with
orientation in CONTROL. Ensenada, Baja California, México. August 2010.

ON INTERCONNECTION AND DAMPING ASSIGNMENT
CONTROL (IDA-PBC) APPLIED TO MECHANISMS

Energetic concepts-based control system design has been an area of intense research
from several decades ago. A methodology for design of control systems, is the control
by interconnection and damping assignment (IDA) —a formulation of the passivity-
based control (PBC)— introduced at the beginning of this decade. This method uses
the Hamiltonian formulation as natural framework. Two extensions of the IDA-PBC
methodology for stabilization of mechanisms are presented in this thesis work. The for-
mer extension applies to the stabilization of a class of underactuated mechanical systems
with friction, where it uses the Dahl model to approximate the actual friction; exper-
imental results with a Furuta pendulum have been shown to verify the performance
of the control system. The second extension applies to the regulation of mechanisms
actuated with permanent magnets and brushed DC motors via the IDA-PBC method.
Additionally, the application of this methodology is illustrated with a new IDA-PBC
of the following underactuated mechanical systems: the cart-pendulum system and the
Furuta pendulum. Finally, the stability analysis of the IDA-PBC of a ball and beam
system is shown in detail, where the friction plays an important role in the stability
analysis.

Keywords: Underactuated systems, Hamiltonian formulation, Dahl model.
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I Introduccion

Histéricamente, el control de mecanismos ha sido una area de investigacién perma-
nente que se remonta al origen del control automatico. En las tltimas décadas, el estudio
de algunos fenémenos fisicos como la energia y la friccién en sistemas mecanicos, ha
permitido el desarrollo de nuevas técnicas de control basadas en conceptos energéticos.
Técnicas de diseno de control que incorporan principios de energia tienen sus fun-
damentos en la mecanica cléasica, la cual permite describir el movimiento de sistemas
mecanicos. Mas aun, las ecuaciones de movimiento de esta clase de sistemas pueden ser
obtenidas a partir de su funcién de energia, ya sea con las ecuaciones Euler-Lagrange,

o bien, con las ecuaciones de Hamilton (Jose & Saletan, 1998).

Originalmente, en ambas formulaciones —lagrangiana y hamiltoniana— las ecua-
ciones de movimiento describen el comportamiento natural del sistema y no se conside-
ran fuerzas externas. Sin embargo, desde el punto de vista de control, una generaliza-
ciéon de ambas formulaciones para sistemas mecdnicos, se obtiene al considerar como
fuerzas externas el par mecanico proporcionado por la entrada de control y la friccion
del mecanismo. En ese caso, la dinamica del sistema puede ser manipulada mediante
la entrada de control para obtener un comportamiento deseado, y una estrategia para
lograrlo es el control por moldeo de energia (Ortega et al., 1998). En ese trabajo, los
autores definen “moldeo de energia” como el proceso mediante el cual el sistema en
malla cerrada es obtenido a partir de una funcién escalar, llamada funcién de energia
artificial. El control de posicién de robots manipuladores fue uno de los primeros tra-
bajos sobre control por moldeo de energia e inyeccion de amortiguamiento, mostrado
en (Takegaki & Arimoto, 1981). La idea principal de ese trabajo es moldear la energia
potencial del sistema en malla cerrada e inyectar amortiguamiento con retrolimentacién

de velocidad, para alcanzar estabilidad asintotica global del equilibrio deseado.

Por otro lado, una clase de sistemas que ha permitido el desarrollo de novedosas

técnicas para el analisis y sintesis de controladores son los sistemas pasivos. Esta clase



de sistemas son llamados asi debido a la nocién fundamental de pasividad; y en el caso
de sistemas mecanicos la pasividad encuentra una clara interpretacion fisica en los con-
ceptos de balance de energia y disipacién de energia (Ortega et al., 1998). El control
basado en pasividad (PBC, del inglés Passivity-Based Control) es una una metodologia
de diseno para el control de sistemas no lineales, la cual es bien conocida en el control
de sistemas mecdnicos, y fue introducida por (Ortega & Spong, 1989). Ma4s precisa-
mente, en el método PBC, el objetivo de control es hacer el sistema pasivo con una
funcion de almacenamiento que tenga un minimo en el equilibrio deseado; y un segundo
requerimiento para asegurar estabilidad asintoética del equilibrio es detectabilidad de la
salida pasiva (Ortega et al., 2002b). Resultados relevantes del método PBC aplicado

al control de diferentes sistemas fisicos son presentados en (Ortega et al., 1998).

En anos recientes, una clase de sistemas que ha despertado gran interés en la comu-
nidad de control son los sistemas mecanicos subactuados. Existen diferentes definiciones
en la literatura sobre esta clase de sistemas, y por la importancia que reviste en este

trabajo de tesis, se presentan un par de esas definiciones:

Definicién 1. Los sistemas mecdnicos subactuados son aquellos que tienen menos en-

tradas de control que grados de libertad (Spong, 1994).

Definicién 2. Los sistemas subactuados son sistemas de control mecanico con menos

controles que nimero de variables de configuracion (Olfati-Saber, 2001).

De las definiciones anteriores, puede establecerse una equivalencia entre ellas, si se
considera que los siguientes términos tienen el mismo significado: sistemas mecdnicos
subactuados y sistemas de control mecanicos, entradas de control y controles, grados
de libertad y variables de configuracion. Sin embargo, y a pesar de que al menos una
de las definiciones podria cuestionarse su aplicacién para algunos sistemas mecanicos
particulares, en este trabajo de tesis se usara la Definicién 1 cuando se haga referencia
a sistemas mecanicos subactuados. Uno de los principales retos en el control de los

sistemas mecanicos subactuados es su estabilizacién, ya que estrategias de control es-



tablecidas pueden fallar en estabilizar esta clase de sistemas. Un ejemplo de esto ltimo
es la estrategia mostrada en (Takegaki & Arimoto, 1981), que funciona bien para sis-
temas mecanicos completamente actuados, como los robots manipuladores, pero que
puede fallar en el control de posicion de algunos sistemas mecanicos subactuados. Para
esos casos, diferentes metodologias de diseno han resuelto el problema de estabilizacion
satisfactoriamente, ver por ejemplo los trabajos de (Olfati-Saber, 2002), (Fantoni &
Lozano, 2000), (Ortega et al., 1999), (Bloch et al., 1999), (Reyhanoglu et al., 1999),
(Spong, 1997) y (Jankovic et al., 1996).

El control por interconexién e inyeccién de amortiguamiento (IDA) —una nueva
formulacién del control basado en pasividad— introducido en (Ortega et al., 1999), es
una metodologia de disefio de sistemas de control, que se fundamenta en especificar y
obtener un sistema en malla cerrada deseado cuya funciéon de energia total convenga
a los fines del planteamiento del problema de control. Originalmente, el método IDA-
PBC fue planteado para la estabilizacién de sistemas hamiltonianos controlados por
puertos (PCHS, por sus siglas en inglés) (Ortega et al., 1999). Los sistemas PCHS
son sistemas hamiltonianos generalizados con ciertas propiedades téoricas y han sido
llamados asi en alusion al concepto de redes y su interaccion con el entorno a través de
puertos, donde un puerto es definido como un par de variables tales que su producto
tiene unidades de potencia, e.g. en un circuito eléctrico el par voltaje—corriente o en
un sistema mecanico el par posicion—velocidad (Van der Schaft, 2000). Se destaca
en el método IDA-PBC su filosofia de disefio, donde se considera a la planta y al
controlador como sistemas dindmicos que intercambian energias mediante un patrén de
interconexién. Mas atn, desde su introduccién, el método IDA-PBC ha demostrado
ser una poderosa herramienta de diseno de sistemas de control para estabilizar un gran
cantidad de sistemas fisicos, como lo demuestra el nimero de extensiones y aplicaciones

mostradas en (Ortega & Garcia-Canseco, 2004).

Posterior al planteamiento original del método IDA-PBC, una nueva propuesta para

estabilizar una clase de sistemas mecdnicos subactuados fue presentada en (Ortega



et al., 2002a). El principal desafio que enfrenta esa propuesta y la propuesta original
es la solucién de un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs). Algunas
estrategias para simplificar su solucién son reportadas en (Ortega & Garcia-Canseco,
2004); mientras en (Acosta et al., 2005) y (Mahindrakar et al., 2006) se presentan
novedosas propuestas para casos particulares de sistemas mecanicos subactuados, donde
las soluciones de las PDEs pueden ser obtenidas explicitamente. Para el caso de sistemas
mecéanicos completamente actuados, no es necesario resolver las PDEs, y luego entonces,
la técnica de moldeo de energia potencial de (Takegaki & Arimoto, 1981) puede ser visto

como un caso particular del método IDA-PBC (Ortega et al., 2002a).

Trabajos recientes del método IDA-PBC aplicado a mecanismos, muestran algunos
resultados novedosos, e.g. el diseno de un IDA-PBC para una clase de sistemas mecanicos
que requiere sélo medicién de posicién es mostrado en (Venkatraman et al., 2010) y
(Dirksz et al., 2008), mientras en (Muralidharan et al., 2009) presentan una nueva ex-
tension del método IDA-PBC para el control de una clase de sistemas mecanicos con
restricciones no holonémicas que aplican a robots méviles, en (Astolfi & Ortega, 2009)
comprueban que una extensién dinamica en el método IDA-PBC no es necesaria para
estabilizacion, y en (Viola et al., 2007) presentan una nueva estrategia para facilitar
la solucién de las PDEs basada en un cambio de coordenadas parcial. Ademds, en
(Santibdnez et al., 2005) se presenta un control IDA-PBC con pares acotados para el
mecanismo subactuado conocido como péndulo con rueda inercial. Finalmente, existen
trabajos de tesis doctoral que han abordado el estudio de la metodologia IDA-PBC apli-

cada a sistemas mecdanicos, por ejemplo, (Acosta J., 2004) y (Gémez Estern F., 2002).

I.1 Objetivo de la tesis

El objetivo principal en esta tesis es aportar contribuciones para la solucién de
algunos problemas, ain sin resolver, en el d&mbito del control de sistemas mecdanicos,

tanto actuados como subactuados utilizando principalmente la metodologia IDA-PBC.



Estos incluyen sistemas con friccién.

I.2 Principales contribuciones

Este trabajo de tesis presenta ejercicios que aplican a la regulacién de una clase de
sistemas mecanicos, tanto actuados como subactuados. Como resultado del mismo se

consideran las siguientes contribuciones:

1. Extensién del método IDA-PBC para la estabilizacién de una clase de sistemas

mecanicos subactuados con friccién dindmica.

2. Extension del método IDA-PBC para la regulacion de mecanismos accionados por

motores de CD con escobillas e imdnes permanentes.

I.3 Organizacion del documento

El contenido de este documento de tesis esta distribuido de la siguiente manera:

En el capitulo I se presentan algunos antecedentes de la metodologia IDA-PBC,
tema principal de esta tesis, desde su introduccion hasta su aplicacién al control de

sistemas mecanicos.

El capitulo II presenta la formulacion del problema del método IDA-PBC, y su
aplicacion al control de una clase de sistemas mecanicos subactuados. La formulacién
considera primero el caso en que la friccion esta ausente, y posteriormente el caso en
que la friccion del mecanismo es tomada en cuenta. También, se ilustra la aplicacién
del método IDA-PBC en el disenio de un nuevo IDA-PBC de un sistema carro-péndulo.
Finalmente, se muestra en detalle el andlisis de estabilidad de un IDA-PBC de un
sistema barra-bola, donde la friccion del mecanismo juega un rol importante en la

prueba de estabilidad.



El capitulo III presenta una nueva extension del método IDA-PBC para la es-
tabilizacién de una clase de sistemas mecanicos subactuados con fricciéon dindmica,
siendo este uno de los resultados mas relevantes de este trabajo de tesis. La principal
aportacién de esta extension es la incorporacién del modelo de friccion de Dahl en la
formulacion del método IDA-PBC, con el fin de compensar la friccion mediante un
observador no lineal que define una nueva inyecciéon de amortiguamiento. Con el fin de
verificar los resultados obtenidos, se muestra una aplicacion de esta propuesta para la
estabilizacion de un péndulo de Furuta, con un nuevo IDA-PBC. Los resultados de este

capitulo han sido reportados en (Sandoval et al., 2010Db).

El capitulo IV muestra una nueva extension del método IDA-PBC para la regu-
lacién de mecanismos, tanto actuados como subactuados, accionados por motores de
CD con escobillas e imanes permanentes. El principal aporte de esta propuesta es la
incorporacién de la dinamica del motor de CD en el diseno del nuevo control IDA-PBC,
sin despreciar la inductancia de armadura, tal que se obtiene un IDA-PBC en términos
del voltaje y corriente del motor, en lugar de un par mecanico. Los resultados de este

capitulo han sido reportados en (Sandoval et al., 2010a).

Las conclusiones generales y comentarios finales de este trabajo se dan en el capitulo

V.



I El método IDA-PBC

A continuacién se presenta la metodologia IDA-PBC aplicada a una clase de meca-

nismos subactuados, mostrada en (Ortega et al., 2002a), donde la friccién estd ausente.

II.1 Estabilizacion de sistemas mecanicos subactuados

La funcion de energia total es la suma de la energia cinética mas la energia potencial

del sistema!

H(g,p) = %'pTM‘l(q)p+ V(q) (1)

donde g € IR" y p € IR" son los vectores de posiciones y momentos generalizados,
respectivamente, M = M > 0 es la asi llamada matriz de inercia, V es la energia

potencial; y p es definido como
p=Mgq (2)

donde ¢ es el vector de velocidades generalizadas. Si se considera que el sistema no
tiene amortiguamiento natural, las ecuaciones de movimiento del sistema pueden ser
escritas como

d |q 0 I,| [VgH 0

— — + u (3)
dt | p ~I, 0| |VpH G(q)

donde G € IR™™, tal que rango{G} = m, y m < n, u € IR™ es el vector de entradas
g y

de control, y V() = %.

!Para simplificar las expresiones, los argumentos de todas las funciones serdn omitidas, y seran
explicitamente escritas solo la primera vez cuando la funcién es definida.



I1.1.1 Dinamica deseada

Motivados por (1), en (Ortega et al., 2002a) proponen la siguiente funcién (la cual

han llamado funcion de energia deseada):

fm%mzéﬁMfmm+wm> (4)

donde My = MY y V,; son la “matriz de inercia” y “funcién de energfa potencial”
deseadas (ambas a ser definidas), respectivamente. Sera requerido que V; tenga un
)

minimo aislado en g*, esto es

q* = arg min{V,}. (5)
En el método PBC, la entrada de control es separada naturalmente en dos términos

u = ues(q,p) + uai(q, p) (6)

donde el primer término es disenado para lograr el moldeo de energia y el segundo
inyecta amortiguamiento al sistema. La dindmica hamiltoniana deseada controlada por

puertos toma la siguiente forma

d |q VagHy
P VpH,
donde los términos
0 MM,
‘]d = _Jg = ¢ y

~MyM~ Jy(q, p)



oo 0
Ry=R; = >0
0 GK,(g,p)G"

representan las estructuras de interconexion y de amortiguamiento deseadas, donde
Jo=—JI'y K, = KI > 0.

Las siguientes observaciones son hechas (Ortega et al., 2002a).

e De (1) y (3), se tiene que ¢ = M ~'p. Esta relacién debe cumplirse también en el

sistema en malla cerrada. Fijando (4) y (7) se determina el bloque (1,2) de J,.

e La matriz R, es incluida para inyectar amortiguamiento en el sistema. Como es
bien conocido, esto es logrado con retroalimentacién negativa de la (nueva) salida
pasiva (también llamado control L,V), el cual en este caso es GTVpHd. Esto es,

se seleccionard el segundo término de (6) como
ug = —K,G"'VpH,. (8)

Esto explica el bloque (2,2) de Ry.

e Se mostrard mas adelante que la matriz antisimétrica J» (y los elementos de la
matriz My) pueden ser usados como pardmetros libres para lograr el moldeo de

energia. La posibilidad de proporcionar esos grados de libertad es la esencia del

método IDA-PBC.

I1.1.2 Estabilidad

Para la dindmica en malla cerrada deseada, se tiene la siguiente proposicion, la cual

revela las propiedades de estabilizacién del método IDA-PBC.
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Proposicién 1. (Ortega et al., 2002a). El sistema (7), con (4) y (5), tiene un punto

de equilibrio estable en [q*7 0T]T. Este punto de equilibrio es asintéticamente estable
si este es localmente detectable de la salida® GTVpHd. Un estimado del dominio de

atraccion estda dado por Sz donde

Q. = {lg" pT)" € R*|Hy < ¢} (9)

c2 sup{c > H4(q",0)|Q2. esta acotado}. (10)

Prueba (Ortega et al., 2002a). De (4) y (5), se tiene que en una vecindad de

[q*T 0717, H, es una funcién definida positiva. Luego de algunos cdlculos se muestra

que, a lo largo de las trayectorias de (7), H, satisface

Hy = [VgH) g+ [VpHy"p
= —[VpH)"GK,G"VpH,
< il K H[VpHA"GP <0

I 077 es un

dado que J; es antisimétrica y K, es definida positiva. Por tanto, [q
equilibrio estable. Estabilidad asintdtica, bajo la suposicién de detectabilidad, es es-
tablecida invocando el teorema de Barbashin—Krasovskii (Khalil, 1996) y los argumen-
tos usados en la prueba de (Byrnes et al., 1991, Teorema 3.2) . Finalmente, el estimado

del dominio de atraccion sigue del hecho que §2; es el conjunto de nivel acotado mas

grande de Hy.

Por otro lado, para obtener el término u.s del controlador se reemplaza (6) y (8) en

2Esto es, para cualquier solucién [g7 pT]? del sistema en malla cerrada que pertenezca a alguna
vecindad del equilibrio para todo ¢t > 0, la siguiente implicacién es verdadera: GTVpHd = 0,Vt >

0= limy,[qg7 P77 = [q*T of]T.
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(3), y se iguala con (7)3

0 1, VqH n 0 0 M 71Md Vqu
Ues =
-1, O VpH G _MdMil Jo VpHd
Mientras el primer renglén de las ecuaciones anteriores es claramente satisfecho, el

segundo conjunto de ecuaciones puede ser expresado como
Gues = VgH — MyM ™'V gqHy + JoM; 'p.

Ahora, es claro que si G es invertible, esto es, si el sistema es completamente actuado,
entonces puede ser resuelto uinicamente la entrada de control u., dada cualquier Hy y
Jo. En el caso subactuado, GG no es invertible sino solo de rango pleno columna, y .
puede solo afectar los términos en el espacio del rango de G. Esto conduce al siguiente

conjunto de ecuaciones, el cual debe ser satisfecho para cualquier seleccion de wu.,:
G {VqH — MyM 'VqH,+ JoM;'p} =0 (11)

donde G es una matriz aniquiladora izquierda de rango pleno de G, esto es, G+G = 0.
La ecuacién (11), con Hy dada por (4), es un conjunto de PDEs no lineales con My y
Vy desconocidas, con J, como parametro libre, y p una coordenada independiente. Si

una solucién para esta PDE es obtenida, la ley de control resultante u.s estd dada por
u.s = [GTGIT'GT|VgH — MyM 'V gqH, + Jo,M; 'p). (12)

Las PDEs (11) pueden ser naturalmente separadas en los términos que dependen de
p vy los términos que son independientes de p, esto es, aquellos correspondientes a la

energia cinética y a la energia potencial, respectivamente. Por tanto, (11) puede ser

3Note que la matriz de amortiguamiento se cancela con u4;.
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equivalentemente escrita como

G [Vq (p"M'p) — MyM~'Vq (p"M;'p) +2J.M;'p] =0, (13)
G+ [VqV — M 'MyVq V4] =0. (14)

En el epigrafe I1.2, con el fin de ilustrar la aplicacién del método IDA-PBC, se pre-
senta en detalle el diseno de un nuevo IDA-PBC de un sistema carro-péndulo, donde se

muestra un procedimiento para resolver (13) y (14), cuando se considera ese mecanismo.

I1.1.3 Mecanismos con friccién

En la formulacién original del método IDA-PBC (Ortega et al., 2002a), la friccién
estd ausente y una extensién para el caso en que la friccién es tomada en cuenta ha
sido presentada en (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004). Un anélisis detallado del
método IDA-PBC aplicado a la estabilizacién de los sistemas mecanicos subactuados
en presencia de amortiguacion natural, por ejemplo, la friccién viscosa, se ha mostrado
tanto en formulacién lagrangiana (Reddy et al., 2004) como en formulacién hamilto-
niana (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004). En esos trabajos, se muestra cémo el
amortiguamiento natural puede comprometer la estabilidad del sistema cuando este no

se considera en el marco de la metodologia IDA-PBC.

Basado en (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004), a continuacién se muestra la
formulacion del problema de la extension del método IDA-PBC para la regulacién de

sistemas mecdnicos subactuados con friccién.

Tomando en cuenta la friccién viscosa, (3) puede ser reescrita como

0 I, VgH| |0
% 9 = . E IS R (15)
b _In —R(q,Q) VpH G

donde R = diag{f,,,... fu,} es una matriz diagonal definida positiva, la cual contiene
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los coeficientes de friccién viscosa de las n coordenadas. Ahora, definase la matriz
B(q,p) = J» — Ra(q,p) (16)
donde la matriz Ry esta dada por
Ry = GK,GT + RM~'M,. (17)

Entonces, el sistema en malla cerrada deseado (7) queda como

d |q B 0 MﬁlMd Vqu (]_8)
dt \p| |-MyM* B | |VpHi|
Enseguida, considere la siguiente desigualdad:
GH[RM My + MyM™'R] > 0. (19)

Siguiendo el mismo razonamiento usado en la Proposicion 1, a continuacién se presenta
el principal resultado de estabilidad cuando se considera (15) con la ley de control

mostrada en (6), con (8) y (12).

Proposicién 2. Considere el sistema (18). Suponga que existe una matriz My simétrica
y definida positiva, y una funcion Vy que satisfacen (13), (14), (5) y (19), y aseguran
la positividad de Ry dada por (17) con una K, apropiada. Entonces, el equilibrio
[q" p"|" = [g*T 0T|" del sistema en malla cerrada (18) es asintéticamente estable,
al menos localmente. Una funcién de Lyapunov para probarlo estd dada por (4) y un

estimado del dominio de atraccion estd dado por (9)-(10).

Prueba: Primero, puede verificarse que [q” p?]" = [¢*7 07]” es un punto de equi-
librio aislado de (18). Luego, la funcién (4) es definida positiva, al menos localmente,

de acuerdo a los argumentos usados en la prueba de la Proposicion 1. Enseguida, la
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derivada temporal de (4) a lo largo de las trajectorias del sistema (18) estd dada por
Hy=—p"M;'R;M;'p (20)

la cual es una funcién no positiva con R; > 0. Note que para asegurar positividad de
R; debe cumplirse (19) y existir una K, en (17) que garantize Ry > 0. Por tanto, con
estos resultados concluimos que (4) es una funcién de Lyapunov. Basado en la teoria
T Q|7

de Lyapunov, estos resultados aseguran que el equilibrio [g es estable.

Ahora, solo resta asegurar estabilidad asintética. Con este fin, de acuerdo con el

Teorema de Barbashin—Krasovskii el conjunto {2 queda como:

0 = | ep. =0

p
= {p"M;'RaM,;"p = 0}

donde D C IR*. Enseguida, buscamos todas las trajectorias que, iniciando en €,
permanezcan alli para siempre. Con este fin, note que en (2 lo siguiente debe ser
satisfecho

p' M;*R;M;'p = 0. (21)

De acuerdo a los resultados previos, con Ry > 0, la tnica solucién que cumple (21) es
p = 0. Esto implica que p = 0, y sustituyendo esos resultados en (18) tomando en
* T OT]T e

cuenta (5), obtenemos ¢ = q*. Por tanto, concluimos que el equilibrio [q S

asintoticamente estable, al menos localmente.

Finalmente, el estimado del dominio de atraccion sigue del hecho que 2; es el

conjunto de nivel mas grande de Hy. Esto completa la prueba.

Comentario 1. Al comparar la Proposicion 1 con la Proposicién 2, puede observarse
que en esta ultima puede concluirse estabilidad asintotica directamente, si existe una

M, que garantice la condicién (19) y una K, que asegure positividad de (17); mientras
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que en la Proposiciéon 1 depende de que sea cierta la suposicion de detectabilidad,
para la cual no queda claro como verificarla de manera sistematica. Sin embargo, esa
condicion adicional sobre la matriz My en la Proposicién 2, que no se requiere en la
Proposicién 1, sea tal vez sea una de las razones de que en la mayoria de las extensiones

y aplicaciones del método IDA-PBC, la friccién esta ausente.

I1.2 Nuevo IDA-PBC de un sistema carro-péndulo

Con el fin de ilustrar la aplicacién del método IDA-PBC para la regulacién de
sistemas mecanicos subactuados, en este epigrafe se muestra el diseno de un nuevo
IDA-PBC del sistema carro-péndulo. El procedimiento de diseno estd basado en la

propuesta presentada en (Sandoval et al., 2008).

El sistema carro-péndulo es un sistema mecanico subactuado que consiste de un
carro moviéndose horizontalmente con un péndulo acoplado al carro, el cual gira libre-

mente (ver figura 1).

m,1
9,
g
l
M
—>Uu
O O
=
q

Figura 1: Sistema carro-péndulo.

El desplazamiento del carro es controlado con un actuador que aplica un par sobre él,

mientras la ausencia de actuacion en el péndulo determina la naturaleza subactuada del
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mecanismo (Kelly et al., 2005¢). En la figura 1, las posiciones son ¢; y ¢o, mientras el
resto de los parametros del carro-péndulo: longitud, momento de inercia y masas estan
dados por I, I, m y M, respectivamente. La aceleracion de la gravedad es g, mientras

u es el par aplicado sobre el carro.

11.2.1 Modelo y objetivo de control

El modelo hamiltoniano del carro-péndulo mostrado en la figura 1, puede ser descrito

por (3) con las matrices

M(q) = ¢ vcos(g) e 1 (22)

veos(gz) B 0

y la funcién de energia potencial

V(Ch) = 5[‘305(%) - 1]
donde las constantes estan definidas como

= M +m, =ml?*+ 1,
2 B (23)
v =ml, 0 =mgl.
Por conveniencia de notacién, los elementos de la matriz M (g2) dada en (22) son deno-
tados como sigue
A Q1 G2

(24)
o Aas

El objetivo de control es llevar al péndulo a la posicién vertical superior con el carro
en una posicion deseada, iniciando desde una vecindad de esta configuracion, donde la

posicién deseada del carro esta acotada por los limites fisicos del mecanismo.
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Formalmente, el objetivo de control puede ser establecido como

donde g4, es la posicion deseada del carro.

I1.2.2 Diseno del control IDA-PBC

Primero, se aplican los resultados mostrados en el epigrafe I1.1, donde

Note que GG = 0. Enseguida, la asignacién de My = My(qs) facilitard la solucién de
la PDE (13), como se vera mas adelante. Un paso clave en el disefio es la asignacién

particular de la matriz
Jp = =plalV (26)

siendo p = M, 'p, a = [a1(qa) a(qe)]T libre y W € so(2). Usando (26) y la siguiente
identidad

dM—1 dM
— _M—I_M—l
dg; dg;
la Ecuacion (13) queda
dM dM
—pTM—ld—sz—lp + GLMdM_lengMd_leMd_lp +2p" M ' aG WM 'p =0

(27)
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donde e; es el vector base. Ahora, (27) puede ser expresada como

dM, 2000 ap

M
p’ M (G MM ey M ! y Mt — M?

—d Mt p=0
dg2 q2 o) d

(28)

tal que se ha asignado tinicamente la parte simétrica de la matriz 2aG*+W, dado por

A =aG*W + [aGtW]T| esto es,

a; 0O 200 « 0 —«o
2aCtW =—2| " | =—|"" P - ?
(6%} 0 (0%) 0 (6%)) 0
N——
A

Es facil verificar que 2G+Jo,M;'p = p' M;*AM;'p, con J, dado por (26). Es im-
portante resaltar que la asignacion de la matriz A es crucial en el diseno. Un andlisis
detallado de la incorporacién de esta novedosa matriz en la solucién de (13) es mostrada

en (Acosta et al., 2005). Luego, de (28) se tiene que

dM dM. 20 «
MM (G MM e My M = M b

Za M:1=0
dg2 Q2 Qg 0 d

la cual multiplicando tanto por la izquierda como por la derecha por My, y definiendo
A1 A

A= |70 P2 MyM~1, queda
A3 Mg

dM 200 «
O e ) (29)
dg2 Qg 0

0 1| .
vysen(ga)A A+
10

Antes de continuar, es conveniente decir que hasta ahora, la estrategia de disefio que se
ha seguido busca facilitar la solucién de M, en (13). En este caso, el conjunto de PDEs

mostradas en (13) ha sido transformado en un conjunto de ecuaciones algebraicas en
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(29), las cuales no presentan obstaculo alguno en la solucién de My, ya que oy y as son

libres.

Ahora, se continta el diseno considerando de la definicién de la matriz A,

dy d
My=AME [T 7
ds d,

donde

di = M@+ Xoycos(qq),
dy = A1ycos(qa) + Aof3, (30)
ds = A3+ Ayycos(qa),

dyi = Azycos(qz) + \f.

Tomando en cuenta (30) en (29), resulta el siguiente conjunto de ecuaciones alge-

braicas con:

d
2ysen(ga) A1 A2 + )\4@()\1@ + Aoy cos(q2)) — 27 =0 (31)
2
d
ysen(qga)[AAg + A2 As] + )\45()\17 cos(q2) + Aoff) —aa =0 (32)
2
d
2”ysen(q2))\3)\4 + )\4@()\3’}/ COS(QQ) + )\4ﬁ) = 0 (33)
2

Mientras que de acuerdo a (14), resulta la siguiente PDE

A3V Vi + MV, Vg = —dsen(qo). (34)

La asignacion de \y = —ky y A3 = kskqcos(qz) permite resolver (33), siendo k3 y

k4 constantes arbitrarias. Mas aun, incorporando esos resultados en (34) se obtiene la



20

siguiente solucién de la PDE,

Vi = = conlan) + @(kssen(as) + lo — g (35)

donde ®(-) € C*' es libre. La necesidad de g* = arg min{V;} requiere que V; sea

definida positiva en una vecindad de g*. Con este fin, puede ser verificado que

) k
Va = =2 cos(qs) + -2 lkssen(qz) + [ — qa, ] (36)
4

cumple el requerimiento previo con las constantes k,, k3 y k4 positivas. Para probar

positividad de Vy, note que el gradiente de V; es

kplkssen(q2) + [¢1 — 4, ]]
qud -

Zsen(qa) + kpks cos(qz)[kssen(qz) + (g1 — qay ]

con soluciones q; = qq4, y g2 = nm, y n € IN. Es facil verificar que el Hessiano de Vj es

k, kpks cos(ga)
V2qu =

kpks cos(qa) & cos(qz) + kpk3 cos(ga)® — kpkssen(gz) [kssen(g2) + @1 — qa,]

el cual al evaluarlo en (¢; = qq4,, g2 = 0), resulta en

ky  kyks

koks 2+ Kk

siendo definido positivo con k,, k3 y k4 positivos.

Enseguida, se procede con la asignacion de los elementos que aseguran la positividad

y simetria de M,. Con este fin, note que de las dos tltimas lineas de (30), d3 y d4 son
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determinados por A3 y Ay como

d3 = kalkscos(g2)p — v cos(q2)]
dy = kylksycos(g)? — 1.

Un requisito parcial para asegurar positividad de M, es dy > 0, el cual se cumple para

todo
¢ € (—¢,¢) (37)
siendo € = arccos( %) con k3 > g, implicando esto tltimo que ¢ < 7. El valor

€ acota la posicion inicial del péndulo, tal que la configuracién en reposo del péndulo

debe estar sobre la horizontal (ver figura 1).

Por otro lado, de las primeras dos lineas de (30), la asignacién de A; y A, estd sujeta
al requerimiento que impone la positividad y simetria de M, sobre los elementos d; y
ds. Tomando en cuenta este requerimiento, y habiendo definido previamente A3 y A4,

puede reescribirse My = AM como

Nas + Aa
M, =k, P 1a2 203

ks cos(qz)a; — as k3 cos(ga)as — as

donde los elementos A\; y A2 han sido expresados convenientemente como el producto

de k4 por A y AJ, respectivamente, y p esta dado por

p = Mai + Ajas. (38)

Note que la simetria de M, estd determinada por

ks cos(g2)a; — as

~ B2y (39)

o __
A =
as a3
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mientras para asegurar positividad de My, se necesita que

S (ks cos(gz2)ar — a2]2 _ COS(Q2)2[k390 - ’Y]g

ag — as k3y COS((]2)2 -3

sea positivo, el cual es satisfecho con

cos(e — p)?[ksp — 7]?
sy cos(e — p)? — (40)

siendo p << 1. Posteriormente, sustituyendo (39) en (38), queda

agp — k3 cos(ga)ar — az _ Bp — cos(ga) [ksp — 1]
A 3 — 7 cos(gz)?

Al =
Luego entonces, la matriz M, queda finalmente como:

My — ks p cos(qz) k3 — 7] | (41)

cos(qz) [ksp — 7] ks cos(q2)® —

Por otro lado, sustituyendo los elementos A; en (31) y (32), se determina a; y ap, como

A
a; = ~sen(ga)A1 s + ?4[)\'1,0 + A5y cos(qa) — Agysen(qa)],

az = ~sen(qo)[AiAs + A2 3] + A[ N[y cos(q2) — Arysen(qa) + Ny 0],

donde
N2 T Sl sen(as)(hop — ) — (8 — cos(as)lhap — 7297 coslasen(as)]|
\, A dhy %[—’VSGH(QQ) cos(qz)[ksp — 7] — [1 + v cos(gz)]sen(qz)[ksp — 7] + vBpsen(qz)].

dgz
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Por dltimo, de acuerdo a (6), con (12) y (8), la ley de control queda

1 dspr +d
= TV e [9a(6; )+ VG| T [ R
d

dspr — dap2
k[ = ] (42)

donde Ay = didy — dads > 0, es el determinante de My, k, > 0 es una constante

arbitraria y el resto de los términos estan dados por

ViVy = kp[kssen(Q2)+(Q1—Qd1)]a

Vg(pTMd_lp) = %{Ad[—%en(qﬂ[l@g@ + y]p1pe — 2ksy cos(g2)sen(gs)]
d
—[2 cos(ga) ks — Y|p1pa + [ksy cos(g2)? — B]p3] x

[—2pks7 cos(g2)sen(ga) + 2 cos(gz)sen(qz) (ks — 7I°]},

0
VoVy = k—sen((h) + kpks cos(qz)[kssen(qz) + (g1 — qa,)];
4

pT M la = p1ldacy — daas)] Zpg[—dgoq + dlag]‘
d

I1.2.3 Simulaciones

Simulaciones del nuevo IDA-PBC del carro-péndulo han sido llevadas a cabo para
verificar los resultados. La condicién inicial fue: [q1(0) 2(0) pi(0) po(0)]F =
[1 0.15 0 0], Los parametros del sistema carro-péndulo mostrado en la figura 1
son: M =2.024, m = 0.338, [ = 0.33, I = 0.015 y g = 9.8. Las ganancias de la ley de
control IDA-PBC dada por (42) son p = 240, ks = 0.6, ky = 0.05, k, = 10 y k, = 20.

Las graficas mostradas en las figuras 2 y 3 muestran cémo las posiciones van

desvaneciéndose como se esperaba.
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Figura 3: Evolucién temporal de la posicién del péndulo gs(t).

Analisis de estabilidad del control IDA-PBC de un sis-

tema barra-bola con friccién

Una ley de control IDA-PBC para la estabilizacion del sistema barra-bola sin friccién

ha sido presentado en (Ortega et al., 2002a). Una modificacién de este controlador,

pero ahora considerando friccién en el sistema barra-bola, fue mostrada en (Gémez

Estern & Van der Schaft, 2004). En ella, los autores incorporan una nueva inyeccién

de amortiguamiento con una ganancia no lineal en la ley de control, y mas importante

aun, presentan nuevas condiciones de estabilidad. Tomado en cuenta esto ultimo, en

este epigrafe se presenta en detalle el andlisis de estabilidad mostrado en (Gémez Estern



25

& Van der Schaft, 2004), con un aporte adicional que consiste en la correccién de un
error tipografico en la ganancia k, no lineal, mostrada en el control IDA-PBC, y que

es crucial para concluir estabilidad asintética.

El sistema barra-bola mostrado en la figura 4 es un sistema mecanico subactuado
que consiste en una bola moviéndose sobre una barra. La barra esta dotada con un
actuador que aplica un par sobre él, mientras la ausencia de actuacién en la bola

determina la naturaleza subactuada del mecanismo.

Figura 4: Sistema barra-bola.

Las ecuaciones de movimiento del sistema barra-bola con friccion viscosa, mostrado

en la figura 4, estan dadas por

¢ P
P2
e (43
p1 Triaye — g9sen(gz) — fupr
p2|  |u—gqcos(q) — fu g |

donde ¢; y ¢o son la posicion de la bola y el angulo de la barra, respectivamente, p; y
po son los momentos de cada coordenada, L es la longitud de la barra, la entrada de
control es u y g es la aceleracién debido a la gravedad, f,, y f,, son los coeficientes

de friccién viscosa de cada coordenada. El objetivo de control es llevar a la bola a la
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posicién de reposo con q; = g = 0. En este epigrafe se usa la notaciéon ¢ = [¢1 ¢o|T y

p=[p ol
Cabe destacar que el andlisis aqui presentado rectifica el término no lineal k,

mostrado en (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004), en la siguiente ley de control:

q1 2 2 1 2
U = —=——— | =/ L2+ @ PP+ V21p +—p}
\/§(L2+<ﬁ)[ H )

L2+ ¢ 1 ,
+9q COS((]2) —g 2(L2 + q%) sen(q2) _ k?p 5 qi {(D — ﬁ arcsinh (%)}

2
3 D2 (44)

_|_—v N B
L? 4¢3 b L? + g7

El sistema en malla cerrada se obtiene sustituyendo la ley de control (44) en (43)

q1 p1
D2
i S T (45)
D1 % — gsen(qz) — fu, 1
p2| | flaapp) |
donde f(q1, g2, p1,p2) s
q1

1
=1/ L2+ ¢ip; + \/§p1p2 + —2293
L?+qi 7]

L2 + 2 1 ' T
+9 q1cos(q2) — g4/ 2(L? + ¢f) sen(g2) — Ky 5 i {qQ ~ 7 arcsinh (%)

f(qla Q27p17p2) =—9gaq COS(QQ) + m

S R R i B R
con k, positivo, y una k, propuesta en (Sandoval et al., 2009) como:
k _ [ ql] U1 V2 (46)

222+ @lfe
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Comentario 2. Mas adelante, se proporcionan mas detalles acerca de la k, dada por

(46), la cual difiere de la mostrada en (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004).

Puede verificarse que los equilibrios del sistema estdn contenidos en el conjunto

eR*:q; = Lsenh(ﬂmr),qz =nm,p1 =0,p, =0
p

donde n es cualquier niimero entero. Dado que |senh(v/2nm)| > 1 para n # 0, entonces
los equilibrios asociados a |n| > 1 no tienen algun interés practico —la bola estd mas
alla del extremo de la barra—. Por tanto, se tiene interés en estudiar la estabili-
dad del equilibrio correspondiente a n = 0, esto es, el origen del espacio de estado
@1 @ p1 p2)T = 0 € R El objetivo del andlisis es mostrar en detalle que este

equilibrio es asintéticamente estable.

En (Ortega et al., 2002a) ha sido mostrado que la funcién asociada al sistema en

malla cerrada (45) (que han llamado “funcién de energia total”) es

1 \/ip% 2p1p2 \/510%
174 7 — — + +V 47
(q,p) 5 [\/m L2—i—q% (L2+qf)% 4(q) (47)
donde
k 1 ’
Vi = gl — cos(g)] + 2 [qz + —garcsink (%)] - (48)

El primer término del lado derecho corresponde a la “energia cinética” y Vy(q) es la

“energia potencial”.

Es conveniente definir el conjunto D C IR* como

p={|? ceR': ¢ € (—m, )
p
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El principal resultado de estabilidad es establecido como la Proposicién 4 en (Ortega
et al., 2002a); el cual es presentado aqui en una forma ligeramente diferente (ver

(Sandoval et al., 2008)).

Proposicion 3. Considere el sistema barra-bola (43) con la ley de control IDA-PBC
(44). Entonces, el origen del espacio de estado del sistema en malla cerrada descrito

en términos de [q1 q2 p1 p2)T € IR* es un equilibrio asintdticamente estable.

Prueba. Considere la funcién de energia total (47) propuesta en (Ortega et al.,
2002a) como funcién candidata de Lyapunov. Para mostrar que la funcién de Lyapunov
es definida positiva en D, observe que el primer término del lado derecho de (47) puede

ser escrito como

V2 1

T \/L2+q% (L2+43)
1 V2

(L2+41) (124423

p

el cual es claramente positivo con respecto a p; y ps. Por otro lado, note que el término
restante del lado derecho V;(q) definido en (48) se desvanece en D solo en ¢; = ¢2 = 0,
en caso contrario es positivo. Por tanto, la funcién de Lyapunov (47) es definida positiva

en D.

Después de varias manipulaciones algebraicas, la derivada temporal de la funcion

de Lyapunov (47) a lo largo de las trayectorias del sistema en malla cerrada (45) queda

V(q p) _ \/§fv1p% . (f + fvz ) b1p2
’ VIP+g¢ 7 LPrgt) PP+

n V20,3 1 L? + ¢ip1 — V2ps
L2 +qfp " (L2 + 3]

2

(49)

tal que si sustituimos k, dado por (46) en (49), la ecuacién anterior puede reescribirse
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como
T
. D1 bi ba| |p1
Vig,p) =~ (50)
D2 by bs D2
—_——
By
donde
b _ 5 V2 v
= 5 5 T 2 2157
2V20L2 + 7] 2v2[L2 + ¢}
1[ 2f, fo 2
b - _ = 1 + 2 + v ,
’ 2 [[L2+qf]  [L2+qi]®  foll? +qi
b3 — fU1 \/ifv2 + 32

+ .

Por tanto, las siguientes condiciones aseguran que B, sea una matriz definida positiva:
bl > O,blbg —bg >0

garantizando que (49) sea una funcion no positiva en D. La primera condicién es
satisfecha debido a que f,, es una constante positiva y de acuerdo al disenio de la ley de
control mostrado en (Ortega et al., 2002a), solo la parte positiva es considerada en todas
las raices cuadradas. Luego de algunas manipulaciones algebraicas y simplificaciones,

de la segunda condicion, se obtiene:
wlL? +@” + 6f0, fuoo [ L* + gi] + £, > 0

debido a que f,, y f,, son constantes positivas. Esos argumentos prueban que (47)
califica como funcién de Lyapunov. Por tanto, el origen del espacio de estado es un

equilibrio estable.

Enseguida, se probara que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable

(localmente). Invocando el Teorema de Barbashin—Krasovskii, se requiere que en el
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conjunto €2 definido por

q :
Q = €eD:V(q,p)=0 (51)

p
el origen sea la Unica trayectoria que iniciando alli permanece por siempre en €. Por

tanto, en () la siguiente ecuacién
T _
p Bgp=0 (52)

tiene como soluciéon unicamente p; = py = 0, en virtud de que la matriz B, es definida
positiva. A su vez, esto implica que p; = ps = 0. Sustituyendo estos resultados previos
en (45) resulta que ¢ = ¢ = 0. Por tanto, se concluye que el origen del espacio
de estado es la unica condicion inicial que inicia en {2 y permanece alli para siempre.
Esto completa las condiciones establecidas por el Teorema Barbashin—Krasovskii para

asegurar estabilidad asintotica del equilibrio.

11.3.1 Nueva inyeccién de amortiguamiento con k, no lineal

Una aportacién del analisis que presentaron en (Gémez Estern & Van der Schaft,
2004), es la nueva inyeccién de amortiguamiento con una k, no lineal, a diferencia de la
constante k, positiva que utilizaron en (Ortega et al., 2002a). Sin embargo, en (Gémez
Estern & Van der Schaft, 2004) omitieron un término en la k, mostrada en ese trabajo,
el cual es crucial para concluir estabilidad asintética. Por tal motivo, enseguida se
mostrara en detalle el procedimiento para la selecciéon de la k, no lineal, con el fin de

corregir el error tipografico dado en (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004).

Basado en el epigrafe 3.2 de (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004), se definen las

siguientes matrices:

2

C 2 Z(RM*M;+ My;M'R), D 2 GK,G”

DO | —
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tal que para el sistema barra-bola, estas corresponden a

1 0 fo O 0
M p— ,R pr— ,G p— y
0 (L?>+¢?) 0 fu 1
y
_ V2 1
My = [L* +¢}) | VP*Hi
1 2[L2 + ¢?]

En (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004) muestran que la funcién de energia del

sistema en malla cerrada es
V(g,p) = —p"M;*(C+D)M;'p

donde los autores concluyen que C' + D puede ser definida positiva seleccionando una

K, apropiada, donde

V202 +qilf 5l + aEl o + ol

C+D=
HIL2+ @ fur + for] V2IL2+ @ fos + Ko

En virtud de que los elementos de la diagonal de esta matriz son positivos, la tnica
condicion para asegurar positividad de la matriz C'4+ D es probar que su determinante

sea positivo. Por tanto, la k, que asegura lo dltimo es

[L2+q1] v1 _6[L2+q%]f’01f7)2 + ’32

44/2[L2 + @3] o,

k, >

y una seleccion apropiada de k, es

MR e

2¢/2[L? + qil fu,

(53)
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la cual corresponde a (46), y que difiere de aquel mostrado en (Gémez Estern & Van der
Schaft, 2004), donde la constante f,, que aparece en el denominador ha sido omitido

n (Gémez Estern & Van der Schaft, 2004).

I1.3.2 Simulaciones

Simulaciones del sistema barra-bola han sido llevados a cabo para verificar los resul-
tados. La condicién inicial en la primera simulacién fue: [g1(0) ¢2(0) p1(0) p2(0)]T =
(096 —0.30 0 0]”, mientras en la segunda simulacién la condicién inicial fue:
[q1(0) g2(0) p1(0) p2(0)]T =10.96 0.40 0 0]7. Los pardmetros del sistema barra-bola
(43)son: L =1,9=9.8, f,, =1y f,, = 1. Las ganancias de la ley de control IDA-PBC
(44) son k, = 10 y k, dada por (46).

Las graficas mostradas en las figuras 5 y 6 muestran cémo las posiciones van
desvaneciéndose como se esperaba. Sin embargo, observe en la figura 5 que la bola

abandona la barra en oposicién al comportamiento mostrado en la figura 6, donde la

bola permanece siempre en la barra.

1.5

1

\
o
ot

Figura 5: Evolucién temporal de posiciones en simulacion 1.

Maés atin, de acuerdo a la Proposicién 5 establecida en (Ortega et al., 2002a) —donde
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Figura 6: Evolucién temporal de posiciones en simulacion 2.

se proporcionan condiciones para asegurar que |q;(t)| < L— se verifica que el valor

1 k
.

= 0.4111
82k, +g

define un estimado del dominio de atraccién restrictivo dado por (9), ya que de la
configuracién inicial en la segunda simulacién se calcula V' (g(0), p(0)) = 0.9797 el cual
viola la desigualdad en (9) con el resultado previo de ¢, no obstante que |g;(t)| < L en
la figura 6. Por tanto, desde un punto de vista practico, la bisqueda de estimados del

dominio de atraccién menos restrictivos deberia ser abordada como trabajo futuro.
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III Estabilizacion de una clase de sistemas mecanicos

subactuados con friccion dinamica mediante el

método IDA-PBC

IT11.1 Introduccion

La friccion es un fenémeno complejo que aparece en todos los sistemas mecénicos,
y muchas estrategias para desvanecer sus efectos perjudiciales en sistemas de control
han sido investigados por largo tiempo. Errores en estado estacionario y oscilaciones
son efectos tipicos de la friccién en el control de movimiento de sistemas mecanicos.
Existen muchos esquemas de compensacion de friccion basados en modelos, que inten-
tan reducir esos comportamientos indeseables causados por la friccion, ver por ejemplo
(Armstrong et al., 1994), (Astrom, 1998) y (Hensen & Molengraft, 2002). Esos esque-
mas estan basados sobre modelos de friccion, los cuales son capaces de predecir una
extensa variedad de fenomenos de friccién (e.g. desplazamiento predeslizante, atraso
friccional y fuerza de rompimiento), todos ellos observados en la practica. La naturaleza
de los modelos es completamente diferente, pero todos aproximan la fricciéon real. La
exactitud de la aproximacién esta dada principalmente por la complejidad del modelo,
ya sea estatico o dindmico. Los modelos de friccién dindmica, tales como el modelo de
Dahl (Dahl, 1976), y el modelo de LuGre (Canudas et al., 1995), han sido usados para
compensar friccién en sistemas de control (ver (Moreno et al., 2003) y referencias alli
citadas). El modelo de Dahl es uno de los modelos de friccién dindmica mas simples, el
cual estd inspirado en una interpretacién de deflexion de cerdas, y es capaz de predecir
fenémenos importantes que aparecen a bajas velocidades, tales como desplazamiento
predeslizante. Esencialmente, el modelo de Dahl es un modelo de friccion de Coulomb
con un atraso en el cambio de la fuerza de friccién, cuando la direccién del movimiento
cambia (Armstrong et al., 1994). Algunas propiedades relevantes de este modelo de

friccién son: es extensivamente usada en estudios de simulacion, la friccién depende
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solo del desplazamiento, no captura el efecto Stribeck y no describe el fenémeno stick-

slip (Astrom, 1998).

Por otro lado, en (Reddy et al., 2004) se presenta evidencia experimental del de-
sempeno de un lagrangiano controlado de un sistema carro-péndulo, mostrandose un
comportamiento indeseable debido al fenémeno de friccién. En ese trabajo, se men-
ciona que una fuerza compensatoria fue usada para minimizar el efecto de la friccién
dindmica, pero esta fuerza no fue mostrada en la ley de control y no queda claro como
esa fuerza fue considerada. Mas ain, en este trabajo de tesis se llevaron a cabo experi-
mentos para verificar el desempeno de un control IDA-PBC sobre un péndulo de Furuta
donde la fricciéon no fue considerada. Esos experimentos revelaron un comportamiento
oscilatorio del mecanismo, el cual permanecié a pesar de modificar los parametros del

sistema de control.

Motivados por la evidencia exhibida en los experimentos realizados con el péndulo de
Furuta, se procedio a analizar la compensacién de friccién en el marco de la metodologia
IDA-PBC. Como consecuencia, se ha extendido la formulacién original de esta metodo-
logia para el caso en que la friccién estd presente sélo en las coordenadas actuadas de
una clase de sistemas mecanicos subactuados. El aporte novedoso de esta propuesta es
la incorporacién del modelo de Dahl en la formulacién del método IDA-PBC, preser-
vando su filosofia de diseno. Esto significa que el modelo de Dahl puede ser incluido
en un control IDA-PBC con compensacién de fricciéon. Una ventaja de la inclusion
del modelo de Dahl en el método IDA-PBC es la simplicidad en el diseno del obser-
vador que trata con la estimacién del estado interno no medible del modelo de friccién.
Desafortunadamente, este procedimiento puede fallar con otros modelos de friccién
dindmica, y una novedosa estrategia debe ser considerada si se desea incorporarlas en
la metodologia IDA-PBC. Los resultados de esta extension podran ser utiles para lo-
grar un mejor desempeno en experimentos de una amplia clase de sistemas de control
IDA-PBC para mecanismos subactuados reportados en la literatura (ver (Ortega &

Garcia-Canseco, 2004) para un resumen completo). En suma, la principal contribucién
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de esta extension es el método IDA-PBC aplicado al control de una clase de sistemas

mecéanicos subactuados, con friccién dindmica caracterizada por el modelo de Dahl.

III.2 Formulacién del problema

El nuevo procedimiento estd basado sobre la formulaciéon dada en el epigrafe II.1.
Se considera que las primeras m de las n articulaciones son actuadas; si el sistema es
subactuado entonces m < n. Seran llamadas esas m articulaciones las coordenadas
actuadas. Por otro lado, el modelo de Dahl aplicado a los sistemas subactuados es

(Moreno et al., 2003):

2 = —GU(q)GTE,z+ [GGT g, (54)
f(z,q9) = GG'S,z+GF,G"q, (55)

m

0

donde z € IR" es un vector de estados internos no medibles, G = e IR™™ tal que

rango{G} = m, ¥ = diag{ﬁ|q1|, ce ﬁ|qm|} es una matriz diagonal semidefinida
positiva, donde f., (i = 1,2,...,m) denota los pardmetros de Coulomb de cada una de
las m coordenadas actuadas, 3, = diag{oy,,...,00,} es una matriz diagonal definida
positiva la cual contiene los parametros de rigidez de las n coordenadas, f € IR" es el
vector de fuerzas debido a la friccién, F, = diag{f,,,... f»,,} es una matriz diagonal
definida positiva la cual contiene los coeficientes de friccion viscosa de las m coordenadas

actuadas, y
q=M"p=1[¢ G (56)

es el vector de velocidades generalizadas. A pesar de que el estado z no es medible, se
supone que todos los parametros del modelo son conocidos. Para el analisis, se considera

que la friccion estd presente sélo en las coordenadas articulares, esto es equivalente a
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T con 2z, =0, para k =m +1,...n. Sise toma

decir que z = (21, ", Zm, Zma1s " s 2n)
en cuenta el modelo de friccién de Dahl (54)-(55), las ecuaciones de movimiento del

sistema completo pueden ser reescritas como

q 0 I, 0 VqH 0

d

Z |p| = |- -GRG" -GG | |VpH|+ |Gu (57)
z 0 [GGT)T —GUGT| |VLW 0

donde

1
W(z) = 5 2%, 2,
y el lado derecho de (55) estd incluida en la segunda linea de (57), donde el signo menos

es debido a la oposicion de la fuerza de friccién a la entrada de control.

Siguiendo el razonamiento del método IDA-PBC en asignar una estructura deseada
en malla cerrada, preservando en este caso la estructura de (57), con una funcién Hy

dada por (4), se tiene que el sistema en malla cerrada deseado es

q 0 MﬁlMd 0 Vqu

d

a 1P|~ ~M;M~ Jo(q,p) - GK,G"  —GG" VpH, (58)
z 0 GGT|T —~GUGT| | VW,

donde z = z — 2, siendo 2 la estimacion del estado z, y se introduce en la formulacién

una funcién semidefinida positiva
'y, z. (59)

Ahora, para esta nueva clase de sistemas (58) el principal desafio del método IDA-PBC

aun consiste en resolver las PDEs (13) y (14), tales que las soluciones M, y V; definen
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la nueva ley de control

u = [GTG]7'G" [VgH — MyM~'VqHy+ J.M;'p] -K,G"M;'p

N AN

12;9 /l;;z
+F,G'M 'p+G'E,2 (60)

-~

ufric

donde el nuevo término .. define la compensacién de friccién.

Luego entonces, similar a la formulacién descrita en el epigrafe II.1, el problema
de control consiste en obtener el sistema en malla cerrada (58), lo cual significa que
existen soluciones My y V; de (13)-(14), tal que al sustituir (60) en (57), considerando

que 2 = z — 2 y por tanto 2 =  — %, se obtiene (58).

Comentario 3: Se resalta el hecho de que la compensacion de friccion esta ausente
en la formulacién original mostrada en (Ortega et al., 2002a). Més atn, es importante
subrayar que en esta nueva propuesta las PDEs (13) y (14) no cambian con respecto a
la formulacién original del método IDA-PBC. Esto se debe a que la compensacién de

friccion define una nueva inyeccién de amortiguamiento dada por uj™ = wg; + Usric.

I11.3 Observador de friccion

Dado que el modelo de Dahl es dindmico y tiene un estado no medible z, algtin
tipo de observador debe ser necesario. Es conocido que existen varias metodologias de
diseno de observadores, y también existen varios observadores no lineales propuestos de
manera particular (Canudas et al., 1995; Canudas & Lischinsky, 1997; Moreno et al.,
2003; Olsson et al., 1998). No obstante, inspirados por (Kelly et al., 2004), enseguida

se presenta el siguiente observador de friccion

z = [GGT' M~ 'p — M;'p] — GUGTS,2 (61)
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el cual proporciona un estimado del estado no medible z. Una ventaja de la inclusién
del modelo de Dahl (54)-(55) en (57) es la simplicidad para disenar el observador. Para
clarificar este procedimiento, note que, de la definicién z = z — 2, la derivada temporal
puede ser escrita como

z=%—% (62)

Por tanto, el observador propuesto (61) es obtenido sustituyendo 2 y z de (57) y (58),

respectivamente, en (62).

Comentario 4: Una conexién interesante de esta propuesta y el trabajo de (Rocha-
Cotzal & Moreno, 2002) es el observador no lineal definido por (61), el cual podria ser
considerado como una entrada desconocida de acuerdo con (Rocha-Cotzal & Moreno,
2002), donde la fuerza de fricciéon —capturada por el modelo de Dahl— serfa la entrada
desconocida (ver epigrafe 2.1 en (Rocha-Cotzal & Moreno, 2002)). Por tanto, en un
estudio posterior seria interesante analizar la propuesta que aqui se presenta en el marco

teérico mostrado en (Rocha-Cotzal & Moreno, 2002).

I11.4 Analisis de estabilidad

Basado en el método directo de Lyapunov se muestra que, bajo algunas condiciones,
el sistema en malla cerrada es estable, e invocando el teorema de Barbashin—Krasovskii,
se obtienen condiciones de estabilidad asintética.

Primero, se procede a definir una condicién necesaria para asegurar que [q7 p” ,%T]T

[@*7 07 071" es un equilibrio aislado de (58), donde g* cumple con (5). Con este fin,

se introduce la siguiente hipodtesis:

Hipotesis A1: EL siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas

G"VqV =0 (63)
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tiene como unica solucion g = q,, al menos localmente, con g, € {g* € IR"}. Més atn,

considerando (63) con q = g,, se tiene de (14) que
GMyM'VqVy; =0, (64)

tiene como unica solucién q = q*.

Comentario 5: La hipétesis Al incluye una clase de sistemas mecanicos subactuados
donde el vector de posiciones deseadas g* en el sistema en malla cerrada pertenece al
conjunto de puntos criticos del sistema en malla abierta, tal que VgV (g)|,—q-= O.
Algunos ejemplos son: el péndulo con rueda inercial y sistema barra-bola mostrados
en (Ortega et al., 2002a), el sistema carro-péndulo (Acosta et al., 2005), el acrobot
(Mahindrakar et al., 2006), el péndulo de Furuta (Viola et al., 2007), y el pendubot
(Sandoval et al., 2008).

Ahora, se presenta el reultado principal de estabilidad, contenido en la siguiente

proposicién.

Proposicién 4. Bajo la hipétesis A1, el sistema (58) tiene un punto de equilibrio ais-
lado estable [q7 p” 217 = [¢*T 0T 07)T. Este punto de equilibrio serd asintdéticamente

estable si en

0= {[qT pT ET]T € Dn : Hd(qapa'%) = O}

el mdzimo conjunto invariante es [g** 0T 07T, donde D,, C IR*" y
He=Hs+ Wy (65)

califica como una funcion de Lyapunov. Un estimado del dominio de atraccion estd
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dado por Ly (¢3) donde

1>

EDn:Hd<Cg

"V R

Lv(Cg)

X

¢z = sup{cs > Ha(qy, 0,0)| Ly (c3) esta acotado}. (66)

Prueba: Note que el conjunto de equilibrios de (58) estda dado por
E={p=0,q,z€ R": MyM'VqVy + GG"E,z = 0}.

La ecuacién mostrada en el conjunto £ puede ser escrita como:

T
|| MaM ™IV gVa+ GGTE,2] = 0,
G

tal que al desarrollar el producto queda,

G MM 'VqVy+ GG'S,z] = 0, (67)
G MM 'VqVy = 0. (68)

Ahora, por diseno, (68) implica que GLVqV = 0, de acuerdo con (14). Entonces,
usando la hipdtesis A1 se asegura que (68) se cumple tnicamente en ¢ = q*, al menos
localmente. Finalmente, sustituyendo este resultado previo en (67) queda z = 0. Por
T T oT)7

tanto, se concluye que [g es un equilibrio aislado de (58).

Enseguida, tomando en cuenta (4), (59) y (5), es facil verificar que (65) es una

funcién definida positiva en una vecindad del punto [g*7 07 07]7, donde una constante
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*

apropiada puede ser agregada a V; tal que se desvanezca en ¢ = q*. La derivada

temporal de (65) a lo largo de las trayectorias del sistema (58) estda dada por

Hy = —p' M;'GK,GT"M;'p - 27S,GUGTY, 2
T
M;'*GK,GTM;* 0
_ _|P d d p (69)
z 0 2,GUGTY, | |z

la cual es una funcién no positiva. Basado en la teoria de Lyapunov, los resultados

anteriores aseguran que el punto de equilibrio [g*7 07 07]7 es estable.

Solo resta establecer condiciones que aseguren estabilidad asintética. Con este fin,

de acuerdo con el Teorema de Barbashin—Krasovskii se define el conjunto 2 como:

q
Q=< |p|l €D, p"M;'GK,G"M;'p+ 2"%,GVGTS,z2 =0

W

El siguiente paso es determinar el maximo conjunto invariante en ). Por tanto, bus-
camos todas las trayectorias que, iniciando en €2, permanecen alli por siempre. Con

este fin, note que en € lo siguiente debe ser satisfecho
p"M;'GK,G"M;'p + 2"2,GUGTE,z = 0. (70)

Existen dos mecanismos para cumplir la ecuacién anterior. La primera opcion es p = 0
y z € IR" debido a que ¥(0) = 0 de acuerdo con la definicién ¢ = M ~'p. Entonces,
p = 0 implica p = 0 y, sustituyendo este resultado en (58), bajo la hipdtesis Al, se
obtiene ¢ = g¢* y z = 0. Por tanto, se concluye que un conjunto invariante en €2 es el

punto de equilibrio [¢g*7 07 07]”. La segunda opcién es 2 =0y

G"M;'p=0. (71)
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Lo primero implica que z = 0 y sustituyendo este resultado, junto con (71), en (58),
conduce a

p=—-M;M 'VqH,+ JLM;'p. (72)

Mas atn, (71) implica que su derivada temporal se cumple, esto es,
G'M;'p— GTM'VqH,; + G"M; ' J,M;'p=0 (73)

donde se ha considerado (72). Por tanto, el problema a resolver se reduce a probar
que [¢*T 07 07)7 es la tinica solucién que simultdneamente satisface (71), (72) y (73),
lo cual significa que no existen otros conjuntos invariantes en 2, ademas del punto de
equilibrio [¢*7 07 07]T. Similar al anélisis mostrado en el epigrafe II.1, no existe atin
un procedimiento general para resolver este problema, sélo soluciones particulares para
una clase de sistemas mecanicos subactuados. Lo ultimo es equivalente a considerar
z = 0 en el anilisis, tal que los resultados mostrados en los trabajos de (Mahindrakar
et al., 2006), (Acosta et al., 2005) y (Ortega et al., 2002a) aseguran, para una clase de
mecanismos subactuados, que el conjunto de ecuaciones (71)-(73) tienen como solucién
tnica [¢" p"]" = [q
(Mahindrakar et al., 2006), (Acosta et al., 2005) y (Ortega et al., 2002a) es posible

T 07]T. Por lo tanto, siguiendo procedimientos similares en

probar que el punto de equilibrio [g*7 07 07]% ser4 el maximo conjunto invariante en

Q.

Finalmente, el estimado del dominio de atraccién sigue del hecho que Ly (¢3) es el

conjunto de nivel mas grande de H,4. Esto completa la prueba.

En el siguiente epigrafe, se aplican los resultados de la nueva extensién del método

IDA-PBC a un péndulo de Furuta.
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II1.5 Aplicacion: El péndulo de Furuta

El péndulo de Furuta, también conocido como péndulo rotatorio, es un sistema
mecéanico subactuado que consiste de dos eslabones con dos articulaciones rotacionales
(Astrém & Furuta, 2000). La primera articulacién estd dotada con un actuador que
aplica un par sobre él, mientras la ausencia de actuacion en la segunda articulacién
determina la naturaleza subactuada del mecanismo. Un esquema del péndulo de Fu-
ruta es mostrado en la figura 7, donde ¢; y g2 son las posiciones articulares (De la
Torre D., 2005). El primer eslabén gira alrededor del eje vertical mientras el segundo
eslabdn, localizado en el extremo del primer eslabon, se mueve en un plano vertical.
Los parametros de los dos eslabones son la longitud del eslabén [;, la distancia al centro

de la masa [, el momento de inercia I; y la masa m,;, con ¢ = 1,2. Las ecuaciones de

Figura 7: Péndulo de Furuta y pardmetros caracteristicos.

movimiento del péndulo de Furuta mostrado en la figura 7, puede ser descrito por (57)
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con las matrices

ay + assen(qs)?  ascos 1
M(qg) _ 1 2 (Q2) 3 (Q2) G=

asz cos(qz) as 0

y la funcién de energia potencial

V(q1,q2) = ascos(ga) (74)

donde las constantes a; son definidas como

2

a; = Il + mllgl + mgl%, Qg = Ig + mglcz, (75)

a3 = mZlecz7 Qg = m29lm-

El objetivo de control es llevar el primer eslabon del péndulo de Furuta a la posicion de-
seada con el segundo eslabdén en posicion vertical superior, iniciando desde una vecindad

de esta configuracion.

Formalmente, el objetivo de control puede ser establecido como

donde g4, es la posicion deseada.

I11.5.1 Nuevo IDA-PBC del péndulo de Furuta

Basado en el procedimiento mostrado en el epigrafe I1.2, junto con el esquema de

compensacién, se ha diseniado un IDA-PBC para estabilizar el péndulo de Furuta, el
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cual es

u = —[MViVa+ XA VoH,] + J2|—dap1 + dipa] _kv [d3p1 — dapo]
Ad R Ad
+ford1 + 0o, 2 )
Ufric

donde k, es una constante positiva; jo y d; (i = 1,2, 3) son los elementos de las matrices

Jo v My, respectivamente, tal que

d d k’ T3 COS(Qz)
My = | =] (79)
d2 d3 r3 cos(g2) —r1+47r2 cos(g2)
L P P
0 .
B = | ‘7; (80)
—J2
y
2
aa L azarctan (—azsii(qz))
Via=——[1+cos(q) + - | @1 — qu, + (81)
k‘l 2 Ty
donde k, > 0, p = kikoas + az sen®(ga),
r = kla% + k%k2a2a3, o = kla% + klag,
T3 = k‘lalag — k%k’ga%, T4 = k‘lk'gagag
y
_ pildzan — dag] + pa[—day + dicy] (82)

J2 = A,
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siendo ki, ks, k3 constantes positivas satisfaciendo algunas condiciones, y Ay = dids —
d3 > 0 es el determinante de M;. De acuerdo a la hipdtesis A1, considerando (74)
con G+ = [0 1], se tiene que (63) tiene como tnica solucién g, = [¢1 7] Vg € Ry
2 < go < 3. Sustituyendo g, en (64) con M, My y V, dados en (74), (79) y (81),
respectivamente, se verifica que q* = [gq, 7] es tnica la solucién de (64) localmente.

Por tanto, el péndulo de Furuta satisface la hipétesis Al tal que el método propuesto

es aplicable.

El resto de los términos de la ley de control (77)-(78), ay, as y las condiciones
sobre las ganancias ky, ks v k3 son descritas de la siguiente manera. Considere la ley

de control (77)-(78) y las definiciones de My, Jo y V4 en (79)-(81). Las siguientes

condiciones aseguran que M, es una matriz definida positiva:
Cll > 0, dldg — d% > 0.
Ambas condiciones son satisfechas si ki, ko v k3 son seleccionadas tal que

k’lk’g < % (83)
a2

r3 cos®(qa)
[k1ksas + agsen?(qq)|[—r1 + 72 cos?(q2)]

ks > (84)

El elemento d3 de la matriz M, es positivo para ¢z € (7 — e, 7 + ¢), donde

T1
€ = arccos —
)

tal que |¢| < & con 22 < 1; donde
2

1 klag + k’%kgagag
— ;
T9 klag + k:la%
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de alli la condicién (83).

Por otro lado, algunas manipulaciones algebraicas permiten verificar que la funcién
de energia deseada Vj es una funcién no negativa con respecto a [¢f ¢5]7 = [qq, 7T,V
93, € R, ¢» € (3, 37“) Por tanto, ambas condiciones —positividad de My y V;— son

simultaneamente satisfechas con 7 — ¢ < o < ™ + €. Ademads, también es cierto que

T—(e—p)<@p<T+(E—p

con p << 1y, considerando (84), se tiene que

72 cos?(e — )

ks >
57 Thiksas + agsen?(e — p)][—r1 + ro cos(e — p)]

(85)
asegura la positividad de My. Aqui, se han utilizado las siguientes identidades trigonométricas:

cos(a £b) = cosacosbTF senasenb

sen(a £b) = senacosb =+ cosasenb

siendoa=myb=¢c—p.

Note que la ganancia k3 mostrada en la tabla I ha sido escogida tomando en cuenta

(85), donde k3 > 0.1288, con p = 0.15 y ¢ definida por

€ = arccos < Q) = 0.45 [rad] = 25.78°

)
tal que la configuracién inicial para ¢, esta acotada por

g € (154.22°,205.78°)

Mas ain, sustituyendo los valores de la tabla I en (75), se obtiene % = 1.03; por tanto,

se asigna k; y ks tal que kiky = 0.49 satisfacen (83).



49

Los pardmetros a; en (82) son

ar = —Sen(‘h)[%)\% cos(qa) — azA1 ],
ay = —sen(q2)[2asA1\3c08(q2) — azA1 Ay — azAaAs] + kﬂ”gsen(qz)[pp—;— 2a, cos(g2)°]
y
A = kgagpfrztz cos(@)’ )\ — %32‘305((12)7
A = Fas (;)os(qg), R

donde A = aja3 — a3 es el determinante de la matriz M. El resto de los términos en

(77) son

azarctan (%@)
ViVa = kp |¢1—qa + ,
T4
VoH, = dlfip — 2fap1po] 2]2[23]31 2p1P2 + dip3) I
d
siendo
azsen(q2)
A _agsen(gs) N kplazas cos(go)] " azarctan <—r4 )
e k1 72 4 a3sen(go)? 17 Hdy e )
fo= —2r; cos(gz2)sen(q) B [—71 + 79 cos(q2)?][2azsen(qz) cos(go)]
1 a p p2 )
£ = pl—rssen(qa) — 73 cos(qz2)[2azsen(gz) cos(ga)]]
p? ’

fs = ksfi —2dafs.
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I11.5.2 Resultados experimentales

Experimentos con un péndulo de Furuta, muestran la efectividad del esquema
propuesto cuando la friccién es compensada?. El péndulo de Furuta fue construido
por (De la Torre D., 2005) para hacer experimentos en tiempo real (ver figura 8). El
motor usado en el péndulo de Furuta experimental es el modelo DM1004-C de Parker
Compumotor. El motor es operado en modo par, tal que este actia como una fuente
de par y acepta un voltaje andlogo como senal de referencia. El motor DM1004-C es
capaz de suministrar un par maximo de 4 Nm. El algoritmo de control es ejecutado
a un periodo de muestreo de 2.5 ms en una computadora equipada con la tarjeta de
adquisicion de datos MultiQ-PCI de Quanser Consulting Inc. Desde un punto de vista
préactico, se ha encontrado que el modelo de friccién de Dahl se acerca mucho a los

experimentos llevados a cabo en el actuador accionado (Moreno et al., 2003).

Figura 8: Péndulo de Furuta experimental.

Siguiendo los procedimientos en (Kelly et al., 2000) y (Olsson, 1996), se han esti-

mado los parametros del modelo de friccion de Dahl para el tnico actuador del meca-

4El autor del presente trabajo de tesis agradece al M. C. Dann de la Torre, del laboratorio de
Robética del CICESE, por su valioso apoyo en las pruebas experimentales.



51

nismo experimental:

0, = 2764 Nm/rad
feo = 0.745Nm

fo, = 0.144Nm s/rad

Los valores de los parametros del péndulo de Furuta estan dados en las primeras

dos columnas de la tabla I.

Tabla I: Parametros del péndulo de Furuta.
| Eslabon 1 || Eslabon 2 || Ganancias |
[y = 0.252 lo =0.366 || ky = ko =0.7
my = 1.636 || mo = 0.336 ks = 0.2
le, =0.019 || [, =0.177 k, =0.2
I; =0.0075 || I, =0.004 k, =15

Se han realizado dos experimentos diferentes para comparar el desempeno del sis-
tema de control IDA-PBC cuando la compensacion de friccion esta presente y cuando
estd ausente. Se consideré en ambos experimentos las ganancias dadas en la tercera
columna de la tabla I (las cuales satisfacen las condiciones requeridas dadas en el
epigrafe II1.5.1), y una configuracién inicial con ¢» € (154.22° 205.78°) (ver detalles
también en el epigrafe II1.5.1). Mds atin, se ha tenido cuidado de que la entrada de

control no exceda el par maximo del motor.

La posicién deseada en los experimentos fue g5, = —90°. Las graficas mostradas en
las figuras 9 y 10 muestran la evolucién temporal de las posiciones articulares cuando
la compensacion de fricciéon no estd presente, mientras las figuras 11 y 12 muestran
los resultados cuando la compensacion de friccion es considerada. Note que el compor-
tamiento oscilatorio en las posiciones articulares se desvanece hacia la posicion deseada,

con un pequeno error (offset), cuando se incorpora la compensacién de friccién en la ley
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de control. Este error puede estar asociado al proceso de discretizacién del algoritmo
de control, donde las velocidades son estimadas mediante un algoritmo de diferencias

regresivas (backward), en lugar de que sean medidas directamente.

q1(t) [degree]

0_

—30 1

—60 4
—90 + 0 WA VY S W A W -

—120 T T T T T 1 18]
0 5 10 15

Figura 10: Evolucién temporal de ¢o(¢) sin compensacién de friccién.

I11.6 Conclusiones

En este capitulo, se ha presentado una extensién de la metodologia IDA-PBC para
el control de una clase de sistemas mecanicos subactuados con fricciéon, donde se ha
modelado la friccion usando el modelo de Dahl. Se han llevado a cabo experimentos
para comparar el desempeno del sistema de control IDA-PBC sobre un péndulo de

Furuta, cuando la compensacion de friccion estd presente y cuando estd ausente. La
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Figura 11: Evolucién temporal de ¢;(¢) usando compensacién de friccién.

g2(t) [degree]
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Figura 12: Evolucién temporal de ¢»(¢) usando compensacién de friccién.

evidencia experimental exhibida muestra como el comportamiento oscilatorio de las
posiciones articulares —debida principalmente a la alta friccién en el actuador— se
desvanecié cuando la compensacién de friccién fue incorporada en la ley de control.
El precio a ser pagado por tener la posibilidad de incluir el modelo de Dahl en la
metodologia IDA-PBC es la limitacién para agregar nuevos términos libres —como los
efectos Stribeck y stick-slip— en la ley de control, para lograr un mejor desempeno en

presencia de friccion dinamica.
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IV Control IDA-PBC de mecanismos accionados por
motores de CD con escobillas e imanes perma-

nentes

Una nueva extension del método IDA-PBC para la regulacién de mecanismos ac-
cionados por medio de motores de CD con escobillas e imanes permanentes es presen-
tado en este capitulo. La propuesta que se presenta considera la dinamica del motor
en el diseno del sistema de control. La principal aportacién es una ley de control en
términos del voltaje aplicado a cada uno de los motores para estabilizar el mecanismo
en una posicion deseada. Para verficar el desempeno del controlador propuesto, se pre-
sentan simulaciones de un nuevo control IDA-PBC del sistema barra-bola mostrado en

el epigrafe II.3.

IV.1 Introduccién

Para regulacion de sistemas mecanicos, la mayoria de las técnicas de diseno de
control provee una ley de control en términos de un par mecanico en lugar de un
voltaje. No obstante, motores eléctricos son usados tipicamente como actuadores para
el control de sistemas mecanicos. En esos casos, el par es usualmente suministrado
como voltaje del motor por medio de dipositivos electronicos, e.g. un amplificador de
potencia, ya que la dinamica del motor no es considerado en el diseno. Existen algunos
motores eléctricos donde el motor es operado en modo par, tal que este actia como
una fuente de par y acepta un voltaje andlogo como una senial de par de referencia.
Un ejemplo es el modelo DM1200-A de Parker Compumotor (Reyes et al., 1997). Por
otro lado, uno de los motores eléctricos mas simple para operar es el motor de CD
con escobillas e imanes permanentes, en el cual un voltaje de CD es suministrado a
la armadura (rotor) del motor. El modelo matematico de este tipo de motores de

CD es usualmente un modelo lineal, donde sus parametros son a menudo dados por el
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fabricante o bien obtenidos mediante pruebas experimentales. Ventajas de esos motores
son las relaciones lineales del par vs corriente del rotor y voltaje vs velocidad, las cuales

pueden ser explotadas en el diseno del sistema de control.

Por otro lado, la estabilizacién de sistemas electromecanicos ha sido resuelto exi-
tosamente con el método IDA-PBC (Rodriguez & Ortega, 2003). En ese trabajo, las
dindmicas del sistema mecanico y el sistema eléctrico son escritos juntos como el sistema
completo. Los autores suponen materiales magnéticos lineales y la dinamica eléctrica
completamente actuada. Més atn, instrumental en el desarrollo es la incorporacion de
acoplamientos “virtuales” entre el sistema mecéanico y el sistema eléctrico. Inspirados
en ese trabajo, en este capitulo se considera el motor de CD con escobillas e iménes
permanentes como el sistema eléctrico. El acoplamiento de ambos sistemas, eléctrico
y mecanico, es hecho mediante la corriente del rotor del motor de CD y la velocidad
articular del mecanismo. Como antecedente a este trabajo, en (Morillo et al., 2007)

presentan un control IDA-PBC para la regulacién de un motor de CD.

Un aportacion novedosa en la propuesta que aqui se presenta es la posibilidad de
conocer explicitamente en malla cerrada la corriente del motor, la cual podria ser usada

como entrada de control de un motor controlado por corriente.

IV.2 Formulacién del problema

En este epigrafe, se muestra un repaso de la formulacién del método IDA-PBC para
el control de una clase de sistemas electromecanicos, donde la friccién es considerada
en el sistema mecanico, y se supone la dinamica eléctrica completamente actuada. El
procedimiento esta basado en la descripciéon mostrada en el epigrafe I1.1.3. Mas atn,
se supone que las primeras m de las n articulaciones son actuadas; si el sistema es
completamente actuado m = n y si el sistema es subactuado entonces m < n. Se

llamaran a esas m articulaciones las coordenadas actuadas.

Por otro lado, la generalizacién del modelo lineal del motor de CD con escobillas
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e imanes permanentes al conjunto de motores localizados en las n coordenadas del

mecanismo, puede ser escrito en la siguiente notacién (Ogata, 1996):

di, . )
v, = Laﬁ + Rato + €4(q) (86)
donde v, = [Vq,,Vay,---,Va,]t, cOn v, voltajes aplicados al motor, e i = 1,2,...n,

L, = diag{Ly, Ly, ...,L,} con L; inductancias de la armadura, ¢, € IR" es el vector
de corrientes de armadura, R, = diag{ra,,7a,,-.-,Ta, } CON T4, resistencias del rotor,

e, € IR" es el vector de fuerzas contra electromotrices (FCEM) tal que
e, = Kyq (87)

siendo K, = diag{k,,,kq,,...,k,, } con k, constantes. Para mayor claridad de pre-

sentacion, el modelo (86) se reescribe como

% = L '[v, — Ryia — €. (88)

Si se toma en cuenta el modelo del sistema mecanico (3), el modelo del sistema

eléctrico (88), y la siguiente funcién semidefinida positiva

1
Wi(i,) = 3 i LK, ' Kri,,

donde Kt es una matriz diagonal con k;, constantes del par, el modelo dinamico del

sistema completo puede ser escrito como

q 0o I, O VqH 0

d

Z|Pl= |- R A VpH |+ |0 | v (89)
i 0 —AT —B.| |V; Wy C,

donde A = GGTK,L;', B, = GGTL'R,K;'K,L;', C, = GGTL;' y el vector de
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entradas de control w ha sido incluido en (89) por medio de la corriente de armadura

Ccomo
u = Kri, (90)

la cual junto con (87) representa el acoplamiento del sistema mecanico (3) con el sis-
tema eléctrico (88), respectivamente. Es importante resaltar que las constantes kg,
y ki, a menudo son proporcionadas por el fabricante, o bien, pueden ser obtenidas

experimentalmente.

Comentario 6: Para el analisis, se considera que el modelo dinamico eléctrico esta
presente solo en las coordenadas actuadas, lo cual es equivalente a decir que 2, =
T

liars s tamy lamyrs s lay)  CON iq, =0, para k =m+1,...n.

Ahora, para el sistema eléctrico, se introduce en la formulaciéon una funcién semi-

definida positiva

. 1. _ .
Wy, (i) = §z§Lngd1Ksza (91)

donde Lg4, K, y K1, son matrices diagonales libres con elementos positivos y dimen-

siones apropiadas. El sistema en malla cerrada deseado es

q 0 M_lMd 0 Vqu

d

% Pl = —]\4(#]\471 B —Ad VpHd (92)
i 0 AT Byl |V; W,

donde H; y B estan dados por (4) y (16), respectivamente, Ay = GGTK, L;', By =

GGTLglemedlKg ,L;', siendo Ry, una matriz diagonal libre.

Igualando 4[g” p”]” de (89) con (92) queda:

GGTKyi, = VqH — MyM~'VgqH, + [J, — GK,GT]M;'p (93)
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GT
donde K4 = K1+ Kr,. Ahora, multiplicando (93) por la matriz de rango pleno ,
queda
T T
) GGTK4i, = | [VqH — MyM~'VqH,+ [J. — GK,G"|M;'p]  (94)
G G

tal que de las ultimas n ecuaciones se obtienen las PDEs (13) y (14). Dadas las
soluciones M, y Vy de (13) y (14), ellas definen las corriente de armadura 2, de las

primeras n ecuaciones de (94) como
i = K;'[-VgqH — MiM 'V qHy + [J, — GK,G"]M; ' p] (95)

donde GTGGT = G7.

Por otro lado, igualando % de (89) con (92), y tomando en cuenta que A = AT y

Ay = AT se obtiene la ley de control como
Vo = La[Lgl[Kngd_lp — Ry, 8] + Rota + KgM_lp] (96)

la cual depende solo de las posiciones y velocidades del sistema mecanico.

Luego entonces, similar a la formulacién descrita en el epigrafe II.1, el problema de
control consiste en obtener el sistema en malla cerrada (92), lo cual significa que existen

soluciones M, y V; de (13)-(14), tal que al sustituir (95)-(96) en (89), se obtiene (92).

IV.3 Analisis de estabilidad

Ahora, el principal resultado de estabilidad es mostrado en la siguiente proposicion.

Proposicién 5. Considere el sistema en malla cerrada dado por (92). Suponga que

existe una matriz My simétrica y definida positiva, y una funcion Vg que satisfacen
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, , y (17). Entonces, el equilibrio |q° p* 1 = |q 0 0 e
13), (14), (5 7). E 1 equilib T pt 4T 0T 0717 del

sistema en malla cerrada (92) es asintéticamente estable, al menos localmente. Una

funcion de Lyapunov para probarla estd dada por
Ha,, = Ha+ Wa, (97)

con Hy y Wy, dadas por (4) y (91). Un estimado del dominio de atraccion es Ly (¢p,)
donde

q
Ly(cm) 2 p| € Dn: Ha,, <cm
i
donde D,, C IR*" Y
Cm = sup{cy, > Ha, (g%, 0,0)|Ly(c,,) estd acotada}. (98)

Prueba: Primero, note que [¢7 p” 1|7 = [¢*7 07 07]7 es un punto de equilibrio

aislado de (92), donde g* ha sido definido en (5). Ahora, tomando en cuenta (4), (91)
y (5), se verifica que Hg4,, se desvanece en [g*7 07 07]7, y es positiva para todo
q" p” zaT]T € D,,. Por tanto, la funcién candidata de Lyapunov (97) es una funcién

definida positiva, al menos localmente.

La derivada temporal de (97) a lo largo de las trayectorias del sistema (92) estd

dada por

Hy, = —D M7 Ry(q, p)M;'p — i GGTL; Ry, ia (99)
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donde R, estd dada por (17), tal que (99) puede ser escrita como

= D ' M R M ! 0 P (100)

iq 0 GGTL'Ry, | |44
Cabe recordar que para garantizar positividad de la matriz R4, debe cumplirse (17) y
existir una matriz K, que asegure R; > 0. Enseguida, note que el segundo término del
lado derecho de (99) es no positivo, ya que se ha supuesto que el modelo dindmico del
sistema eléctrico estd solo presente en las coordenadas actuadas. Los resultados previos
aseguran que (99) es una funcién no positiva, y por tanto, se concluye que (97) es una

funcion de Lyapunov. Basado en la teoria de Lyapunov, esos resultados aseguran que

el equilibrio [q*7 0T 07]7 es estable.

Ahora, solo resta establecer estabilidad asintdtica. Con este fin, de acuerdo con el

Teorema de Barbashin—-Krasovskii se define el conjunto:

q
Q=< |p| €Dp:Ha, =0

i

Enseguida, se buscan todas las trayectorias que, iniciando en 2, permanecen alli por

siempre. Con este fin, note que en 2 lo siguiente debe ser satisfecho
pT M, RyM; 'p + il GGT L Ryi, = 0. (101)

De acuerdo a los resultados previos, la tnica solucién que cumple (101) es p = 0 e

i, = 0. Esto implica que p =0y % = 0, y sustituyendo esos resultados en (92), se

obtiene g = q*. Por tanto, se concluye que el equilibrio [g*T 07 07]7 es asintéticamente

estable, al menos localmente.

Finalmente, el estimado del dominio de atraccién sigue del hecho que Ly (¢,,) es el
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conjunto de nivel mas grande de H, . Esto completa la prueba.

IV.4 Abplicaciéon: El sistema barra-bola

El modelo dindmico completo del sistema barra bola con friccién viscosa, mostrado

en el epigrafe I1.3, junto con el motor de CD, esta dado por

a1 p1

al” T

at 1P|~ (Lgf;z%)z — gsen(qz) — fup (102)
P kiia — g ¢ c08(q2) — fo i
o] | La[ve — raie — Bypis]

donde las constantes k; y k, establecen el acoplamiento natural del sistema mecanico
con el sistema eléctrico, la corriente del rotor ¢, y la ley de control v, estan definidas por
(96), con los elementos que seran mostrados més adelante. Los pardmetros del motor

son la inductancia L, y la resistencia del rotor r,.

Considerando el esquema propuesto en este capitulo, y los resultados dados en

(Ortega et al., 2002a), el sistema en malla cerrada completo es

-Q1- [ p1 ]

g 92 » L2quf

7P| T | e gsen(qz) — fu,P1 (103)
P2 kiia — 9 q1c08(q2) — fo g
ia] [ LaLg! [P |

donde kg, Ly y k, son constantes positivas, k, estd dada por (46), los d; elementos son:

dy = \2[L2 + @], dy = L? + ¢2,ds = V2[L? + ¢3)2, con Ay = dyds — d2, y la corriente
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1, esta dada por:

-1 q1

1
d [ﬂ(ngqu) \ 41 1 DP1p2 Dt Da

L2 + ¢} 1 :
+9q1cos(qa) — g1/2(L? + ¢2) sen(qo) — Ky . 91 [q2 _ ﬁ arcsinh (%)1

/ 2
p1— mm

Por otro lado, recordando que para este caso R = diag{f,,, fu,}, v las matrices G+,

WL —
L2 + gt

] . (104)

M y M, del sistema barra-bola estdn dados en (Ortega et al., 2002a) como

10 d d
GL=11 0, M= C My=| |,
0 L?+¢? dy d3

puede verificarse que M, satisface (17), y por tanto el esquema propuesto en este

capitulo puede ser aplicado.

IV.4.1 Simulaciones

Simulaciones han sido realizadas sobre el sistema barra-bola mostrado en la figura 4
para verificar los resultados anteriores. La configuracion inicial del sistema barra-bola
es: [¢1(0) q2(0) pi(0) p2(0) i,(0)]F =[0.25 04 0 0 0]7. Los pardmetros del
mecanismo son: L = 0.42, g = 9.8, f,, = 0.5y f,, = 0.5. Los pardmetros del motor
son: kg =0.15, kb, = 0.3, r, =2.5Q y L, = 0.1 mH. Las ganancias del nuevo IDA-PBC
dado por (96) y (104) son: ky, = 0.025, ky, = 0.1, k, =10, r; =2.5Q, Ly, =0.1 mH, y
k, mostrada en (46).

Las graficas mostradas en las figuras 13, 14, 15 y 16 muestran cémo las posiciones

de la bola y la barra, la corriente de armadura y el voltaje aplicado al motor van

desvaneciéndose hacia el origen, tal y como se esperaba.
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(m]
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Figura 13: Evolucién temporal de la posicién de la bola g (¢).

[rad)
0.50
0.25
0 4 —_ —_ —_
t|s
-0.25 T [I ]
0 4 8

Figura 14: Evolucién temporal de la posicién de la barra go(t).
IV.5 Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una nueva extensién del método IDA-PBC para
estabilizar una clase de sistemas mecanicos accionados por motores de CD con escobillas
e imanes permanentes. El nuevo control IDA-PBC incorpora los pardmetros del motor
sin despreciar la inductancia de armadura, como se hace en otros esquemas cuando se
considera la dinamica del motor en el diseno del control. El control propuesto aplica
a sistemas completamente actuados —como robots manipuladores— y a una clase de
sistemas mecanicos subactuados. Simulaciones sobre un sistema barra-bola ilustran los

resultados.
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Figura 15: Evolucién temporal de la corriente de armadura del motor i,(t).

o~
0"y

Figura 16: Evolucién temporal del voltaje del motor v,(t).
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V Conclusiones generales

En este trabajo de tesis, se han presentado dos nuevas extensiones sobre el método
IDA-PBC aplicado a la regulacién de sistemas mecdanicos, tanto actuados como sub-
actuados. La incorporacién de nuevos elementos en la formulacion original de esa
metodologia ha permitido el desarrollo de diferentes propuestas de control, con el fin
de mejorar el desempeno de sistemas de control IDA-PBC de una clase de mecanismos
subactuados. La friccion ha jugado un rol fundamental en los resultados mostrados, ya
que tiene repercusiones importantes en el andlisis de estabilidad y en la compensacién
de friccién dindmica, dos temas de relevancia que fueron presentados en este trabajo.
Ademas, con el fin de ilustrar la aplicacién del método IDA-PBC, se han presentado
dos nuevos IDA-PBC de mecanismos subactuados, mostrando en detalle en uno ellos el
disenio del control. Simulaciones y resultados experimentales sobre diferentes mecanis-
mos subactuados han sido presentados para ilustrar el desempeno satisfactorio de los

nuevos IDA-PBC propuestos.

V.1 Problema abiertos

De acuerdo a la formulacién del problema del método IDA-PBC aplicado a meca-
nismos, existen algunos problemas que ain pemanecen abiertos, asi como nuevas pro-
puestas por explorar. A continuacion se enlistan algunos de ellos, los cuales merecen

ser abordados en investigaciones futuras:

e Desarrollo de un procedimiento general para asegurar estabilidad asintética, al
menos localmente, para el caso de sistemas mecanicos subactuados en que la

friccién estd ausente.

e Desarrollo de un procedimiento analitico para determinar estimados del dominio

de atraccion menos restrictivos de sistemas de control IDA-PBC.
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e Analisis de robustés ante incertidumbre paramétrica del sistema en malla abierta.

e Diseno de nuevos IDA-PBC aplicando un cambio total de coordenadas, con el fin
de mejorar su desempeno y de trabajar con otros objetivos de control ademés de

regulacion.

e Control de oscilaciones en sistemas mecanicos subactuados basado en el método

IDA-PBC.
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