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RESUMEN de la tesis que como requisito parcial para la obtencién de la
Licenciatura en Fisica presenta Sukey Sosa y Silva Salgado. Ensenada, Baja
California, México. Agosto de 2002.

EVOLUCION DE ONDAS CUANTICAS
EN UN POTENCIAL ESCALON

Resumen aprobado por:

{hes

Dr. Roberto Romo Martinez
Diirector de Tesis

Con base en la solucién analitica de la ecuacién de Schrédinger dependiente del
tiempo con la condicién inicial de fuente puntual, se investiga la evolucion temporal y
espacial de ondas cudnticas para un potencial escalon. Para una fuente con una energia
menor que la altura del potencial, se encuentra que la dindmica de la densidad de
probabilidad estd caracterizada por dos regimenes claramente distinguibles. El primero
de ellos (régimen no-opaco) ocurre a distancias cortas dentro del potencial, donde la
densidad de probabilidad fluctia alrededor del valor estacionario. El segundo (régimen
opaco) ocurre para distancias mayores a la longitud de penetracién caracteristica de la
onda estacionaria, donde la densidad de probabilidad exhibe un puiso transitorio cuyo
maximo se propaga en el espacio exactamente con la velocidad de grupo. Estos
resultados permiten entender el origen de la controversia acerca de la existencia de los
frentes de onda monocromaticos de Stevens, propuestos en 1983, Otro resultado
importante de este trabajo consiste en el esclarecimiento del papel que juega el tiempo
de Bittiker—Landauer, 7, como el tiempo de arribo del pulso transitorio.
Especificamente, se demuestra que el tiempo de arribo del méximo del pulso a una
posicion fija, estd dado exactamente por 7, y no por 3¢ como lo proponen Muga y
Battiker [J. G. Muga y M. Buttiker, Phys. Rev. A 62 023808 (2000)]. El starus de estas
dos escalas de tiempo es aclarado utilizando las propiedades analiticas de la solucion.
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EVOLUCION DE ONDAS CUANTICAS EN

UN POTENCIAL ESCALON

I INTRODUCCION
I.1 Antecedentes

El tunelaje a través de una regién clésicamente prohibida es uno de los problemas
fundamentales en la mecdnica cudntica el cual ha originado un notable desarrollo
tanto en la investigacidn bésica como en la aplicada. El fenémeno del tunelaje es un
proceso bien entendido en el dominio de la energia, donde usualmente se resuelve la
ecuacién de Schrodinger estacionaria. Un ejemplo tipico es el problema de tunelaje
a través de barreras y escalones de potencial, discutidos en la gran mayoria de los
textos de mecénica cudntica. Sin embargo, en el dominio del tunelaje dependiente del
tiempo ain existen en la literatura problemas abiertos a la investigacién. Ciertamente,
Ia mayoria de los trabajos realizacdos en este régimen consisten en estudios numéricos
de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, con la condicidén inicial de
un paquete Gaussiano (Hartman, 1962; Collins, et al., 1987; Weis y Weis, 2000).
Es claro que en muchos casos es posible obtener soluciones por la via numérica,
sin embargo en este contexto dindmico se han desarrollado enfoques alternativos que
conducen a soluciones analiticas exactas de la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo. Uno de estos es el modelo de obturador cudntico desarrollado por Moshinsky

(1952) para el caso de propagacion libre. Otro enfoque menos usual es conocido en




la literatura como el modelo de la fuente puntual (Stevens, 1983).

El modelo de obturador fue recientemente generalizado por Garcia-Calderén y Ru-
bio (1997) a situaciones con potenciales, lo cual ha permitido explorar los fendmenos
transitorios en sistemas fisicos de interés (Garcia-Calderén y Rubio, 1997; Garcia-
Calderdn, et al, 1999; Romo y Villavicencio, 1999; Villavicencio v Romo, 2000,
Romo y Viilavicencio, 2001; Garcia-Calderdn y Villavicencio, 2001; Romo, ef al.,
2002; Romo, 2002; Garcia-Calderén y Villavicencio, 2002).

A diferencia del modelo anterior, el cual considera un estado inicial dado por una
onda extendida, el modelo de la fuente puntual involucra la generacién de una onda
en un punto. FEste 1iltimo es el modelo que se utilizard en el presente estudio para
explorar la evolucidn de ondas cudnticas en un potencial escalén. Este problema es
conocido en la literatura como el primer problema de Stevens. Recientemente, dicho
problema ha despertado gran interés (Thomas y Biittiker, 1998; Muga y Biittiker,
2000) debido a la controversia desatada en torno a la existencia de frentes de onda
semicldsicos predicha por Stevens (1983) y apoyada por Moretti (1992). La motivacién
del presente estudio es investigar el origen de dicha controversia y aclarar aspectos
del problema que atin no han sido del todo entendidos.

1.2 La controversia

Conforme a lo que se ha mencionado en la subseccién anterior, el primer problema
de Stevens aborda la solucidn al problema de la ecuacion de Schrodinger dependi-
ente del tiempo para un potencial escalén de altura constante V4, utilizando como la
condicién inictal una fuente puntual de frecuencia wy, i.e., Wo (x = 0,t) = exp {—iwyt),

donde wy = Fg/h, con Fy la energia inicial de la fuente. Il estudio realizado original-



mente por Stevens (1983) se fundamenta en un analisis asintético de la representacion
integral de las soluciones, inspirado en las técnicas desarrolladas por Sommerfeld
y Brillouin (Brillouin, 1960). En su analisis, Stevens encuentra que para el caso
Ey > WV, la velocidad de propagacién del frente de onda ocurre con la velocidad de
grupo semicldsica, vy, = (fikg/m), donde ko = [2m (Ey — Vp)]Y/2/A. Sin embargo, la.
conclusién mds polémica de Stevens en este sentido, es la existencia de un frente de
onda semicldsico propagdndose en el interior del potencial para el caso de energias
iniciales menores que la altura del escalén (Fy < V4). En otras palabras, propone
que el concepto de velocidad de grupo permanece vélido en la regidn cldsicamente
prohibida del escaldn.

Por una parte, la existencia de tales frentes de onda es soportada por el andlisis
asintotico de la solucidén andlitica exacta de la ecuacidn de Schrédinger dependiente
del tiempo, realizado por Moretti (1992). En su estudio sustenta la existencia de
propagacién de un frente de onda semicldsico, argumentando que la funcién de onda
tiende a alcanzar a la solucién estacionaria con velocidad semicldsica denominada por
el propio Moretti como “velocidad de tunelaje” dada por vy, = (fixo/m), donde g ==
[2m (Vo — Fo)]Y/?/#. Sin embargo, la propuesta realizada por Stevens ha encontrado
oposicién en ofros investigadores, quienes con base en evidencias tanto numéricas
(Jauho, et al., 1989) como analiticas (Brouard y Muga, 1996; Villavicencio, 2000;
Garcia-Calderén y Villavicencio, 2001) han enfatizado que para distintas condiciones
iniciales, no se observa la propagacion de dichos frentes de onda monocromséticos.

Recientemente, Muga y Biittiker (2000) han abordado el problema, pero a difer-

encia de Moretti (quien s6lo analizé el comportamiento asintdtico), ellos analizan la



dependencia temporal del régimen transitorio asi como el contenido en frecuencias
(espectrogramas) de la solucién. Su anélisis los conduce a una conclisién contraria a
la. de Moretti 7.e. no se observa la propagacién del frente monocromatico de Stevens.
Fn ligar del polémico frente encontraron una estructura transitoria cuyo tiempo de
arribo a una posicién fija z;, estd dado inesperadamente por 3127, donde 7 es el
tiempo de Biittiker-Landauner (Biittiker y Landauer, 1982), definido por 7 = (z/v,,).
1.3 Objetivos

El objefivo general del presente trabajo es investigar la evolucidn temporal y
espacial de ondas cudnticas para un potencial escalén con base en la solucién analitica
exacta de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo, con la condicion inicial
de fuente puntual. En particular, se pretende esclarecer la controversia anteriormente
mencionada, estudiando no sélo la parte temporal sino también la evolucidn espacial
de la solucidn, la cudl no ha sido explorada. Ademds de lo anterior, se estudiard el
papel que jnega 7 en la dependencia espacial de la solucién.

A diferencia de las derivaciones de la solucion analitica existentes en la literatura
(Moretti, 1992; Muga y Biittiker, 2000) basadas en el método dé la;— transformada
de Fourier y distintas técnicas de integracién compleja, nuestro enfoque involucra el
método de la transformada de Laplace (Villavicencio, et al., 2002). Dicho método re-
diuce notablemente las complicaciones de cardcter matematico presentes en las deriva-
ciones basadas en el método de la transformada de Fourier.

Una vez expuesta la idea general de nuestra investigacion, a continuacion se pre-
senta la distribneidn del material por capitulos. En el capitulo II se presenta la

solucién analitica del problema utilizando el método de la transformada de Laplace,



con base en la cual se estudiara la evolucién de la densidad de probabilidad. En el
capitulo III se presenta un estudio de la densidad de probabilidad tanto para energias
menores que la altura del escalén, como para mayores que ella. Finalmente, en el

capitulo IV se exponen las conclusiones y aportaciones de nuestra investigacion.




IT FORMALISMO

En este capitulo se desarrolla el marco tedrico en el cnal se fundamenta el presente
estudio de la evolucién temporal y espacial de ondas cudnticas generadas por una
fitente puntual de frecuencia wy. Especificamente, en la seccién I11.1 se discute la
solucién de la ecuacidn de Schridinger dependiente del tiempo para un potencial
escalon utilizando el método de la transformada de Laplace (Villavicencio et al.,
2002). Esto nos permite describir mediante férmutas exactas los aspectos dindmicos
de la funcién de onda. En la seccién I1.2 se analiza el comportamiento asintético de
dichas soluciones.
I1.1 El problema de la fuente puntual

El problema que nos ccupa en esta subseccion es la solucién del primer problema
de Stevens, utilizando el método de la transformada de Laplace. Esto involucra la
golucién de la ecnacién de Schrodinger dependiente del tiempo para un potencial
escalén de altura constante V (z) = O(z)V; (véase la figura 1}, la cual estd dada

como

0P (z,1)

B ﬁa\I} (z,t)
o9m Oz

V(@)U (3,) = A, (1)

con la condicién inicial de fuente puntual dada por:

exp{—iwgt); ¢ >0
0; <O

g (3' = Owt) = { (2)

Aqui se ha definido wy = (Ey/h), donde Ej es la energia inicial de la fuente. Ademads,

debemos suponer que a ¢ = 0 en la regién interna del potencial x < 0, el estado inicial



satisface la siguiente condicién de frontera,

Figura 1: El potencial escalén V (z) = © (z) W.

Consideremos el caso en gue la energia inicial de la fuente es mayor que la altura

del escalén, el cual corresponde a la siguiente relacién de dispersién
ko =/B{wo—V), (4)

donde se ha definido 8 = (2m/h) y V = (W/E).
Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién (1) y aplicando la condicién

de frontera dada por la ecuacién (3) obtenemos la signiente ecuacién diferencial:

20 (x, s)
dz?

~ Blis—V)¥(z,8) =0, (5)
donde la funcién ¥ (2, s) es la transformada de Laplace de ¥ (z,t), definida por

U (z,s8) = / e (2, 1) dt. (6)

40



La solucién fisicamente aceptable para la ecuacién (5) es,
U (z,5) = ¢’ VAEV)z, (7)

Para determinar el valor de la constante ¢;, es necesario calcular la transformada

de Laplace de la condicién inicial, dada por la ecuacion (2), ésta es,

To (0,5) =

(3)

5+ iy
donde wy esta dada por la relacién de dispersion como wo = (kj+8V)/3. La constante
¢y se obtiene combinando las ecuaciones (7) y (8) evaluadas en z = 0, lo cual nos

conduce a

. 8?:1 /Blis—V)z

U (z,s) = (9)

8 -+ twy
Después de realizar una descomposicion en fracciones parciales podemos escribir

la expresién anterior como sigue:

1

_ i3 1
VB is — V) + kg - VB ls— V) -k

Vo s) = 2\/Bis - V)

ety /Blis—V )z )

(10)

La solucién dependiente del tiempo para x > 0y ¢ > 0, U{z,{), se obtiene
calculando la transformada de Laplace inversa de la ecuacion (10), la cual se define

comao:
yHico

U (z,t) = 5 / v (z,8)eds. (11)
o y—ico

Sustituyendo la ecuacién (10) en la expresién anterior, tenemos que:

\IJ(E,t) :¢++¢—-a (12)



donde
1 ~y+ico ﬁﬁ 81'1 /ﬁ(iS“V)Ies.f

"5 TR (V)

Realizando el cambio de variable (is— V) = ¢s’ en la expresidén anterior obtenemos

Wi ds. (13)

?

» 1 vFica i3 giVHisTz es’t
e =e LA — = ds'| . (14)
27 Joine 2V OS («/ﬁis’ + kg) _

En la ecuacidn anterior es posible identificar la representacién integral de las funciones

de Moshinsky (véase Apéndice A), por lo que podemos escribir la ecuacién (14) como:
thy = e VM (2, ko, t) . (15)

Esto nos permite obtener finalmente la solucidn en la regidén de propagacién (wy >

V), la cual estd dada por:
V., (z,8) = ™V M (2, ko, t) + M (z, — ko, t)] ; wo > V. (16)

La solucién correspondiente al caso wy < V, se obtiene siguiendo un procedimiento
a lo largo de las mismas lineas que en el caso anterior. La solucién se escribe como
sigue:

Uz, t) = eV [M(z,ix0,8) + M(z, —ix0,t)] ;wo <V, (17)

donde se ha definido xg = [B(V — wo)]¥? = ikg.

Las ecuaciones (16) y (17) concuerdan con las expresiones analiticas obtenidas
por Moretti (1992) asi como por Muga v Biittiker (2000), las cuales fueron derivadas
utilizando el método de transformada de Fourier.

11.2 Comportamiento asintético de las soluciones
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En esta seccién se discuten las propiedades asintéticas de las soluciones, en los
limites ¢t — oo y £ — 0. Para esto resulta conveniente utilizar una representacién

alternativa de las funciones M de Moshinsky {véase Apéndice A),

1. i
ﬂ/ir(w, q,t} — ﬂ,/f(yq) = Eetme/thw(iyq), (18)

i

donde w(z) es la funcién de error compleja y y, estd dada por

i (MM TG
Yo =€ (zm) e (19)

m

con q = xky, £ixg.

La ventaja que nos ofrece dicha representacidn, es que permite desarrollar las
funciones M en petencias de la variable y,. En particular, para valores gl'agdes del
argumento dado por la ecuacién (19), es decir para |y,| > 1 (condicién que se satisface
en ambos lfmites), la funcién M(y,) puede ser representada de la siguiente manera

(Garcia-Calderdén, Rubio, 1997):

1 ime? /2t

M(y,) =~ 5¢

ot 1 L L, (20)
T v i

si m/2 < argy, < 3w/2. Por otro lado, si —7/2 < argy, < 7/2, entonces M(y,) se

escribe como

Lo [ 1 1
M zme*m”:/?’“[ — +} 21
) =5 NG -

I1.2.1 Régimen de tiempos largos

En el limite de valores grandes de ¢, el argumento y, de las funciones M tiende al

siguiente valor:

. I
. 7t‘.’T/’-§ — 22
yf? € q\/ ,8 ( )
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Consideremos el caso g = ixp. La fase del argnmento es § = —5n/4, de tal
manera que 7/2 < arg Y, < 37/2, por lo que podemos escribir M (y;,,) a partir de

la ecuacién (20) como:

1 1
— — + ... 23
N (2

£xp

1, , v
ﬂdr(y'ixo) ~ 56'1717,22/21'1.‘, 28Jix.3 +

Al tomar el limite de la expresién anterior cuando ¢ — oo y, después de algunas

manipulaciones algebraicas, obtenemos

M (yix) 552 €7X0PGHP (24)
Para q = —i)p tenemos que —7/2 < argy_;y, < 7/2, de tal forma que M (yiy,)
estd dada por
1 Sepy el o} J. 1
M (i, ) 72 —eime /2 — ... 25
hea) 5 NN (2)

Notése que cuando ¢ — oo el término (1/y_.,) — 0, asi que en este limite la funcién
M (y—ir, ) nO contribuye.

Sustituyendo la expresién para M (i) dada por la ecuacién (24) en la ecuacién
(17), obtenemos la solucién para regimenes de tiempos largos en la regién interna del
potencial,

U2 e heTXO gy < V. (26)

Aqui es importante sefialar que la solucién oscila alrededor de la frecuencia wy =
Fy/h asociada a la energfa de incidencia, y que decae exponencialmente a lo largo de

la reeidn interna del potencial como funcion de la posicidn z . Es claro de la ecuiacion
(o)

(26) que en el régimen estacionario la densidad de probabilidad es,

|‘«Il‘f<|2 Y e’gx”m, ciuando t — o, (27)
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Realizando un procedimiento andlogo para el caso de energfa inicial mayor que la
altura del escalén, se obtiene que el comportamiento asintdtico cuando ¢ — oo estd
gobernado por,

P~ g wotg=tho 0w Y ' (28)

11.2.2 Régimen de tiempos cortos

En el limite de valores pequefios del tiempo, el argnmento de las funciones M

fiende a,
L inpa |8
. L
Yg 7 5¢ T ST (29)
expresién que resulta independiente de q.
Dado que en este caso la fase es § = —7/4, a partir de la ecuacién (21) podemos

escribir,

1. ; t1l
ﬂ{[(y:f:ixo) ~ w\/w_;re?.?r/tiezmz?/?ht \/g_ﬂ} (30)

Entonces, en el limite ¢ — 0, la solucién en la regién interna del potencial esta

dada por
2 Vi t1
U (z,t) =~ L gimlAgmiVigima?[2hi [Ty (31)

VT B

En este caso la densidad de probabilidad crece linealmente con ¢ para un valor fijo de
la posicién z (x # 0}, esto es,

|0 |* ~ (i> * ,cuando t — 0. (32)

w8 ) x?



III EVOLUCION TEMPORAL Y ESPACIAL DE LA DENSIDAD DE
PROBABILIDAD

En el presente capitulo estudiaremos el comportamiento espacial y temporal de
la solucién de la ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo para un potencial
escaldn, con la condicién inicial de fuente puntual con frecuencia wy. En la seccidn
1.1 se inicia nuestro estudio considerando el caso de energias mayores que la altura
del escalén (Ey > V). Por otra parte, en la seccidn I11.2 se discute el comportamiento
de la solucién para energias menores a la altura del escalén (Fy < V5).

I11.1 Evolucién temporal y espacial de la densidad de probabilidad para el
caso By > V)

En esta seccién exploraremos el comportamiento de la solucién V. (z,t), dada
por la ecnacién (16), mediante un estudio de la densidad de probabilidad, ]\IJ>|2,
como funcién de la posicién y del tiempo. Es importante sefialar que en este caso
se involucra la evolucién de ondas en la region clasicamente permitida del potencial.
Por tal motivo, se trata de un régimen libre de controversias en donde la propagacion
de frentes de onda semicldsicos es un hecho aceptado en la literatura. Aunque el
propésito principal de este trabajo es explorar la dindmica de la solucién para el caso
Fy < Vp, por completez iniciamos nuestro estudio con el caso Fy > V.

A continuacién analicemos el comportamiento de [ ¥ 12 considerando los siguientes
pardametros: Vo = 1.0 eV, y energia inicial Ey = 5.0 eV. En la fignra 2 se presenta
la evolucidn espacial de |\Il>|2 para distintos valores del tiempo, t = 10.0 fs, ¢t = 20.0
fs y t = 50.0 fs. Se observa un frente principal con oscilaciones amortignadas que se

propaga de izquierda a derecha a través de la region x > 0. Por simple inspeccion de
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las graficas, podemos verificar que el frente de onda viaja aproximadamente con la

velocidad semicldsica v, = (fikg/m).

1.5
t=10fs t=20fs t=50 fs

0 b M., " 1,!""

2
'Y, |

O‘O | | 1 |
0.0 50.0 100.0 150.0 200.0 250.0 300.0

Distancia (nm)

Figura 2: Comportamiento de {¥-, 12 como funcion de la posicién para distintos valores
del tiempo: t = 10.0 fs, ¢ = 20.0 s y t = 50.0 fs. Se observa la propagacién de un

frente de onda con wna velocidad aproximada ¥..

Para complementar nuestro andlisis, en la figura 3 se muestra la densidad de prob-
abilidad como funcién del tiempo para los siguientes valores de la posicién: z; = 10.0
nm, s = 25.0 nm y z3 = 40.0 nm. En este caso tambien se ilustra la propagacion del

frente <le onda para posiciones especificas, z;. Notese que la densidad de probabilidad



15

crece rapidamente hasta alcanzar un valor maximo a partir del cual empieza a os-
cilar hasta alcanzar el valor estacionario. Ll crecimiento repentino de la densidad de
probabilidad ocurre aproximadamente a un tiempo ¢; = (z;/v,.), €l cual corresponde

al tiempo de arribo del frente principal a la posicidén z;,

1.5

2
S

0.5

0.0 ‘
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Tiempo (fs)

Figura 3: Evolucién temporal de la densidad de probabilidad para distintos valores

de la posicién, z; = 10.0 nm, x; = 25.0 nm y z3 = 40.0 nm.

Un hecho relevante que se desprende de nuestros resultados, es que la velocidad
semiclasica v, juega un papel importante en la evolucidn temporal y espacial de la

solucién. Aunque para energias iniclales mayores que la altura del escalén (Ey > 1)
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es permisible hablar de la propagacién de un frente semiclasico, esta afirmacién ha
resultado polémica para el caso Ey < Vp (Stevens, 1983; Moretti, 1992; Biittiker y
Thomas, 1998; Muga y Biittiker, 2000; Villavicencio et al., 2002). Los resultados para
este 1iltimo caso mas complicade se discuten en la siguiente subseccién.

I11.2 Evolucién temporal y espacial de la densidad de probabilidad para el
caso Fyp < V)

Para explorar el comportamiento de la solucién en la regién interna del potencial,
estudiaremos las propiedades de |\Il<|2 como funcién del tiempo y de la posicién,
considerando los siguientes pardmetros: Vy = 1.0 eV y energia inicial de la fuente
Ly =0.35eV.

En la figura 4 se muestra la evolucién espacial de |¥|* (Ifinea continua) como
funcién de la posicion x para valores crecientes del tiempo, ¢; = 0.1 15, £, = 1.0 fs
y t3 = 3.0 fs. En este caso podemos ver que la densidad de probabilidad evanesce
en el interior del potencial en una distancia finita dada aproximadamente por 2z,
donde z, = (1/xo)} es la longitud de penetracién de la solucién estacionaria, que para
este ejemplo en particular tiene un valor de z, = 1.067 nm. También es posible
observar que la densidad de probabilidad fluctia alrededor de la solucién estacionaria
(linea discontinua). En el recuadro se muestra dicha fluctuacién para un tiempo
mayor, t4 = 5.0 fs, donde se observa claramente que después de 2z, la solucién exhibe
un méximo. Esto que se observa aqui es el nacimiento de una estructura, cuyas

propiedades se estudiardn mas adelante.
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2
kS

Fs . 50 75 100

090 1.0 20 3.0 4.0
Distancia {(nm)

. .. . 2 P . C .
Figura 4: Evolucién espacial de |¥.|” (linea continua) para distintos valores del
tiempo, t; = 0.11s, 23 = 1.0fsy t3 == 3.0fs. Se observa que la densidad de probabilidad
flucttia alrededor de la solucién estacionaria (linea discontinua). En el recuadro se
muestra que a t4 = 5.0 fs la densidad decae hasta 2z, = 2.134 nm; después de este
punto, [¥|* exhibe el nacimiento de un pulso.

Vemos pués, que en la regién = < 2z,, no podemos hablar de propagacién de
un frente de onda semiclésico, debido a que la solucién fluctiia alrededor del valor
estacionario sin propagarse a través de la region interna del potencial.

Este resultado es fisicamente relevante debido que implica que no es posible aso-
ciar una velocidad de grupo semiclasica al comportamiento transitorto de la solucién

hacia el régimen estacionario, lo cnal contradice las afirmaciones Stevens (1983) v

Moretti (1992). En otras palabras, no es posible definir un frente semiclasico princi-
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pal o (z,t) = exp(—iwgt) exp(—xoz)O (t — Tvy, ) propagindose a lo largo de la regién
interna del potencial con velocidad de grupo v, = (fixo/m) y atenuado exponencial-
mente por exp{—xoxz), tal como lo sugiere Moretti (1992).

En la figura 5 se presenta un espectrograma (ver Apéndice B) de la solucién (linea
continua), donde wy = (Vg/H) es la frecuencia de corte asociada al potencial ( linea
discontinua). Se observa que para el mdximo de la densidad de probabilidad como
funcién del tiempo, indicado por un pequefio cuadro sélido en la figura 5, el proceso
es gobernado por frecuencias menores a wy, lo que implica que se trata de un proceso
asociado a tunelaje. Este resultado ha sido también reportado recientemente por

Garcia-Calderén et al. (2002).

50
m\.’

0 e E R R R R b el il el e et e
=
= -50 1

-100 : -
0.0 0.5 1.0 1.5
Tiempo (fs)

Figura 5: Espectrograma de la solucién (linea continua) donde se observa que el pro-

ceso ocurre a frecuencias por debajo de la frecuencia de corte wy (linea discontinua).
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En la figura 6 se muestra el maximo observado en la densidad de probabilidad
para valores ascendentes del tiempo, £, = 100.0 fs (linea continua), ¢, = 150.0 fs
(linea discontinua) y ¢35 = 300.0 fs (linea punteada). Esta estructura se propaga en la
regién interna del potencial de manera similar a un paquete de ondas, i.e., conforme
el tiempo se incrementa, el mdximo de |¥.|* disminuye y la anchura del pulso se

incrementa.

0.12

0.09

O ] 1 1
0.0 250.0 500.0 750.0 1000.0

Distancia (nm)

. . 2 v . e
Figura 6: Comportamiento de [¥.|” como funcién de la posicién para valores ascen-
dentes del tiempo, t; = 100.0 fs {linea continua), ts = 150.0 fs (linea discontinua) y
ty = 300.0 fs (linea punteada). Se observa cue el pulso se propaga en la region interna

el potencial como 1 paquete de ondas.
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De los resultados presentados hasta el momento es claro que existen dos regimenes
claramente identificables. EIl primero de ellos ocurre dentro de la regién = < 2x,,
donde z, es la longitud de penetracién de la solucién estacionaria, el cual denom-
inaremos como régimen no-opaco en virtud de que las frecuencias dominantes en el
proceso se encuentran por debajo de la frecuencia de corte (Garcia-Calderdn, et al.
2002). En este régimen la densidad de probabilidad finctia alrededor de la solucién
estacionaria hasta alcanzar su valor asintético, l\llyg. El segundo régimen, el cual
denominaremos como régimen del pulso transitorio (o régimen opaco), estd caracter-
izado por la formacién y propagacién en z > 2z, de un pulso.

111.2.1 Dindmica del pulso transitorio y tiempos de arribo

Para describir 1a dindmica del pulso transitorio en términos simples, a continuacion
derivaremos una expresién analitica para la densidad de probabilidad (Villavicencio,
et al., 2002) utilizando las propiedades de las funciones M.

Para energias iniciales menores que la altura del escalén, la solucién estd dada por

la ecuacién (17) como V. = exp(—iVE) [M (Yiy,) + M (Y_iy, )], donde se ha definido

_zF ixofit/m) ot/

UY+s =
Yekixo /27t fm

A partir de un estudio numérico se determiné que en la regién del pulso transitorio

(33)

se satisface la condicién lyii,| >> 1, lo que permite utilizar los desarrollos de las
funciones A dados por las ecuaciones (22) y (23). Para describir el pulso es suficiente
considerar potencias inversas de y, a primer orden en dichos desarrollos, de tal forma
que esto nos permite escribir,

TN 2 t L
xp (—iV) e —xt b 2exp{ys )+ ; 34
exp (—iVt) exp (int ) [ P (Jl’w) \/T—F'U-ixo " VT ivo | >

b | =

U=
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esto es,

T =P+, (35)

donde ¥2 es la solucién estacionaria dada por la ecuacién (27), término que da lugar
al decaimiento exponencial de la densidad de probabilidad dentro del potencial. Esto
nos permite escribir,

1 - 1
W, = 5 exp (—iV't) exp (ffmmz

1
+ .
it ) [\/'TT%XD VY ixg

(36)

Finalmente, al tomar el mddulo cuadrado de la ecuacién (36) obtenemos la ex-

presion analitica que describe la estructura del pulso

(fit/m) z*
[22 + 2 (it /m)?]”

1 o

|\I]pl2 =

(37)

=

Con el fin de ilustrar la confiabilidad de la anterior férmula, en la figura 7 se com-
para la evolucién espacial de la densidad de probabilidad exacta (Ifnea contimua) con
la expresion del pulso |\Ilp|2 (linea discontinua), para un valor fijo del tiempo ¢t = 100.0
fs. Notese que ambas curvas coinciden, es decir, la ecuacién (37) reproduce exacta-
mente el comportamiento de la densidad de probabilidad en la vecindad del pulso
transitorio. Ahora como funcién del tiempo, para una posicidén fija, z = 8.0 nm, en la
figura 8 se presenta la densidad de probabilidad exacta (linea continia) comparada
con |¥,|* (linea discontinua), para un valor fijo de la posicién: z = 8.0 nm. Podemos
ver que nuestra férmula analitica describe satisfactoriamente el comportamiento de

i‘pc:lg-
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0.12
0.09
S 0.06}
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000 1 I 1
0.0 250.0 500.0 750.0 1000.0
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. 2 . . . .
Figura 7: Se muestra que |¥,|” {linea discontinua) reproduce a la densidad de prob-
abilidad exacta (linea continua) como funcién de la posicidn, para un valor fijo del

tiempo ¢ = 100.0 fs.
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0.030

0.000 ' ' ‘
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0

Tiempo (fs)

. . 2 e : 2
Figura 8: Evolucién temporal de |¥.|” (linea continua) comparada con |¥,|” (linea

discontinua) para un valor fijo de la posicién, z = 8.0 nm.
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En virtud de la confiabilidad de la férmula del pulso transitorio, ésta puede ser
utilizada para investigar las escalas de tiempo de arribo de dicha estructura. El valor
maximo de |\P<]2 respecto al tiempo, para un valor fijo de la posicion z¢, se obtiene
derivando la ecuacién (37). A partir de (0/0t) {\Illi = (), se obtiene el tiempo critico,
tm, dado por
(38)
donde 7 es el tiempo de Biittiker-Landauer (Biittiker y Landauer, 198;2) definido como
T = X7/t

La escala de tiempo dada por la ecuacién (38) es idéntica al tiempo de arribo
propuesto por Muga y Biittiker (2000). Sin embargo, como demostraremos, el tiempo
de arribo del méximo del pulso transitorio esta caracterizado por una escala de tiempo
distinta. Es claro que el par (2, t,,) nos dard el valor mdximo de la evolucién temporal
de |V |2 para la posicién fija zy; sin embargo, como veremos enseguida el par (z;,tr,)
no corresponde a un maximo cuando la densidad de probabilidad se analiza como
funcién de la posicién a un tiempo fijo.

De (8/8z)|¥.* = 0, a un tiempo ¢ = t;, se obtiene que el méximo del pulso
transitorio estd dado por

T = Uyl (39)

En el caso particular en que t; = i,,, el maximo del pulso x,, se encuentra re-
—1/%
tardaclo con respecto a xy, esto es T, = 3 Vg 7 En la figura 9 se muestra el com-

. s . s 2 .
portamiento de los puntos z; y 2n,. Al se ilustran gréficas de [W,|" a dos tiempos

1/2

diferentes. La curva con el cireulo blanco corresponde al tiempo fijo 377 y la otra
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- 2
Y27 maximiza a |¥,|° en

corresponde a un tiempo (mayor) =. En virtud de ¢ue 37
zy el circulo blanco representa dicho mdximo. Nétese que no coincide con el maximo

del pulso.

1.5

1.2

0.9

0.6

2 x 107

0.3

0.0 , '
0.0 b 300.0 800.0
X X

' Distancia (nm)

Figura 9: Evolucién espacial de la densidad de probabilidad donde se muestra el
comportamiento del méximo. La curva con el punto blanco corresponde al tiempo

fijo 37127 v la otra a un tiempo mayor 7.

12+ corresponde al

De nuestro analisis se desprende que la escala de tiempo 3~
paso de un punto de la parte frontal del pulso (cfreulo blanco) a través de la posicién
fija zf, mientras que el arribo del médximo del pulso ocwrre a un tiempo mayor, que
resulta ser exactamente el tiempo de Biittiker-Landauer. Ademds podemos ohservar

que cuando el méximo del pulso {circulo negro) llega a la posicidn z; (al tiempo 7),

su altura se encuentra dismimiida con respecto a la del cireulo blanco (asociado a la
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parte frontal del pulso al tiempo 37/27). El resultado anterior puede demostrarse en
general utilizando una interesante propiedad de escalamiento que posee la ecuacién
(37), la cual se presenta detalladamente en el estudio de Villavicencio, et al. {2002).

El andlisis anterior ilustra claramente que al estudiar la densidad de probabilidad
a t fijo 6 a z fija, nos conduce a escalas de tiempo diferentes. Este es el origen de la
discrepancia entre nuestros resultados y los obtenidos por Muga y Biittiker, quienes
sélo estudiaron la evoluecidn temporal.

Lo mas interesante de nuestros resultados, es que el tiempo de arribo este dado
exactamente por el tiempo de Biittiker-Landauer, considerado tradicionalmente como
wna de las posibles escalas de tiempo de timelaje. Pero mds sorprendente aiin es el
hecho de que el pulso transitorio no es el resultado de un proceso de tunelaje. Lo cual
significa que en este problema la escala de tiempo de “tunelaje” de Biittiker-Landauer
esta asociada a un proceso de no-tunelaje. El que esté asociado a un proceso de no-
tunelaje se debe a que el pulso estd principalmente compuesto por frecuencias por
encima de la frecuencia de corte wy (frecuencias de no-tunelaje). Aunque el estudio
del espectro de frecuencias fue realizado por Muga y Biittiker (2000}, por completez
y con fines ilustrativos presentaremos un espectrograma de la solucién para un valor

fijo de la posicién en la vecindad del pulso transitorio. Ver figura 10,



50

(2)

]
[y

W)

1
[}
o]

T

5 L »
I:IIJ_D 28 4.0 6.0

Tiempo {fs)

0.03

(b)

0.02

2
¥

0.01

0.00 = :
0.0 100 200

Tiempo (fs)

Figura 10: (a) Espectrograma. de la solucién para un valor fijo de la posicién, ¢ = 8.0
nm, donde se observa que el proceso es dominado por frecuencias por encima a la

frecuiencia de corte, wy. (b) Se muestra la evolucién temporal de la densidad de

probabilidad para la misma posicion.




IV CONCLUSIONES

Con base en una solucién analitica exacta de la ecuacién de Schridinger dependi-
ente del tiempo con la condicidn inicial de una fuente puntual, se investigd la evolucidén
temporal y espacial de la densidad de probabilidad en un potencial escalén de inten-
sidad V4.

Se encontré que para una fuente con energfa inicial £y menor que la altura del po-
tencial escalén Vy, el comportamiento dindmico estd caracterizado por dos regimenes
claramente identificables. El primero ocurre dentro de un intervalo finito 0 < z < 2z,,
donde z, es la longitud de penetracién de la onda estacionaria. En este régimen la
densidad de probabilidad exhibe una serie de fluctuaciones alrededor de la densidad
de probabilidad estacionaria antes de alcanzar su limite asintdtico. Nuestro estudio
revela claramente que no existe el frente monocromdtico de Stevens, pues en este
régimen la solucién fluctiia sin propagarse. El segundo régimen le hemos llamado
“régimen del pulso fransitorio” en virtud de que se caracteriza por el nacimiento y
propagacién de un pulso en la region z > 2z,. Aunque ciertamente la estructura se
propaga con la velocidad de grupo v, , es preciso aclarar que esta tampoco corre-
sponde al frente monocromdtico de Stevens, debido a que dicha estructura no esté
asociada a un proceso de tunelaje, tal como lo revela el estudio del contenido de
frecuencias del pulso.

De la solucién formal se obfuvo una férmuia simple para describir en forma prectsa
la dindmica del pulso transitorio. Se demostré que el tiempo de arribo del maximo del
pulso transitorio a una posicion dada por x; es simplemente el tiempo de Biittiker-

Landauer, 7, y no 37?1 como lo afirman Muga y Biittiker (2000). Se demostré



también que, aungue 3727 corresponde al maximo del pulso transitorio cuando se
analiza como funcién del tiempo, este corresponde a la llegada de la parte frontal del
pulso, mas no el maximo.

Resulta verdaderamente sorprendente que el tiempo de Biittiker-Landauer, 7,

tradicionalmente considerado como una de las posibles escalas de tiempo de tunelaje,

esté asociado en este modelo a 1n proceso de no-tunelaje.
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APENDICE A: La funcién de Moshinsky
La funcién de Moshinsky surge como la solucién de la ecuacién de Schrédinger

dependiente del tiempo para una particula libre

B8, (z,t) = iﬁ%\D {z,t) (40)

con la condicién inicial de obturador de onda plana (Moshinsky, 1952):

gz - p <
¥ (z,t = 0) = (41)

0;x>0.
A continuacién utilizaremos el método de transformada de Laplace para resolver

la ecuacién (40), el cual nos conduce a la siguiente ecuacién diferencial:

2

(%—2717(3:,3) +143sT (z,5) = if¥ (z,t = 0) ; B = 2m/h, )

donde V¥ (z, s) es la transformada de Laplace de ¥ (z,1).
Al sustituir la condicién inicial dada por la ecuacidén (41) en la ecuacidn (42),

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para las regiones 1 (z < 0)

v 11 (z > 0):

& - o T
555\11 (z,8) +i0sV¥ (z,s)=0 ;x>0 (43)
2 B
e ¥ (z,s) +13sW (z,s) =ifexp (thkx) ;2 <0 (44)
22

La solucién fisicamente aceptable en la regién I1. ecuacidn (43), es
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— 2mai
T (z,8) = cexp (#im- %s) y x> 0. (45)

En la regién I (z < 0), la solucién de la ecuacién (44) esta dada por
2ma 21

U (z,5) = exp (—i:c- ?3) + <————}————)—exp(ik$) sz < 0. (46)

%s — -k
m

Para obtener la solucién en la region x > 0 a t > 0, es necesario determinar la
constante ¢~ que aparece en la ecuacién (46). Esto se logra aplicando las condiciones

de acoplamiento en « = 0 dadas por,

TT(0,5) =T (0,s); {47)
d —+ 8 —-
507 (0,5) = 5T (0,5). (48)

Una vez realizada esta tarea, podemos escribir

T (z,8) = 2;?;67_3 (\/ﬁé - k) exp (w; iﬁs) : (49)

Calculando la transformada de Laplace inversa de la expresion anterior, definida

COINO:

U(xz,t) = 1 /ﬁm T (z, s) exp(st)ds, (50)

2 —ico

obtenemos la ecuacién de onda transmitida, dada por

1 [ B exp {1x/18s) exp (st) d
v (2,1) = / Top e pw)s:muahﬂ. (51)

") i 2485 (ViBs— K)

2mi

La funcién M (z, k,t) es conocida en la literafura como la funcién de Moshinsky.
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En términos de la funcién de error complementaria, las funciones de Moshinsky

poseen la siguiente representacion:

1 , i, z— Lkt
M (z, k,t) = 5 &P |1 ko 7)“71_1}“1 erfec ¢ —2— > . (52)

2ifit
' T

A partir de la relacion entre la funcién de error completaria y la funcién de error

compleja, w (z), (Abramowitz, 1968) dada por:
w (z) = exp (—2z°) erfc (—iz) (563)

podemos escribir M (=, k,t) {Garcla-Calderén y Rubio, 1997}como:

1 N oy
M (z,k,t) = 5 €XP (Q_fth ) w (iz) (54}
z — Lkt
donde z = —2—.
2ifiy

e
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APENDICE B: Espectrogramas.

Con la finalidad de estudiar las frecuencias que dominan a la solucién en la regién
interna del potencial, se han realizado una serie de espectrogramas de la misma. En
el caso de la solucién para energia innicial mayor que la latura del escalon, ¥ (z,1),
se prevee que ésta serd dominada por la frecuencia asociada a la onda incidente,
wy = {Ep/h). Sin embargo, por completez, en el desarrollo necesario para la evaluacién
de los espectrogramas se consideran ambos casos.

Consideremos la expresion:
U(z,t) = [M(yg) + M(y-q)] exp (—iV) (55)

donde el argumento y, estd dada por la ecuacién (19). Para obtener el espectrograma

de la solucién es necesario evaluar la funcién W{z) (Cohen, 1995), definida como:

(56)

W(z) = —Im {%?—\%—?ﬂ} .

Por lo tanto debemos calcular la derivada temporal de la ecuacién (55) dada por

ov ,
i —iVW (z,t) + exp (—iVE) [M'(yg) + M'(y-4)] (57}
donde M'(y,) = M (y,)/0t. El problema se reduce a obtener la derivada de la funcién
de Moshinsky como funcién del tiempo. Para ésto consideremos la representacién de

ésta en términos de la funcién de error compleja w(z) dada por la ecuacién (18).

Utilizando la expresién para la derivada de w(z) (Abramowitz, 1968)

w'(z) = —2zw(z) + —. (58)

—

it

Tenemos que la derivada temporal de M (y,) esta dada a partir de:

o i: LT 2
ﬂa"(y,,) = — EXp (ﬁ;};") uf(z)( _ e M (yq). (59)

1
2 dt 2ht?
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Sustituyendo en la expresién anterior el valor de la derivada de w (z) dado por la

ecuacién {58), asf como

2,
[
o

B LU GRS 60
dt Dikt mi ) (60)

obtenemos que:

, i z h imz? iz o,
M (ya) = 2y 27rzfit (# B ——q) ( 2t ) M) <2tq T ami! ) - (61)

En la expresion anterior es posible identificar el Propagador de la particula libre,

Uy (z,t), dado por

m vmn
Uotent) =[x (5 ) (62)

por lo que finalmente podemos escribir:

M (y,) = é— (f;f - %q) Up (z,£) — M(y,) ( q— 5%:; ) (63)

Los valores obtenidos en la expresién anterior para ¢ = £k, £iyg nos permitiran
calcular numéricamente 0¥ /0t, ecuacién (57), y obtener as{ el espectrograma W(z)

dado por la ecuacién {56).



