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RESUMEN de la Tesis de Criseida Gonzédlez Rodriguez
presentada como requisito parcial para lg obtencién de la
Licenciatura en Fisica.

Ensenada, Baja California, México. 4 de Febriero de 1999.

Estudios del corrimiento espectral de 14 Iz esparcida por
superficies rugosas (Efecto Wolf).

Resumen aprobado:

Wy

Dr. Pedro\\egrete Regagnon.

El interés principal de este trabajo fué estudiar el comportamiento de la
distribucion espectrai asociado a una onda Optica invariante, que viaja a
través del espacio libre e interactia con un medio esparcidor
estadfsticamente conocido. El problema fue resuelto numéricamente y
de una manera rigurosa utilizando el segundo teorema integral de
Green. En esta formulacién el campo esparcido queda expresado en
términos de sus valores de frontera. Para el caso de un campo con
polarizacion ‘s’ incidiendo sobre un material perfectamente conductor,
la condicion de frontera relevante esté representada por el valor que
toma la derivada normal del campo sobre cada punto de la superficie,
llamada también funcién fuente. Interesados en el comportamiento de
estas funciones en el campo lejano, se busca una expresion para
describir el comportamiento angular del campo lejano esparcido por
una superficie rugosa. De esta manera, se desarrollan los programas
necesarios para resolver y calcular numéricamente la intensidad
esparcida como funcién de la longitud de onda y de la direccion de
observacion. Al considerar una onda incidente de luz con un ancho de
banda espectral finito en la intensidad total esparcida, se calcula el
espectro generado y se compara con el espectro de la radiacion
incidente, encontrando una redistribucién de energfa, para algunas
direcciones de observacion.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

La interaccién de la luz con la materia ha sido objeto de estudio desde hace muchos
afios v es, actualmente, un tema de gran interés por la importancia que reviste para
poder entender fendmenos épticos como los de propagacion v esparcimiento de luz.

Ctuando una onda electromagnétics incide sobre una interface plana entre dos
medios, ésta se refleja de acuerdo a leyes que son bien conocidas. Sin embargo, si la
frontera entre los medios no es un plano, sino una superficie irregular con varlaciones
de altura aleatorias, ocurre el fenémeno de esparcimiento.

El fenémeno de esparcimiento de ondas por superficies estadisticamente rugosas
se encuentra frecuentermnente en un gran nimero de problemas fisicos. Practicamerte
todas las superficies reales son rugosas y el grado v la forma de la rugosidad, asf
como la geometria del problema afectan la conducta de la onda esparcida, v esto ha
sido tema de estudio por algunas décadas.

Bl problema. de la propagacién y esparcimiento de ondas es de interés en varios
campos de la fisica moderna [2] y en diversas dreas de investigacién [1}, incluyendo
imdgenes ultrasénicas y de radar, deteccion sonar, fisica del estado sdlido, dptica,
astronomfa, comunicacion y percepcidn remota.

En problemas de radiacién, propagacién y esparcimiento de luz, el medio en €l
que la onda viaja 6 se emite, puede ser clasificado como determinfstico 6 aleatorio.
Algunos medios naturales y biologicos tlenen variaciones aleatorias en espaclo y
tiempo, por lo que las ondas varfan aleatoriamente en amplitud v fase de tal manera
que pueden ser descritos en términos de sus promedios estadisticos, y por otro lado,
caracterizados por las componentes espectrales que emfte 12].

En este trabajo nuestro interés es estudiar el comportamiento de la distribucién
espectral asociada a uns onda dptica que viaja a través del espacio libre e interactia
con un medio esparcidor. Pars ésto plantearemos y formularemos mateméticamente
el problema de ésta interaccidn.

Generalmente, la medicién del espectro es hecha a grandes distancias de la fuente,
en comparacion con la longitud de onda de la radiacién emitida y, normalmente, se ha
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dado por hecho que la distribucién espectral normalizada de la radiacidn que incide
sobre el detector es la misma que en la regién cercana a la fuente. Fsta suposicién
estd implicita en la espectroscopia convencional y no parece haberse cuestionado sino
hasta hace algunos afios [3]. Probablemente esto se debe a que las fuentes que se
utilizan normalmente en el laboratorio son fuentes de espectro invariante. Cuando no
hay cambios entre el espectro emitido en el campo cercano y el espectro observado en
el campo lejano, se dice que la fuente presenta invariancia espectral ante propagacion
13].

Sin embargo, con el desarrollo de nuevas fuentes de luz y el descubrimiento rel-
ativamerte frecuente de objetos estelares poco familiares, el estudio de los cambios
de la distribucién espectral de la luz ha cobrado importancia. Si el espectro cambia,
surge la posibilidad de que el corrimiento de una linea espectral, pueda ser debida
al movimiento relativo que existe entre la fuente y el observador (efecto Doppler), a
simples efectos de propagacién en el espacio libre (efecto Wolf) [4], 6 a la interacclon
que la radiacién tiene con elementos esparcidores [8].

Empleando la teorfa de coherencia para fuentes no monocromaticos, se han en-
contrado propiedades de las fuentes que garantizan que el espectro de la luz generada
por ellas sea invariante ante propagacion [6]. Ademds, se han desarrollado fuentes
de laboratorio que generan luz cuyo espectro no es invariante, es decir, que presenta
camnbios espectrales [7]. Por otro lado tembién estdn emergiendo nuevas técricas
de espectroscopia de coherencia espacial para determinar correlaciones de campos
a partir de mediciones espectrales [6]. Debido al interés en esta édrea, se considera
necesario e importante presentar en el segundo capitulo, una revisiéon tutorial sobre
la influencia que tienen las propiedades de coherencia de una fuente en el espectro

del campo radiado.

En el tercer capitulo, se considers la posibilidad de generar una fuente secundaria,
de luz de espectro no-invariante mediante un medio esparcidor. Bsto, utilizando la
analogfa que existe entre los procesos de radiacion y el de esparcimiento. El objeti-
vo principal consistird en detectar cambios espectrales que pudieran surgir cuando
la radiacién proveniente de una fuente de luz es esparcida por una superficie ru-
gosa. Asimismo se analizard la influencia que las propiedades de correlacion del
medio tienen en la distribucién del espectro de la radiacidn esparcida. Para atacar
el problema se pretende resolver numéricarmnerte un problema de esparcimiento, con-
siderando un campo que con ciertas propiedades espectrales y de coherencia incide
sobre una superficie rugosa. La superficie modifica las propiedades de coherencia de
la luz v la esparce. Podemos considerar a la superficie como una fuente secundaria ¢




construir en el campo cercano una fuente secundaria plana que produce la radiacion
esparcida. La radiacién se propaga en el espacio libre hasta el campo lejano, donde
caleularnos su espectro, compardndolo finalmente con el espectro de la radiacién

incidente.

Debido a que la radiacién emitida por todas las fuentes electromagnéticas en-
contradas en la naturaleza presentan fluctuaciones aleatorias, en el segundo capitulo
consideraremos la relacion de las luctuaciones entre los campos y las propiedades de
correlacién de las fuentes que los generan. Se encuentra que la funcion de correlacion
obedece ciertas leyes al propagarse en el espacio libre.

C'on esto se encuentra que la radiacién generada por una fuente en el campo lejano
depende de las propiedades de correlacién de la laz en el plano de la fuente, y que
la distribucién espectral normalizada de la luz depende, en general, de la direccién
de observacién. En el mismo capitulo, v con el objeto de ilustrar las propledades
mencionadas, se presentan un par de ejemplos. Especificamente se considera, para
la fuente, un grado de coherencia espectral de forma, Lambertiana, que da como
resultado que el espectro de la luz generada sea invariante ante propagacién. En
el otro caso el grado de coherencia espectral considerado tiene forma Gausslana v
se demuestra que para este caso el espectro no es invariante, y que depende de la

direccién de observacion.

Una vez convencidos de que la distribucién espectral de la luz radiada por una
fuente puede presentar cambios espectrales en el campo lejano, en el siguiente capftulo
estudiamos el espectro de la luz esparcida por una superficie, con la idea de detectar
posibles cambios con respecto al espectro incidente. Para realizar esta tarea se de-
scribe inicialmente el sistema fsico, considerando un medio seminfinito, aire o vacio,
en contacto con un medio perfectamente conductor. La frontera entre los medios
constituye una superficie rugosa unidimensional con propiedades estadisticas deter-
rminadas de sntemano. El problemas de la interaccién del haz incidente con la super-
ficie rugosa se resuelve numéricamente y de manera rigurosa, con una técnica basada
en el segundo teorema integral de Green. En esta formulacién el campo esparcido
en cualquier punto del espacio queda expresado en términos de la derivada normal
del campo (funcién fuente) evaluado en cada punto de la superficie. La funcién
fuente puede considerarse una generadora de ondas secundarias, y sus propiedades
estadisticas dependen de las propiedades del medio esparcidor. Hs decir que podemos
considerar que se ha construido una fuente secundaria cuyas propiedades de coheren-
cia se han modificado con respecto a las de la fuente incidente. En el capitulo cuatro,
presentando gréficos de los resultados numéricos, se compara el espectro generado




en el campo lejano por una fuente secundaria, de este tipo, con el espectro de la
radiacién incidente, con el fin de analizar alguna posible redistribucién de la energia
radiads. Finalmente, en el quinto capftulo se presentan las conclusiones y comentar-

jos finales.




Capitulo 2

COHERENCIA ESPACIAL Y ESPECTRO DEL
CAMPO RADIADO

2.1 Coherencia de Segundo Orden

Todos los campos electromagnéticos encontrados en la naturaleza presentan Auctua-
ciones de naturaleza sleatoria. Bn éste capftulo, estudiaremos algunas propiedades
de campos electromagnéticos fluctuantes, centrando nuestra atencién en la regién
éptica del espectro. Es necesario aclarar que aunque éstas fluctuaciones son muy
répidas v normalmente no pueden ser observadas directamente, se puede deducir su
existencia con experimentos que proveen informacion acerca de la correlacién entre
las fluctuaciones en dos o més puntos del espacio-tiempo.

Las manifestacién més simple de la correlacién entre campos épticos son los bien
conocidos efectos de interferencia, que surgen cuando dos haces de luz originados de
la misma fuente son superpuestos. En tiempos més recientes, con la disponibilidad
de modernos detectores de luz se han empezado a estudiar correlacidnes de orden
més alto. Fste tipo de investigaciones, asf como el desarrollo de laseres y otros tipos
de fuentes de luz, han dado lugar a una clasificacion sistematica del fendmeno de
correlacién v & una cormpleta descripcién estadistica de campos bpticos fluctuantes.
Esta érea de la dptica se conoce ahara como la teoria de coherencia optica y proveé un
tratamiento unificado de los fenémenos épticos tradicionales como los de interferencia

y polarizacidn.

2.1.1 FEcuacién de propagacién para las correlacidnes

Clon el experimento interferométrico de Young, dos fuentes puntuales estadisticamente
independientes pueden dar surgimiento a correlaciones manifiestdndose en un patrén
de interferencia. La esencia del fenémeno es el argumento de que el estado de co-

A

herencia de la luz puede cambiar en el proceso de propagacion y superposicion. Maés

[@9]




2.1. COHERENCIA DE SEGUNDO ORDEN 9

especificamente, con éste experimento se mostré que aunqgue la luz se origine de
fuentes puntuales no correlaciénadas, el campo en puntos suficientemente alejados
de las fuentes puede estar altamente correlaciénado. Derivaremos en esta seccion la
ley que rige el cambio del estado de coherencia para cualquier campo Optico.

Sea V) (r,#) una realizacién del proceso aleatorio real que caracteriza a una
perturbacién fluctuante en el punto r al tiempo 7. 5i identificamos a V) (r,%) con
las componentes cartesianas del campo eléctrico, obedecerd en el espacio libre al
igual que su sefial analftica asociada, la ecuacién de onda:

VWV (1,1) = (2.1)
Para un punto r1 al tiempo #; tomamos el complejo conjugado de la formula anterior
v lo multiplicamos en ambos lados por V/ (rg,?q) considerando que el operador difer-
encial es tomado con respecto a las variables r1 v £1. Tomando un promedio sobre el
ensamble que se supone estacionario y ergddico, obtenemos la expresion (2.2) v de
la misma manera, para un punto rq al tiempo fg, obtenemos la expresion (2.3):

1 82 (J/r* (‘I‘lﬁ ?fi_) V (1",7‘ Falk

9D v rw i sy Yai 3 )Y
VIV (e i) V(e t)) = SEAl S8 (2.2)

c? oty
PR . . 10 <Vr* (re, o) V (ry,41)) e
LV e, ) V(e te)) = 0 2.3

c? ot

por definicion la funcidn de coherencia mutua representa a:
. — * > { 4 ;
[ (r1,ra5t0,89) = (V* (r1,£1) V (r3, 2)) (2.4)

que es una funcion de corrrelacion de segundo orden. Sisuponemos que el ensamble
que represerta las propiedades estadisticas del campo, es estacionario al menos en el
sentido amplio y también ergddico, entonces la funcién de coherencia mutua, depen-
derd de las dos variables del tiempo sdlo a través de su diferencia 73 — #1 = 7. Con
ésta consideracién obtenemos dos ecuaciones de onda que la funcién de coherencia
mutua debe satisfacer en el espacio libre:

1 &2
A R ’
Vil (vi,re;7) = gl (rg,rer7) (2.5)
ot Jr*
. 1 o
; . 3 ‘, .
Val'l(ry,va37) = 5 o ;U (r, v 7) (2.6)
o2 972

de ésta manera se establece un importante resultado obtenido por Wolf en 1955:
en el espacio libre la funcidn de correlacicn de segundo orden de un campo optico
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obedece dos ecuaciones de onda que describen el cambio en la funcion de coherencia
mutua.
Para simplificar los célculos, aplicamos una transformada temporal de Fourier
v utilizamos el teoréma de Wiener-Khintchine [5], ya que de esta manera podemos
representar a I en el espacio de frecuencias, llamandola funcion de densidad espectral-
cruzada:
[(ry,rve;7) = W (11,195 7/) (2.7)
de ésta maners obtenemos dos ecuaciones de Helmholtz que W debe satisfacer en el

espacio libre:

VAW (ry, vg; ) + EW (ry,r5v) = 0 (2.8)
VaW (ry, ve;v) + E2W (r,rg;v) = 0 (2.9)

adernds, sustituyendo la Ec.(2.7) en (2.4) tenemos & la densidad espectral cruzada,
en términos de la transfornada de Fourler del campo fluctuante:

W (e, 5 ) = (U (r0,2) U (15,0)) (2.10)

Esta claro que el problema de determinar la funcién de coherencia mutua vy la
funcién de densidad espectral-cruzada para cualquier par de puntos, se reduce ahora
a un problema estandar en la teorfa de ecuaciones diferenciales parciales, el cual es
resuelto con la ayuda de las férmulas de difraccién de Rayleigh [5].

2.1.2 Solucién de la ecuacién de propagacién

Ya que la funcién de densidad espectral cruzada de un campo 6ptico fluctuante obe-
dece la ecuscién de Helmholtz en el espacio libre, v queremos conocer como cambia
al propagarse, consideraremos su solucion desde un plano hubicado en 2 = 0 donde
vy (@, L,z =0) = p1 v rg(Ty, yg, 22 = 0) = pg, a cusalquier punto arbitrario del
espacio. En otras palabras, resolveremos la ecuscién de Helmholtz para la densi-
dad espectral cruzada W (ry, rg) para cualquier par de purtos Py (r) v P (rg) en
términos de su valor en el plano W (py, ps). Para éste propésito haremos uso de
las funciones de Green apropiadas a las condiciones de frontera.

Como tenemos una funcién de dos variables, priméro determinemos la solucion
de la Ec.(2.9) para rg en términos de py. Tenemos de acuerdo a la priméra formula
de difraccidn de Rayleigh:

d*py (2.11)

W1y 1o ) = 1 o (et
VAL, V)=

20 [,;U; CUTT T 0m \ R
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FIeURA 2.1.- Ilustrando la notacidn realcionada al cédleulo de la funcidn densidad

espectral-cruzada en cualquier par de puntos del espacio.

donde Ry = |rg—pa| v a‘iz indica una diferenciacién através de la direccion 'z’
positiva. De la misma manera, determinamos ahora la solucidn para la variable vy

en funcién de pq, obteniendo que:

—ik ‘ﬁl

W | 1 ] W o fe P 9.19)
! 1\',, )3; ?//, = - - Ky ’ ISR 7/ o - ¢ b g ¥ A t“)
I, f o J =0y :Cl F2 dzy Rl 1 L

donde Ry = |r1 — p1|. Sustituyendo (2.12) en (2.11) obtenemos la siguiente férmula
que expresa a la funcién densidad espectral-cruzada del campo en cualquier punto

a
del espacio (2 > 0), en términos de sus valores de frontera en el plano z = O:

W ( )= / f W( g ferFRN[a [N

/ ,I" r:’; 7 1/ o e n o U j’,“ 31 l‘ ]

RETRA/E (Q"r 7=0) (p1, P v) o Ry O \ Ry @ pas p
(2.13)

Reescribiremos ésta ecuacién en una una forma més explicita utilizando el hecho de

que:
) 6~i.1:}¥11 > l \ ewélsRi ) »
g [ g—ikBy’ 1y et |

donde #, y 8 son los éngulos con los que las lineas 5, P y Sy Py hacen con la direceién
z-positiva. Si ademés consideramos que los puntos Py (ri) v Py (rg) estan a varias
longitudes de onda del plano, es decir Ry, By 3> A y por lo tanto k& > 1/Ri,1/Ra,
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obtenemos al substituir las aproximaciones de las expresiones (2.14) y (2.15) en la

Ec.(2.13):

pik(Ra—R1)

5
., E\° i €
Wory, ropv) s | oo / / Wip1, pryv)
2 4 2=

oot costl P prdi g (2.16)
BZRL 8 10 1520y ) L )

La ecuacidn anterior (2.16) es la expresién requerida para la propagacién en el espacio
libre de la funcién de densidad espectral-cruzada desde un plano hubicado en 2 = 0,
por lo que describe los cambios en las propiedades de correlacion del campo éptico
generado por una fuente plana.

2.2 Intensidad Radiada por una Fuente con Coherencia Ar-

bitraria

La naturaleza del campo dptico generado por una fuente estard determinada, en
general, por su densidad espectral (espectro) y por sus propiedades de coheren-
cia. Por tal motivo, en ésta seccién aplicaremos la teorfa de correlacion de campos
dpticos escalares, para estudiar la radiacién generada por una fuente secundaria de
cualquier estado de coherencia. En particular se analizard la influencia que tinenen
las propiedades de correlacién de una fuente que genera haces parcialmente coher-
entes, en la intensidad radiante emitida.

Fs conveniente v mateméticamente mds simple utilizar la descripcion y tratamien-
to del problema en el dominio espacio-frecuencia en vez del dominio espacio-tiempo,
esto quiere decir que caracterizaremos las propiedades de correlacion de la fuente por
medio de la funcién de densidad espectral-cruzada, en vez de la funcién de coherencia
mutua. Corno ya sabemos los resultados estaran relacionados por medio del teoréma
generalizado de Wiener-Khintchine Ec.(2.7).

2.2.1 Radiacién de una fuente plana secundaria

Muchas fuentes empleadas en el laboratorio son fuentes planas secundarias. Usual-
mente una fuente de éste tipo es una apertura en una pantalla opaca iluminada
directamente por una fuente primaria 6 por medio de un sistema 6ptico. La fuente
primaria estard localizada trés del plano de la apertura y radiaré hacla espacio libre
(z > 0). En ésta seccién estudiaremos la radiacion de campos producidos por éste
tipo de fuentes.
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FIQURA 2.2.- Aproximacion para puntos localizados en el campo lejano de la fuente.

Clomo hemos visto, dentro del marco de trabajo de la teorfa de correlaciéon, una
fuente plana secundaria puede ser caracterizada por la funcion de densidad espectral-
cruzada evaluada en el plano de la fuente o, esto es, por W (p1, pa;v). Para puntos
que estén situados en el campo lejano, observamos de la figura (2.2) que podemos
hacer la siguiente aproximacion en el argumento de la fase de la funcidn exponencial
de la Ec.(2.16):

Ryrery —p1esiy, Ramsrg— pg - sal (2.17)

y para los factores de amplitud Qll V4 ‘ij?;’ ls aproximacion By a2 r y Hg 72 ra. De
la tnisma manera también podemos reemplazar los dngulos 6 6L por los dngulos
g 1 2 g

fijos 81 v 64 que las lineas OP; y OF; hacen con la normal al plano de la fuente.

Resultando que la expresién aproximada (2.16) de la derisidad espectal-cruzada para

el campo lejano es:

(o E,zﬁk(v‘g—n)
oo N N & 5 5
W \©0) (7”131,7‘382; v = L(Sl, Bo, P} (2'18}
Tary '
donde
2
: K K F0) ¢ v —ikisy) pa—s1)P1) 2 2
Li{si,s9,v) = | o rosbicosba W (o, poyv) e PRIV AR oy d o
27 J Jo ) '
(2.19)
Debido a que la fuente secundaria ¢ ocupa una region finita del plano z = 0,

WO (py, pg;v) tendrd un valor de cero cuando py & py representen puntos local-
izados fuera de la regidn de la fuente, de tal manera que se extiende la integral a un
plano infinito y la ecuacién (2.19) representara entonces a una, transformada espacial
de Fourier 4dimensional de W© (p1, po; v), es decir que:

L(sy,89,v) = (1271*?3)2 W © (—ksi1, ksay; v) costicosty (2.20)
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En el caso especial cuando los dos puntos ry y rq coinciden, la funci én de densidad
espectral-cruzada del campo es sélo funcién de la localizacién de un punto y de la
frecuencia, por lo que los elementos de la diagonal de W representan a la densidad
espectral de la uz en el punto P especificado por la posicién del vector rs v la

frecuencia v, a la que denotaremos como:
Srw) =W (r,rv) (2.21)

en éste mismo sentido, los elementos de la diagonal de L (s1,83,7) son representa-
dos por la funcién J (s, ) que es conocida como la intensidad radiante del campo,
denoténdola como:

J(s,v)=L(ssv) (2.22)
Se sigue de la Ec.(2.20) que la intensidad radiante estard dada por:

J(s,v) = (‘27(}@;)2 WO (—ks,, ksy,v) cos’f (2.23)

donde 6 es el dngulo en el que el vector OP = rs hace con la normal al plano de la

fuente.
Resulta 4til también, normalizar a la funcién de densidad espectral-cruzada del

campo generado, de la sigulente manera:

W (ry, ro;v)

Gy, g ) = e b (2.24)
) W (1,11, )] 2 [W (xg, 12, )]/
siguiendo a la expresidn (2.21) tenemos que:
W (ry, ro; v
wleyrgy) = oY) (2.25)

(8 (s ) [Y2 (S (g )7

v nos referiremos a p (ry, rg;v) como el grado espectral de coherencia de la fuente a

la frecuencia v para los puntos Py y Py

2.2.2 Fuente cuasi-homogenea que cumple con el modelo de Schell.

Los campos generados por cierto tipo de fuentes, como las que cumplen con el mod-
elo de “Schell” [5], son de particular interés en la practica ya que se caracterizan
por la propiedad de que su grado espectral de coherencia en el plano de la fuente
19 (p1, pa; v) depende de las variables de localizacion en el plano p1 v pg sdlo através
de su diferencia (py — p1), es decir, es de la forma:

10 (o1, posv) = 10 (pa — pryiw) = 167 (65 v) (2.26)
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FI1gURA 2.3.- Hlustrando el concepto de fuente cuagi-homogenes.

Recordando la definicién (2.25) podemos seguir que la densidad espectral-cruzada
en el plano de la fuente en términos del grado de coherencia espectral estard dada

por:
T RV RSNV
W (o1, pgsv) = 6@ (1 — p2i) [SD (o1,)] 7[99 (o2, )] (2.27)

donde S0 (p,v) es la densidad espectral (espectro) en un punto del plano de la
fuente.

Frecuentemente el grado espectral de coherencia de la luz en en el plano de la
fuente 4@ (¢;v) varfa mucho més répido con p' que lo que la densidad espectral
SO (p,v) varfa con ¢, pars cads componente de frecuencia v presente en la luz. Si
suponemos ademds, que las dimesiones lineales de la fuente son mucho més grandes
comparadas con la longitud de onda (A = ¢/v) y con la longitud de correlacion
A (ancho espacial efectivo de u @ (7 v)), se dird entonces que la fuente es cuasi-
homogenea.

Coomo se puede observar de la figura (2.3), la densidad espectral de una fuente
cussi-homogenea es una ‘funcién lenta’ de p, mientras que el grado de coherencia
espectral es una ‘funcién répida’ de ¢. Debido a ésto, una buena aproximacién de
la expresion (2.27) para la densidad epectral-cruzada en el plano de la fuente puede
ser: 1

WO (o1, payv) = S [Q (p1+ p2) ,,V] w9 (o2 — p1v) (2.28)

y su transformada espacial de Fourler estard dada por:

WO R, £y v) = SO 4 £y ) s [2 (fa —£1); zx] (2.29)
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Haciendo una sustitucion de la Ec.(2.29) en la Ec.(2.23) obtenemos la siguiente
expresién pars la intensidad radiante del campo generado por una fuente secundaria

plana cuasi-homogenea.

J(s,v) = (21k)* SO (0,v) gV (ks ;v) cos®d (2.30)

2.3 Espectro del Campo Lejano Generado por una Fuente

Cuasi-homogénea

En la seccidn anterior consideramos la radiacién de una fuente con un estado de
coherencia arbitrario v aprendimos cémo las propiedades de coherencia afectan a la
distribucién espacial de la energfa radiada. En ésta seccidn, examinaremos como
las propiedades de coherencia de la fuente afectardn a la distribucién espectral de
erergfa, es decir, de qué manera modifican el espectro de la radiacién emitida con-

siderado como funcidén de la frecuencia.

2.3.1 Expresién general para el espectro en el campo lejano

Empezando con la expresién Ec.(2.30) para la intensidad radiante producida por una

fuente secundaria plana cuasi-homogenea o, a saber

J (sw) = (20k)* SO () 5 (ks w) cos?d (2.31)
donde 1
SO0y =y / SO (p=0,w) exp TP d*p
) (27T) o ‘

y donde S (w) es la densidad espectral en un punto de la fuente, ademés

O W) =y [ O () e
RN LR A
es la transformada espacial de Fourier del grado de coherencia espectral o (pg — pr;w)
de la luz en el plano de la fuente. Como es costumbre, k& = w/c denota al mimero
de onda asociado a la frecuencia w, 8 es el 4ngulo que el vector unitario s hace con
la normal al plano de la fuente (ver figura) v s, es la proyeccion del vector unitario
bidimensional s sobre la normal al plano de la fuente.
Como estamos interesados en el espectro S (rs;w) en el campo lejano més que
en la intensidad radiante, recordamos de (2.21) que S (rs) = W) (rgrs) v
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FIQURA 2.4.- Notacién relacionada a la expresion del espectro en el campo lejano

de una fuente secundaria plana cuasi-homogenes.

si ademss hacemos uso de la expresién (2.18) obtenemos al punto que:

. 7(»3
e} IN4 % N B
S (rgypw) = (2.32)

_)
vl

*—«

y entonces obtenemos de la Ec.(2.31) la siguiente formula para el espectro en el

campo lejano:

~{ 00 5 2k ’ w(U) / ~(0) /1 a Iz
SV (reyw) = 73 (0,w) @7 (ksy;w) cos™l (2.33)
supongaimos ahora que el espectro normalizado s (W) es el mismo en cada punto

de la fuente, l.e. que:

SO (p,w) =19 () s (w) (2.34)

donde -
19 (p) = f SO (p,w) dw (2.35)
0

La funcién I© (p) representa a la intensidad dptica de la luz en un punto de la
fuente. Sustituyendo (2.34) en la férmula (2.33) obtenemos la siguiente expresion
para el espectro en el campo lejano:

2
ey . 2wk o 9 X
S0 (g w) = ( S0y 1w (0) ) 5 (w\ 1% (ks w) cos™d (2.36)

donde
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La férmula (2.36) muestra que aparte de simples factores geométricos, el espectro
de la luz en el campo lejano difiere, en general, del espectro de la fuente por dos
razones:

(a) Debido a la presencia del factor de proporcionalidad 5% = (w/e)?, que recuerda
al factor de proporcionalidad que aparece en las férmulas que describen el efecto de
difraccién de luz en una apertura.

(b) Debido a la presencia del factor para cada frecuencia efectiva @9 (ks ;w),
que depende de las propiedades de correlacion de la luz en el plano de la fuente.

Sobresale el hecho de que los cambios en el estado de coherencia espacial de la
fuente pueden producir apreciables cambios en el espectro del campo radiado.

2.3.2 Espectro radiado por una fuente gaussiana

Coorrelaciones del campo através de una fuente secundaria plana cuasi-homogenea
pueden producir cambios en el espectro del campo radiado, y éstos cambios pueden
aparecer esenclalmente como un corrimiento de las lineas espectrales. Como un ejem-
plo consideremos la situacion cuando el espectro normalizado de la fuente secundaria
es sblo una linea de perfil Gaussiano, esto es:

j.

{ . [e] v o fy v
stV (W)= - exp =5 (2.3%)

i

donde 8; v wy son constantes positivas. Supondremos que pars, cada frecuencia
efectiva w, €l grado de coherencia espectral de la luz en el plano de la fuente esta
dado por una funcion Gaussiana, es decir que:
¢
) o2
S, . 3
/"L(O) kp,; LL}) froneny exp ._q (2.39)

y su transformada epacial de Fourier estard dada por:

3 JS : ]ﬁg
» ) a“ B
'&(U) (f’ w) — 2; exp 2 (240)

Si sustitufmos el espectro normalizado de la fuente y la transformada de Fourier

del grado de coherencia espectral, en la expresién para el espectro generado en el

campo lejano, y ademds utilizamos el hecho de que k = w/cy de que g = sin? (4),
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obtenemos la sigulente expresion:

¢ 2 2
Lt — ‘u,,»’u_) {d
o ‘ A . e e *2 . _‘A-—'.i_l. 8 - J
St (rgjw) = oW exp 203 exp 202 (0) o (8) (2.41)
72
donde
Ja
\{r (Zﬂ_) (_!ql (O) X 5
A = Yoo 00l (2.42)
CSDF‘"
1 o2, ,
¢ BN R 43 i v
s = cosin (8 (2.43)
o? (8) c? 7 S

Bl producto de dos funciones Gaussianas en el lado derecho de la Ec.(2.41) puede ser
expresado como una sdla funcién Gaussiana, ésto, utilizando el teoréma del producto

para funciones Gaussianas [5], por lo que:

(w — wp)? w? wi - @)
ep 298 exp 207(0) = 2005407 (0) oy 20°00) (2.44)
donde
2
wocr® () h
W (6) = LEH T ,.“,": 2‘45
@ (8) 5+ ol (6) (2.45)
1 1 1 o
T S . (24@]
52(4) & o ()

Sustituyendo la Ec.(2.44) en la Ec.(2.41) obtenemos finalmente la siguiente expresion
para el espectro en el campo lejano de una fuente con correlacién Gaussiana:

) oW lw—a@f

o3y " —1/ ““ & 4 » ﬁ / 0 « ‘Q {4 AN { o

Slee) (re;w) = | - exp 2(8 + a*(9)) w? exp 26°(0)  cog? (&) (2.47)
¢}"h’l " N

La férmula anterior muestra que el espectro en el campo lejano es proporcional
al producto de w? y una distribucién Gaussiana. El factor w? produce una ligera
distorcién de la Gaussiana. Exepto cuando 8 = 0, ésta Gaussiana no estd centrado
en la frecuencia media de la fuente, sino en una frecuencia menor & (), por lo que
se dice que un fuente con correlacién gaussiana, presenta cambios espectrales por
propagacién. Algunas muestras de los cambios espectrales calculados apartir de la
expresién (2.47) pueden ser observados en la figura (2.5).
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Fiaura 2.5.- Cambios espectrales como funcién de la direccidn de observacidn en

el campo lejano.

2.3.3 Espectro radiado por una fuente lambertiana

Clomo un ejemplo en donde no se presentan combios espectrales consideraremos la
situacién cuando para cada frecuendia efectiva w, el grado de coherencia espectral
de la lug en el plano de la fuente estard dado por una funcion Lambertiana, es decir

que:
sin (ko)
O (i w) = sin (k) (2.48)
B e ) i 2.45)
y su transformada epacial de Fourier sera:
Yy 1 ksin(f o
B9 (G w) = é;{,*rect ?l ) (2.49)

i sustitufmos el espectro normalizado de la fuente, que al igual que en el ejemplo
anterior también es una linea de perfil Gaussiano Ec.(2.38) y la transformada de
Fourier del grado de coherencia espectral Ec.(2.49) en la Fc.(2.36), obtenemos la
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FIGURA 2.6.- Invarianza espectral de una fuente con correlacidn Lambertiana.

expresion para el espectro del campo lejano generado por una fuente con correlacion

Lambertiana:

1 2 L o .
5 €XP ( — -“{“’)vz-) rect (sin(#)) cos*d (2.50)

S00) frge 1) =
N AN {.7 SN u./’) = i 25&
e .

Como podemos observar en la gréfica de la expresién anterior, figura (2.6), el es-
pectro normalizado de la luz generado por una fuente de éste tipo, es el mismo que

el del campo lejano, es decir que:
s () = s () (2.51)

por lo que se dice que una fuente con correlacién Lambertiana presenta invarianza

espectral por propagacion.




Capitulo 3

ESPECTRO DEL CAMPO ESPARCIDO POR
UNA SUPERFICIE RUGOSA

BEn la seccidén anterior basicamente se buscd la manera de representar el campo
generado por una fuente en térrninos de los valores de frontera. A partir de ahi, se
encontré una expresién vélida para representar al espectro generado en un punto
y se compard con el espectro en el plano de la fuente. De una manera similar,
en éste capftulo, considerando una superficie rugosa como una fuente secundaria,
buscaremos la manera de representar el campo producido en un punto arbitrario
para poder calcular su espectro, con el fin de compararlo con el espectro de la fuente,
v poder asi detectar posibles cambios espectrales debido a esparcimiento.

3.1 Formulacién del Problema de Esparcimiento.

El objetivo principal de ésta seccidn consistira en encontrar una, expresion exacta para
describir una perturbacién éptica en cualquier punto del espacio en términos de su
valor en la frontera. Lo anterior se llevard a cabo basandose en el segundo teorema
integral de Green, el cudl expresa la solucién de la ecuacion de onda homogenea en
un punto arbitrario, en términos de la solucién y su primers derivada evaluadas en
una superfice que enclerra al punto.

3.1.1 La ecuacién de Helmholtz y el teorema de Green

Una perturbacién de luz monocromética en la posision y al tiempo (P, 1) puede ser
descrita explicitamente por la funcién escalar real:

U(P;t) = U(P)cos @mvt+ ¢ (P)) (3.1)

donde U (P) y ¢ (P) son respectivamente la amplitud y fase de la onda en la posicién
P, mientras que v es la frecuencia éptica. Sila perturbacion real U (P;t) representa

22
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una onda dptica debe satisfacer al igual que su sefial analftica asociada la ecuacion

de onda escalar: »
Vi — =0 (3.2)

Podernos suponer que conocemos la dependencia temporal de ésta senal analitica
v establecer una funcién compleje E(P) = U (P)ewp (¢ (P)) para darle una de-
scripcién adecuada a nuestra perturbacién dptica, de aqul que B (P) obedece una
ecuacion independiente del tiempo:

(VP4 #)E=0 (3.3)

ésta relacién con k = w/c es conocida como la Ecuacion de Helmoltz y en adelante
se supondrd que toda amplitud compleja de una perturbacion dptica propagandose
a través del espacio libre debe satisfacerla.

El céleulo de una perturbacion compleja £ en un punto de observacion arbitrario
en el espacio, puede llevarse a cabo con la ayuda de una relacion mateméatica conocida,
como Bl Teorema Integral de Green el cudl es en gran parte fundador de la teoria
escalar de difraccidn y puede enunciarse como:

Sean E (P) y G (P) dos funciones complejas de la posicion y sea S una super-
ficie arbitraria encerrando un volumen V. St E(FP),G (P) sus primera y sequnda
derivadas parciales, son continuas dentro y sobre S, entonces:

sAwi) 2D . «,aE E)G , o

donde 3/dN es una derivada parcial con respecto a la normal de cada punto en la
superficie S.

En la siguiente seccién seguiremos la formulacién de Kirchhoff basada en el teore-
ma integral de Green, para encontrar la solucién de la ecuacion de onda en cualquier
punto del espacio.

3.1.2 El método de la ecuacién integral

Denotemos un punto de observacién Pp y una superficie arbitraria S encerrando
al punto. El problema consiste en encontrar una expresién para describir a una
perturbacién éptica en el punto Py en términos de los valores que ésta tenga en la
superficie S. Para resolver éste problema aplicamos el teorema de Green, donde
escogemos como funcién de Green G & una representacion de ondas esféricas de
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FIc¢URA 3.1.- Superficie de integracidn.

amplitud unitaria expandiendose desde el punto Fy. es decir, suponemos que el
valor de G en un punto arbitrario P; estard dado por:
o ezp( k)
G(P) = 0
To1
donde la notacién indica que ro; es la logitud del vector 7i1que va de Py a Pp.
La funcién G debe ser continua dentro de todo el volumen encerrado V, para

L

exclufr la. discontinuidad causads por el factor .- se enc slerrs, &l punto Fy con una

superficie esférica S, de radio € como se muestra en la figura (3.1), v se aplics
el teorema de Green dentro del volumen V! que es el que queda limitado por las
superficies S, v S. La superfice de integracién serd entonces la superfice compuesta
por:

Y = S+ S, (3.5)
Dentro del volumen V' la perturbacién G, que son ondas esféricas expandiendose,

satisface la ecuacién de Helmholtz:
(V'+#*)G =0 (3.6)

Ahora podemos utilizar las dos ecuaciones de Helmholtz para E y G Ec. (3.3)
v (3.6) respectivamente, sustituyendolas en el lado izquierdo del teorema de Green

donde encontramos que:

// (GV'E ~ BV'G)av' = f/ (GBR —BGI)av' =0 (3.7)

aplicando el teorema integral obtenemos:

oG .
E' - (:»S’-_—O
[/ (on ~an) ®3

)
o0
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6 bien, utilizando la Fc.(3.5) el teorema se reduce a:

m//< = ()N) ” ”_//< i;) 43 (3.9)

Ahora veamos que para un punto general P; en S, la funcién de Green y su
derivada normal pueden expresarse explicitamente por:

o exphe

G(h) =
Cr) e (L)
N € e

dejando que ¢ sea arbitrariamente pequefio la continuidad de E y de sus derivadas
nos permite escribir:

y (}}E ()(J ;E\P ) 62,[):’}‘6 ) . e:l)pjke 4
//E(C’aw‘f?aw)d:’ = e [P0 — B (R = (L gk)[310
— 4B (R) (3.11)
e — 0 (3.12)

sutituyendo éste resultado en el lado izquierdo de la Ec.(3.9) llegamos a lo que se
conoce como el Teorema Integral de Helmholtz y Kirchhoff que juega un papel muy
importante en el desarrollo de la teorfa escalar de difraccion:

aE oG , ,
E - i3 3.13
(P = 4, // (ew &v) ¢ (3:-13)

ésta relacién nos permite expresar el campo 6 perturbacién dptica en cualquier punto
del espacio, en términos de los valores que éste tenga en la frontera, es decir, en
funcién de los valores que tome el campo v su derivada sobre una superfice que
encierrre a éste punto.

3.2 El Campo Incidente

Debido a que la ecuacién anterior Ee.(3.13) necesita conocer el valor que tome el
campo sobre una superficie, en ésta seccién derivaremos en forma snalitica una ex-
presién para describir el valor que toma una perturbacién éptica a una longitud
de onda dada, sobre una superficie arbitraria unidimensional en ‘c’, en el caso en
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que la perturbacién sea generada por una fuente de espectro espacial Gaussiano y se
propage en la direccédn ‘@xz’. Para ésto, utilizaremos una técnica matemaética muy itil
basada en cierta representacién integral conocida como espectro angular de ondas
planas.

Comenzaremos derivando la representacién del espectro angular de una per-
turbacién éptica en el espacio 2 > 0. Considere una perturbacién optica escalar
monocromatica generads por una fuente, en el que la parte espacial satisface la
ecuacién de Helmholtz v ademés es representada como una transformada de Fourier
en un plano arbitrario 2 constante, esto es:

E(m,z):/

O

¢ (K, ) exp (K 7) dK (3.14)

sustituyendo en la ecuacién de Helmholtz que F (z,2) debe satisfacer Kc.(3.3), e
intercambiando el orden de los operadores de integracién y diferenciacion obtenemos:

[o20] .
/ 97+ 5] [ (6, 2) exp®)] dFs = 0 (3.15)
-0
después de efectuar la diferenciacién bajo el signo de la integral encontramos que:
o0 (K, 2 CER) e \
/ ( —K* ,3;2> P (K, 2) + - gba(‘;z* ) exptF® i = 0 (3.16)

debido a que la ecuacién anterior es vélida para cualquier valor de z, el término entre
paréntesis debe ser igual a cero por lo que la funcién ¢ (K, 2) satisface la ecuacidn
diferencia parcial:
9*¢ (K, )
B

donde o? = (—K? 4+ k?%). La solucién de ésta ecuacion tiene la forma general:

+ g (K, 2) =0 (3.17)

¢ (K, 2) = & (K) exp™*® +7T (K) exp™™

como estamos en busca de una solucién fisicamente aceptable en el espacio positivo
como modos convergentes a un plano arbitrario fijo, descartamos el segundo término
que son los modos divergentes, por lo que la solucién de la ecuacién diferencial (3.17)
tiene la forma:

¢ (K, 2) = & (K) exp ™™™ (318

sustituyendo en la ecuacién (3.14) obtenemos la expresién para una perturbacién
dptica en cualquier plano arbitrario z.

E(z,2) = / "B (K) exp (—ioz) exp (K@) dK (3.19)

—00
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donde

. VE? — K2 K% <k
ok, K) = (3.20)
WK?—E Kk

debido al significado fisico de éstos modos como ondas planas, se dice que la Fe.(3.19)
es la representacién del espectro angular de ondas planas del campo en cualquier
punto arbitrario. Por otro lado, la forma del campo generado en plano cornjugado de
la fuente, como condicién de frontera tiene una forma Gaussiana:

9
) T o oy
E(z,0) = exp <~—‘ g,‘) (3.21)
w?
como sabemos, la superficie arbitraria presenta variaciones de altura en el eje 2z fuera
del plano conjugado y necesitamos una expresion valida en éstos puntos del espacio
E(z,2).

Para determinar la funcién apropiada utilizaremos la expresién del campo genera-
do por una fuente cuyas condiciones de frontera son la Ec.(3.21) en su representacion
del espectro angular de ondas planas dada por la Ec.(3.19), i.e

F(z,7) = / Vb (K) exp (Ko — iaz) dK (3.22)

por lo que primero debemos determinar la funcién de amplitud espectral ® (K). Para
ésto, reconocemos a ® (K) en la Ee.(3.22) como la amplitud espectral del campo
cuando # = 0. Suponiendo que existe y que ademds la FEc.(3.22) es vélida cuando
2z — 0 la igualamos con la Ec.(3.21) para obtener:

:rz : (] X . o .
exp| — =z | = & (K)exp (1K) dK (3.23)

w4 —a ' ’
aplicando una transformada inversa de Fourier e integrando podemos conocer la,
funcién amplitud espectral, esto es:

oK) = QW/wer( )e:xp(—«zK:c)d (3.24)

KZwQ
= exp(— )

2 \/— 4
ast, la densidad espectral de la luz incidente S, (K'), estard también descrita por una
forma Gaussiana. Sustituyendo la expresién anterior en la Ec.(3.22) obtenemos:

K22

El(z, 2) = . 2?}?’; expl— - ) w exp (1Ko — daz) dK (3.25)
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Wy LTt

Figura 3.2.- Representacién esquemética, del campo incidente.

Utilizando un desarrollo en series de Taylor a segundo orden para la funcidn o ten-
emos que:
- 9

, . 17K 4
alk, K) s k|1 — - () (3.26)
(k, K) 5\ 7 (3.26)
sutituyendo este resultado en la Ec.(3.25) podemos integrar de acuerdo a una férmula
conocida, (Abramowitz [63]) para obtener:

2 L = /. 2287t
exp{—ikz)exp |— 5 (1 =44 (3.27)
: we WER

o
[N}
~J

con el sentido de obtener una expresién analftica més simple aplicamos el logaritmo a
la ecuacidn anterior, expandemos en series a segudo orden y de la misma manera nos
regresarmnos para obtener por fin una expresion aproximada para el campo incidente
sobre una superficie:

’

E(z,2) = exp [—ikz2 (1 + Q)] #exp (~I3 (3.28)

donde .,
. 1 2z* X
Do, 2)= ool —1 (3.29)

Clomo se observa en la figura (3.2), podemos introducir una matriz de transformacion
de coordenadas que nos da la libertad de tener un haz Gaussiano incidiendo de forma

més general a un angulo ;. sobre una superficie arbitraria.

z = xc080me+ 28N Gine (3.30)

2 = —T8inipe + 20080,
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La expresién (3.28) nos permite describir el valor que toma una perturbacién 6
campo éptico sobre una superficie arbitraria unidimensional » = ¢ (), en el caso en
que la perturbacién es generada por una fuente espacialmente Gaussiana. En otras
palabras, es el campo incidente a la frecuencia w, evaluado sobre la superficie.

3.3 Generacién Numérica de la Superficie

Dos superficies rugosas nunca son idénticas, atn aquellas formadas por procesos muy
bien controlados. En general, no es posible predecir el perfil de cualquier parte de
la superficie conociendo el perfil de partes adyacentes. Por lo tanto tales superficies
podrén ser consideradas como un proceso aleatorio, es decir, un proceso que no tiene
memoria. Para describir tales superficies se requieren técnicas estadisticas.

Las superficies rugosas que se conocen en la naturaleza son descritas por una
distribucion estadistica de la altura que puede tomar el peffl desde un clerto nivel
medio. Sin embargo ésta distribucién no describe completamente a la superficie, ya
que 1o nos dice si los picos v valles de la superficle estdn muy cercanos 6 st estan
muy apartados. Una segunda funcién, la funcién de correlacion 6 coeficiente de
autocorrelacién, describe éste aspecto de la superficie.

El objetivo de éste capitulo es generar superficies con una rugosidad aleatoria
predeterminada, se llevard a cabo mediante la aplicacién del método de la trans-
formada de Fourier que utiliza a la funcién de densidad de potencia espectral, ya
que ésta nos proporciona informacién acerca de las frecuencias espaciales presentes
en la funcién que define el perfil de la superficie. De tal manera que se describird
la manera en que numéricamente se tienen en cuenta las propiedades estadisticas
que caracterizan a las fluctuaciones de un proceso estocéstico, siendo en éste caso la
representacion de las variaciones aleatorias de altura de una superficie rugosa.

Funcién dieléctrica de la superficie

Bl sistema fisico consistird de una interface 2 = ( (z) que divide dos medios, vacfo
en la regidén z > ¢ (z), y en la regién » < ( (z) tendremos un material caracterizado
por una constante compleja dieléctrica, :

g(w) = e1 (w) + igg (w) (3.31)

ésta constante es isotrépica y depende de la frecuencia w de la luz incidente. Isotrdpica
significa que la rugosidad serd la misma si vemos el perfil en cualquier direccion.
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F1cURA 3.3.- Representacidn esquematica de uns superficie rugosa.

Cuando 1 (w) se vuelve infinitamente negativa, el medio dieléctrico en cuestidn se

tratard de un material perfectamente conductor.

3.3.1 Propiedades Estadisticas

Una superficie rugosa usualmente es descrita en términcs de su desviacién desde
una ‘superficie de referencia’ plana. Como se muestra en la figura (3.3), el perfil es
medido a lo largo de una linea de longitud L en la diraccién ‘o’, ésta linea define
un nivel medio de la superficie de tal manera que “dreas” iguales éstan por arriba y
por debajo de la superficie. Las variaciones de altura de la superficie son medidas
perpendicular a la linea L en la direccién =4 2z.

La funcién de autocovarianza es una medida de la correlacién de las fluctuaciones
en la altura de la superficie. La funcién de autocorrelacion es la autocovarianza nor-
malizada v comunmente es més utilizada. Se puede interpretar como el producto de
dos “copias” del mismo perfil uno corrido con respecto al otro. Un valor positivo
indica que a un corrimiento particular las facciones de la superficie se repiten. El
valor cuando no hay corrimiento lateral es de fundamental importancia, ya que es
igual al cuadrado de la rugosidad rms (root mean square) del perfil. La trasformada
de Fourier de la funcién de autocorrelacidn es la funcién de densidad de potencia
espectral que es el espectro de frecuencias responsable de la rugosidad de la super-
ficle ya que tiene informacién acerce de las frecuencias espaciales que componen la
superficie.

Existes dos aspectos esenciales en la naturaleza de una superficie aleatoria: el
ancho del distribucién de alturas & de la superficie desde la superficie de referencia,
v la correlacion de éstas alturas a a través de la superficie, que es una buena aprox-
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imacién de la distancia media que existe entre picos y valles consecutivos sobre la
superficie.

La desviacién de la altura desde un plano de referencia 6 la funcién perfil de
superficie ¢ (z) define a la superficie del medio a través de la ecuacion:

z=((z) (3.32)

es funcidén de sélo una de las coordenadas del plano zy, es decir, es unidimensional
y podremos también llamarla rejilla aleatoria.

Supondremos que la funcién ¢ (z) corresponderd a un proceso estocdstico, esta-
cionario v Gaussiano, éste tipo de proceso se define con las propiedades de valor

medio, rms v correlacién de la siguiente manera:

@) = 0 (3.33)
(@) = e (334
(< (r) ¢(z+ 33/) ) = 52T (CC!) = <C2 (@) >P (CEI> (3.35)

la notacién significa que el promedio se hace sobre el ensamble de superficies y &
es la rms de la rugosidad & alturas. Por estacionario se entiende que la funcién de
correlacidn depende sdlo de la diferenica de posiciones y no de su posicién absoluta.
Ademés por un proceso Gaussiano se entiende que la funcién de correlacién tiene
forma Gaussiana con longitud de correlacién transversal a, es decir:

| 2 .
I'(d) =exp |~ (3.36)
- .

Un parametro que seguido aparece en la teorfa de espercimiento de luz por su-
perficies rugosas es la rms de la derivada ¢ gradiente de la rejilla aleatoria. Para
superficies isotrépicas con funcién de correlacidn Gaussiana éste toma el valor de:

((C@n™) = 'if (3.37)

3.3.2 Implementacion en computadora

Para describir el método numérico empleado para generar superficies con una es-
tadistica definida por las ecuaciones (3.33), (3.34) v (3.35), empezaremos por definir
a un conjuto de puntos {£,} que se encuentran a través del eje-z de nuestro marco

de referencia;
En = nl\r = 2 (3.38)
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El perfil de superficie serd equivalente a la superposicién de una serie de estructuras
periddicas, cada una con diferente amplitud, periodo y orientacién. Por definicidon
expresaremos a la funcién del perfil de superficie ¢ (#) en los puntos ¢ = §, para
(n="0%1,%2,...) en la sigulente forma considerando puntos discretos de medicidn
igualmente espaciados a través de la superficie de referencia plana L:

(e e
. s Iy N . {) ‘) ¢
C (Ek) =9 Z w]Xj—f-k‘ (‘3'09)
J=—co
en la notacién el conjunto {X,,} representa a una secuencia de variables independi-
entes Ganssianas con media cero v desviacién estandar igual a la unidad, es decir:

(X)) = 0 (3.40)
(X.X,)) = & (3.41)

mietras que {w,} es un conjuto de pesos que adn no han sido determinados v que
se representaran por medio de su transformada inversa de Fourier.

Utilizando las propiedades de una variable independiente Gaussiana eqgs.(3.40) y
(3.41) encontramos que la media y la autocorrelacion de nuestra superficie definida
por la Ec.(3.39), estardn dadas por:

<C< gk) > =95 Z Wy <‘X]+}C> =0 (342)
j==00
<C( gk) C( ’S._k'-H) > - 52 Z Wy W <*Xi7'+ka+k+Z> = 52 Z wj'w]'~(33'43)
J=—00 =00 j=—co
Un resultado general conocido nos dice que en el lfimite cuando Nz — O
e 1 e o
meﬁ:ﬂ-/m@% (3.44)
: LNT
j=—co

Suponiendo que w es real, el lado derecho de la Hc.(3.43) puede ser reescrito en su
forma integral de la siguiente manera:
0 1 11
s e T o (N oy [ 7 . - I N S R TS 9
Y ww= - fw@u E—d = [dd(u)hde (3.45)
P AN VAN ie
J=—0
donde se ha reconocido la autocorrelacién de la variable w y expresado en términos de

su par transformado de Fourier. De ésta manera la Ec.(3.43) que es la autocorrelacion
de la funcién del perfil nos queda finalmente como:

o e .11 R , ,
(&) ClE) ) =281 - /’w (u) o (~u) € du (3.46)
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Aparte recordamos a la Fc.(3.35) como una de las expresiones en donde se supo-
nen las propiedades estadfsticas que debe satisfacer nuestra superficie, v la expre-
samos en funcidn de su transformada inversa de Fourier de la forma:

- C . A A, 5 1 e .
(C(&r) Cl &) ) =0T(8) = c322 /V[/ (u) e du (3.47)

donde W (u) es el factor de estructura de la superficie (Densidad de Potencia Espec-
tral} y par transformado de la correlacidn, i.e.:

T(E) = W (u (3.48)

De aquif que al igualar las anteriores expresiones Ecs. (3.46) y (3.47) observamos

que:
W (u) = AW () (3.49)

y finalmente podemos conclufr que:

170 j« 149 0 A PrT
w, =Nzt / W2 (u) e du (3.50)

Modificaciones para utilizar la transformada riapida de Fourier

Aunque ¢ (£} puede ser calculado utilizando la Ec.(3.39) v ésta dltima Ee.(3.50),
se han probado las ventajas de hacer modificaciones que explotan la velocidad de
la Transformada Réapida de Fourier. Estas modificaciones consisten en suponer que

¢ (£x) es una funcidn periodica de &, con un periodo de 2M, 1.e.

¢ (Erpons) = C(Ex)

Podemos obtener una representacion de ( (€x) con ésta propledad, requiriendo que
w; y X; también posean ésta periodicidad, entonces la Ec.(3.39) modificada queda

COImo:
M-1

ClE) =8 > wXj
J=—M

e
9%
o
Pty

N

reconociendo una correlacién podemos escribirla en términos de su transformada
inversa de Fourier de la siguiente manera:

. Mol W0 (el 2mEYY L ,
ClEr) =46 ) dnXel o = (ryam) (3.52)
-
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en donde
1 A1

NoT it

273"

wy =~ wje<. s 3 (3.53)

&

es la transformada de Fourler discreta de w;. Utilizando el resultado general Ec.(3.44)
en el Hmite cuando M — oo, Az — 0y L = 2M Az, podemos escribir en forma
integral:

~ 1 o0 o 27(1'1 .
Yy = e / ,L)e‘ {7 ”d.,z (3.54)

QM AL S0

sustituyendo la Ec.(3.50) para w (z) llegamos finalmente a que:

1 5
("j}l = XVU {.QZ)
\/‘H&{[ T

Al
donde ¢; = %

Ahora, por definicién X; puede ser representado como la trasformada de Fourier
de un numero complejo aleatorio:

.1 . :
X = = (M +iN)) (3.96)
NO '
en donde
Z\/j 1 ¥ 7~
25l 7 -
M, = > Xc ( ) = M (3.57)
\/_g/ Ry oM
1 M 2ml4
.LN — ‘{ e — __J?\JT" 58\,
i \/;_ Z 8in ( oM ! (3

Sustituyendo el resultado de la Ec.(3.55) v éste dltimo Ec.(3.56) en la Ee.(3.52),
llegamos finalmente a la expresién para funcién perfil de la superficie v a sus primeras

dos derivadas:

Q A1 1 . e ‘
ClEw) = 5 {/[ As) Z (M + iN;) WH2 (g el (3.59)
V4 —M
5 M1
Cl) = Gomes 2o (M i igW M (et (3.60)
v Tv— Y
S M1 ‘ } o
&) = TS, Z (M + iN)) W2 () elSe) (3.61)
Vv —M

La representacion para ¢ (£x) dada por la FKc.(3.59), es conveniente no sélo por
que en ésta forma puede ser evaluada por la transformada répida de Fourier, sino
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Fieura 3.4.- Rayo éptico incidiendo sobre una superficie unidimensional

también porque de las definiciones (3.57) y (3.58) y las propiedades (3.40) y (3.41),
se sigue que {M;} v {N;} son variables independientes, Gaussianas, con media cero
v desviacién estandar igual a la unidad. es decir X; =G (0,1) +i- G (0, 1).
Finalmente, para el caso de una correlacién Gaussiana, tenemos de la Ec.(3.36)
v la Bc.(3.48) que la funcién de densidad de potencia espectral es representada por:

W(k) = ay/m % exp (- (ra)” k?) (3.62)

de esta manera contamos con una forma de representar una superficie con rugosidad

Gaussiana.

3.4 El Campo Esparcido.

Utilizando el resultado de la seccidn 3.1 se buscard una expresién exacta para el
campo eléctrico esparcido producido por un rayo dptico s-polarizado de ancho finito
que incide desde el vacio sobre una superficie rugosa unidimensional de material
perfectamente conductor.

Como hemos visto, el campo esparcido serd expresado en términos de su valor
en la frontera, siendo éste, el valor del campo incidente y de su derivada normal
evaluados sobre la superficie que se acaba de generar.

3.4.1 Polarizacidn s.

En ésta seccidn nos enfocaremos al esparcimiento de un campo electrico s-polarizado
incidiendo desde el vacio sobre una superficie definida por la ecuacién 2 = ¢ (o),
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ver figura (3.4). Para éste tipo de polarizacion el campo eléctrico incidente tiene la
formar
Ulz,t) = (0, E(z,2),0) exp (—iwt) (3.63)

v como la teorfa electromagética sehala, en la regién z > ((z) el campo F (g, z) es

solucidén a la ecuacién:

mientras que en la regién z < () es la solucidn de:

a2 o2 cwt L . e
5 + 553 +efw) 5 | BT (g, 5w) =0 (3.65)
T o [

Adem3s, las condiciones de frontera satisfechas por E7 (z, z;w) v E< (¢, ;w) en la

interface 2 = ¢ (z) son:

fots (I‘, 2; "?.U) B (CLT, Z; '?ﬂ) (366)
Sy 1 B (2,2
Bn clw)  dn (367

Introduciremos ahora, dos funciones de Green Gg (2, 2;2'2') v G {z, 2;2'2') que son

las solucidnes de:

v 0 o
o o w*y . .
55 + e + ) Golz, zd2) = 48 (z — )5 (2 = 2) (3.68)
Azt 022 ¢ ' ‘ o ' T

en la regién 2 > ¢ (), ¥

72 L Cowt Y L , ,
5. + s lw) oy |G, 22 ) = —And (z— 2) 5 (2 — 2 (3.69)
Oz 2% R v : : : : :

en la regién 2 < ¢ (z). La funcién de Green Gg(z, 2;2'2') satisface en el infinito la
condicién de una onda divergente, mientras que la funcién G (z, z; 2'7') desaparece
en el infinito. Una represertacién util de éstas funcidnes para nuestro problema con
geometria cilindrica, es la funcién Hankel de orden cero de primer tipo:

. . oy fWT, , , q11/4 ey o
Golz, 2,2/, 2 w) = sa'rrHél) ( [(_1:—- 2V 4 (2= ] ' ) (3.70)

) ‘1Y LW 9 o 1/% .
1 - 4 ! & 4 &y e
Golz 2,2, 25w = zxrrHél) (m (wr) - [&l — ')+ (2 — ) ] ' ) (3.71)
v cob , ‘
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3.4.2 Campo esparcido

El punto de partida para derivar una relacidén exacta que nos exprese al campo
esparcido, es requerir que cuando 2 — +oo, B~ (z, z;w) sea la suma del campo
incidente v de las ondas esparcidas dadas por la Ec.(3.13), mientras que E< (¢, 2; w)
cuando z — —oo consista en ondas que decaen exponencialmente. De tal manera que
en la regidn 2 > ((z), B = E” (z,2w) y G = Go (z, 2;72'). En la regidn 2 < { (2),
E=E~(z,zw) y G = Gz, 2 22). Utilizamos las condiciones de frontera dadas
por las Hes. (3.66) v (3.67), v obtenemos dos ecuaciones integrales inhomogeneas

acopladas:
E” (z,zw) = E7 (z,2w) + (3.72)
1 o0 I, 2
Gole,ze’e’) g g8 0Ly o e il BE> (2 7w ’
4/ ( T E7 (2 w) — Go(z, 2 2'2)) ™50 )d$
™ J—co

E<(g,z;w) = —

l o ¢ el 2 . ¢ -
/ (‘%’6'\1’]\[’1 DES (&) 2 w) — Gz, 2522
470 J—co

3.4.3 Conductor perfecto

De la teorfa electromagnética sabemos que en el interior de un material conductor
perfecto no subsiste ningun cam po y por continuidad tampoco en la superﬁcie es de-
crqueen z < ( (z), E< (z, 2;w) = 0, por continuidad en la superficie E< (2, 7/; w) =
0 y utilizando la condicién de frontera (3.66) también E~ (2, 2/; w) = 0. Observando
las Ecs. (3 72) v (3.73), podemos concluir que el campo total en cualquier punto

(z,2) en 2 > ( (z) estd dado por la expresion:
(o nrgpn) — [ e oy 1 0 Ty e o I ¢ Y J QoA
E(z, zw) = Ey. (T, 2w — 4 Golw, 22 F (o, w)dz (3.74)
, . T A ST W .

donde al escribir ésta ecuacidn se hs introducido a la funcién fuente definida por:

, . C)E (z, 2z uf) g, .0 J . .\
Flo,w) = e _u(;’(;p,)a% + 2 E(z, 2 w) (3.75)

y el campo eléctrico esparcido serd entonces:

]' e 4 A ; K 7

= 47/ Gol(z, 222 ) F (2, w)do
it —oa

En la siguiente seccidn, se resolverd numéricamente a la funcidn fuente que satis-

=

I
fo)
S

o

- I .
Bz 2w

face ésta ecuacién integral inhomogenea, ya que cuenta con la informacién del valor
de la derivada normal del campo evaluada en la superficie, v es necesaria para poder

conocer el campo esparcido en cualguier punto del espacio.
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3.5 Determinaciéon de la Funcién Fuente

Para calcular el campo s-polarizado esparcido por una superficie rugosa de material
conductor perfecto, necesitamos determinar primero la funcién fuente F (z, 2 w)
llamada asf debido a que se puede interpretar como una pequetia fuente puritual en
la superficie que al ser integrada da origen al campo esparcido.

La ecuacién que hay que resolver Ec.(3.76) es una ecuacién integral inhomogénea
de Fredholm de primera clase en la derivada normal del campo, y para resolverla
utilizaremos un procedimiento numérico. El problema es en esencia un problema de
condiciones de frontera tipo Dirichlet pues conocemos el valor de la funcién en la
frontera Fic.(3.28) pero desconocemos el valor de la derivada normal de la funcion en

la frontera.

3.5.1 La ecuacién matricial

El procedimiento numérico utilizado para resolver esta ecuacion, que principalmente
es encontrar el valor de la funcién fuernte, consiste en evaluar el campo eléctrico total
en puntos cada vez més cercanos a la interface, es decir cuando (z, 2) — [, ¢ (20)]
debido a que sabemos que el campo total en la superficie de un conductor perfecto
es cero. Bn el Hmite tendremos:

OO
3

: S U S A R o ., ‘ -
0= Bipe (w0, ¢ (wo) yw) —lHm = [ Gl () + @, 2) F (s w)da’ (3.77)
: 0 4 S e L0y G D, A

dicho de otra manera:

Eie (T w) = }715}) /j; Lo (zg, @) F (&5 w) do’ (3.78)
donde
Lo (zo,7') = iﬁgo (o, ¢ (wo) + 152, 2)
= L (k[ -+ o) +n-c@] ) @9)

Con el objeto de discretizar la integral, suponemos una superficie de longitud finita
L e introducimos un conjunto de N puntos igualmente espaciados {z, } para obtener:

L/2
Emc (,T’D) = hIQ/ LD (‘/ED) i“’) I (KTF.) dz’
n=UJ~L/2
}VY,» .. I(‘7‘+Asz ) , o , ) .
= lim Ly lzg, o)) F {2 de (3.80)
. L i ", " .
e 10 ey =58
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DISCRETIZACION DE UNA INTEGRAL
&

“I’:F(x‘)dx'= z" II:‘F(X')dw: ;Si:. F(s,) .IA%)\'= .ij. Flx, YAx

]
F

e

i

FI1GURA 3.5.- Discretizacion de una integral.

donde se ha introducido la notacién Az = L/N y @, = —% + (n — %) Az.
De la misma manersa, suponemos que la discretizacién es suficlentemente fina, ver
figura (3.5), por lo que nos es posible aproximar el valor de la funcién fuente en todo

el intervalo por su valor central, es decir:

o
3
o
&
&
S

ll
"
~
E:
=

S
t
<&
o
=

HN
iy
B
o
{¥ 4
et

81 repetimos el proceso para todos los puntos de la superficie, es decir para todos los
Ty = T, donde (m = 0,1,2,...N) tendremos la ecuacién matricial:

N

Eie (55773) = Z F (-'En) L (:m,m, ln) (382)
n=1

Epe=F x L (3.83)

donde los elementos de la matriz L estén dados por la Ec.(3.81) y la Ec.(3.79) como:

Az

L LntTy . .
L = Lizy, om) = lim Lo (@ &) dd (3.84)
S L A ., 0.54
I 1/2
: o (e N2 (e e MY
= lim / As A H, 3] k (T — Zn)" + ( > ‘\.lm.) +17—C an)) ax
70 Ln— 5" 4 ’

Elementos fuera de la diagonal

Para el caso n # m se toma el l{mite en el integrando y se aproxima la integral por
su valor central multiplicado por el intervalo de integracion, teniendo entonces como
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resultado de la Fc.(3.84) los elementos de matriz:

]

/}-Al" {]_ ' ; n S o -~ A j"ig i -
L?mz‘ - (4 ’ ) Hu ) (’7* [(\:Em "“ ln) + (\(5 {x,wm,) - ’s ﬁ\:ﬂ?z.\).} } ) [‘3'“5)

Elementos de la diagonal

Bl caso n = m presenta una singularidad en el integrando debido & la discontinuidad
de las funciones Hankel en el origen, pero es posible integrar haciendo un cambio de
variable.

Sea u = T, — Ty, con éste camblo de variable los elementos de la diagonal de la

matriz toman la forma:

i~y

4

: %92 " fl) ’ 2 £ N - 3 N2 1[1‘2‘ 3 £ X
L, = lim CHy |k [a + () — C T +u)+ 1) ] ) du (3.86)

Fa¥e]
n—0J-4e 4
hacemos un desarrollo en series de Taylor para ( (2, + u) alrededor del punto z,, de
la siguiente manera:

C (@ + ¢} 22 (@) + ul’ (T) (3.87)
tendremos entonces al sustituir en la Ec.(3.86) la expresién:
Do

R 2 'Z' 1) ' D - B s 4 1'/2‘ £ OO
L = Hm / - H, 51) (’ [uz + (—ul (zm) + 7) ] ) du (3.88

B, _il;l 4

f

y al evaluar el limite se obtiene:

N FAN
’ K 1 ¢ Y T S els)
L'm.m, = 4 / e Hé)l) (,71, |(},l ) AU (369)
__,.2"."
donde
o )
Y = A1+ (@) (3.90)

ademds, como en el integrando tenemos una funcidn par, podemos reescribir la
Ec.(3.89) de la siguiente manera:

N Pa¥e
% 2 1] 3 M { 40
Lo = & /O HY (bwrym) du (3.91)

Como se puede observar de la figura (3.6), para integrar analiticamente utilizaremos
una aproximacion de las funciones Hankel para argumentos pequenos [9]:

qHM () 2 T in(2) (3.92)
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e Ernzion Handed

T Funsion Logaritos

FIGURA 3.6.- Aproximacion de la funcié Hankel para argurmentos pequernos.

que al sustituir en la expresién integral de los elemerntos diagonales de la matriz [
Ee.(3.91), obtenemos:

1 E
Lo, = — e / In(z)dz
5 Yo JO
1 ae
1 3 I3 K 1 %;S
- 7T] ’Y ) [’%U_Ym In (buym) — & 'u"%ﬂ-] ]
Az Az
= U n (k"0 ) —1
o [1“( 9! ) }
Az kym Az :
A ( mOd (3.93)
2 _ Zexp '

siendo el resultado una funcién logaritmo podemos regresarnos con la misma aprox-
imacién Ee.(3.92) para obtener finalmente:

Lnan, = (3 94)

/A‘THH) ;Ei?")/mliif
4 o 2 o
exp
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Figura 3.7.- El problema de esparcimiento como radiacion de uns fuente secun-

daria.

3.5.2  Solucién numérica para la funcién fuente

Reescribiendo los elementos de la matriz L, que estén dados por la Ec.(3.85) v la

Ec.(3.94):

i1 4 ‘ V2 P a2 1y . ‘
(Z[il) Hl’j ) (]b [(\I’m - 11772,) + (g (\l:m,\) — L {Tn)) ] ) 81 1M 7+ T3

k 7..A;,
)H(gl} FImad

2 exp
' (3.95)
podremos ahora resolver numéricamente la ecuacién matricial Ec.(3.83) para el vector
incégnita F y con ésto conocer los valores de la funcién fuente F' (z, 2; w) que contiene
las condiciones de frontera del problema.

F=TL"F, . (3.96)

3.6 El Problema de Esparcimiento como Radiacién de Fuente

Secundaria.

En ésta seccién, utilizando la analogfa que existe entre el proceso de radiacién y
el de esparcimiento, construiremos uns fuente secundaria con las funciones fuerte
encontradas en el problema de esparcimiento de la seccién anterior.

Una fuente secundaria es generalmente una apertura iluminada por una fuente
primaria, ya sea directamente & por medio de un sistema dptico. Por otro lado
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observando la figura (3.7}, podemos considerar que el campo esparcido por una
superficie, proviene de una superpocicién de contribuciones de cada punto de la
superficie iluminada. Por lo que una superficie esparcidora resulta ser una fuente
secundaria vy su radiacién serd descrita por una funcién que contenga la informacién
acerca de la Interaccién de la superficie con la radiacion incidente. Conclufmos
que se trata entonces de la expresién (3.96) que es la funcién fuente del problema
de esparcimiento. En la siguiente seccidn analizaremos el comportamiento de ésta

funcién en el campo lejano.

3.7 Radiacién en el Campo Lejano

3.7.1 La funcién de Green en el campo lejano

Como hemos visto el campo esparcido en cualquier punto del espacio Ec.(3.76)
estéd expresado en términos de la funcidn fuente F'(z, ¢ (z);w) 6 fuente secundaria
Ec.(3.96) y una funcién de Green apropiada, es decir por:

w
o
)

E AR S 1 oo (‘\c F o e el F {op? o A J 7 )
s ( l,) = } e 47‘_ =4 (.I) N Ir < ) (.I , \J]) (a1 ( A
— 00

donde la funcién de Green estd dada por la ecuacién (3.70):

/ b AL
Golz, o, 2, 2 w) = imnHY™ (

[{1: — Y+ (r— 2
oL .

[N
e rrenrsssad

=

e

. |5

\“a_'/
(W]
o
(o8]
S

de ésta manera, el campo esparcido queda determinado por:

3 [ 9 .
2

: 3 ‘ - - 1) : \ - - a2 12 3
Ey (z,2) = F(z/,¢(2)) x Hé“ (7{ [f;z — 2V 4+ (C(z) — () ] >( o

(TR ’ _‘4 e

Para realizar ésta integral recordamos que lo que nos interesa es el campo lejano
esparcido, por lo que utilizaremos una expansién asintdtica de la funcién Hankel para
argumentos grandes [9], como se muestra en la figura (3.8) en términos vectoriales r

8]
yr.

A N 2 i . " ¢ ‘
Hi (e — ) sz [ oo exp ( > exp (ik|r —1']) (3.100)

whkir —1 -4,

r

sl nos encontramos en un purnto lejano |r| 53 [r'] el término de amplitud ir"ii‘*l puede

ser aproximado por i Observando la figura (3.9) también podermos emplear una
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FIGURA 3.9.- Aproximacién del argumento

aproximacion al argumento de la funcién exponencial la cudl estard dada por:

. l‘f

) muexp |k (7‘ _rt (3.101)
”

"

exp (kv — 1/

definiendo al vector k, = k¥ podemos reescribir la Ec.(3.100) de forma aproximada,
de tal maners que contenga la informacién acerca del comportamiento de la funcién
Hankel en el campo lejano:

)Ry e exp (—74) xp i (kr — kg - 1) (3.102)

(1 :
Hy'(klr — 1 : i ,
whr

3.7.2 Componente angular del campo lejano

o1 sustitufmos la expresion de la funcién Hankel para el campo lejano en la férmula
del campo esparcido Ec.(3.99) obtenemos una nueva expresién donde separamos la
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comnmponente radial v angular del campo:

Eo(r) = — 4 “exp(—i" Jexp(ikr) | F(¥) x exp(—ik, - 1) dr(3.103)
T i\ o ;) e (ikr v) % exp |
s Jo

— _®, / Y F (2, (21) exp (—ik (¢ sin@ + € (/) cos)) da? (3.104)

donde el factor @, contiene la dependencia radial v estd dado por:

PR,

@ exp (ikr) exp ( ! ) (3.105)

' \," Brkr 4
Nuevamente aproximando la integral por una suma, podemos expresar la dependen-
cia angular del campo lejano esparcido E;. (8) discretizado como:
N
B, (0) = Az F(z,) exp (—ik (v, 5in 0 + { (z,,) cos ) (3.1086)
n=1
Finalmente con la informacion de la funcion fuente F (1') se puede evaluar el
campo esparcido en una direccién o direcciones determinadas. Dicho de otra manera,
la expresion (3.106) nos permite calcular el comportamiento angular de la radiaciéon
emitida por una fuente secundaria en el campo lejano.

3.8 Calculo del espectro de la luz esparcida.

En el capitulo anterior, se llegd a un resultado qu indica que el espectro generado
en el campo lejano por una fuente de luz, puede en general diferir del espectro en el
plano de la fuente. Aprovechando la analogia que existe entre el procesos de radiacién
v el de esparcimiento, nos propusimos analizar el comportamiento de la distribucién
espectral de la luz esparcida por una superficie rugosa. Hasta el momento hemos
encontrado una forma parae describir el comportamiento angular del campo lejano
esparcido para una onda monocromdtica incidente, lo que nos permitird calcular,
por superposicion, el campo total esparcido para luz de un ancho de banda espectral
finito. .

Recordemos que el campo incidente expresado por la ecuacién (3.28), sélo rep-
resenta las variaciones espaciales del campo. La dependencia explicita del tiempo
exp ™" se ha supuesto pero omitido del céloulo. Para ondas no monocroréticas
el campo total incidente es una superposicién de componentes monocrométicas pe-
sadas por una funcidén de la frecuencia. Escribimos entonces el campo incidente de
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la formas

Eipe (2, 2) = D (w, 1) By (7, 2;w) e duw, (3.107)

el
donde @ (w, ) representa, como funcién del tiempo, un proceso aleatorio complejo
Gaussiano con correlacion 6. Es decir:
. 9 .
e [(D (.'g‘u)[ al w = )[\ o
D (w, 1) P (W, 1) = , (3.108)
0 o.c. J
donde la barrs represents un promedio temporal.
La intensidad total incidente promediada en el tiempo estard entonces dada por:

e (,2) = |Bine (2, 2)]° (3.109)
oo . )
= / B (w)]? Ly (z, 2 w) duw.
=00

En nuestros célculos, lo més sencillo es tomar a la intensidad Incidente como la
misra para cada frecuencia. Alternativamente, podemos suponer que el espectro
es suficientemente angosto (haz gaussiano) para que la dependencia en w se pueda
despreciar. Entonces

lne(@,2) = Lnole,5i0) [ |@ () dw (3.110)
= Lne (2, 2;w) /_Z 30 (w) dw. (3.111)

Esto muestra que el espectro incidente es:
s (w) = [® (w)]*. (3.112)

Por otro lado, la relacion (3.106) representa el campo esparcido a una frecuencia
w, para un haz incldente de amplitud Fi,.. (z, 2; w). Si el campo incidente estd ahora
pesado por ® (w), debido & la linearidad del problema, el campo esparcido también
lo estard. BEsto es

(0] .
E,.(8) = / ® (w) B, (6; w) e ™ dw (3.113)
-0
La intensidad promedio esparcida serd entonces
1, (8) = / 50 (@) Lo (6; w) duw. (3.114)
)

La ecuacién (3.114), muestra de la misma manera que en (3.111), que la densidad
espectral de potencia de la luz esparcida estd dada por

s (w) = so(w) I (6;w) . (3.115)
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sustituyendo el mddulo al cuadrado de la Ee.(3.106), obtenemos finalmente la sigu-
iente expresién para el espectro de la luz esparcida

N 2

s(w) = s, (w) - |Az Y F(z,) exp (—ik (2, sin 6 + ¢ (z,) cosb)) (3.116)
n=1




Capitulo 4

CAMBIOS ESPECTRALES POR
ESPARCIMIENTO

4.1 Resultados.

En el capitulo anterior, obtuvimos una relacién para describir el comportamiento
angular del campo lejano esparcido por una superficie rugosa. Basados en esta
expresidn se desarrollaron los programas necesarios para el célculo numérico del
médulo al cuadrado del campo esparcido é lo que es lo mismo, de la intensidad
esparcida de una onds monocromética incidente, como funcién de la direccion de
observacién.
La figurs 4.1, muestra una curva tipica de retroesparcimiento, obtenida numéricamente

para la intensidad esparcida de una onda monocromitica.

R((:5)

Figura 4.1.- Intensidad esparcida de una onda monocromética como fucnién de
la direccidn de observacién, producida por esparcimiento de luz s incidencia normal

sobre una superficie con rugosidad estadisticamente gaussiana.
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FIGURA 4.2.- Intensidad esparcida de luz con un ancho de banda espectral finito.

Al considerar la dependencia explicita en el tiempo de una onda de luz con un an-
cho de banda espectral finito, el campo total esparcido resulta ser una superposicién
de componentes monocromaéticas pesadas por una funcién de la frecuencia. Al hacer
un promedio temporal en la intensidad total esparcida, encontramos que el espectro
generado por esparcimiento en el campo lejano, resulta como una multiplicacion del
espectro de la radiacidn incidente por la intensidad esparcida de cada componente
monocromaéatica.

s(w) = s, (w) L (8, w) (4.1)

Ie (8 w) = |E (6; w)]z esta dada por la Ec.(3.106) v se calculd numéricamente
pars un ancho de banda espectral en el visible. La figura 4.2muestra la cantidad
de luz esparcida por cada componente espectral presente en el haz incidente, ésto,
a varias direcciones de observacién. Al multiplicar cada curva a una direccidén de
observacion fija, con el espectro de luz incidente, obtenemos el espectro de la radia-
cion esparcida. Como podemos observar de la figura (4.2) el espectro generado en el
campo lejano permanecerd invariante, a excepcidn de algunos dngulos de observacion
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F1aurA 4.3.- Comparacién del especto incidente con el esparcido, observado a =3

90°.

casi rasantes 7z 90°, en donde se apreciard una redistribucién de energfa.

En la figura 4.3, se muestra el valor de la densidad espectral esparcida en una
direccidn de observacion fija = 90° comparada con la densidad espectral incidente a
r 0°,

Por lo anterior, concluimos que el espectro normalizado de la radiacién incidente
presenta, en general, una redistribucién de energia al interaccionar con un medio
esparcidor. Esta redistribucidon es funcién de la direccidn de observacidn.




Capitulo 5

RESUMEN Y CONCLUSIONES

Todos los campos electromagnéticos encontrados en la naturaleza presentan fluctua-
ciones de naturaleza aleatoria. Aunque éstas fluctuaciones no pueden ser observadas
directamente, se puede deducir su existencia con experimentos que proveen informa-
cién acerca de la correlacién entre las fluctuaciones en dos o més puntos del espacio.
En tiempos més recientes, con la disponibilidad de modernos detectores de lug, se
han empezado a estudiar correlaciones de orden mayor. Con lo que se conoce aho-
ra como la teorla de coherencia 6ptica se establece un importante resultado: en el
espacio libre la funcién de correlacion de segundo orden obedece leyes de propa-
gacion. La maners de determinar la funcidn de coherencia mutua en cualquier par
de puntos, consiste en resolver la ecuacién de Helmholtz para la funcién de densidad
espectral-cruzada en términos de sus valores en la frontera. Esta solucién describe
cambios por propagacién en las propiedades de correlacién de segundo orden. Asi,
con éste resultado, es posible estudiar la radiacion generada en el campo lejano por
una fuente secundaria de cualquier estado de coherencia, ya que la naturaleza del
campo Gptico generado en un punto lejano estard determinado por su densidad es-
pectral en el plano de la fuente, y por la propagacién hasta el campo lejano de sus
propiedades de coherencia. De ésta manera, considerando la radiacién de una fuente
plana secundaria cuasi-homogénea, hemos visto cémo las propiedades de correlacién
afectan la distribucién espacial v espectral de la energla radiada, sobresaliendo el
hecho de que los cambios en el estado de coherencia espacial de la fuente pueden
producir apreciables cambios en el espectro del campo radiado. Esta redistribucién
del espectro puede asemejar un corrimiento de lineas espectrales. Ilustrando lo an-
terior, hemos considerado ejemplos con dos tipos de fuentes. Con la primers, con
un grado de coherenicia espectral Gaussiano, se observa que el espectro del campo
lejano difiere del espectro de la fuente. Con la segunda, con un grado de coherencia
espectral Lambertiano, se observa que la radiacidn presenta una invarianza espectral
ante la propagacién. Podemos concluir que, aparte de simples factores geométricos
y de proporcionalidad, el espectro de la luz en el campo lejano difiere en general




del espectro de la fuente que lo genera, y que esto depende principalmente de las
propiedades de correlacién de la luz en el plano de la fuente y de la direccidn de
observacion.

Basados en este principio nos dimos a la tarea de detectar numéricamente cambios

espectrales en problemas de esparcimiento.

Debido a que el campo esparcido por una superficie puede construirse al super-
poner la contribucion proveniente de cada punto de la superficie iluminada, ests se
puede considerar como una fuente secundaria. En este Gltimo caso, los elementos
responsables de las fluctuaciones asociadas a la fuente serdn las fluctuaciones que
presente la superficie esparcidora. De ésta manera, buscar una expresién para el
campo lejano de una fuente, se resume ahora a resolver el problema de esparcimien-
to para una superficie rugosa. Al realizar este trabajo, nuestro interés principal fué
estudiar el comportamiento de la distribucién espectral asociado a una onda éptica
wnvariante, que viaja a través del espacio libre e interactia con un medio esparcidor
estadisticamente conocido.

El problema fue resuelto numéricamente y de una manera rigurosa utilizando el
segundo teorema integral de Green. En esta formulacién el campo esparcido queda
expresado en términos de sus valores de frontera. Para el caso de un campo con
polarizacion ‘s’ incidiendo sobre un material perfectamente conductor,la condicién
de frontera relevante estd representads por el valor que toma la derivada normal del
campo sobre cada punto de la superficie. A la funcién derivada normal del campo
evaluado sobre la superficie se le conoce también como funcién fuente, debido a que
puede interpretarse como una pequefia fuente puntual en la superficie que al ser
integrada da origen al campo esparcido, ya que contiene la informacién tanto del
campo incidente como de la superficie.

El campo generado en el plano conjugado de la fuente, que es un plano promedio
en la superficie, tiene una forma Gaussiana para cada frecuencia presente, pero como
sabemos, la superficie esparcidora presenta variaciones aleatorias de altura fuera del
plano, y se necesité una expresién vélida paras describir el valor que toma el campo
incidente en éstos puntos del espacio sobre el perfil de la superficie. Para lograrlo
se utilizé una técnica matemética basada en la propagacién del espectro espacial
angular del campo incidente.

La generacién de una superficie con rugosidad alestoria predeterminada, se llevéd
acabo mediante la aplicacién del método numérico que genera la superficie en el
espacio de las frecuencias, utilizando como funcién de peso la funcién de densidad
espectral de potencia de la superficie, y regresando a coordenadas espaciales mediante




una transformada de Fourier. De esta manera, se tomaron en cuenta las propiedades
estadfsticas que caracterizan a las fluctuaciones de un proceso aleatorio, que en este
caso son, la desviacidén estandar de las alturas y la longitud de correlacién de una
superficie rugosa.

Para calcular el campo con polarizacién ‘s’ esparcido por una superficie rugosa
de material conductor perfecto, determinamos primero a la funcién fuente, va que es
la que cuenta con la informacién del problema. Pars esto, se resolvié 1una ecuacién
integral inhomogénea para la derivada normal del campo utilizando un procedimiento
numeérico.

Como vimos, el campo esparcido en cualquier punto del espacio queda expre-
sado en términos de la funcién fuente y una funcién de Green apropiada, v que,
considerando la geometria del problema, resulté ser una funcién de Hankel. Recor-
dando que nos interesa el comportamiento de estas funciones en el campo lejano y su
dependencia en la direccién de observacién, obtuvimos una expresion para describir
el comportamiento angular del campo lejano esparcido por una superficie rugosa.
De esta manera se desarrollaron los programas necesarios para el célculo numérico
del médulo al cuadrado del campo esparcido 6, lo que es lo mismo, de la intensi-
dad esparcida como funcién de la longitud de onda incidente y de la direccién de
observacion.

Al considerar la dependencia explicita en el tiempo de una onda de luz con un an-
cho de banda espectral finito, el campo total esparcido resulta ser una superposicién
de componentes monocromaéticas pesadas por una funcién de la frecuencia. Al hacer
un promedio ternporal en ls intensidad total esparcida, encontramos que el espec-
tro generado por esparcimiento en el campo lejano resulta de la multiplicacién del
espectro de la radiacién incidente por la intensidad esparcida de cada componente
monocromética. Como se pudo observar, el espectro generado en el campo lejano
permanece invariante a excepcién de algunos dngulos de observacién casi rasantes,
en donde se aprecia una considerable redistribucién de energfa.

Por lo anterior, concluimos que el espectro normalizado de la radiacién incidente
presenta, en general, una redistribucién de energia al interaccionar con un medio
esparcidor. Hsta redistribucién es funcién de la direccién de observacion.
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