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Resumen

El presente trabajo da una solucién al problema de la palabra en el grupo de trensas. Para esto,
se comienza por estudiar el grupo de trengzas y diversas definiciones de este, asi como el problema
de la palabra, para posteriormente proceder a atacarlo en dicho grupo.

A lo largo del trabajo se encontraran diferentes definiciones y resultados referentes a Teoria de
Grupos, Topologia Algebraica, Teoria Combinatoria de Grupos, entre otras.

La solucion al problema de la palabra que se presenta en este trabajo hace uso de tres defini-
ciones del grupo de trenzas, estas son, de manera geométrica, como grupo fundamental del espacio
de configuraciones en el plano complejo y mediante su presentacién de Artin.
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Introduccion

Uno de los problemas mas tipicos a los que se enfrenta un matematico al trabajar con cualquier
tipo de objetos, es decidir cuando dos de éstos son iguales, o, de manera mas especifica y aterrizando
un poco a grupos, cuando el elemento de un grupo es, o no, la identidad de éste. Este problema,
que aparenta ser tan simple es, basicamente, lo que se estudia mediante el problema de la palabra.

El matematico aleman Max Dehn fue quien formulé este problema, publicandolo en 1912, en
conjunto con el problema de la conjugacién y el del isomorfismo [4]. La inspiracién para la formu-
lacién del problema de la palabra provino del estudio de nudos; se dice que Dehn se encontraba
tratando de decidir si dos nudos dados eran iguales, lo que lo llevé al caso especial de como decidir
si un nudo era o no el trivial [27].

De esta manera, se originé el problema de la palabra, el cual enunciaremos a continuacién.

Sea G un grupo dado por una presentacion finita. ;Eziste un algoritmo capaz de decidir si una
palabra cualquiera, expresada como producto de los generadores de G, es la palabra vacia? (ver
23)).

El problema de la palabra ha sido resuelto ya para diferentes tipos de presentaciones de grupos,
tales como presentaciones con una tnica relacién o ninguna, entre otras; sin embargo, se ha probado
también la existencia de grupos con problema de la palabra no soluble. De manera que, en general,
el problema de la palabra no es sobluble (para mds informacién consultar [12]).

Ahora bien, la definiciéon de trenzas fue introducida, por primera vez, en 1925 en el articulo
“Theorie der Zopfe” (ver [1]), en el cuarto volumen de la revista de mateméticas Hamburger Ab-
handlugen, escrito por Emil Artin, quien no sélo las presenta sino que les asocia una estructura
algebraica de grupo y prueba que tiene una cantidad finita de generadores, entre otras propiedades.

Sin embargo, se cree que podrian haberse conocido desde un siglo anterior a ésto, puesto que se



han encontrado algunos dibujos de trenzas en las notas de Gauss [25].

Dentro de las propiedades que cumple el grupo de trenzas tenemos que el problema de la palabra
es soluble para éste. La primera persona en demostrar que esto se cumplia fue, precisamente, Artin
en [1]; y, posteriormente, por Garside en 1969, Thurston en 1992, Birman, Ko y Lee en 2001, entre
otros [11]. Durante este trabajo nos dedicaremos a dar una demostracién de ésto.

En el primer capitulo, se presentan las definiciones y resultados necesarios para empezar a
atacar el problema de la palabra en el grupo de trenzas, tales como grupos libres, presentaciones,
sucesiones exactas, homotopia, grupos de homotopia, espacio de configuraciones, entre otros.

El segundo capitulo aborda tres diferentes definiciones del grupo de trenzas, estas son, de manera
geométrica, como grupo fundamental del espacio de configuraciones y con su presentacién de grupo;
ademads, se comprueba que, efectivamente, las definiciones son equivalentes. Lo visto en este capitulo
serd de suma importancia al momento de dar solucién al problema de la palabra en el grupo de
trenzas.

En el trecer capitulo se habla sobre la definiciéon del problema de la palabra de manera general,
algunas maneras en las que se puede abordar y se dan algunos ejemplos sencillos de grupos con
problema de la palabra soluble.

Por 1ltimo, en el cuarto capitulo, se presenta una solucién al problema de la palabra de manera

explicita, asi como un ejemplo del algoritmo empleado en una trenza dada.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, se planea dar a conocer los conceptos y resultados necesarios para que

el lector comprenda la manera en la que se construye y comporta el grupo de trenzas.

1.1. Variedades y espacio de configuraciones

A continuacién se introducird el concepto de espacio de configuraciones, el cual nos serd de gran
utilidad en los capitulos posteriores. Las definiciones de esta seccién pueden ser consultadas en [16],

[19] v [26].

Definicién 1 Una variedad (topoldgica) de dimensién n es un espacio topoldgico de Haussdorff,

con base numerable, tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R™.

Definicién 2 Sea M una variedad conexa de dimension mayor o igual a 2 y sea n un entero

positivo. Definimos el conjunto
Fo(M): ={(z1,...,2n) € M X --- X M: z; # x; para todo i # j}.

A F (M) se le pude asociar la topologia inducida por el producto M x --- x M. Al espacio Fn(M)

se le conoce como espacio de configuraciones de un conjunto de n puntos ordenados en M.

Consideremos ahora la accién



T8 Sp X Fn(M) — Fn(M)

(o’, (1‘1,...,$n)) = (x0(1)7"'7x0'(n))7
donde S,, denota al grupo simétrico en las n letras {1,...,n}, esto es, el grupo formado por todas
las funciones biyectivas del conjunto {1,...,n} a s{ mismo.

Definiciéon 3 El espacio cociente

definido por la accion u, es llamado espacio de configuraciones de n puntos no ordenados en M.

Notemos que el hecho de llamar a este espacio de configuraciones no ordenado, hace referencia
a la accidon que se estd aplicando en éste. Dicha accién hace que, en el cociente, las clases de
equivalencia de las n-tuplas sean iguales si sus representantes contienen las mismas entradas, sin

importar el orden en el que se encuentren. Por ejemplo, si consideramos C5(IR?), se tiene que

[(ala az, az, aq, 115)] = [(a’57 a4, as,ay, a2)]a

donde a1, ag, as, as, a5 € R?. De esta manera, tenemos que si podemos llegar de un representante a

otro mediante alguna permutacion, las clases de equivalencia son iguales.

Ejemplo 4 Consideremos M = R2. Sin = 1, tenemos que
Fi(R?) = R? = C1(R?).
Ejemplo 5 Sean M = R? y n = 2. Entonces tenemos que
Fo(R?) = {(z,y) € R* x R*: x # y}

C2(R?) = {[(Zo (1), To(2))]: To(1), To(2) € R, Zo(1) # To(2),0 € S2}



1.2. Homotopias

En esta seccién introduciremos el concepto de homotopia, el cual sera de suma importancia a
lo largo de este trabajo, pues nos ayudara a definir los grupos de homotopia, que se veran mas
adelante y nos permitira realizar comparaciones de trenzas. Para més informacién sobre el tema
ver [15].

Consideremos los espacios topolégicos X y Y y procedamos a definir el concepto de homotopfa.

Definicién 6 Definimos como homotopia a una familia de funciones {f; : X = Y }ieq0,1) tal que

la funcidn asociada H : X x [0,1] = Y dada por H(z,t) = fi(z) es continua.

Decimos que dos funciones fy, f1 : X — Y son homotdpicas si existe una homotopia
F:Xx[0,1] =Y

tal que F(z,0) = fo(z) y F(z,1) = fi(x). Denotamos que fo y f1 son homotépicas como fo ~ fi.

Definiciéon 7 Una funcion f : X — Y es una equivalencia homotdpica si eriste una funcion
g:Y = X tal que fog~Idy ygof ~Idx. Se dice que los espacios X yY son homotdpicamente
equivalentes o tienen el mismo tipo de homotopia si existe una equivalencia homotdpica entre ellos,

y se donota como X ~ Y.

Definiciéon 8 Dos funciones fo, f1 : X — Y son homotdpicas relativamente a un subconjunto A

de X siy sdlo si existe una homotopia F : X x [0,1] =Y entre fo y f1 tal que

F(z,t) = fo(z) = fi(z),
para toda © € A y todo t € [0,1]. Denotamos que fo y f1 son homotdpicas relativamente por
fo=per 4 1

Observemos que si A = (), entonces una homotopia relativa es lo mismo que una homotopia.

Definicién 9 Sean o y 8 : [0,1] — X dos caminos en X tales que a(0) = 8(0) y a(1) = B(1), se

dice que son equivalentes si son homotdpicos relativamente a {0,1} y se denota como a ~ (5.



Esto es, los caminos «, 8 : [0, 1] — X son equivalentes si existe una funcién continua
F:[0,1] x[0,1] = X

tal que

para todo t € [0,1], y

para todo s € [0, 1].

Ejemplo 10 Consideremos los caminos

B: [0,1] — R2

t = (tt2).

Observemos que «(0) = (0,0) = 5(0) y (1) = (1,1) = B(1). Luego, definimos la funcidén

F(O,S) = (070) = a(O) = ﬂ(O) F(178) = (L 1) = a(l) = 5(1)
F(t,0) = (t,t) = a(t) F(t,1) = (t,t?) = B(t).

De ésto, tenemos que o y B son equivalentes.
Veamos ahora un ejemplo en el que dos caminos no son equivalentes.

Ejemplo 11 Consideremos R? — {(0.1,1.5)} y los caminos



a: [0,1] — R?-{(0.1,1.5)}
t (0,t+1),

b: [0,1] — R2?-{(0.1,1.5)}
t o= (A=t t+1).
Tenemos que a(0) = (0,1) = b(0) y a(1) = (0,2) = b(1). Notemos que dichos caminos se ven

como en la figura 1.1.

2 7 b
i‘!
"\I a
I".I =
1.8 III| —F (01’15)
|
1.6 '|
i
1.4 7 |'
I|
1.2 J'II
: /
/
1 T T T |/ T T T ]

Figura 1.1: Ejemplo de caminos no equivalentes

Observemos que no podemos deformar un lazo en el otro sin pasar por el punto (0.1,1.5), el

cual ha sido removido del plano. De esto, se tiene que los caminos a y b no son equivalentes.

1.3. Grupos de homotopia

A continuacién veremos los grupos de homotopia, comenzando con el grupo de fundamental y

posteriormente, con los grupos de homotopia de orden superior.



1.3.1. Grupo fundamental

Esta subseccién tiene como objetivo construir el grupo fundamental, el cual nos ayudara, més
adelante, a dar una definicién del grupo de trenzas. Las definiciones y resultado de ésta pueden

consultarse en [8], [9], [15] ¥ [18].

Definicién 12 Sean X un espacio topologico y vy € X fijo, definimos un lazo f como una tra-
yectoria tal que el punto inicial coincide con el punto final, i.e. f : [0,1] — X es continua y
f(0) = f(1) = xg € X, denotemos por Q(X,xq) al conjunto de los lazos cuyo punto inicial o base

es xg-.

Proposicion 13 La relacion de homotopia por caminos define una relacion de equivalencia en

Q(X, JJ()), zo € X.

Demostracién. Sean f,g,h € Q(X,zg). Tenemos que f ~ f mediante la homotopia f; = f para
todo ¢ € [0,1].
Supongamos que f ~ g mediante f;, entonces g ~ f mediante la homotopia inversa f;_;. Ahora, si

f ~ g mediante f; y g ~ h mediante g;. Definimos

foo  SI0<E<

o=

hy =

IN
[t

g1
gat—1 813 <t

asi f ~ h mediante h; si H(x,t) = hi(x) es continua. Recordemos que una funcién definida en
la unién de dos conjuntos cerrados es continua si es continua al restringirla en cada uno de los

conjuntos cerrados y como

donde F'y G son las funciones asociadas de f; y g; respectivamente y coinciden en ¢t = %, se tiene
que H es continua. Asi f ~ h. Por tanto, ~ es una relaciéon de equivalencia. m
Dadas dos trayectorias f,g : [0,1] — X tal que f(1) = ¢(0) definimos la trayectoria producto

f - g mediante

Proposicion 14 El producto anterior respeta las clases de homotopias.



Demostracién. Supongamos que fo ~ f1 y go ~ g1 mediante f; y g; respectivamente, tenemos

que

fo(1) =90(0) v fi(1) = 1(0).

Asi f; - g; define una homotopia fo-go~ f1-91. ®

Definicién 15 Denotamos por m1 (X, xg) al conjunto de las clases de equivalencia, con la relacidn

de homotopia, de caminos cerrados con punto base rg € X.

En la siguiente proposicién veremos que el conjunto 71 (X, zg) es un grupo, al cual se le conoce

como el grupo fundamental de X con punto base zg.

Proposicién 16 El conjunto w1 (X, xg) es un grupo con respecto al producto [f][g] = [f - g], donde

m1(X,x0) es el conjunto de las clases de homotopias [f] de lazos con punto base xg.

Demostracién. Tenemos, por construccién, que el producto dado por [f]lg] = [f - g] estd bien

definido. Ahora, sean [f], [¢], [h] € m1(X, x0), tenemos que

[1([gl[n) = [£(gh)],

([F1lgh1n] = [(f9)h]-

Donde, por definicién del producto de lazos con punto base zg,

f(4t) si0<t< 1,
flgh) =19 g4t —1) sil<t<l,
h(2t—1) sii<t<1,
y
F(2t) si0<t< 3,
(fo)h =1 g(at—2) sil<t<3
h(4t—3) si2<t<1

10



Consideremos la siguiente homotopia,

f(E5) si0<t< st
H(t,s)=4q g4t—s—1) si=H <t<
h(1— 22y 6 2 <<
Notemos que
f(4t) si0<t <,
H(t,0)=1q g(dt—1) sit<t<i,
h(2t—1) sig<t<l1
f(2t) si0<t <3,
H(t,1) = g(dt—2) si3<t<3,
h(4t—3) si2<t<1

H(0,5) = (fg)h(0) = f(gh)(0),
H(1,s) = (fg)h(1) = f(gh)(1).

De ésto, f(gh)y (fg)h son equivalentes, lo que implica que

[f(gh)] = [(f9)hl,

tanto, la operacién es asociativa.

El elemento neutro de dicha operacién es el lazo

17r1(X,:c0): [0,1] - X

t = T

Sea [f] € m1(X, o), tenemos que

i f2t) sio<t<
ry(x,20) = 2) ¢

11

(™)




- o si0<t<
17r1(X,m0)[f] =

Consideremos la homotopia

H(t,s) = 2
o si 253 <t<1
Ahora,
B f(2t) sio<t<1,
H(t,0) = )
To sil<t<l1.
f(2t) sio<t<i,
H(t,1) (21) 2
To si % <t<1
Ademis,

H(07 5) = f(O) = (fl‘n'l(X,mo))(O)y

H(]_,S) = f(l) = (.f]-ﬂ'l(X,xo))(]-)'

De ésto, [f1r,(x,20)] = [f]- Luego, consideremos la homotopia

Gt,s)=4{ 2

Observemos que

To si0<t<O,
G(t,0) =

ft) sio<t<1.

12



Ademis,

G(0,8) = f(0) = (L, (x,00)£)(0),

G(1,s)

De ésto, [1x, (x,z0).f] = [f]. Asi,

= (1) = (Iny (x,00) P (D)

[1771(X,930)f] = [f] = [f1ﬂ1(X,130)]'

Luego, sea § € m1(X, zp), definimos su elemento inverso § como

Entonces,

gt =g(1-1).

Ahora, consideremos la siguiente homotopia

Observemos que

F(t,s) =

F(t,s) =

F(t,1)

~ 1
g(2t) si0<t<s,
g2—2t) sii<t<u,
~ 1
g(1—-2t) si0<t<g3,
git—1) sit<t<1
~ 1
g(2ts) si0<t< 3
g2s(1—1t) siz<t<1
~ 1
g0) =z si0<t< 3
g(0) = xo si%ﬁtﬁl
~ 1
_ g(2t) si0<t<3
g2—2t) sit<t<i1

13



F(075) = g‘gil(o) = (1771(X,3:U))(0) = Zo,
F(1,5) = §§71(0) = (Lr,(x,20))(1) = 0.

De ésto, [gg~ ] = (L, (x,20))- Luego, consideremos la homotopia

F(t,s) =
g(s(2t—1)) si % <t<1
Notemos que
§g(0) =z si0<t<i
F(t70): g() 0 i
G0) =z sis<t<1
g(1—2t sio<t<i
Py ) 90-2) siose<y
git—1) siz<t<l1

Ademis,

F(O7S) = gil(o)g = (lwl(X,zo))(O) = To,

De ésto, [§71g] = (17 (X,20)]- Asi,

9719 = Lry(x00)) = 1957 ]

Por lo tanto, 71 (X, zg) es un grupo. m

Ahora, veamos algunos ejemplos de grupo fundamental de ciertos espacios.

Ejemplo 17 Consideremos el espacio que tiene solamente un punto. Denotemos al espacio como
P y al punto que lo compone como p. Es fdcil ver que, como este espacio tiene un unico punto,
cualquier lazo que quisieramos formar en €l seria el lazo constante en p, de manera que su grupo

fundamental es el trivial, esto es,

7T1(P,p) = {17r1(P,;D)}'

Para el siguiente ejemplo, consideremos el siguiente resultado.

14



Teorema 18 Sean X y Y espacios topoldgicos con el mismo tipo de homotopia. Entonces, se tiene

que sus grupos fundamentales son isomorfos.

Demostracion. Como X y Y tienen el mismo tipo de homotopia, tenemos que existen dos funciones

f: X—=>Yyg:Y— Xtalesque fog~Idy y go f~Idx. Ahora, sea x € X, probaremos que

Y m(X,z) = m(Y, f(x))
o] = [f(a)]

es un isomorfismo. Es f4cil ver que ¢ estd bien definida. Ahora, sean [a], [8] € m1 (X, z) tales que

son iguales, tenemos que ¥¢([a]) = [f(a)] ¥y ¥¢([B]) = [f(B)]. Luego, como [a] = [5], tenemos
que existe una homotopia entre @ y 3, esto es, existe una funcién continua F': [0,1] x [0,1] — X
tal que F(t,0) = at) y F(t,1) = B(t) para toda t € [0,1]; mds atn, F(0,s) = a(0) = 8(0) vy

F(1,s) = a(l) = B(1). De ésto, tenemos que la funcién

T: [0,1x[0,1] - Y
(t,s) = f(F(s))

es continua, por ser la composicién de dos funciones continuas. Mas atin,

T(t,0) = f(F(t,0)) = f(a(t)) y T(¢,1) = fF(F(£,1)) = f(B(7))

para toda t € [0, 1]; ademaés,

T(0,5) = f(F(0,5)) = f((0)) = f(B(0)) y T(1,5) = f(F(L,5)) = fla(1)) = f(B(1))

para toda s € [0,1]. De ésto, T es una homotopia, y por tanto [f(c)] = [f(5)]. As1, 95 es funcion.

Ahora, sean v1,v2 € m1(X, ), tenemos que

V([ [el) = ¥r(lnvel) = [f(n2)],

G (nDs () = [F ()] - [F(v2)] = [(F(n)) (f(72))]

15



Notemos que

f(n(2t) si0<t<3
f(’YWz):
flr@2t-1) sit<t<i
y
2t io<t<i
fon) oy = ¢ TnED - 0=t=s
flr2t-1) sil<t<1

De ésto, f(1172) = f(m)f(12) v, por tanto, ¥¢([y1] - [2]) = ¢s([n])¥s([r2])- Asi ¥y es un homo-
morfismo de grupos.

Ahora, consideremos la siguiente asignacion

Yy mY, f(z) — m(X z)

(6] = (9Bl

De manera similar a lo anterior, podemos probar que 4 es una funcién y, mas ain, un homo-

morfismo de grupos. Ahora, sea w € w1 (X, x), notemos que

Yy (p([W])) = by ([f(W)]) = [9(f(@))] = [w],

dado que gf ~ Idx; ademés, sea 6 € m1 (Y, f(z))

by (g ([8])) = ¥5([9(0)]) = [f(9(0))] = [d],

dado que fg ~ Idy. Por tanto, tenemos que ¢ es biyectiva, implicando que sea un isomorfismo.
Asi,

m (X, z) 2 m (Y, f(x)).

De la demostracion del teorema 18, tenemos el siguiente resultado.

Lema 19 Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos. Tenemos que f induce una

funcion fy: m (X, xo) — m (Y,f(xo)); mas aun, la identidad induce a la identidad y para dos
funciones g y h: X =Y, se tiene que (g o h)x = g« 0 h..

Continuemos con algunos ejemplos de grupo fundamental.

16



Ejemplo 20 Todo espacio topolégico homotdpicamente equivalente al espacio de un unico punto,

tiene grupo fundamental trivial. Esto se sigue del teorema y ejemplo anterior.

Como ultimo ejemplo de grupos de homotopia, veamos uno donde el resultado no sea el trivial.
Para esto, haremos algunas observaciones y veremos ciertas definiciones y resultados necesarios

para proceder a entender el ejemplo que viene a continuacion.

Consideremos la funcién exponencial

exp: R — §!

t — 62‘n'it

t+s) _ g2mit

Dado que, para s,t € R, €27 €27 tenemos que la funcién exp es un homomorfismo

del grupo aditivo de R; ademads, sabemos que es continua, sobreyectiva y abierta.

Lema 21 (Lema de levantamiento de caminos) Para todo camino

o:[0,1] — $',
con o(0) = exp(0) = 1, existe un unico camino ¢: [0,1] = R tal que 5(0) =0 y expo s =o.

Al camino & se le conoce como levantamiento de o.

Demostracién. La prueba a este resultado puede encontrarse en la pdgina 39 de [18]. =

Lema 22 (Lema de levantamiento de homotopias) Sean «, 3: [0,1] — $! dos caminos tales
que a(0) = B(0) =1 € $' y H: a ~ B. Existe una tinica aplicacion H tal que H = expo H y

H: dNB, dondeexpOB:ﬁ Yy exrpoa =q.
Demostracién. La demostracién a éste resultado puede encontrarse en [18], pagina 40. m

Definicién 23 Sea o: [0,1] — 8 un camino cerrado con base en 1. Se define el grado de o como

deg(o) = &(1), donde G es el unico levantamiento de o con ¢(0) = 0.

Notemos que, de manera intuitiva, el grado de un camino cerrado representa el nimero de

vueltas que este da al rededor de $', considerando su signo como el sentido de éstas.
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Ejemplo 24 Consideremos S', con punto base en la coordenada 1.

Tomemos en cuenta la siguiente asignacion

o m($4,1) — Z

[o] —  deg(o).

Por el lema anterior, tenemos que ¢ es funcion. Ahora, sean o, 3 € w1 (8, 1). Consideremos el
camino en R, 7 = 073, donde & y B son los unicos levantamientos de o y 3, respectivamente, tales

que @(0) = 0 y 5(0) = 0. Notemos que

expo?y = expoaff = (expo &)(expo 3) = af,

de esto, 7 es un levantemiento de af. Luego,

De esto,

Por otro lado,

p([a)p([8]) = deg(a)deg(B) = a&(1)B(1) = &(1).

Ast, ¢ es homomorfismo de grupos. Ahora, sean m € Z., notemos que el camino o definido por
o(t) = exp(mt) cumple que deg(c) = m. De ésto, tenemos que p es sobreyectiva.

Luego, sea w € m1(8%,1) tal que p(w) = 0, tenemos que @ = 0, implicando que & es un camino
cerrado en R con punto base en 0. De esto, w es homotdpico al lazo trivial. Asi, ¢ es inyectiva.

Por tanto, el grupo fundamental de S es isomorfo a Z.

1.3.2. Grupos de homotopia de orden superior

Esta subseccién aborda definiciones y resultados que pueden ser consultados en [15]; el contenido
de ésta es clave para el entendimiento de una de las definiciones que se daran del grupo de trenzas
y algunos resultados claves para la solucién del problema de la palabra en éstas, que se dard como

resultado principal de este trabajo.
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Consideremos I" =1 x I x---x I, donde n € N e I =][0,1], es el intervalo cerrado unitario y
—_—

n veces

denotemos por dI™ a la frontera de dicho conjunto.

Definicién 25 Sea X un espacio topolégico con punto base xq € X. Definimos el conjunto §)y,

como el conjunto de funciones f: I — X, donde f(0I"™) = xo. Las cuales denotaremos como

£ (I, 61" — (X, 20).

Consideremos la relacién de homotopia dentro del conjunto €),, de manera que f,g € Q,
estan relacionadas si existe una funcion H : (I" x I,6I™ x I) — (X, xo) tal que H(s,0) = f(s) y
H(s,1) = g(s) para toda s € I"; ademds, para toda ¢t € I y toda a € 6I", H(a,t) = xo. Notemos
que dicha relacion define una relacién de equivalencia en €2,,.

Denotemos por m, (X, zo) al conjunto de clases de equivalencia en €2,,. Al conjunto 7, (X, z¢) se
le conoce como grupo de homotopia de orden n. El hecho de que tenga estructura de grupo
se demostrard mas adelante. Observemos que cuando n = 1, la definicién coincide con el grupo
fundamental.

Dadas dos funciones f, g € €2,,. Definimos su suma como

f(281,32,...,8n) si0

IA

P

IA
N

f'g(51,827~-~,3n):

o=
IA
A
IA
—

g(2s1 —1,89,...,8,) si

Observemos que el producto anterior respeta las clases de homotopia.

Proposicién 26 El conjunto m,(X, o) tiene estructura de grupo con la operacidn dada por

[fllgl = [f - gl,

donde [f], [g] € mn (X, x0).

Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la de grupo fundamental, dada en la
proposicién 16.
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1.4. Grupos libres, presentaciones y relaciones

El problema de la palabra esta asociado, por definicién, con presentaciones de grupos, por lo que
resulta necesario definir lo que son. Para esto, es importante entender conceptos tales como grupo
libre, alfabeto, palabras, entre otros. Esta seccién se encarga de realizar eso mediante reultados y

definiones que pueden ser consultados en [26].

Definicién 27 Sea F' un grupo y S un subconjunto de este. Se dice que F' es un grupo libre con base
S si, para cada grupo G y cada funcion (entre conjuntos) f : S — G, existe un inico homomorfismo

w: F— G con o(x) = f(x) para todo x € S. De manera que tenemos el siguiente diagrama.

\\SDJ
—
f

Definicién 28 Sea S un conjunto. Se dice que S~' es una réplica disjunta de S si son disjuntos

n——>

G

y existe una biyeccion entre S y S~' la cual denotamos por x +— x 1.

S~ti={z7':2ec S}

Al conjunto S U S~ se le llama alfabeto.

Definicion 29 Sea n un entero positivo. Definimos una palabra en S de longitud n > 1 como una

funcién w: {1,2,...n} - SUS™L.

Generalmente, una palara w de longitud n tal que w(i) = «§’, coni = 1,2,..., n,e; € {+1,—1},
se denota como

. €1 e
w =T "'mnna

donde z; € S. La longitud n de la palabra w se denota como |wl.

Denotamos como palabra vacia a la palabra de longitud 0, la cual escribimos con el simbolo
1.
Escribiremos como W(S) al conjunto de todas las palabras en S. Si S = (), entonces W(S) tiene

como Unico elemento a la palabra vacia.

20



Definiciéon 30 Sean

— €1 e — €1 e
U=Ty Ty Yy o wW=Yr o Yn”

palabras, donde x;,y; € S para todo i =1,...,n y todo j = 1,...,m. Decimos que uw = w si y sélo si

n=m,x; =y; ye; = d; para todo .

. es . d .
Definicién 31 Si u = z{'-- 2% y w = y{*---ydm son palabras en S, entonces definimos su

yuxtaposicién
— €1 en, di dm
Uw = Tq "'J,‘ﬂ”yl o Ym -

Si 1 es la palabra vacia, entonces lu =u =wul y lw =w = wl.

Definicién 32 Una subpalabra de una palabra w = z{* --- 2% es la palabra vacia o una palabra

de la forma v = xtr--- 2%, donde 1 < r < s < n. El inverso de una palabra w = z*--- x5 es

-1 _ ,.—e —e1
w _xnn...ml .

Notemos que (w~!)~! = w para toda palabra w.

Definicién 33 Una palabra w en S es reducida si w = 1 o w no tiene subpalabras de la forma

1

xr " o0 xil

x, conz € X.

Definicién 34 Sean u y v palabras en S y sea w = wv. Una operacion elemental es una in-

1 1

sercion, ésto es, cambiar w = uwv por w = uaa” vV 0 W = wa” -av para algin a € S, o una

1 1 1

eliminacion de una subpalabra de w de la forma aa™" o a™‘a, es decir, cambiando w = uaa™ v,

ow = ua_lav, por w = uv.

Escribimos w — w’ para denotar que w y w’ difieren por una operacién elemental. Decimos que
dos palabras en S, u y v, son equivalentes si existen palabras u = wy, ws, ..., w, = v para cierto
n € IN tales que

U=w, — Wy —> - —> Wy = U.

Notemos que ésta es una relacion de equivalencia. Denotamos la clase de equivalencia de u como
[u].

Teorema 35 Si S es un conjunto, entonces el conjunto Fs de las clases de equivalencia de las
palabras en S, con la relacion dada por las operaciones elementales, es un grupo libre con base

{[z] : x € S} con la operacion [u][v] = [uv].
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Demostracién. Si S = ), entonces W(()) = {1} lo que implica que Fg = {1}, que claramente es
un grupo libre.

Si S # (), comenzaremos por probar que Fg es un grupo con la operacién

F,xF, — F,

([u)[]) = [ullo] = [wo],
con [u], [v] € Fs. Por construccion, tenemos que la asignacion es correcta, esto es, que la imagen de
la operacién estd contenida en el contradominio de la misma. Ahora, sean [u1], [v1], [us], [v2] € Fs
tales que [u1] = [us] v [v1] = [v2]. Sabemos que u; estd relacionada con us, de ésto, tenemos que

existen wy, wa, ..., w, € W(S), con n € N, tales que

U1 =Wy — Wy — - — Wy = U2,

de ésto,

U1V1 = W1V1 — WaV1 — * -+ — WrV1 = UgV1,

lo cual implica que wiv; estd relacionado con wusvy. Ademds, como v; estd relacionado con wo,

tenemos que existen 21, 22, ..., zm € W(S), con m € N, tales que

V1 =21 —> 2 — " — Zm = Vg,

de ésto,

U2V] = U221 — U222 —> *++ —> U2Zm = U2V2,

es decir, usvy estd relacionado con usvs, lo cual implica, por transitividad, que u1v, esté relacionado
con usvsa, ésto es, [u1v1] = [ugus]. Por lo tanto, la operacién estd bien definida.

Ahora, sean [y1][y2][ys] € Fs, tenemos que

([nilly2D) 3] = [y1y2llys] = [(y1y2)ys],

[va]([y2llys]) = [vally2ys] = [y1 (vays)]-

Como la yuxtaposicién de palabras es asociativa, debido a que preserva el orden de éstas,
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tenemos que (y1y2)ys = y1(y2ys), lo cual implica que estén relacionadas, por tanto

[(y1y2)y3] = [y1(y2y3)]-

Asi, la operacion es asociativa.

Podemos ver que el neutro de la operacién es la clase de equivalencia de la palabra vacia,

[w][1] = [wl] = [w] = [1w] = [1][w],

para todo [w] € Fg. Ademaés, sea [u] € Fg, tenemos que [u]~* = [u~!] pues

Asi, Fs es un grupo con dicha operacién.

Luego, sea [g] € Fg, tenemos que g = z{'x5* - -- x5~ para ciertos z; € S y e; € {+1,—1}, con

1=1,2,...,7ryr € N, de ésto,

el .62 er er

9] = [27'a5? - 2] = [y [25?] - - - [ ]

Asi, Fg es generado por las clases de equivalencia de los elementos de X. Ahora, sea G un grupo

y sea f : S — G una funcién. Definimos

p: Fg — G

W] = o5 ea] o ) faa)

Tenemos, por construccién, que la asignacion es correcta. Luego, sean

] = [ ] fw] = [y oy € F

tales que [v] = [w], tenemos que v estd relacionada con w. Ahora, sin pérdida de generalidad

podemos suponer que v y w difieren por una operacién elemental, ésto es, si v = z{* - - - 2% entonces
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_1 e
w:x?.. 1,.6r+1

~wgraa” x, - ape, para cierto r € IN tal que 1 <r < n y algin a € S. De ésto,

o(o]) = Fle) - flaa)er
= Fla) - ) F(@) (@) @)t - )
= F@)r e (@) (@) ) '
= o([w))

Por tanto, ¢ estd bien definida. Luego,

o
= o[ - gyt - yir])
f(

xl)el .. .f(xn)e'n,f(yl)dl - f(ym)dm
= (@) - flan) ) (Fly)™ - f (ym) ™)

[ - Doy - yie])

De ésto, ¢ es un homomorfismo de grupos. Ahora sea 9 : Fg — G un homomorfismo tal que
Y(x) = f(x) para toda = € S, tenemos que ¢ = 1, porque coinciden en sus generadores. De ésto,
existe un dnico homomorfismo ¢ entre Fs y G tal que ¢(z) = f(z) para toda z € S. Por lo tanto,

Fs es un grupo libre. m

Ejemplo 36 Consideremos F =7 y S ={1z}.

Sea G un grupo y f : S — G una funcién. Definimos la asignacion

P! F — G

m=1z+z---+zlz — [f(lz)+c - +c f(lz).
—_——

m VECES m VeCces

Es fdcil ver que ¢ es funcidn y, mds ain, un homomorfismo de grupos. Ademds, p(x) = f(x)
para toda x € S = {1z}. Ahora, supongamos que existe un homomorfismo : F — G tal que

Y(x) = f(x) para toda x € S. Sea n € Z, tenemos que
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Yv(n) =v(lz+z--+zlz)
—_—————
n Veces
=¢(1z) +¢ - +c¥(1z)
n Veces
= f(lz) +¢ - +c f(1z)
n VECES
=¢(lz) +c - +c ¢(1z))
n Veces

=o(lg+z - +z1z)
—_———
n veces

= p(n).

De ésto, ¢ = 1. Asi, ¢ es unico y por tanto, Z es un grupo libre de un generador.

Una vez introducida la nociéon de grupo libre, palabras y cémo operar entre ellas, el siguiente

paso es definir la presentacién de un grupo.

Definicién 37 Sea G un grupo y R un subconjunto de éste, definimos el subgrupo normalmente

generado por R como

(R)Y = {Hg_lrfig :g€ G, € Re; = %1},
iel

Observemos que (R)< es el subgrupo normal mds pequefio que contine a R, pues dado un

subgrupo normal N de G que contiene a R, tenemos que
g 'RgC g 'Ng=N,

para todo g € G, implicando que (R)< C N, para cualquier subgrupo normal N.

Definicién 38 Una presentacion de un grupo G es un par ordenado
G = (S|R),

donde S es un conjunto, R es un conjunto de palabras en S y G = F/N, donde F es el grupo libre
de base S y N es el subgrupo normal generado por R. Al conjunto S se le conoce como generadores
y al conjunto R como relaciones.

Proposicion 39 Todo grupo es cociente de un grupo libre.
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Demostracién. Consideremos un grupo libre F' de base G, el cual existe por el Teorema 28, y la

funcion
f: G — @G

T — T

Por definiciéon de grupo libre, tenemos que existe un dnico homomorfismo ¢ : F — G tal que
p(z) = f(z) para todo = € G. Notemos que f es sobreyectiva, de ésto y por el primer teorema de
isomorfismos, tenemos que

F/Ker(p) = Im(p) =G.

Asi,
G F/Ker(yp).

Por tanto, cada grupo G es cociente de un grupo libre. m

Corolario 1 Todo grupo tiene una presentacion.

Ejemplo 40 Sea n € IN. El grupo an se define como el grupo cociente de Z y la relacion de

equivalencia dada por la congruencia modulo n. Dicho grupo tiene la siguiente presentacion

Z n
m = <Cl|CL >

Para ver ésto, consideremos la siguiente aignacion.

FC!,
()<

m = a™+(R)<,

p: 7 —

donde F, es el grupo libremente generado por a y R = {a™}. Es fdcil ver que ¢ es funcidn. Ahora,

sean my,me € Z, tenemos que

p(my+mg) =am™Fm 4 (R)<
= (a™a™) + (R)™
= (a™ + (R)¥)(a™ + (R)7)

= p(m1)p(ma).
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De ésto, ¢ es un homomorfismo de grupos. Ahora, procederemos a probar que Ker(p) = nZ.

Sea | € nZ., tenemos que l es de la forma |l = nz, para cierto z € Z.. Luego,

e(l) =p(n2)
— a"* 4 (R)<
(a")* +(R)"
= (a" +(R)¥)*
= (1p, +(R))*
lp, +(R)<,

pues a™ € (R)<. Asi, | € Ker(p), implicando que nZ C Ker(yp). Luego, sea q € Ker(yp), tenemos
que q € Z.; ademds,

¢(q) = a? +(R)" = 1p, +(R)",

ast, a? € (R)<. De ésto, a? tiene la forma

t
a’=1Jg "a"g,
=1

cong € F,,te N ye; ==£n, de ésto,

al = (97 'a%g)(g  a%2g)--- (g7 ag)
=g 'a“ (g9 a2 (g9 ") - (997 ayg
=g 'a®(1g,)a*(1p,) - (1p,)a*yg

Lgeit+e;

=g g

Ahora, como g € F,, tenemos que g es de la forma g = a", con w € Z. Asi,

ald = a*wa61+-~+et a¥

— a7w+el+~--+et+w’

de ésto,
q =-w+e +---+e—w
:€1+...+et

= an,

27



para cierto o € 7., pues e; = £n, coni =1,...,t. Esto implica que q € nZ.
Por tando, Ker(p) C nZ vy asi, Ker(¢) = nZ. Ahora, sea a* + (R)< € (Jgﬁ, tenemos que
k € Z. Luego,
(k) =d" +(R)",

ast, @ es sobreyectiva. De ésto y por el primer teorema de isomorfismos,

z [ Fa

nZ  (R)y<’
Por tanto,

Z

n7 = <a|an>.

1.5. Swucesiones exactas y producto semidirecto de grupos

En esta secciéon daremos la definicién de sucesién exacta y producto semidirecto de grupos, asi
como la manera en la que podemos relacionarlos y sus consecuencias respecto a dichos grupos. La

informacién de ésta puede encontrarse y complementarse en [20] y [24].

Definicién 41 Una sucesion de homomorfismos de grupos
Gy 1 G f2 Gs

es exacta en Go si Im(f1) = Ker(f2).

Ahora bien, una sucesion

es exacta si es exacta en G; para toda i.

Sabiendo lo que es una sucesién exacta, procederemos a definir una sucesién exacta corta, nocién

que sera de gran utilidad para secciones posteriores.

Definicién 42 Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

f1 f2

1 Gl G2 Gg 1.
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A una sucesién exacta corta como la anterior también se le conoce como una extension de G3
mediante G .
Ahora, una sucesion exacta corta puede constar de diferentes caracteristicas, una de éstas es se

escinda; a continuacién, veremos lo que esto significa y sus consecuencias.
Definiciéon 43 Decimos que una sucesion exacta corta

1 aLs6Loa, 1
p

se escinde si existe un homomorfismo p : G — G tal que faop = Idg,.

Proposicion 44 Si la sucesion ezxacta corta

para todo q € Q. Ademds, r(H)p(Q) = G.

Demostracién. Sean ¢ € Q y h € H. Procederemos a probar que p(q)r(h)p(q)~! € r(H). Tenemos

que

s (p(q)r(h)plq)™") = s(plq))-s(r(h))-s (p(q)")
=q-(r(h)-q7,

dado que s es un homomorfismo y s o p = Idg. Notemos que r(h) € Im(r) = Ker(s), de ésto,

s(r(h)) = 1g. Asi,

s (p(g)r(R)p(q)™") = qloq™" = 1q,

implicando que p(q)r(h)p(q)~! € Ker(s) = Im(r) = r(H). Asf, p(q)r(H)p(q)~* C r(H), para toda
q € Q.
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Luego, sea hy € H. Tenemos que r(h1) € Im(r) = Ker(s), de esto, s(r(h1)) = 1g. Ahora, sea

q1 € Q. Entonces,

1o =s(p(q1)™") - s(r(h)) - s (plqr)) = s (p(q) " r(h1)p(qr))

ésto implica que p(q1)~'r(h1)p(q1) € Ker(s) = Im(r), por tanto, existe un k € H tal que

r(k) = p(q1)~'r(h1)p(qr),
de ésto,
r(h1) = p(q)r(k)p(q1) ™" € p(qr)r(H)p(q1) ™,

implicando que r(H) C p(q1)r(H)p(q1)~t, para toda ¢1 € Q. Asf, r(H) = p(q)r(H)p(q)~* para
toda g € Q.
Queda entonces probar que r(H)p(Q) = G. Es evidente que r(H)p(Q) C G. Ahora, sea g € G.

Notemos que

Ahora bien, s(g) = ¢ para algiin ¢ € Q. De manera que

g=r(h)(p(q)) € r(H)p(Q).

De ésto, G Cr(H)p(Q). Asi, G =r(H)p(Q). =
Ahora que sabemos lo que significa que una sucesién exacta corta se escinda, veamos la cons-

truccién de producto semidirecto y como es que se relaciona con lo visto anteriormente.
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Definicién 45 Sean H,Q grupos y ¢: Q — Aut(H) un homomorfismo de grupos. El producto
semidirecto de H y @, denotado por H x4, Q, se define como el grupo dado por el conjunto H x Q

y el siguiente producto. Sean (h1,q1), (he,q2) € H X Q,

(h1,q1) - (h2,q2) = (h1 (g, (h2)), q1q2) ,

donde 4, = o(q1).

Proposicién 46 Sean H,Q grupos y ¢: Q — Aut(H) un homomorfismo de grupos. Tenemos que

H %, Q tiene estructura de grupo.

Demostracién. Recordemos que, por definicién, la operacion en H X, () estd dada de la siguiente

manera.

(Hx,Q)x (Hxy Q) — H %, Q
((h1,q1), (h2:q2)) = (ha(pg, (h2)), q1¢2),

donde ¢4, = ¢(q1). Es facil ver que - es funcién. Ahora, sean (h1,q1), (he, g2), (hs,q3) € H %, Q.

Tenemos que

(hlaq1) : ((hz,(h) ’ (h37Q3)) = (h17Q1) ’ (h2(90q2(h3))7Q2Q3)
= (hl(%l (h2(¢q2(h3)))),Q1qu3)
= (hi(pg (h2))(9q, (0g; (h3))), 21023).-

Por otro lado,

((h1,q1) - (h2,q2)) - (hs,q3) hi(@q, (h2)) quh) (h3,q3)

hl <)0Q1 h2 (qu (90112 (h3)))7 Q1Q2Q3)

= (
(hl )(Pa1gz (hB))aQﬂIQ%)
= (
= (h1,q1) - ((h27Q2) (h3,Q3))~

Asi, tenemos que la operacién - es asociativa. Ahora, sea (h,q) € H X, @, notemos que

(h,q) - (1m, 1) = (M(eq(1m)), 4lq) = (hlm,q) = (h,q),
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(1Ha 1Q) . (h7Q) = (IH((PlQ (h))v ]-QQ) = (th7Q) = (h7Q)'

De ésto, (1m,1¢) es el neutro de la operacién -. Ahora, sea (a,b) € H X, @), notemos que

(pp-1(a™1),b71) € H x, Q; ademds,

(a7b) : (¢b71(a—1),b—1) = (a(‘zpb(@b*(a_l))%bb_l) = (aa_1)7 1Q) = (1H7 1Q)7

De ésto, tenemos que los elementos de H X, () tienen inversos. Asi, H X, ) es un grupo con la
operacion -. m
Observemos que H %, @, en general, es no abeliano, pues, dados (a1,b1), (az,b2) € H %, Q,

tenemos que

(a1,b1) - (ag,b2) = (a1(p, (a2)), brba) # (az(pb,(a1)), babr) = (a2, b2) - (a1,b1).

Ademas, si ¢ estd dado como

p: Q — Aut(H)
q IdH,
el producto semidirecto coincide con el producto directo, de manera que podemos decir que es una
generalizacién de éste.
A continuacion, veremos como es que el producto semidirecto se relaciona con sucesiones exactas

que se escinden mediante algunos resultados.

Teorema 47 Sean H,G y Q grupos tales que la siguiente sucesion eracta se escinde
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Entonces, tenemos que la funcion

p: Q@ — Aut(r(H))
q = Paq>

donde

es un homomorfismo y G = r(H) %, Q.

Demostracion. Es facil ver que ¢ es funcién. Ahora, sean ¢, ¢z € @, tenemos que

o(q1q2): r(h) — r(H)
r(h) — plaige) -r(H) plarge)™" = plq1) - plgz) - r(h) - plg2) ™" - plgr) ™"
y
o) op(qe): r(H) — r(H)

r(h) = @q(p(g2)-7(h)-plg2)") =p(q1)-p(q2)-r(h)~p(qz)‘1~p(ql)‘1-.

De ésto, ¢©(q1q2) = ©(q1)¢(g2), por tanto, ¢ es un homomorfismo de grupos.

Ahora, consideremos la siguiente asignacion

P r(H)x,Q — G
(r(h),q) = r(h) p(q).
Notemos que la asignacion de 1 es correcta y estd bien definida, por tanto, es funcién. Ahora,

sean (r(hl), ql), (’I’(hg), qz) € r(H) x, Q. Tenemos que

33



G ((r(ha), @) - (r(ha), a2)) =¥ (r(h1) - g, (r(h2)), d1g2)
= p(r(h1) - p(q1) - 7(he) - p(q1) ™", q1g2)
=7(h1) - p(q1) - r(h2) - plar) ™" - plar) - plg2)
=r(h1) - plq1) - r(h2) - 1g - plg2)
= (r(m) -p(a1)) - (r(ha) - pg2))
= (r(h), q1)¥(r(h2), q2).

De ésto, 9 es un homomorfismo de grupos. Ahora, sabemos que {(1,z), 1)} € Ker(z). Luego,

sea (r(h),q) € Ker(¢). Tenemos que

ésto es,

lo cual implica que

Luego, como r(h) € Im(r) = Ker(s), entonces s(r(h)) = 1g, implicando que ¢~ = 1 = ¢, por
lo que r(h) = p(lg)~" = 1 = 1,(m); de ésto, (7(h),q) = (L), L@)- Asi Ker(¥) = {(1,(m), 1)},
por tanto, ¥ es inyectiva.

Ahora, sea g € G, por la proposicién 44, g = r(ﬁ) - p(q) para ciertos he Hy qe Q. Notemos
que (r(h),q) € r(H) %, Q; ademés,

Y(r(h),q) =r(h)-q=g.

Asi, 1 es sobreyectiva. Por lo tanto, G = r(H) x, Q. ®

Teorema 48 Sea ¢: Q — Aut(H). Tenemos que la sucesion exacta corta

T S
14)H*}HN¢Q€?Q*>1

se escince.
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Demostracién. Consideremos las siguientes funciones

r: H — Hx,Q st Hx,Q — @
h (hle)’ (haQ) = q,

p: Q@ — Hx,Q
Ahora, sean hy,he € H. Tenemos que
’]"(hlhg) = (hlhg, 1Q)

Por otro lado,

r(hy) - r(he) = (h1,1q) - (ha2,1q) = (hi(p1,(h2));1q) = (hiha, 1q) = r(h1hs).

De ésto, r es un homomorfismo de grupos. Ahora, sean (hq,q1), (h2,¢2) € H x, Q. Entonces,

s((h1,q1) - (h2,q2)) = s((h1(eq, (h2)), q142)) = @142,

s((h1,q1))s((h2,q2)) = @1
Asi, s((hl, q1) - (ha, qg)) = 5((h1,q1))5((h2,q2)), y por tanto, s es un homomorfismo de grupos.
Luego, sean ¢, g2 € Q. Entonces,
p(a192) = (1, 192),

por otro lado,

plq) - plg2) = m,q1) - (Lm, q2) = (Lu (g, (1m)), q1q1) = (a, q1g2).-

De ésto, p(q192) = p(q1) - p(g2), y por tanto, p es un homomorfismo de grupos.
Ahora, procederemos a demostrar que Im(r) = Ker(s). Sea r(h) € Im(r). Tenemos que 7(h)

es de la forma r(h) = (h,1g). Luego,
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s(’r(h)) = s((h, 1Q)) =1q.

De ésto, r(h) € Ker(s), lo cual implica que I'm(r) C Ker(s). Luego, sea a € Ker(s), tenemos

que a es de la forma a = (h,q) para ciertos h € H y ¢ € @Q; adem4s,

1o = s((hq)) = g,

lo cual implica que a = (h,1g) € Im(r), de ésto, Ker(s) C Im(r). Por lo tanto, Im(r) = Ker(s).

Ahora, sean hy, hy € H tales que r(hy) = r(hs). Tenemos que

(h1,1Q) = r(h1) = r(h2) = (b1, 1q),

de ésto, hy = ho y, por lo tanto, r es inyectiva.

Luego, sea g € Q. Tenemos que (1g,¢q) € H %, @Q; ademas,

s((1m,q)) =q.

Asi, s es sobreyectiva.

De lo anterior, tenemos que la sucesion

l— H—5Hx,Q>—Q——1

es exacta.

Ahora, notemos que sop: Q — @Q; ademds, sea g € Q. Tenemos que

sop(q) =s(p(a)) = s((1u,9) = .
de ésto, s o q = Idg. Asi, la sucesién exacta se escinde. m

Observacion 49 Notemos que, de la propisicion 44 y el teorema 48, tenemos que

H i, Q=r(H)p(Q).
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De ésto, cualquier elemento de H %, ) puede escribirse como el producto de un elemento de
r(H) y uno de p(Q) y, mds ain, dicha representacion es dnica.
Para verificar lo anterior, tomemos (h,q) € H X, Q y supongamos que (h,q) = r(h1)p(q1) y

(h,q) = r(h2)p(g2). De ésto,

s(r(h)p(q1)) = s(h,q) = s(r(h2)p(g2)),

considerando que s es homomorfismo de grupos, r(h1),r(he) € Im(r) = Ker(s) y sop = Idg,

tenemos que

q1 = s(h,q) = qo,

ast, p(q1) = p(q2), y dado que r(h1)p(q1) = r(h2)p(g2), tenemos que r(h1) = r(ha). Lo cual verifica
que todo elemento de H X, Q) se puede expresar de manera unica como producto de un elemento
de r(H) y uno de p(Q).

Ademds, dado que r yp son inyectivas, tenemos que r(H) = H yp(Q) = Q, por lo que, abusando
un poco de la notacion, podemos decir que cada elemento en H x, Q) puede expresarse de manera

unica como el producto de un elemento de H y uno de Q.

1.6. Fibraciones

La siguiente seccion define lo que es una fibracion y presenta algunos resultados que seran claves
para la demostracién que se dara de la presentacion del grupo de trenzas y en la solucién al problema

de la palabra en el mismo. Para més informacién al respecto, consultar [15] y [17].

Definicién 50 Seanp:Y — X y f: Z — X funciones. Una levantamiento de f relativamente a

p, es una aplicacion f :Z =Y tal que po f = f.

Definicién 51 Una funcion

p:E—B

satisface la propiedad de levantamiento homotdpico con respecto a un espacio topoldgico X si, dadas
una homotopia g; : X — B y una funcion §o : X — E levantamiento de go relativamente a p, esto

es, po go = go, entonces existe una homotopia §; : X — E levantamiento de g; relativamente a p.
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Definicién 52 Una fibracion es una funcion p : E — B tal que satisface la propiedad de levanta-

miento homotdpico para todo espacio topologico X .

Teorema 53 Supongamos que p : E — B satisface la propiedad de levantamiento homotdpico con
respecto a los discos D para toda k > 0. Escogemos los puntos base by € B y xg € F = p~(bp).
Entonces la funcion py : mp(E, F,x¢) — m,(B,by) es un isomorfismo para toda n > 1. Mds ain, si

B es arco conexo, existe una sucesion exacta
P«
s *)’ﬂn(F, xo) E— ’/Tn(E,CE()) — Wn(B,bo) *}anl(F, .’EQ) —_— *>7To(E,.’E0) — 1.

Demostracion. Comenzaremos probando que la funcién p, es sobreyectiva.

Sea [f] € mn(B,by), tenemos que f es una funcién f: (I",6I") — (B,by). Notemos que la
funcién constante f: (I",61") — (E,x¢) dada por a — ¢ es un levantamiento de f, esto es,
po f = f, implicando que ([ f}) = [f]. Asi, tenemos que p, es sobreyectiva.

Ahora, sean [fo], [f1] € mn(F,x0) tales que p.([fo]) = p«([f1]). Tenemos que existe una homo-
topfa H: (I" x I,0I™ x I) — (B, bp) tal que H(s,0) = (po fo)(s) y H(s,1) = (po f1)(s) para toda
s € I". Ademés, tenemos un levantamiento parcial H dado por fo en I"™ x {0}, f; en I" x {1} y
la funcién constante cuya imagen es xg en J"~! x I, donde J"~! C I". Si permutamos las tltimas
coordenadas de I™ x I, la propiedad de levantamiento homotépico da una extencién a este levanta-
miento parcial a uno completo G: I x I — E. Esto es, una homotopia de fy a f1. Asf, [fo] = [f1],
por tanto p. es inyectiva.

Luego, conectamos 7, (B, by) con 7, (E, F, zo) en la sucesién exacta para el par (F, F'), ver [15].

La funcién 7, (F, xo) — 7 (F, F, o) en la sucesién exacta se convierte en la composicién

0 (B, 20) —— mn(E, F, 20) = m,(B, bo) ,

donde p.: m,(F,x0) — (B, by). El 1 a la derecha de la sucecién es consecuencia de la sobreyec-
tividad de mo(F, o) — mo(E, zq), la cual se implica de que B sea arco-conexo, pues un camino en
FE de un punto arbitrario x € F puede ser obtenido mediante el levantamiento de un camino en B

de p(z) aby. m
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Capitulo 2

Grupos de trenzas

En este capitulo se presentaran tres diferentes definiciones del grupo de trenzas; cada una de
ellas seran utilizadas al momento de dar solucién al problema de la palabra en este grupo.

Comenzaremos desde la definicién de trenza geométrica, dandole estructura de grupo y, poste-
riormente probaremos que dicha definicién es equivalente a las dadas como grupo fundamental de

cierto espacio y como presentacién de grupos.

2.1. Trenzas geométricas

A continuacidn, se verd la primera definiciéon de grupo de trenzas, empezando por el concepto
de trenza y procediendo con la manera de operarlas, hasta verificar que, efectivamente, tienen
estructura de grupo. Las definiciones y resultados de esta seccién pueden ser consultados en [13],

[14], [16], [21] ¥ [22].

Definicién 54 Consideremos el espacio Fuclideano de dimension 3, y los planos tales que z = 0
yz=1. Sean P; y Q; los puntos con coordenadas (i,0,1) y (i,0,0) € R3 respectivamente, donde

i€{1,2,...,n},n € N. Una trenza de n cuerdas (n-trenza) es un sistema de n arcos
a1,a2,...,0y : [0,1] —>]R3

tales que a; conecta al punto P; con el punto Qr(;), para alguna permutacion ™ € Sy; o equivalen-

n
temente, una funcién |J[0,1] — R? . Ademds, debe de cumplirse lo siguiente:
i=1
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» Cada arco a; intersecta al plano z =t una y sdlo una vez, para cualquier t € [0, 1].
= Los arcos ay,...,a, intersectan el plano z =t en n puntos distintos para todo t € [0, 1].

A los arcos de las trenzas se les conoce como cuerdas de la trenza, y la permutacién « se conoce
como permutacion de la trenza. Si esta permutacién es trivial, entonces se dice que es una trenza

pura. Los cruces de las trenzas se denominan positivos o negativos segin el arco que pase sobre el

X

Cruce positivo Cruce negativo

otro. (Véase figura 2.1)

Figura 2.1: Cruces en los diagramas de trenzas

Definicién 55 (Equivalencia de trenzas) Dos n-trenzas By y B1 con la misma permutacion

son equivalentes u homotdpicas si existe una homotopia a través de las trenzas B¢, con permutacion
n

7, de By a B1, cont € [0,1], es decir, existe una funcion H : [0,1] x |J[0,1] — R? tal que la

i=1
n

restriccion {t} x |J[0,1] — R? es una trenza, para toda t € [0,1].

i=

Denotaremos por B,, al cociente del conjunto de n-trenzas por la relacién de equivalencia de
trenzas. Notemos que los elementos de B, son clases de equivalencia; ademds, B, representa al
conjunto de n-trenzas no equivalentes. Al conjunto de las clases de equivalencia de trenzas puras,
se le denota por PB,,.

Dadas dos n-trenzas, a y 3, podemos operarlas al unir la parte inferior de a con la superior
de § y escalarlas, para obtener una nueva trenza a la cual denotamos como «af. Es facil ver que
dicha operacién esta bien definida en B,. Equivalentemente, la composicién asocia a cada arco
a; : [0,1] — R? de la trenza o y a cada arco b; : [0,1] — R3 de la trenza 3, un nuevo arco a;b; tal

que
a;(2t si0<t<1/2
. /
bi(2t—1) sil/2<t<1
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Dado que las trenzas son sistemas de arcos, la composicion de éstas se puede ver como

a(2t) si0<t<1/2
af(t) =
Bt—1) sil/2<t<1

A esta operacion se le llama composicion.

Definiciéon 56 Una trenza elemental o; es la n-trenza formada por el cruce de la i-ésima cuerda
sobre la (i+1)-ésima cuerda. Dicho cruce es el inico cruce de la n-trenza, las n—2 cuerdas restantes
son lineas paralelas (véase figura 2.2).

FEl inverso de una trenza elemental, 0;1, es la n-trenza formada por el cruce de la (i + 1)-ésima
cuerda sobre la i-ésima cuerda. Dicho cruce es el unico cruce de la n-trenza, las n — 2 cuerdas

restantes son lineas paralelas (véase figura 2.3).

1 1+1

Figura 2.2: Trenza elemental o;.

Figura 2.3: Inverso de la trenza elemental o; L

Proposicion 57 Toda n-trenza puede ser expresada como la composicion de trenzas elementales.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre el nimero de cruces de la n-trenza.
Consideremos una trenza, «, de un sélo cruce. Tenemos que dicho cruce se forma al pasar la

j-ésima cuerda sobre la (j + 1)-ésima cuerda, o al pasar la (j + 1)-ésima cuerda sobre la j-ésima
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cuerda, para cierto j € {1,2,...,n—1}. Deésto,a =0; 6 a = O'j_l. De ésto, toda trenza de un cruce
se puede expresar como la composiciéon de una tnica trenza elemental o el inverso de una trenza
elemental.

Supongamos que cualquier trenza de k cruces puede expresarse como composicién de trenzas
elementales, con k& € IN.

Ahora, sea (8 una n-trenza con k+ 1 cruces. Podemos suponer que 3 es equivalente a una trenza
B donde k cruces estan en la parte superior y un cruce se encuentra en la parte inferior, de ésto,
[ puede escribirse como la composicién de una trenza de k cruces con una de un tnico cruce. Por
hipétesis de induccién tenemos que la n-trenza de k cruces puede escribirse como la composicién de
trenzas elementales; ademas, como se dijo anteriormente, toda trenza de un tnico cruce se puede
escribir como una trenza elemental. De ésto, 5 puede escribirse como la composiciéon de trenzas
elementales.

Por lo tanto, por el principio de induccién matemaética, toda n-trenza puede expresarse como la

composicion de trenzas elementales. m

Observemos que 0;0; = 0j0; si |i — j| > 1, con 4,5 € {1,...,n — 1} (véase figura 2.4).

Figura 2.4: 0,0, = 0,0, st |[i —j| > 1, con i,j € {1,...,n —1}.

Ademés, 0;0;410; = 054100411, con i € {1,...,n — 1} (véase figura 2.5).
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i i+1 i i+1

\_\

Figura 2.5: 0i0i4+10; = 0;4+10;0;4+1, CON xS {]., ey — ].}

Proposicién 58 FEl conjunto B, tiene estructura de grupo.

Demostracién. Consideremos la asignacion

o: B,xB, — B,
([, [8]) = [af]

donde aff es la composicion de la trenza « con la trenza 3, esto es, la trenza resultante de unir la
parte inferior de « con la parte superior de (.

Por construccién, tenemos que la asignacién es correcta. Ahora, sean

([aa], [B1]); ([az], [B2]) € Br x By

tales que son iguales, ésto es [ay] = [az] ¥ [B1] = [B2]. Tenemos que «; estd relacionada con
ag y B estd relacionada con (s, lo que significa, por la definicién de equivalencia de trenzas,
que existe una homotopia entre ellas por medio de trenzas; ésto es, existen un par de funciones
H., Hpg: iLle[O, 1]x[0,1] — R3 tales que Hy(t,0) = ay, Ha(t,1) = an, Hg(t,0) = B1y Hp(t,1) = Bo.
Consideremos la funcién G : Lnjl[O, 1] x [0,1] = R3 tal que

i

Ha(2t,5) Si0<t<1/2
G(t,s) =
Hy(2t—1,5) sil/2<t<1
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Notemos que
H,(2t,0) = sio<t<1/2
Glt.0) = (2t,0) /
Hp(2t—1,0) =05 sil/2<t<1

esto es, G(¢,0) = a1 81. Adem4s,

H,(2t,1) =« si0<t<1/2
G(t,1) = (@, 1) = /
Hy(2t—1,1) =, sil/2<t<1
es decir, G(t,1) = aafa. De ésto, a1 51 estd relacionada con s s, esto implica que [ayf1] = [25s].

Por lo tanto, o estd bien definida.

Ahora, dado de que la composicion de trenzas esta definida como la concatenacion al yutxtaponer
las trenzas, es facil ver que, dadas tres n-trenzas [a], [5], [0] € Bn, [a] o ([8] o [0]) = ([¢] o [8]) o [6].
Por tanto, o es asociativa.

Observemos que el neutro de la operacién o, 1, es la n-trenza que se compone por n lineas
paralelas, pues la composicién con dicha trenza consiste simplemente en el alargamiento de las
cuerdas de la trenza.

Sea [v] € B,,, sabemos que [y] puede esribirse como la composicién de trenzas elementales, ésto
es

_ iy _Cip _Eip
] = 0, 04y 0, >

donde r € N, i, € {1,...,n} y e;, € {+1,—1} para s € {1,...,r}. Definimos el inverso de [y] como

la trenza

Asi,

Por lo tanto, B,, es un grupo con la operacién composiciéon. ®
Proposicion 59 El grupo de trenzas B, es no abeliano para n > 3.

Demostracién. Comenzaremos con el caso n = 3. Consideremos las trenzas siguientes:
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Kot

Notemos que la composiciéon de dichas trenzas no conmuta, pues la permutacién de dichas

trenzas son diferentes, como puede notarse en la siguiente imagen.

U

aﬁ= ,ﬁa_

N

Asi, B3 es no abeliano. Ahora, para n > 3 basta con considerar las trenzas tales que los primeros

tres arcos son como las trenzas del caso n = 3 y las n — 3 cuerdas restantes, son lineas paralelas. Es

facil notar que dichas trenzas no conmutan con la composicién. Asi, B,, es no abeliano para n > 3.

]
Proposicion 60 El grupo de 2-trenzas, B, es isomorfo a Z.

Demostracion. Consideremos la funcién ¢: B, — 7 tal que a cada trenza le asigna su ntmero

de cruces, ya sean negativos o positivos (véase figura 2.6).

— 0
\‘|—> 1 LW -
J 3

)
— 7

[ L
g 2
;
Figura 2.6: Asignacion de ¢: By — Z.

Tenemos, por construccién que la asignacién de ¢ es correcta y estd bien definida.
Luego, sean «, 8 € Bs, es facil notar que p(a o 8) = ¢(a) + ¢(B), puesto que, de tener signos

iguales, al realizar la composicion, los cruces se suman pues la trenza se enrolla en el mismo sentido;
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de tener signos contrarios, la trenza se desenrrollaria hasta tener el niimero de cruces resultante de
la resta de los cruces de las trenzas originales. Ademds, ¢(1g,) = 0 por construccién. Asi, ¢ es un
homomorfismo de grupos.

Notemos ahora que Ker(p) = 1g, v Im(p) = Z, esto implica que ¢ es un isomorfismo de

grupos. Por lo tanto, Bo =2 7Z. =
Proposicion 61 Sin > 2, el grupo B, es infinito.

Demostracién. Consideremos el caso n = 2. De la proposicién anterior, tenemos que By = 7Z, lo
cual implica que B es infinito.

Ahora, para n > 2, notemos que a cada 2-trenza le podemos asociar una n-trenza con las
primeras cuerdas igual a la 2-trenza y las n — 2 cuerdas restantes como lineas paralelas. Asi, B, es

infinito paran > 2. =

2.2. Trenzas como grupo fundamental del espacio de confi-
guraciones

A continuacién se dara la segunda definicién del grupo de trenzas, probando su equivalencia
con la vista anteriormente. Los resultados pueden encontrarse también en [14] y [22], junto con
informaciéon complementaria.

Comencemos con el grupo de trenzas puras y veamos cémo podemos representarlo como el grupo

fundamental de cierto espacio.

Proposicién 62 Sea Py = (1,2,...,n) € F,(C), se tiene que
71 (Fn(C), Py) = PB,.

Demostracion. Consideremos la asignacion

v PB, — m(Fa(C),F)

con
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eB): [0,1] = m(Fa(C), )
t = (bi(t),..., (1),

donde by, ...,b, son los n arcos que conforman a §.

Sea [8] € PB,, es ficil ver que ¢(8) es un lazo con punto base P,, de ésto, la asignacién
es correcta. Notemos que dos trenzas puras a y 6 son homotdpicas si y solo si p(a) vy ¢(6) son
homotdpicas, esto es, [a] = [0] si y sdlo si [p(a)] = [p(0)]. De ésto, b estd bien definida y es

inyectiva. Ademds, ¥ es homomorfismo de grupos. Ahora, sea n € m (F,,(C), Py), sabemos que

n: [0,1] —  m(Fn(C), P)

t = (a1(t),...,an(t)),

donde a; : [0,1] — F,(C). Observemos que la trenza & de arcos ay,...,d,, donde el arco a; se
encuentra en [0,1] y es homotdpico a a; para todo ¢ = 1,...,n, cumple que ¥(&) = n. Asi, ¢ es
sobreyectiva. Por tanto,

7T1(]:7L<C)7P0) = PBn

Antes de pasar a expresar el grupo de trenzas como grupo fundamental de algin espacio, con-

sideremos el siguiente lema.

Lema 63 (Lema de los cinco, versién corta) Consideremos el siguiente diagrama de grupos y

homomorfismos.
1 Ay Ay 2 Ay 1
A
1 By —— By — B3 1
1 J2

Si cada fila es exacta, cada cuadrado conmuta y f1 y f3 son isomorfismos, entonces, fo también lo

€Ss.

Demostracién. Comenzaremos probando la inyectividad de fs. Sabemos que 14, € Ker(fs);

ahora, sea o € Ker(f2), notemos que

Ja2(f2(a)) = fa(ia());
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dado que a € Ker(fz2), tenemos que fa(a) = 1p,, por lo que ja(f2(a)) = 1p,. De lo anterior,

fa(iz(a)) = 1p,; ademds, como f3 es inyectiva, tenemos que iz(a) = 14,. De ésto,

a € Ker(iz) = Im(iy),

lo cual implica que existe 3 € Ay tal que 41(8) = « . Luego,

J1(f1(B)) = f2(i1(8)) = fa(a) = 1B,,

pues o € Ker(fs). Asi, j1(f1(8)) = 1p,, lo cual imlica que 8 = 14,, dado que f; y ji son inyectivas.

Luego,

o = Zl(ﬁ) = il(lAl) = 1A2-

Por tanto, a = 14,, implicando que Ker(f2) = {14,} v asi, f2 es inyectiva.
Procedamos ahora a demostrar la sobreyectividad de f2. Sabemos que I'm(f2) C By. Ahora, sea

b € By. Como jo, f3 € iy son sobreyectivas, tenemos que existe un a € Ay tal que

J2(b) = f3(ia(a)) = j2(f2(a)).

Notemos que

Ga(b(f2(a)) ™) = j2(0) (ja(fa(a))) ™" = 1,

de ésto, b(f2(a))™t € Ker(j2) = Im(j1), por tanto, existe ¢ € By tal que ji(c) = b(f2(a)) .

Ademss, dado que f; es sobreyectiva, tenemos que exite d € A; tal que fi(d) = ¢. Asi,

de ésto, b € Im(f2), implicando que I'm(fy) = Bs. Por tanto, f2 es sobreyectiva. Asi, fo es un

48



isomorfismo de grupos. m

Proposicién 64 Sea Py = (1,2,...,n) € F,,(C), se tiene que

71(Cn(C), [R]) = By,

donde [Py estd dada por las permutaciones de las coordenadas de Py.

Demostracién. Consideremos la asignacion

Y By — m(Cn(C),[Po])

la] — [p()]
con
P(a): [0,1] —  m(Ca(C), [P])
t = (ar(t),...,an(t)),
donde ay,...,a, son los n arcos que conforman a a.

Observemos que J}(ﬁ) es un lazo con punto base [FPy|, para toda trenza 8 € B,,; ademds, P es

un homomorfismo de grupos y el siguiente diagrama conmuta.

1 PB, B, Sn 1

T

1 ——m (Fu(C), Py) —— m(Cn(C), [R]) —— Sp —— 1

Notemos que tanto la primera como la segunda sucesién son exactas; ahora, por el lema 63,

tenemos que v es un isomorfismo. Asi,

7T1(Cn(C), Po) = Bn
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2.3. Trenzas como generadores y relaciones

En esta seccion le asociaremos al grupo de trenzas su presentacion, la cual es indispensable para
atacar el problema de la palabra. Los resultados que se veran a continuacién pueden encontrarse
en [2], [7] y [14].

Para comenzar, conideremos el siguiente resultado.

Lema 65 Seap: PB,, — PB,_1 la proyeccion dada al eliminar la n-ésima cuerda de cada trenza.

~

Entonces, p es sobreyectiva y Ker(p) = F,,—1, donde F,,_1 es el grupo libremente generado por los
elementos

oo (o1 onm1), 1<i<n— 1.

Recordemos que los elementos o; denotan trenzas elementales.

Mds atn, la sucesion exacta corta
1—F,_1—>PB,—PB,.1—1

se escinde y entonces, PB, = F,_1xPB,_1. En particular, todo elemento de PB,, se puede escribir

de manera unica como el producto de &;’s y un elemento en PB,,_1. Esto es, sea w € PB,,, entonces

~el ~ep ~

donde &; € Fr,_1,e;, ==%1,j=1,...,rnreNyw € PB,_;.

Antes de comenzar con la demostracién de este lema, es importante entender el moviviento

definido por los elementos ;, para ésto, veamos las figuras 2.7 y 2.8.
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Figura 2.8: Trenza dada por el movimiento :%;1.

Demostracién. Consideremos la funcion

p: Fn(C) — Fn-1(C)
(z1,-+ -y 2n-1,2n) = (2150 2n-1).
Notemos que cada fibra f=1((21,...,2,-1)) es homeomorfa a R2_;: =R? — {21,...,2,_1}.

Ahora, sean by € F,_1(C) y xo € f~1(by) = R2_,, tenemos por el teorema 53 que la siguiente

sucesién es exacta y p, es un isomorfismo.

v —— T (R2 1, 20) —— T (Fn(C), w9) —— T (Fr—1(C), bg) —— -+

i m (B2, mg) — T (Fu(C), 20) ——— 71 (Fr—1(C), bg) —— - — 1.



Luego, como p, es sobreyectiva, tenemos que la siguiente sucesién es exacta
I 4 Wg(fn_l(C), bo) —_— 7T1(R$L_1, l‘o) E— Wl(fn(C), Qio) L) 7T1(.7:n_1(@), bo) — 1.

Sabemos que w2 (R2) = m3(C,) = 1 (ver [6]). Ahora, observemos que mo(F;(C)) = m2(C) = 1;
ademds, dado que mo(R2) = m5(C,,) = 1 para toda n € IN y por la sucesién exacta anterior tenemos
que m2(F2(C)) = 1. De manera inductiva se tiene que my(F,—1(C)) = 1. De ésto, la siguiente
sucesién también es exacta

l1l—— Wl(IRifl,x()) *>7T1(]:n(®)7.’170) i} 71'1(.7:71,1(@),[)0) — 1.

Recordemos que 1 (C,(C), Py) = PB,,, de esto, la siguiente sucesion es exacta

P«

1—— Wl(R%_l,xo) PB, PB,-1 —— 1.

Ahora, pensemos a cada &; = (U;E1 . "0;1)0;1(0i+1 -+-0p—1) como el camino dado por la

n-ésima cuerda de la trenza resultante de dicho movimiento, de manera que Z; : [0,1] — R3.

Consideremos la funcién

v F,_1 — Wl(Rgz—lva)

IO s PRS- 25,

11 Tm 1 Tm

donde p : F,,_1 — R?, es la proyeccién a las primeras dos entradas de la funcién

& @m 1 [0,1] - R

11

Tomemos z¢g = (n,0). Notemos que la asignacién es correcta, pues, sea j' - @™ € Fj,_1,

Tm

tenemos que como funcién, es continua, ya que representa el movimiento de una cuerda; ademas,

la funcién proyeccién también es continua, lo que implica que (&5 ---27™) @ [0,1] — R? tam-

bién lo sea. Luego, sabemos que #;! ---2;™(0) = (n,0,1) y &5 --- 27" (1) = (n,0,0), dado que la

n-ésima cuerda empieza y termina en dichas coordenadas. De ésto, (27! ---2;™)(0) = (n,0) y

Y(&5 - 2m) (1) = (n,0). Asi, (&5 ---25m) € m(RZ_;,20). Es claro que ¢ estd bien definida,

i1 i i

por tanto, es funcion. Es facil ver que es homomorfismo de grupos.
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Ahora, sea a € m (R2_,,x0). Consideremos

y: [0,1] — R3

t = (pi(a®),pa(a(t)),t),

donde p1, p2 son las proyecciones a la primera y segunda entrada, respectivamente. Observemos que
y € F,_1; ademds, ¢ (y) = a. Por tanto, ¥ es sobreyectiva.

Luego, sabemos que {17, ,} C Ker(y). Sea v € Ker(¢), tenemos que

() [0,1] - R?

t ~ (n0),

lo cual implica que la n-ésima cuerda es trivial, de manera que v = 1y, . Asi, ¢ es inyectiva y, por
lo tanto, Fn—l = Wl(R%_l,l‘o).
De ésto,

1 Fn_4 PB, —2 PB,_ 1 —— 1

es exacta. Mas ain, si consideramos la funcién s: PB,_1 — PB,, que agrega un arco que lleva
la n-ésima cuerda a la n-ésima posicién, tenemos que sop = Idpg, _,. Asi, la sucesién exacta se
escinde, lo cual, por el teorema 47 y la observacién 49, implica que PB,, = F,,_1 X, PB, para ¢
dado por el teorema 47. Asi, cualquier elemento en PB,, puede expresarse, de manera inica, como

el producto de un elemento en F,,_1 y uno de PB,,_1. ®m

Teorema 66 (Teorema de Artin) Sea B,, el grupo de trenzas. Tenemos que

Bn = <01,O'2,...7O'n,1‘0'i0'j = 0404 St |Z —]| > 170i0—i+10—i = 0i4+10i0;+1, 11 = ].,.. L, — 2>

Demostracion. Sea G un grupo con presentacién

Wiy Un—1lysyy = yva si i — 31 > 2, %1% = Yir1yiirr sii = 1,...,n —2),
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probaremos que G = B,,. Consideremos la siguiente asignacién

©: F, 4 — B,
w :yfll ...yie: |_> 0';‘)11 O'f:’
donde F;,_1 es el grupo libre generado por los elementos y1,...,Yn—1-

Por la propiedad universal de grupos libres, tenemos que ¢ esta bien definida y es un homo-
morfismo de grupos. Luego, sea § € B,, sabemos que podemos expresarla por medio de trenzas

elementales, esto es,

coni; € Nye; € {+1,—1}, para todo j = 1,...,n. Tenemos que existe una palabra en F,_1,
W =y;! -y Ademds,
(p(TI)) = (p(y;l .. yf:) = 0’7?11 B ﬂ

in

Por tanto, ¢ es sobreyectiva, lo cual implica que I'm(yp) = B,,.

Denotaremos (R)< al subgrupo normal generado por las relaciones R de la presentacdn, esto es,

(R)Y = {Hgilrf"g 29 € Fy,1i € Rye; = £1}.
iel

Ahora, sea w € (R)Y, tenemos que w = [] yk_lrfi Yk, para cierto yr € Fj,,_1 y cierto cunjunto de
icl
indices I. Luego,

o([Tww riiwe) = [Tt 'ritue) = [T elwi Delrs e (u)-

i€l iel iel
Notemos que p(r;) = 1g,,, puesto que
e(yiysy; 'y; ) = oiojo;toyt =1,

si |i — j| > 2. Ademds, para todoi=1,...,n—1

-1, -1, -1 -1 _-1_-1
<P(yiyi+1yiyi+1yi yz‘ﬂ):UiUi-i-lUiUiHUi 041 =18,
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De ésto,

e(TTwi 'riwe) =TT (v 1B, ()
el el

= _eﬂlcp(yzil)so(yk)

= 1o ox
1€l

=1l1s,
iel
=1p,.
Asi, w € Ker(p). Por tanto, (R)< C Ker(yp).
Luego, sea u = y?ll x yjl:: € Ker(yp), tenemos que

Ao dey _ di L di
plu) = ely; --yjr) = o5l 05" = 1p,.

A continuacién mostraremos que podemos llevar la palabra u a la forma trivial, por medio de

relaciones en la presentacién, e inserciones y eliminacién de subpalabras de la forma y;ﬂyiF 1
Para todo k£ = 0,...,m, definimos a [, como la posiciéon de la n-ésima cuerda de la n-trenza

©(u) al final de el movimiento representado por Uzill -~-0fk’“. Observemos que como ¢(u) = 1g

n?

entonces lg = l,,, = n. Ahora, denotemos por

& = YilYi+1 - Yn—1,

parai=1,...,n—1y z, € G; ademds, x,, = 1. Observemos que ¢(«;) representa a la trenza que
envia la i-ésima cuerda a la n-ésima posicion.

Ahora, usando inserciones permitidas, tenemos que

_odi . dm
u =Y Y

~1.d ~1.d - d
= (azolyjll O‘h)(O‘z1 yj; ag,) e (alml_lyj:’alm)

Observemos que cada una de las ternas de elementos entre paréntesis tiene alguna de las siguientes

formas.

(1) (i v iy Yno1)
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Tenemos que
Wty 97 Y Wirr - Ynm1) = Wty ¥ D Wiier - Yno1)
= (Wi Ypt) " Wi Y1)

=1g.
De ésto, esta palabra es equivalente a la palabra trivial, por tanto, podemos eliminarla.

2) (e oy Dy Wisr o Yn-1)

Denotaremos esta palabra por x;.

(3) (y;il e yi_l)yi—l(yi—l T yn—l)

Denotaremos esta palabra como ;.

@) (ks Y Wit Yne1)

Notemos que

ity Dy i) = Wty Dy Wi Ynen)
= (y;il . 'yi_lyi_—ll)(yi—l S Yp—1)

= (yi—l o 'yn—l)il(yi—l o yn—l)

Esto implica que la palabra es equivalente a la palabra trivial, por tanto, podemos eliminarla.
(5) (el 9 ye (Wi yn1), con k <i— L.

Observemos que, usando las relaciones, podemos conmutar a y,fl con las otras letras, de ésto,

Wty e Wi ) =0 sy D Wi o)
= Ui (Yn1 - 9) T Wi Y1)
=yi'lc
e

Asi, podemos sustituir esta palabra por y,fl.

(6) (woly -y YE Wi+ yn—1), con k > i
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Debido a la relacién y;y; = y;y; si |¢ — j| > 1, tenemos que

Ye(Yi - Yn—1) = YilYkYit1 " Yn—1

= YiYi+1 - YeYk—1YkYk+1 " Yn—1-

Ahora, aplicamos la relacién y;y; 11y = Yir1Yi¥i+1 ¥ obtenemos

Y(Yi Yn—1) = YilYi+1 - YkYk—1YkYk+1 """ Yn—1

=YilYi+1 - Ye—1YEYk—1Yk+1 " Yn—1

Luego, de nuevo por la relacién y;y; = y;y; si i — j| > 1 tenemos que

yk(yi e 'ynfl) =YiYi+1 " Ye—1YkYk—1Yk+1 " " Yn—1

=YiYi+1 Yk 1YeYk+1YE—1Yk+2 " " Yn—1

=YiYi+1 - Ye—-1YeYk+1Yk+2 * Yn—1Yk—1

= (Y Yn-1)Yk-1-
Ahora, dado que yi (i - Yn—1) = (¥i - * - Yn—1)Yk—1, podemos notar que
Wty u D Wi 1) = (Ut y D W )Y s

de ésto,

— — + +
(e oy Dy (i 1) = vy

Notemos que, de esta manera, hemos expresado a la palabra u como el producto de elementos

de la forma y1,...,Yn—2,%1,...,%, — 1 y sus inversos. Observemos que yffil aparece Unicamente
+1
como parte de alguna palabra x; .
A continuacién, probaremos que la palabra y; ' z.;y; puede escribirse como producto de 1, . . . , Zp_1
) 7 N ) )
y sus inversos, parat=1,....n—2y j=1,...,n— 1.

o7



Sii < j— 1, tenemos, por las relaciones, que

viteiyi =y el )y Y
= (v Y)Wty Y)Y (5 Y1)
= (Wl Y)Y (U5 Yne)
_
Sii=j—1,estoes, j =1+ 1, entonces
yflxjyi = y;lmiJrlyi
=y Wty Yo Vir1 (Yit1 - Yno1)
=y Wty Y)Y (Yiv2 - Yno1)
= Wnlr i)V WY Wir2 - Yn1)
= (y;h ~~yl+2)yl yz+1yi+1yi(yi+2 “Yn—1)
= (yﬁh 2)(3/Z yi+1yi)(yi_1yi+1yi)(yi+2 “Yn—1)
= (yp 2y ’ylﬁz)(y1+1yzyl+1)(y¢+1yiy;11)(yi+2 Y1)
= Wnly Vi)Y (Ui Vi ¥y Wiz - Yno1)
= (ot Y Vi Yy Wi+ Yn1)
=Wty y )Y Wi e ) W U DY Wik2 Y1)
=Wty y v Wi Une) W U DY Wi Y1)
Wn 2y Ui Wi Witz - Yn1)
=Wty Y)Y Wi Yne) Wy U )Y e
(s v DY Wiz - Yn1)
= xi+1xixi_+11.
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Si i = j, tenemos que

yi iy =y

Yn1 Y DY (YiYhir1Yiv2 - Yn—1)Yi

(Y1 'yijr11)y12yi+1(yi+2 S Yn—1)Yi

(Yp—1 'yijr11)yi2yi+1yi(yi+2 “Yn—1)

= yfl(yn71 . 'yﬁzyﬁll)yi+1yiy?+1(yi+2 C o Yn—1)

Wnl1 Yo Wi Wir ) Yiv2 Wi - Yn—1)
(Yp—1 - .yiiFIQ)yiyz'2+1(yi+2 “Yn—1)

=y WiWnle oY) Vi Wiv2 o Yn1)

= Wnl1 UiV Wirz  Yno1)

= Tj41-
Si i > j, tenemos que y;x; = x;y;, de ésto,
Yi TiYi =Y; Yilj
=Ty.

Asi, hemos probado que las palabras de la forma y;” 1xjyi pueden ser escritas como palabras con
elementos x1,...,2Z,—1 ¥y sus inversos, lo cual implica que las palabras de la forma y;x;y; ! también

pueden expresarse como palabras con dichos elementos, pues, si i < j — 2 o ¢ > j, entonces
yzx] y'L - x] Y

sii=7j—1,

-1 -1
YixXiYy;, = Yili41y;, = Ty,

y Si i = j, entonces

—1 -1 —1
YiZiy, = VYiZiY; =T, Ti4+1Ti-

De ésto, tenemos que la palabra u, una vez escrita en funcién de

Y, " s Yn—2,T1, ", Tn—1
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y sus inversos, podemos reacomodarla, de manera que los elementos de la forma yiﬂ se encuentren

a la derecha. Asi,

p(u) = p(wr)p(ws),

donde w; es una palabra conformada por x1,...,T,_1 y sus inversos, y wy es una palabra formada
POT Y1, ..., Yn—2 Y SUS INVErSOS.

Ahora, por el lema anterior, tenemos que podemos descomponer a cualquier trenza pura, de
manera tUnica, como el producto de elementos de la forma & = (g,,—1 ... 0;1)0;1(0i+1 e On—1) Y
un elemento en PB,,_;. Notemos que los elementos de la forma (o,-1 ... 0;1)0;1(0i+1 e Op—1)
coinciden con ¢(z;), con los x; definidos en ésta demostracién y u tiene una dnica descomposicién
wyws, lo cual implica que wi es el elemento trivial en F,, 1 y wy representa el elemento trivial
el PB,,_1. Ahora, como F,,_; estd generado libremente por #i,...,%,_1, tenemos que w; puede
reducirse a la palabra trivial por medio de eliminaciones permitidas, lo cual implica que u = ws.
Recordemos que wy es una palabra dada por los elementos yi, ..., y,—2 ¥ sus inversos y representa
la trenza trivial en PB,,_;. Se sigue la prueba de manera inductiva sobre n. Asi, ker(¢) C (R)<, y
por tanto, ker(¢) = (R)*.

Luego, por el primer teorema de isomorfismos, tenemos que

By, = ¢
R
Por tanto,
Bn = <O’1,0’27 <3y 0n—-1|0i05 = 0404 si |Z —]| > 170i0i+10i = 0i4+10i04+1, sit= 1, e — 2>
]
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Capitulo 3

El problema de la palabra

El matematico aleman Max Dehn, inspirado en una pregunta topoldgica, postulo tres problemas.
Dichos problemas fueron el problema de la palabra, el problema de la conjugacién y el problema
del isomorfismo. En el presente trabajo nos enfocaremos unicamente en el problema de la palabra.
En este capitulo se dardn nociones generales de dicho problema, las cuales pueden consultarse en

(4], [12] y [23].

3.1. ;Qué es el problema de la palabra?

Para comenzar a hablar del problema de la palabra, primero es necesario conocer la definicién
de algoritmo. En esta ocasién, y para fines practicos, definiremos un algoritmo como un proceso
dado por un nimero finito de instrucciones, en el cual se obtiene el resultado después de un ntimero
finito de pasos, donde en cada uno de estos no existen dudas sobre el siguiente paso a realizar.

Es necesario recordar también que dado un grupo G con presentacion (S|R), se dice que G tiene
presentacion finita si |S|, | R| < co. Dicho ésto, procederemos a introducir el problema de la palabra.

El problema de la palabra

Sea G un grupo dado por una presentacion finita. ;FExiste un algoritmo capaz de decidir si una
palabra cualquiera, expresada como producto de los generadores de G, es la palabra vacia?.

Si existe un algortimo para el problema de la palabra en un grupo, se dice que es soluble para
este. Existen diferentes maneras de proceder al momento de dar solucién al problema de la palabra

para cierto grupo. En nuestro caso, para dar solucién a éste en el grupo de trenzas, optaremos por
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dar el algoritmo de manera explicita. Sin embargo, existen otras formas de prodecer; una de ellas

es mediante la funcién de Dehn.

Definicién 67 Sean G un grupo con presentacion finita P = (S|R) y w una palabra en los gene-

radores de G, el drea algebraica de w se define como

N
Areaq(w) := min{N|w = Ha:i_lmxi,xi € Fg,r; € Ril}.
i=1

La funcion de Dehn de P, es la funcion 0p : IN — IN definida por
op(n) := max{Area,(w)|w = lg, |lw| < n}.

La relacion entre esta funcion y el problema de la palabra esta dada por el siguiente resultado..

Proposicion 68 Sea G un grupo con presentacion finita. El problema de la palabra es soluble en

G si y solo si la funcién de Dehn de cada presentacion finita es computable (véase [4]).

En la proposicién anterior se utiliza el termino funcién computable, la cual se define como aquella
funcién que puede calcularse por medio de algin algoritmo (para més informacién al respecto
consultar [5]). Otra manera de atacar el problema de la palabra en un grupo es llevdandolo a su

forma normal, para esto es necesario definir el conjunto de formas normales de un grupo.

Definicién 69 Sea G un grupo con presentacion (S|R). El conjunto de formas normales de G, con
dicha presentacién, es el conjunto de palabras en SU S~ que incluye una y solo un representante

de cada elemento de G.

Notemos, entonces, que encontrar un algoritmo que lleve cualquier palabra en G a su forma
normal, es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho grupo, pues basta con verificar
si se trata de la forma normal de la identidad.

Es importante mencionar que basta con resolver el problema de la palabra para cierta presenta-
cién de un grupo G, pues existe una manera de llegar de una presentacién a otra. El proceso para
hacer eso posible es mediante cuatro transformaciones, llamadas transformaciones de Tietze y
son dadas de la siguiente manera (para més informacién consultar [12]).

Sea (91,92, ..|r1,72,...) una presentacién de un grupo G. Tenemos las siguientes transforma-

cione de Tietze:
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= Si las palabras wi,ws,... pueden ser llevadas a la palabra vacia mediante una cantidad fi-
nita de operaciones elementales con r1,79,..., entonces anadimos wi, ws, ... al conjunto de

relaciones de la presentaciéon de G

= Si algunas de las relaciones r;,,7;,,... pueden ser llevadas a la palabra vacia mediante ope-
raciones elementales con algunas otras relaciones de la presentacién, entonces eliminamos

TigsTigy e

= Siug,us,...son palabras en g1, go, . .., se agregan los simbolos hq, ho, ... a los generadores y

las relaciones h; = u1, hy = uo, .. ..

= Si algunas de las relaciones de la presentacién es de la forma g¢., = v1,ge, = v2,..., donde
Jer» Jes, - - - SON generadores de Gy vy, vs,... son palabras en las que no aparecen los gene-
radores ge,, ge,, - - .. Se eliminan g, , ge,, - . . de los generadores y g., = v1,ge, = V2,... de las
relaciones; ademads, se sustituyen ¢ge,, ge,, - - . POr v1,vg,... en el resto de las relaciones.

Asi, basta con resolver el problema de la palabra para un presentacién especifica de un grupo,

para afirmar que es soluble en éste.

3.2. Ejemplos

Ya que conocemos de qué trata el problema de la palabra, es necesario, para una mayor com-
prensién de éste, realizar algunos ejemplos que sirvan como preambulo para nuestro objetivo inicial,

el cual, recordemos, es dar solucién al problema de la palabra en el grupo de trenzas.

Ejemplo 70 El problema de la palabra es soluble para el grupo G dado por la presentacion
{a,b,claba™b 1 beb™ et aca™ et (7).
Observemos que el conjunto de formas normales de G estd dado por
N = {a'b™c"|l,m,n € Z,0 <n < 7},

pues cualquier elemento de dicho conjunto estd en G, por ser producto de sus generadores; ademds,

si tomamos una palabra w en los generadores de G, por las primeras tres relaciones, tenemos que
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los generadores conmutan entre si, de manera que podemos llevar a w a la forma

w=alagl2 ... .glepmipmz .. pMagniene L Cr

donde ly,....l,,m1,...,mg,n1,....,n € Z y p,q,r € NU{0}. Ahora, sean I = I3 + --- + I,

m:m1+---+mqyn’znl—i—---—i—nr, tenemos que

’
w=a'b"c";

O / 4
como el orden de ¢ es 7, por la cuarta relacidn, tenemos que ¢ = c", donde n =n' mod 7. Asf,

w = alb™c" € N,

por lo que G = N. Observemos que cada palabra en G puede ser expresada de forma unica como
elementos de N, de manera de N es, efectivamente, el conjunto de las formas normales de G.
Como se menciond con anterioridad, encontrar una manera de expresar una palabra en los
generadores de G en su forma normal es equivalente a resolver el problema de la palabra en dicho
grupo, pues basta con verificar si coincide con la forma normal de la palabra vacia, que en este caso

seria 1g = a®b%c®. Por lo tanto, tenemos que el problema de la palabra es soluble en G.

Ejemplo 71 Consideremos el grupo abeliano Z". Tenemos que dicho grupo estd dado por la pre-

sentacion

1 —1

-1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1
(01,02, ..., 0 JonOoa] "ag , Q1OBQT Qg ., Q100 O Qa0 O e, Qa0 Qg

-1 -1 1 -1
ey Q2O 100, — o0l 1y Oy 2O Ol Ol Y Q1 Qe Oy~ Qi ).

El conjunto de formas normales de Z" estd dado por el conjunto

M =A{af'as?---atrler, ..., e, € Z},

pues cualquier elemento de M se encunetra en Z", por ser producto de sus generadores; ademds,
si tomamos una palabra w en los generadores de Z™, por las primeras tres relaciones, tenemos que

los generadores conmutan entre si, de manera que podemos escribir a w como
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— o1 ,d2 dn
w=ay'ag’ - ap" €M,

donde dy,ds, ..., d, € Z, por lo que Z"™ = M ; ademds, cualquier palabra en ZI™ puede ser expresada
de manera unica como un elemento en M, por lo que se comprueba M es el conjunto de formas
normales de 7.

Ahora, para la solucién del problema de la palabra en este grupo, tenemos que dada una palabra
en Z" basta verificar si su representacion como elemento de M coincide con la de la palabra vacia,

la cual es 1zn = afad---al. Asi, tenemos que el problema de la palabra es soluble en Z™.

Los ejemplos anteriores muestran de manera explicita como dar solucién al problema mediante el
conjunto de formas normales de un grupo; acontinuacién, daremos un ejemplo en el cual la solucién

se haga directamente con la presentacién del grupo.

Ejemplo 72 El grupo libre en n generadores F,,, con n € INU {0}, tiene problema de la palabra
soluble. La prueba se verd a continuacion.

Como F,, es libre, tiene una presentacion de la forma

Fn = <$1,x2,...,$n|@>-

Observemos que no tiene relaciones. Dicho ésto, sea w una palabra en los generadores de F,, se

Yoi; como w es una palabra, tenemos que tiene

eliminan las subpalabras de la forma zix; " y x;
longitud finita, por lo que este proceso se repitird un numero finito de veces. Finalmente, se verifica
st la palabra resultante a este proceso es o no la palabra vacia. Notemos que este algoritmo da,

efectivamente, solucion al problema de la palabra en F,.

Dado que ya conocemos el problema de la palabra y algunos ejemplos en los que éste es soluble,
uno podria preguntarse si realmente existen grupos para los cuales no lo sea; la respuesta a esta
pregunta es afirmativa. Los primeros en probar la existencia de grupos con problema de la palabra
no soluble fueron P. S. Novikov y W. W. Boone, quienes realizaron sus construcciones de manera
independiente. Puede consultarse sobre dichas construcciones y algunos otros ejemplos donde el

problema de la palabras es soluble y no soluble en [3], [10] y [27].
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Capitulo 4

El problema de la palabra para los

grupos de trenzas

En este 1dltimo capitulo nos concentraremos en tratar de dar solucién al problema de la palabra
en el grupo de trenzas. Recordemos que en los primeros capitulos definimos dicho grupo y mostramos
construcciones equivalentes; una de las cosas importantes vistas, es que el grupo de trenzas tiene

una presentacién finita dada de la siguiente manera.
Bn = <(')'1,(')’27 e 70'n—1|0'i0'j =0,0; si |’L —_]| > 1,0','0’1‘_;'_10'1' = 0i{4+10i04+4+1, Sl 1= 1, ey, — 2>

La presentacion del grupo de trenzas es un tanto mas complicada que la de los ejemplos vistos
anteriormente, por lo que dar solucion al problema de la palabra en dicho grupo, representara un

mayor esfuerzo y uso de herramientas.

4.1. El problema de la palabra para los grupos de trenzas
clasicos

Es importante resaltar que la solucién que se dara a continuacién funciona para cualquier trenza,
en cualquier nimero de cuerdas. Ademas, el algoritmo da una solucién tanto para el grupo de trenzas

como el de trenzas puras, para ver esto, basta con ignorar el paso 1 para obtener la solucién para
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el grupo de trenzas puras.
Teorema 73 El problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas.

Demostracion. Sea § € B, procederemos a verificar si 8 es, o no, la identidad. Describiremos
dicho proceso mediante pasos.

Tenemos que B estd dada como producto de sus generadores. Asi,

_ e1_ex . _enm
B =o;lo;; o™,

Tm

donde i; € {1,2,...,n—1},e; € {1,-1},j=1,2,...,my meIN.

Paso 1 Si la permutacién de la trenza § es no trivial, entonces f no es la identidad. De lo
contrario, se procede a realizar los siguientes pasos.

Paso 2 Para cada k = 0,1, ..., m definimos el indice j; como la posicién de la n-ésima cuerda

después del movimiento oy!oj? - - - 0. Ahora, definimos la palabra a; como
Qf = 0041 " On—1,

para cada i = 1,...,n — 1. Notemos que, dado que la permutacién de la trenza es trivial, entonces
jO :jm =n y O[jo = a]m = an'

Paso 3 Mediante insercciones, llevamos la trenza ( a la siguiente forma

—1 —1 —1
B=(aj, ofaj ) o2 ay,) - (a;  0i,,),

donde cada terna de elementos tiene alguna de las siguientes formas.
-1 -1

1 (07L—1 0y )Oi(ai+1 T Un—l)

2 (05207 )07 (041 on1)
-1 -1

3 (0, 10y )oic1(0im1- - 0n_1)

n—1 i

4 (0,007 oy (oimy e on)
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Paso 4 Para las ternas de la forma 1. Tenemos que

(ot o7 Yoiloipr - 0n1) = (0i 0n_1) " HOi0ir1 - On_1)

=1p,.

Asi, procedemos a eliminar todas las ternas de la forma 1.

Paso 5 Para las ternas de la forma 2, observemos que

-1 -1 "

(Oplq:e g; )0i—1(0io1 - On_1) = T4,

donde Z; son las definidas en el lema 65, de manera que &; € F,,_1.
Entonces, intercambiamos las ternas de esta forma por Z;.

Paso 6 Para las ternas de la forma 3, observemos que

(A "Ui_l)ai—l(ai—l e Opo1) = 551:11,

donde #; !, € F,,_1. Asi, intercambiamos las ternas tipo 3 por ;%

Paso 7 Para las ternas de la forma 4, tenemos que

-1 —1 1 1

(o, o7 o (oim1 - ronm1) = (0t 07 o) (01 ont)
= (0j_1- "Un—l)_l(ai—1 COp—1)

:1Bn

Entonces, eliminamos las ternas de la forma 4.
Paso 8 Para las ternas de la forma 5. Recordemos, de las relaciones de la presentacion del

grupo que trenzas, que 0,05 = 050, si |[r —$| > 1, con r,s € {1,...,n — 1}, lo cual implica que

-1

-1 =o010,. De ésto, para k < i — 1, tenemos que |i — k| > 1, y asf

0.0
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ort(oiono1) = (0,107 Noor (0ig1 - onst)

= (0,107 ) (040i41)05 (0i2 Tp1)

= (0,21 07 )00 op1)op!

(0i - On_1) Hos- - 0n71)031

I
Q
Ead

Entonces, sustituimos las ternas de la forma 5 por 0’2:1.
Paso 9 Para las ternas de la forma 6. Para k > i.

De la relacién 0,05 = 050, si |r —s| > 1, con r,s € {1,...,n — 1}, tenemos que

0i(0i - -on_1) =(0i Ok—2)0k(Ok—10% - Opn_1)

= (0 05—2)(OkOk—10k)(Okt1 - On_1)

Ahora, de la relacién ¢,.0,410, = 0,110,041, parar € {1,...,n — 1}, tenemos que

k(0 opn_1) =(0; 0k—2)(Ok—10%k0k—1)(Ok+1 " On—1)

= (O'i . Uk)Uk—l(Uk+1 . Un—l)-
Luego, usando de nuevo la relacién o,.05 = 050, si |r — s| > 1, tenemos que
op(oi-on_1) = (0 0k)(Oht1 On_1)0k—1
=(0;" " On_1)0k_1-
De esto,
1

(o721 07 Yow(oi---ono1) = (0721 07" )03 One1)oh—1

=(0; 0p_1)" oj - On_1)0K-1

= O0k—1-
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Ademis,

(g*l .. .0;1)0;1(02, e Op_1) = (U;il ... 0;10;1>(0i e Op_1)
= (op(oi-+0p_1))"Hoi - 0n1)
= ((0;+ On-1)ok—1) " (os - on_1)

=0, 4(0i - On—1) Mo On_1)

G ..U;l)gkil(gi e Opl1) = gki_ll,

Entonces, intercambiamos las ternas de la forma 6 por U,:El.

Paso 10 Notemos que después de los pasos anteriores, reducimos 3 al producto de términos de

la forma 21, %5, ...,%H_1,01,02,...,0,_2 y sus inversos. Observemos que o,,_1 aparece unicamente

, A 1 . . .
como parte de algin #;T1. Ahora, probaremos que parai =1,...,n— 2 yvj=1,...,n—1, se tiene
que U{la:jai puede escribirse como producto de Z1,...,Z,_1 y sus inversos.

Si i < j — 1, tenemos, por las relaciones, que

oitajoi= oy (0,0 05y)0(0g o)

oi o) (o, 0y )o(0) on)

Opty 05005 o)
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Sii=j—1,estoes, j =1+ 1, entonces

o \&joi =0, %110
=0y 1(% 1° z+2)01+1(az+1 “Op—1)
—1
=0; (Un 1° 2+2)U +1(0’i+2"'0n71)
1 -1 _2

— —1
Op—1"""0,42)0; Uz+1ai(oi+2 e O—nfl)

- —1
Opl1" " 0iin

5)07  0i10i410:(0isa  On1)

Op—1"""0; 12 (U O—z+10—1)(0;10i+107§)(0i+2 te Jnfl)

( )

( )

( )
= (011"'01+12)(Uz+101 z+11)(ai+10'750;;,_11)(0i+2"'O'nfl)

(o 71"~01+12)02+10'7,( ;_110“101-)0;‘_11(0”2...Unil)

(0,11 075)0i410:0507 (Ciya - On_1)

(o7t 075)0i41(0i1 - one1) (0, Ly - 0710030, (02 -+ opt)
= (0 - z+12)02+1(01+1 Unfl)(aﬁh"‘0@11)01'01'(%“"'Jn71)
(Unfl"'0;1)01';1(0#2”‘07171)

= (0711070 (Oir - on) (07t 07 )oi(0i - 0mn)
+ +

(opty - 0;:00;11(0#2 ceOp_1)

-1
= ZL‘H_l.’Eil’H_l.

Si i = j, tenemos que

ai_lﬁsjai = cri_lfcioi
= O'i_l(O';il w0 1)oi(050i410540 - 0n1)0;
=0, 0,2y 0711070041002 - 0p1) o
=0; Yo,y 07311)020i4101(0i2 - On1)
=0, (0,2, 075051 1)0i410:0% 4 (0ig2 -+ 0n1)
= 0-72_1(0-;11 Tt 0;2)(0;11‘71'-5-1)‘71‘01'24-1(0i+2 S Op—1)
= Uz‘_l(‘fgil T Ui_+12)‘7i‘7¢2+1(‘7i+2 S Op—1)

=0; 0i(0, -1 Uﬁ12)01'2+1(0i+2 C e Op-1)

= (U;L Tt U;+12)01‘2+1(Ui+2 C e Op—1)
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Si 4 > j, tenemos que 0;2; = Z;0;, de ésto,

-1 — -1 LA
o, %o =0, 0L

=Ty.

Asi, hemos probado que las palabras de la forma o, 1§:jcri pueden ser escritas como palabras
~ ~ . . . P
con elementos £1,...,%,-1 y sus inversos, lo cual implica que las palabras de la forma o0;%;0;

también pueden expresarse como palabras con dichos elementos, pues, sii < j—2 0 7 > j, entonces

Ao =1
0;X;0, = Ty,

sii=7j—1,

~ -1 o —1 o
0;Tj0,; = 0;XTi410; = = Ty,

y si ¢ = j, entonces

A —1 A —1
0;X;0, = 0;Ti0;

Ahora, utilizando lo anterior, expresamos a § de manera que los elementos de la forma aiﬂ se
encuentren a la derecha, obteniendo

ﬂ = wiwa,

donde w; es producto de &1, ..., ZT,_1 y Sus inversos, y wy es producto de o1, ...,0,_2 y sus inversos.

Paso 11 Tenemos que 8 = wiws, donde wy es producto de &1,...,%,_1 y Sus inversos, y ws es
producto de o1,...,0,_2 y sus inversos. Ahora, del lema 65, tenemos que esta manera de expresar
a 8 como producto de un elemento de F,,_1 y uno de PB,,_; es tUnica.

Repetimos los pasos 2 a 11 con la palabra ws de manera que podamos expresarlo como el
producto de un elemento de F,,_o y uno de PB,_5. Volvemos a realizar este proceso hasta obtener
a [ expresada como el producto de elementons en un grupo libre.

Paso 12 Reducimos cada una de las palabras en el grupo libre al igual que en el ejemplo 72. Si
obtenemos la palabra vacia, entonces 5 = 1p, , de lo contrario, 8 # 1p,,.

Este algoritmo demuestra que el problema de la palabra es soluble para el grupo de trenzas. m

Para ilustrar mejor el funcionamiento de este algoritmo consideremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 74 Consideremos la trenza v € By definida por la palabra

_ -1 -1 -1 _—-1_ -1
Y =0y 030109 01020109 03 07 .

Paso 1 Tenemos que la trenza tiene la forma dada en la figura 4.1.

[

Figura 4.1: Trenza . Ejemplo para el algoritmo del problema de la palabra.

Observemos que la trenza no tiene la permutacion trivial, de manera que procedemos a realizar
los siguientes pasos.

Paso 2 Tenemos que, para esta trenza, los subindices ji estdn dados de la siguiente manera.

j0:47 j1:4a j2:37 j3:37
j4:27 j5:1; j6:]-7 j7:27
Jjs=3, Jjo=4 Jio=4

Paso 3 Reescribimos a vy como

v = (a; oy au)(ay tosas) (o3 oras) (az toy tas) (ay toron)

(ay'oron) (07 'oras) (0 tog tas) (ag tog tay) (o toy Tay)

73



Paso 4 Eliminamos las palabras de la forma 1, de manera que

1 1

o7 o) (o tosas) (o5 oras) (o5 oy !

v = (ay as) (o o)

(a7 'oaon)(a 'oran) (0 toy M as)(ag oy tau) (g oy o)

= (o3 "oy tau) (g osas) (ag ' oras) (a5 oy tas) (ay Toran)

1 1

(a7 'ozan)(ay tog tas) (g tog tau)(ag toy T ay)

Paso 5 Intercambiamos las palabras de la forma 2, por &1, de esto

Lo tag)(ag tozas) (g toras) (ag toy tag)(ag toran)

7 = (ay
(a7 tosan)(ag toy tag)(ag o au) (o toy o)

1

= (ag oy tas)(a)  osas)(az toras) (g toy tas)(ag toran)

(aflagal)i‘gafcg (042101_1054)

Paso 6 Intercambiamos las palabras de la forma 3 por i‘i__ll, ast

v = (og oy taw) (g tosas) (a5 oras) (a5 05 Tan) (ag Loran)
(a;lagal)igﬁg(ailofla@

1 1

= (o3 "oy au)dz (a5 or0s) (05 'oy Tan) @y !

-1 P S |
(o7 “o201)Tods(ay o] ")
Paso 7 Eliminamos las palabras de la forma 4, de manera que obtenemos

v = (ag'or  au)ds oz toras)(ag toy tan) !

(af102a1)£2§:3(a2101—1a4)
= (g oy taa) 2y (a5 torag)it

(a7 tosay)dads(ay oy ay)
Paso 8 Intercambiamos las palabras de la forma 5 por okﬂ, de ésto,

v = (og oy law)iz (a5 oras)dy !

(al_lagoq)a%ga%g (a;lafloq)

a1 a1/ -1 NS
=0y &3 012y (ay o20n)@2ds0;
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Paso 9 Intercambiamos las ternas de la forma 6 por alf_ll, ast,

—la—1_ ~—1/ —1 f a1
o1 &3 0127 (o] “o201)T2d30]

afliglaliflﬂfcgiﬁgafl

1Al _ a—1_ A oA 1 iy
Paso 10 Tenemos que v = 0 23 01&] 0128307 . Ahora, procederemos a reescribir a vy de

manera que los Z; se encuentren a la izquierda y los o; esten a la derecha.

—1a—1 —1, _ 1
Sabemos que o] ‘&3 o1 = (0] ‘&301)" =25, de esto,

Luego,

U;liﬁgla'li'flo'l"fgi'gafl

i3t o1 dadsoyt

i3l oy dadso?

i’;liflUlﬁQJflJliﬁgUfl

Recordemos que o1@907 t = &1, de ésto
1 ’ )

. A1 . .
Ademds, o1&30] = = 3. Asi,

£§1£f101£20f1019&30f1

iy tiytdondgor

1-—1

1%10152'30;1

De manera que, al finalizar este paso, obtenemos v = @gliflilig.

~—1 A

Paso 11 Procedemos a eliminar las palabras de la forma 5516:;1 y &; Z;. De manera que obte-

nemos lo siguiente.

Al finalizar este paso obtenemos v = 1.
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Paso 12 Notemos que representamos a y como la palabra vacia. Asi, v = 1p,.
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