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RESUMEN de la Tesis de Diego Francisco Alcaraz Ubach, presentada para
la obtencién de la Licenciatura en Matemadticas Aplicadas. Ensenada, Baja
California, México, septiembre de 2015.

RECONOCIMIENTO DE PATRONES EN IMAGENES
DIGITALES USANDO MASCARAS DE HILBERT BINARIAS
DE ANILLOS CONCENTRICOS

El reconocimiento de patrones en imédgenes digitales es un campo de inves-
tigacién relevante para distintas dreas. Existen sistemas de reconocimiento
de patrones que ayudan a automatizar la clasificacién de objetos mediante
imigenes capturadas con un microscopio, donde en algunos casos el tamaio
o escala de los objetos a estudiar no varia, a diferencia de su posicién y orien-
tacion. En este trabajo de tesis se desarrolla un sistema de reconocimiento
de patrones en imdgenes digitales invariante a posicién y rotacién, funda-
mentado en la teoria de la transformada de Fourier y de la transformada de
Hilbert. Para esto, se generan dos mdscaras binarias de anillos concéntricos
que surgen del estudio de la transformada de Hilbert radial, las cuales son la
base para que el sistema de reconocimiento de patrones en imédgenes digitales
sea invariante a rotacion.

Palabras clave: Reconocimiento de patrones, procesamiento de imégenes,
transformada de Fourier, transformada de Hilbert, méscaras Hilbert.
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Introduccion

El reconocimiento de patrones es un drea de interés en los sectores social y
econdmico, en distintos campos de la ciencia y en el desarrollo de tecnologias,
por citar sélo algunos ejemplos. Desarrollar nuevas aplicaciones, algoritmos
y técnicas mas eficientes y mejores tecnologias, es una tarea multidiciplinaria

en donde participan ingenieros, fisicos, matematicos, entre otros.

Las aplicaciones del reconocimiento de patrones se pueden clasificar en
los siguientes grupos: comunicaciéon entre las computadoras y el hombre,
biomedicina, fisica, aspectos de seguridad, estudio y estimacion de recursos
naturales, estereologia, industria y robética e inteligencia artificial [1]. La
mayoria de las aplicaciones del reconocimiento de patrones, correspondientes
a los grupos mencionados, estan basadas en herramientas que surgen del es-
tudio de distintas ramas de las matematicas. En particular, el reconocimiento
de patrones en imdgenes digitales se sustenta, en gran medida, en concep-
tos y resultados del andlisis funcional. Ademas, las teorias de la estadistica
paramétrica juegan un papel esencial para dar validez a las aplicaciones desa-
rrolladas en esta érea.

En general, para desarrollar aplicaciones de las matematicas se parte de
conceptos o resultados ya estudiados y algunas veces no se presta suficiente
atencion a las bases tedricas de éstos. En ocasiones, adentrarse en la teoria pa-
rece innecesario por fines practicos; sin embargo, conocer, estudiar y plasmar
de donde o como surgen dichos conceptos o resultados amplia el panorama
y aumenta la posibilidad de encontrar otras aplicaciones, ademas de ser una
actividad enriquecedora en todos sentidos, tanto para el lector como para el
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que redacta. Desde esta ultima prespectiva, en este trabajo se presenta parte
de la teoria de la transformadas de Fourier y de Hilbert, junto con un siste-
ma digital de reconocimiento de patrones en imagenes digitales invariante a

posicion y rotacién basado en dichas transformadas.

La transformada de Fourier ha sido ampliamente estudiada y aplicada en
el campo del reconocimiento de patrones, por esto se introduce tinicamente
parte de la base tedrica del anélisis de Fourier y se desarrolla la teoria nece-
saria para relacionar la transformada de Fourier con la de Hilbert, ademas,
se establecen los fundamentos utilizados para la implementacién del sistema
digital de reconocimiento de patrones. Por el contrario, la transformada de
Hilbert no es reconocida del todo por su utilidad en el reconocimiento de
patrones en imagenes digitales, sus principales aplicaciones son en el area de

procesamiento de sefiales unidimensionales.

Una ventaja de la transformada de Fourier, es que las aplicaciones de ésta
para funciones de una variable se extienden de manera natural para funcio-
nes multivariables. Desafortunadamente, la transformada de Hilbert no tiene
esa ventaja; al calcular la transformada de Hilbert de senales bidimensionales
(por ejemplo imégenes) no se obtienen los mismos resultados que para senales
unidimensionales. Por ello, se han propuesto distintas transformadas de Hil-
bert con el objetivo de extender las aplicaciones de una a dos dimensiones.
Entre dichas propuestas, se encuentra la transformada de Hilbert radial [2,3],
a partir de la cual se elaboraron dos méscaras binarias de anillos concéntricos
para lograr la invariancia a rotacion, a las cuales se les denoniné mdscaras
Hilbert.

Este trabajo se divide en cinco capitulos. En el primero, se describen los
fundamentos tedricos de la transformada de Fourier y de la transformada de
Hilbert. Adema4s, se sientan las bases matemaéticas del sistema digital de reco-
nocimiento de patrones, desarrollado a partir de la transformada de Hilbert
radial. El segundo capitulo trata sobre los fundamentos del reconocimiento
de patrones en imégenes digitales. El tercer capitulo describe la metodo-
logia para el desarrollo del sistema de reconocimiento de patrones invariante
a posicién y rotaciéon. En el cuarto capitulo se muestran los resultados y
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la validacion del sistema. Finalmente, en el capitulo cinco se presentan las

conclusiones.



Capitulo 1

Fundamentos matematicos

Este capitulo trata sobre la teoria de la transformada de Fourier y de
la transformada de Hilbert para funciones de variable continua y discreta.
Ademas, se introducen los conceptos de serial e imagen digital y se mencionan
algunas aplicaciones de la transformada de Hilbert en el procesamiento de

senales.

1.1. Transformada de Fourier

Los origenes del analisis de Fourier se remontan al estudio de algunas
ecuaciones diferenciales parciales. A mediados del siglo XVIII, personajes
como D’Alembert, Euler, Daniel Bernoulli y Lagrange propusieron series tri-
gonométricas como solucién general al problema de la cuerda vibrante [4].
Posteriormente, a principios del siglo XIX, Fourier estudié el tipo de fun-
ciones que admiten representacion en series trigonométricas. De todas estas

contribuciones, surge lo que hoy se conoce como series de Fourier [6].
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1.1.1. Series de Fourier

Debido a que la transformada de Fourier se deriva de las series de Fourier,
presentar la definicién de esta transformada no tiene mucho sentido si antes
no se muestra qué son y de dénde provienen las series de Fourier. Aun cuando
el estudio de las series de Fourier surgié de proponer series trigonométricas
como soluciones generales a ecuaciones diferenciales, gracias al desarrollo del
analisis funcional en el siglo XIX es posible introducir las series de Fourier
desde otra prespectiva.

Lldmese Cla,b] al conjunto de funciones continuas cuyo dominio es el
intervalo [a, b], con valores en C. Al ser un conjunto de funciones continuas,

es facil mostrar que Cla,b] es un espacio vectorial.

Es posible definir distintos atributos entre funciones pertenecientes a
Cla,b], como el producto escalar, definido para f,g € Cla,b] de la siguiente
manera:

b
(f.g) = / f(@)g(@d, (11.1)

donde g(z) denota el complejo conjugado de la funcién g.

En un espacio vectorial V con dimensién finita, todo v € V puede expre-
sarse como una combinacién lineal de elementos de alguna base 3. Si V es de
dimensién infinita, la base # no es de cardinalidad finita; para este caso, si
[ es una coleccién numerable de vectores, cada v € V se puede representar
mediante una sucesion de sumas parciales que son combinaciones lineales de
los elementos de 3, es decir, mediante series. Como es posible encontrar una
infinidad de funciones continuas linealmente independientes en [a, b], una ba-
se para C[a,b] no es de cardinalidad finita. Por ejemplo, una base para el

espacio vectorial C[—m, 7| es el conjunto de funciones
{1,eiiz,eﬂiz,ei3iz,...,ei"",...} , (1.1.2)

teniendo en cuenta la férmula de Euler: e®* = cosx + isenz, se tendria una
forma de expresar a funciones continuas en el intervalo [—m, 7] mediante
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los elementos de (1.1.2), es decir, mediante series de senos y cosenos (series
trigonométricas) [4].

Para demostrar que el conjunto 1.1.2 es una base de Cla, b], se tiene que
s
<17 eimaz> — / e—imzdx

™
= / [cosmx — i senmz| dx

—T

—/ cosm:z;da:—i/ sen mxdx (1.13)

—T —T

senmax

T=Tr

r=m .cosmx
+ 1

m
=0,

r=—7 m T=—7

por lo que 1y €™ son ortogonales, para m € Z. Por otra parte, tomando el

imx inT

producto escalar entre ¢™* y "™ con m,n € Z, se obtiene

T
<€zmz, eznm> _ ezmze—znwdx
-7

_ /_ " gitm=n)e g, (1.1.4)
- /W cos|(m — n)a]dz + i /ﬂ sen[(m — n)a]dz.

—T —T

Si m # n, entonces
sen[(m —n)z]|"~" cos[(m —n)z] |
e AULBILY | _ AR T A

T=—T

<eimx7 e'mx> _

m—-—n m—n

P (1.1.5)
pm— O’

lo que indica que ey €™ son ortogonales entre si. Si m = n, entonces,

<€imx7 eimc> — / d.TJ

—r (1.1.6)
= 2.

De las ecuaciones (1.1.3), (1.1.5) y (1.1.6), queda determinado que el conjunto
(1.1.2) es ortogonal. Dado que C[—, 7] estd contenido en el espacio de Hilbert

L?[—m, 7| y cualquier conjunto ortogonal de un espacio de Hilbert forma una

base [5], el conjunto {1, e*® 2w £z etnir A genera a C[—, 7.
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Suponiendo que la serie Y 7 ¢,e™ converge uniformemente en el in-

tervalo [—m, 7] a una funcién f(z) continua en [—, 7], es decir,

f(x) = Z cne™ (1.1.7)

n=—oo

entonces los coeficientes ¢, se pueden calcular tomando el producto escalar

imx

entre f(z) y ", como:

<f(x)7eimac> _ < Z cneinm7eimm>

n=—oo
oo

—_ § <Cn€mm, 61mm>

n=-—0oo

(1.1.8)

o

_ Z Cn <einx’eimx>

n=—oo

= 27e,,.

De aqui, se tiene que

= 2 (1),

1 /7 ' (1.1.9)
=5 /_7r f(z)e "™ dz,

para m € Z [7].

A la ecuacién (1.1.7), se le conoce como la serie de Fourier compleja de
la funcién f(z) en el intervalo [—m, 7], donde los coeficientes ¢, se calculan
mediante la ecuacién (1.1.9). Si la funcién f es periddica, con periodo 27, se
puede obtener su serie de Fourier no sélo en el intervalo [—m, 7]. Si la funcién
f(t) esté definida para valores t € [a, b], la transformacién

27(t — a)

r="—0— (1.1.10)

con L = b — a, hace que f(z) quede definida en el intervalo [—m, x| [7]. De
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esta forma,
flz) = Z €™
=Y el
e (1.1.11)
i2nmwt —i2nwa o
= Z cpe Loe L e
_ Z Cneimlljrte—ﬂl:nwa(_l)n.
Por otra parte,
1 [ _
Cn = oo e " f(x)dx
™ —T
1 % reiea 2
L[ e
27 J, L
L (1.1.12)
:L/ e L e L e"f(t)dt
1 b —i2nwt  i2nwt n
=7 [ et et (—=1)"f(t)dt.
Entonces, sustituyendo la ecuacién (1.1.12) en (1.1.11),
fla) =" de i, (1.1.13)
con
1 b - 2nm
dn:L/ flz)e "L %dx. (1.1.14)

Por lo tanto, una funcién continua f(x) en el intervalo [a,b], se puede

expresar como

00
f({ﬁ): Z CneiQnm/ox,

n=—oo

en donde los coeficientes ¢,, se calculan mediante

C, = 1/bf(x)e—i2n7ruoxdx
n — L . )

(1.1.15)

(1.1.16)
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con vy = % En particular, para alguna funcién periddica f(x) continua con
periodo T, se tiene que

flz) = i e (1.1.17)

1 [z o
Cn = — f(z)e oy, (1.1.18)
TJ-g

para la cual vy = 7 representa la frecuencia fundamental de f(z). También
se puede expresar la serie de Fourier compleja de la funcién f(x) en términos

de la frecuencia angular w:

fla)y= > cpe™o, (1.1.19)
T
1 [z .
Cp = / fz)e ™% dy, (1.1.20)
TJg
en donde wg = 2%

Convergencia de las series de Fourier

Si la serie
oo
> cpenme, (1.1.21)
n=—oo

converge uniformemente a la funcién f(x), es posible calcular los coeficientes
¢, para obtener la serie de Fourier compleja de la funcién. Por otro lado,
teniendo una funcién f(z) es posible determinar cuando admite representa-
cién en series de Fourier, es decir, se pueden establecer condiciones para la
convergencia de la serie de Fourier de la funcién.

Si una funcién f : [a,b] — C satisface que f(x) tiene unicamente un
numero finito de discontinuidades en [a, b], tiene un nimero finito de maximos

y minimos en [a, b], y es absolutamente integrable en [a, b], entonces la serie

D e (1.1.22)

n=—oo



I. Fundamentos Matematicos

10

converge a 5[f(z+) + f(z—)]. A las condiciones anteriores, se les denomina

condiciones de Dirichlet [8].

1.1.2. Integral de Fourier

La serie de Fourier de una funcién, se puede extender a la recta real. Para

el caso de funciones definidas en [a, ], se hace tender L a infinito; y, para

funciones con periodo T, se toma, el limite cuando 7" tiende a infinito. Ambos

casos dan lugar a la integral de Fourier [9].

Si la funcién f(x) admite representacién en series de Fourier dentro de

un intervalo [a, b], entonces,

00
f(l’): Z Cneﬁnm/om,

n=-—oo

==
<

con vy =

b
Cn = L/a f(z)e 2oy,

Sustituyendo la ecuacién (1.1.24) en (1.1.23),

> b
f(l’) — Z |:i/ f(S)eiQnTrVost] eiQ‘ﬂ'VOZ‘.

n=—oo

Como vy = %,

oo

b
f(x) — Z |:/ f(S)e—i27L7ruost:| 6i2mw0331/0.

n=—oo

Sea Av = vy, entonces nvy = nAv 'y

o b
f(x) — Z |:/ f(s)e—iQnTrAusds] eiQnTrAuxAV.

n=—oo

(1.1.23)

(1.1.24)

(1.1.25)

(1.1.26)

(1.1.27)
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En el limite cuando L tiende a infinito, nAv tiende a v y Av tiende a dv.
Por lo tanto, la ecuacién (1.1.25) se convierte en

f(z) = / Z [ / Z f(s)ei%”sds} e dy, (1.1.28)

a la cual se le conoce como la integral de Fourier [9].

Transformada de Fourier de una funcion

De la ecuacién (1.1.28), la integral

/Oo f(s)e ™ s (1.1.29)

es una funcién F'(v) denominada transformada de Fourier de la funcién f,
la cual se denota por el operador F. Es decir, la transformada de Fourier de
la funcién f(z) estd dada por

) = [ " et a0
— F()

Por otra parte, al operador inverso F~! se le conoce como transformada

imversa de Fourier, dada por

FF(v)] = /_Oo Fv)e™*™*dv (1.1.31)

= f(z).

A las ecuaciones (1.1.30) y (1.1.31), también se les conoce como el par de

—i2nvx

transformadas de Fourier. La funcion e es elnicleo de la transformada

2mve o] paicleo de la transformada inversa de Fourier. Ademés,

de Fourier y e
al dominio de la transformada de Fourier de una funcién f(x) se le conoce
como espacio de frecuencias o espacio de Fourier. Es decir, la representacion

de la funcién f(z) en el espacio de frecuencias estda dada por F[f(x)].
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La transformada de Fourier de una funcién f(x), denotada por F(v), se
puede separar en su parte real Re[F(v)] y su parte imaginaria Im[F (v)]:

F(v) = / : Flx)e 2™ dy

= /Oo f(x)[cos(2mvx) + isen(2mvx)|dx (1.1.52)

= /_OO f(z)[cos(2mvx)]dx +i/_oo f(z)[sen(2mvz)|dx
= Re[F(v)] + iIm[F(v)].

A Re[F(v)] se le conoce como la transformada coseno y a Im[F(v)] la trans-
formada seno [9]. También, F'(v) se puede escribir en términos de su médulo
y fase, es decir,

F(v) = |F(v)|e”, (1.1.33)

Im[F(v)]
Re[F(v)]
de Fourier y a 6 como espectro fase de Fourier [9].

con ¢ = arctan . A |F(v)]| se le conoce como el espectro de amplitud

Existencia de la Transformada de Fourier de una funcién

La transformada de Fourier de una funcién f(x) existe, si la integral
/ f(z)e 2™ dy (1.1.34)
converge, es decir, si el valor de la integral (1.1.34) es finito.

Para f(x) una funcién de R a C, utilizando la propiedad

‘/Z f(z)dx

‘/_Z fx)e ™ dy

< /OO ()] de, (1.1.35)

—00

se tiene que

< /Oo F(@)] |2 da. (1.1.36)

oo
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Tomando en cuenta que el médulo de un niimero complejo z estd dado por
|z| = v/2z, donde z denota el complejo conjugado de z,

—12wvT | _

e |cos(2mvx) — isen(2mvx)|

= \/[cos(2nvx) — isen(2nvr)][cos(2mva) + isen(2mvw)] (1.1.37)

= \/cos?(2nvzx) + sen?(2nv)
= 1’

por lo que el término de la derecha de la desigualdad (1.1.36), se simplifica a

| i@l mean = [ if)d. (1.138)
Si la integral (1.1.38) converge, entonces la integral (1.1.34) converge abso-
lutamente, y por lo tanto,

/OO f(z)e 2™ dy (1.1.39)

también converge. De esto, y tomando en cuenta las condiciones para que la
serie de Fourier de f exista, se obtiene una condicion suficiente para que la

transformada de Fourier de una funcién exista [8].

1.1.3. Propiedades de la transformada de Fourier y la

funcion signo

La transformada de Fourier junto con sus propiedades, dan lugar a diver-
sas aplicaciones en diferentes dreas de la ciencia. Muchos problemas, tanto
tedricos como practicos, se resuelven mediante esta transformada, o bien, se
resuelven con mayor facilidad. Tal es el caso de la transformada de Hilbert,
cuyas aplicaciones se realizan en su mayoria en el espacio de Fourier. Por esto,
es importante definir algunas propiedades del operador F antes de relacio-
nar estas dos transformadas. Por otra parte, la funcion signo juega un papel

fundamental en el cdlculo de la transformada de Hilbert de una funcién.
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Propiedades de la transformada de Fourier

Sean f y g dos funciones cuyas transformadas de Fourier existen y a, 5 €

C. Si F(v) = Flf(z)] y G(v) = Flg(x)], entonces:

Linealidad:
Flaf(z) + Bg(x)] = aF(v) + BG(v). (1.1.40)

Demostracion: La transformada de Fourier de af(z) + fg(z), estd dada
por

fMﬂ@+6ﬂmhj/mMﬂ)+6mﬂ'””%x

— / f —ZZWdem+IB/ —ZQTFIde:L, (1141)
= aF(v) + BG(v).

Esta propiedad indica que el operador F es lineal.

Flf(z —a)] = F(v)e ™. (1.1.42)

Demostracion: La transformada de Fourier de f(x — «) es
Flf(x —a)] = /00 flz —a)e 2™ dy, (1.1.43)
Haciendo x — o = s, se tiene que
Flfte—a)) = [ fls)emmers
_ —i2mva / T (s)emizeds (1.1.44)

— efiQWVaF(y) )
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Con esto, se observa que el moédulo de la transformada de Fourier no varia

ante traslaciones, es decir, si F}(v) y Fa(v) son las transformadas de Fourier

de las funciones f(z)y f(x+ «) respectivamente, entonces |Fy(v)| = |Fy(v)|.
Simetria:
F[F(x)] = f(—v). (1.1.45)
Demostracion: Tomando la transformada inversa de Fourier de F(v),
flz) = /00 F(v)e®™ " dy, (1.1.46)
y haciendo x = —s, se obtiene
f(=s) = /Oo F(v)e 2™ dy, (1.1.47)
e intercambiando s por v, se llega a
f(=v)= /OO F(z)e ™" dx. (1.1.48)

Por lo tanto, F[F(z)] = f(—v).

Esta propiedad es 1til para obtener la transformada de Fourier de una funcién
que es la transformada de Fourier de alguna otra funcion.

La funcién signo (sgn)

La funcion signo, es una funcién real definida como
1, sixz >0,
sgn(r) =19 0, siz=0, (1.1.49)

-1, siz <0.
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Como sgn (z) = —sgn (—z), la funcién sgn es impar. La funcién sgn no es

absolutamente integrable, por lo que no se cumple la condicién de suficiencia

de la transformada de Fourier; sin embargo, es posible evaluar su transfor-

mada de Fourier en el limite [10].

Sea {f.(x)} una sucesiéon de funciones, de manera que cada funcién

esté definida por
e, sixz >0,
fn(z) = 0, siz=0,
—en, siz<0.

En el limite cuando n tiende a infinito, se tiene

z .
e n, siz >0,

lim f,(z) = lim 0, siz=0,

n—oo n—oo .
—en, six <O0.
1, six >0,
= 0, siz=0,
-1, siz <.
= sgn (z).

(1.1.50)

(1.1.51)

Por lo que la sucesién de funciones { f,,(x)} converge a la funcién sgn(x). Con

esto, una forma de obtener la transformada de Fourier de la funcién signo es

mediante la transformada de Fourier de la sucesién de funciones (1.1.50), es
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decir,

Fh@) = [ e s

oo
z _z _y
__/ ene 12WV$d$+/ e ne z27rua:dx
—00 0

0 )
- _ / ez(%fﬂﬂ'u)dx + / efz(%JriQﬂ’l/)dx
oo 0 (1.1.52)

’ 1_,
=—5——7— lim el
= 12TV N—oo

— 1+ lim ot +i2my)
~ 12Ty N—oo

1 1

: 1 T, - :
12TV — - ~+ 12Ty

Como la sucesién {f,(z)} es mondtona, decreciente para x < 0 y creciente
para z > 0, por el teorema de convergencia moné6tona [11] se llega a que

/ sgn(t)e ™ dy = lim [/ fn(t)ei%”zdz] . (1.1.53)

n—00
00 -

Con esto, la transformada de Fourier de la funcién signo, estéd dada por

Flsgn ()] = lim F[f(1)]

n—oo

1 1
1
nr00 [iQmj — % * % + i27w}

1 1
— 1.1.54
2Ty + 12y ( )
2
27w
o
v

1.1.4. Teorema de convolucion

La convolucién entre dos funciones dadas, f(z) y g(z), estd definida por

la funcion

h(z) = /Oo f(s)g(x — s)ds, (1.1.55)
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y se denota como h(z) = f(z) * g(z) [9].

Teorema de convolucién. Sean f(z) y g(x) dos funciones. Si F[f(z)] =
F(v)y Flg(z)] = G(v), entonces,

Ff(x) x g(x)] = F(v)G(v). (1.1.56)
Demostracion: La transformada de Fourier de f(x) * g(z), esta dada por
Flf(x) xg(x)] = / [/ f(s)g(x — s)ds] e Py, (1.1.57)

Se tiene que

[ st = s e
= / Z [ / Z F()g(x — s>|ds} iz,

Como f y g son absolutamente integrables, la integral (1.1.58) toma un valor

(1.1.58)

finito. De esto, por el teorema de Fubini se puede intercambiar el orden de
integracion de la ecuacién (1.1.57) [12], es decir,

Aol = [0 | [~ ot as s

Por la propiedad de traslacién de la transformada de Fourier,

/ g(x — 8)e ™ dy = e ™G (v). (1.1.60)

oo

Sustituyendo (1.1.60) en (1.1.59), se obtiene
Flf) s o) = [ fs)e mGv)ds

_ [/Z f(s)e—i27rusd8:| aw) (1.1.61)
= F(v)G(v).
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Haciendo una demostracién andloga para la convolucién g(z) x f(z), se llega

a que la convolucién entre funciones es conmutativa.

Este teorema, afirma que la convolucién en el dominio de frecuencia es una
multiplicacién entre funciones en lugar de la integral de la multiplicacién de
funciones, lo que puede simplificar algin problema dado en donde esté invo-

lucrada la convolucién entre funciones.

1.1.5. Transformada de Fourier en dimension n

La transformada de Fourier de una funcién de dos variables f(x1,x2),
estd definida mediante

./T"[f(iCl,l’Q)] :/ / f(mhxQ)e—27ri(l/1x1+1/212)dm1d1-2

(1.1.62)
= F(1n,vs),
mientras que la transformada inversa se define por
FHE(n, )] _/ / F(vy, vp)e2miaatvae) gy, dy,
o0 J -0 (1.1.63)

= f(z1,72).

En general, el par de transformadas de Fourier para una funcién f en R"

estd dado por

FIGN = [ fxemdx (1.1.64)

:F(V)a

FF(v)] = /n F(v)e" ™ *dv (1.1.65)

= f(x),
donde x = (x1, %2, ..., &), ¥ = (V1, V2, ..., V), dv = (dvy,dvs, ..., dv,) y V - X

representa el producto interno usual para vectores en R™ [14].
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Convolucién entre dos funciones de n variables

La definicién de convolucién para funciones definidas sobre los ntimeros
reales se puede extender a R™. Para funciones f,g € R", se define la convo-
lucién como

fx)xg(x)= | f(x—y)g(y)dy, (1.1.66)

RTL
y se cumple que

Flf(x) x g(x)] = F[f ()| Flg(x)], (1.1.67)
en donde x = (21,22, ...,x,) € Y = (Y1, Y2, -, Yn) [14].

1.2. Transformada de Hilbert

A principios del siglo XX, el matematico aleméan David Hilbert obtuvo
un par de ecuaciones integrales que relacionan la parte real e imaginaria
de una funcién analitica dentro del circulo unitario, lo que dio lugar a lo
que hoy se conoce como la transformada de Hilbert sobre el circulo. En
esa misma época, el matematico inglés Godfrey Harold Hardy estudié la
relacién encontrada por Hilbert, pero sobre la recta real, obteniendo asi la
transformada de Hilbert en R. En 1924, Hardy fue quien le dio nombre a esta
transformada, en honor a las contribuciones de Hilbert [15].

La transformada de Hilbert de una funcién f(x) de variable real, es un
operador H definido como la convolucién entre f(z) y = [8]. Esto es,

HIf ()] = fla)* -

T
1 oo
= — ﬂds.

T ) o —S

(1.2.1)

Como el integrando de (1.2.1) tiene una singularidad en s = x, se toma
el valor principal de Cauchy, denotado por P, mediante el cual se permite

asignar valores a integrales impropias. Para esta ecuacién integral, el valor
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principal de Cauchy se representa por

1o 7 f6) 4o L [/“JI(S)dS Iy i ds} . (122

T JoXT—S me=0 | J o T—5S wpe T — 8

1.2.1. Transformada de Hilbert sobre la recta real

Para llegar a la relacion encontrada por Hardy, se parte de algunos re-
sultados de la teoria de funciones analiticas u holomorfas. Sea una funcién
de variable compleja f : A € C — C con A un conjunto abierto. Para
cada z € A, se tiene que f(z) = w y w = u+ iv, de ahi que f se puede ex-
presar en términos de un par de funciones u(z,y),v(x,y) con valores reales:
f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Se dice que f es analitica u holomorfa en A si
tiene derivada en todo punto del dominio. Si f(z) es continua, u,v € C' y se
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemman,

ou Ov Ou v
=== ==_ (1.2.3)
or QJy Oy ox
entonces f es analitica en A. El que f sea analitica, implica que las funciones
w(x,y) y v(z,y) son armdnicas, esto es, que tanto u como v son de clase C?

y satisfacen la ecuacion de Laplace,

Pu  0u

st a5 =0,

ox?  0y?

S (1.2.4)
et 2 =0,

ox?  Oy?

en los puntos de A [16].

La relacién encontrada por Hardy (la transformada de Hilbert en la recta
real) es una consecuencia de dos resultados importantes de la teoria de funcio-
nes analiticas: el teorema integral de Cauchy y la formula integral de Cauchy.
El primero afirma que, si f: A C C — C es una funcién analitica sobre y
en el interior de una curva cerrada simple I' C A orientada positivamente,
con f’(z) continua en I', entonces

/Ff(z)dz =0. (1.2.5)
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Por otra parte, la formula integral de Cauchy afirma que para un punto zg

interior a I,

f(zo)—i O

127 Jr 2 — 20

z) (1.2.6)

es decir, los valores de la funcién dentro de I' estan determinados por los

valores que toma la funcién sobre I.

Sea f(z) una funcién analitica en la mitad superior del plano complejo
y supdéngase que f(z) tiende a cero cuando z tiende a infinito. Del teorema
integral de Cauchy y de la férmula integral de Cachy, al considerar el contorno
descrito en la Figura 1.1, se tiene que

/2 , dentro de T,
f(z) P T f(20) para zp dentro de (1.2.7)
r?—%0 0, para 2z fuera de .

Figura 1.1. Curva cerrada I' oriendada positivamente.

Para evaluar la integral (1.2.7) cuando el punto de discontinuidad esté so-
bre el eje real, el contorno I' se puede modificar haciendo una media circun-
ferencia con centro en dicho punto, llamese x, y radio €. De esta manera, se
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obtiene un nuevo contorno (Figura 1.2) sobre el cual la integral

(2)

Z — X

es cero y se puede expresar como la suma de cuatro integrales:

/xo_6 de + ﬁdz + /R de + ﬁdz

R T — Xo c. # — 20 o+e L — X0 cgr % — 2o

=0.

Zo

(1.2.8)

(1.2.9)

Figura 1.2. Contorno formado por las medias circunferencias Cr y C¢, y la
unién de los intervalos (—R,zo—¢) y (z0+¢, R). La curva Ck esta oriendada

positivamente y la curva C; se recorre en sentido negativo.

En la ecuacién (1.2.9), la suma de las integrales
Tro—E€ R
[ g [ S,
—R T — Xg xo+ax_x0
cuando ¢ tiende a cero, se simplifica a

lim[/xo_g /@) dx+/f /(z) dx]:P CIE)

=0 |J_ g T— X0 ote T — X0 _RT — o

(1.2.10)

(1.2.11)
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donde P denota el valor principal de Cauchy.

Para la integral

RICIR (1.2.12)

c. #— 7o

en la ecuacién (1.2.9), se tiene que z = ee® + zy para z sobre C.. Tomando

el limite cuando ¢ tiende a cero, se obtiene

6
h’m[ f(2) } {/ f(ee® + xg)ice d@}
e—0 C. 2 — X 5—>O e’a
= zhm [/ f(ee® + x4)d ] (1.2.13)

=z'f(:co)/7T do
= —im f(z0).

Por ltimo, como f(z) tiende a cero cuando z tiende a infinito, la integral

1@ 4, (1.2.14)

Ccr % — 20

es igual a cero cuando R tiende a infinito [15].

Como f es analitica en la mitad superior del plano complejo, el radio R
puede ser tan grande como se desee. En el limite cuando R tiende a infinito, al
juntar los resultados de las integrales (1.2.11), (1.2.13) y (1.2.14), la ecuacién
(1.2.9) se simplifica a

P Z xffxiodx —inf (o) = 0. (1.2.15)
De ahi,
_ 1P/ mf(xx)dx. (1.2.16)
—00 — 40

Dado que f(2) = u(z,y) + w(z,y), si y = 0 se tiene que f(x) = u(z) +
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iv(z) y por lo tanto,

f(l‘o)Z.lp/_oo uz) dx+@',1p/_oo v(z)

i ) i o L — T
:—ZP/ UW)m+P/ ) g (1.2.17)
™ —o0 T — g ™ o0 T — Xg
_ZP/ “@)M—P/ U@ 4.
T oo X — X T o0 Lo — X

Tomando por separado la parte real y la parte imaginaria de f(zq) de la
ecuacion (1.2.17), se tiene que

u(xg) = —71TP/OO ;}(f)mdx, (1.2.18)
y oo
u@@:ip/ ;%Lm. (1.2.19)

Las ecuaciones (1.2.18) y (1.2.19), indican que conociendo unicamente la
parte real de una funcién analitica f sobre la recta real, es posible encontrar

su armoénica conjugada y viceversa.

A las ecuaciones (1.2.18) y (1.2.19) encontradas por Hardy, se les conoce
como el par de transformadas de Hilbert sobre la recta real, de las cuales
(1.2.19) es la transformada de Hilbert de la funcién w(z) y (1.2.18) es la
transformada inversa de Hilbert de v(z).

1.2.2. Transformada de Hilbert en el espacio de fre-

cuencia

En la mayoria de las aplicaciones, la transformada de Hilbert se traba-
ja en el espacio de frecuencias. De la ecuacién (1.2.1) y por el teorema de

convolucion,

FHIf @) = 7 | @)

™

- Flr)F| 4]

™

(1.2.20)
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De la ecuacién (1.1.54), la transformada de Fourier de la funcién signo
es Flsgn (x)] = —=, y por la propiedad de simetrfa de la transformada de
Fourier F [
a

' ] = sgn(—v). Ademads, como el operador F es lineal, se llega

_
g

T™r

)

_ sgn(v (1.2.21)

i
= —isgn(v)

De esto, la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una
funcién f(z) se expresa como

F{H[f(x)]} = —isgn(v)F(v), (1.2.22)

donde F(v) es la transformada de Fourier de f(x).

Al expresar F(v) en términos de su amplitud y fase, la ecuacién (1.2.22)

se escribe como
F{H[f(x)]} = —isgn(v) |F(v)] e, (1.2.23)
Si v < 0, entonces

F{H[f ()]} =i|F(v)] e
=2 [F(v)| e (1.2.24)
=3 | F(v)|.

Y si v > 0, entonces

F{H[f(@)]} = —i|F(v)]e”
=e 2 |F(v)|e? (1.2.25)

Por lo tanto, la transformada de Fourier de H[f(x)] se interpreta como la
transformada de Fourier de la funcién f(x) con su espectro fase de Fourier
rotado +7.
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1.2.3. Transformada de Hilbert en dimension n

La forma natural de generalizar a la transformada de Hilbert para una
funcién f(zq,xq), es mediante la convolucién 2-dimensional entre las funcio-
nes f(x1,22) y h(xy,z0) = m Esto es,

H[f(xthﬂ = (f * h)(z1,22)
L[S g, 0
I1 - 81 $2 - 52)

En general, la transformada de Hilbert de una funcién de n variables, se

define por

n

[z = si)

k=1

H[f(x)] = 1P/n Lds, (1.2.27)

donde x = (z1,%9,...,x,), S = (81,82, ..., ), ds = (ds1,dsa,...,ds,) y P
denota el valor principal de Cauchy en cada integral [15].

Transformada de Hilbert n-dimensional en el espacio de frecuencia

De la ecuacién (1.2.27), se tiene que la transformada de Fourier de la
transformada de Hilbert de una funciéon f de n variables es

FIH(I} = F{ P /m n

/ / e—27riu~xdsdx
(1.2.28)

—27‘ril/kl’k
)d P —d
/ il SH /—oo Lk — Sk o
727r721/kzk
)d 7d .
/ 1) SH / Sk — Tk o
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Como la convolucién entre dos funciones f y g es conmutativa, se cumple la

igualdad
00 —2TivE Tk 00, —27ivy(sp—xy)
—P/ eidxk = —P/ eidxk
—o00 Sk~ Tk —oo Tk
‘ N (1.2.29)
— e p) [ di.
—o0 Tk
Al hacer el cambio de variable z;, = —yy, se llega a
o) e*QWinyk 1
p/ T e = F [] | (1.2.30)
—00 Yk Yk

Como la transformada de Fourier de la funcién sgn(yx) es —ﬂ%k, utilizando

la propiedad de simetria de F, se tiene

Al e

i (1.2.31)

= —iﬂ'Sgn(Vk),

por lo que

PG} == [ f)ds L) (misgn(v)

I : -
— 7T7 / f(S)627rz(ulsl+y232+...+unsn)ds(_,]m')n H Sgn(yk)
o k=l (1.2.32)

/ ") sds(—iy T son(m)

k=1
= (=i)" [ [ sgn(wi) F(v),
k=1
donde F(v) es la transformada de Fourier de la funcién f [17].

En particular, la transformada de Fourier de la transformada de Hilbert
de una funcién de dos variables, f(z2,z2), es

F{H[f (x1, 22)]} = —sgn(vy)sgn(va) F (v, vs). (1.2.33)
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1.3. Senales

Existen diversas aplicaciones de la transformada de Fourier y de la trans-
formada de Hilbert en el drea de procesamiento de senales. Una rama de
estudio del procesamiento de senales, es el procesamiento de imagenes digi-
tales, la cual estd estrechamente relacionada con el reconocimiento de patro-
nes en iméagenes digitales. Una sefial, es una representacién matematica de
la evolucién de una magnitud respecto de algtin o algunos parametros. Se
puede considerar como una funcién f, cuyas variables independientes son los
pardametros con respecto a los cuales varfa [18].

Si las IV variables independientes de una senal real f toman cualquier
valor real, se dice que la senal es continua y se denota como una funcién de
N variables continuas, f(x1,s,...,zy). Por otra parte, si toman valores de
algin subconjunto numerable de R, la senal es discreta y se denota con las

variables independientes entre corchetes, f[ni,na, ..., ny].

1.3.1. Imagen digital

Una imagen digital se puede definir como una senal bidimensional discreta
y finita I[ny,ns], donde ny, ny son las coordenadas espaciales de la imagen
y la amplitud de I en cualquier punto (ny,ny) representa la intensidad de la
imagen en ese punto. A cada coordenada (ni,ns) se le denomina pixel.

El término nivel de gris se usa para referirse a la intensidad de imagenes
monocromaticas. En dicha representacion, la intensidad de cada punto en
la imagen es un tono de gris que va desde el negro hasta el blanco [19].
Para el sistema digital de reconocimiento de patrones en imagenes digitales
desarrollado en este trabajo, se trabajé con imégenes en escala de grises
Unicamente.

Una imagen I[ny,ny] en escala de grises, con ny = 0,1,.... M — 1y ny =
0,1,..., N — 1, se puede representar como una matriz de M renglones por N



I. Fundamentos Matematicos 30

columnas, en la cual cada entrada es un ntimero real que denota la intensidad
de gris de un pixel.

1.3.2. Senal analitica

En el drea de procesamiento de senales, para el caso de senales con una
sola variable independiente, la transformada de Hilbert tiene diversas apli-
caciones, las cuales se basan principalmente en la construccion de una senal

compleja denominada senal analitica.

En la seccion 1.2.1, se establecieron las relaciones entre la parte real y la
parte imaginaria de una funcién analitica f(z) = u(x,0) + iv(z,0):

V(@) = ip/m uz) gy

oo Lo — T

u(zg) = —71TP/_OO v(@) dx,

0o Lo — X

(1.3.1)

es decir, conociendo u(x) se puede calcular v(x) y viceversa. Las ecuaciones
(1.3.1), constituyen el par de transformadas de Hilbert para una funcién de
una variable real; de ahi que es viable utilizar esta transformada para el

procesamiento de seniales reales de una variable.

A partir de una senal real u(x), es posible llevar a cabo un procedimiento
andlogo para construir una senal compleja f(z), con el fin de extraer ciertas
caracteristicas de u(z), como la amplitud local y la fase local. En 1946, Gabor
propuso utilizar la transformada de Hilbert de u(x) para construir dicha senal

compleja [20], llaméandola senal analitica:
f(x) = u(x) + iH[u(zx)]. (1.3.2)
Al representar a una senial analitica f(x) en forma polar,
f(z) = A(z)e?@), (1.3.3)

se obtiene la amplitud local A(z) y la fase local §(z) de la senal u(z), donde

A(z) = Vu(z)? + H[u(z)]?, 6(z) = arctan Hl[;(LS)] (1.3.4)
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La transformada de Fourier de una sefial analitica f(z) = u(x)+iH[u(x)],
esta dada por

Flf(@)] = F {u(z) + iH[u(x)]}
= U(v) +i[—isgn(v)U(v)] (1.3.5)
— U1 + sgn(v)),

donde U(v) es la transformada de Fourier de la sefial u. De la ecuacién (1.3.5),
se obtiene que
2U(v), siv >0,
F(v) =3 U(0), siv=0, (1.3.6)
0, st v <0.

Construir una senial bidimensional compleja que tenga las mismas carac-
teristicas que la senal analitica, no es posible mediante la transformada de
Hilbert de una funcién f(x1, z2) definida en la ecuacién (1.2.26). Aun cuando
la senal analitica en dimensién dos no esta definida como tal, en los traba-
jos de Felsberg y Sommer [21], Larkin y colaboradores [22] y Lorenzo [23],
por mencionar algunos, se presentan diferentes propuestas para construir una
senial bidimensional compleja para obtener caracteristicas como la amplitud
y la fase local de una senal, o bien, para demodular senales bidimensionales.

1.4. Funciones discretas

Para hablar del reconocimiento de patrones en imdagenes digitales utili-
zando las transformadas de Fourier y de Hilbert, es necesario contar con la
definicion de dichas transformadas integrales para funciones de variable dis-
creta, debido a que una imagen digital es una funcion discreta bidimensional.

En general, una funcién discreta tiene como dominio un conjunto nume-
rable; en este trabajo sélo se toman en cuenta funciones discretas finitas con

valores en los nimeros naturales.
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1.4.1. Transformada discreta de Fourier

La transformada de Fourier de una funcién discreta f[n], conn = 0,1, ..., N—
1, es una funcién F'[k] definida como

=

1
NTL

= F[k]

Folfln]] = flnle=2r % (1.4.1)

Il
o

donde k = 0,1, ..., N—1y Fp representa la transformada discreta de Fourier
[24]. Dada la funcién F[k], es posible obtener f[n] mediante

(1.4.2)

paran=0,1,..., N—1. Comon=0,1,.... N—1y k=0,1,..., N — 1, se dice
que f[n] y F[k] son funciones discretas de longitud N.

A partir de la ecuacién (1.4.1), sin tomar en cuenta el factor + (pasandolo
a la transformada inversa), la transformada de Fourier de una funcién discreta
fIn], con n =0,1,..., N — 1, se puede expresar como

Flk] = f[0] + fAIW* + f2IW? + . + fIN — qWWN-DE (1.4.3)

donde k=0,1,..,N—1y W = ¢~ '~ De esto, calcular F[0], F[1],...F[N —1]
implica realizar aproximadamente N? sumas y N? multiplicaciones, es decir,
el cdlculo requiere O(N?) operaciones aritméticas; por lo que el determinar
la funcién F[k] mediante la ecuacién (1.4.3) no es viable en términos compu-
tacionales.

Transformada rapida de Fourier

Debido a las limitaciones computacionales de la transformada discreta
de Fourier, cominmente se utiliza un algoritmo desarrollado por Cooley y
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Tukey denominado transformada rdpida de Fourier [25]. Con este algoritmo,

se obtiene el mismo resultado que utilizar la transformada discreta de Fourier

realizando inicamente O(Nlog(N)) operaciones aritméticas.

Por ejemplo, el calculo de la transformada de Fourier de una funcién

discreta f[n], con n =0,1,2,3, equivale a calcular las ecuaciones

0 1
con W = e~

FI0) = f10] + f1] + /121 + 113]
FI1) = 0] + fIUW + FRIW? + 3, "
FI2) = 0] + FIUW? + fRIW + fBIW°,
FIB) = 0] + FIUW + fRIWS + FBIW,

, realizandose 12 sumas y 9 multiplicaciones. En la ecuacion

(1.4.4), para cada n = 0, 1,2, 3, se tiene que

W = e—iZﬂ%

= cos (277%) + 7sen <27T%)

= cos (27?% + 27r) + 7sen (277% + 27r>

= cos (277 (% + 1)) + isen (277 <% + 1)) (1.4.5)

oo (5 (5

lo que indica que W™ tiene periodo 4. De esto, las ecuaciones en (1.4.4) se

reescriben como

FI0) = £10] + J11] + £12] + £13]
FI1) = f0] + fIUW + FRIW? + S0 )
Fl2) = f10)+ fUW? + f12] + B2

FIB) = 0]+ fIUW® + fRIW? + W
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Reacomodando los términos de las ecuaciones (1.4.6) de la siguiente manera:

FI0) = (/101 + /120) + (/1] + /13)
FIU = (/0] + 2IW2) + (J11) + SEWHW e
FI2) = (/10 + /120) + (/1] + /3)W*

FI8) = (/0] + S2W?) + (711)+ Ssw ) W

se determina la transformada de Fourier de la funcién discreta f[n] mediante
12 sumas y 7 multiplicaciones, de las nueve multiplicaciones que se tenian
originalmente. Cuando N es muy grande, se observa la relevancia de anidar
las operaciones al reducirse el error de redondeo generado por las operaciones
de multiplicacién. A esta forma de calcular F'[k] se le denomina algoritmo de
la transformada rapida de Fourier.

1.4.2. Convolucion discreta

Al igual que para funciones de variable continua, la convolucién de fun-
ciones discretas juega un papel fundamental para determinar la tansformada
discreta de Hilbert y, la relacién entre ésta y la transformada de Fourier.

Para las funciones discretas y finitas f[n| y g[n], ambas de longitud N, la

convolucion esta dada por

N-1
fln] * gln] = Z fimlgln —m], n=0,1,..,N —1. (1.4.8)
m=0
Anélogamente al caso continuo, el teorema de la convolucion es
Fp[fIn] x g[n]] = Flk]G[k], k=0,1,...N —1, (1.4.9)

donde F[k] y G[k] representan a la transformada de Fourier discreta de fy
g, respectivamente [24].
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1.4.3. Transformada discreta de Hilbert

Asi como la transformada de Hilbert sobre la recta real de una funcion
f(z) es la convolucion entre dos funciones de una variable continua, esto es

H[f(z)] = f(z) * h(z), (1.4.10)

con h(z) = =, la transformada discreta de Hilbert de una funcién discreta

f[n] se define como la convolucién discreta entre f[n] y h[n|, es decir,

Hplf[n]] = fln] = h[n]. (1.4.11)

En la seccién 1.2.2, se determiné la funciéon H(v) = —isgn(v) a partir de
la transformada de Fourier de h(z) = 737 Para el caso de funciones discretas,
conviene partir de la versién discreta de H(v) para encontrar hln| (Figura
1.3).

h(x) — # el H(y) = —z'ggn(z/) (1.4.12)
J{Discretizar
h Hlk
) 75 [Hk] )

Figura 1.3. Esquema del método para determinar la funcién analoga a ﬂ—lx para
los casos: variable continua en frecuencia, variable discreta en frecuencia y

variable discreta.

Supéngase que se tiene una funcién f[n] discreta y finita de longitud N,

con F[k] su transformada de Fourier. Si N es par, al considerar el origen en

N

5, se tiene que [26]

—i, sil<k<f -1,
H[k]=1{ 0, sik=0k=1%, (1.4.13)
sid+1<k<N-1,
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y si N es impar,

. . _1
=1, sil<k< =,

HE =4 0, sik=0k=7%, (1.4.14)
siH <E<N-1

Entonces, para N par o impar,

H[k] = —isgn <];[ - k:) sgn(k). (1.4.15)

La funcién h[n| se obtiene tomando la transformada discreta inversa de
Fourier de H k], es decir

N-1 .
hin) =Y  H[k]e™ ¥, (1.4.16)
0

~
I

paran=0,1,2,..., N — 1. Si N es par, entonces

-1 N-1
hin) =Y HKe™ S + > Hlk)e™ %

k=1 k=% +1

vl

N
N

N-1
= —4 E 61271' N g E 6127r N

— _ N
k=1 k=4 +1

) kn . kn
= — kz_:l [cos (27TN> + 7sen <27TN>]

N-1

+i Y [cos (2#}7) + isen (2#;3)]

_N
k=41

(1.4.17)
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Por la propiedad de simetria de la funcién coseno y su periodicidad de 27n,
se tiene que

N—1 in N—-1 n
— Z cos <27rN> = — Z cos <—27TN + 27rn>

k=541 k=541
i ( (k+2)n )
= — Z cos | —2mr~——22— 4+ 27
k=1 N
N1

S (e (14 2)) 2)

N‘ZT
L —

Analogamente, de la propiedad de antisimetria de la funcién seno y su pe-
riodicidad de 27n, se llega a

—Nzlsen%T]m—
N )=

_N
k=Y 41

kn
2r— | . 1.4.1
1 sen ( 7TN> ( 9)

k=

De las ecuaciones (1.4.18) y (1.4.19), la ecuacién (1.4.17) se simplifica a
J-1

pin) =23 sen (2#?\7) . (1.4.20)
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Similarmente, para N impar se tiene que

hln] = 2 3 sen (27{\7) . (1.4.21)

Tomando en cuenta cémo se define la convolucién discreta, la transfor-
mada discreta de Hilbert de una senal discreta f[n] de longitud N, es

Hp [f[n]] = hln] = fln]
N-1 (1.4.22)

I
3

m=0

donde h[n] estd dada por la ecuacién (1.4.20) o (1.4.21).

1.4.4. Transformada discreta de Fourier bidimensional

La transformada discreta de Fourier de una funcién f[ny, ns], donde n; =
0,1,... M —1yny=0,1,...., N — 1, es una funcién F[ky, ko] dada por

M-1M-1

FD [f{nlanQ Z Z f nl,n2 Qﬂ'i(k%;l-"_l@%)}

n1 =0n2=0

= F[ky, ka,

(1.4.23)

y la correspondiente transformada inversa de Fourier es,

M—-1M-1

kl"l k2n2
FS [F[ky, ko] Flky, kolel2mi(55t+752)]
a2 (L424)

= f[nlv nQ]'

La ecuacién (1.4.23) requiere de O(M? x N?) operaciones [13], las cuales
se pueden reducir a O(Mlog(M) x Nlog(N)) generalizando el algoritmo de
la transformada rapida de Fourier a funciones de dos variables discretas.
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1.4.5. Transformada discreta de Hilbert bidimensional

La transformada de Fourier de la transformada de Hilbert de una funcién
f(z1,x2), se define como

F{H[f (21, 22)]} = sgn(v1)sgn(va) F (v1, v2). (1.4.25)

Siguiendo un procedimiento similar al del caso de funciones discretas de una
variable, la transformada de Hilbert en el espacio de frecuencias de una fun-
cién f[nq, ne) estd dada por

Fo{Hp[fIn1,ne]]} = Hlk1, k2| F[k1, k2], (1.4.26)

donde F'[ky, k2] es la transformada discreta de Fourier de la funcién f[nq, no]
y Hlky, ko] es la versién discreta de la multiplicacién de dos funciones signo,

una en cada direccién.

De la ecuacién (1.4.26), es posible calcular la transformada de Hilbert de
la funcién discreta f[ni, nol, a partir de la transformada discreta inversa de
Fourier:

'HD[f[nl, HQH = fBl[HU{Zl, kg]F[l{Zl, ]{ZQH (1427)

1.5. Transformada de Hilbert radial

Las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert en dimensién
uno se basan en la construcciéon de la senal analitica a partir de una senial
real; sin embargo, también se puede utilizar para la deteccion de bordes de
seniales. Por ejemplo, si se desea detectar los bordes de un pulso rectangular
dado por

fz) = ! s?ggxgz (1.5.1)
0 sid>x>7,
se puede utilizar la transformada de Hilbert de f(z). En la Figura 1.4 se
muestran las graficas de la funcién f(x) y del valor absoluto de su transfor-
mada de Hilbert #H[f(x)], en donde se observa que |H[f(z)]| toma valores
més altos en los puntos correspondientes a las esquinas de f(z).
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Figura 1.4. Pulso rectangular y el valor absoluto de su transformada de Hil-
bert.

Es natural intentar sacar provecho de estas propiedades o atributos que
cumple la transformada de Hilbert en dimensién uno para funciones de dos

variables, pero en general, no se obtienen resultados andlogos.

Se han propuesto diferentes transformadas para extender a dimensién dos
las principales aplicaciones de la transformada de Hilbert. En algunos casos,
es util usar la transformada de Hilbert unidimensional para detectar bordes
de alguna funcién f(x1,x2) en dos direcciones, es decir, calcular H[f(x1)]
y H|[f(x2)]. Sin embargo, esto sélo funciona para detectar bordes en esas
direcciones.

Davis y colaboradores [2], definen una transformada de Hilbert que permi-
te el realce o la deteccion de bordes para funciones o sefiales bidimensionales
sin las limitaciones antes mencionadas, la cual denominan transformada de
iPo

Hilbert radial. La idea de esta propuesta, es utilizar la funcién e*? en lugar

de sgn(v1)sgn(r) en la ecuacién (1.2.33), lo que da lugar a la definicién de
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la transformada radial de Hilbert:

F{Hr[f (21, 22)]} = eiPHF(Vh va), (1.5.2)

donde § = arccos (2) con r = \/v} + 13 para (11,v2) # (0,0) y = 0 en
el origen, F(vy,15) es la transformada de Fourier de la funcién f y P es

cualquier nimero entero.

Pei y Ding [3], proponen una generalizacién de la transformada de Hilbert
radial dada por Davis y colaboradores [2], la cual denominan transformada
de Hilbert radial generalizada y la definen por

F {Hralf (21, 22)]} = () F (11, 1), (1.5.3)
donde ®() es cualquier funcién. En el caso particular en que ®(f) = e*?
con 0 = arccos () y r = \/v} + 13, se obtiene la ecuacién (1.5.2).

Para una funcién discreta f[ni,ns] donde ny = 0,1,...., M — 1y ny =

0,1,..., N — 1, la ecuacién (1.5.3) se modifica a
f{HRGd[f[nl,nQH} = @[Q]F[k’l,kg], (154)

donde Fki, ko] representa la transformada discreta de Fourier de f[nq,ns],
conk; =0,1,... M -1y ky=0,1,.... N —1.



Capitulo 2

Fundamentos del
reconocimiento de patrones

En este capitulo, se presentan algunos fundamentos del procesamiento de
iméagenes digitales que son base para el desarrollo de sistemas de reconoci-

miento de patrones.

2.1. Transformada de Fourier de una imagen

El representar la informacion de la imagen en el dominio de frecuencia
tiene ventajas a la hora de aplicar algunos algoritmos y de determinar ciertas
propiedades de la imagen [28].

La transformada de Fourier de una imagen I[ny, ns] en escala de grises es
otra imagen Ip[ky, ko] del mismo tamano; generalmente se calcula mediante

la transformada rapida de Fourier de I, denotada por
Fr[Iny, nal] = Ip[ky, k2], (2.1.1)

y su inversa como
Fi Urlky, ko] = I, nol. (2.1.2)

42
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Asi como para funciones de una variable continua, la ecuacién (2.1.1) se pue-
de expresar en términos de su amplitud y fase. Es comun que el espectro de
amplitud de Fourier de una imagen tenga valores de intensidad entre 0 y 10°.
Debido a esto, al visualizar dicho espectro se pierden detalles correspondien-
tes a los valores de intensidad menores, por lo que generalmente se visualiza

bajo una transformacién logaritmica [19].

2.1.1. Invariancia a posicion

La propiedad de traslacion de la transformada de Fourier de una funcién
f(z), ecuacion (1.1.42), se puede generalizar a funciones de dos variables. Si

F(v1,13) es la transformada de Fourier de f(x1,x3), entonces
Flf (w1 — o,y = B)] = e #TOF 0D Py 1), (2.1.3)

De esto, como

|e—i27r(a1/1+51/2)‘ _ |€—i27roz1/1 e—i27r[31/2‘
— |eizman||gi2nbua (2.1.4)
= ]_7
se tiene que
Flf @, 2]l = |F[f (@1 — o, 20 = B, (2.1:5)

para «, 3 € R [13].

Para una imagen digital [n, n| representada en escala de grises, la ecua-
ci6n (2.1.5) también es vélida, es decir, el médulo de la transformada répida
de Fourier de I es,

|\ Fr[I[ny,no]]| = |Fr[l[ny — a,ny — b)), (2.1.6)

para a,b € N.

En base a esta propiedad de la transformada de Fourier, es posible elabo-

rar un sistema de reconocimiento de patrones en imagenes digitales invariante
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a posicién, es decir, un sistema que sea capaz de identificar un objeto en una
imagen trasladado en cualquier direccién. Por ejemplo, en la Figura 2.1 se
muestra el espectro de amplitud de Fourier de dos imagenes con el mismo

objeto pero en diferente posicién.

()

Figura 2.1. Ejemplificacién de la invariancia a posicién del médulo de la
transformada de Fourier de una imagen. a) Imagen /. b) |Fr[]|. ¢) Imagen
J. d)|Fr[J]|. Ambos espectros de amplitud se muestran bajo una transfor-

macion logaritmica por cuestiones de visualizacién.
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2.2. Filtrado de imagenes

El filtrado de imagenes digitales es una técnica muy utilizada en el proce-
samiento de imagenes digitales. Existen filtros para resaltar o suavizar bordes
en imégenes, remover distintos tipos de ruido, entre otros. En el area de reco-
nocimiento de patrones, se pueden utilizan filtros en imagenes digitales con
el fin de obtener ciertas caracteristicas que permitan hacer una clasificacién
o identificacion entre imagenes. A los filtros utilizados en imagenes digitales,

también se les conoce como maéscaras.

Una forma de aplicar un filtro a una imagen I[ni,ns] es mediante la
convolucion discreta. Este procedimiento se conoce como filtrado espacial
cuando las operaciones se llevan a cabo en cada pixel [ny, ny] de la imagen I y
como filtrado frecuencial cuando se trabaja en el dominio de la transformada
de Fourier de I [19]. En ambos casos, el filtrar una imagen da como resultado

otra imagen del mismo tamano que la original.

2.2.1. Filtrado espacial

Si se tiene una imagen I[n;,nsy| en escala de grises de tamano M x N y
un filtro o mascara de convolucién wlny, ny| de tamano m x n, el proceso de

filtrado mediante la convolucién entre w e I estd dado por la ecuacion

w[ny, ng| * I[ng, ne) = E E w(s1, se]I[ng — s1,n9 — 8o

S1—=——a 82—7()

(2.2.1)
= I[ny,na),

endondea = (m—1)/2,b=(n—1)/2,n;, =0,1,.... M—1,n =0,1,..., N—1,
e I[ny,no] es la imagen filtrada [27).

La ecuacién 2.2.1 consiste en multiplicar punto a punto la matriz w(ny, ns]
de m x n por una submatriz de la imagen del mismo tamano centrada en

algin pixel, y luego asignar al valor de dicho pixel en la imagen filtrada
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w[ny, ng| * I[ng, na) el resultado de sumar cada multiplicacién. Al hacer este
proceso en cada pixel de la imagen, se obtiene la imagen filtrada [19].

2.2.2. Filtrado en frecuencia

El filtrado en frecuencia, estd fundamentado por el teorema de convo-
lucién discreta, el cual afirma que la convolucion discreta en el dominio de
frecuencia es una multiplicacién punto a punto de matrices o producto Hada-
mard. De esto, el filtrado en frecuencia de una imagen I[n;, ns| se define como
Wlky, ko) © [Ip[ki, ko]|, donde Ir[ki, k2] es la transformada rédpida de Fourier
de I, Wky, k2] es el filtro a utilizar y el simbolo ® denota la multiplicacién
punto a punto.

La imagen filtrada, se obtiene tomando la transformada inversa rapida de
Fourier, es decir,

Iy, na) = F3! {fF[I[nl,ng]]} , (2.2.2)

donde Fp[I[ny,n,)] es la imagen resultante de aplicar el filtro W en el dominio
de frecuencias.

En el drea de reconocimiento de patrones en imagenes digitales, no siem-
pre es necesario obtener la imagen I[ny, ny] de la ecuacién (2.2.2), basta con
trabajar con el espectro de amplitud de Fourier de Fp[I[ny, no]] para hacer
la clasificacién o identificacion.



Capitulo 3

Sistema de reconocimiento de
patrones invariante a posicién y

rotacion

Como se observa en la ecuacién (2.1.6), al trabajar con el espectro de am-
plitud de Fourier de las imagenes digitales, se obtiene directamente un sistema
de reconocimiento de patrones que es invariante a posicién. El invariante a
rotacién no es directo, para lograrlo se construyeron mascaras binarias de
anillos concentricos, con las cuales se calculan firmas unidimensionales que

son invariantes a traslacion y rotacion.

3.1. Mascaras Hilbert

Partiendo de la versién discreta de la transformada de Hilbert radial

generalizada, ecuacién (1.5.3), se propone que
P[O] = e, (3.1.1)
con § = cos & y r = \/k?+ k2 para (ki,k2) # (0,0), y 0 = 0 en (ki, ko) =

(0,0), donde k; y ko representan las variables discretas en el plano de frecuen-

47
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cia. Como la funcién ®[6] toma valores complejos en el espacio de frecuencia,
se puede expresar como una funcién H [k, ko] = Re[H]+iIm[H]. Las funcio-
nes Re[H| e Im[H], correspondientes a la parte real e imaginaria de H|[ky, k2],
se muestran en la figura 3.1 vistas sobre el plano (ki, k2), las cuales se pueden

representar como imagenes digitales en escala de grises.

N

Figura 3.1. a) Parte real de H|[ky, ko]: Re[H]. b) Parte imaginaria de H[ky, k:
Im[H].

(a)

Al filtrar en frecuencia a las imagenes Re[H| e Im[H] con un disco binario

D, se generan las méscaras Hg y H; (Figura 3.2), es decir,

HR:RG[H]QD,

(3.1.2)
H; = Im[H] ® D.
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(a)
Figura 3.2. a) Disco binario D. b) Mascara Hg. ¢) Méscara Hj.

Para obtener las firmas invariantes a traslacion y rotacién, se filtra el
moédulo de la transformada rapida de Fourier de la imagen con las méscaras
Hgi y H;. En la Figura 3.3, se muestra un ejemplo de dicho proceso.
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Figura 3.3. Filtros Hr y H; actuando sobre el espectro de amplitud de Fourier
de la imagen. a) Imagen I. b) Mddulo de la transformada de Fourier de I. c)
Espectro de amplitud de Fourier filtrado con Hg. d) Espectro de amplitud
de Fourier filtrado con Hy. Por cuestiones de visualizacion, las imagenes de

los espectros de amplitud se muestran bajo una transformacién logaritmica.

3.2. Firmas unidimensionales invariantes a tras-

lacion y rotacion

En la Figura 3.3 se observa que el resultado de filtrar |Fg[I]| con Hg
y Hj, genera en ambos casos una imagen con anillos de color negro (que

representa al valor de intensidad 0) y anillos de distintos tonos de gris (valores
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de intensidad diferentes de cero).

Para cada imagen se obtienen dos arreglos de ntmeros fg y f;, denomi-
nados firmas de la imagen. La primera se determina a partir del espectro
de amplitud de Fourier de la imagen filtrado por Hg, y la otra utilizando el
filtro Hj.

Para una imagen dada I, la firma fg es

fr=1[s1,52, ..., sn], (3.2.1)

donde s;, es la suma de las intensidades de los pixeles del k-ésimo anillo (sin
considerar a los anillos en negro y numerados en orden ascendente del centro
hacia afuera) en la imagen |Fr[l]| ® Hg y N es el nimero de dichos anillos

en la imagen (Figura 3.3). Andlogamente, se determiné la firma
fr =151, 82, ..., Sum), (3.2.2)

correspondiente a la imagen |Fr[I]| © H;. En la Figura 3.4, se muestran las
firmas de la imagen en la Figura 3.3 (a).
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Figura 3.4. Firmas correspondientes a una imagen. a) Imagen I. b) Firma
fr. ¢) Firma f;.



Capitulo 4

Plano de clasificacion y nivel de
confianza del sistema de

reconocimiento de patrones

FEl sistema de reconocimiento de patrones se tiene que entrenar con una
base de datos de imagenes de referencia. En la Figura 4.1, se muestra una
base de datos formada por imagenes digitales en escala de grises de fésiles de
diatomeas.

Las diatomeas son una de las fuentes basicas para la formacion de ma-
teria organica en el océano y participan activamente en la sedimentacion.
La presencia de diatomeas en paleoambientes marinos ha sido usada para el
estudio de cambios climdticos y de procesos geomorfolégicos [29].

El objetivo de todo sistema de reconocimiento de patrones, es hacer una
clasificacién de imdgenes digitales que no estén en la base de datos (deno-
minadas imdgenes problema) a partir de las imdgenes de referencia, de tal
forma que identifique automaticamente si una imagen problema es igual a

una imagen de referencia.
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Figura 4.1. Base de datos de imégenes de referencia: fsiles de diatomeas. (a)
A: Actinocyclus ingens - Rattray. (b) B: Azpeitia sp. (¢) C: Azpeitia nodulifera
- (Schmidth) Fryzell et Sims. (d) D: Actinocyclus ellipticus - Grunow in van
Heurck. (e) E: Actinocyclus ellipticus var moronensis - (Deby ex Rattray)
Kolbe. (f) F: Denticulopsis praedimorpha - Barron ex Akiba. (g) G: Nitzchia
praereinholdii - Schrader. (h) H: Bogorovia praepaleacea - (Schrader) Jouse.
(i) It Thalassiosira oestruppii var 1. (j) J: Thalassiosira oestruppii var 2. (k)
K: Thalassiosira domifacta - (Hendey) Jouse. (1) L: Asteromphalus imbricatus
- Wallich. (m) M: Pseudotriceratium cinnamomeum - (Greville) Grunow.
(n) N: Thalassiosira kozlovii - Makarova. (o) O: Coscinodiscus radiatus -
Ehrenberg. (p) P: Diploneis bombus - Cleve-Euler in Backman et Cleve-Euler.
(q) Q: Stephanodiscus sp. (r) R: Actinoptychus undulatus - (Bailey) Ralf. (s)
S: Actinoptychus bipunctatus - Lohman. (t) T: Actinoptychus splendens -
(Shadbolt) Ralf ex Pritchard. (u) U: Nitzschia reinholdii - Kanaya emend
Barron & Baldauf.
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Para entrenar al sistema, cada imagen de la Figura 4.1 se roté un dngulo
ABk, con k =0,1,..,359 y Af = 1°; por lo que, para cada imagen de refe-
rencia se tienen 360 imagenes. Por ejemplo, de la diatomea A se obtuvo el
conjunto de imégenes { Ay, Ay, Asg, ..., Agso}, donde la imagen Ay, corresponde
a la diatomea A rotada k grados, con k =0, 1, ..., 359. De esta forma, la base

de datos de imagenes de entrenamiento tiene 7560 elementos.

Posteriormente, se calculan las firmas de cada imagen de entrenamiento
mediante el procedimiento descrito en la seccion 3.2. Por ejemplo, para la
diatomea A, se obtuvieron los dos conjuntos de firmas

{ e =0,1,...359} (4.0.1)

{ f"“\k:O,l,...,359}. (4.0.2)

Para cada firma fﬁ’“ del conjunto (4.0.1) se calculd el escalar real Pg", de-
nominado potencia de la firma fgk, a partir de la ecuacién

N 2
> [fm)]
ppr =" 4.0.
donde N es el tamano de la firma, lo que dio lugar al conjunto
P = {P,;‘kyk =0,1,..., 359} . (4.0.4)

Andlogamente, a partir del conjunto (4.0.2) se determiné el conjunto
PA = {P;‘kyk ~0,1,..., 359} . (4.0.5)

Entonces, a cada imagen A;, le corresponden dos nimeros reales: Pé’“ y Pﬁ’“,
k=0,1,...,359.

La media muestral de los conjuntos P y P, estd dada por

359 359
A A
> Pit > Pt
Xpa=F2 — Xpa=FE2 (4.0.6)

R 360 1 360
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y la desviacién estandar de cada media por

359 359
Z(Pﬁlk _XP;Q)2 Z(Pf‘k —XP;“)2
k= k=
opy = 0 — . Opa= 0 — : (4.0.7)

El teorema del limite central afirma que, si de una poblacién con una dis-
tribucién cualquiera con media p y desviacién estandar o se extraen muestras
aleatorias de n observaciones, entonces, cuando n es grande, la distribucion
muestral de las medias muestrales X se distribuye de manera aproximada-

g

mente normal, con media p y desviacion estandar FE = T conocida como

error estandar [30].

Para el ejemplo de la diatomea A, de una muestra de 360 imagenes se
calcularon los estimadores P}’g’“, k=0,1,...,359. Por el teorema del limite
central, al ser considerablemente grande la muestra, las potencias P}?k tienen
una distribucién normal. Ademdas X pA tiende a p PAY EFE pa = apéx/ /360,
donde p pa €s la media poblacional. Andlogamente, lo anterior se cumple para

. A
las potencias P;™*.

Como las potencias de las firmas obtenidas a partir de la imagen A tienen
una distribucién normal, se pueden generar intervalos de confianza. Siguiendo
la metodologia de las gréaficas de los diagramas de cajas, se construyeron los
intervalos de confianza del 95.4% para cada uno de los dos conjuntos de
las potencias de las firmas y, a partir de ahi, se construyé el rectangulo de
confianza del 95.4 % graficando los valores X pa £2EEpa en el eje horizontal
vy X paE 2FE pa €en el eje vertical, que se muestra en color azul en la Figura
4.2. En la misma gréfica, la coordenada de las medias muestrales (Xpa, Xpa)
se indica en rojo y el rectangulo en color cian corresponde al formado por
XPS + EEpsy XPIA + EEpa, que es el rectangulo de confianza del 68.3 %.
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Figura 4.2. Rectdngulo de confianza del 95.4% en color azul, rectangulo
de confianza del 68.3 % en color cian y el punto rojo indica la coordenada
(XPI‘{HXPIA)'

Siguiendo un procedimiento andlogo para cada imagen digital en la base
de datos de imagenes de referencia, se construyen los rectangulos de confianza
para generar el plano de clasificacion. En la Figura 4.3 se muestra el plano
de clasificaicion para las imédgenes en escala de grises de fésiles de diatomeas
de la Figura 4.1.

Para que se observe con claridad que el sistema de reconocimiento de
patrones clasifica eficientemente cada una de las imdgenes problema, se pre-
sentan dos amplificaciones en las Figura 4.4 y Figura 4.5, donde se observa
que ninguno de los rectangulos se traslapa. Logrando de esa manera el objeti-
vo de tener un unico plano de clasificacién y asi reducir el tiempo de cémputo

al momento de indentificar a los objetos en las imagenes digitales.
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Figura 4.3. Plano de clasificacién de las imagenes de fésiles de diatomeas de
la Figura 4.1.
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Figura 4.4. Amplificacién de la Figura 4.3 correspondientes a los rectangulos
de confianza de diatomeas G, U, H y F.
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Figura 4.5. Amplificacién de la Figura 4.3 correspondientes a los rectangulos
de confianza de diatomeas £, P, D, I, N, R, M y S.

En el reconocimiento de patrones en imégenes digitales, el tiempo de
cémputo es un factor determinante, debido a la gran cantidad de imédgenes
que se manejan. Solorza y Alvarez—Borrego [31], proponen las méscaras bina-
rias de anillos concéntricos denominadas mdscaras Fourier (Mg) y mdscaras
Bessel (Bp), las cuales son generadas en un tiempo mayor al utilizado para
generar las mascaras Hilbert Hg y H;. En la tabla 4.1, se muestra la com-
paracion del tiempo promedio en que se genera Hgr, Mg v Bp, obtenido a
partir de una muestra de 50 elementos para cada caso. La maquina utilizada
para este andlisis es una: iMac con procesador 2.4 GHz Intel Core 2 Duo,
memoria 2 GB 667 MHz DDR2 SDRAM.

Tabla 4.1: Tiempo de cémputo promedio.

Madscara | Tiempo (segundos)
Hp 0.0206242682705
Mp 0.5236733341570
Bp 0.1167171006915




Conclusiones

Después de presentar y desarrollar parte de la teoria de las transforma-
das de Fourier y de Hilbert, més alla de construir una base tedrica para la
implementacién de un sistema de reconocimiento de patrones en imagenes
digitales invariante a posicién y rotacién, quedaron plasmados algunos con-
ceptos, desarrollos y resultados que pueden servir como guia para futuros

trabajos.

A partir de la teorfa y del estudio de las aplicaciones de la transformada de
Hilbert se logré proponer un par de mascaras binarias de anillos concéntricos
(mdscaras Hilbert), mediante las cuales se obtienen firmas unidimensionales
invariantes a translacién y rotacién para una imagen dada. Ademads, a partir
de la potencia de las firmas se pudo construir un tinico plano de clasificacion,
a diferencia de los multiples planos de clasificacién empleados en los sistemas

de reconocimiento de patrones por correlacion.

Por otra parte, el tiempo promedio en que se generan las mascaras Hilbert
es considerablemente menor al tiempo en que se generan las mascaras binarias
de anillos Bessel y Fourier, reduciéndose asi considerablemente el tiempo de
computo empleado por el sistema para clasificar imagenes digitales. De esto,
la implementacion de las mascaras Hilbert se puede catalogar como parte del
desarrollo de una nueva técnica mas eficiente para obtener la invarianza a

rotacién en un sistema de reconocimiento de patrones en iméagenes digitales.

El sistema de reconocimiento de patrones implementado permite recono-
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cer y clasificar los distintos tipos de fdsiles de diatomeas de la base de datos
con la que se trabajé. De la misma forma, es posible obtener resultados
analogos para el reconocimiento de distintos objetos capturados en imagenes
digitales a escala de grises, sin importar la posicion y la orientacién de estos.
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