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Se presenta un estudio del desarrollo de la funcién de onda en términos
de los estados resonantes para la region interna del potencial doble delta de
Dirac. Se propone un criterio de comparacion, el cual nos permite describir
cuantitativamente el grado de proximidad entre el célculo exacto y el
basado en el desarrollo en estados resonantes. Con base en dicho criterio se
realiza un estudio sistematico para diferentes configuraciones del potencial,
considerando casos con energias de incidencia, tanto en resonancia como
fuera de ella. Se encuentran regularidades en algunas cantidades relevantes
que dependen de los parametros del sistema. Tales regularidades proveen
criterios que pueden ser utiles en otros tipos de estudios, y en general,
contribuyen al conocimiento de los aspectos basicos de la fisica en
estructuras cuanticas resonantes.
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I
INTRODUCCION

En afios recientes, el uso de estados resonantes para describir soluciones de la
ecuacion de Schrodinger del continuo, ha resultado ser una herramienta tedrica
valiosa. Este enfoque alternativo de la mecdnica cudntica, ha permitido estudiar
sin ambigiiedades, aspectos bésicos del tunelaje cudntico [Garcia Calderdn, 1993] en
estructuras artificiales [Weisbuch C. y B. Vinter, 1991]. Més atin, estas técnicas han
sido incorporadas exitosamente al campo de los fendmenos transitorios para estudiar
las propiedades dindmicas del tunelaje cudntico [Garcia Calderén y Rubio, 1997;

Garcia Calderén, Rubio y Villavicencio, 1999].

Los estados resonantes fueron introducidos por vez primera a finales de los afios
veinte por Gamow en un trabajo sobre decaimiento o [Gamow, 1928]. Posterior-
mente, en 1976, Garcia Calderén presenté un desarrollo de la funcién de onda, us-
ando estados resonantes para estudios de potenciales arbitrarios en tres dimensiones
[Garcia Calderdn, 1976]; afios después, dicho desarrollo serfa aplicado en el caso de
potenciales particulares [Garcia Calderén y Rubio, 1986]. En 1987, Garcia Calderén
y Rubio desarrollaron un formalismo andlogo en una dimensién para potenciales ar-
bitrarios de alcance finito [Garcia Calderén y Rubio, 1987]. Tal formalismo permite
expresar la funcién de onda ¥(z, k) en la region interna del potencial como funcién

del propagador G*(z,z'; k), mediante la relacién ¥(z,k) = 2ikG*(0,z; k) [Garcia



Calderén, 1987]. Un aspecto digno de destacarse de este formalismo, es que permite
desarrollar la funcién de onda ¥(z, k) en términos de los estados resonantes u,(z) y
los polos complejos k;,, del propagador del sistema. Los estados resonantes que apare-
cen es estos desarrollos son soluciones de la ecuacién de Schrédinger con condiciones

de frontera de onda saliente.

En el presente trabajo se realiza un estudio numérico del desarrollo de la funcién
de onda en términos de los estados resonantes para la region interna del potencial
doble delta de Dirac simétrico. La sencillez matematica del potencial doble delta
de Dirac, nos permite obtener informacién relevante acerca de las propiedades del
tunelaje resonante en perfiles de potencial méds complicados. Tal es el caso de la
estructura de doble barrera, ampliamente utilizada en diversos estudios de tunelaje
cuantico estacionario [Garcia Calderén y Rubio, 1987; Garcia Calderdn, 1991; Garcia
Calderén, Rubio y Romo, 1991] y dindmico [Garcia Calderén y Rubio, 1987; Romo
y Villavicencio, 1999]. Es importante mencionar que con base en el formalismo de
estados resonantes, sélo han sido explorados las propiedades del coeficiente de trans-
misién del potencial doble delta. Debido a que en dichos estudios sélo es necesario
conocer la funcién en las fronteras del sistema, la regién interna del potencial ha sido
poco explorada. Atn cuando es posible calcular la funcién de onda exacta del prob-
lema de dispersién para el potencial doble delta, es importante estudiar la solucién
mediante el desarrollo en estados resonantes, porque es la base de otro formalismo de
efectos transitorios. Mdas ain, la descripcion que se logre con el formalismo de tran-

sitorios depende en gran parte de la buena descripcion que se tenga en el formalismo

de estados resonantes.

La distribucién del trabajo es la siguiente: En el capitulo II se presenta el for-



malismo de Garcia Calderén y Rubio [Garcia Calderén y Rubio, 1987] mediante el
cual es posible desarrollar la funcion de onda en estados resonantes. El capitulo III
contiene los detalles del cdlculo de los estados resonantes un(z) y polos complejos
k, de la amplitud de transmision. En el capitulo IV se realiza un estudio numérico
del desarrollo de la funcién de onda en términos de los estados resonantes. Dentro
de este capitulo se propone un criterio para medir el grado de aproximacién entre

funciones. En el capitulo V se discuten los resultados obtenidos y se plantean las

conclusiones del trabajo.



IT
FORMALISMO DE ESTADOS
RESONANTES

Con la finalidad de que este trabajo sea autocontenido, en este capitulo se pre-
senta el formalismo de estados resonantes desarrollado por Garcia Calderén y Ru-
bio [Garcia Calderén y Rubio, 1987] para un potencial arbitrario V' (z) de alcance
finito, capaz de mantener resonancias. Las expresiones utilizadas para los célculos
numéricos que se realizan en los siguientes capitulos y el desarrollo en general de este

trabajo estan basados en dicho formalismo.

A continuacién presentaremos la conexién entre el problema tipico de dispersién
y el problema de eigenvalores complejos. Consideremos la dispersién de un electrén
de energia £ y masa m, incidiendo por la izquierda, z < 0, sobre un potencial
unidimensional V(m), el potencial es real, finito y univaluado. Tal potencial tiene
forma arbitraria en el intervalo [0,L] y se anula fuera de éste. La ecuacién de

Schrodinger del sistema es,

42V (z, k)

-3+ [£* = V()] ¥(z, k) = 0, (2.1)

cuyas soluciones para la regién externa al potencial (donde V(z) = 0) son



¥z, k) e*® 4 r(k)e—i=, z <0, (2.2)
x, k) = ' .
t(k)etk=, z > L,

donde k = V2mE /h. Las cantidades t(k) y 7(k) son las amplitudes de transmisién

y reflexidén, respectivamente.

A continuacién hacemos uso del propagador G*(z,z'; k), el cual obedece la si-

guiente ecuacién diferencial

d?G*(z,z'; k)

= 4 [k - V(2)] O (25 k) = 8(e - @), (2.3)

donde el simbolo ”+” en G* es una notacién la cual nos indica que las condiciones

de frontera para el propagador son las llamadas Condiciones de Frontera de Onda

Saliente (CFOS)

dGt(z,z'; k)

d -+ I.k
4G (@, 2 k) _ —ikG+(:v,93';k)] ) [T = ikG™(z,a';k)| . (24)
z=0

dz z=L

El objetivo es obtener la funcién de onda ¥(z, k) en la regién interna del potencial
como funcién del propagador G*(z,2’;k). Esta relacién se obtiene multiplicando
la ecuacién (2.1) por G*(z,z';k), y la ecuacién (2.3) por ¥(z, k), e integrando la

diferencia sobre la region interna del potencial

L
d*GH(z, 2 k) @ Y(z, k) L y
O/{ z, k) 122 -G (x,x,k)T dm—/o U(z,k)6(z — z')dz,



L

d dG (=, 2y k) vi g oy 8U(z, k) ;
o/d—ac—{\P(m,k)T—G (a:,:c,k.)—dm— dz = U(z', k),
dG*(z,2'; k) |" d¥(z, k)"
\p(x,k)M _ GH(a, o k) &R U(z, k). (2.5)
dz 0 T o

Finalmente, sustituimos en la ecuacién (2.5), la funcién ¥(z,k) evaluada en las

fronteras del sistema, asi como las CFOS (Ec. (2.4)). Esto nos permite escribir

U(z, k) = 20kG1(0, z; k), 0<z<IL, (2.6)

donde ¥(z, k) es la solucién en la regién interna del potencial.

Por otro lado, observamos que evaluando la ecuacién (2.6) en z = L y sustituyendo
el valor de ¥(z = L) dado por la ecuacién (2.2), obtenemos la relacién entre la

amplitud de transmision y el propagador,

t(k) = 26kG*(0, L; k)e™"*L, (2.7)

La importancia de las expresiones (2.6) y (2.7) es que el propagador del sistema
puede ser desarrollado en términos de sus polos complejos k, = a,, — ib,, mediante la
aplicacién del teorema del residuo de Cauchy [Garcia Calderdn, 1991]. En particular,

el desarrollo puede escribirse como,



iy s tn(z)un(2)
G*(zx,z';k) = Xn: Tk — k) + B(E), (2.8)

donde B(F) representa un término de fondo, cuya contribucién es despreciable en la

mayoria de los potenciales tipicos de interés [Garcia Calderén, 1991].

Las funciones u,(z) que aparecen en el desarrollo de G*, son las soluciones de la

ecuacién de Schrodinger con CFOS,

du du,(z
@) _ (), @ +iknun(L), (2.9)
dz |, ‘ dr  |,_,
cuyos eigenvalores de la energia son necesariamente complejos, E, = k2k2 2/2m =

—iI';/2. Esta energia compleja describe la n-ésima resonancia, en donde e, es

la posicién y I', su anchura. Dichas funciones u,(z) son conocidas como estados

resonantes.

Finalmente, sustituyendo el desarrollo (2.8) en (2.6), tenemos que la funcién

de onda en la regién interna del potencial puede escribirse como un desarrollo en

términos de las eigenfunciones resonantes u,(z) y polos complejos k.,

(<, k) = 2i kZ “:52)7_’"]%) (2.10)

Este desarrollo es objeto de estudio en el capitulo IV. Las cantidades relevantes
que se requieren son los estados resonantes u,(z) y polos complejos k., cuyos célculos

son presentados en el siguiente capitulo.
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CALCULO DE LOS ESTADOS

RESONANTES MEDIANTE EL

METODO DE LA MATRIZ DE
TRANSFERENCIA

En este capitulo se presenta el cdlculo de dos cantidades muy importantes: los

polos complejos k,, y los estados resonantes u,(z).

En el capitulo II presentamos un formalismo, con el cual es posible la descripcién
de la funcién de onda en términos de los estados resonantes u,(z) y los polos com-
plejos k. Por esto, el problema se reduce al conocimiento de estas cantidades para

el sistema del potencial doble delta de Dirac simétrico.

El capitulo se divide en dos partes; en la primera seccién, se calculan los polos
complejos k, de la amplitud de transmisién para nuestro potencial de estudio; la
segunda seccién contiene la solucién al problema de eigenvalores complejos para los

estados resonantes u,(z).
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1 Caélculo de los polos complejos de la amplitud de
transmision

Para calcular los polos complejos, utilizamos la ecuacién (2.7), ya que ella nos indica
que los polos de G* corresponden a los polos de la amplitud de transmisién #().
Con ayuda de la matriz de transferencia M del sistema (ver apéndice A) podemos
expresar la amplitud de transmisién como t(k) = 1/Map. Es claro de lo anterior,
que calculando los ceros de Ms; obtendremos los polos de t(k) [Garcia Calderén, A.

Rubio y R. Romo, 1991]. Concretamente tenemos que la ecuacién de los ceros de

M22 €s,

. 2
m2\2eE — (ikR? —mA)" = 0. (3.1)

Utilizaremos el método de Newton-Raphson para resolver la ecuacién (3.1). Para
realizar esta tarea es necesario contar con los valores iniciales adecuados para aplicar
este método numérico. Una manera de obtener los valores iniciales de la parte real e
imaginaria del polo es con la ayuda de la grafica del coeficiente de transmisién como
funcién de la energfa. La posicién de los méximos o resonancias de la transmisién nos
dan el valor aproximado de la parte real del polo. La parte imaginaria corresponde
aproximadamente a la anchura de la resonancia, la cual resulta ser una cantidad
pequefia. Sin embargo, como se verd mas adelante, existen ciertas configuraciones del
potencial para los cuales las resonancias no nos ayudan como aproximacion al polo.
Por ello, surge la necesidad de tener un buen generador de valores iniciales, el cual
nos garantice convergencia en el método de Newton-Raphson. La idea fundamental

para la construccién del generador de valores iniciales es la siguiente: dada una
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cierta configuracién del potencial, se propone un valor inicial al primer polo. Con el
conocimiento del primer polo, los restantes se calculan dando como valor inicial el
polo anterior, mas un cierto nimero complejo (constante) al que llamamos "salto”;
el salto nos indica la medida en que se incrementan los polos en su parte real e
imaginaria. El procedimiento que se siguié para conocer el valor inicial del primer
polo y el salto fue el siguiente: observamos la distribucién de polos (en el plano
complejo-K) en los casos que nos resulta fécil calcular polos (deltas intensas) y
gradualmente disminuimos la intensidad de las deltas para verificar como varia el
primer polo y el salto de ellos. Después de llevar a cabo lo antes mencionado,
concluimos que conforme disminuye la intensidad de las deltas y la separacién entre
ellas, el primer polo se acerca més al origen (su parte real es més pequeiia), y el
salto aumenta en su parte imaginaria. Esto nos sugirié un generador de valores
iniciales para implementar una subrutina de cémputo, en funcién de los pardmetros
del potencial; es decir, dados A y L proponer el valor inicial para el primer polo y
el salto entre ellos. Una vez calculado el primer polo, el resto de ellos se calculan

dando como valor inicial el polo que le precede, més el salto.

Las figuras 3.1 y 3.2 muestran graficas del coeficiente de transmisién como funciéon
de la energia. Las unidades utilizadas son de eVA para la intensidad de las deltas y
de A para la separacién entre ellas, las cuales se muestran en la parte superior de las
graficas. La tabla I muestra los tres primeros valores de los polos y de la posicién de

las resonancias que corresponden a las gréficas del coeficiente de transmision.

El objetivo de mostrar estas dos situaciones, es ilustrar como para los casos con
resonancias altas y delgadas, que se presentan en deltas intensas, como el de la Fig.

3.1, no tenemos ningin problema en utilizar la posicién de la resonancia como valor
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inicial para la parte real del polo. Por otro lado, para deltas débiles las resonancias
casi desaparecen, como lo muestra la Fig. 3.2; en estos casos la posicién de las

resonancias no es util como valor inicial.

Consideremos el caso de la delta con intensidad A = 50 eVA; tomando la posicién
de las resonancias como valor inicial para la parte real del polo y -0.05 eV para la
parte imaginaria, tenemos convergencia en muy pocas iteraciones. Por otro lado,
cuando calculamos el primer polo para la delta de amplitud A = 1 eVA, utilizando
la posicién de la resonancia, al cual corresponde un valor inicial de 0.075 eV, la
convergencia fue a -1.6713e-011 +1.8529e-011i, lo cual evidentemente es erréneo.
Obsérvese en la Tabla I, la discrepancia que existe entre la parte real del polo y la
posicién de la resonancia con la delta de intensidad de 1 eVA, mientras que para la

delta de intensidad 50 eVA estos practicamente coinciden.

[ A=50 L=50 |

08

08 -

[TE)

04

02
00 —J
1 1 L 1 1 1 !

0 1 2 3 ‘ 5 6
E (energiaeneV)

Fig. 3.1 Gréfica del coeficiente de transmisién como funcién de la energfa para el
potencial doble delta.
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A=50eVA, L=50A A=1eVA, L=50A
n Eq Epico Enq Epico
1 0.20573-0.00122i  0.20207  0.00237 -0.04996i  0.075
0.8241 -0.00952i 0.82383  0.29088 -0.46335i  0.53
1.85835 -0.03097i  1.86528  1.10388 -0.99374i 1.43

w N

(Tabla I. Polos y posicién de resonancias para dos configuraciones del potencial doble delta.)

A=1 L=50

06 -

(=

02 |-

1 1 2 1 . 1
0.0 05 1.0 15 20

E (energia en eV)

Fig. 3.2 Gréfica del coeficiente de transmisién como funcién de la energia para el
potencial doble delta.

2 Cilculo de las eigenfunciones resonantes u,(z)

Para resolver el problema de eigenvalores complejos para las funciones u,(z) que

satisfacen la ecuacién de Schrodinger (2.1), utilizamos el método de la matriz de
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transferencia. El método consiste en conectar las amplitudes de las funciones de
onda evaluadas a la izquierda (z < 0) y derecha (z > L) del potencial mediante
una relacién de la forma (3) =M (g) , donde M es una matriz de 2 x 2. Esta
matriz contiene la informacién del potencial V(z), y se construye imponiendo las
condiciones de acoplamiento de la funcién de onda y su derivada en las fronteras
del sistema (ver apéndice B). Cabe mencionar que en este caso el método difiere del
utilizado usualmente para el cilculo del coeficiente de transmisién, o de ¥(z), como
se hizo en el apéndice A y B, respectivamente; en este ultimo caso las condiciones
de frontera del problema corresponden al problema tipico de dispersién: incidencia
por un extremo del sistema, una amplitud de transmisién y otra de reflexién de la
funcién de onda; para las u,(z), las condiciones de frontera son las CFOS (2.8), no

hay incidencia por los extremos del sistema, s6lo ondas salientes.

La solucién a la ecuacién de Schrodinger (2.1) tiene la forma general,

Uun(z) = Ae*® 4 Be~nT (3.2)

donde k, = V2mE,/h y A, B son coeficientes en general complejos.

Sean Ay, Byo, A1, B1, A, B, los coeficientes en cada regién, como se muestra en

la figura 3.1. Las soluciones para cada regién son,

un(z < 0) = Age™® 4 Boe =, (3.3a)




Un(0 < z < L) = Aje**® 4 B e n=, (3.3b)
un(z > L) = Ape™® + Bre #n=. (3.3¢c)
PAN
v(x) NS(x) NS(x-L)
T T
AU Al AL
el SN D D
Bg B1 BL
G < 4
x=0 x=1 X =>

Fig. 3.1 Potencial doble delta de Dirac simétrico.

Los coeficientes se relacionan a través de las siguientes ecuaciones matriciales

Ao

= MY : (3.4a)
By By
A A
R (3.4b)
By B,

donde M %, ML son matrices que se obtienen de aplicar las condiciones de acoplamiento
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a ¥(z), para z = 0 y z = L, respectivamente. Sustituyendo la expresion (3.4a) para

A y Bj en (3.4b) obtenemos,

donde M = MLMDO es la matriz de transferencia.

Al aplicar las CFOS, nos conduce necesariamente a que: A9 = By = 0. Asi que

las relaciones entre los coeficientes (después de algunas manipulaciones algebraicas)

pueden escribirse como,

A= M%By, By = Mj»Bo, AL = M3By, My =0. (3.6)

Es importante sefialar que la expresion Mg = 0 nos conduce a la ecuacién de los

polos del propagador G* | tal como se vi6 en la seccién anterior.

De las ecuaciones (3.6) notamos que sélo nos falta conocer el valor de By para
determinar la funcién u,(z). Para esto, consideremos una nueva ecuacién, que co-
rresponde a la condicién de normalizacién de un(z). La normalizacién proviene de

los residuos en los polos complejos de G+ [Romo, 1989] y se expresa como

/OL W2(c)da + EZZ [12(0) +u2(2)] = 1. (3.7)

En nuestro caso la integral que aparece en la condicién de normalizacién puede
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facilmente evaluarse analiticamente, ya que u,(z) es una combinacién de exponen-

ciales. El valor de la integral es,

L
/ w2 i = 21: k& {(1\/]{)2)2 (P42 — 1) — (M) (X2 — 1) 4 4z'/an1v11°2M§’2} .
4 ‘n

(3.8)

Sustituyendo en la condicién de normalizacion (3.7), y las expresiones para la

un(z) en los extremos del sistema, u2(0) = B y u2(L) = (M1a)? B2e?*sL por lo que

obtenemos
B e 2ikn L
O LMDy’ (Pkal — 1) — (MS)” (e7%knl — 1) — Mpe?knl + ik LM{HMS, — 1
(3.9)
Finalmente las soluciones para cada regién son,
unl@) = Bge~#n®, z <0, (3.10a)
un(z) = Bo [Mye™® + Mfpe=#] 0O<z<L, (3.10b)
un(z) = BoMpei*®, g 2 (3.10c)

Nétese que todas las cantidades que aparecen tanto en By (ecuacién (3.9)) como
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en u, (ecuacién (3.10)) estdn escritas en funcion de los elementos de la matriz de
transferencia M, la matriz MO y los polos k;,. Por lo tanto estas cantidades pueden

ser facilmente evaluadas numéricamente.
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IV
ESTUDIO NUMERICO DE LA
FUNCION DE ONDA EN
TERMINOS DE LOS ESTADOS
RESONANTES

En el capitulo II se present6 un formalismo mediante el cual es posible describir
la funcién de onda en la region interna del potencial como un desarrollo en estados
resonantes u,(z) y los polos complejos k, del propagador G*(z,2’;k); el método
de célculo de dichas cantidades se expuso en el capitulo III. En el presente capitulo
se hace un estudio sistematico de dicho desarrollo, aplicado al sistema doble delta
de Dirac simétrico para diferentes configuraciones del potencial. El propdésito es
reproducir el cdlculo exacto con la precisién deseada, encontrando la combinacién
adecuada de valores de los parametros A\ y L del potencial. Esto involucra intro-
ducir un criterio matemético que nos permita describir cuantitativamente el grado
de proximidad entre el célculo exacto y el basado en el desarrollo en estados reso-
nantes, los cuales denotaremos por ¥.(z) y ¥,(z), respectivamente. Dicho criterio
se introduce en la primera secciéon de este capitulo y constituye una de las aporta-
ciones importantes de este trabajo de tesis. El estudio sistemdatico del desarrollo de

la funcién de onda en estados resonantes se expone en la segunda seccién con el caso
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de incidencia en resonancia. En la tercera y tltima seccién consideramos algunos

casos con energias de incidencia fuera de resonancia.

1 Criterio de proximidad entre funciones

Para poder describir cuantitativamente el grado de aproximacién del desarrollo en
estados resonantes ¥,(z) a la funcién de onda exacta W.(z), es necesario introducir
formalmente un criterio que nos permita expresar analiticamente dicho grado de
aproximacién. En el estudio sistematico que se pretende realizar es necesario com-
parar graficas de un célculo con gréficas de otro, esto involucra comparar distintos
conjuntos de valores. Un procedimiento cualitativo 1til para determinar el parecido
de dos funciones en un intervalo dado, es la simple comparacién visual de sus corre-
spondientes graficas. Sin embargo, estudios que involucran tratamientos analiticos
requieren un criterio cuantitativo. El criterio que introduciremos es muy simple y

estd inspirado en un método analitico utilizado ya en el contexto del cdlculo varia-

cional [Elsgoltz, 1977].

Partimos de la siguiente definicién: Sean F(z,{p}) y H(z,{p}) funciones com-
plejas de variable real z, donde {p} es un conjunto de pardmetros; ambas funciones

definidas para z en un intervalo [a,b]. Se define la cantidad

|F (e, {p})I — [H (=, {p})|"
max (|F (2, {p})I*)

a<z<b (4.1)

donde la barra superior indica la media de las cantidades ||F(x, (o) - |H (=, {r}) |2’
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y maz es el mdximo de |F(z, {p})l2 . El nimero ¢ es el parametro que mide el grado
de deformacién entre |F|? y |H|?, en otras palabras, podemos decir que la funcién H
es proxima a F en un 100 x (1 — £)%. Nétese que si ¢ tiende a cero, entonces |F|? y
|H|? tienden a ser iguales, en cambio, si ¢ es cercano a uno, entonces |F|2 y |H|? son
muy diferentes, en cuyo caso el porcentaje de proximidad entre |F|? y |H|? tiende
a cero. Bésicamente, el criterio que proponemos califica en la escala del 0 al 100 el

grado de aproximacién que existe entre dos funciones.

Una vez escogido un valor especifico £ para un par de funciones, éste nos permite
decir que al cambiar a otro conjunto de pardmetros {p} con una £ < ¢, tendremos
un mayor porcentaje de proximidad (mejor aproximacién); en el caso contrario ten-

dremos un menor porcentaje de proximidad.

Implementando este criterio criterio en nuestro estudio, tendremos que las fun-
ciones W.(z) y Wo(z) corresponden a F y H, respectivamente. El conjunto de
pardmetros {p} corresponde a los valores A y L del potencial doble delta. Los valores

a y b del intervalo, corresponden respectivamente a la posicién 0 y L de las deltas.

2 Energia de incidencia en resonancia

Si en el desarrollo infinito de la funcién de onda en estados resonantes (ecuacién
(2.9)) tomamos un subconjunto finito de términos del desarrollo, tendremos una

descripcién aproximada de la funcién de onda, esto es,

N Unp \U)uplT
U, (z, k) ~ 2ik 2_:1 k—ng% (4.2)
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La eleccion de distintos valores de N proporciona diferentes grados de aproxi-
macion para la funciéon de onda. Estudios realizados en estructuras cudnticas de
multibarreras en los que se ha aplicado (4.2) para describir la funcién de onda,
han mostrado que con una eleccién apropiada del nimero N de términos se pueden
obtener excelentes descripciones [Garcia Calderén y A. Rubio, 1987; Garcia Calderén,
A. Rubio y R. Romo, 1991]. En particular, en sistemas con resonancias estrechas y
aisladas, la aproximacién de un solo término (N = 1) ha dado buenos resultados.

La aproximacién de un término de la ecuacién (4.2) es,
- un(0)un(z) (4.3)

Para ilustrar el uso del criterio veamos un caso particular: el potencial doble
delta de Dirac simétrico. Los parametros son: (A, L) = (10 eVA, 30 A) donde ) es la
intensidad de las deltas y L su separacién; la energia de incidencia en resonancia es
E = ¢ = 0.3492 ¢V. Mediante un programa de computo evaluamos numéricamente
en el intervalo [0, L], con un paso de 0.001 las expresiones correspondientes al célculo
exacto W.(z) de la ecuacién (B.1) y el célculo aproximado ¥,(z) de la ecuacién
(4.3). Al mismo tiempo evaluando la expresién (4.1) para calcular el pardmetro ¢,
obtenemos que el porcentaje de proximidad entre |U.(z)|? y |¥4(2)|? es de 97.7 %
(¢ = 0.023). Las graficas correspondientes a estos calculos se muestran en la Fig.
4.1, donde la linea continua corresponde al cdlculo exacto ¥.(z) y la discontinua al
desarrollo en estados resonantes ¥,(z). Los pardmetros del potencial y la energia de
incidencia se muestran en dicha grafica. Noétese el grado de simetria de la funcion de
onda exacta |¥.(z)|? en este caso de incidencia en resonancia. Esto es ventajoso, ya

que en general las funciones asimétricas requieren mayor nimero de términos cuando
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se describen mediante desarrollos en serie.

Tomando como punto de referencia al sistema (10 eVA, 30 A), se realizé una
busqueda sistemdtica de otras configuraciones de potencial (\,L) que exhiban el
mismo grado de proximidad (97.7%) entre |¥.(z)|?y |¥,(z)|?. Los resultados de tales
potenciales se muestran en la tabla II. En las primeras dos columnas se muestran
los pardmetros A y L de los potenciales, la tercera columna contiene los valores del

primer polo Eq = €; —il'1/2 con el fin de mostrar la energfa de incidencia E = ¢; en

cada sistema.

En las figuras 4.2 y 4.3 se ilustran dos casos tomados de la tabla II, que correspon-
den respectivamente a los potenciales (5,60) y (3,100). Notar que este par de graficas
también presentan una simetria bien definida, ademéds, hay que observar el enorme
parecido entre las figuras 4.1, 4.2 y 4.3. Los tres casos son practicamente indistin-
guibles entre si, no obstante que corresponden a sistemas con diferente geometria.
Esto nos ilustra la confiabilidad del criterio cuantitativo que hemos introducido para
comparar funciones, ya que es congruente con el criterio cualitativo que consiste en

la simple comparacion visual de las curvas.

Resulta interesante el hecho de que en todos los casos considerados en la tabla II, el
producto AL resulté ser una cantidad invariante; su valor se mantiene practicamente
constante en 300 eVA?, tal como lo muestra la columna 4. Esto nos sugirié un
mecanismo para obtener los potenciales con el mismo porcentaje de proximidad
en términos de A y L de la siguiente manera: una vez elegido un porcentaje de
proximidad, i.e., un sistema (A, L), se calcula ¢ = AL y entonces el resto de los

potenciales con el mismo porcentaje de proximidad corresponderdn a A = L/q; de
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hecho, A de la tabla II lo encontramos con la relacién A = 300/L . Considerando a
A como funcién de L, tenemos que define una familia de hipérbolas. Si graficamos
A contra L para los potenciales de la tabla II, identificamos una frontera hiperbdlica
que delimita la region con porcentajes de proximidad mayores o menores al 97.7 %.
Tal grafica se muestra en la fig. 4.4 y resulta muy ilustrativa para tener una idea de
como serd la aproximacién al cdlculo exacto con sélo conocer los pardmetros A y L
del potencial doble delta. Otro resultado interesante de los potenciales que presentan
un mismo porcentaje de proximidad, se muestra en la dltima columna de la tabla
IT; el cociente (eg —€1)/I'; resulté ser también una cantidad invariante, cantidad que

involucra los pardmetros de resonancia del sistema.

Finalmente, queremos enfatizar la simetria que presenta la funcién de onda exacta
en resonancia y la similitud de los pares de graficas para los potenciales con el mismo
porcentaje de proximidad; de hecho, todas las graficas de la tabla II tienen la misma

forma, como lo muestran las figuras 4.1 a 4.3 en los ejemplos de esta seccién.



A=10 L=30
E=0.3492

¥ @) *

A=5 L=60
E=0.0873

¥ () *

0 10 20 30 40 50 60

Fig. 4.2 Sistema (5,60) con aproximacién del 97.7 %.
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A=3 L=100
E=0.0314

¥ ) °

Fig. 4.3 Sistema (3,100) con aproximacién del 97.7 %.

AL Ey AL | (€3 — €1)/Ty
10 | 30 | 0.3492-0.0728i | 300 | 8.5565
75 | 40 | 0.1964-0.04095i | 300 |  8.5565
6 | 50 | 0.1257-0.0262i |300| 8.5565
5 | 60 | 0.0873-0.0182i |300| 8.5565
43 | 70 | 0.0642-0.0321i |301| 8.5888
3.75 | 80 | 0.0491-0.02455i | 300 |  8.5565
3.3 | 90 |0.0387-0.01935i | 297 |  8.5468

3 | 100 | 0.0314-0.0157i | 300 8.5565
(Tabla II. Potenciales con un 97.7 % de proximidad entre funciones.)
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A en eV-angstrom
T

intensidad

20 40 60 80 100
separacion L en angstrom

Fig. 4.4 Frontera que delimita la regién con los porcentajes de proximidad mayor
(hacia arriba) o menor (hacia abajo) al 97.7 %

3 Energia de incidencia fuera de resonancia

En la seccién anterior se mostré como al considerar energias de incidencia en reso-
nancia E = ey, la utilizacidn de sélo un término en el desarrollo de estados resonantes
nos condujo a una excelente aproximacién a la funcién de onda exacta. Considerando
ahora incidencia a energias fuera de resonancia, no podemos esperar que la aproxi-
macién de un término funcione con la misma eficacia. Esto se debe a que se introduce
una asimetria en la funcién de onda exacta, por lo cual se hace necesario incluir m4ds
términos en el desarrollo (4.2) para obtener la precisién deseada. El estudio en esta
seccién involucra considerar energias de incidencia fuera de resonancia. El caso més

simple corresponde a energias menores a la de la primera resonancia e investigar
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cuantos términos necesitamos sumar en el desarrollo (4.2) para obtener los porcenta-

jes de proximidad deseados.

Consideremos el ejemplo del potencial doble delta de Dirac con pardmetros (10
eVA, 30 A), el cual como vimos en la seccién anterior le corresponde una primera
resonancia en E; = 0.3492 — 0.0728:. A continuacién disminuimos la energia de
incidencia en 0.05 eV, esto es, E = ¢; — 0.06 = 0.2992 eV. Al igual que en el
caso resonante, mediante un programa de computo se evalua numéricamente las
expresiones correspondientes al desarrollo (4.2), el cdlculo exacto a través de (B.1)
y el célculo del pardmetro ¢ mediante (4.1). Después de evaluar el desarrollo (4.2)
para distintos nimeros de estados, obtenemos que se requieren 4 estados para tener
un 97.9% de proximidad (¢ = 0.0204). La figura 4.5 muestra la grifica para este
caso, en donde se puede observar una ligera pérdida de simetria de la funcién de

onda. Cabe mencionar que con 3 estados se tiene un porcentaje de proximidad del

97.2%.

Consideremos ahora otro ejemplo con pardmetros distintos (5 eVA, 60 A) en
donde disminuimos la energia de incidencia por debajo de la resonancia en la misma
cantidad que en el ejemplo anterior. Para este sistema la resonancia es £y = 0.0873 —
0.0182:. Al utilizar la energia de incidencia E = ¢; — 0.05 = 0.0373 eV, encontramos
que se requiere ahora de 19 estados para tener el mismo grado de presicién que el
potencial anterior (97.7 %). La figura 4.6 muestra la grafica para este ejemplo, en
la cual se observa que la funcién de onda exacta es asimétrica; en consecuencia,
se necesité de més estados para tener el porcentaje de proximidad deseado. Nétese
también de esta gréfica como en las vecindades de z = 0 resulta maés dificil reproducir

el cdlculo exacto, mientras que para z > 20 los valores para ambos cédlculos casi
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coinciden.

Los resultados obtenidos en estos dos ejemplos se resumen en lo siguiente: pode-
mos decir, en general, que la cantidad N de términos del desarrollo necesarios para
obtener una determinada precision depende de los parametros del potencial, esto es,
si modificamos A o L, en general N cambiard. Lo anterior parece sugerir que es
complicado obtener alguna regla simple que nos permita caracterizar la situacion
fuera de resonancia, como lo hicimos en el caso resonante. Afortunadamente como
veremos enseguida, este no es el caso. A continuacién mostraremos que existe una
interesante regularidad que nos permite establecer una relacién entre el niimero N

de estados que necesitamos y el porcentaje de proximidad escogido.

A=10 L=30
E=0.2992

0 5 10 15 20 26 30

Fig. 4.5 Aproximacién del 97.9 % con 4 estados, bajando la energia de incidencia
en 0.05 unidades de eV.
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A=5 L=60
E=0.0373

03 i

02 -

1% () *

00

-

Fig. 4.6 Aproximacién del 97.7 % con 19 estados, bajando la energia de incidencia
en 0.05 unidades de eV.

En los dos ejemplos anteriores se disminuyé la energia de incidencia en 0.05
unidades de eV, o sea, E = ¢; — 0.05 eV. Consideremos ahora bajar la energia
de incidencia en miltiplos de I', esto es, E = ¢; — nI';. Siguiendo con los ejemplos
anteriores y tomando el potencial (A, L) = (10 eVA,30 A) pero ahora con una en-
ergia de incidencia de E = €1 —I';y = 0.2036 eV (que corresponde a n = 1) obtenemos
que necesitamos sumar 13 estados para tener el 97.8 % de proximidad. La fig. 4.7
muestra este caso. Tomando ahora el ejemplo (5 eVA, 60 A) cuya grifica se muestra
en la figura 4.8 con la energia de incidencia £ = ¢; — I't = 0.0509 eV, encontramos
que para obtener el 97.8% de proximidad necesitamos también 13 estados, de hecho,
el resto de los potenciales de la tabla II requieren todos ellos de 13 estados para

tener el mismo porcentaje de proximidad (97.8 %). Al igual que sucedié en el caso
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resonante, todas las graficas para estos potenciales tienen la misma forma que el de

la fig. 4.7 y 4.8 presentados.

A lo largo de estas lineas, disminuyendo la primera resonancia en dos multiplos
de T, i.e. E = ¢ — 2I'1 , nos conduce a que se requieren 22 estados para obtener
un 97.7 % de proximidad para todos los potenciales de la tabla II. Las figuras 4.9
y 4.10 corresponden respectivamente a los casos (10 eVA, 30 A) y (5 eVA, 60 A),
donde la energia de incidencia se indica en la figura correspondiente. Nétese como la
funcién de onda exacta ¥.(z) es practicamente una recta, por lo que se necesité de
més estados para tener las aproximaciones deseadas de 97.7 %. Un aspecto digno de
destacarse de este estudio es la siguiente regla: se requiere siempre el mismo nimero
de estados para describir la funcién de onda para un valor fijo de £, siempre que la
diferencia AE = ¢;—E sea expresada en unidades de I';,. Esto no sucedi6 al disminuir
la energia de incidencia en unidades arbitrarias en eV, como se mostré en los dos
primeros ejemplos presentados al inicio de esta seccién. En virtud de la invariancia
observada incluso para distintos potenciales, podemos decir que el ancho total de

resonancia [',, define una especie de “unidades naturales” para estos sistemas.

El considerar més estados en el desarrollo (4.2), nos conduce obviamente a mejores
aproximaciones. Las figuras 4.11 y 4.12 muestran esta situacién para los ejemplos
particulares de las figuras 4.7 y 4.9, respectivamente, en donde se obtiene una mejor
aproximacién. Para el ejemplo del potencial (10 eVA, 30 A) en donde se disminuyé
la energfa de incidencia en una unidad de T', la aproximacién mejoré de un 97.8 %
con 13 estados (fig. 4.7), a un 99.2 % con 50 estados (fig. 4.11). En el segundo
ejemplo, correspondiente al mismo potencial, disminuimos la energia de incidencia

en dos unidades de I'; se mejord de un 97.7 % (fig. 4.9), a un 99.2 % (fig. 4.12), con
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22 y 100 estados, respectivamente. Esta mejoria de la aproximacién al aumentar el

numero de estados también se aprecia “visualmente” en las graficas.
g

Un fenémeno curioso que se presenta al tratar de reproducir el cdlculo exacto
mediante el desarrollo en estados resonantes es el “pico” que aparece en las vecindades
de z = 0, el cual sigue apareciendo ain cuando se sigan sumando mas y mas estados
en el desarrollo en estados resonantes, como se ilustra en las graficas 4.9 a 4.12. Ello
nos indica una dificultad para reproducir el cdlculo exacto en esa zona. Esto es

similar al fenémeno de Gibbs que se presenta en el contexto de las aproximaciones a

funciones por series de Fourier.
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A=10 L=30
S E=0.2036

¥

Fig. 4.7 Aproximacién del 97.8 % con 13 estados, bajando la energia de incidencia
en una unidad de gama.

08 | -
A=5 L=60

E=0.0509
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¥ () *
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Fig. 4.8 Aproximacién del 97.8 % con 13 estados, bajando la energfa de incidencia
en una unidad de gama.
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del 97.7 % con 22 estados, bajando la energia de incidencia

Fig. 4.9 Aproximacion
en dos unidades de gama.
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Fig. 4.10 Aproximacién del 97:8 % con 22 estados, bajando la energia de incidencia
en dos unidades de gama.
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E=0.2036
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Fig. 4.11 Aproximacién del 99.2% con 50 estados, con los mismos parametros que
el ejemplo de la figura 4.7
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Fig. 4.12 Aproximacion del 99.2 % con 100 estados, con los mismos pardmetros que
el ejemplo de la figura 4.9
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v
CONCLUSIONES

Con base en el formalismo de Garcia Calderén y Rubio, el cual nos permite
desarrollar la funcién de onda en términos de los estados resonantes y los polos
complejos del propagador del sistema, se realizé un estudio sistematico de la funcién

de onda en la regién interna de un potencial doble delta de Dirac.

Una de las aportaciones importantes del presente trabajo, fue de establecer un
criterio cuantitativo para determinar el grado de proximidad entre la funcién de
onda exacta y el desarrollo en estados resonantes. M4ds atin, con base en tal criterio,

se realiz6 un estudio sistemético, del cual surgieron resultados interesantes, los cuales

discutiremos a continuacién.

El estudio sistematico de la aproximacién del desarrollo en estados resonantes a
la funcién de onda exacta fue dividido en dos casos: (i) energfas de incidencia en

resonancia y (ii) energias menores a la primera resonancia.

En el caso de energias de incidencia en resonancia se mostré como la funcién de
onda exacta presenta una simetria bien definida, por lo que la aproximacion de un
término en el desarrollo fue suficiente para describir el cdlculo exacto. Se encontré que
para distintas configuraciones de potencial, con el mismo porcentaje de proximidad

entre el cdlculo exacto y el aproximado, presentan dos regularidades importantes:
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las cantidades AL y (€2 — €1)/I'1 son invariantes. La primera de ellas es el producto
de los parametros del potencial; la segunda involucra los pardmetros de resonancia
del sistema. El hecho de que el producto AL sea constante, nos da la pauta para
encontrar los potenciales que tienen el mismo porcentaje de proximidad; una vez que
se fija un cierto porcentaje, la relacién ¢ = AL permite obtener los potenciales con

dicha caracteristica.

En el caso de energias de incidencia por debajo de la primera resonancia, se
ilustré cémo se introduce una asimetria en la funcién de onda exacta; ésto nos
llevé a utilizar varios estados en el desarrollo para tener buenas descripciones de
ella. Encontramos que al alejarnos de resonancia en multiplos de I', B = €1 — nl'y,
nos condujo al siguiente resultado: distintas configuraciones de potencial requieren
del mismo nimero de estados en el desarrollo, para tener el mismo porcentaje de

proximidad entre el célculo exacto y el aproximado.

En resumen, se propuso un criterio cuantitativo que mide el grado de proximidad
entre la funcién de onda exacta y ol desarrollo en estados resonantes; ademds, se
obtuvieron resultados interesantes que pueden ser ttiles en otros tipos de estudios,
que en general, contribuyen al conocimiento de los aspectos bésicos de la fisica en

estructuras cuanticas resonantes.

Finalmente, algunas de las secuelas importantes de este trabajo involucra el estu-
dio de los fenémenos transitorios para el potencial doble delta. Para estos estudios
se ha venido utilizando exitosamente un formalismo dependiente del tiempo, en el
cual los ingredientes principales en el desarrollo de la funcién de onda en la regién

interna del potencial son: solucién estacionaria del problema, polos complejos, es-
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y funciones de Moshinsky. Las tres primeras cantidades fueron ya

tados resonantes
odos los ingredientes necesarios

calculadas en este trabajo. En concreto, se tienen t

para iniciar estudios dependientes del tiempo.
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V1
APENDICES

A. LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA Y EL COEFICIENTE DE
TRANSMISION.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para un potencial doble

delta de Dirac simétrico estd dada por,

h? d20(z)
2m dz?

+ [Aé(z) + AN6(z — L)) ¥(z) = EV(z), (A.1)

donde L es la distancia entre los centros dispersores y A la intensidad de las deltas,

tal como se muestra en la figura 6.1.

La solucién a la ecuacién A.1 para cada una de las regiones son,

Uiz < 0) = ge™*® 4 re7ke, (A.2a)

V(0 < z < L) = ae*® 4 ge=*2, (A.2b)
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\I/HI(.’E > L) = te'® + Se_ikx, (A.ZC)

donde k = V2mE /h y los coeficientes q, r, a, 3, t y s se determinan a partir de las

siguientes condiciones de acoplamiento,

¥1(0) = ¥n(0), (A.3a)

d‘I’H(O) d‘I/I(O) _ 2mA
dz iz~ 2 ) )

(L) = ¥(L), (A.3c)

d\PII](L) _ d\I’H(L) N 2mA
dx de  R?

Un(L). (A.3d)
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Fig. 6.1 Potencial doble delta de Dirac simétrico.

Aplicando las condiciones de frontera para = = 0, es decir, ecuaciones (A.3a) y

(A.3b) se obtienen las siguientes relaciones entre los coeficientes a,B,qyr,

mA mA
= |14+ — 1 A4
¢ [ z’kﬁzJ A LWJ A (Ae4n)
mA
= |—~— 1 s A.4b
g [ 'kﬁzJ T [ z'kﬁ?J " (A.4b)
las cuales podemos escribir en forma matricial como,
- o4 0 1+ i;cnr:\"’ er:\ﬁ
=M donde M" = ‘ . (A.5)
B T __m\ 1 — mA
ikh? ikh?
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Igualmente para z = L, de las ecuaciones (A.3c) y (A.3d) se obtienen las relaciones

para los coeficientes «, 3, t y s,

mA mA ;
t= 11 —2ikL :
{ " z'kﬁ?} o [ikhze }ﬂ’ (B4
= |——e” Ll B, .6b
’ [ ikh2° }‘H[ ikn? | P s 8)
y escrito en forma de matrices,
, 1423  mh-2kD
(f) = ML(a) donde ML = el ; (A7)
s B —mA 2%kl | _ mA
ikh? ikh?

Podemos relacionar las amplitudes ¢, 7, ¢ y s mediante las ecuaciones (A.5) y

(A.7) para obtener,

()-()

donde M = MPM?O es la matriz de transferencia del sistema. Explicitamente tene-

mos,

(1+ 7)2 _ 726—21'1@ v [(1 +9)+(1- ,Y)e—zikL]

M =
~r [A=+ @] (1= )22
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donde v = M{’z = m/\/ikﬁ2 . Finalmente, sabemos que la amplitud de transmisién

viene dada por el inverso del elemento My,

k2h4

m2\2e2ikl _ (ikﬁ2 - m/\)2’

b= (A.10)

y el coeficiente de transmisién por T = |t|? = 1/|Myy)|?.
B. LA FUNCION DE ONDA EXACTA.

Aqui presentaremos la solucién exacta a la ecuacién de Schrédinger en la regién

interna del potencial, en el caso estacionario.

Este es el problema tipico de dispersién, en el cual tenemos incidencia por un
extremo del sistema, con una cierta amplitud de transmisién y otra de reflexién
de la funcién de onda. Nos apoyaremos fuertemente en el método de la matriz de

transferencia para resolver el problema.

Como discutimos en el apéndice A, la solucién a la ecuacién de Schrodinger en la

region interna del potencial, 0 < z < L, es,

U(z) = ae™® + ez, (B.1)

donde k = V2mE/h y a,f son coeficientes por determinar. De las ecuaciones
matriciales (A.5) y (A.8) del apendice A y haciendo ¢ = 1 obtenemos,
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a= M} + MY, (B.2)
B = Mg+ Mdr, (B.3)
t = A/fll + M12T, ) (B4)

en donde ya conocemos la amplitud de transmisién ¢ y los elementos de matriz. La
ecuacién B.4 nos dice que podemos conocer 7, en consecuencia también los coefi-

cientes a y 3, y por tanto la funcién de onda (B.1).
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