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Resumen

Este trabajo comprende la aplicacion de una solucién numérica de la ecuacion de Tn cikonal. basado en
un esquema en diferencias finitas no centradas, para el cdlculo de tiempos de arribo de pulsos actisticos
en aplicaciones oceanograficas. La transmisién de sonido en el océano es utilizado enire olras cosas como
un sensor de las propiedades de estado del agua de mar, tal como en las Wenicas de Tomogralin y
Termometria acdstica del océano. El cdlculo de tiempos de arribo es un aspecto importante de estas
técnicas. La manera clésica de resolver los tiempos de arribo involucra resolver la ecuacion de la eikonal.
proveniente de buscar una solucién en forma de cuasi-ondas planas en la ecuacion de onda, mediante una
solucién por teorfa de los rayos. La utilizacién de trazado de rayos en la oceanograffa ha sido muy
exilosa, sin embargo para campos de rapidez acistica complejos sc vuelven  una larea
computacionalmente cara. El desarrollo y aplicacidn de soluciones numéricas de la eikonal se ha dado en
Sismologfa con bastante éxito, como alternativa a la teoria de rayos. En Oceanogralia las soluciones
numéricas podrian constituir de igual manera una alternativa eficiente al (razado de rayos, Para
experimentar con esta hipdtesis, se realizaron dos experimentos numéricas en campos de rapidez acistica
representativos de condiciones reales del océano con el esquema propuesio por Van Trier y Symes
[1991]. Los resultados se compararon con soluciones analiticas y andlogas por teoriy de los rayos, con
¢llo se midi6 la estabilidad , eficienica relativa y precisién del esquema. Se realizé un tereer experimento
para probar la estabilidad del esquema ante contrastes fuertes de rapidez de sonido,

Los resultados demuestran que las soluciones numéricas si tienen capacidad de resobver problemis
acusticos en Oceanograffa, aunque el esquema utilizado presenta problemas, los cuales son remediables
con la implementacién de otros esquemas mas complejos. Sin embargo, la retacion probihlemente linead
TAMANO DE MALLA-PRECISION-COSTO DE CPU enconirada indica que ¢l uso de este tipo de
soluciones probablemente sea restringido a problemas de distancias horizontales de mesoescala.
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INTRODUCCION

Una de las herramientas que utiliza el oceandlogo fisico para atacar el pro-
blema de comprender la fisica del océano es la observacion. De ella obtiene toda la
informacién empirica sobre el océano, siendo limitada basicamente por la calidad
y capacidad de instrumentos y/o técnicas de medicién. La vista, una de las
herramientas de observacién mas rudimentaria del hombre; y los satélites, una de
las més avanzadas, sdlo penetran las primeras decenas de metros de profundidad.
El sonido a frecuencias adecuadas, puede ser escuchado a miles de kilémetros de
su origen, por lo que no resulta sorprendente que muchos organismos marinos lo
utilizan desde hace millones de afios como un instrumento para la percepcidn de
su entorno.

Los primeros intentos del hombre en utilizar el sonido como sensor en el
océano fueron después de la tragedia del Titdnic, en donde se implementaron
sonares debajo del agua para la deteccién de icebergs. Durante las guerras mun-
diales. necesidades de caracter militar impulsaron la investigacion cientifica de
las propiedades aciisticas del océano y con ello la utilizacién de sonares mas po-
tentes en la busqueda de submarinos, minas, buques y mediciones batimeétricas
precisas [Clay y Medwin, 1977]. En este corto periodo se dieron descubrimientos
importantes, tales como el canal de sonido, que hace que las senales acusticas
se transmitan extraordinariamente bien hasta el grado de poder atravesar cuen-
cas ocednicas enteras en tiempos bastante cortos[Apel, 1987]. En los periodos
de postguerra, los sonares se implementaron para la deteccion de organismos

peldgicos.




1. INTRODUCCION 2

Si uno analiza la naturaleza fisica de la propagacion del sonido, puede ver
que el sonido como sensor tiene una aplicacion mas fundamental: la deteccion de
cambios en las propiedades de estado del océano. Las sentales de sonido son ondas
de compresion que causan oscilaciones rapidas en el campo de densidad, que a la

ind baci 1 d ion. L idez ! 1a]
vez inducen perturbaciones en el campo de presion. La rapidez ° con que viajan

estas sefiales, definida en la ecuacién de onda lineal, es [Knox, 1989]:

Bp)
1o (22 1.1
= () _ (1)

siendo ¢ la rapidez del sonido una razén de cambio parcial de la presion p respecto
a la densidad p bajo condiciones de entropia constante, evaluada a una densidad
promedio de un océano en reposo po. Qué tan rdpido viaja una sefal de sonido
depende entonces de la rapidez con que responde el campo de presion ante una
perturbacién en el campo de densidad del medio.

Imaginemos ahora un pulso sénico originado en alguna region del océano
y supongamos que éste intersecta un receptor a una distancia horizontal r. La
travectoria que toma el pulso aciistico estd en funcion de los cambios de rapidez de
sonido que encuentra en su avance. El tiempo que tarda en llegar al receptor. es
decir. recorrer dicha trayectoria, estd en funcién de la longitud de la trayectoria
y las variaciones del inverso de la rapidez del sonido en ésta. Si uno mide el
tiempo de arribo, y conoce la trayectoria, uno puede irse a ta inversa, es decir,
determinar la rapidez con la cual viajé el sonido. Si se conoce la relacion de
la rapidez del sonido con la densidad uno puede inferir la densidad del agua en

la trayectoria. En el océano la densidad es una funcion de la temperatura, la

INétese que se define una rapidez y no una velocidad,esto se debe a que la expresién 1.1 no
es una funcién vectorial.
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salinidad y la presion. Temperatura y salinidad tienden a estar correlacionadas,

s1 tomamos como ejemplo la comunmente utilizada relacién lineal [Knox, 1989];

S =S+ mT (1.2)

donde un valor tipico de m es .1ppm(°C™') [Knox, 1989] vemos que la magnitud
de un cambio fraccional en la rapidez del sonido relativo a una perturbacién en

el campo de densidad en el océano es [Munk y Wunsch, 1979):

be = abT + B6S = a1 (1 4 fma™)
¢

donde é denota una perturbacion, o y 5 son coeficientes de temperatura y salini-
dad asociados a la rapidez del sonido, con valores tipicos de o = 3.2 x 103 °C -1
y 8=1.0x 10° pprn~! Munk y Wunsch, 1979]. De esta expresién vemos que la
variacion fraccional de sonido se debe principalmente a perturbaciones de tem-
peratura en la mayor parte del océano (salvo en latitudes altas en las que §
domina) por lo que es factible obtener eslimaciones de temperatura apartir de
estas mediciones aciisticas.

En 1979, Walter Munk y Carl Wunsch conciben la idea y la maquinaria
matematica para aprovechar este principio. Propusieron infierir las propiedades
tridimensionales de temperatura de un volumen de agua en el océano, utilizando
como informacién los tiempos de arribo de pulsos actisticos a lo largo de miiltiples
transectos que entrecruzan este volumen, la llamada tomografia acistica del

océano > Una de las ventajas de esta técnica, es la cantidad de informacidn

*Por su similitud a a la técnica médica de tomografia
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obtenida relativa a mediciones convencionales; con m anclajes, técnicas conven-
cionales (termistores, CTD’s, etc) rinden m mediciones puntuales, pero m an-
clajes consistiendo de e emisores y r receptores rinden € * r observaciones. Otra
ventaja es la velocidad con que se llevan acabo las mediciones, comparable a un
crucero que pudiese desarrollar 3000 nudos (Knox, 1989]. En dos experimentos de
factibilidad; uno realizado en 1981 [OTG, 1982] y el otro en 1983 {Knox, 1989},
queda comprobada en principio su idea.

Otro proyecto que desea utilizar las capacidades sensoriales del sonido es
el proyecto de Termometria Acdstica del Oceano (ATOC), una ramificacién de
la Tomografia Acustica [Munk y Forbes, 1989]. En este experimento intentan
utilizar series de tiempo de “tiempos de arribo”, de transmisiones acisticas a
escalas de cuencas oceanicas para detectar el llamado “calentamiento global’,
la hipétesis es que el calentamiento serd detectado en un patrén de tiempos de
arribo cada vez mas cortos. La ventaja de trabajar con este tipo de mediciones es
que son espacialmente integradoras y por tal, filtran el ruido de pequena escala
que afecta a las mediciones puntuales [Munk y Forbes. 1989]. Sin embargo. la
utlizacién de pulsos actisticos y sus tiempos de arribo, no se limitan a la deteccién
de propiedades de estado; Cornuelle > menciona que se tiene pensado medir la
razon de crecimiento del piso ocednico, utilizando un arreglo triangular acastico
de un emisor (por encima de una cordillera) y dos receptores {uno en cada lado

de la cordillera en cuestién).

3Comunicacién personal, 1995
Scripps Institution of Qceanography, La Joila California 92073-0230.
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Algunas de las tareas primordiales en estos experimentos de acustica oceani-
ca es la simulacién numérica, la determinacién de las trayectorias que toma la en-
ergia acistica y mas aiin la estimacion de los tiempos de arribo [Munk y Wunsch, 1979)].
Estas tareas se resuelven a través de la busqueda de soluciones a la ecuacion de

onda.

Una solucién exacta de la ecuacién de onda, cuandp la rapidez del sonido es
constante, es la solucion de ondas planas, en la cual las perturbaciones acisticas
conforman frentes de onda que en todo punto son perpendiculares al sentido
de propagacién de la sefial. El océano siendo un medio en donde la rapidez del
sonido no varia mucho, es un candidato excelente para buscar una solucién de esta
naturaleza; donde la idealizacién de algunos aspectos de las condiciones acisticas
del océano, producen un error que en muchos casos no es mas grande que la
incertidumbre de medicion [Jensen, 1994].

Cuando las caracteristicas acidsticas del océano permiten una solucion en

forma de cuasi-ondas planas de la ecuacién de onda y suponiendo que las fre-

cuencias de onda utilizadas son grandes, uno puede llegar a la llamada ecuacion
de la eikonal * . Esta relaciona la forma de los frentes de onda con el indice de
refraccién del medio y al resolverla por el método de las caracteristicas, lleva a
una serie de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que describen
las trayectorias por las cuales viaja la energia acistica, las llamadas ecuaciones
de rayos.

A pesar de que la teoria de los rayos ha probado ser muy eficiente en la to-

mografia, y en la oceanografia en general, en algunos campos de rapidez acistica

4Una ecuacién diferencial parcial, de primer orden, no lineal
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(especialmente los complejos), calcular rayos se vuelve una tatea computacional-
mente cara y dificil, frecuentemente se encuentran causticas donde estas solu-
ciones no son validas, f.e los rayos no penetran o se pueden cruzar entre si
[Van Trier y Symes, 1991]. En tales casos es necesario aplicar otras soluciones
de la ecuacién de onda, e.g., integracién de la ecuacion de onda parabdlica o
una expansién en modos normales [Munk y Waunsch, 1979]. Sin embargo, existen
soluciones numéricas a la ecuacién de la eikonal que potencialmente pueden ser
mejores, en algunos aspectos, a las soluciones de teoria de rayos.

La idea de resolver numéricamente la ecuacién de la eikonal fue desarrollada
por sismélogos, en un principio Vidale (1988], posteriormente Van Trier y Symes
(1991), Qin et. al. [1992] y recientemente Hole y Zelt [1995]. Estas soluciones
han mostrado tener varias ventajas sobre el trazado de rayos. Una ventaja es
que son métodos mds robustos y rapidos, porque calculan los tiempos de arribo
para todos los puntos de un campo de rapidez dado ® . Otra ventaja de este tipo
de soluciones es que estiman correctamente el tiempo de arribo en causticos y
sombras, lugar donde los rayos no penetran {Van Trier y Symes, 1991].

Estas soluciones numéricas podrian constituir una alternativa computa-
cional mas barata, eficiente y precisa que el método clasico de trazado de rayos.
en problemas de actistica ocednica. Su aplicacién en problemas oceanograficos
es nuevo, posiblemente siendo este trabajo el primer intento. por lo que, aunque
presentamos este tipo de soluciones como una alternativa eficiente a la teoria de
los rayos. no probamos directamente este punto, st no la factibilidad de su apli-

cacién. Para llegar a esto, realizamos experimentos numéricos con el esquema en

5Contrario al calculo de la trayectoria de los rayos, donde para cada punto en la misma
estructura de rapidez, es necesario la determinacion de los rayos que intersectan cada uno de

estos puntos.
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diferencias finitas propuesto por Van Trier y Symes [1991] en campos de rapidez de
sonido representativos de condiciones “reales” del océano. Este esquema numerico
se juzgd el mas sencillo y por lo tanto el mas adecuado para los propdsitos de
esta tesis. Los jucios sobre el funcionamiento y capacidad del esquema nUMErico
se basaron en comparaciones con soluciones dadas por teoria de rayos.

La utilidad oceanografica se enfocd a la tomografia y termometria acustica
del océano, aunque existen otras aplicaciones. En la seccién de fundamentos
tedricos describimos brevemente las caracteristicas actisticas del océano esenciales
en la transmisén de sonido; posteriormente desarrollamos y describimos breve-
mente la teoria lineal de ondas, y su expresién matematica: la ecuacion de onda
lineal. Analizamos también las soluciones en la aproximacién de ondas planas
que llevan a la ecuacién de la eikonal y por dltimo su solucidn cldsica, la teoria de
los rayos. En la seccién tres investigamos las soluciones numéricas de la ecuacién
de la eikonal y en particular detalle el esquema de Van Trier y Symes [1991].

En la seccién cuatro, la metodologia, describimos los experimentos numéricos
v las bases de comparacién de los resultados obtenidos con soluciones analiticas
equivalentes por teoria de los rayos. FEn la seccion de resultados se muestran
a detalle las soluciones numéricas de los experimentos realizados, las soluciones
por teorfa de los rayos y las comparaciones realizadas; discutimos un poco lo
obtenido y basicamente sentamos las bases con la cual en la seccién de discu-
siones y conclusiones llegamos a que el método de Van Trier y Symes [1991] es
capaz resolver campos de rapidez acisticos representativos de el océano y aunque
presente problemas el esquema polar, estos son remediables implementando es-
quemas mas complejos como el de Vidale [1988] 6 el de Hole y Zelt [1995]. Con

este trabajo entonces, se demuestra que las soluciones numéricas de la ecuacion
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de la eikonal pueden llegar a ser una alternativa eficiente a la teoria de los rayos
en algunas aplicaciones oceanograficas y por tanto es rentable seguir investigando

su aplicacion.




OBJETIVO GENERAL

Resolver la ecuacién de la eikonal por diferencias finitas y experimentar
su aplicacién en problemas de oceanograffa acistica, como una alternativa a la

solucién por el método de trazado de rayos.

2.1 OBJETIVOS PARTICULARES

e Determinar la magnitud y las caracteristicas del error de la solucién por
diferencias finitas de la ecuacién de la eikonal, comparando los tiempos de

arribo en perfiles de rapidez del sonido cldsicas que tienen soluciones exactas

en las ecuaciones de rayos.

o Determinar la estabilidad y eficiencia del esquema numérico ante una apli-

cacién oceanografica mas compleja.




FUNDAMENTOS TEGRICOS

3.1 CARATERISTICAS ACUSTICAS DEL OCEANO

Una de las variables acidsticas de fundamental importancia, es la rapidez con
que puede viajar el sonido en el medio, la cual es funcién de la densidad y la
compresibilidad del agua de mar. Aunque se puede llegar a una expresion de
¢ a través de expresiones precisas de las ecuaciones de estado [Apel, 1987], por
lo general se trabaja con expresiones empiricas obtenidas de mediciones direc-
tas de ¢ bajo variaciones de temperatura, salinidad y profundidad, tal como

[Brekhovskikh y Lysanov, 1977}, {Jensen, 1994], [Clay y Medwin, 1977]:

¢ = 1449.2 + 4.6T — .0055T2 + .00024T> + (1.34 — .01T)(S — 35) + 016z (3.3)

donde T es la temperatura en °C, S la salinidad en ppm y  es la profundidad
en metros. como regla general ¢ oscila entre los 1430 v 1340 [m/s] v aumenta
conforme se incrementa la temperatura, la salinidad v la presién

[Brekhovskikh y Lysanov, 1977].

La caracteristica fisica mds notable del océano es su naturaleza inhomogé-
nea. Existen dos tipos de inhomogeneidades: las regulares y las aleatorias. Las
regulares llevan a que la distribucion espacial de 7.5 y P en la mayor parte de
los océanos, provoque que el gradiente vertical de ¢ en estas regiones sea tres
érdenes de magnitud mayor que en la horizontal [Brekhovskikh y Lysanov. 1977]
y a una primera aproximacién la estructura de ¢ pueda ser considerada como

horizontalmente homogénea, con variacion solo en la vertical (ver fig.1). Esta es

10
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una de las caracteristicas fisicas del océano que simplifican el manejo matematico
del problema acustico.

Los perfiles ¢(z) varian espacialmente de acuerdo a las regiones del océano
y temporalmente de acuerdo a las estaciones del afio y/o cambios diurnos de T
y S. A profundidades mayores de un kilémetro, la variacién vertical de T y S es
débil y el incremento de ¢ se debe casi exclusivamente al incremento en la presion
hidrostatica. En regiones profundas del océano, el perfil tipico ¢(z), es aquel para
el cual la rapidez de sonido experimenta un minimo a una cierta profundidad z,.
Arriba de esta zp, ¢(z) se incrementa debido al aumento de temperatura (asociadoe
al calentamiento por radiacién solar), abajo de esta profundidad ¢(z) crece por
el incremento en la presidn hidrostatica (ver fig.2a).

Si una fuente de sonido se encuentra cerca de z,, parte de la energia acistica
es atrapada en lo que se llama el canal de sonido (CS), propagandose en él sin
atenuarse por choques con el fondo o la superficie (fig.2b), siendo asi como surge
el mecanismo bésico de transmision de sonido a grandes rangos de distancias.

La distancia maxima de propagacion de sonido en el CS, esta limitada prin-
cipalmente por la pérdida de transmision de energia actstica, la cual entre otros,
es el efecto sumado de procesos de atenuacion y pérdidas de energia por dis-
persion.

Se ha demostrado experimentalmente que la atenuacién es proporcional a f?
o la frecuencia al cuadrado{Clay y Medwin, 1977], entre mayor sea la frecuencia
mayor sera su atenuacion, Por lo general, los experimentos acusticos en el océano
se limitan a frecuencias en el rango de unoc a algunas centenas de ciclos por
segundo [Clay y Medwin, 1977], el limite a frecuencias bajas impuesto por la

incapacidad técnica de producir tales frecuencias. Ello explica por qué las ondas
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acusticas pueden viajar miles de kilometros en el CS. sin ser atenuadas a un nivel

que sea perceptible,
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LONGITUD (grados)

Figural: Seccién N — S a lo largo del meridiano 30.5 W, que ejemplifica la
estructura actistica del océano, Las isolineas son de ¢, siendo su variabilidad
més importante en la horizontal. Esta carcteristica permite que a una primera
aproximacién pueda definirse a ¢ = ¢(z).Modificado de Clay y Medwin (1972].

(a) {b)

Figura2: (a) Perfil ¢(z) tipico que produce una guia de ondas.(b)En término de
rayos, la energia actistica es “atrapada” por el canal, pudiendo viajar en ella miles
de kilémetros. Modificado de Brekhovskikh y Lysanov [1977].
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3.2 DERIVACION DE LA ECUACION DE ONDA PARA PRESION

Las ondas acisticas pueden describirse mateméticamente utilizando ecuaciones
de movimento linealizadas, suponiendo que son perturbaciones pequenas respecto

a un estado en reposo. Las ecuaciones de movimiento a tratar son!

%-{-V-pu:O (3.4)
du .
p(—a?-ku-Vu) = —Vp— pges (3.5)

siendo 3.4 la ecuacién de continuidad, y 3.5 la ecuacién de movimiento. Es-
tas expresiones son para un fluido no viscoso sin transferencia de calor, ya que
suponemos que las vibraciones que causan estos movimientos oscilatorios son
rapidos v débiles. Las variables p,u y p son la densidad, velocidad y presion del
fluido en coordenadas eulerianas, ¢ es la aceleracidon de la gravedad y €3 es un
vector unitario en la direccién z.

Como va se menciond, lo que vamos a buscar es una linealizacion de estas
ecuaciones, donde las variables son el efecto sumado de una perturbacién sobre

un estado de reposo inicial. Por lo que:
p=potp1
pP=rpotp
u = up+ui

donde ug = 0
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones anteriores, despreciando

términos no lineales y reteniendo sélo lo términos de orden mayor puede ser
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demostrado que se llega a [Jensen, 1994]:

_gt— = _f)OV MR EY (36)
du .
Poa—tl = —~Vp1 — ;19es. (3.7)

Necesitamos una ecuacion que cierre el sistema, ya que tenemos cinco varia-
bles y sdlo cuatro ecuaciones. Esta ecuacion debe relacionar la presidén y densidad
del agua, por lo que tal relacidn tiene que ser una ecuacion de estado [Knox, 1989].
Una buena aproximacidn es suponer que la presion se puede expander en una Serie

de Taylor, reteniendo solamente el término de primer orden [Knox, 1989]:

d
p = p(po) + 5}3 (P — po)- (3.8)
p P=re
Recordando que p = pg + p; obtenemos:
0, &
pr=p—po=p—plp) = S {p—po) = PI_B = pyc?, (3.9)
0P ppo dp p=po

donde ¢? es definida como la rapidez de fase de la onda, que corresponde a la
derivada gﬁ bajo condiciones adiabaticas,
p=po

Sustituyendo la igualdad 3.9 en la ecuacién 3.7 obtenemos:
PO%UTl = —Vp1 — prcges. (3.10)
La escala espacial de el primer término del lado derecho involucra la escala espacial
de onda aciistica y es mucho mds grande que el segundo término, 15,000:1 para
longitudes de onda de 15 cm o 100 mHz [Knox, 1989]. Este iltimo se puede

despreciar, por lo que :
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Lt o _Vp,. (3.11)

Sustituyendo la igualdad 3.9 en la ecuacion 3.6:

C“Q%-FPUV‘IH :0, (312)

derivando con respecto a t obtenemos:
&*p AV -uy)

— = g —m———L =10 3.13
3t2 +c £o 6t ) ( )

si cambiamos el orden de la derivada en el segundo término y utilizamos la igual-

dad 3.11:

-V Vp -V Vp -V

pﬂ( St PO) =~V + (3.14)
Po Po Po

Por 1ltimo, sustituyendo 3.14 en 3.13 llegamos a:

? Vp -V
20" v2p1+ P1 PO:O.

o Po

Por los mismos argumentos anteriores [Knox, 1989] podemos despreciar el dltimo

término y olvidar los subindices para obtener finalmente la expresion de la ecua-
cién de onda lineal para presion:

J*p

T Ha,y,2)Vip = 0. (3.15)

3.3 OBTENCION DE LA ECUACION D¥ LA FIKONAL

Una solucién sencilla de la ecuacién 3.15 se da cuando la rapidez de sonido es
constante. Las ondas acdsticas bajo estas circunstancias y a una distancia con-

siderable de su origen conforman sinusoidales perfectas, donde los frentes de onda
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forman planos perpendiculares al sentido de propagacion [Kinsler y Frey, 1980],
siendo la razén por la cual esta solucién es demominada “solucion de ondas
planas”. Vimos en la seccién 3.1, que las variaciones de c¢(,y,z) en el océano
son muy pequenas, y por tanto, podemos esperar a una primera aproximacion,
que las ondas transmitidas en éste a una distancia considerable de su origen se
comporten como una “onda plana”, donde los frentes de onda van a ser suave-
mente curveados por las variaciones de ¢ {Apel, 1987]. La aproximacién consiste
en incluir la dependencia espacial de las variables involucradas en la solucion en

forma de onda “plana”.Dicha solucién es[Knox, 1989]:

p = Az, y, 2,t) expOEws0) (3.16)

el cual es localmente aproximada a una sinusoidal [Lighthill, 1978], p es presién,
A es una funcién de amplitud suave que varia mucho mas lentamente que ©, una
funcién de fase local. Una justificacidon de esta formulacidn puede ser encontrada.
en Lighthill [1978] o en Brekhovskikh y Lysanov [1977), pero basicamente es
consistente con las propiedades de una onda sinusoidal en un medio homogeneo.

Esta funcidn de fase cumple con [Lighthill, 1978]:

900 o e 00

oo =~k F=w Bt_g:o (3.17)

donde la primera expresion define un nimero de onda local Eyla segunda define
una frecuencia angular local w, la cual es independiente del tiempo. Estas dos

estan ligadas por la relacién de dispersidn [Lighthill, 1978]:

w s c(@,y, 2)y k2 4 k2 4 k2 (3.18)
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que es una aproximacion de la relacién de dispersion de una onda plana w = ck.

Sustituyendo a 3.16 en 3.15 obtenemos:

2 2
G ot PA Ly (|ve|2mc-?(5®) )

gt Jt
2
Vip = c'g%{—?— + 2471 (c‘g%?ﬂ%-? - VAVG)) .

Utilizando la formulacién de la fase local 3.17 y suponiendo que la amplitud A
varia mucho mas lentamente que la fase #, y con la ayuda de un anélisis dimen-
sional de términos [Jensen, 1994], las ecuaciones anteriores se pueden expresar

COmao:

VA ,  w?
- L ver =% (3.19)
{
VAVO = —%Vze. (3.20)

La ecuacién 3.20 describe el comportamiento de la amplitud A, conocida como
fa ecuacién de transporte. Si tomamos el limite de frecuencias grandes, i. e, el

limite w — oo 3.19 se reduce a:

2

L
ver =5, (3.21)

En el caso acistico @ = w(r(x,y, z)—1), donde t es el tiempo. Haciendo el cambio
de variable VO = wVr, donde 7 es una relacién de fase o funcién de tiempo de
arribo, llegamos a:
, 1k
2 _
|Vrif = 5 =~ (3.22)

¥
c w?
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esta ecuacion es la Hlamada ecuacion de la eikonal, siendo 7 la eikonal® .

FRENTE DE ONDA
x 1(x,y,z)=cte.

Figura3: En una solucién de la ecuacion de onda por medio de la ecuacion de la
eikonal, los frentes de onda son dados por 7(z,y, z) = cte, los rayos son trayecto-
rias ortogonales a estos frentes que sigue la energia, x,7 y ¢ son angulos que hace
el rayo con los ejes z,y y z repectivamente. Modificado de Apel [1987].

Tal expresion busca llegar a una descripcion de la propagacién acustica en
términos de frentes de ondas dados por 7 = cte y trayectorias o rayos (fig.3).
La solucion de 3.22 rinde el tiempo de arribo o el tiempo de viaje de una senal
[Vidale, 1988].

Para que 7 sea una solucidn de 3.22 y ésta una buena aproximacién de
3.15, no es suficiente satisfacer la condicion w — oo. Un andlisis dimensional
[Boyles, 1984] nos muestra qué condiciones se tienen que cumplir. Lo que se

busca es que:
A2 VA

0 A2 <<(VT)2

donde Ay = 27 /w, es la longitud de onda.

Leikonos= Imagen en griego
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Utilizando el hecho de que la razon cofc = 1, donde ¢g es la rapidez
de fase en la superficie, puede ser demostrado que se llega a [Boyles, 1984],

[Brekhovskikh y Lysanov, 1977}, [Knox, 1989]:

[ /\OVZT Z I

Esto implica que el Laplaciano de 7 no debe cambiar representativamente
en una longitud de onda. La primera derivada de 7 nos da la direccion de
propagacién del frente, mientras que su segunda es la razén de cambio de
esta direccién, lo que traduce la condicién anterior a que la curvatura de

las trayectorias de propagacion no debe cambiar mucho en una longitud de

onda.

e MoVn&n?-1
donde n es el indice de refraccién del medio, 6 ¢g/c v esto significa que el n
no debe cambiar significativamente en una longitud de onda.

Y por iltimo

o \ZWinA <1

Lo que implica que el cambio fraccional en amplitud (A) debe ser igualmente

insignificante en una longitud de onda.
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3.4 TEORIA DE RAYOS: Solucién clasica de la ecuacién de la eikonal

__._)
La energia contenida en una onda sinusoidal viaja a una velocidad de grupo Cy
(Lighthill, 1978] y resulta ser que la trayectoria que toma esta energia, en el caso
de las ondas acisticas, es ortogonal a los frentes de onda. Tales trayectorias son

dadas por:

dX — fdw
=Y o (3:23)
dk Ow ey

y son los llamados rayos. Un desarrollo formal y de mucho mayor profundidad
puede verse en Lighthill [1978]. En una analogia con mecénica, estas ecuaciones
expresan la trayectoria que seguiria una particula con velocidad 6’; La relacion
de dispersién dicta en que direccién viaja la energia respecto a los frentes de
onda. En el caso de anisotropia, i.¢., ondas internas, los rayos son paralelos a los
frentes de onda [Lighthill, 1978}. En el caso de isotropia, el caso de una relacién
de una dispersién como 3.18, las trayectorias que toma la energia dependen de
la magnitud del vector nimero de onda, por tanto, siempre son perpendiculares
a los frentes de onda. Como las ondas acusticas son no dispersivas |Cg| iguala la
velocidad de fase ¢, significando que la energia acustica viaja a la velocidad de
fase. Buscar una solucién en términos de estas ecuaciones es de mucha utilidad,
ya que rinden la trayectoria de la senal y ademas una estimacién de la variacion
de la energia acistica en sus trayectorias.

Istos rayos también son llamados “geométricos” [Vidale, 1988] porque se

pueden obtener por construccion geométrica, parametrizando la ecuacion de la
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eikonal con cualquier variable que aumenta monotonicamente a lo largo de la
trayectoria que conforman estos rayos, siendo comiin utilizar la longitud de arco.

Sea r un punto sobre la trayectoria S y ds un incremento infinitesimal en la longi-

tud de arco del rayo(fig.4b). Entonces j—; es un vector unitario en la direccion del

rayo, sin embargo —— también lo es. Igualando estos dos términos y utilizando
4 80 ol & y

la igualdad de la ecuacién 3.22, obtenemos las ecuaciones para la geometria de

los rayos en términos de la eikonal:

wdz Ot wdy . or wdz Ot (3.25)

kocds Oz Focds — d Loeds T Oz

donde (a(s), y(s), #(5))
Sin embargo, 7 es una funcién desconocida, por lo que es convenente reescri-
bir esta ecuaciones en funcion de una variable conocida. Derivando con respecto

a s llegamos a las expresiones deseadas, en términos de ¢

d [ w dx ad /fw

Raly hdibatull @R (e 9
ds (Aoc a’s) dx ( gc) (3.26)
d {wdyl 9 [ w .-
(- 2 () (321)
d { w dz Jd [ w

is (A_d_> =7 (i) (3.28)

Estas ecuaciones son analogas a las expresiones que se derivan de pedir que

el tiempo de arribo en las trayectorias cumpla con:

1

esto es que la primera variacién de la integral de tiempo de arribo iguale a cero.
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isto es llamado el principio de Fermat y pide que el tiempo de viaje en la trayec-
toria sea un extremo, lo que significa que un cambio infinitesimal en la trayectoria
del rayo produce un cambio de segundo orden en el tiempo de arribo, por lo que
el tiempo de arribo en los rayos es estacionario. Feynman (1965) explica que no
es que el extremo siempre sea un minimo, si no que la trayectoria que toma la
onda es tal que existen un nimero grande de trayectorias cercanas que difieren a

segundo orden en el tiempo de arribo.

Las ecuaciones 3.28 expresan lo mismo que las ecuaciones 3.24, esto es, las
variaciones a lo largo de la trayectoria de un rayo son producto del indice de
refraccidn y trazan la trayectoria de los rayos dada la posicidn inicial y el campo
de rapidez de sonido. Cuando consideramos un problema actstico independiente
de variaciones horizontales de ¢, i.e. donde ¢ = ¢z) solamente, las ecuaciones

3.28 se simplifican a:

d [ w dz d 7/ w D/ w W
— | —— = — [ — = — | — 1 =) — ;= cte. K
ds (kgc ds) ds (koc COS’\) dz (kgc) 0; koc Cos X = cte (3.30)
d { wdz d [ w '
ds (,:éa:;) =7 (ZO—C‘) s (3.31)

la primera ecuacién puede ser reescrita como:

cosy 1

== (3.32)

1
¢ Cr

donde y es el d4ngulo que hace el rayo con el eje = y ¢, es la rapidez de sonido en
el punto de retorno del rayo x = 0 (ver figura 4a). Esta expresion no es mas que
la expresion para la ley de Snell en un medio bidimensional con una variacién

continua de la rapidez del sonido.
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a) ®)

Figurad: (a) En el caso en donde ¢ = ¢(z) solamente, la trayectoria de los rayos
puede ser trazada con el angulo x que hacen éstos con el eje z.(b) El elemento de
arco ds es la variable con la cual se parametriza la eikonal. Ambas modificadas
de Brekhovskikh y Lysanov [1977].

Por otra parte, la segunda expresién de 3.31 queda como:

dx cos y de cos xp de dc 1
LS AR o = HI{— = ——, o
ds ¢ dz cg dz dz R (3.33)

La ecuacién anterior indica que la curvatura de un rayo % es directamente
proporcional al gradiente g—g. El coeficiente K es el lamado parametro de los
rayos y es constante para cada rayo, segin su angulo de disparo yo.

De la figura 4b se puede inferir que la distancia horizontal que recorre un

rayo esté dada por 42 = cot x 6 [Boyles, 1984]:

/Zl cot /21 WKC =d (3.34
Ty — Tg = = : .
! 0 zg X 20 1- I\’zczfz )

Se deduce de esta misma figura (4b) que el tiempo es dado por la integracién
de la lentitud % sobre la trayectoria, utilizando la igualdad dt = Cl'—cs[Knox, 1989,

Jensen, 1994, Boyles, 1984]:
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s 1 2y 1
= | ——d =/ — 2, 3.35
LR A S R e (335

La longitud de la trayectoria del rayo, segin la figura 4, se obtiene usando

ds = -4~y por tanto:

siny?

(3.36)

2 dz 21 1
83 —sozfzo prm 2/;0 ————mdz.
Para ciertas expresiones analiticas de ¢(z) las ecuaciones 3.34, 3.35 y 3.36 tienen
soluciones exactas, sin embargo, para resolver los rayos que intersectan a un
emisor y a un receptor en un campo de ¢ que no tiene expresion analitica, se
utilizan los llamados métodos de disparo, basados en la ley de Snell, 6 métodos
de doblamiento basados en el principio de Fermat [Berryman, 1990]. Una vez
que se encuenira la trayectoria se pueden resolver numéricamente las ecuaciones
anteriores y al final del proceso conocer las trayectorias que tomo el sonido, la
longitud de éstas y el tiempo de arribo, obteniendo asi una iméagen completa
de la propagacion del sonido dado el campo de ¢. Ademas uno puede calcular
la atenuacion de las ondas que representan estos rayos, calculando el campo de
presién debido a la sumatoria de las contribuciones que los rayos hacen a este
campo, en base a su intensidad y fase [Officer, 1958]. Para obtener la intensidad
uno necesita resolver la ecuacion de transporte.
Estos métodos de solucidén son los comunmente utilizados, tanto en sis-
mologia [Vidale, 1988] como en oceanografia [Jensen, 1994, Knox, 1989], sin em-
bargo en el siguiente capitulo veremos la posibilidad de obtener soluciones nime-

ricas de la ecuacién de la eikonal como alternativa a la técnica de rayos.




SOLUCIONES NUMERICAS

Las soluciones numeéricas de la ecuacién de la eikonal intentan resolver el
problema de calcular tiempos de arribo en términos de frentes de onda, a través de
la obtencidn de |V7|% Hasta ahora todos los esquemas son basados en diferencias
finitas (aproximan el operador de 7) y como resuelven los tiempos de arribo sobre
una malla constituyen métodos més completos y eficientes que la teorfa de rayos,
en el sentido de que nos dan el tiempo de arribo en cualquier punto; ademas
el hecho de que incluyan efectos de difraccidn, pueden calcular correctamente el
tiempo de arribo en cdusticas y zonas de sombra. El problema mas grande de su
aplicabilidad es la inestabilidad numérica, producto de variaciones fuertes en el
campo de rapidez c.

Vidale [1988] introduce las soluciones numéricas de la ecuacion de la eikonal,
el propone aproximar la ecuacion de la etkonal con diferencias finitas, resolviendo
directamente los tiempos de arribo con una extrapolacidén de onda plana y/u onda
esférica, en una secuencia de “cuadros en expansion”. Sin embargo, este algorit-
mo es complicado porque necesita un ordenamiento de los nodos en los cuadros
de expansion, ademads parece tener dificultades en estructuras de rapidez con
contrastes fuertes, porque el método de “cuadros en expansion” viola el principio
de causalidad, resultando en inestabilidad numérica o una mala estimacidn de los
tiempos de arribo [Qin et al., 1992].

Qin et al. {1992] propone una mejoria al método de Vidale, postulando que
los calculos sigan “frentes de onda en expunsion” lo cual mitiga el problema de

inestabilidad y hace el algoritmo mas ameno a la vectorizacion.

26
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Van Trier y Symes [1991] proponen un esquemna numérico en diferencias
finitas, basado en trabajos sobre leyes de conservacion hiperbdlicas, soluciones
viscosas y teoria de shocks como son los de Lax [1971], Harten, Lax y Hyman
[1976) y Harten, Lax y Van Leer (1983]. Este esquema en coordenadas polares
resulta ser mas sencillo, vectorizable y estable numéricamente que el esquema
original de Vidale.

Recientemente Hole y Zelt [1995] han propuesto mejoras del esquema de
Vidale, las cuales eliminan por completo el problema de inestabilidad y que lo
hacen totalmente vectorizable.

Las limitaciones basicas de estos esquemas es que sdlo calculan los primeros
tiempos de arribo y no pueden calcular eventos de reflexion.

Se juzgd que el esquema de Van Trier y Symes [1991] es el mas sencillo, por
lo cual se decidi6 utilizarlo para los propdsitos de esta tesis, veremos mas adelante
que la utilizacién del esquema en coordenadas polares puede traer complicaciones
en aplicaciones oceanograficas de grandes distancias horizontales. Por brevedad

solo describimos aqui el método de Van Trier y Symes.

4.1 SOLUCIONES VISCOSAS Y LEYES DE CONSERVACION:

método de Van Trier y Symes, 1991

Por simplicidad trataremos con el caso en dos dimensiones. La ecuacidn de la

eikonal en dos dimensiones en coordenadas polares es la siguiente

[Van Trier y Symes, 1991}

2 ary 2
(%) +(fj_9) — (9, ) (4.37)
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donde 7 es la funcién de fase o la eikonal y ! es la lentitud de sonido del medio.

ar

. ) 5
Si despejamos 5+ y nombramos u = 53
r

T se
55, obtenemos:

dr

= £/l (5)2 (4.38)
o . .

P

Derivando todo con respecto a @, llegamos a:

a {ar du _ OF(u)
a0 (5}?) = o0 (4:39)
donde F' = 4/ — (%)2 es llamada una funcién de flujo. La ecuacion 4.39 se

denomina una ley de conservacién hiperbélica, porque su integral ! :

4 / Cu(0,7)d0 = F(u(b)) — Flu(a)) (4.40)
dr Jo

representa la conservacién local de u para un intervalo de # [a,b]. Estas leyes de
conservacién aparecen en modelos de dindmica de gases.

Por lo general en las soluciones de este tipo de ecuaciones de conservacion
se producen discontinuidades. Estas introducen problemas en la busqueda de una
solucién. Uno de los problemas es que la solucién no va a satisfacer la ecuacién en
el sentido cldsico, esto es, de poder ser evaluada en cualquier punto. Por ello es
necesario admitir soluciones “promedio”® . Ademds, las discontinuidades hacen
que el nimero de soluciones no clasicas sea muy grande y que sea dificil saber

cudl es la “correcta”. Para remediar esta situacién se introducen términos de

viscosidad en la ecuacién de conservacién ® . Estos términos disipativos suavizan

'En la derivacion de esta integral se ha invertido el orden de la integral y la derivada en el
término del lado izquierdo de la ecuacién 4.39 y se ha sustituido por la expresién de —g—ﬁ.

2Llamadas frecuentemente soluciones débiles 6 soluciones no clasicas.

3Generalmente un operador laplaciano [Lax, 1973}.

!
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los gradientes, reduciendo las discontinuidades. La solucion se obtiene entonces,
tomando el limite de la ecuacién de conservacién cuando el término de viscosi-
dad tiende a cero, llamada una solucién de viscosidad desvaneciente. Van Trier
y Symes [1991] observan que para los gradientes de la ecuacién de la eikonal
con términos de viscosidad, la solucién estable es el campo de primeros arribos,

basindose en evidencia teérica, pero mas que nada, en evidencia numérica.

4.2 EL ESQUEMA NUMERICO

Como u es un gradiente de la funcién de fase, la integral de u es la diferencia en

tiempo de arribo en el intervalo [a,b]:

j: w(0,7)d0 = 7(b,r) — 7(a,r)

Si no hay un cambio en la lentitud del sonido en el intervalo [a,b], el tiempo

de arribo es conservado. Los tiempos de arribo en un incremento de radio r + dr

son:
r(b,r +dr) — (a,r +dr) = 7(b,r) —7{a,r) +dr[F(br) - F(a,r)].

Es facil ver entonces de esta ecuacién que el esquema numérico en diferencias

finitas a primer orden que resuelve esta ecuacion de conservacion, es:

lJ ;

Ar Af F(U?+1) - F(“?) s1 F'(“}}H) ¥ F’(”?) >0

Sy 1| P(u]) - F(ul_y) st F'(u})y F{uj_,) <0 (4.41)

donde u? es la representacion discretizada de u{#,7) en la malla 8; = jA#, 7, =

nAr,
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Figurah: El esquema considera tres nodos del radio n, en el cilculo de un nodo
de radio n+1, por lo que los calculos avanzan en anillos. El signo de la funcién de
flujo determina en que direccién se implmenta el operador en diferencias finitas.

Dependiendo del signo de las derivadas de la funcién de flujo en los tres
puntos considerados (j + 1,7,j — 1), el esquema utiliza una aproximacién en
diferencias finitas hacia adelante o hacia atras (fig.5) en . Esta derivada indica
la direccién de maximo cambio en los tres puntos, respecto al campo de ¢, y el
cambio es forzado por la aparicién de discontinuidades en las variables de flujo.
El éxito de este tipo de esquemas para resolver leyes de conservacion se debe a que
imitan el comportamiento de un flujo continuo, tomando siempre la informacién
para el calculo de un evento local, de informacién en la direccion de eventos que
ya ocurrieron 6 informacién de “corriente arribe” [Van Trier y Symes, 1991], es
decir busca informacion en la direccion donde ya llegd la senal.

Cuando el signo de la derivada de la funcion de flujo F'(u) cambia en los
tres puntos considerados, u se resuelve de la siguiente manera:

Ar

=+ [ALF_(u}) + APy (u])] (4.42)
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Figura6: Como ejemplo, en una transmisién de 100 km, la malla polar tiene que
ser definida con un radio méximo de 100 km, esto hace que la discretizacién sea
ineficiente, ya que sélo aproximadamente el 15 % de los nodos totales de la malla
quedan dentro de las fronteras del fondo y la superficie.

Donde:
F(u) = F{maz(u,i))
F_(u) = F(min(u,))
Yy

ApF = Fluj) — Flu))
A_F = Fluj) — Fuj-)

siendo definida @ como F'(11) = 0.

Hay que notar que la derivada de la funcién de flujo F'(u) es con respecto
a 4. De la ecuacién 4.38 se puede ver que F'(u) puede tomar dos signos. La
eleccion del signo es analogo en teoria de rayos a escoger un signo del angulo de
disparo de los rayos, con respecto al eje z. El signo positivo denota un angulo

positivo de disparo y viceversa.
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Lz -ondicién inicial es u(#,0) = 0 y Jos cilculos avanzan en anilios de
increr-ero A7, hasta completar la malla. Los tiempos de arribo se encuentran
integraz.-o la ecuacién 4.38 sobre r con una simple regla trapezoidal.

E. origen de la malla polar se centra en el origen del pulso. Si uno quiere
resolver an campo de ¢ de D kilometros en la horizontal, tiene que definir una
| malla de D longitud de méximo radio, que hace que la malla se extienda, desde
el origen. D kilometros en ambas direcciones de la vertical (ver figura 6). Para la
aplicaciones oceanogrificas donde las escalas horizontales son tipicamente dos o
tres ordenes de magnitud mayores que las verticales esto presenta una ineficien-
cia, tan:o en memoria como en tiempo de computo. En lo particular se mitigo
el problema de tiempo de procesamiento (tiempo de CPU}) implementando una
busqueda en cada avance de anillo, de los nodos que caen dentro de las fronteras
del campo (el fondo y la superficie) y solo se resuelven los nodos que estan dentro
de este limite, Para los nodos de la “orilla” se forza la aproximacion haciendo
que el tiempo de arribo de estos nodos se calcule con informacién de adentro del
campo ver figura 7, lo que implica un fondo y superficie transparente, ya que
asumimnos que las ondas salen a través de éstas sin interactuar con ellas y sin

regresar posteriormente al campo.
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u™, = U - dr/d ©[F(u")-Fu",))

Figura7: En las fronteras, la aproximacion es forzada para que solo se tomen
encuenta nodos que caen dentro del campo, el error de este forzamiento es del
mismo orden de magnitud que el del esquema [Van Trier y Symes, 1991].




METODOLOGIA

El propésito fundamental de este trabajo es probar si las soluciones numéri-
cas de la ecuacién de la eikonal sirven para propdsitos oceanograficos, en concreto
la estimacién de tiempos de arribo de pulsos acisticos. La teoria de rayos es la
solucidn clésica a este problema y es ampliamente comprobada, por lo cual es el
candidato 1égico para basar juicios sobre estos esquemas numeéricos.

Se realizaron entonces dos experimentos simulando la transmisién de sonido
en un corte = — z del océano, donde se supuso que el campo de rapidez de sonido

es dado simplemente por los siguientes perfiles de rapidez de sonido:

e EL PERFIL LINEAL

Se crea bajo condiciones adiabaticas, es decir, ¢(z) es puramente funcién
de la presion hidrostatica (fig.8a). Aunque las condiciones oceanograficas
para las cuales vamos a extender este perfil son hipotéticas, en la realidad,
tales condiciones surgen en mares someros(200-300m) en latitudes altas,
bajo condiciones de invierno, donde existe una homogenizacién completa
de la columna de agua [Knox, 1989]. Tal es el caso de aguas fuera de la
costa de Groenlandia [Knox, 1989] y aguas profundas del mar de Japén

[Brekhovskikh y Lysanov, 1977]. La expresién analilica del perfil es:

c(z) = co(l + az) 0<z2<h (5.43)

siendo ¢g la rapidez del sonido en la superficie z = 0, h la profundidad

maxima del océano y a el gradiente adiabatico de rapidez de sonido.
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g G 1Y L

z?
CANAL DE SONDO

I

L
|
%;

2 Z

(@) (b)

Figura8: (a) El perfil lineal, aqui ¢(2) es funcién de la presién hidrostatica sola-
mente, Modificado de Brekhovskikh y Lysanov [1977]. (b) El perfil parabélico, el
cual es funcién de temperatura, salinidad y presién, en z, se produce un minimo,

el cual forma el canal de sonido. Modificade de Munk y Wunsch {1983].

e EL PERFIL PARABOLICO

Este perfil es una idealizacion de las caracteristicas generales de] verdadero

canal de sonido (CS), comiin en aguas de latitudes medias, tal perfil es dado

por [Munk y Wunsch, 1983

2 CQE —
ey =l sz (5.44)
Tl

donde ¢, es la rapidez del sonido en el eje del canal. Por razones analiticas
z, es considerado como 0, z es positivo hacia arriba y negative hacia abajo
de z,. El subindice £ de a permite que el perfil tenga diferentes pendientes

en las pardbolas hacia arriba y abajo de z, (fig.8b).

El perfil lineal se utilizé en el experimento uno y el perfil parabdlico en el
experimento dos.

La razén por la cual se escogieron estos perfiles, es porque al sustituirlas en
las ecuaciones de los rayos 3.34 y 3.35 producen soluciones exactas. Con estas

soluciones procedimos a construir una imagen de los primeros tiempos de arribo
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en rayos puramente refractados (sin reflexion), identificando los rayos asociados a
el frente de onda de los primeros tiempos de arribo. La evaluacion de la solucién

numérica se basé en tres criterios:

e Estabilidad numérica ; Se resolvié o no el campo de 77

e La correspondencia visual entre la trayectoria de estos rayos y los frentes
de onda dados por la solucién numérica. Los rayos por definicién deben ser

perpendiculares en todo punto de su trayectoria a los frentes de onda

e La diferencia en tiempos de arribo entre ambas soluciones.

Se realizd un tercer experimento para probar la estabilidad numérica del
esquema ante campos de rapidez de sonido mas complejos. Cuando uno desea
una aproximacion mas realista de la estructura acidstica del océano introduce una
variabilidad en la horizontal de ¢, es decir ¢ = ¢(z,2), y es esta la razon por la
cual en algunos casos las trayectorias de los rayos en estos campos se vuelven
cadticos [Smith et al.,, 1992]. Esta es una de las razones por la cual se propone
la. utilizacion de soluciones numéricas y por tanto simulamos la tranmisién de
sonido en un campo bidimensional de rapidez de sonido dado al introducir una
variacion horizontal del perfil parabdlico.

Ademads el experimento se presté para probar numericamente el hecho de que
las mediciones aciisticas son espacialmente integrales [Munk y Wunsch, 1979].
Munk y Forbes (1982) argumentan que por tanto, este tipo de mediciones son las
mas adecuadas para detectar la sefial del llamado calentamiento global, ya que,

contrario a mediciones puntuales, no sufren de contaminaciones locales de ruido.
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Se supuso que este campo “perturbado” partié de un estado inicial “no pertur-
bado”, en este caso un campo de rapidez dado por el perfil parabdlico sin variacion
horizontal. La perturbacién en ¢ deberia de producir un cambio detectable en el
campo de los tiempos de arribo al comparar ambas soluciones.

En este iltimo experimento, no se compararon los resultados con una solucién
por teoria de rayos, porque lo inico que se quizo probar es la estabilidad numérica

del esquema y su sensibilidad ante cambios en ¢, por lo que los criterios de eva-

luacién fueron:

e ; Se resolvid el campo de 7 0 no?

o La diferencia en tiempos de arribo entre las soluciones del campo “pertur-

bado” y el campo “no perturbado”.

Todos los experimentos se realizaron con una codificacién del esquema en
el lenguaje MATLAB (ver apéndice) y se procesaron en una H.P. 755, con 250
megas de RAM y 4 Gigas de disco duro. Fstos experimentos se describen con

mas detalle en los resultados. 2




RESULTADOS

6.1 EL PERFIL LINEAL

6.1.1 ESTRUCTURA DEL CAMPO DE RAPIDEZ

Para fines experimentales se modelé la transmisién de un pulso acistico cuyo
origen fué situado en la superficie. La transmisién fué confinada al plano « — 2,
en la direccién positiva del eje . Por razones de simplicidad el océano en cuestion
se considerdé con un fondo plano y para dimensionarlo realisticamente se le dié
una profundidad de 5000m. La dimensién horizontal del campo fué de 58.6km; el
porqué de esta longitud se hard evidente en la seccién subsecuente de la solucién

por rayos, Definimos de acuerdo a Brekhovkikh (1991) las condiciones comunes

del perfil lineal

a=12e"%m™!

(6.45)

co = 1450ms™!
Tal expresién produce un perfil mostrado en la figura 9a. Este perfil se
utilizé para calcular los campos de rapidez de sonido, haciendo que ¢(x, z) = ¢(z),

mostrado en la figura 9b.

6.1.2 LA SOLUCION POR RAYOS

Una caracteristica importante de estos rayos es que son semicirculos [Knox, 1989],

si sustituimos la expresion para ¢(z) 5.43 en la ecuacién 3.33:

dx de d(co(l + az)) 1
A _ple il taer) oKk e —2
ds dz dz “olt =3
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podemos inferir que los rayos son semicirculos porque mantienen radio y curvatura
constante.

El mecanismo de transmision 6 de gufa de ondas es dado por la canaliza-
cién de los rayos. [sta surge por tres razones: las reflexiones con la superficie,
las reflexiones con el fondo y la refraccion debido al incremento de ¢(z) con la
profundidad. Los rayos que son disparados con angulos de disparo yo negativos
(ver fig.4), y por ende parten hacia el fondo, tenderan a ser refractados hacia la

superficie, sin embargo solamente los rayos que cumplan con:

0 S Xo S X0maz, (6.46)

seran los que no se encuentren con el fondo. El limite yomar se obtiene al con-
siderar que el rayo con el mayor xo posible sin incidir con el fondo es aquel que
experimente su punto de retorno y = 0 justo antes del fondo. Al sustituir estas

expresiones en la ley de Snell (ec. 3.32), obtenemos:

Xomar = cos ™ ( ) = 338 rad =~ 19.37°. (6.47)

1+ ah

Los rayos que cumplen con 6.46 despues de ser refractados a la superficie,
sufren una reflexién con ella, considerando la como un reflector perfecto, causa
que el rayo parta hacia el fondo nuevamente con Yo y por ende mantiene sus

mismas caracteristicas.

La distancia horizontal D recorrida entre reflexiones sucesivas es denomi-

nada un ciclo y esta dada por {Brekhovskikh y Lysanov, 1977]:

2
COS Yo

1 ¢0 2
—/ cos de‘ = Eta.n Xo (6.48)
X

a Jxo

D=
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Donde podemos ver que los rayos con yo mayores viajaran una mayor dis-

tancia. Para el caso de 6.45 la distancia maxima de un ciclo es:

2
Doz = — tan Xomar & 58.6km.
[

Esta distancia es importante ya que va a ser la distancia horizontal mdxima
del campo de ¢(z) en el cual los tiempos de arribo no son asociados a reflexiones.
Esto es evidente por las razones siguientes. Un receptor puede ser intersectado por
un ndimero infinito de rayos que sélo difieren entre si, en el nimero de reflexiones
con la superficie o ciclos; por lo que un emisor y receptor separados una distancia
horizontal D seran intersectados por un numero infinito de rayos que satisfacen

[Brekhovskikh y Lysanov, 1977

D
XoN = t'a'n_l (;W) N = 1}2) 3; cre X (6‘49)

la cual puede ser derivada de 6.48. El tiempo de arribo asociado a estos rayos

para un ciclo completo esta dado por {Brekhovskikh y Lysanov, 1977]:

/ X0 _dx
X0 COS Y

que no es mas que parametrizar 3.35 con el angulo y. Expandiendo en serie de po-

L= —

1 1+ seny
- _—In (M) (6.50)
acq

acy I — senyo

tencias y olvidando los términos de cuarto orden y mayor {Brekhovskikh y Lysanov, 1977]

resulta:

QIVXO ( i 2)
Iy = 14 =xg). 6.51

De aqui podemos inferir que entre mas grande sea N mayor sera el tiempo

de arribo. Como regla general entre mds cerca viaje de la superficie un rayo,
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mayor sera su tiempo de viaje. Podemos entonces, representar el campo de los
primeros tiempos de arribo independientes de reflexiones, con el primer ciclo de
los rayos que cumplen con 6.46 y ademas que cumplen con 6.49 con N =1, el
cual nos asegura estos tiempos de arribo son los mds répidos y por tanto, los
primeros en llegar.

Para trazar los rayos en el espacio, basta con sustituir la expresién de ¢(z)

en las ec. 3.35 y 3.34 de rayos:

= Ke \/1 — K*c}(1 + az)?
T = / —dr = — (6.52)
0o V1— K% aKeo

Los tiempos de arribo asociados a estas trayectorias son dados por:

1 (1+ﬁn K%g(l-l—az)?)

T T Keo(l + az)

z 1
t:f———ﬂd
o oI - K2 = aco

Con estas ecuaciones trazamos la trayectoria (fig.10) y calculamos los tiem-

pos de arribo de cuatro rayos que cumplen con las siguentes caracteristicas:

RAYO |l = xo[°] || D [m] || Z, (x =0) [m] [} t(un ciclo) [s]
1 8 23,440 §20.1 16.1127
2 11.9 35,160 1,834.2 24.0719
3 15.7 46,880 3,233.9 31.9192
4 19.4 58,600 5000 39.6243

6.1.3 EXPERIMENTO UNO

Se resolvié el carnpo de 7 antes mencionado con la solucién numérica de la eikonal,

discretizandolo de la siguiente manera:
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dr = 20m
df = %Wf

donde df cumple con la condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewys

&

(CFL) j—; C ., = 1540ms!. Tal discretizacién del campo de rapidez produce
una matriz de trabajo de 2931x251 = 735,681 elementos o nodos, en el cual por
el forzamiento de las fronteras y por las dimensiones del campo, sélo se utilizd
aproximadamente el 15%.

Como se estd resolviendo para rayos con g negativas, el signo de la funcién
de flujo se escogio negativa.

En la figura 11 se muestra la solucién obtenida, es decir, el campo de los
primeros tiempos de arribo en segundos y es una interpolacion de la solucién
en coordenadas polares a una malla cartesiana con una luz de malla de 50 m.
La escala de tonos (oscuros-ligeros-osuros) denota incrementos en los tiempos
de arribo. Las isécronas que constituyen los frentes de onda o frentes de fase
constante, empiezan desde el primer segundo, con un intervalo de un segundo en
las diez primeras isécronas y cinco segundos en las restantes.

Esta solucién nos da el primer tiempo de arribo en cualquier punto dentro
del campo, sin embargo no nos dice nada sobre la trayectoria que tomd la energfa.

Posteriormente sobrepusimos los rayos calculados para ver la corresponden-
cia con los frentes de onda (isdcronas), mostrado en la figura 12. En ésta se puede
observar una buena correspondencia visual de los rayos calculados con los frentes
de onda. Los rayos al igual que los frentes de onda tienden a ser divergentes.

Cabe mencionar que el esquema numérico llena los espacios donde el rayo con xg

no penetra.
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Para medir la precisién del esquema se interpolaron los resultados con un
método bivariado [Akima, 1980] a las trayectorias de estos rayos y se compararon

los resultados de ambas soluciones de la siguiente manera:

E=SR—SN (6.53)

donde:

SR=Solucién por Rayos.

SN=Solucién Numérica.

Este error se muestra en la figura 13, para cada rayo calculado. La tendencia
del error es de incrementar con la distancia horizontal. El valor méximo de error
es de 6 ms, correspondiente a la trayectoria del rayo 4, cuyo ciclo D, es el mayor
~ 58.6 krn. En todas las comparaciones se muestra que el esquema tiende a
sobrestimar los tiempos de arribo, es decir, la solucién por rayos rinde tiempos
de arribo mds cortos, ya que el error caracterizado por 6.53 es negativo en todos
los casos.

En todas las comparaciones se observa en los primeros 3 km de distancia
horizontal un “ruido” u oscilaciones del error de casi 2ms. Tambien en notable el
pico en el rayo cuatro, cerca del kilémetro treinta, justo donde el rayo toca el fondo
(orilla de la malla). Las razén de estas particularidades no se debe al esquema,
si no probablemente se debe a una extrapolacién del codigo de interpolacién, en

la seccién subsecuente se discutird esto.
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Figura 10: Rayos calculados para ¢l campo de rapidez del experimento uno, éstos son semicirculos. El rayo nimero cuatro
tiene el mayor dngulo de disparo y su punto de retorno es justo en ¢l fondo.
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Figura 11: Imagen del campo de los primeros tiempos de arribo para el experimento uno, que muestra la capacidad del
esquema en resolver este tipo de perfil de ¢ . El origen del pulso sc cncuentra en la coordenada (0.0). Las isolincas son
isderonas y constituyen frentes de onda: empiczan desde el primer segundo, con intervalos de un segundo en las primeras diez. y

cinco segundos en las restanies.
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Figura 12: Sobreposicidn de los rayos caleulados a los frentes de onda. Todos los rayos calculados corresponden a los frentes

de onda, e.g.. los rayos inciden perpendicularmente sobre los rentes de onda.
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Figural3: Diferencia en tiempos de arribo en milisegundos de la solucién numérica
y los rayos, en la trayectoria de éstos. Aqui el rayo uno tiene el menor angulo
de disparo. La tendencia sobresaliente es que el error aumenta conforme nos
alejamos del origen.
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6.2 BL PERFIL PARABOLICO

6.2.1 ESTRUCTURA DEL CAMPO DE RAPIDEZ

El perfil se caracterizé de la siguiente manera:

¢p = 1500ms™!
a_ = 30e’m (6.54)
ap = 15e*m

que produce una variacién de ¢ en la vertical mostrado en la figura 14a. Esta
variacién es diminuta, sin embargo por razones de estabilidad del esquema y
capacidad de computo, se encontré que los coeficientes propuestos fueron maés
adecuados para fines experimentales.

Se creo entonces, un campo de ¢ para un océano de fondo plano, de A =
5000km y para la simulacion de una transmisién de 100 km en distancia horizon-

tal ¥ (fig.14b). El origen de sonido se colocé en el eje del canal z, = 1300m.

6.2.2 SOLUCION POR RAYOS

La forma que asumiran los rayos disparados en la cercania de z, son sinusoides
perfectas {Munk y Wunsch, 1983]. Otra vez la tarea aqui es construir una solucion
por rayos que represente el campo de los primeros tiempos de arribo que no son
asociados a reflexiones. En el caso de este perfil trataremos con rayos que son
puramente refractados y usando angulos de disparo xg positivos, e.g., que parten
hacia la superficie. Los ciclos D de los rayos aqui se pueden caracterizar como

positivos y negativos, esto es, un ciclo en la parte superior de z, y uno abajo de

1Por tazones de capacidad en memoria RAM.
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ésta. Las caracteristicas de estos ciclos dependen de las caracteristicas de cada
perfil arriba y abajo de z,. De aqui en adelante el subindice ‘" denota un ciclo
abajo de z, y el subindice ‘4’ denota uno arriba de éste. Por el hecho de que ¢(z)
aumenta desde z, hacia la superficie, algunos rayos tenderan a ser refractados

hacia el eje del canal otra vez, y estos cumplen con:

0 S Xo g XOomaz

donde xomar cumple con la ley de Snell:

2
XOmaz—pos — COS_I (1 - (::_p) ) ~ 1.23 rad = 7.03° (655)
+

razonando que el rayo con maximo dngulo de disparo sea aquel que experimente su
punto de retorno {y = 0) justo antes de legar a la superficie. El rayo acompletara
un ciclo cuando llegue nuevamente al eje del canal y el mismo mecanismo de
refraccién vuelve a funcionar por el hecho de que ¢{z) aumenta con la profundidad
y por tanto los rayos que van hacia el fondo tienden a ser doblados hacia arriba.

Para que no choquen con el fondo tienen que cumplir con:

3700m\?\*
Xomaz—neg = €05 (1 - (3063::> ) ~ 246 rad m 14.12°.

Por lo que los rayos que cumplen con 6.55 acompletan ciclos dobles y consti-
tuyen rayos puramente refractados. La distancia horizontal de estos dobles ciclos
es dado por las contribuciones del ciclo negativo y el ciclo positivo

[Munk y Wunsch, 1983]:
D=D_+D,

donde Dy = waicosyo
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Entre mayor sca el angulo de disparo, mayor sera la distancia horizontal
recorrida. El tiempo de arribo de estos dobles ciclos es dado por

[Munk y Wunsch, 1983]:
t=ty 41

donde t3 = 5 (1 + cos®xq)

2cp

De esta ecuacidén parece ser que entre mayor sea Yg, menor sera el tiempo
de arribo, sin embargo este no es el caso, ya que este perfil produce una sepa-
racién en el tiempo de los frentes de onda o una llamada dispersién anémala
[Munk y Wunsch, 1983], por lo que los rayos axiales o los rayos con el menor
angulo de disparo son los asociados a los primeros tiempos de arribo. Podemos
tratar de representar este campo de tiempos de arribo con rayos de xo que cumplen
con 6.59 y esperamos que entre menor sea yp mayor sera la correspondencia a los
primeros tiempos de arribo. Uno puede trazar estos rayos y calcular el tiempo
de viaje en la trayectoria sustituyendo nuevamente ¢(z) en las ecuaciones 3.34 y

3.35 para obtener:

xr = /z —-——-{‘—C‘———dz =aKe, sin™! (#_) (6.56)
0

a\/1 — K%c2

z 1 a z 1+ K22 z z
t=f e dz = — 80T ( 0)+_\/1 - K202 — (22
0 eVl — K2 p (a 1 - chg) 2 2¢, P (g,)

(6.57)

hay que recordar que aqui z, = 0, por lo que —3700 < z > 1300
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Se trazaron siete rayos (fig. 15) con las siguientes caracteristicas:

RAYO [ = xol°) Dym) Zrer [m] D_{m] Ze[m] | Dlml=D_+ Dy | )=t 414
1 4.97 46,947 0 93,893 3900 140,840 93.8938
2 4.07 47,005 2349 94,010 3402 140,101 94.0162
3 3.17 47,052 470 94103 2959.9 141,161 94.1035
4 2.27 47,807 705.4 94,174 2489.2 141,260 94,1737
5 1.37 47,110 940.4 94,221 2018.2 141,330 94.2208
6 A7 47,122 1176.5 94,245 1547.1 141,370 94.2446
7 0 47,123.89 -1300 94,247.78 -13G0 141,372 94.2478

6.2.3 EXPERIMENTO DOS

Se resolvié el campo de ¢(z) antes mencionado, para ello la dicretizacion fué:

dr =25 m
dé = B'"IB rad

donde dff cumple con la condicién de estabilidad de CI'L, tal discretizacion pro-
dujo una matriz de trabajo de 4001 x 311 = 1,244,341 elementos, donde sola-
mente alrededor del 15% de ellos cayeron dentro de las fronteras. Como ahora
se modeld para rayos con g positivas, el signo de la funcion de flujo se escogid
positiva.

La figura 16 muestra el campe de los primeros tieinpos de arribo en segun-
dos, obtenido de la interpolacién bilineal de los resultados 2i1 coordenadas polares
a una malla cartesiana con luz de malla de 50m. La escala de tonos denota nue-
vamente incremento en los tiempos de arribo . Las primeras diez isdcronas se se-
paran por un segundo empezando desde la isdcrona de un segundo, las restantes
se separan por cinco segundos. Los primeros frentes de onda tienen una cur-

vatura uniforme, mientras que los ultimos cuatro (extremo derecho de la figura)
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presentan una curvatura distinta arriba y abajo del eje del canal (2, = 1300m).

Siguiendo la mecdnica del experimento uno se sobrepusieron en una grafica
los rayos calculados a los frentes de onda (fig.17) para observar la correspondencia.
No se espera que todos los rayos tengan correspondencia, sino solo los rayos con
menor angulo de disparo y especialmente el rayo 7. Uno puede notar una buena
correspondencia visual de este rayo en su primer ciclo y los frentes de onda.
En el segundo ciclo de este rayos se rompe esta correspondencia, y segin los
demés rayos, los frentes de onda deben ser més suaves y convexos antes de su
punto de retorno del segundo ciclo x = 0 y concavos despues de estos. La mejor
correspodencia a manera visual de los frentes de onda en el segundo ciclo de los
rayos es con los rayos 3 y 4.

Para medir la precisién del esquema y corroborar la correspondencia con
los rayos se interpolaron los resultados obtenidos a la trayectoria de éstos y se
compararon los tiempos de arribo, caracterizando la diferencia como en 6.53. kn
la figura 18 se muestra este error del esquema, Aqui el rayo 1 tiene el mayor xo y
éste decrece monoténicamente para cada rayo posterior. Todas las comparaciones
siguen la misma tedencia, esto es el error se mantiene cerca de cero en los primeros
40 km de distancia horizontal y posteriormente experimenta un crecimiento ex-
plosivo. El error en la trayectoria del rayo 1 difiere un poco, ya que presenta
un “pico” negativo aproximadamente cerca de su punto de retorno positivo (km
20), justo donde toca la superficie (frontera de la malla), el cual se debe al mismo
mecanismo que produjo el “pico” del rayo 4 del experimento uno (ver fig.13). Sin
embargo, aparte de esta tendencia no se logra ver una correspondencia entre el

error y el angulo de disparo.
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En la figura 19 donde graficamos el ervor promedio del esquema en la trayec-
toria de cada rayo, vemos que estos oscilan entre los 25 y 200 rus, sin embargo
no muestran una relaciéon con el dngulo de disparo xo. Pensando que el compor-
tamiento del error no se debe tanto a la discretizacién sino a la malla polar (un
pobre muestreo), calculamos nuevamente un promedio del error hasta antes del
kilémetro 40 de distancia horizontal (fig.20) donde oscilan entre los .025 y 1.5 ms;
y excepto el rayo uno, claramente vemos que si existe una relacién error-angulo de
disparo y es como lo esperabamos una reduccién en el error promedio conforme

disminuye el dngulo de disparo.
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Figura 14: (2) Caracteristicas del perlil parabdlico utilizado en el experimento uno. (b) Estructura y dimensiones del campo de
raipdez construido.
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Figura 15: Rayos calculados para el campo de rapidez del experimento dos. Estos en forma son sinusoidales perfectas. El rayo
ndmero uno es el que tiene el mayor dngulo de disparo y experimenta su punto de retorno de su primer ciclo justo en la
superficie. El dngulo de disparo decrece monotonicamente para cada rayo posterior.
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Figura 16: Imagen del campo de los primeros tiempos de atribo del experimento dos, que muestra la capacidad del esquema en
resolver este tipo de perfil, siendo éste mds representativo de Jas condiciones reales del occano. El origen del pulso se
encuentra en (0,1300) y el tiempo de arribo aumenta conlorme avanzamos en x  positiva. Las isocronas empiezan desde cl
primer segundo, con intervalos de un segundo en las primeras dicz y cinco segundos en las restantes.
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Figura 17: Sobreposicion de los rayos caleulados a los frentes de onda del experimento dos. El rayo axial (#7, color verde) es o
que debe tener mayor correspondencia con los frentes de onda y se observa que esto si se cumple en el primer ciclo de los

rayos.
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Figural8: Diferencia en tiempos de arribo en milisegundos entre la solucion
numérica y la solucién por teorfa de los rayo. El rayo uno tiene el mayor angulo
de disparo y decrece para cada rayo. La tendencia sobresaliente del error es de
aumentar conforme nos alejamos del origen del pulso y realmente no se observa
una correspondencia de el error con el angulo de disparo.
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Figural9: Error promedio en milisegundos calculado para cada curva de error
mostrado en la figura 18, reafirma que no existe relacion entre el 4ngulo de disparo
y el error.
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Figura20: Error promedio en milisegundos calculado para cada curva de la figura
18, hasta antes del kilémetro 40 de distancia horizontal. Ahora si encontramos
una relacién entre el dngulo disparo y error, siendo el rayo axial (rayo 7) el que
tiene el menor error.
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6.3 EL CAMPO DE RAPIDEZ DE SONIDO PERTURBADO

6.3.1 EXPERIMENTO TRES

Para crear el campo de rapidez perturbado se creo un campo de ¢(z,z) dado
por 5.44, donde a, sufre una variacién en forma parabdlica a lo largo del eje »

(fig.21a) y esta produce una variacién de ¢ mostrado por los perfiles a lo largo

del campo de la figura 21b y un cambio fraccional de ¢ 6 ‘SC—C méximo de 2.2¢73
(fig.22). Para resolverlo con el esquema numérico, se discretizé el campo de ¢(z, #)

de la siguiente manera:

dr=2bm
df = 355 rad.

La figura 23 muestra el campo de los primeros tiempos de arribo para el perfil
parabélico perturbado? . Las isécronas muestran ser cuasicirculares al principio
y posteriormente muestran un aplanamiento, en los tltimos dos es notorio un
avance del frente de onda arriba del eje del canal respecto a la parte del frente
de onda abajo del eje del canal. Lo importante de notar es que el esquema si
resolvid el campo sin eventos de inestabilidad numérica.

Para medir el efecto de la perturbacion en los tiempos de arribo, com-
paramos los tiempos de arribo obtenidos del campo perturbado, con tiempos de
arribo de un campo de dimensiones y discretizacion identica sin perturbar, e.g.,

ay = 15¢3 m = cte. Los resultados se compararon de la siguiente manera:
DIFF =TAniciar — T ApERTURBADO

donde

2Perturbado en el sentido que ¢ = ¢(z, z) , ya que a4 varia parabdlicamente a lo largo de z.
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T A;xicran= Tiempos de arribo obtenidos del campo no perturbado.

T Aperrureapo=Tiempos de arribo obtenidos del campo perturbado.

En la figura 24 se muestra la diferencia en tiempo de arribo que produce la
perturbacién. La diferencia maxima en tiempo de arribo es de 155 ms aproxima-
damente y la perturbacién en tiempos de arribo, denotada por tonos mas ligeros
que se vuelven oscuros nuevamente, se restringe a los tltimos 15 km del eje z y
arriba del eje del canal (1300 m de z ). La tonalidad oscura del resto del campo

muestra que no hay cambio en los tiempos de arribo (DIFF = 0).




b 1o

DISTANCIA HOAUZONTAL [km)

[g]

3

40 51

=+
.
T

fa

T f 1 1 I

X lO4

1853 afef pae 452s 1500 1308
o

(a)

RAPIDEZ DE SONIDO [in/s]

1814 1623 1sow Vses 1910 46 (860 Mé0d 1o 1R10 1000

S1068 gazw AR 1599 ifaf asie i1

soo0

1000

PETTY

zaoo

2500

3000

asoo

(o] avaIaNnI0ud

Acae

EET.Y.Y

suoo

Figura 210 (@) Variacion del coceliciente de Ta pardbola superior a o targo del eje

del eje v en el campo perturbado,

10 20 30

DISTANCIA HORIZONTAL [km]

(b)

40 50

x. {b) Perfiles de rapidez de sonido a lo largo

£9




0 10 20 30 40 50
DISTANCIA HORIZONTAL [km]

B

0 0.2 0.4 0.6 o8 1 12 14 1.6 1.8 2
Sefe x10°

: dc - . : :
Figura 22: Campo de -— que delimita la perturbacidn en ¢fx.z) del experimento tres, podrfa ser representativo de la
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Figura 23: Campo de los primeros tiempos de arribo en segundos resultado del experimento tres. El origen del pulso estd en
(0,1300). Esta muestra la capacidad del esquema en resolver campo de rapidez acistica més complejos.
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Figura 24: Dilerencia en tiempos de arcibo en milisegundos que produce la perturbacion en ¢, notesé que es confinado a los
primeros 1300 metros de profundidad y a los dltimos 15 km de distancia horizontal, sugiriendo que las mediciones actisticas
son espacialmente integradoras.
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DISCUSIONES Y CONCLUSIONES

La naturaleza de la solucion numérica es por {rentes de onda o frentes de
fase constante. Estos llenan el campo de 7(z, z) que se desea resolver y por tal,
este tipo de soluciones son llamados robustos. Si uno requiere el tiempo de arribo
en cualquier punto del campo, basta con interpolar, o si se tiene suerte, que este
punto coincida con un nodo en la malla, es suficiente con extraer su valor.

La capacidad del esquema numérico para resolver problemas oceanograficos
se demuestra en los tres experimentos, sin embargo, uno puede argumentar en
contra de esto siendo que los campos de rapidez utilizados son una idealizacion
de las caracteristicas acusticas reales del océano y el éxito del esquema numérico
en resolverlos no garantiza su éxito en resolver campos reales. Sin embargo estas
idealizaciones son representativas del comportamiento, la magnitud y la variabi-
lidad de c en el océano, por lo que la capacidad del esquema para resolverlas es
una buena indicacién.

La aplicabilidad, utilidad y caracterizacion de la naturaleza aproximada de
este esquemna numérico se basé en la comparacion con soluciones equivalentes de
teoria de rayos. Estas soluciones no sélo son soluciones exactas de las ecuaciones
de los rayos, sino también son soluciones exactas de la ecuacién de la eikonal,
por que estas comparaciones pueden ser algo fuertes en el sentido que soluciones
numeéricas de las ecuaciones de los rayos también tienen un error asociado.

El error del esquema en calcular los primeros tiempos de arribo se comporté
distintamente en los dos experimentos, en el experimento 1, la tendencia es a

sobreestimar los tiempos de arribo (fig.13), es decir, la solucién por rayos rinds

67
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Figura2s: Lineas de igual 4ngulo de la malla que se utilizd en el experimento
dos. Nétese la concentracién de nodos en los primeros kildmetros de distancia
horizontal y el grado de separacién en la orilla opuesta, esto resulta en un pobre
muestreo del campo de rapidez y los patrones de error observado en las figuras

13y 18
tiempos mas cortos y en el experimento dos (fig.18) ocurre lo contrario. Esto se
puede deber a dos razones: las diferentes propidedades refractivas de los perfiles
utilizados causa que el error del esquema se comporte de manera distinta o que los
rayos calculados en el experimento dos no son asociados a los primeros tiempos
de arribo, sin embargo el error promedio para cada rayo (fig.13 y fig.18) sigue el
patrén que esperamos y la magnitud del error es razonable, por lo que favorecemos
la primera explicacion.

El patrén del error que es igual para ambos experimentos, es el de aumen-
tar conforme nos alejamos del origen del pulso fig.13 y fig.18 y de una manera

explosiva cerca de la orrila opuesta de la malla. La razén fundamental de este
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comportamiento es la malla polar (fig.25). El espaciamiento entre nodos en esta
malla sigue el mismo patrén que el error, una distancia muy corta cerca del origen
y posteriorinente un crecimiemto explosivo cerca de la orilla. Esta es la razén por
el comportamiento de los frentes de onda en el experimento dos (fig.16) y por la
no correspondencia con los rayos calculados despues del kilémetro 40 de distancia,
horizontal (fig.17).

Las mediciones tomograficas rinden una precisién de +1ms [Munk ef al., 1982},
el cual es alcanzable con una mayor discretizacién y en si con una reduccién
en el paso de radio, sin embargo esto crea una relacién PRECISION-TAMANO
DE MALLA- COSTO DE CPU que puede ser una limitante de precisién en la
aplicacién de estos esquemas en problemas acisticos de distancias horizontales
grandes, tal como se ha limitado el uso de soluciones por diferencias finitas de la
ecuacion de onda (ec. 3.15) [Jensen, 1994].

Los “picos” observados en el rayo 4 del experimento uno (fig.13) y el rayo 1
del experimento dos (fig.18) que parecen restarle validez al esquema, se deben a
una extrapolacion de la rutina de interpolacién, ya que estas posiciones, que son
los puntos de retorno de los rayos, seguramente quedaron fuera de las fronteras,
como el nodo u,, de la figura 7, ademads en los dos casos, el error es de la misma
magnitud, el cual es indicativo que se deben al mismo proceso. Esto no presenta
ser un problema, ya que uno puede escoger la posicion de los receptores para que
queden bastante adentro de las fronteras.

El esquema presento ser estable en los experimentos realizados. Las causas
de inestabilidad numérica son los contrastes en ¢ o el indice de refraccion. Es-
tos causan que la funcion de flujo del esquema numeérico se vuelva 1maginario.

La condicién de estabilidad de C.F.L. nos da algo de garantia en cuanto a que
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determina la discretizacién adecuada, sin embargo los problemas de estabilidad
en la malla polar se vuelven mayores conforme nos alejamos del origen ya que la
distancia entre los nodos crece y por tanto también el contraste de c. Entonces,
la cuestién de estabilidad es de discretizacion, pero ; hasta que punto es mas
econémico una mayor discretizacién que una solucién por rayos?.

Van Trier y Symes argumentan que su esquema es mas estable que otros en
calcular los tiempos de arribo en campos con fuertes contrastes de c, sin embargo
hemos encontrado que la discretizacién en coordenadas polares es muy ineficiente,
en ambos experimentos sélo alrededor del 15% de los nodos de la malla utilizada
cayeron dentro de las fronteras. En‘cambio un esquema cartesiano aprovecharia
el 100%, el problema es la estabilidad. Pero realmente la variabilidad de ¢ en
el océano es cuando menos una orden de magnitud menor que en la sismologia
y quiza el esquema cartesiano de Vidale no encuentre problemas, ademaés las
mejorfas propuestas por Hole y Zelt [1995] componen los problemas de inestabi-
lidad y segiin Aldrige {1991] ! este esquema presenta ser mas rdpido en tiempo

de CPU que el de Van Trier y Symes [1991].

Existe la posibilidad de inferir a partir de los gradientes de los tiempos de
arribo la trayectoria que toma la energia acistica o los rayos [Berryman, 1990],
con el cual se podria completar la solucidén, ya que tendriamos ademas de los
tiempos de arribo, la trayectoria que tomd la energfa acustica.

La eficiencia de este tipo de soluciones respecto a soluciones por trazado de
rayos no fue probada. el cédigo implementado (vease apéndice) para resolver los
campos de 7 en los tres experimentos, no es el mas eficiente tanto en memoria,

como en tiempo de computo y podria ser mejorado. Para resolver la malla mas

ICitado en {Hole y Zelt, 1995]
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grande {experimento dos) el esquema utilizé aproximadamente 200 minutos de
tiempo de CPU en la H.P. 755. El siguiente paso en una investigacién de esta
naturaleza debe de probar la eficiencia de este esquema en campos de c reales y
compararlo tanto en precisién, como en tiempo de CPU con una solucién numeérica
de trazado de rayos.

El experimento tres fué la prueba mas severa de la estabilidad del esquema
numérico ya que es una complicacién del campo de ¢(2) a ¢(z, z) y porque prueba
la naturaleza fisica de las transmisiones actsticas. Estas son mediciones espacial-
mente integrales, por lo tal un frente de onda que pasa por una perturbacién como
la de la figura 22 sentird de inmediato el cambio en ¢(z,z), sin embargo no es
reflejado en los tiempos de arribo hasta mucho despues, tal como se puede apre-
ciar en la figura 24. Es decir el efecto de 5—; en los tiempos de arribo es integral,
aumenta conforme avanzan los frentes de onda en . La perturbacion maximaen
¢(z,z) si asumimos una relacién T-S tal como 1.2 corresponde a un calentamiento
de 6°C, el cual es el valor de calentamiento que sugteren [Munk y Forbes, 1989}
por el efecto de invernadero. Este calentamiento, si es que esta sucediendo, es a
escalas horizontales de cuencas ocednicas por lo que la serial de este calentamiento
reflejado en los tiempos de arribo seria mucho mayor que 150 ms. A la escala que
se estd trabajando, la perturbacion es representativa de un lente de agua caliente,
el cual es detectada y demuestra el enorme potencial de este tipo de mediciones.

En resumen podemos concluir que:

e Las soluciones numéricas de la ecuacién de la eikonal segin los resultados
de este trabajo tienen la capacidad de resolver problemas acisticos en la

oceanografia,
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e La estabilidad numérica y la precision requerida en tiempos de arribo para
utilidad tomografica es alcanzable, sin embargo depende de la discretizacion,
el cual produce una relacién PRECISION-TAMANO DE MALLA- COSTO
DE CPU que podria en ciertos casos limitar el uso de este tipo de soluciones,

por las distancias horizontales involucradas en los problemas oceanogréficos.

e El esquema numeérico en coordenadas polares de Van Trier y Symes [1991],
que si bien sirvié para contestar la pregunta fundamental de este trabajo,
ha demostrado ser no adecuado para la oceanografia por la ineficiencia de
muestreo de la malla, por el efecto de la malla en la estabilidad numérica y

la precisién de los tiempos de arribo.

e Tomando en cuenta lo anterior las investigaciones subsecuentes deberian
de empezar por implementar el esquema propuesto por Hole y Zelt {1995},
ya que aunque sea el esquemna mas complicado en cartesianas, es el mas
estable, mds rdpido y ofrece la posibilidad de calcular tiempos de arribo

debido a reflexiones.

e Una aplicacién que vale la pena explorar es la de calcular refraccion de

oleaje, el cual es resuelto cldsicamente por trazado de rayos.




Apéndice

A. Codigo del esquema implementado

Cddigo del esquema de Van Trier y Symes (1991)

FNombre: Fase.m

%Funcién; Resuelve la ecuaciVon de la eikonal con un esquema en diferencias
finitas sobre una malla en coordenadas polares.

% Autor; Jos\'e Manuel Puig

Trabajo de tesis de licenciatura
FlLenguaje: Matlab  ver4.2

g xRk REE VARIABLES

% dr= Incremento de radic en metros

% dt= Incremento de angulo en radianes

% h= Profundidad del oceano(siempre negativo) [m}]
% P= Profundidad del emisor(siempre negative) [m]
% A= Alcance de los calculos (r) en metros

% r= Vector de radio

% Theta = Vector de 4ngulo

§ u= Matriz de dt/dtheta

% tr= Matriz de dt/dr

% l= Matrz de tiempos de arrivo

% f= Funcion de flujo

% df= Derivada de la funcion de flujo

% Distanciass: Metros

% Tiempo Segundos

grrsirrkirk INICIALIZACION DE VARIABLES

clear

P=-1300

h =-5000

a=-1

load campos % LEE ARCHIVO DEL CAMPO DE RAPIDEZ

% DONDE ADEMAS SE ENCUENTRA INFORMACION
% SOBRE dr, dt, r y thela




=]
i

Ir=zeros(n,m), % CREA MATRIZ DE TR
u(l:2,0=s(1:2,:x % ASIGNA EL VALOR DEL CAMPQO DE C A LOS
%GPRIMERQOS DOS RENGLONES

for i=3:n % ENCUENTRA TR

t(i.)=sqri(s(i,: A2 - i, )(i)). 2);

end

clear v s % PARA AHORAR MEMORIA

for i=2:n

1(3,: y=trapz(r{ 1:i),tr(1:1,:)); % INTEGRA PARA ENCONTRAR TAU CON UNA
%REGLA TRAPEZOIDAL

end

clear tr

Goixsikiket CORRECCIONES Y TRANSFORMACIONES
%TRANSFORMA A COORDENADAS CARTESIANAS

[theta,r]=meshgrid(theta,r);
[x,z}=pol2cart(theta,r);

% CORRIGE SIGNO DE X Y PROFUNDIDAD

X=-X;
7=7+P;

I(1,1:m-1}=ones(1,m-1y*NaN;

guarda % GUARDA DATOS PARA LA INTERPOLACION
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