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Contribuciones de caja de piones y kaones al momento magnético

anómalo del muón



Resumen de la tesis de Dayanne Francisco Martínez Vega presen-

tada como requisito parcial para la obtención de la Licenciatura en Física.

Ensenada, Baja California, México. agosto de 2023.

Contribución de caja de piones y kaones al momento magnético

anómalo del muón

Resumen aprobado:

Dr. Adnan Bashir

La publicación de los resultados del momento magnético anómalo medidos

en Fermi National Accelerator Laboratory (FNAL) en 2021, puso en cuestión la

exactitud del modelo estándar. Desde entonces la comunidad científica ha busca-

do reducir el error en los cálculos teóricos. La principal fuente de incertidumbre

se encuentra en las interacciones hadrónicas, las cuales se dividen en las contri-

buciones por Hadronic Vacuum Polarization (HVP) y Hadronic Light by Light

(HLbL) scattering. Tras la reducción de la incertidumbre causada por HVP en

publicaciones recientes, el enfoque se está volviendo a la segunda contribución, la

cual será analizada en este trabajo.

Palabras Clave: Física de partículas, cromodinámica cuántica, mo-

mento magnético anómalo, mesones, física de altas energías
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1. Introducción

Uno de los componentes mas importantes de la condición humana es la

curiosidad, el querer saber ¿cómo funcionan las cosas?, ¿por qué percibimos la

naturaleza de una manera y no de otra? y ¿cómo podemos aprovecharla?, esta

necesidad de saber y conocer, nos llevó a desarrollar teorías para describir los

fenómenos que observábamos a nuestro alrededor, desde objetos cayendo, el oleaje

del mar, hasta las mismas estrellas; estas teorías mejoraron nuestro entendimiento

del universo y nos llevaron a nuevos descubrimientos.

Hoy en día la física puede modelar los eventos que podemos ver en la vida

cotidiana, desde el vuelo de un ave, el funcionamiento de un aparato electrónico,

la comunicación por fibra de vidrio y muchas otras cosas. Pero cuando queremos

estudiar fenómenos que están en escalas fuera de lo cotidiano, podemos entender

los eventos mediante las cuatro fuerzas fundamentales: la gravitación, la fuerza

electromagnética, la fuerza nuclear fuerte y fuerza nuclear débil.

La primera se centra en como la masa y la energía influyen en el espacio-

tiempo y suele utilizarse cuando se estudian objetos celestes, los cuales poseen

grandes cantidades de masa. La teoría electromagnética modela la interacción en-

tre partículas u objetos con carga eléctrica. La fuerza nuclear fuerte se encarga de

modelar las interacciones entre partículas llamadas quarks, las cuales interactúan

mediante la fuerza fuerte para componer partículas llamadas hadrones; ejemplos
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de estos son el protón y el neutrón. Esta teoría explica porque los núcleos atómi-

cos se mantienen unidos. Por último, la fuerza nuclear débil es responsable de la

desintegración radiactiva de partículas subatómicas.

Tres de estas fuerzas están unificadas bajo el modelo estándar de partículas,

el cual modela la interacción entre diferentes campos cuánticos que representan

dichas partículas, las partículas elementales que componen esta teoría se agrupan

en la figura (1.1). El modelo estándar ha sido muy exitoso y ha visto validación

experimental en diferentes ocasiones, desde el descubrimiento del quark top por

la colaboración CFD (Abe et al., 1995) y simultáneamente por D∅ (Abachi et

al., 1995), la confirmación del neutrino tau por la colaboración DONUT y el

descubrimiento del bosón de Higgs en CERN (Chatrchyan et al., 2012).

A pesar de estos éxitos, el modelo estándar no es una teoría perfecta, pues

falla al implementar la relatividad general y al describir otros sucesos como la

asimetría bariónica, es por esto que la búsqueda de una teoría fundamental de

interacción entre las diferentes fuerzas sigue vigente.

Una reciente prueba que nos señala un fallo en el modelo estándar son las

mediciones al momento magnético anómalo del muón, realizadas en el laboratorio

nacional de Brookheaven en Estados Unidos (Bennett et al., 2004) cuyos datos

experimentales difieren del valor teórico. En 2021 el laboratorio Fermilab logró

realizar mediciones del momento magnético anómalo con una gran precisión, lo

que indica que la diferencia entre el valor teórico y el experimental no se debía a

las mediciones del experimento (Abi et al., 2021), con este resultado se obtiene el

promedio experimental dado por:

aEXP
µ = 116592061(41)× 10−11 (1.1)
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En preparación para los resultados anteriores, la comunidad científica tra-

bajo en conjunto para llegar a un consenso acerca del valor teórico que predecía

el modelo estándar (Aoyama et al., 2020) , cuyo resultado fue

aSMµ = 116591810(43)× 10−11 (1.2)

Este valor se encuentra a 4,2σ del experimental, lo cual está muy cerca de

indicar la presencia de una física desconocida influenciando al momento magnético

anómalo del muón. Debido a esto, se busca mejorar las técnicas que se utilizan en

el cálculo del valor teórico de g-2, unas de las áreas a las que nos dirige el consenso

de 2020, es a las contribuciones hadrónicas, que no aportan mucho a g-2, pero que

sí aportan una cantidad considerable de error. Estas contribuciones se dividen en

la polarización hadrónica del vacío (HVP) y la dispersión hadrónica de luz por

luz (HLbL). En este trabajo nos enfocaremos en la contribución proveniente de la

dispersión HLbL. Es importante seguir buscando maneras de reducir el error en el

cálculo teórico, pues recientemente se publicaron nuevos resultados de Fermilab,

los cuales dieron un nuevo promedio al valor experimental (Aguillard et al., 2023),

dado por:

aEXP
µ = 116592059(22)× 10−11 (1.3)

El cual representa una mejora al doble de precisión respecto al experimento

del 2021. El reporte más reciente acerca del experimento g-2, hace una compa-

ración entre este resultado y los que se han obtenido en años recientes de la

contribución de la polarización hadrónica del vacío a g-2, basados en técnicas de

lattice (Aguillard et al., 2024), lo cual hace que el valor teórico se acerque mas al

experimental, indicando que no hay física nueva en juego. Hay que recalcar que
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Figura 1.1. Partículas elementales del modelo estándar, dividido entre leptones,
quarks, bosones de la norma (gauge) y el bosón de Higgs (contributors, 2019).

estos valores obtenidos por lattice, discrepan de los métodos dispersivos basados

en datos experimentales, lo cual en este caso, no denota un gran fallo en la teoría,

pues existen discrepancias entre los resultados de las diferentes colaboraciones ex-

perimentales. Se espera que los diferentes grupos que trabajan con lattice lleguen

a resultados similares.
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2. Antecedentes

2.1. Electrodinámica clásica

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell

El electromagnetismo es una de las teorías mas exitosas del siglo XIX,

esta se formuló a partir de leyes empíricas obtenidas por los mejores científicos

de la época como Faraday, Gauss, Ampere y muchos mas. Los fenómenos que

se observaban en los experimentos de estos científicos, fueron compilados por

Maxwell de manera teórica (Maxwell, 1865), el posterior desarrollo de la teoría

electromagnética, nos llevó a las siguientes ecuaciones, las cuales son conocidas

como las leyes de Maxwell (unidades gaussianas):

∇ · ~B = 0 (2.1)

∇ · ~E = 4πρ (2.2)

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
(2.3)

∇× ~B =
4π

c
~J +

1

c

∂ ~E

∂t
(2.4)

Donde ~B representa el campo magnético, ~E el campo eléctrico, ρ es la
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densidad de carga, ~J la densidad de corriente eléctrica y c la velocidad de la

luz, otra ecuación importante del electromagnetismo es la que concierne a la

conservación de la carga eléctrica y viene dada por:

∂ρ

∂t
= −∇ · ~J (2.5)

Es posible definir los campos eléctrico y magnético en términos de poten-

ciales que cumplen diferentes identidades. A partir de ∇·(∇× ~A) = 0 y utilizando

la ecuación (2.1) obtendremos lo siguiente:

~B = ∇× ~A (2.6)

Por otro lado, al usar ∇×∇φ = 0 y la ecuación (2.3) llegamos a:

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
(2.7)

Donde φ es el potencial escalar eléctrico y ~A se conoce como el potencial

vectorial magnético, cabe destacar que estas funciones no se encuentran definidas

totalmente por las ecuaciones (2.6) y (2.7), es necesario definir la medida (o gauge)

en el que se trabajará, los potenciales presentan un grado de libertad dado por

∇ · ~A, el cual es ajustado de acuerdo al problema (D. Griffiths, 1999).

2.1.2. Momento magnético clásico

Una de las curiosidades de la teoría electromagnética es que las distribucio-

nes de carga limitadas a un volumen finito, tienden a ser percibidas como cargas
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puntuales cuando se está a una distancia considerable de ellas, esto mismo es

observable con las distribuciones de corriente eléctrica, claro que sin monopolos

magnéticos como dicta la ecuación (2.1), sabiendo esto, utilizamos la siguiente

formula para el potencial vectorial magnético (D. Griffiths, 1999):

~A(~r) =
1

c

∫
V0

~J(~r′)

|~r − ~r′|
dV ′ (2.8)

Donde ~r es el vector hacia nuestra zona de prueba, ~r′ es la distancia del

origen a la distribución de corriente, ~J es la densidad de corriente eléctrica y V0

es el volumen que encierra a la distribución.

Si tomamos un ~r que este muy lejos, de manera que se cumpla |~r| � |~r′|,

podremos expandir el denominador 1

|~r−~r′|
en una serie de Taylor:

1

|~r − ~r′|
=

1

|~r|
+
~r · ~r′
|~r|3

+ · · · (2.9)

Como la magnitud de ~r sera muy grande, podemos quedarnos solo con los

primeros términos de la expansión, sustituyendo esto en (2.8) nos da lo siguiente:

~A(~r) =
1

c

∫
V0

(
1

|~r|
+
~r · ~r′
|~r|3

)
~J(~r′)dV ′

~A(~r) =
1

c|r|

∫
V0

~J(~r′) dV ′ +
1

c

∫
V0

~J(~r′)
~r · ~r′
|~r|3

dV ′ (2.10)

Lo anterior se conoce como expansión en términos de momentos multipola-

res del potencial vectorial magnético, si trabajamos en el régimen de la magneto-

estática, es decir, trabajamos con corrientes estables e independientes del tiempo,
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nuestra densidad de corriente deberá ser constante, en otro caso, esta crecería

linealmente con el tiempo, por lo tanto nuestra ecuación de continuidad sería

∇ · ~J = 0.

Al primer término de la expansión se le conoce como momento monopolar

magnético, de acuerdo con las ecuaciones de Maxwell, los monopolos magnéticos

no existen, por lo que debemos desarrollar un poco mas la expresión, consideremos

la siguiente identidad vectorial ∇′ · (x′ ~J(~r′)) = x′∇′ · ~J + ∇′x′ · ~J y trabajemos

con el componente i-ésimo del componente monopolar,

A
(0)
i (~r) =

1

c|r|

∫
V0

Ji(~r′) dV
′ (2.11)

Sabemos que ∇ · ~J = 0 por lo que tendremos la siguiente formula ∇′ ·

(x′i ~J(~r
′)) = x̂′i · ~J = Ji sustituimos en la ecuación (2.11),

A
(0)
i (~r) =

1

c|r|

∫
V0

∇′ · (x′i ~J(~r′)) dV ′ (2.12)

Aplicando el teorema de la divergencia sobre una superficie fuera de la región V0

donde se anule la integral de manera que A(0)
i = 0.

Para el término dipolar utilizamos la siguiente expresión, con el objetivo

de conseguir una expresión diferente (~r · ~r′) ~J = (~r · ~J)~r′ − ~r × (~r′ × ~J), se puede

demostrar que (~r · ~r′) ~J = −(~r · ~J)~r′, por lo que esta contribución queda definida

como:

~A(2)(~r) =
~µ× ~r
|~r|3

(2.13)

Donde
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~µ =
1

2c

∫
V0

(~r′ × ~J(~r′))dV ′ (2.14)

Se conoce como el vector de momento dipolar magnético o simplemente

momento magnético, esta es una cantidad con la cual podemos obtener la energía

que tendrá la distribución de corriente cuando esta se encuentra en presencia de

un campo magnético externo, esta relación está dada por:

H = −~µ · ~B (2.15)

Donde H nos dará la energía de la distribución, ~B es el campo magnéti-

co externo (Greiner, 1998). Es posible obtener una relación entre el momento

magnético y el momento angular, para esto tomamos una densidad de corriente

constante, de esta manera ~J = −n|e|~v donde ~v es la velocidad de la corriente, n

la densidad de partículas, al usar esto obtendremos:

~µ =
1

2c

∫
V0

(~r′ × ~J(~r′))dV ′ =
1

2c

∫
V0

(~r′ × (−n|e|~v))dV ′

~µ =
−|e|
2mc

∫
V0

(~r′ × (nm~v))dV ′ =
−|e|
2mc

∫
V0

ρmasa(~r′ × ~v)dV ′

Donde m es la masa de la partícula, ρmasa es la densidad de masa, de

mecánica clásica, sabemos que el momento angular para un cuerpo sólido viene

dado por:

~L =

∫
V0

ρ(~r′ × ~v)dV ′ (2.16)
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Sustituimos en la formula del momento magnético y obtendremos la si-

guiente relación entre el momento angular y el momento magnético:

~µ =
−|e|
2mc

~L. (2.17)

2.2. Mecánica cuántica no relativista

2.2.1. La ecuación de Schrödinger

A principios del siglo XX, el campo de la física se vio agitado por el des-

cubrimiento de efectos que las teorías de la época no podían explicar. Tras los

estudios de la radiación de cuerpo negro, en los cuales Max Planck solucionó la

catástrofe del ultravioleta suponiendo que la energía que irradia el cuerpo, solo

puede ser emitida en cantidades definidas, a las que se les llamó quanta (Planck,

1914). Diversos científicos de la época siguieron desarrollando las ideas de Planck,

lo que llevó al desarrollo de la física cuántica, con esto Erwin Schrödinger pos-

tula su ecuación que describe la evolución de los sistemas cuánticos dada por la

siguiente expresión:

i~
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ |ψ〉 (2.18)

La cual es conocida como la Ecuación de Schrödinger, donde |ψ〉 es el vector

de estado del sistema, ~ es la constante de Planck reducida, Ĥ es el operador

hamiltoniano correspondiente al sistema (Schrödinger, 1926).

Cuando el hamiltoniano no depende del tiempo, podemos separar la parte
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temporal de la espacial de la ecuación, lo que nos lleva a la forma estacionaria de

la ecuación de Schrödinger, la cual se reduce a un problema de eigenvalores,

Ĥ |ϕ〉 = E |ϕ〉 (2.19)

La solución completa viene dada por |ψ〉 = e−iEt/~ |ϕ〉, el operador hamilto-

niano se construye de manera análoga a la función hamiltoniana de la mecánica

clásica, pero cambiando las variables dinámicas por operadores,

Ĥ =
p̂(~r)2

2m
+ V (~r) (2.20)

De los postulados de la mecánica cuántica, se obtiene que el operador de

momento está dado por p̂ = −i~∇, al proyectar el estado de posición 〈~r| so-

bre la ecuación de eigenvalores, obtendremos su representación en el espacio de

configuración:

−~2

2m
∇2ϕ(~r) + V (~r)ϕ(~r) = Eϕ(~r) (2.21)

Siguiendo la interpretación de Copenhague, el vector de estado de un siste-

ma se relaciona con la probabilidad de la siguiente forma:

〈ψ|ψ〉 =
∫
d3rψ(~r)∗ψ(~r) = 1 (2.22)

Donde el término ρ = ψ(~r)∗ψ(~r) es la densidad de probabilidad, recordando

la ecuación de continuidad (2.5), podemos encontrar una densidad de corriente

de probabilidad, que estará definida como:
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~J =
~

2mi
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (2.23)

2.2.2. Espín

Uno de los experimentos que causó mas discusión a principios del siglo XX,

fue llevado a cabo por Otto Stern y Walther Gerlach, en el cual se envian átomos

de plata, los cuales son eléctricamente neutros, con sus números cuánticos l = 0,

a través de un campo magnético inhomogeneo hasta una pantalla detectora (Ger-

lach y Stern, 1922). Se esperaba que el haz de partículas no se viera afectado, lo

cual no se cumplió, pues el haz se vio dividido en dos cuando el campo magnético

actúa principalmente sobre el eje z. Se puede demostrar que la fuerza que actúa

sobre los átomos de plata es proporcional al número cuántico magnético m, por

lo que se espera un número de haces igual al número de valores que se tiene para

m. Como en el experimento se tienen dos haces, según las reglas de selección de

los números cuánticos, el valor del momento angular de la partícula sería s = 1/2

(De La Peña, 2014).

En 1925 Pauli publica su principio de exclusión (Wolfgang, 1925), a lo

que Goudsmit descubre que es posible explicar de una manera sencilla dicho

principio al introducir otro numero cuántico, al que designó ms. Con la ayuda de

su colega Uhlenbeck, lograron deducir que este nuevo numero cuántico añadiría

un grado de libertad al electrón, este nuevo grado se conoce como espín, el cual

es un momento angular intrínseco del electrón (Uhlenbeck y Goudsmit, 1925), la

descripción completa de espín fue publicada poco después por Pauli (Wolfgang,

1927).

Resulta que el espín 1/2 requiere de una formulación matricial, la cual
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estará cimentada en los siguientes operadores:

σx =

0 1

1 0

 , σy =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1

 (2.24)

Estos operadores se conocen como matrices de Pauli y se compilan en el

siguiente operador vectorial σ̂ = (σx, σy, σz), en este formalismo se elige escribir

los eigenestados en la base de σz. Aprovechando esto, podemos definir el operador

de momento angular de espín,

Ŝ =
~
2
σ̂ (2.25)

Los operadores sigma siguen las siguientes reglas de conmutación:

[σi, σj] = 2iεijkσk (2.26)

Donde εijk es el símbolo de Levi-Civita. Al usar la delta de Kronecker δij

también podemos ver que:

σiσj = δij + iεijkσk (2.27)

2.2.3. Partícula con espín en presencia de un campo mag-

nético

Nos interesa resolver el problema de una partícula cargada con espín en pre-

sencia de un campo magnético, la parte espinorial del hamiltoniano del problema
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viene dado por:

Ĥ = −µ · ~B = −gµBB n̂ · σ̂ = −~Bγ
2

n̂ · σ̂ (2.28)

Donde g se conoce como el factor de Landé, Paul Dirac pudo predecir que

tendría un valor de dos. Mas adelante Schwinger hizo una corrección implemen-

tando la electrodinámica cuántica (Schwinger, 1948), B es la magnitud del campo

magnético, γ encierra las constantes de interacción, n̂ = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)

es el vector unitario en la dirección del campo magnético, donde φ ∈ [0, 2π] y

θ ∈ [0, π].

Para el estudio de este problema es de gran ventaja calcular la siguiente

expresión eiθn̂·σ̂, al aprovechar las siguientes propiedades del producto n̂ · σ̂,

(n̂ · σ̂)2n = I (2.29)

(n̂ · σ̂)2n+1 = (n̂ · σ̂) (2.30)

Donde n ∈ N, I es la matriz identidad de 2x2, podemos expandir la expo-

nencial en una serie de Taylor, que nos llevará al siguiente resultado:

eiθn̂·σ̂ = I cos θ + i(n̂ · σ̂) sin θ (2.31)

También podemos usar la formula de Baker-Campbell-Haussdorff dada por,

e−iθA B eiθA = B − iθ[A,B]− θ2

2!
[A, [A,B]]− iθ3

3!
[A, [A, [A,B]] + · · · (2.32)
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Para calcular los siguientes productos de operadores:

e−iθσz σx e
iθσz = σx cos 2θ + σy sin 2θ (2.33)

e−iθσy σz e
iθσy = σz cos 2θ + σx sin 2θ (2.34)

e−iθσzσye
iθσz = σy cos 2θ − σx sin 2θ (2.35)

Al usar estas identidades, podemos reescribir el hamiltoniano de la siguiente

manera:

Ĥ = −~Bγ
2

e−iφσz/2e−iθσy/2σze
iθσy/2eiφσz/2 (2.36)

Utilizando esto, podemos obtener los eigenvetores de dicho hamiltoniano,

|ψ±〉 = e−iφσz/2e−iθσy/2 |±〉 (2.37)

Donde |±〉 son los eigenvectores del operador σz, los eigenvalores asociados a

los eigenestados del hamiltoniano están dados por E± = ∓~Bγ
2

. Tambien podemos

escribir los estados de la siguiente manera:

|ψ+〉 =

 cos θ/2

eiφ sin θ/2

 , |ψ−〉 =

 sin θ/2

−eiφ cos θ/2

 (2.38)

Si trabajamos con el estado |ψ+〉, podemos demostrar que el valor esperado

de Espín del estado estacionario es de la forma:

20



〈ψ+| ~S |ψ+〉 =
~
2
(cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ) (2.39)

Nos interesa ver el comportamiento de dicho valor esperado cuando el estado

puede evolucionar con el tiempo, para hacer más sencillos los cálculos trabajare-

mos con un campo magnético en la dirección z, nuestro estado inicial en la base

de σz = |+〉 , |−〉 será:

|ψ+(0)〉 = cos(θ/2) |+〉+ eiφ sin(θ/2) |−〉 (2.40)

Aplicamos el operador de evolución temporal, aprovechando que los estados

son eigenvectores del hamiltoniano Ĥ = −~Bγ
2
σz, tendremos:

|ψ+(t)〉 = cos(θ/2)e
iBγt

2 |+〉+ sin(θ/2)ei(φ−
iBγt

2
) |−〉 (2.41)

Con esto podemos calcular el valor esperado del espín a través del tiempo,

para el componente en z se tiene que,

〈Sz〉 =
~
2

[(
〈+| cos(θ/2)e

−iBγt
2 + 〈−| sin(θ/2)e−i(φ−Bγt

2
)
)
σz(

cos(θ/2)e
iBγt

2 |+〉+ sin(θ/2)ei(φ−
Bγt
2

) |−〉
)] (2.42)

En forma matricial
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〈Sz〉 =
(
cos θ/2e

−iBγt
2 e−i(φ−Bγt

2
) sin θ/2

)1 0

0 −1


 cos θ/2e

iBγt
2

ei(φ−
Bγt
2

) sin θ/2

 (2.43)

El resultado final para el componente z,

〈Sz〉 =
~
2
cos(θ) (2.44)

que corresponde al valor que esperamos del caso estacionario, para el caso

de Ĥ = −~Bγσz

2
, de la misma manera, podemos obtener los valores para los

componentes x y y,

〈Sx〉 =
~
2
〈ψ+(0)| e−

iBγtσz
2 σxe

iBγtσz
2 |ψ+(0)〉 (2.45)

Sea ω = Bγ, utilizamos la formula de Baker-Campbell-Haussdorff

〈Sx〉 =
~
2
〈ψ+(0)| σx cos(ωt) + σy sin(ωt) |ψ+(0)〉

=
~
2
〈ψ+(0)|

 0 e−iωt

eiωt 0

 |ψ+(0)〉

=
~
2

(
cos(θ/2) sin(θ/2)e−iθ

)sin(θ/2)ei(φ−ωt)

cos(θ/2)eiωt


=

~
2
cos(φ− ωt) sin(θ)

(2.46)
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De manera similar podemos obtener

〈Sy〉 =
~
2
sin(φ− ωt) sin(θ) (2.47)

2.2.4. Ecuación de Pauli-Schrödinger

Los problemas vistos solo contenían la parte espinorial de la ecuación de

Schrödinger, para obtener una descripción completa del electrón usando la me-

cánica cuántica no relativista, debemos derivar una nueva forma de la ecuación

de Schrödinger, para esto nos apoyamos de la siguiente identidad de las matrices

de Pauli:

(σ̂ · Â)(σ̂ · B̂) = Â · B̂ + iσ̂ · (Â× B̂) (2.48)

Donde Â y B̂ son operadores vectoriales que conmutan con las matrices de

Pauli, si sustituimos ambos por el operador de momento, obtendremos,

(σ̂ · p̂)2 = p̂2 (2.49)

además de esto, si el electrón en cuestión se encuentra en presencia de un

campo magnético externo, de mecánica clásica sigue que existe un corrimiento

en el valor del momento dado por ~p→ ~p− e/c ~A, donde A es el vector potencial

magnético de dicho campo magnético, para obtener su análogo cuántico, basta

con cambiar las variables dinámicas por sus respectivos operadores, a lo que se le

conoce como acoplamiento mínimo, lo que nos llevará a lo siguiente:
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i~
∂ψ

∂t
=

1

2m

[
σ̂ · (p̂− e

c
~A)
]2
ψ + V ψ (2.50)

Esta se conoce como la ecuación de Pauli-Schrödinger y describe la dinámica

de los electrones de espín 1/2 en presencia de un campo magnético externo (De

La Peña, 2014). Es posible obtener una versión mas ilustrativa; para esto usamos

la ecuación (2.46),

[
σ̂ · (p̂− e

c
~A)
]2

= (p̂− e

c
~A)2 + iσ̂ · ((p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A)) (2.51)

Nos enfocamos en el segundo término de la ecuación,

(p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A) = p̂× p̂− e

c
p̂× ~A− e

c
~A× p̂+ e2

c2
~A× ~A (2.52)

los términos p̂× p̂ y ~A× ~A se eliminan, si además aplicamos el operador al

vector de estado por la derecha, tendremos:

(p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A)ψ = −(e

c
p̂× ~A+

e

c
~A× p̂)ψ (2.53)

Si cambiamos el operador de momento por su representación en el espacio

de configuración,

(p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A)ψ = i~(

e

c
∇× ( ~Aψ) +

e

c
~A× (∇ψ)) (2.54)
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Si usamos la siguiente identidad del rotacional de un vector multiplicado

por una función escalar ∇× ( ~Aψ) = − ~A×∇ψ+ψ∇× ~A, tendremos lo siguiente:

(p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A)ψ = i~(−e

c
~A×∇ψ +

e

c
(∇× ~A)ψ +

e

c
~A× (∇ψ)) =

(p̂− e

c
~A)× (p̂− e

c
~A)ψ =

i~e
c
~Bψ (2.55)

Lo que nos lleva a la forma final de la ecuación de Pauli-Schrödinger:

i~
∂ψ

∂t
=

1

2m
(−i~∇− e

c
~A)2ψ + (V − 2µB

~
Ŝ · ~B)ψ (2.56)

La cual describe la dinámica de una partícula de espín 1/2 en presencia de

un campo magnético externo. Este resultado se obtuvo a través del acoplamiento

mínimo y de las propiedades de las matrices de Pauli, lo que sugiere que el espín

no es una consecuencia de efectos relativistas. Además, podemos observar que el

valor del factor de Landé para la teoría del electrón de espín 1/2 es exactamente

2 (De La Peña, 2014).

2.3. Mecánica cuántica relativista

2.3.1. Notación relativista

La mecánica cuántica no relativista se basaba en observables de la mecánica

clásica. Si queremos una descripción más precisa, debemos implementar los efectos

de la teoría relativista. Primero, definimos la notación que utilizaremos para el
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desarrollo del trabajo, la cual está cimentada en la notación de subíndices, donde

aquellos que estén etiquetados por letras griegas se cuentan de 0 a 3 y los que

tienen etiquetas latinas se cuentan de 1 a 3, entonces tendremos el tensor métrico

de Minkowski:

gµν = gµν =



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


(2.57)

Los eventos en el espacio-tiempo de configuración se describen por cuadri-

vectores contravariantes dados por:

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (x0, ~x) (2.58)

Donde el componente x0 → ct corresponde al componente temporal del cua-

drivector. También se define el vector xµ que se conoce como un vector covariante.

La relación entre los vectores contravariante y covariante

xµ = gµνxν , xµ = gµνx
ν (2.59)

El tensor métrico define el producto punto en el espacio-tiempo de la si-

guiente manera:

x · y = x0y0 − ~x · ~y = xµgµνy
ν = xµyµ (2.60)
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Este producto punto es un invariante de Lorentz, lo que nos dice que este

no cambia ante las rotaciones y las transformaciones especiales de Lorentz (tam-

bién conocidas como boosts), estas transformaciones relacionan dos marcos de

referencia que se mueven con una velocidad relativa y son de la forma:

xµ → x′µ = Λµ
νx

ν + aµ (2.61)

Estas transformaciones dejan la distancia invariante y dada por:

(x− y)2 = gµν(x
µ − yµ)(xν − yν) (2.62)

Estas transformaciones, en conjunto con con las traslaciones en el espacio

tiempo forman el grupo de Poincaré (Jegerlehner, 2008). Usando esto podemos

definir un cuadrivector que será muy importante en el trabajo y es el de cuadri-

momento

pµ = (
E

c
, px, py, pz) (2.63)

Si obtenemos su magnitud al cuadrado obtendremos,

pµpµ =
E2

c2
− (p2x + p2y + p2z) =

E2

c2
− p2 (2.64)

Si recordamos la famosa relación que existe entre la masa en reposo de una

partícula, con la energía y el momento (Einstein, 1905),
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E2 = p2c2 +m2c4 (2.65)

podemos obtener el valor de la magnitud al cuadrado del cuadrimomento,

pµpµ = m2c2 (2.66)

otro invariante de interés está dado por:

xµp
µ = Et− ~x · ~p (2.67)

2.3.2. Ecuación de Klein-Gordon

Para intentar construir una ecuación cuántica relativista, debemos definir

los operadores en los que basaremos la teoría, lo que nos lleva a la representación

en el espacio de configuración del vector de momento:

pµ = i~∂µ = i~(
1

c

∂

∂t
,−∇) (2.68)

Como primera aproximación, realizamos la cuantización de la ecuación

(2.66) y la aplicamos a una función de onda por la derecha,

(pµpµ −m2c2)ψ = −~2( 1
c2
∂2

∂t2
−∇2)ψ −m2c2ψ = 0

(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 +

m2c2

~2
)ψ = 0
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(�+
m2c2

~2
)ψ = 0 (2.69)

Donde � = ∂µ∂µ es el operador de d’Alembert, tenemos la expresión (2.69)

la cual se conoce como la ecuación de Klein-Gordon la cual describe la teoría de

partículas sin espín en el contexto de la relatividad especial (De La Peña, 2014).

2.3.3. La ecuación de Dirac

La ecuación de Klein-Gordon describe la teoría cuántica relativista de par-

tículas cargadas con espín cero, por lo que aún hace falta encontrar otra ecuación

que pueda describir partículas de espín 1/2.

Tomando esto en cuenta, Dirac consiguió encontrar una ecuación que des-

cribe la dinámica de las partículas relativistas de espín 1/2 (Dirac, 1928). Para

llegar a ella, factorizamos la relación de energía relativista, dada por la ecuación

(2.65).

pµpµ −m2c2 = (βκpκ −mc)(γλpλ +mc) = 0 (2.70)

Desarrollando el lado izquierdo

pµpµ −m2c2 = p20 − p21 − p22 − p23 −m2c2 (2.71)

Del lado derecho tenemos
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(βκpκ −mc)(γλpλ +mc) = βκγλpκpλ +mc(βκpκ − γλpλ)−m2c2 = 0 (2.72)

Como no tenemos términos lineales del momento en el lado izquierdo de la

ecuación, deducimos βκ = γκ

pµpµ −m2c2 = γκγλpκpλ −m2c2 = 0 (2.73)

Si expandimos los subíndices del lado derecho

γκγλpκpλ −m2c2 = (γ0)2p20 + (γ1)2p21 + (γ2)2p22 + (γ3)2p23

+ (γ0γ1 + γ1γ0)p0p1 + (γ0γ2 + γ2γ0)p0p2

+ (γ0γ3 + γ3γ0)p0p3 + (γ1γ2 + γ2γ1)p1p2

+ (γ1γ3 + γ3γ1)p1p2 + (γ2γ3 + γ3γ2)p2p3 −m2c2

(2.74)

Sabemos que esta ecuación debe ser igual a (2.71), por lo que los términos

que contienen el anticonmutador de los términos γ deben eliminarse. Esto es

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 0, si µ 6= ν, también podemos observar que (γ0)2 =

1, (γ1)2 = (γ2)2 = (γ3)2 = −1. Estas propiedades se resumen en la siguiente

ecuación (D. J. Griffiths, 1987):

{γµ, γν} = 2gµν (2.75)

Resulta que no hay cantidades escalares que cumplan estos requisitos, por
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lo que γµ es un conjunto de matrices de 4x4, que está definido con una relación

de anticonmutación entonces

pµpµ −m2c2 = (γκpκ −mc)(γλpλ +mc) = 0 (2.76)

Tomamos el primer término de la derecha y lo expresamos en su represen-

tación del espacio-tiempo de configuración

(i~γµ∂µ −mc)ψ(x) = 0 (2.77)

Donde ψ(x) es un bi-espinor de cuatro componentes y x es el cuadrivector de

posición. Si introducimos la siguiente notación γµ∂µ = /∂ llegaremos a la siguiente

expresión en unidades naturales (~ = c = 1)

(i/∂ −m)ψ(x) = 0 (2.78)

La cual se conoce como la ecuación de Dirac y es utilizada para describir

la teoría cuántica de las partículas relativistas de espín 1/2, aun que esto último

aun no es muy claro, para eso debemos estudiar las matrices γ.

2.3.4. Matrices gamma

En la sección anterior se definió la ecuación de Dirac, al mismo tiempo

que encontrábamos las propiedades que deben cumplir las matrices gamma que

aparecen en ella. Estas propiedades no definen un conjunto único de matrices, si no

que proveen una lista de reglas de las cuales podemos obtener un conjunto dado.
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La elección de la representación de estas matrices puede variar con el problema

que queramos estudiar. La forma de las matrices que utilizaremos es la siguiente

(Bjorken y Drell, 1964),

γ0 =

I 0

0 −I

 , γa =

 0 σa

−σa 0

 (2.79)

Donde σa es la a-ésima matriz de Pauli, las identidades y los otros com-

ponentes de las matrices son a su vez matrices de 2x2, de manera que la matriz

resultante sea de 4x4

2.3.5. Densidad y corriente de probabilidad

Podemos encontrar una corriente de probabilidad asociada a la ecuación de

Dirac, si definimos el bi-espinor adjunto ψ = ψ†γ0, este obedecerá la ecuación

para el espacio dual

ψ(i
←−
/∂ +m) = 0 (2.80)

Procedemos aplicando el bi-espinor normal por la derecha a la ecuación

anterior y el adjunto a la ecuación de Dirac por la izquierda y las sumamos

ψ(i
←−
/∂ +m)ψ + ψ(i/∂ −m)ψ = 0

ψ
←−
/∂ ψ + ψ/∂ψ = ψ

←−
∂ µγ

µψ + ψγµ∂µψ = 0
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Esto es

∂µ(ψγ
µψ) = 0 (2.81)

La cual es la ecuación de continuidad asociada a la ecuación de Dirac,

donde jµ = ψγµψ es la cuadricorriente asociada, su componente cero nos dará la

densidad de probabilidad

j0 = ψγ0ψ = ψ†γ0γ0ψ = ψ†ψ (2.82)

Podemos observar que es positiva definida, resolviendo uno de los problemas

que presentaba la ecuación de Klein-Gordon, además de conseguir que la ecuación

describa la dinámica de partículas de espín 1/2 usando las matrices de Pauli para

la representación de las matrices gamma.

2.3.6. Partícula en reposo

Para la ecuación de Dirac tenemos dos casos de interés para una partícula

libre, el primero concierne a una partícula en reposo, que no tendrá parte espacial

en el cuadrimomento, su solución será de la forma

ψ(x) = Ne−ixµpµu(p) (2.83)

Donde u(p) es un vector columna de cuatro componentes. Al aplicar esta

solución en la ecuación (2.78) y eliminando el exponente, tendremos
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(γ0E u(p)−m u(p)) = 0

En forma matricial

E I2x2 0

0 −E I2x2


ua
ub

 =

m I2x2 0

0 m I2x2


ua
ub


E ua

−Eub

 =

m ua

mub


Donde ua, ub son vectores columna de 2x2. Se puede ver de esta ecuación

que tendremos dos posibles valores para la energía, que a su vez requerirán que

algunos de los componentes de u(p) sean cero de acuerdo al valor de E, para la

energía positiva tendremos ub = 0

u1 =



1

0

0

0


, u2 =



0

1

0

0


(2.84)

Las soluciones de energía negativa necesitan que ua = 0

u3 =



0

0

1

0


, u4 =



0

0

0

1


(2.85)
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Estas cuatro soluciones forman una base completa. Las primeras dos solu-

ciones corresponden a una partícula de espín ±1
2
. Verificamos usando el operador

en la dirección z para un sistema de dos partículas de espín 1/2

Ŝz =
1

2
σz ⊗ σz =

1

2



1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


(2.86)

Ŝz u1 =
1

2
u1, Ŝz u2 = −

1

2
u2 (2.87)

Si u3 y u4 son soluciones, también lo serán si realizamos el cambio [E →

−E, p→ −p] (convención de Feynman-Stueckelberg), definimos

v1(E, p) = u4(−E,−p) =



0

0

0

1



v2(E, p) = u3(−E,−p) =



0

0

1

0



(2.88)

Que tendrán asociadas energías positivas al igual que las soluciones u, estas

tendrán componente z de espín dado por
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Ŝz v1 = −
1

2
v1, Ŝz v2 =

1

2
v2 (2.89)

Esto nos lleva a otra de las predicciones de esta ecuación. Como podemos

ver, asociamos v1 a u4 y v2 con u3, porque al aplicar el operador de conjugación

de la carga, este toma un electrón de espín positivo (spin up) y lo regresa como

un positrón de espín negativo (spin down). Así el conjunto [{u1, v1}, {u2, v2}]

corresponden a pares partícula-antipartícula de spin up o spin down bajo dicho

operador.

2.3.7. Partícula libre con momento

La partícula libre con momento tendrá una solución de la forma

ψ(x) = Ne−ixµpµu(p) (2.90)

Al introducir la solución en la ecuación de Dirac,

(iγµpµ −m)u(p) = 0 (2.91)

(

I 0

0 −I

 E −

 0 ~σ

−~σ

 · ~p−m
I 0

0 I

)

ua
ub

 = 0

(E −m) −(~σ · ~p)

(~σ · ~p) −(E +m)


ua
ub

 = 0 (2.92)
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 (~σ·~p)
E−m

ub

ub

 =

 ua

(~σ·~p)
E+m

ua

 (2.93)

Estos nos indica que tendremos dos grupos de soluciones, en el primer grupo

ua = (1, 0)t o ua = (0, 1)t, el segundo ub = (1, 0)t o ub = (0, 1)t, para encontrar la

forma explícita de las soluciones, calculamos la expresión (~σ · ~p)

(~σ · ~p) = σxpx + σypy + σzpz =

 pz (px − ipy)

(px + ipy) −pz

 (2.94)

conociendo esto, la parte espinorial de las soluciones será

u1 =



1

0

pz
E+m

pz+ipy
E+m


, u2 =



0

1

px−ipy
E+m

−pz
E+m


, u3 =



pz
E−m

px+ipy
E−m

1

0


, u4 =



px−ipy
E−m

−pz
E−m

0

1


(2.95)

Donde u1 y u2 son soluciones de energía positiva, dada por E =
√
p2 +m2, las

otras dos corresponden a energías negativas. Usando la convención de Feynman-

Stueckelberg para estas soluciones [E → −E, p→ −p]

v1 = u4(−E,−p) =



px−ipy
E+m

−pz
E+m

0

1


, v2 = u3(−E,−p) =



pz
E+m

px+ipy
E+m

1

0


(2.96)

las soluciones u y v también forman pares partícula-antipartícula como en

el caso anterior, a diferencia del mismo, estas soluciones no son eigentestados de
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Ŝz, a menos que el momento sea puramente en la dirección z.

2.3.8. Contenido de espín

Sabemos que el electrón es un partícula de espín 1/2, por lo que no espe-

ramos que conserve las propiedades del momento angular que se ve en la teoría

cuántica sin espín. Esto se ve más claro cuando usamos la ecuación de Heisenberg

i
dĜ

dt
= [Ĝ, Ĥ] + i

∂Ĝ

∂t
(2.97)

El operador de momento angular no depende explícitamente del tiempo, por

lo que su evolución temporal depende de su conmutador con el hamiltoniano. De

la teoría cuántica ordinaria esperamos que estos operadores conmuten. Entonces

buscamos el operador hamiltoniano de Dirac. Comenzemos con

(γµpµ −m) = γ0E − γ1p1 − γ2p2 − γ3p3 −m = γ0E − ~γ · ~p−m = 0 (2.98)

Si despejamos para E, utilizando la propiedad γ0γ0 = I, identificaremos el

hamiltoniano

Ĥ = γ0(~γ · ~p+m) (2.99)

Estudiamos el caso del componente x del operador de momento angular

orbital L̂x = ypz − zpy
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[L̂x, Ĥ] = [ypz − zpy, γ0(γ1px + γ2py + γ3pz +m)]

= γ0(γ1[ypz − zpy, px] + γ2[ypz − zpy, py] + γ3[ypz − zpy, pz])

= iγ0(γ2pz − γ3py)

[L̂x, Ĥ] = iγ0(~γ × ~p)x (2.100)

Esto sugiere que el momento angular orbital no es una cantidad conservada.

Para corregir esto, debemos considerar que el electrón posee un momento angular

intrínseco, por lo que el momento angular total del electrón será la suma de su

momento angular orbital y el de espín, de la forma Ĵ = L̂ + Ŝ. De la misma

manera que obtuvimos la ecuación (2.100), podemos demostrar que

[Ŝx, Ĥ] = −iγ0(~γ × ~p)x (2.101)

Por lo que es claro que la cantidad conservada será el momento angular

total

[Ĵ , Ĥ] = [L̂+ Ŝ, Ĥ] = 0 (2.102)

2.3.9. Normalización

Sabemos que las soluciones de la partícula libre en movimiento para la

ecuación de Dirac son
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u1 = N



1

0

pz
E+m

pz+ipy
E+m


, u2 = N



0

1

px−ipy
E+m

−pz
E+m


, v1 = N



px−ipy
E+m

−pz
E+m

0

1


, v2 = N



pz
E+m

px+ipy
E+m

1

0


(2.103)

Estas soluciones siguen dos tipos de reglas de ortogonalidad, una dada por

la hermiticidad y la otra por el adjunto del espinor. Para el primer caso tenemos:

u†rus = N2 2E

E +m
δrs

v†rvs = N2 2E

E +m
δrs

(2.104)

Como las soluciones describen a dos partículas que tienen la misma energía,

buscamos normalizar a un factor de 2E, por lo que N =
√
E +m. Usando esto

podemos escribir las siguientes relaciones de ortogonalidad en términos del espinor

adjunto:

urus = 2mδrs

vrvs = −2mδrs
(2.105)

Con estas relaciones de ortogonalidad, podemos obtener el valor de la cua-

dricorriente para la partícula libre

jµ = 2(E, ~p) (2.106)
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2.3.10. Antipartículas

Dirac derivó su ecuación en un intento de eliminar el problema de las den-

sidades de probabilidad negativas que observaba en las funciones de onda de la

ecuación de Klein-Gordon. Dirac logró resolver este problema, además de que su

ecuación describe naturalmente el espín del electrón. A pesar de estos triunfos

aún tenemos problemas por delante. Las soluciones de la ecuación (2.78) descri-

ben cuatro tipos de partículas, con energías iguales pero de signos diferentes y

con espín ±1/2, la existencia de dichas soluciones de energía negativa requieren

de una reinterpretación de la teoría de Dirac, pues hay que evitar que los estados

atómicos decaigan por radiación a estados de energía negativa indefinidamente, lo

que sugiere que debemos encontrar una interpretación diferente a la de partículas

de la teoría cuántica ordinaria (Bjorken y Drell, 1964).

Como solución a este problema, Dirac imagino la existencia de un mar de

partículas, aplicando el principio de exclusión de Pauli, el cual nos dice que cada

uno de los posibles estados cuánticos pueden estar ocupados por un solo electrón.

Dirac propuso que este mar de infinitas partículas estaba totalmente ocupado por

los estados de energía negativa, lo que solucionaría el problema de la estabilidad de

los estados base. Este mar contendría momento total y angular cero, pero carga

y energía infinitas. Estas propiedades podrían resultar preocupantes, pero solo

hace falta recordar que solo podemos medir diferencias entre niveles energéticos,

por lo que no se podría medir la energía infinita del mar. Por el lado de la carga,

la inmensa cantidad de ella estaría distribuida a lo largo de todo el espacio, por

lo que los campos resultantes no podrían ser medidos experimentalmente.

Por otro lado, existiría la posibilidad de que una partícula con la suficiente

energía lograra interactuar con uno de los electrones de energía negativa en el
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mar, llevándolo a un estado de energía y carga positiva, lo que se percibiría como

un positrón.

Tras el descubrimiento experimental del positrón (Anderson, 1933), quedó

claro que la interpretación de partículas singulares de la teoría cuántica de Schrö-

dinger, no es aplicable a una teoría que busque unificar la mecánica cuántica y

la relatividad. Esto se debe a que necesitamos describir a múltiples partículas,

así como procesos de creación y aniquilación de las mismas. Lo que nos lleva a la

teoría cuántica de campos. La primera que estudiaremos es aquella que describe

la interacción entre el campo de los electrones y el de los fotones.

2.4. Electrodinámica cuántica

2.4.1. Interpretación de Feynman-Stueckelberg

Como vimos en las soluciones para la partícula libre con la ecuación de Di-

rac, la interpretación de Feynman-Stueckelberg dice lo siguiente: Una solución de

energía negativa puede ser interpretada como una partícula con energía negativa

que se propaga hacia atrás en el tiempo. Esto es equivalente a una antipartícula

de energía positiva viajando hacia adelante en el tiempo.

Figura 2.1. Diagramas de Feynman asociados al proceso de aniquilación e+e−, de
acuerdo a la interpretación de Feynman-Stueckelberg (Thomson, 2013).

De la figura (2.1), podemos ver que en la izquierda tenemos un electrón
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de energía positiva produciendo un fotón, además de un electrón de energía ne-

gativa propagándose atrás en el tiempo. Usando la interpretación de Feynman-

Stueckelberg podemos ver el mismo proceso en términos de electrones y positro-

nes, donde un positrón de energía positiva que se propaga adelante en el tiempo

se aniquila con un electrón, produciendo un fotón (Thomson, 2013).

2.4.2. Formulación lagrangiana

En la sección anterior estudiamos la ecuación de Dirac, la cual describe la

dinámica del campo de partículas de espín 1
2
. Estas partículas reciben el nombre de

fermiones. Si, además, estas partículas no interactúan mediante la fuerza fuerte,

se les conoce como leptones.

Los resultados obtenidos con esa ecuación eran prometedores. Ahora nos in-

teresa conocer cómo se comportaría al interactuar con otros campos. Usualmente,

se parte de realizar el acoplamiento mínimo al lagrangiano de Dirac, sumando el

término cinético del nuevo campo. Esta es una aproximación válida, pero utiliza-

remos una que nos sirva para más adelante.

Trataremos de promover la simetría global U(1) que exhibe el lagrangiano

de Dirac ante el cambio ψ(x)→ eiδψ(x), a una simetría local dada por el cambio:

ψ′(x) = e−ieα(x)ψ(x) (2.107)

Donde α(x) es una función escalar, el espinor ψ(x) es resultado de la ecua-

ción de Dirac, el lagrangiano libre de Dirac
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LDirac = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x) (2.108)

Al realizar el cambio al nuevo espinor tendremos

L = ψ(x)eieα(x)(iγµ∂µ −m)e−ieα(x)ψ(x)

L = ψ(x)eieα(x)
(
iγµ[e−ieα(x)ψ(x) (−ie)∂µα(x)+e−ieα(x) ∂µψ(x)]−m e−ieα(x)ψ(x)

)

L = ψ(x)
(
iγµ( ∂µ − ie ∂α(x) )−m

)
ψ(x)

Para construir un lagrangiano invariante ante transformaciones de fase lo-

cales, debemos introducir el concepto de derivada covariante de gauge

Dµ = ∂µ − ieAµ(x), Aµ(x) = Aµ(x)− ∂µα(x) (2.109)

Utilizando esto, llegaremos al siguiente lagrangiano invariante ante cambios

de fase locales

L = ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x) (2.110)

Para completar este lagrangiano, necesitamos un término que nos dicte la

dinámica del campo Aµ(x). Utilizaremos las ecuaciones de Maxwell para esto.
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2.4.3. El campo del fotón

De la sección 2.1 sabemos que podemos escribir las ecuaciones de Maxwell

en términos de los potenciales eléctrico y vectorial magnético. En el gauge de

Lorentz ( ∇ · A + 1
c
∂tφ = 0). La ecuación (2.2) en términos de los potenciales

toma la forma:
1

c2
∂2φ

∂t2
−∇2φ = �φ = 4πρ (2.111)

De igual manera, para la ecuación (2.4) tendremos,

� ~A =
−4π
c

~J (2.112)

Definimos los cuadrivectores del potencial y la corriente de la siguiente

manera

Aµ = (φ, ~A),

Jµ = (cρ, ~J)

(2.113)

Juntando esto con las ecuaciones (2.124) y (2.125)

�Aµ =
4π

c
Jµ (2.114)

En el caso que no tengamos fuentes, la cuadricorriente es cero, por lo que

�Aµ = 0 (2.115)
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Lo cual coincide con la ecuación de Klein-Gordon para una partícula de

masa cero. Sabemos que los fotones son partículas bosónicas, es decir de espín

entero. Por lo que las soluciones a la ecuación homogénea y libre de K-G para el

fotón sera de la forma

Aµ = Ne−ixνpνεµ(p) (2.116)

Donde εµ(p) describe el espín del fotón, N es un factor de normalización.

Gracias a esto podemos identificar a Aµ como el campo del fotón. De electrodiná-

mica sabemos que la parte dinámica del lagrangiano electromagnético está dada

por:

Lem = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ)

2 (2.117)

Donde F µν = ∂µAν − ∂νAµ es el tensor electromagnético, (∂µAµ = 0 ) es el

factor de gauge de Lorentz y se introduce mediante un multiplicador de Lagrange

(Jegerlehner, 2008).

2.4.4. El lagrangiano de la electrodinámica cuántica

Ahora que conocemos el significado del campo Aµ podemos escribir el la-

grangiano de la electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en inglés), teoría

de interacción entre los electrones y los fotones.

LQED = ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x)− 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ)

2 (2.118)
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Al expandir Dµ obtendremos

LQED = ψ(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x)− 1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µAµ(x))

2 + eψ(x)γµψ(x)Aµ(x)

(2.119)

Sabemos que Jµ
em = eψ(x)γµψ(x). Si además etiquetamos los términos que

solo contienen un solo tipo de campo obtenemos

LQED = LDirac + Lem + Lint (2.120)

Donde Lint = Jµ
emAµ es el lagrangiano de interacción, la carga e que uti-

lizamos es la del electrón, la cual por convención se toma como negativa, de

manera e = −|e|, entonces la carga de un leptón dado sera Qf |e|, una colec-

ción de leptones cargados entran en la corriente electromagnética como Jµ
em =∑

f Qfψf (x)γ
µψf (x).

2.4.5. Teoría de perturbaciones

Una de las cantidades más importantes de esta teoría es la matriz de dis-

persión S la cual contiene los procesos de interacción entre fotones y fermiones,

S viene está dada por:

S = T
(
ei

∫
d4xLint(x)

) ∣∣∣
⊗

(2.121)

Donde ⊗ nos indica que solo se toman en cuenta los diagramas de Feynman

que no contengan diagramas desconectados sin patas externas, esto corresponde
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a la normalización de S. T nos dice que los operadores deben estar ordenados

temporalmente. Utilizando S podemos calcular varias cosas, una de las mas bá-

sicas es una función de Green, en este caso corresponden al valor esperado de un

producto cronológico de campos actuando sobre el vació (Jegerlehner, 2008).

Gµ,αβ(x, y, y) = 〈0|T{Aµ(x)ψα(y)ψβ(y)} |o〉 (2.122)

Podemos expresar las funciones de Green de los campos interactuantes me-

diante la formula de Gell-Mann Low, la cual relaciona el estado del vació en la

teoría interactuante (usualmente en la representación de Heisenberg) con el es-

tado del vació de la teoría no interactuante en la representación de interacciones

(Gell-Mann y Low, 1954),

〈0|T{Aµ(x)ψα(y)ψβ(y)} |o〉 =

〈0|T{A(0)
µ (x)ψ(0)

α (y)ψ
(0)

β (y)ei
∫
d4x′Lint(x

′)} |o〉 =
N∑

n=0

in

n!

∫
d4z1 · · · d4zn 〈0|T{A(0)

µ (x)ψ(0)
α (y)ψ

(0)

β (y)Lint(z1) · · · Lint(zn)} |o〉

+O(eN+1)

(2.123)

Los campos a la derecha son correspondientes a la teoría libre y los valores

de expectación del vació se pueden calcular teniendo en cuenta las propiedades

de los campos libres. La expansión del termino exponencial nos llevo a la ex-

pansión en teoría de perturbaciones, la cual todavía no está bien definida, pues

hace falta regularización y normalización. Dejando de lado esto, la evaluación se

hace poniendo los campos en términos de operadores de creación y aniquilación,
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se utilizan las relaciones de conmutación o anticonmutación correspondientes, de

manera que todos los operadores de aniquilación queden en la derecha y los de

creación en la izquierda, lo que se conoce como ordenamiento de Wick, esto pa-

ra eliminar el vació. Los términos resultantes pueden ser calculados utilizando

las reglas de Feynman para la electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en

ingles).

2.4.6. Reglas de Feynman para QED

Tendremos las siguientes reglas, escritas en el espacio de momentos (Lan-

caster y Blundell, 2014).

Se tendrá un factor de us(p) o vs(p) para un leptón / antileptón entrante

de momento p y espín s.

Un factor de us(p) o vs(p) para un leptón / antileptón saliente de momento

p y espín s.

Dibuja todos los vértices como puntos en un plano, los externos tienen

sus correspondientes campos ψ(yi), ψ(yj) o Aµ(xk), los vértices internos

de interacción tendrán −ieψγµψAµ(zn) los tres campos sobre el punto del

vértice zn.

Contrae todos los campos en pares representados por una linea que une

dos vértices, los campos de diferentes tipos de partículas se representan por

diferentes tipos de linea.

Por cada linea interna de leptones, se inserta el término:

iSf (p)αβ = ( i
/p−m+iε

)αβ
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A cada linea interna de fotones se inserta el término:

iD(p, ξ)µν = −i(gµν − (i− ξ)pµpν
p2

) 1
p2+iε

Por cada vértice de interacción se realiza la inserción:

ieQl(γ
µ)αβ

Las lineas externas de fotones entrantes contribuyen un factor de vector de

polarización εµ(p).

Las lineas externas de fotones salientes contribuyen ε∗µ(p).

Conservación del momento y la energía. Por cada vértice escribe (2π)4δ2(k1+

k2+ ...) donde k1, k2 son momentos entrantes al vértice, en caso de que sean

salientes, irán restándo.

Integrar sobre los momentos internos, por cada momento interno q se agrega

un factor d4q
(2π)4

El resultado de todo esto tendrá como factor un término de (2π)4δ2(p1 +

p2+ ...− pn) al eliminarlo se obtendrá la amplitud para el proceso deseado.

la presencia de términos fermiónicos requiere de anti-simetrización, por lo

que se incluye un signo negativo entre diagramas que solo difieren por el

intercambio de dos fermiones.

Como resultado de implementar estas reglas, se obtiene un diagrama de

Feynman. A partir del cual, podemos calcular la amplitud del proceso asociado

al diagrama (D. J. Griffiths, 1987). Esta amplitud se puede utilizar para calcular

secciones eficaces o tiempos de decaimiento.
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2.5. Cromodinámica cuántica

2.5.1. El modelo de quarks

El estudio de la fuerza nuclear fuerte comenzó con el descubrimiento de par-

tículas provenientes de reacciones nucleares como el protón, neutrón, los mesones

π, K y otras partículas que ahora se sabe interaccionan mediante la fuerza fuerte.

Estas no se consideran como partículas elementales, si no que están compuestas

de conjuntos de partículas llamadas quarks, los cuales solo pueden ser observa-

dos en estados ligados de mas de una partícula (Peskin, 2019). Estas partículas

compuestas se conocen como hadrones.

Las partículas mas ligeras que interactúan fuertemente son los mesones π,

que poseen masas:

π± = 139,57MeV, π0 = 134,98MeV (2.124)

En 1935 Hideki Yukawa encontró que un campo cuántico que obedece la

ecuación de Klein-Gordon, al interactuar con una fuente estática presenta un

potencial dado por:

V (r) =
g2

4πr
e−mr (2.125)

En unidades naturales (~ = c = 1), es el conocido potencial de Yukawa,

que es universalmente atractivo. Al comparar con las distancias a las que se

dan las interacciones nucleares, Yukawa propuso la existencia de una partícula
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regida por la ecuación de K-G con una masa m ≈ 200MeV (H., 1935). En 1947

Lattes, Ochialini y Powell expusieron emulsión fotográfica a gran altitud, donde

capturaron el decaimiento de un pion a un muón (Fig. 2.4).

Figura 2.2. Rastros del mesón π proveniente de rayos cósmicos, propagándose
hasta decaer en un muón (Lattes et al., 1947).

En los años siguientes se descubrieron más hadrones por medio de rayos

cósmicos, hasta que a principios de los 50s se comenzaron a hacer experimentos

en aceleradores de partículas. Las colisiones se registraban en cámaras de burbu-

jas, donde las partículas cargadas interactúan con el medio, dejando rastros de

burbujas, como lo muestra la Figura 2.5 (Peskin, 2019).

El descubrimiento de estas partículas llevo al desarrollo de la cromodiná-

mica cuántica (QCD por sus siglas en inglés), que es la teoría que describe las

interacciones de quarks y los gluones. Existen seis tipos o sabores de quark con

carga de color, up, charm, top, down, strange y bottom, que interactúan mediante

la fuerza fuerte, la cual es mediada por gluones, que también tienen carga de color

por lo que estas partículas mediadoras de fuerza (a diferencia del fotón en QED)

también interactúan entre si (Halzen y Martin, 1984).
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Figura 2.3. Una fotografía de la reacción π−p → K0Λ tomada en una cámara
de burbujas en el Laboratorio Nacional de Berkeley Lawrence en 1954 (Peskin,
2019).

2.5.2. El lagrangiano de la cromodinámica cuántica

Para estudiar esta teoría, pediremos que el lagrangiano de los quarks sea

invariante ante cambios de fase locales, como estas partículas son fermiones, serán

descritos por el lagrangiano de Dirac. Introduciendo en estas transformaciones,
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los generadores del grupo SU(3), lo cuales están relacionados con la carga de

color. El lagrangiano para los quarks será:

LDirac = ψ
j

q(x)(i/∂ −m)ψj
q(x) (2.126)

Donde q es el indice de color y j el de sabor. De manera análoga al caso

de QED, hacemos el cambio ψ(x)→ eigsα
a(x)taψ(x), donde ta son los generadores

del grupo SU(3), el indice a va de 1 a 8. Estos generadores siguen las siguientes

reglas de conmutación

[ta, tb] = ifabctc (2.127)

Los generadores son matrices de 3x3. En general las matrices no son conmu-

tativas, estas generan un grupo no abeliano. El símbolo fabc nos da las constantes

reales de estructura del grupo, dicho símbolo es antisimétrico al intercambio de

dos indices. Para mantener el lagrangiano invariante, debemos promover el cua-

drigradiente a una derivada covariante de gauge dada por (Higuera Angulo, 2018):

Dµ = ∂µ + igst
aGa

µ(x) (2.128)

Los campos Ga
µ están asociados a los gluones, este puede ser escrito de la

manera Gµ = taGa
µ y se transforma bajo cambios de gauge de la siguiente forma:

Ga
µ(x)→ G

′a
µ (x) = Ga

µ(x)− ∂µαa(x)− gsfabcαb(x)Gc
µ(x) (2.129)
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El lagrangiano se modifica como:

L = ψ
j

q(iγ
µ∂µ −m)ψj

q − gsψ
j

q γ
µta ψj

q G
a
µ (2.130)

Para que los campos Ga
µ describan explícitamente a los gluones, hace falta

incluir el término cinético de dicho campo, este es análogo al del caso de QED. Lo

que necesitaremos es el tensor de fuerza para el campo gluonico. El problema está

en que los campos Gµ, Gν no conmutan entre si, este tensor puede ser obtenido

con la identidad Gµν = 1
igs

[Dµ, Dν ]. Llegando a la siguiente expresión

Gµν = ∂µGν − ∂νGµ + igs[Gµ, Gν ] (2.131)

Donde Gµν es el tensor de fuerza gluonica. Podemos usar las reglas de

conmutación de los generadores del grupo SU(3), recordando que Gµν = tagaµν ,

para obtener Ga
µν

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νGa

µ − gsfabcGb
µG

b
ν (2.132)

Utilizando esto y añadiendo el término del gauge de Lorentz, tendremos el

siguiente lagrangiano.

L = ψ
j

q(iγ
µ∂µ −m)ψj

q − gsψ
j

q γ
µta ψj

q G
a
µ −

1

4
Gµν

a G
a
µν −

1

2ξ
(∂µGa

µ)
2 (2.133)

El término que introducimos para arreglar el gauge ( 1
2ξ
(∂µGa

µ)
2) rompe la

simetría de cambios de fase local. Por lo que hace falta la inclusión de los tér-
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minos de Faddeev-Popov (Faddeev y Popov, 1967). Los cuales añaden campos

fantasma con carga, que corresponderían a partículas de espín cero, pero que

anti-conmutan, cosa que viola la estadística del espín, lo que no es problema

puesto que estos campos no son observables. Al introducir estos términos, reco-

bramos la invariancia que perdimos al arreglar el gauge, además de la unitariedad

y renormalizabilidad de la teoría. Estos campos fantasma están descritos por el

lagrangiano (Jegerlehner, 2008).

LFantasma = ∂µη
a∂µηa + gsf

abc(∂µηa)Ga
µη

a (2.134)

Si sumamos este término al lagrangiano de la ecuación (2.133), obtendre-

mos.

L =ψ
j

q(iγ
µ∂µ −m)ψj

q − gsψ
j

q γ
µta ψj

q G
a
µ −

1

4
Gµν

a G
a
µν −

1

2ξ
(∂µGa

µ)
2

+ ∂µη
a∂µηa + gsf

abc(∂µηa)Ga
µη

a

(2.135)

Este es el lagrangiano que describe la dinámica de los quarks, sus interac-

ciones con el campo de los gluones y las auto-interacciones de los últimos. Para

comprender los procesos que se llevan a cabo en las interacciones fuertes, hace

falta trabajar con las reglas de Feynman para QCD.

2.5.3. Reglas de Feynman para QCD

Igual que en el caso de QED, se utilizan los diagramas y las reglas de

Feynman para construir las integrales asociadas a un proceso físico. Comenzamos
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expresando las reglas de líneas externas para los diagramas (Higuera Angulo,

2018).

Quark entrante de momento p se denota por el término u(p).

Quark saliente de momento p está dado por u(p).

Anti-quark entrante de momento p se denota por v(p).

Anti-quark saliente de momento p está dado por v(p).

Gluon entrante de momento k se denota por εµ(k).

Gluon saliente de momento k está dado por εµ∗(k).

Las reglas para líneas internas de partículas, así como los vértices de inter-

acción de estas, están dadas por lo siguiente:

Partícula Propagadores

Quark
p

i j
iS0(p) = δij

i
/p−m

,

Gluon
q

µ, a ν, b
iδab∆µν

0 (q) = −i δab
q2
[gµν + (ξ − 1) q

µqν

q2
],

Fantasma
k

a b iδabG0(k) = i δ
ab

k2
,
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Partículas Vértices

Quark-gluon µ, a −igstaγµ

3 Gluones
p
q

k

β, b

ρ, c

α, a −gsfabc[gαβ(k−p)ρ+gβρ(p−q)α+

gρα(q − k)β],

Fantasma-

gluon
p

qk

b

c

µ, a gsf
abcqµ,

4 Gluones

β, b

α, a

ρ, c

λ, d

−ig2s [fabef cde(gαρgβλ − gαλgβρ) +

facef bde(gαβgρλ − gαλgρβ) +

fadef bce(gαβgλρ − gαρgλβ)],

El resto de las reglas son similares al caso de la electrodinámica cuántica y

como vimos en la sección anterior, se expresan de la siguiente manera:

Conservación del momento y la energía, por cada vértice escribe

(2π)4δ2(k1 + k2 + ...) donde k1, k2 son momentos entrantes al vértice, en caso

de que sean salientes, irán restando.

Integración de momentos internos, por cada momento interno q se

agrega un factor d4q
(2π)4
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Antisimetrización, la presencia de términos fermiónicos requiere de anti-

simetrización, por lo que se incluye un signo negativo entre diagramas que solo

difieren por el intercambio de dos fermiones.

La constante de acoplamiento gs del grupo SU(3), se relaciona con el aco-

plamiento de las interacciones fuertes de la manera αs =
g2s
4π

. Durante el proceso

de renormalización, se llega a que la constante de acoplamiento renormalizada,

depende del momento transferido en el proceso a estudiar. Cuando se tiene una

gran transferencia de momento, como sería el caso de una colisión profundamente

inelástica, se tiene que un desarrollo en teoría de perturbaciones sobre la cons-

tante de acoplamiento será convergente. En cambio, si tenemos un intercambio

de momento muy bajo, la expansión perturbativa será divergente, por lo que hay

casos en los que la teoría de perturbaciones no podría describir los procesos de

QCD (Greiner et al., 2006).
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3. Contribuciones al momento magnético anó-

malo de un leptón

El momento magnético anómalo se divide por su contribución en las dife-

rentes teorías del modelo estándar, la parte dominante viene de las interacciones

electromagnéticas, mientras que las contribuciones de las fuerzas nucleares fuerte

y débil son menores. A pesar de esto, el error se ve dominado por las contribu-

ciones hadrónicas de la fuerza nuclear fuerte.

ae,µ,τ = aQED
e,µ,τ + aQCD

e,µ,τ + aWeak
e,µ,τ (3.1)

3.1. Momento magnético anómalo en QED

Para calcular la contribución a ae,µ,τ de la electrodinámica cuántica, uti-

lizaremos las reglas del capítulo anterior para estudiar el momento magnético

anómalo de un leptón en QED. Para esto utilizaremos las relaciones de anti-

conmutación {γµ, γν} = 2gµν y conmutación [γµ, γν ] = −2iσµν de las matrices

gamma, al sumar estas relaciones se obtiene:

γµγν = gµν − iσµν (3.2)
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Recordando la ecuación de Dirac en el espacio de momento

γνpνu(p) = mu(p)

Multiplicamos por γµ por la derecha

γµγνpνu(p) = [gµν − iσµν ]pν = mγµu(p)

Entonces

γµu(p) =
1

m
[pµ − iσµνpν ]u(p) (3.3)

Para el espinor adjunto de momento k, se tiene

u(k)γµ =
1

m
u(k)[kµ + iσµνkν ] (3.4)

Podemos estudiar el momento magnético anómalo de un leptón a partir del

vértice electromagnético. Utilizamos las reglas de Feynman, la función de Green

asociada al vértice revestido por los propagadores completos se ve de la forma:

Gµ,αβ(x, y, z) = 〈0|T{Aµ(x)ψα(y)ψβ(z)} |o〉

=

∫
dx′dy′dz′ iD′

µν(x
′ − x) iS ′

f (y
′ − y)α′α

(
iΓν

α′β′(x′, y′, z′)
)
iS ′

f (z
′ − z)β′β

(3.5)

El diagrama de Feynman asociado a esta función de Green está dado por la figura

(3.1), la función del vértice electromagnético por la Fig. (3.2)

Los propagadores iD′
µν y iS ′

fα′α corresponden de manera respectiva a una lí-

nea de fotones y leptones con todas sus correcciones radiativas (Jegerlehner, 2008).
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Figura 3.1. Diagrama de Feynman para el vértice electromagnético revestido por
los propagadores completos (Jegerlehner, 2008).

Figura 3.2. Diagrama de Feynman asociado a la función del vértice electromagné-
tico y su descomposición para los diferentes ordenes de teoría de perturbaciones
(Jegerlehner, 2008).
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Para obtener el momento magnético anómalo del muon nos concentramos en el

vértice electromagnético, dado por la figura (3.2). Al cual se le asocia la amplitud

que describe la corriente electromagnética de la dispersión de dos muones, uno de

momento p1 y tercer componente de espín r1, el otro con momento y componente

de espín p2, r2, q es el momento transferido y está dado por q2 = (p2 − p1)
2.

Para este caso tenemos invariancia traslacional en el espacio-tiempo, por lo que

la corriente tiene la forma Jµ
em(x) = eiPxjµem(0)e

−iPx. Si tomamos en cuenta que

los estados del muon también son eigenestados del operador de momento (Jeger-

lehner, 2008) tendremos,

M(q, p) =

∫
d4xe−iqx 〈µ(p2, r2)| Jµ

em(x) |µ(p1, r1〉

=

∫
d4xei(p2−p1−q)x 〈µ(p2, r2)| Jµ

em(0) |µ(p1, r1〉

= (2π)4δ(4)(q − p2 + p1) 〈µ(p2, r2)| Jµ
em(0) |µ(p1, r1〉

(3.6)

Nos enfocamos en el elemento 〈µ(p2, r2)| Jµ
em(0) |µ(p1, r1〉, el cual está dado

por

〈µ(p2, r2)| Jµ
em(0) |µ(p1, r1〉 = (−ie)u(p2)Γµ(p1, p2)u(p1) (3.7)

Si trabajamos en el orden más bajo de la teoría de perturbaciones y apro-

vechamos las ecuaciones (3.3) y (3.4) esto toma la forma
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〈µ(p2, r2)| Jµ
em(0) |µ(p1, r1〉 = (−ie)u(p2)γµu(p1)

= (−ie)
(
1

2
[u(p2)γ

µ] u(p1) +
1

2
u(p2) [γ

µu(p1)]

)
=
−ie
2m

u(p2)[(p1 + p2)
µ + iσµνqν ]u(p1)

(3.8)

Despejando el término (p1 + p2) obtendremos lo siguiente:

(−ie)u(p2)
(
(p1 + p2)

µ

2m

)
u(p1) =

−ie
2m

u(p2)[γ
µ − iσµνqν ]u(p1) (3.9)

El término que contiene σµνqν está asociado al momento magnético. En este

orden de teoría de perturbaciones, se predice que el valor del momento magnético

será g = 2. Regresando a orden de teoría de perturbaciones arbitrario podemos

descomponer la funcion del vértice en términos de otros cuadrivectores de la

siguiente manera

Γµ(p1, p2) = γµ · A+ (p1 + p2)
µ ·B + qµ · C (3.10)

Donde A,B,C son números, los cuales usualmente dependen de q2. La

función del vértice tiene asociada una identidad de Ward, la cual es análoga a

una ecuación de conservación de la corriente dada por qµΓµ = 0. Es claro que el

número C deberá ser directamente cero para cumplir con esta identidad, además

los primeros dos términos desaparecen al hacer el producto u(p2)[qµΓµ]u(p1). De

la ecuación (3.10) conocemos la forma que el término (p1 + p2)
µ toma dentro del

producto, por lo que podemos sustituirlo sin perdida de generalidad, llegando a

la siguiente descomposición de la función del vértice electromagnético (Peskin y
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Schroeder, 2018):

Γµ(p1, p2) = γµFE(q
2) +

iσµνqν
2m

FM(q2) (3.11)

Donde FE es el factor de forma eléctrico y FM es el factor de forma mag-

nético, estos factores son función de q2 y además contienen toda la información

acerca de la influencia que el campo electromagnético tendría sobre el leptón da-

do, incluyendo también la información acerca del acoplamiento de los términos

eléctricos y magnéticos. Ahora estudiaremos el límite clásico, en el cual q2 = 0

(−ie)u(p2)Γµ(p1, p2)u(p1) = (−ie)u(p2)[γµFE(0) +
iσµνqν
2m

FM(0)]u(p1) (3.12)

Para obtener un resultado, necesitaremos la forma explícita de σµν empe-

zamos por el componente µ = 0

σoj =
i

2
[γ0, γj] (3.13)

σ0j =
i

2

1 0

0 −1

 ,

 0 σj

−σj 0

 = i

 0 σj

σj 0

 = iγ0γj

De manera similar, encontramos que los elementos dados por σij son

σij = −iεijk

σk 0

0 σk

 (3.14)

Tomando el límite clásico, donde E ≈ m y E � p, las soluciones de la
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partícula libre de la ecuación de Dirac se reducen a lo siguiente

u(p1) =

ψ1

0

 (3.15)

El espinor adjunto será

u(p2) = u†(p2)γ
0 = (ψ†

2 0) (3.16)

Utilizando lo anterior, podemos calcular los componentes de la ecuación

(3.7)

〈J0
em(0)〉 = (−ie)

(
ψ†
2 0

)
[γµFE(0) +

iσµνqν
2m

FM (0)]

ψ1

0

 (3.17)

Nos enfocaremos en el segundo término, pues es el que contiene la informa-

ción del momento magnético

〈J0
M (0)〉 = −ieFM (0)

2m

(
ψ†
2 0

) 0 σ · q

σ · q 0


ψ1

0

 = 0 (3.18)

Para el resto de los componentes tenemos

〈J i
M(0)〉 = ieFM(0)

2m
εijk

(
ψ†
2 0

)σkqj 0

0 σkqj

ψ1

0


=
ieFM(0)

2m
εijk

(
ψ†
2 0

)(σkqj)ψ1

0


=
ieFM(0)

2m
εijk 〈ψ2|σk |ψ1〉 qj

(3.19)
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Al interactuar con el campo electromagnético, la amplitud es de la forma

M = Jµ
emAµ, esto es

J iAi =
ieFM(0)

2m
εijk 〈ψ2|σk |ψ1〉 qjAi (3.20)

Identificamos Bk(q) = −iεijkqjAi como el campo magnético generado por

Aµ en el espacio de momentos, entonces

J iAi =
−eFM(0)

2m
〈σk〉Bk (3.21)

El cual resulta muy parecido al hamiltoniano de una partícula con espín

1/2 interactuando con un campo magnético. La relación entre el factor de forma

FM(0) y el momento magnético queda muy clara (Peskin y Schroeder, 2018), el

factor de forma FE(0) se asocia al momento dipolar eléctrico, su valor se toma

como FE(0) = 1 debido a que es la condición de renormalización de la carga

eléctrica (Jegerlehner, 2008) . Utilizando esto, podemos desarrollar M = Jµ
emAµ

con todos sus componentes . En el límite q2 = 0

M = (−ie)u(p2)[γµFE(0) +
iσµνqν
2m

FM(0)]u(p1)Aµ(q) (3.22)

Si usamos el resultado de la ecuación (3.9) en el término de FE

M = (−ie)u(p2)
[
(p1 + p2)

µ

2m
FE(0) + [FE(0) + FM(0)]

iσµνqν
2m

]
u(p1)Aµ(q)

(3.23)

Conocemos el resultado del término que contiene σµν por lo que nos enfo-
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caremos en el primer término

−ieFE(0)

2m
u(p2) [(p1 + p2)

µ]u(p1)Aµ(q) (3.24)

Reescribimos (p1 + p2)→ P ′

−ieFE(0)

2m
u(p2) [(p1 + p2)

µ]u(p1)Aµ(q) = −
ieFE(0)

2m
〈P ′µ〉Aµ(q) (3.25)

Esto en el espacio de configuración se vería de la forma 〈∂′µ〉Aµ, si trabajamos

en el gauge de Lorentz este término es directamente cero 〈∂′µ〉Aµ = 0. Por lo que

M se verá como

M = −e[FE(0) + FM(0)]

2m
〈~σ〉 · ~B (3.26)

Sabemos que la condición de renormalización de la carga nos pide que

FE(0) = 1, por lo que sin perdida de generalidad podemos reescribir la expresión

de la siguiente manera

M = −2[1 + FM(0)] µB 〈Ŝ〉 · ~B (3.27)

Donde F2(0) se conoce como momento magnético anómalo o factor g-2 y

usualmente se escribe como ae,µ,τ , también es usual encontrarlo escrito de la forma

ae,µ,τ =
g − 2

2
(3.28)

Las contribuciones a ae,µ,τ se obtienen mediante correcciones realizadas me-

diante la teoría de perturbaciones, para la amplitud de dispersiónM, el momento
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magnético anómalo también se suele expresar como una expansión en serie de po-

tencias en términos de la constante de estructura fina

ae,µ,τ =
∞∑
i=1

a(i)e,µ,τ (
α

π
)i (3.29)

Donde α = e2/4π es la constante de estructura fina. El momento mag-

nético anómalo de los leptones es una consecuencia de fluctuaciones

cuánticas. Estas vienen de las diferentes áreas del modelo estándar de partículas

como: La electrodinámica cuántica (QED), la cromodińamica cuántica(QCD) y

las interacciones débiles (Weak). Hasta ahora solo hemos visto el caso de la prime-

ra área, en este trabajo nos centraremos en una de las contribuciones dadas por la

cromodinámica cuántica. Para un tratamiento mas completo de las contribucio-

nes de QED se recomienda revisar el trabajo de Óscar Valdés (Valdés Martínez,

2021).

3.2. Contribuciones hadrónicas

Cuando pasamos de estudiar a los leptones en QED (partículas que no

interactúan mediante la fuerza fuerte), a otros tipo de partículas que se encuentran

en el modelo estándar, la siguiente contribución importante al valor del momento

magnético anómalo del muon, viene dada por las interacciones fuertes, las cuales

se dividen en dos tipos.

Polarización hadrónica del vació (HVP) los diagramas de este tipo

aparecen en términos del orden O(α2) en la expansión perturbativa sobre la cons-

tante de estructura fina, y se obtienen al sustituir lazos de leptones por quarks.

Tomando en cuenta que estos interactúan a su vez con gluones ademas de fotones,
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debido a la escala energética que se requiere para estudiar el momento magnético

anómalo, la constante de acoplamiento fuerte es grande y no es posible realizar

un tratamiento en teoría de perturbaciones para obtener esta contribución.

Dispersión hadrónica de luz por luz (HLbL por sus siglas en inglés),

esta contribución aparece en el orden O(α3), y viene dado por la Figura 2.3

(Jegerlehner, 2008), la cual será el enfoque de este trabajo.

Actualmente la incertidumbre en el calculo a causa de los efectos electro-

débiles, se encuentra bajo control, por lo que la mayor parte de la incertidumbre

viene de las contribuciones hadrónicas. La mayor de estas viene de las interac-

ciones de la polarización hadrónica del vacío, en los últimos años, esta ha sido

reducida sistemáticamente, lo cual llevará a que la contribución de incertidumbre

mas grande venga de las interacciones de dispersión hadrónica de luz por luz,

como se mencionó anteriormente, el enfoque de este trabajo se encontrará en la

contribución HLbL provocada por diferentes efectos hadrónicos (Colangelo et al.,

2017).

q4

q3

λ q2 ν q1

µ

γ

µ(p) µ(p′)

Figura 3.3. Diagrama de Feynman para un proceso de dispersión HLbL, donde
un fotón real entra al globo que encapsula las interacciones hadrónicas, del que
salen tres fotones virtuales que interactúan con un muon.
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4. Metodología

Como se mencionó antes, la contribución por HLbL, entra como una in-

serción a tercer orden en teoría de perturbaciones para la función del vértice

electromagnético. La interpretación del diagrama de Feynman de la figura 3.3,

nos dice que un campo electromagnético externo interactúa con un muón, me-

diante tres fotones virtuales, provenientes de un globo de interacción hadrónica

que se genera a partir del fotón real externo, las interacciones que ocurren dentro

del globo provienen de la cromodinámica cuántica, y deberían tomarse al ma-

yor grado de teoría de perturbaciones posible, desafortunadamente en la escala

energética que se estudia al momento magnético anómalo del muón, no es posible

realizar una expansión en teoría de perturbaciones para las interacciones hadró-

nicas, por lo que se debe recurrir a otras metodologías para realizar el estudio,

las principales se basan en cálculos dispersivos o de lattice, en este trabajo nos

enfocaremos en la primera metodología.

4.1. Contribución de dispersión HLbL a aµ

Para calcular la contribución al vértice electromagnético, proveniente de

la dispersión hadrónica de luz por luz, que está representada como el globo de

la Figura 3.3, es necesario calcular el tensor de HLbL, el cual es una función

de Green para cuatro corrientes electromagnéticas en QCD y está dado por la
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expresión:

Πµνλρ(q1, q2, q3) = −i
∫
d4xd4yd4z e−i(q1·x+q2·y+q3·z)

〈0|T{Jµ
em(x)J

ν
em(y)J

λ
em(z)J

ρ
em(0)} |0〉

(4.1)

Donde las corrientes electromagnéticas incluyen los tres quarks más livianos

y están dadas por Jµ
em = qQγµq, donde q = (u, d, s)T contiene los espinores para

los quarks en cuestión, con Q = diag(2/3,−1/2,−1/3) es una matriz diagonal

cuyos elementos son las cargas de cada tipo de quark, además q4 = q1 + q2 +

q3, como la corriente electromagnética se conserva, el tensor debe cumplir las

siguientes relaciones de Ward-Takahashi (WT) (Colangelo et al., 2017).

{qµ1 , qν2 , qλ3 , q
ρ
4}Πµνλρ(q1, q2, q3) = 0 (4.2)

Lo cual requiere lo siguiente,

Πµνλρ(q1, q2, q4 − q1 − q2) = −qσ4
∂

∂qρ4
Πµνλσ(q1, q2, q4 − q1 − q2) (4.3)

De esta manera, la contribución debida al tensor HLbL al vértice electro-

magnético está dada por:

〈µ(p′)| (ie)Jρ(0) |µ(p)〉 = −(ie)u(p′)Πρ(p)u(p)

=

∫
d4q1
(2π)4

d4q2
(2π)4

(−i)3

q21q
2
2(q1 + q2)2

i

(p′ + q1)2 −m2
µ

i

(p− q2)2 −m2
µ

× (−ie)3u(p′)(γµ(/p′ + /q1 +mµ)γ
λ(/p− /q2 +mµ)γ

ν)u(p)

× (ie)4Πµνλρ(q1, q2, q4 − q1 − q2)

(4.4)

72



Recordamos la descomposición covariante de la función del vértice electro-

magnético, donde q4 = (p′ − p).

u(p′)Πρ(p, p)u(p) = u(p′)[γρFE(q
2
4) +

iσρνq
ν
4

2m
FM(q24)]u(p) (4.5)

La ecuación (4.3) implica que Πρ = qσ4Πρσ, que seguirá la identidad de WT

qρ4q
σ
4u(p

′)Πρσ(p
′, p)u(p) = 0, esto requiere que para el caso de la contribución

HLbL FE(0) = 0, lo que nos lleva a lo siguiente:

u(p′)Πρσ(p)u(p)

= −ie6
∫

d4q1
(2π)4

d4q2
(2π)4

1

q21q
2
2(q1 + q2)2

1

(p′ + q1)2 −m2
µ

1

(p− q2)2 −m2
µ

× u(p′)(γµ(/p′ + /q1 +mµ)γ
λ(/p− /q2 +mµ)γ

ν)u(p)

× ∂

∂qρ4
Πµνλσ(q1, q2, q4 − q1 − q2)

(4.6)

Al utilizar el método de proyectores de la sección 4.5 encontrada en la refe-

rencia (Jegerlehner, 2008), se obtiene que la contribución al momento magnético

anómalo del muón por parte de la dispersión hadrónica luz por luz está dada por:

aHLbL
µ =

1

48mµ

Tr{(/p+m)[γρ, γσ](/p+m)Πρσ(p, p)} (4.7)

De forma explícita tendremos la siguiente ecuación integral

aHLbL
µ = − e6

48mµ

∫
d4q1
(2π)4

d4q2
(2π)4

1

q21q
2
2(q1 + q2)2

1

(p+ q1)2 −m2
µ

1

(p− q2)2 −m2
µ

× Tr{(/p+m)[γρ, γσ](/p+m)(γµ(/p+ /q1 +mµ)γ
λ(/p− /q2 +mµ)γ

ν)}

× ∂

∂qρ4
Πµνλσ(q1, q2, q4 − q1 − q2)

(4.8)
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4.1.1. Descomposición BTT del tensor HLbL

De la misma manera que (Colangelo et al., 2017), descomponemos el tensor

Πµνλσ usando los métodos de Bardeen, Tung (Bardeen y Tung, 1968) y Terrach

(Tarrach, 1975) (BTT) de la siguiente manera:

Πµνλσ =
54∑
i=1

T µνλσ
i Πi (4.9)

La descomposición BTT tendrá las siguientes propiedades:

Las estructuras de Lorentz cumplen la identidad de WT.

{qµ1 , qν2 , qλ3 , q
ρ
4}T i

µνλρ(q1, q2, q3) = 0, ∀ i ∈ [1, 54],

Solo hay siete estructuras diferentes, las otras están dadas por versiones

cruzadas de estas.

Las funciones escalares Πi(q1, q2,−q1 − q2) están libres de singularidades

cinemáticas y ceros.

Las primeras dos propiedades provienen de la simetría gauge y de intercam-

bio entre los fotones virtuales, al hacer esta descomposición, la contribución a aµ

queda de la forma.

aHLbL
µ = − e6

48mµ

∫
d4q1
(2π)4

d4q2
(2π)4

1

q21q
2
2(q1 + q2)2

1

(p+ q1)2 −m2
µ

1

(p− q2)2 −m2
µ

× Tr{(/p+m)[γρ, γσ](/p+m)(γµ(/p+ /q1 +mµ)γ
λ(/p− /q2 +mµ)γ

ν)}

×

(
∂

∂qρ4

54∑
i=1

T i
µνλσ(q1, q2, q4 − q1 − q2)

)∣∣∣∣∣
q4=0

Πi(q1, q2,−q1 − q2)

(4.10)

Podemos realizar un cambio de base en la descomposición del tensor Πµνλσ,
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de manera que en el límite q4 → 0 se eliminen 35 de las estructuras T̂ µνλσ
i .

Πµνλσ =
54∑
i=1

T̂ µνλσ
i Π̂i (4.11)

Aprovechando este cambio de variable, podemos contraer la traza que apa-

rece en la ecuación (4.10).

T̂i(q2, q2; p) =
1

48mµ

Tr{(/p+m)[γρ, γσ](/p+m)(γµ(/p+ /q1 +mµ)

γλ(/p− /q2 +mµ)γ
ν)}
(

∂

∂qρ4
T̂ i
µνλσ(q1, q2, q4 − q1 − q2)

)∣∣∣∣
q4=0

(4.12)

La integral de aHLbL
µ queda simplificada de la siguiente manera

aHLbL
µ = − e6

48mµ

∫
d4q1
(2π)4

d4q2
(2π)4

1

q21q
2
2(q1 + q2)2

1

(p+ q1)2 −m2
µ

1

(p− q2)2 −m2
µ

×
∑
i∈G

T̂i(q1, q2; p)Π̂i(q1, q2,−q1 − q2)

(4.13)

Siguiendo el trabajo realizado por Colangelo et al. en 2017, se debe realizar

una rotación de Wick y una promediación a lo largo de la dirección del momento

euclidiano resultante del muón, ademas de otras técnicas polinómicas, para reali-

zar directamente cinco de las ocho integrales, tomando en cuenta la simetría que

presenta T̂i ante el cambio q1 ↔ −q2, se llega a la fórmula maestra para la con-

tribución HLbL al momento magnético anómalo del muón, que queda reducida a
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la suma doce integrales.

aHLbL
µ =

2α3

3π2

∫ ∞

0

dQ1dQ2

∫ 1

−1

dτ
√
1− τ 2Q2

1Q
3
2

12∑
i=1

Ti(Q1, Q2, τ)Πi(Q1, Q2, τ)

(4.14)

Donde Πi son un subconjunto de las funciones Π̂i, las cantidades Q1, Q2, Q3

son las cantidades cinemáticas para (g − 2)µ, dadas por:

s = q23 = −Q2
3 = −Q2

1 − |Q1| |Q2|τ −Q2
2, t = q22 = −Q2

2, u = q21 = −Q2
1, q

2
4 = 0

(4.15)

Para facilitar la evaluación numérica de la fórmula maestra, realizamos el

siguiente cambio de variables (Eichmann et al., 2015):

Q2
1 =

Σ̃

3
(1− r

2
cosφ− r

2

√
3 sinφ),

Q2
2 =

Σ̃

3
(1− r

2
cosφ+

r

2

√
3 sinφ),

Q2
3 = Q2

1 + 2Q1q2τ +Q2
2 =

Σ̃

3
(1 + r cosφ),

(4.16)

La región de integración estará dada por Σ̃ ∈ [0,∞), r ∈ [0, 1] y φ ∈ [0, 2π],

de manera que la fórmula maestra se transforma:

aHLbL
µ =

α3

432π2

∫ ∞

0

dΣ̃Σ̃3

∫ 1

0

drr
√
1− r2

∫ 2π

0

dφ

12∑
i=1

Ti(Q1, Q2, τ)Πi(Q1, Q2, τ)

(4.17)

Donde Q1, Q2 y τ son funciones de las nuevas variables, se puede separar la

contribución HLbL a (g-2) de la siguiente manera:
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aHLbL
µ = aπ

0−pole
µ + aπ−box

µ + aππµ + · · · (4.18)

En la referencia (Colangelo et al., 2015) se demuestra que la representación

de las funciones escalares Πi que se usaron hasta ahora, son matemáticamente

equivalentes al cálculo en QED escalar a primer loop, de esta manera usando una

parametrización de Feynman, en el límite de interés para (g-2), se llega (Colangelo

et al., 2017):

Π̂m−box
i (q21, q

2
2, q

2
3) = F v

m(q21)F
v
m(q22)F

v
m(q23)

1

16π2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dyIi(x, y) (4.19)

Las 12 estructuras de Lorentz Ti se podrán encontrar en los apéndices de

este trabajo.

4.2. Factores de forma electromagnéticos

Muchas interacciones pueden ser modeladas mediante técnicas dispersivas,

en estas se estudian las amplitudes de dispersión de una interacción dada, los

procesos de dispersión generados por distribuciones espaciales de carga, están

parametrizados por factores de forma electromagnéticos, un caso ilustrativo es

el de la amplitud de dispersión obtenido por la aproximación de Born para una

distribución de carga, dado por:

f(θ, φ) = F (q)fpuntual(θ, φ) (4.20)
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Donde f(θ, φ), fpuntual(θ, φ) son las amplitudes de dispersión para una distribución

de carga extendida y una puntual respectivamente, F (q) es el factor de forma

electromagnético, dado por la transformada de Fourier de la distribución de carga

(De La Peña, 2014):

F (q) =

∫
ρ(r)eiq·rd3r (4.21)

Donde ρ es la distribución de carga, estos factores de forma eléctricos son

importantes, pues encapsulan toda la información acerca de la estructura de una

distribución de carga, como trabajaremos en el área de la cromodinámica cuán-

tica, en un régimen donde no se permite una descripción por teoría de perturba-

ciones, es necesario implementar un tratamiento dispersivo, donde la información

acerca de la estructura interna de los mesones de interés para este trabajo estará

contenida dentro de sus factores de forma electromagnéticos.

4.2.1. Estructura interna de mesones

Los mesones son partículas compuestas por dos quarks, los cuales inter-

actúan mediante el intercambio de gluones, el estudio de su estructura interna

es complicado, puesto que los gluones pueden interactuar entre ellos a nivel de

árbol. Hay diferentes metodologías para el estudio de la estructura interna de los

mesones, una herramienta poderosa para la descripción de la física en juego, que

además no es perturbativa, son las ecuaciones de Schwinger-Dyson, que son un

análogo de las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos cuánticos, estas per-

miten obtener un conjunto de ecuaciones integrales que relacionan las funciones

de Green de la teoría (Roberts, 2012).
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Una de estas ecuaciones es la que se conoce como ecuación de gap, la cual

tiene la siguiente representación gráfica.

Figura 4.1. Diagrama de Feynman que representa la propagación de un quark que
auto-interactúa con su campo gluónico (Roberts, 2012).

Con la cual podemos obtener la siguiente descripción del propagador reves-

tido para un quark de sabor f :

S(p)−1 = iγ · p+mf + Σ(p) (4.22)

Donde la auto-interacción del quark esta dada por:

Σ(p) =
4

3

∫
d4q

(2π)4
g2Dµν(p− q)γµS(q)Γν(q, p) (4.23)

Donde mf es la masa proveniente del lagrangiano para la corriente de quarks,

Dµν(p− q) es el propagador gluónico y Γν(q, p) es el vértice de interacción entre

quarks y gluones (Hernández-Pinto et al., 2023).

Interacción de contacto

Otras de las curiosidades mas importantes de la cromodinámica cuántica

es la generación dinámica de masa para el gluón en infrarrojo y la saturación

de la constante de acoplamiento efectiva de la teoría a largas distancias, esto
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llevo al desarrollo del formalismo de la interacción de contacto, donde los quarks

interactúan de una manera no dependiente del momento. La interacción estará

dada por lo siguiente (Hernández-Pinto et al., 2023):

g2Dµν(k) = 4πâIRδµν (4.24)

Donde âIR = aIR
m2

g
es el acoplamiento efectivo, mg es la masa que se genera

dinámicamente para el gluón, el vértice de interacción será Γν(q, p) = γν , lo

cual constituye un truncamiento del tipo Rainbow-ladder sobre las ecuaciones de

Schwinger-Dyson, el cual permite una simplificación de los cálculos sin afectar

mucho el poder predictivo de la teoría, Para el propagador dentro de la ecuación

(4.23), usamos un ansatz del propagador revestido, que tendrá la forma:

S(q) =
1

(iγ · q)A(q2) +B(q2)

Si comparamos esta expresión con la ecuación de gap para el propagador

revestido, podremos ver que A(q2) = 1 y B(q2) = mf + Σ(q2), lo que nos deja

con:

S(q) =
1

iγ · q +M
(4.25)

Donde

M = mf +M
4âIR
3π
C(M2) (4.26)

Los resultados obtenidos para M pueden ser consultados en (Hernández-Pinto et

al., 2023), el calculo detallado de la ecuación (4.26) se encuentra en el apéndice
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C.

4.2.2. Ecuación de Bethe-Salpeter

La ecuación B-S nos permite estudiar el problema de estados ligados para

hadrones compuestos de dos quarks, y está dada por:

[Γ(k;P )]tu =

∫
dq4

(2π)4
[χ(q;P )]srκ

rs
tu(q, k;P ) (4.27)

Donde [Γ(k;P )]tu representa la amplitud del estado ligado de B-S, [χ(q;P )] =

S(q+P )ΓS(q) es la función de onda de B-S y κ es el kernel de dispersión quark-

antiquark, r, s, t, u son índices de color, sabor y espín, se puede descomponer la

amplitud de B-S, para un mesón pseudo-escalar de la manera:

ΓPS(P ) = iγ5EPS(P ) +
1

2MR

γ5γ · PFPS(P ) (4.28)

Donde EPS y FPS son las amplitudes de Bethe-Salpeter para el mesón

pseudo-escalar dado, P es el momento total y MR =Mf1Mf2/(Mf1 +Mf2) es la

masa reducida del sistema.

La ecuación (B-S) tiene solución cuando P 2 = −M2
m, donde Mm es la masa

del mesón, utilizando la ecuación de gap y la de Bethe-Salpeter, se puede calcular

el factor de forma electromagnético para un mesón (Hernández-Pinto et al., 2023).
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4.2.3. Vértice de interacción quark-fotón

El vértice de interacción entre quarks y fotones, es uno de los ingredientes

principales para el calculo del factor de forma electromagnético de un mesón y

sigue una relación de Ward-Takahashi dada por:

iPµΓ
γ
µ(k+, k−,M) = S−1(k+,M)− S−1(k−,M) (4.29)

Donde k+ = k+1/2P y k− = k−1/2P , la cual se determina de la siguiente

ecuación de Bethe-Salpeter:

Γγ
µ(Q,M) = γµ −

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαχµ(q+, q,M)γα (4.30)

Donde χµ(q+, q,M) = S(q + Q)Γµ(Q)S(q), explícitamente la función del

vértice tiene la forma:

Γγ
µ(Q,M) = γµ −

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)Γγ

µ(Q)S(q)γα (4.31)

Como trabajamos en el marco de la interacción de contacto, la función

del vértice de interacción no puede depender del momento, por lo que tendrá la

forma Γγ
µ(Q,M) = γµP (Q

2), donde P (Q2) es una función escalar que depende

del momento del fotón, si descomponemos el vértice en sus términos transversales

y longitudinales a lo largo del momento Q, tendremos:
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Γγ
µ(Q,M) = γTµP

T (Q2) + γLµP
L(Q2) (4.32)

Donde γTµ + γLµ = Tµνγν +Lµνγν = γµ, además los proyectores transversal y

longitudinal tienen la siguiente forma en el espacio euclidiano Tµν(Q) = δµν−QµQν

Q2

y Lµν = QµQν

Q2 , de esta manera,

γTµ (Q) = γµ −
γ ·Q
Q2

Qµ (4.33)

El cálculo detallado de las funciones PL y P T , puede ser consultado en el

apéndice D, donde encontramos los siguientes valores:

PL = 1

P T =
1

1 +Kγ(Q2,M)

Kγ(Q
2,M)) =

4âIR
3π

∫ 1

)

dαα(1− α)Q2C̄1(ω)

(4.34)

Donde ω =M2 + α(1− α)Q2 y C̄(z)1 = Γ(0, zτ 2UV )− Γ(0, zτ 2IR), donde Γ(0, a) es

la función Gamma incompleta.

4.3. Factor de forma electromagnético de un me-

són

En el esquema de la aproximación de impulso, consideramos un mesón de

momento inicial ki = k +Q/2 y final kf = k −Q/2, que interactúa con un fotón
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de momento Q. El vértice de dicha interacción tiene la forma:

ΛM,f1 = −2kλF PS,f1 = Nc

∫
d4l

(2π)2
Tr[GM,f1

λ ] (4.35)

Donde

GM,f1
λ = iΓM(−ki)S(l+ki,Mf1)iΓ

γ
λ(Q,mf1)S(l+kf ,Mf1iΓ̄M(kf )S(l,Mf̄2) (4.36)

El factor de forma electromagnético total de un mesón se descompone de

la siguiente manera:

FM(Q2) = ef1F
M,f1(Q2) + ef̄2F

M,f̄2(Q2) (4.37)

Si utilizamos las siguientes relaciones k2i = (k−Q/2)2 = k2f = (k+Q/2)2 = −M2
M ,

lo que requiere (k · Q) = 0 y (k2 = −M2
M − Q2/4), si multiplicamos (4.35) por

2kλ y despejamos el factor de forma F PS,f1 , tendremos:

F PS,f1(Q2) = −2Nc

∫
d4l

(2π)2
Tr[

kλ
4k2
GM,f1
λ ] (4.38)

Sabemos que (k ·Q) = 0, por lo que tendremos el siguiente producto kµΓγ
µ(Q) =

P T (Q2)(γ · k), de esta manera,

F PS,f1(Q2) =
−NcP

T

2k2

∫
l

Tr[iΓM(−ki)S(l + ki,M1)iγ · k

S(l + kf ,M1)iΓ̄M(kf )S(l,M2)]

(4.39)

Donde
∫
l
=
∫

d4l
(2π)2

, al sustituir la ecuación (4.28) dentro del factor de forma

84



tendremos lo siguiente:

F PS,f1(Q2) =
NcP

T

2k2

∫
l

Tr[iE2 S(li,M1) γ · k S(lf ,M1)S(l,M2)

− EF̄ {S(li,M1) γ · k S(lf ,M1) γ · kf S(l,M2)

+ γ · ki S(li,M1) γ · k S(lf ,M1)S(l,M2)}

− iF̄ 2 γ · ki S(li,M1) γ · k S(lf ,M1) γ · kfS(l,M2)]

(4.40)

Donde li = l+ ki para el momento final lf = l+ kf y F̄ = F
2MR

, podemos ver que

el factor de forma tiene la siguiente descomposición

F PS,f1(Q2) = P T (Q2)[E2 TEE(Q
2) + EF̄ TEF (Q

2) + F̄ 2 TFF (Q
2)] (4.41)

Donde

TEE(Q
2) =

3

4π2

[ ∫ 1

0

dαC̄1(ω1) + 2

∫ 1

0

dαdβαAEE C̄2(ω2)

]
,

TEF (Q
2) = − 3

2π2MR

∫ 1

0

dαdβα

[
A(1)

EF C̄1(ω2) + (A(2)
EF − ω2A(1)

EF )C̄2(ω2)

]
,

TFF (Q
2) =

3

4π2M2
R

∫ 1

0

dαdβα

[
A(1)

FF C̄1(ω2) + (A(2)
FF − ω2A(1)

FF )C̄2(ω2)

] (4.42)

Por otro lado

ω1(Mf1, α,Q
2) =M2

f1 + α(1− α)Q2,

ω2(Mf1,Mf2, α, β,MM) = αM2
f1 + (1− α)M2

f2 − α(1− α)M2
M + α2β(1− β)Q2

(4.43)
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finalmente

AEE = α(M2
f1 +M2

M) + 2(1− α)Mf1Mf2 + (α− 2)M2
f2,

A
(1)
EF = (Mf2 +Mf1),

A
(2)
EF = 2M2

f1Mf2 + αMf1[4M
2
M(α− 1) + αQ2]

+Mf2[2M
2
M(α− 1)2 + αQ2(2α(β − 1)β + α− 1),

A
(1)
FF = (3α− 2)M2

M + αQ2

A
(2)
FF = 2α(M4

M(α− 1)2 + αM2
MQ

2(3αβ2 − 3αβ + α + 2β − 2β2 − 1))

− 2Mf1Mf2(2(α− 1)M2
M + αQ2) + 2αM2

f1M
2
M

(4.44)
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5. Resultados y discusión

Existen diferentes metodologías para la obtención de los factores de forma

electromagnéticos para mesones, implementando el análisis basado en interaccio-

nes de contacto (CI por sus siglas en ingles) visto anteriormente, se llega a los

siguientes factores de forma para los mesones pión y kaón, la bandas de error se

obtienen al variar el radio de carga en 5 % para cada mesón.

Figura 5.1. Factor de forma eléctrico para el pion, que muestra las bandas de
error generadas por una variación del 5 % en el radio de carga del pion.
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Figura 5.2. Factor de forma eléctrico para el kaón, con barras de error provenientes
de una variación del 5 % en su radio de carga.

Estos factores de forma fueron obtenidos a partir del trabajo de Roger Her-

nández (Hernández-Pinto et al., 2023), se hizo un ajuste mediante un aproximante

de Padé al set de datos de dicho trabajo, debido al tamaño de la muestra este se

construyó de la siguiente forma:

F em
M (x) =

a0 + a1x+ a2x
2

1 + b1x+ b2x2
(5.1)

Los coeficientes para los aproximantes de Padé están recopilados en la tablaI.

La evaluación numérica de la integral (4.17) se realizó en mathematica uti-

lizando la librería CUBA para integración multidimensional, para esta evaluación

se utilizó como benchmark un ansätze para los factores de forma del modelo de

dominio de mesones vectoriales (VMD por sus siglas en ingles).
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Tabla I. Coeficientes del aproximante de Padé para las bandas centrales de los
factores de forma.

Coeficiente Pion kaón
a_0 0.999671 0.999611
a_1 0.32811 0.333398
a_2 0.0262687 0.0264025
b_1 1.19104 1.09298
b_2 0.0601881 0.0562799

F VMD
π+ (Q2) =

m2
ρ

m2
ρ +Q2

(5.2)

F VMD
K (Q2) = 1− Q2

2

[
1

m2
ρ +Q2

+
1

3

(
1

m2
ω +Q2

)
+

2

3

(
1

m2
φ +Q2

)]
(5.3)

Donde mµ = 0,1056583745, mπ = 0,13957039, mρ = 0,77526, mω =

0,78265, mφ = 1,019461, mK = 0,493677, αem = 1/137,035999710 (Zyla et al.,

2020), que nos da los siguientes resultados:

aπ
±−box

µ = −16,4261× 10−11 (5.4)

aKµ = −0,500535× 10−11 (5.5)

Ahora podemos comparar los valores con los del calculo para los factores

de forma electromagnéticos de CI. Estos datos se muestran en la tabla (II),

Tabla II. Contribuciones a aµ de los factores de forma para CI.

contribu-
ción

rp -5 % (a, Erra) rp rp+5 %

aπ
±

µ -21.3322×10−11 -22.8736×10−11 -24.4295×10−11

aK
±

µ -0.87895×10−11 -0.947979×10−11 -1.02099×10−11

Para analizar estos resultados, primero compararemos el factor de forma

obtenido mediante la interacción de contacto con los datos experimentales para
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Figura 5.3. Factor de forma electromagnético del pion, las bandas azules repre-
sentan el modelo de interacción de contacto, con una variación de 5 % en el radio
de carga, los puntos representan los datos experimentales.

cada mesón,para el pion tenemos Fig. 5.3 y para el kaon Fig. 5.4.

Segun las figuras 5.5 y 5.6 , podemos observar que el error numérico para la

contribución de HLbL de los mesones en interacción de contacto es mucho menor

que la incertidumbre resultante de una variación del radio de carga, a pesar de

que el error es más pequeño por dos ordenes de magnitud, esto no señala que

el calculo sea del todo preciso. Si observamos los factores de forma calculados

por Miramontes et al., 2022, en las figuras 5.7 y 5.8, podremos ver que estos

concuerdan con los datos experimentales en diferentes rangos de energía, por esto

sus resultados se asemejan a los obtenidos con el ansätze de VMD.

Según las figuras 5.3 y 5.4, los factores de forma de interacción de contacto
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Figura 5.4. Factor de forma electromagnético del kaón, las bandas azules repre-
sentan el modelo de interacción de contacto, con una variación de 5 % en el radio
de carga, los puntos representan los datos experimentales.
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Figura 5.5. Gráfica con los diferentes valores para aπ−box
µ , tomando en cuenta la

variación del radio de carga para el factor de forma de interacción de contacto,
también se incluyen las contribuciones para Vector Meson Dominance (VMD) y
el calculado por Miramontes et al., 2022.

Figura 5.6. Gráfica con los diferentes valores para aK−box
µ , tomando en cuenta la

variación del radio de carga para el factor de forma de interacción de contacto,
también se incluyen las contribuciones para Vector Meson Dominance (VMD) y
el calculado por Miramontes et al., 2022.
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Figura 5.7. Factor de forma para el piòn calculado por Miramontes et al., 2022
comparado con los datos experimentales.

Figura 5.8. Factor de forma para el kaòn calculado por Miramontes et al., 2022,
comparado con los datos experimentales.

concuerdan con los datos para bajas energías, capturando así las características

no perturbativas de la física hadrónica. Cuando nos situamos a energías mas altas,
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la discrepancia entre el factor de CI y el experimental comienza a crecer.

Como el calculo de la contribución HLbL requiere una integración sobre

un rango amplio de energías, vemos que el resultado no se asemeja a lo que se

espera de esta contribución, otra razón por lo que esto ocurre es que el factor

de forma del mesón de interacción de contacto, no decae tan rápidamente como

los datos experimentales, una solución a esto podría ser una variación al radio

de carga como vemos en la tabla II, esta variación puede acercar el valor de la

contribución a aquel esperado por el ansätze, esto solo se puede hacer siempre y

cuando este permitido por la teoría.
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6. Conclusiones

En este trabajo se calculó la contribución de dispersión hadrónica de luz

por luz al momento magnético anómalo del muon (aµ) dentro del formalismo

de la interacción de contacto. Los resultados numéricos obtenidos presentan un

error pequeño, lo cual valida la consistencia del modelo de CI. Sin embargo,

al compararlos con los resultados de (Miramontes et al., 2022) y el modelo de

dominio de mesones vectoriales (VMD), se observa que nuestros resultados son

significativamente mayores: un 39% para el pión y un 75% para el kaón para la

banda central de los factores de forma respecto a VMD.

Como se menciono en el capítulo anterior, estas discrepancias en los resul-

tados se deben a que el modelo de interacción de contacto no es preciso para

energías intermedias y altas. A pesar de esto, CI sigue siendo una herramienta

valiosa, pues deja tratar de manera analítica muchas de las expresiones necesarias

para el calculo de aHLbL
µ .
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A. Estructuras de Lorentz Ti

El conjunto completo de las funciones del kernel esta dado por las siguientes

ecuaciones:

T1 =
Q2

1τ(σ
E
1 − 1)(σE

1 + 5) +Q2
2τ(σ

E
2 − 1)(σE

2 + 5) + 4Q1Q2(σ
E
1 + σE

2 − 2)− 8τm2
µ

2Q1Q2Q2
3m

2
µ

(A.1)

T2 =
Q1(σ

E
1 − 1)(Q1τ(σ

E
1 + 1) + 4Q2(τ
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µ
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B. Representación de parámetros de Feynman

para la caja de mesones

En el límite de interés, la parametrización de Feynman para la caja de

mesones, se ve de la siguiente manera (Colangelo et al., 2017):

Π̂m−box
i (q21, q

2
2, q

2
3) = F v

m(q21)F
v
m(q22)F

v
m(q23)

1

16π2

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dyIi(x, y) (B.1)

Donde

I1(x, y) =
8xy(1− 2x)(1− 2y)

∆123∆23

,

I4(x, y) =
4(1− x− y)(1− 2x− 2y)∆21

∆2
321

(
(1− 2x− 2y)2

∆321

− 1− x(3− 2x)− y(3− 2y)

∆21

)
,

+
16xy(1− 2x)(1− 2y)

∆321∆21

,

I7(x, y) = −
8xy(1− x− y)(1− 2x)2(1− 2y)

∆2
123

,

I17(x, y) =
16xy2(1− 2x)(1− 2y)

∆123∆23

(
1− x− y

∆123

+
1− y
∆23

)
,

I39(x, y) =
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∆3
123

,

I54(x, y) = −
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(
1
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+
1
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(B.2)
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Además

∆ijk =M2
m − xyq2i − x(1− x− y)q2j − y(1− x− y)q2k,

∆ij =M2
m − x(1− x)q21 − y(1− y)q2j .

(B.3)

El resto de las funciones se puede obtener con las relaciones de intercambio.
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C. Cálculo del término de auto-interacción del

quark

Comenzando con la forma explicita del término de auto-interacción del

quark:

Σ(p) =
4

3

∫
d4q

(2π)4
(4πâIRδµν) γµ (

1

iγ · q +B(q2)
) γν

Σ(p) =
16πâIR

3

∫
d4q

(2π)4
γµ(

1

iγ · q +B(q2)
) γµ (C.1)

El propagador puede ser manipulado para tener la forma:

S(q) =
1

iγ · q +B(q2)
=

1

iγ · q +B(q2)

−iγ · q +B(q2)

−iγ · q +B(q2)

Utilizando (−iγ · q)2 = −q2I, donde I es la matriz identidad,

S(q) =
−iγ · q +B(q2)

q2 +B2(q2)
(C.2)

Regresando a Σ(p)

109



Σ(p) =
16πâIR

3

∫
d4q

(2π)4
γµ(
−iγ · q +B

q2 +B2
) γµ (C.3)

observamos que el primer término se elimina, pues es la integral de una

función impar sobre un intervalo simétrico,
∫

d4q
(2π)4

γµγ·qγµ
q2+B2 = 0, por lo que tenemos

lo siguiente:

Σ(p) =
16πâIR

3

∫
d4q

(2π)4
γµBγµ
q2 +B2

(C.4)

Esta ecuación diverge, por lo que utilizaremos regularización dimensional,

que nos modifica la integral:

Σ(p) =
16πâIR

3

∫
ddq

(2π)d
γµBγµ
q2 +B2

(C.5)

Si B(q2) = M , no depende del momento y utilizamos γµγµ = dId×d, para

un sistema de dimensión d

Σ(p) =
d16πâIRM

3

∫
ddq

(2π)d
1

q2 +B2
(C.6)

Como ahora tenemos una función par dentro de la integral, podemos aplicar

la siguiente propiedad (Jegerlehner, 2008)

∫
ddkf(k) =

2πd/2

Γ(d/2)

∫ ∞

0

drrd−1f(r) (C.7)

Utilizando esta ecuación y el cambio de variable s = r2, tendremos:
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Σ(p) =
16dπd/2+1âIRM

3Γ(d/2))(2π)d

∫ ∞

0

ds(
√
s)d−2 1

s+M2
(C.8)

Si regresamos a 4 dimensiones (d = 4), la ecuación tendrá la forma:

Σ(p) =
(4π)3âIRM

3(2π)4

∫ ∞

0

dss
1

s+M2
(C.9)

De igual manera que el ansatz de la ecuación (C.2), la ecuación de gap

(4.22), puede ser manipulada para llegar a la siguiente representación:

S(p) =
−iγ · p+ (mf + Σ(p))

p2 + (mf + Σ(p))2

Recordando la ecuación (C.2), tendremos que:

M = mf +
4âIRM

3π

∫ ∞

0

dss
1

s+M2
(C.10)

Utilizamos la siguiente fórmula:

1

s+M2
=

∫ ∞

0

dte−t(s+M2)

Si buscamos que la ecuación este regularizada, acortaremos el rango de

integración

1

s+M2
=

∫ τ2ir

τ2uv

dte−t(s+M2) (C.11)
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De (Hernández-Pinto et al., 2023) se sabe que un valor finito para el regu-

lador τir previene la creación de quarks, lo cual es deseable pues el confinamiento

de los quarks es una de las propiedades mas importantes de la teoría. El regulador

τuv no puede ser eliminado ya que juega un papel en muchos procesos dinámicos,

lo que nos lleva a la siguiente integral:

∫ ∞

0

dss
1

s+M2
=

∫ ∞

0

dss

∫ τ2ir

τ2uv

dte−t(s+M2) (C.12)

Integrando sobre la variable s, obtendremos la siguiente solución en térmi-

nos de la función gamma incompleta:

∫ ∞

0

dss
1

s+M2
= C(M2) =M2[Γ(−1, τ 2uvM2)− Γ(−1, τ 2irM2)] (C.13)

Finalmente

M = mf +M
4âIR
3π
C(M2)

(C.14)
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D. Cálculo del vértice de interacción quark-fotón

Para obtener la forma explícita de las funciones PL y P T , empezamos apli-

cando el operador longitudinal a la ecuación (4.31),

LµνΓ
γ
ν(Q,M) = γLµP

L(Q2) = Lµν(γν −
16πâIR

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)Γγ

ν(Q)S(q)γα)

(D.1)

Los componentes de Q y la identidad conmutan con las matrices γ, por lo

que obtendremos:

γLµP
L(Q2) = γLν −

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q) [

QµQν

Q2
Γγ
ν(Q)] S(q)γα

Aplicamos la identidad de Ward-Takahashi (4.29) dentro de la integral.
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γLµ (P
L(Q2)− 1) = −Qµ

Q2

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q) [QνΓ

γ
ν(Q)] S(q)γα =,

= −Qµ

Q2

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q) [S−1(q +Q)− S−1(q)] S(q)γα,

= −Qµ

Q2

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γα[S(q)− S(q +Q)]γα

(D.2)

Cuando integramos sin utilizar un truncamiento en el ultravioleta, el lado

derecho es cero, por lo que obtenemos:

PL(Q2) = 1 (D.3)

Para obtener P T aplicamos el proyector transversal a la función del vértice.

TµνΓ
γ
ν(Q,M) = γTµP

T (Q2) = Tµν(γν −
16πâIR

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)Γγ

ν(Q)S(q)γα)

(D.4)

Como los componentes de T conmutan con las matrices γ, tendremos lo

siguiente:

TµνΓ
γ
ν(Q,M) = γTµP

T (Q2) = γTµ −
16πâIR

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)[γTµP

T (Q2)]S(q)γα,

= γTµP
T (Q2) = γTµ −

16πâIRP
T (Q2)

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)[γTµ ]S(q)γα,

= γTµ −
16πâIRP

T (Q2)

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)[γµ −

QµQα

Q2
γα]S(q)γα
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γTµP
T (Q2) = γTµ −

16πâIRP
T (Q2)

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)γµS(q)γα

+
16πâIRP

T (Q2)Qµ

3Q2

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)[Qαγα]S(q)γα

La segunda integral es similar a la que apareció en el caso del componente

longitudinal, pero con el vértice electromagnético dado por γα, por lo que se anula

automáticamente. Nuestra ecuación se reduce de la manera:

γTµP
T (Q2) = γTµ − P T (Q2)

16πâIR
3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)γµS(q)γα (D.5)

Multiplicamos toda la ecuación por 1/P T .

γTµ (1−
1

P T (Q2)
) = −16πâIR

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)γµS(q)γα (D.6)

Sabemos que γTµ = γµ−Q·γ Qµ

Q2 , si multiplicamos la ecuación por γµ por la derecha.

(γµ−
Q · γ
Q2

Qµ)γµ(1−
1

P T (Q2)
) = −16πâIR

3

∫
dq4

(2π)4
γαS(q+Q)γµS(q)γαγµ (D.7)

Usamos las siguientes propiedades de las matrices γ, γµγµ = 4I y /a/a =

a2I, donde I es la identidad de las matrices de 4x4, despejamos para 1/P T y

tendremos:

1

P T (Q2)
= 1 +

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)γµS(q)γαγµ (D.8)
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Definimos

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
γαS(q +Q)γµS(q)γαγµ (D.9)

De esta manera, el factor de forma transversal del vértice de interacción

quark-fotón es (Hernández-Pinto et al., 2023):

P T (Q2) =
1

1 +Kγ(Q2)
(D.10)

Explícitamente Kγ tiene la forma:

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
γα
−iγ · (q +Q) +M

(q +Q)2 +M2
γµ
−iγ · q +M

q2 +M2
γαγµ (D.11)

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
γα(−iγ · (q +Q) +M) γµ (−iγ · q +M)γαγµ

((q +Q)2 +M2)(q2 +M2)

Reescribimos q+ = q +Q, entonces

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
γα(−iγ · q+ +M) γµ (−iγ · q +M)γαγµ

(q2+ +M2)(q2 +M2)

Desarrollando
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Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4

−γα/q+γµ/qγαγµ − iM [γα/q+γµγαγµ + γαγµ/qγαγµ]− 8M2

(q2+ +M2)(q2 +M2)

Utilizamos las siguientes propiedades de las matrices gamma en el espacio

euclidiano γµγνγργσγµ = −2γσγργν además de γµγνγργµ = 4δνρI4, lo que nos lleva

a lo siguiente:

Kγ(Q
2) = 16πâIR

∫
dq4

(2π)4

2/qγµ/q+γµ − iM [4/q+ + 4/q]− 8M2

(q2+ +M2)(q2 +M2)

Sabemos que γµγνγµ = −2γν

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
−4(/q/q + /q /Q)− 4iM [/Q+ 2/q]− 8M2

(q2+ +M2)(q2 +M2)

Tenemos /a/a = a2, además de la siguiente identidad en el espacio euclidiano

(Jegerlehner, 2008):

∫
dq4

(2π)4
qµ

(q2+ +M2)(q2 +M2)
= −1

2

∫
dq4

(2π)4
Qµ

(q2+ +M2)(q2 +M2)
(D.12)

Utilizando esto, la integral Kγ,

Kγ(Q
2) =

16πâIR
9

∫
dq4

(2π)4
−4(/q/q − 1

2
/Q/Q)− 4iM [/Q− /Q]− 8M2

(q2+ +M2)(q2 +M2)
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Desarrollando,

Kγ(Q
2) = −16(8)πâIR

9

∫
dq4

(2π)4

1
2
(q2 − 1

2
Q2) +M2

(q2+ +M2)(q2 +M2)
(D.13)

Implementando la siguiente parametrización

1

AB
=

∫ 1

0

dα
1

(αA+ (1− α)B)2
(D.14)

Además del cambio de variable q = q + (1− α)Q tendremos:

Kγ(Q
2) = −16(8)πâIR

9

∫ 1

0

dα

∫
dq4

(2π)4

1
2
(q2 − 2(1− α)(q ·Q) + (1− α)2Q2 − 1

2
Q2) +M2

(q2 +M2 + α(1− α)Q2)2

(D.15)

Como los límites de la integral sobre q es simétrica y el denominador es par

sobre q, eliminamos los términos del numerador que sean impares en q,

Kγ(Q
2) = −16(8)πâIR

9

∫ 1

0

dα

∫
dq4

(2π)4

1
2
(q2 + (1

2
− α)Q2 − α(1− α)Q2) +M2

(q2 +M2 + α(1− α)Q2)2

(D.16)

Separando la integral en dos términos:

Kγ,1(Q
2) =

16(4)πâIR
9

∫ 1

0

dα

∫
dq4

(2π)4
α(1− α)Q2

(q2 +M2 + α(1− α)Q2)2
(D.17)

Kγ,2(Q
2) = −16(8)πâIR

9

∫ 1

0

dα

∫
dq4

(2π)4

1
2
(q2 + (1

2
− α)Q2) +M2

(q2 +M2 + α(1− α)Q2)2
(D.18)

La segunda integral, en el límite quiral Q2 = 0, debe desaparecer para que el

vértice de interacción se mantenga finito, por lo que tendremos la siguiente forma
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para la integral Kγ

Kγ(Q
2) =

16(4)πâIR
9

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2

∫
dq4

(2π)4
1

(q2 + ω)2
(D.19)

Donde ω(M,Q2) = M2 + α(1 − α)Q2, usando coordenadas hiperesfericas,

tendremos

Kγ(Q
2) =

16(4)πâIR
9(2π)4

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2

∫ ∞

0

dq(2π2)q3
1

(q2 + ω)2
(D.20)

Haciendo el cambio s = q2

Kγ(Q
2) =

8âIR
9π

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2

∫ ∞

0

ds
s

(s+ ω)2
(D.21)

Podemos utilizar una parametrización de Feynman renormalizada para el

término 1
(s+ω)2

, por lo que tendremos la siguiente ecuación:

Kγ(Q
2) = −8âIR

9π

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2 ∂

∂w

∫ ∞

0

dss

∫ τ2ir

τ2uv

dte−t(s+ω) (D.22)

De la ecuación (C.13) sabemos que
∫∞
0
dss

∫ τ2ir
τ2uv

dte−t(s+ω) = C(ω, τ 2ir, τ 2uv),

tendremos:
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Kγ(Q
2) = −8âIR

9π

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2 ∂

∂w
C(ω, τ 2ir, τ 2uv) (D.23)

Usando la propiedad − ∂
∂w
C(ω, τ 2ir, τ 2uv) = C1(ω, τ

2
ir, τ

2
uv) = Γ(0, τ 2uvω) −

Γ(0, τ 2irω), llegaremos a la forma final de la integral (Zhang et al., 2021):

Kγ(Q
2) =

8âIR
9π

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2C1(ω, τ 2ir, τ 2uv) (D.24)
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E. Cálculo de los términos TEE, TEF , TFF

El término TEE tiene la siguiente forma:

TEE =
Nc

2k2

∫ Λ d4l

(2π)4
Tr[ iS(li,M1) γ · k S(lf ,M1) S(l,M2)] (E.1)

Explícitamente

TEE =
iNc

2k2

∫ Λ d4l

(2π)4
Tr[
−iγ · li +M1

l2i +M2
1

γ · k−iγ · lf +M1

l2f +M2
1

−iγ · l +M2

l2 +M2
2

]

Una propiedad conocida de las matrices γ es que la traza de un producto impar de

matrices γ es cero, por lo que eliminamos dichos términos, llegando a lo siguiente:

TEE =
−Nc

2k2

∫ Λ

l

Tr[(γ · li)(γ · k)(γ · lf )(γ · l)−M2
1 (γ · k)(γ · l)

(l2i +M2
1 )(l

2
f +M2

1 )(l
2 +M2

2 )

−M1M2{(γ · li)(γ · k) + (γ · k)(γ · lf )}]
(l2i +M2

1 )(l
2
f +M2

1 )(l
2 +M2

2 )

(E.2)
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Utilizando las identidades

Tr[/a/b/c/d] = 4[(a · b)(c · d)− (a · c)(b · d) + (a · d)(b · c)]

Tr(/a/b) = 4(a · b)
(E.3)

De esta manera la función del numerador N

N = Tr[ (γ · li)(γ · k)(γ · lf )(γ · l)−M1M2{(γ · li)(γ · k) + (γ · k)(γ · lf )}

−M2
1 (γ · k)(γ · l)]

N = Tr[ l2{(γ · l)(γ · k) + (γ · ki)(γ · k)}+ (γ · l)(γ · k)(γ · kf )(γ · l)

+ (γ · ki)(γ · k)(γ · kf )(γ · l)−M2
1 (γ · k)(γ · l)

−M1M2{(γ · li)(γ · k) + (γ · k)(γ · lf )} ]

(E.4)

N

4
= l2{(l · k) + 2k2} − (M2

M +M2
1 )(l · k)− 2M1M2{(l · k) + k2}

Sumamos un cero conveniente

N

4
= (l2+M2

2 ){(l·k)+2k2}−
[
M2

2{(l·k)+2k2}+(M2
M+M2

1 )(l·k)+2M1M2{(l·k)+k2}
]

(E.5)

Para la segunda parte de función denominadora tenemos la siguiente para-

metrización de Feynman

1

ABC
= 2

∫ 1

0

dα

∫ 1

0

dβ
(1− α)

(αA+ (1− α)(βB + (1− β)C))3
(E.6)
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De esta manera:

1

(l2i +M2
1 )(l

2
f +M2

1 )(l
2 +M2

2 )

= 2

∫ 1

0

dα

∫ 1

0

dβ
(1− α)

(α(l2 +M2
2 ) + (1− α)(β(l2f +M2

1 ) + (1− β)(l2i +M2
1 )))

3

(E.7)

Definimos

D = α(l2 +M2
2 ) + (1− α)(β(l2f +M2

1 ) + (1− β)(l2i +M2
1 )) (E.8)

D = α(l2 +M2
2 ) + (1− α)(l2 + 2(l · k) + (2β − 1)(l ·Q)−M2

M +M2
1 )

D = l2 + αM2
2 + (1− α)[2(l · k) + (2β − 1)(l ·Q)−M2

M +M2
1 ]

Haciendo el cambio de variable J = l + (1− α)[k + 1/2(2β − 1)Q], la función D

tendrá la forma

D = J2 + (1− α)2[M2
M + β(1− β)Q2] + (1− α)[−M2

M +M2
1 ] + αM2

2

Con el siguiente cambio α′ = −α + 1, tendremos la siguiente expresión para D

D = J2 + ω2 (E.9)

Donde ω2 = α2β(1− β)Q2 − α(1− α)M2
M + (1− α)M2

2 + αM2
1 . De esta manera

tendremos

1

(l2i +M2
1 )(l

2
f +M2

1 )(l
2 +M2

2 )
= 2

∫ 1

0

dα

∫ 1

0

dβ
α

(J2 + ω2)3
(E.10)

123



Ahora debemos hacer el cambio de variable en la función del denominador N ,

tras el cambio en la variable α, tenemos J = l + α[k + 1/2(2β − 1)Q]

N

4
=(l2 +M2

2 ){(l · k) + 2k2} − 2
[
M2

2{(J · k) + (2− α)k2}

+ (M2
M +M2

1 ){(J · k)− αk2}+ 2M1M2{(J · k) + (1− α)k2}
] (E.11)

Eliminando los términos impares en J ,

N

4
=(l2 +M2

2 ){(l · k) + 2k2} − 2k2
[
M2

2 (2− α)

− α(M2
M +M2

1 ) + 2M1M2(1− α)
] (E.12)

El término dado por (l2 +M2
2 ){(l · k) + 2k2} permanece igual ya que necesita

una parametrización análoga a la vista en la ecuación (C.13), si definimos AEE =

M2
2 (α− 2) + α(M2

M +M2
1 ) + 2M1M2(α− 1)

TEE =
−4(3)
2k2

{
∫

d4l

(2π)4
(l · k) + 2k2

(l2i +M2
1 )(l

2
f +M2

1 )

+ 2k2
∫ 1

0

dαdβα

∫
d4J

(2π)4
AEE

(J2 + ω2)3
}

(E.13)

Si utilizamos la siguiente fórmula con el primer término,

1

AB
=

∫ 1

0

dα
1

(αA+ (1− α)B)2
(E.14)
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Y además hacemos el cambio de variable l = q − k − 1/2(1− 2β)Q, tendremos:

TEE =
−2(3)
k2

[∫ 1

0

dα

∫
d4q

(2π)4
(q · k) + k2

(q2 +M2
1 + α(1− α)Q2)2

+ 2k2
∫ 1

0

dαdβα

∫
d4J

(2π)4
AEE

(J2 + ω2)3

] (E.15)

Si pasamos ambas integrales a coordenadas hiperesfericas y eliminamos los tér-

minos impares sobre q,

TEE =
−2(3)(2π2)

(2π)4

[∫ 1

0

dα

∫ ∞

0

dqq3
1

(q2 +M2
1 + α(1− α)Q2)2

+ 2

∫ 1

0

dαdβα

∫ ∞

0

dqq3
AEE

(q2 + ω2)3

] (E.16)

Hacemos el cambio s = q2 y reescribimos ω1 =M2
1 + α(1− α)Q2

TEE =
−3
8π2

[∫ 1

0

dα

∫ ∞

0

ds
s

(s+ ω1)2

+ 2

∫ 1

0

dαdβα

∫ ∞

0

dss
AEE

(s+ ω2)3

] (E.17)

Si utilizamos 1
(s+w)3

= 1
2

∂2

∂w2
1

(s+w)
= 1

2
∂2

∂w2

∫ τ2ir
τ2uv

dte−t(s+w) en el término con AEE

6

8π2

∫ 1

0

dααAEE

∫ 1

0

dβ
∂2

∂w2

∫ ∞

0

dss

∫ τ2ir

τ2uv

dte−t(s+w)

Recordando las definiciones
∫∞
0
dss

∫ τ2ir
τ2uv

dte−t(s+ω) = C(ω, τ 2ir, τ 2uv) y C̄n(z) =

(−1)n zn−1

n!
∂n

∂zn
C(z)

6

8π2

2

2

∫ 1

0

dαdβα
AEE

w2

C̄2(w2)

Finalmente tendremos

TEE =
−3
8π2

[∫ 1

0

dαC̄1(ω1, τ
2
ir, τ

2
uv) + 2

∫ 1

0

dαdβα
AEE

ω2

C̄2(ω2, τ
2
ir, τ

2
uv)

]
(E.18)
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Trabajando los otros factores,

TEF =
−3
2k2

∫ Λ

l

Tr[S(li,M1)(γ · k)S(lf ,M1)(γ · kf )S(l,M2)

+ (γ · ki)S(li,M1)(γ · k)S(lf ,M1)S(l,M2)]

(E.19)

Utilizamos la siguiente propiedad del operador de traza Tr[ABC] = Tr[BCA],

TEF =
−3
2k2

∫ Λ

l

Tr[S(li,M1)(γ · k)S(lf ,M1)(γ · kf )S(l,M2)

+ S(li,M1)(γ · k)S(lf ,M1)S(l,M2)(γ · ki)]

TEF =
−3
2k2

∫ Λ

l

Tr[S(li,M1)(γ · k)S(lf ,M1){(γ · kf )S(l,M2) + S(l,M2)(γ · ki)}]

(E.20)

Desarrollamos el término que esta entre corchetes

{(γ · kf )Š(l,M2)+Š(l,M2)(γ · ki)} = {(γ · k)Š(l,M2)−
1

2
(γ ·Q)Š(l.M2)

+ Š(l,M2)(γ · k) +
1

2
Š(l,M2)(γ ·Q)}

={−i{(γ · k), (γ · l)}+ 2M2(γ · k) +
i

2
[(γ ·Q), (γ · l)]}

(E.21)

Donde Š(l,M) = (l2 +M2)S(l,M) = −iγ · l +M utilizamos la relación de anti-

conmutación de las matrices gamma en el espacio euclidiano {γµ, γν} = 2δµνI4x4,

omitiendo la identidad,

{(γ · kf )Š(l,M2)+Š(l,M2)(γ · ki)} = {−2i(l · k) + 2M2(γ · k)

+ i(l ·Q)− i(γ ·Q)(γ · l)}
(E.22)
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Trabajamos el término que esta fuera de los corchetes de (E.20)

Š(li,M1)(γ · k)Š(lf ,M1) = (−iγ · li +M1)(γ · k)(−iγ · lf +M1)

= −(γ · li)(γ · k)(γ · lf )− iM1[(γ · li)(γ · k) + (γ · k)(γ · lf )] +M2
1 (γ · k)

= −(γ · li)(γ · k)(γ · lf )− iM1[2(l · k) + 2k2 + (γ · k)(γ ·Q)] +M2
1 (γ · k)

(E.23)

Si multiplicamos la ecuación (E.23) por la derecha con (E.22) e ignoramos los

términos que contengan productos impares de matrices gamma,

Φ = Š(li,M1)(γ · k)Š(lf ,M1){(γ · kf )Š(l,M2) + Š(l,M2)(γ · ki)} =

=− 2M1(l · k)[2(l · k) + 2k2 + (γ · k)(γ ·Q)]− 2M2(γ · li)(γ · k)(γ · lf )(γ · k)

+M1(l ·Q)[2(l · k) + 2k2 + (γ · k)(γ ·Q)]−M1[2(l · k) + 2k2](γ ·Q)(γ · l)

+ 2M2
1M2k

2 −M1Q
2(γ · k)(γ · l)

(E.24)

Ahora tomamos la traza

N = Tr[Φ] =− 8M1(l · k)[2(l · k) + 2k2 +
1

2
Q2] + 8M2

1M2k
2

− 2M2Tr[(γ · li)(γ · k)(γ · lf )(γ · k)]
(E.25)

Desarrollamos la traza que nos falta

N =− 8M1(l · k)[2(l · k)− 2M2
M ] + 8M2

1M2k
2

− 8M2[2(l · k)2 − k2l2 − k2M2
M + 2k2(l · k)]

(E.26)

De manera similar al factor de forma anterior TEE, parametrizamos el denomi-

nador de la siguiente forma

127



1

(l2i +M2
1 )(l

2
f +M2

1 )(l
2 +M2

2 )
= 2

∫ 1

0

dαdβα
1

(q2 + ω2)3
(E.27)

Donde q = l + α[k + 1
2
(2β − 1)Q] y ω2 = α2β(1 − β)Q2 − α(1 − α)M2

M + (1 −

α)M2
2 + αM2

1 , debido al cambio de variable la forma de N cambiará, si además

utilizamos la siguiente ecuación recuperada de (Gutiérrez-Guerrero, 2012)

∫ Λ

q

(q · p)
(q2 +m2)n

=
1

4

∫ Λ

q

q2p2

(q2 +m2)n
(E.28)

Llegaremos a lo siguiente:

N =4k2{q2(M2 −M1) + 2M2
1M2 + αM1[4M

2
M(α− 1) + αQ2]

+M2[2M
2
M(α− 1)2 + αQ2(2α(β − 1)β + α− 1)]}

(E.29)

Definimos

A
(1)
EF = (M2 −M1)

A
(2)
EF = 2M2

1M2 + αM1[4M
2
M(α− 1) + αQ2]

+M2[2M
2
M(α− 1)2 + αQ2(2α(β − 1)β + α− 1)

(E.30)

Sustituimos esto en la integral original

TEF = −12

π2

∫ 1

0

∫ ∞

0

dαdβα

[
A

(1)
EF

(q2 + ω2)2
+

(A
(2)
EF − ω2A

(1)
EF )

(q2 + ω2)3

]
(E.31)

De manera similar a TEE podemos llegar a la forma final de TEF

TEF =
−12
π2

∫ 1

0

dαdβα

[
A

(1)
EF C̄1(ω2) +

1

ω2

(A
(2)
EF − ω2A

(1)
EF )C̄2(ω2)

]
(E.32)
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El último término del factor de forma está dado por la siguiente expresión

TFF =
−3i
2k2

∫ Λ

l

Tr[ γ · ki S(li,M1) γ · k S(lf ,M1) γ · kfS(l,M2) ] (E.33)

La traza de un producto impar de matrices gamma es cero, por lo que solo

mantenemos los pares:

N = Tr

[
(i(γ · ki)(γ · li)(γ · k)(γ · lf )(γ · kf )(γ · l))− iM2

1 (γ · ki)(γ · k)(γ · kf )(γ · l)

− iM1M2( (γ · ki)(γ · li)(γ · k)(γ · kf ) + (γ · ki)(γ · k)(γ · lf )(γ · kf ) )
]

= iT r

[
(γ · ki)(γ · l)(γ · k)(γ · l)(γ · kf )(γ · l) + k2i k

2
f (γ · k)(γ · l) +M2

1M
2
M(γ · k)(γ · l)

+ k2f (γ · ki)(γ · l)(γ · k)(γ · l) + k2i (γ · k)(γ · l)(γ · kf )(γ · l)

−M1M2( 2((l · k) + k2)(γ · ki)(γ · kf ) + k2(γ ·Q)(γ · kf ) +
1

2
Q2(γ · k)(γ · kf ) )

]
= iT r

[
2(l · k)(γ · ki)(γ · l)(γ · kf )(γ · l)− l2(γ · ki)(γ · k)(γ · kf )(γ · l)

+ k2i k
2
f (γ · k)(γ · l) +M2

1M
2
M(γ · k)(γ · l)

+ k2f (γ · ki)(γ · l)(γ · k)(γ · l) + k2i (γ · k)(γ · l)(γ · kf )(γ · l)

−M1M2( 2((l · k) + k2)(γ · ki)(γ · kf ) + k2(γ ·Q)(γ · kf ) +
1

2
Q2(γ · k)(γ · kf ) )

]
(E.34)

Al tomar la traza

−iN = 8(l · k)
[
(l · ki)(l · kf )− l2(ki · kf ) + (l · ki)(l · kf )

]
+ 4M4

M(l · k)

− 4l2
[
(ki · k)(l · kf )− (ki · kf )(l · k) + (l · ki)(k · kf )

]
+ 4k2f

[
(l · ki)(l · k)− l2(ki · k) + (ki · l)(l · k) + (l · k)(l · kf )

+ (l · k)(l · kf )− l2(k · kf ) + (l · k)(l · kf )
]

+ 4M2
1M

2
M(l · k)−M1M2

[
8(l · k)k2 − 2(l · k)Q2 − 8k2M2

M

]
(E.35)
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Simplificando

−iN =(l · k)
[
16(l · k)2 − 4(l ·Q)2 + 4l2(3M2

M +Q2) + 4M4
M

]
+ 4M2

1M
2
M(l · k)− 2M1M2

[
4(l · k)k2 − (l · k)Q2 − 4k2M2

M

]
− 4M2

M

[
4(l · k)2 − 2l2k2

] (E.36)

Si parametrizamos el denominador de la función TFF mediante la ecuación (E.6)

y hacemos el cambio de variable q = l + α[k + 1/2(2β − 1)Q], el numerador N

tendrá una forma dada por:

−iN =((q · k)− αk2)
[
16((q · k)− αk2)2 − 4((q ·Q)− α

2
(2β − 1)Q2)2

+ 4(q2 − 2α(q · k)− α(2β − 1)(q ·Q)

− α2M2
M − α2β(1− β)Q2)(3M2

M +Q2) + 4M4
M

]
− 4M2

M

[
4((q · k)− αk2)2 − 2(q2 − 2α(q · k)− α(2β − 1)(q ·Q)

− α2M2
M − α2β(1− β)Q2)k2

]
+ 4M2

1M
2
M((q · k)− αk2)− 2M1M2

[
4((q · k)− αk2)k2−

((q · k)− αk2)Q2 − 4k2M2
M

]

(E.37)

Eliminando los términos impares y aquellos que tengan (q · k)(q ·Q)

−iN =− 2k2
[
q2(M2

M(3α− 2) + αQ2) + 2α(M4
M(α− 1)2

+ αM2
MQ

2(3αβ2 − 3αβ + α + 2β − 2β2 − 1))

+ 2M1M2(2(α− 1)M2
M + αQ2) + 2αM2

1M
2
M

] (E.38)
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Definimos

A
(1)
FF =(3α− 2)M2

M + αQ2

A
(2)
FF =2α(M4

M(α− 1)2 + αM2
MQ

2(3αβ2 − 3αβ + α + 2β − 2β2 − 1))

+ 2M1M2(2(α− 1)M2
M + αQ2) + 2αM2

1M
2
M

(E.39)

Si sumamos un cero conveniente:

TFF = 6

∫ 1

0

dαdβα

∫
q

d4q

(2π)4
(q2 + ω2)A

(1)
FF + (A

(2)
FF − ω2A

(1)
FF )

(q2 + ω2)3
(E.40)

De manera similar a cuando calculamos TEE, llegaremos a lo siguiente:

TFF =
3

4π2

∫ 1

0

dαdβα(A
(1)
FF C̄1(ω2) +

1

ω2

(A
(2)
FF − ω2A

(1)
FF )C̄2(ω2)) (E.41)
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