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Resumen de la tesis de Dayanne Francisco Martinez Vega presen-
tada como requisito parcial para la obtencién de la Licenciatura en Fisica.

Ensenada, Baja California, México. agosto de 2023.

Contribucion de caja de piones y kaones al momento magnético

anémalo del muén

Resumen aprobado:

Dr. Adnan Bashir

La publicacién de los resultados del momento magnético anémalo medidos
en Fermi National Accelerator Laboratory (FNAL) en 2021, puso en cuestion la
exactitud del modelo estdandar. Desde entonces la comunidad cientifica ha busca-
do reducir el error en los calculos tedricos. La principal fuente de incertidumbre
se encuentra en las interacciones hadronicas, las cuales se dividen en las contri-
buciones por Hadronic Vacuum Polarization (HVP) y Hadronic Light by Light
(HLbL) scattering. Tras la reduccién de la incertidumbre causada por HVP en
publicaciones recientes, el enfoque se esta volviendo a la segunda contribucion, la

cual sera analizada en este trabajo.
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1. Introducciéon

Uno de los componentes mas importantes de la condicion humana es la
curiosidad, el querer saber jcomo funcionan las cosas?, ;jpor qué percibimos la
naturaleza de una manera y no de otra? y jcémo podemos aprovecharla?, esta
necesidad de saber y conocer, nos llevd a desarrollar teorias para describir los
fendmenos que observabamos a nuestro alrededor, desde objetos cayendo, el oleaje
del mar, hasta las mismas estrellas; estas teorias mejoraron nuestro entendimiento

del universo y nos llevaron a nuevos descubrimientos.

Hoy en dia la fisica puede modelar los eventos que podemos ver en la vida
cotidiana, desde el vuelo de un ave, el funcionamiento de un aparato electronico,
la comunicacién por fibra de vidrio y muchas otras cosas. Pero cuando queremos
estudiar fenémenos que estan en escalas fuera de lo cotidiano, podemos entender
los eventos mediante las cuatro fuerzas fundamentales: la gravitaciéon, la fuerza

electromagnética, la fuerza nuclear fuerte y fuerza nuclear débil.

La primera se centra en como la masa y la energia influyen en el espacio-
tiempo y suele utilizarse cuando se estudian objetos celestes, los cuales poseen
grandes cantidades de masa. La teoria electromagnética modela la interaccion en-
tre particulas u objetos con carga eléctrica. La fuerza nuclear fuerte se encarga de
modelar las interacciones entre particulas llamadas quarks, las cuales interactiian

mediante la fuerza fuerte para componer particulas llamadas hadrones; ejemplos



de estos son el protén y el neutron. Esta teoria explica porque los nicleos atomi-
cos se mantienen unidos. Por ultimo, la fuerza nuclear débil es responsable de la

desintegracion radiactiva de particulas subatémicas.

Tres de estas fuerzas estan unificadas bajo el modelo estandar de particulas,
el cual modela la interaccion entre diferentes campos cuanticos que representan
dichas particulas, las particulas elementales que componen esta teoria se agrupan
en la figura (1.1). El modelo estdndar ha sido muy exitoso y ha visto validacién
experimental en diferentes ocasiones, desde el descubrimiento del quark top por
la colaboracion CFD (Abe et al., 1995) y simultdneamente por D& (Abachi et
al., 1995), la confirmacién del neutrino tau por la colaboracion DONUT y el

descubrimiento del bosén de Higgs en CERN (Chatrchyan et al., 2012).

A pesar de estos éxitos, el modelo estandar no es una teoria perfecta, pues
falla al implementar la relatividad general y al describir otros sucesos como la
asimetria baridnica, es por esto que la busqueda de una teoria fundamental de

interaccion entre las diferentes fuerzas sigue vigente.

Una reciente prueba que nos sefiala un fallo en el modelo estandar son las
mediciones al momento magnético andémalo del muon, realizadas en el laboratorio
nacional de Brookheaven en Estados Unidos (Bennett et al., 2004) cuyos datos
experimentales difieren del valor tedrico. En 2021 el laboratorio Fermilab logro
realizar mediciones del momento magnético anémalo con una gran precision, lo
que indica que la diferencia entre el valor tedrico y el experimental no se debia a
las mediciones del experimento (Abi et al., 2021), con este resultado se obtiene el

promedio experimental dado por:

ai*" =116592061(41) x 107" (1.1)



En preparacion para los resultados anteriores, la comunidad cientifica tra-
bajo en conjunto para llegar a un consenso acerca del valor tedrico que predecia

el modelo estandar (Aoyama et al., 2020) , cuyo resultado fue

a;™ = 116591810(43) x 107" (1.2)

Este valor se encuentra a 4,20 del experimental, lo cual estd muy cerca de
indicar la presencia de una fisica desconocida influenciando al momento magnético
anémalo del muén. Debido a esto, se busca mejorar las técnicas que se utilizan en
el calculo del valor tedrico de g-2, unas de las areas a las que nos dirige el consenso
de 2020, es a las contribuciones hadrénicas, que no aportan mucho a g-2, pero que
sl aportan una cantidad considerable de error. Estas contribuciones se dividen en
la polarizacién hadroénica del vacio (HVP) y la dispersién hadrénica de luz por
luz (HLbL). En este trabajo nos enfocaremos en la contribuciéon proveniente de la
dispersion HLbL. Es importante seguir buscando maneras de reducir el error en el
calculo tedrico, pues recientemente se publicaron nuevos resultados de Fermilab,
los cuales dieron un nuevo promedio al valor experimental (Aguillard et al., 2023),

dado por:

ai " =116592059(22) x 107" (1.3)

El cual representa una mejora al doble de precision respecto al experimento
del 2021. El reporte mas reciente acerca del experimento g-2, hace una compa-
racion entre este resultado y los que se han obtenido en anos recientes de la
contribucion de la polarizacién hadronica del vacio a g-2, basados en técnicas de
lattice (Aguillard et al., 2024), lo cual hace que el valor tedrico se acerque mas al

experimental, indicando que no hay fisica nueva en juego. Hay que recalcar que
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Figura 1.1. Particulas elementales del modelo estandar, dividido entre leptones,
quarks, bosones de la norma (gauge) y el boson de Higgs (contributors, 2019).

estos valores obtenidos por lattice, discrepan de los métodos dispersivos basados
en datos experimentales, lo cual en este caso, no denota un gran fallo en la teoria,
pues existen discrepancias entre los resultados de las diferentes colaboraciones ex-
perimentales. Se espera que los diferentes grupos que trabajan con lattice lleguen

a resultados similares.



2. Antecedentes

2.1. Electrodinamica clasica

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell

El electromagnetismo es una de las teorias mas exitosas del siglo XIX,
esta se formul6 a partir de leyes empiricas obtenidas por los mejores cientificos
de la época como Faraday, Gauss, Ampere y muchos mas. Los fenémenos que
se observaban en los experimentos de estos cientificos, fueron compilados por
Maxwell de manera teérica (Maxwell, 1865), el posterior desarrollo de la teoria
electromagnética, nos llevo a las siguientes ecuaciones, las cuales son conocidas

como las leyes de Maxwell (unidades gaussianas):

V-B=0 (2.1)
V- -E=A4nmp (2.2)
ﬂ 108
V X =5 (2.3)
L 47 - 10E

Donde B representa el campo magnético, E el campo eléctrico, p es la
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densidad de carga, J la densidad de corriente eléctrica y ¢ la velocidad de la
luz, otra ecuaciéon importante del electromagnetismo es la que concierne a la
conservacion de la carga eléctrica y viene dada por:

op -
5 = -V-J (2.5)

Es posible definir los campos eléctrico y magnético en términos de poten-

—,

ciales que cumplen diferentes identidades. A partir de V-(V x A) = 0 y utilizando

la ecuacién (2.1) obtendremos lo siguiente:

o

=VxA (2.6)

Por otro lado, al usar V x V¢ = 0 y la ecuacion (2.3) llegamos a:

E=-V¢— — 2.7
o- 27)
Donde ¢ es el potencial escalar eléctrico y A se conoce como el potencial

vectorial magnético, cabe destacar que estas funciones no se encuentran definidas

totalmente por las ecuaciones (2.6) y (2.7), es necesario definir la medida (o gauge)

en el que se trabajard, los potenciales presentan un grado de libertad dado por

V- g, el cual es ajustado de acuerdo al problema (D. Griffiths, 1999).

2.1.2. Momento magnético clasico

Una de las curiosidades de la teoria electromagnética es que las distribucio-

nes de carga limitadas a un volumen finito, tienden a ser percibidas como cargas

11



puntuales cuando se estd a una distancia considerable de ellas, esto mismo es
observable con las distribuciones de corriente eléctrica, claro que sin monopolos
magnéticos como dicta la ecuacién (2.1), sabiendo esto, utilizamos la siguiente

formula para el potencial vectorial magnético (D. Griffiths, 1999):

A=t L0

C

— av’ (2.8)
o =7
Donde 7 es el vector hacia nuestra zona de prueba, ' es la distancia del

origen a la distribucién de corriente, J es la densidad de corriente eléctrica y Vj

es el volumen que encierra a la distribucién.

Si tomamos un 7 que este muy lejos, de manera que se cumpla |7] > ||,

1

I
|7—r"|

podremos expandir el denominador en una serie de Taylor:

L__ 1l 7 (2.9)
T I U B '

Como la magnitud de 7 sera muy grande, podemos quedarnos solo con los

primeros términos de la expansién, sustituyendo esto en (2.8) nos da lo siguiente:

av’ (2.10)
Lo anterior se conoce como expansion en términos de momentos multipola-

res del potencial vectorial magnético, si trabajamos en el régimen de la magneto-

estatica, es decir, trabajamos con corrientes estables e independientes del tiempo,

12



nuestra densidad de corriente debera ser constante, en otro caso, esta creceria

linealmente con el tiempo, por lo tanto nuestra ecuacién de continuidad seria
V-J=0.

Al primer término de la expansién se le conoce como momento monopolar
magnético, de acuerdo con las ecuaciones de Maxwell, los monopolos magnéticos
no existen, por lo que debemos desarrollar un poco mas la expresion, consideremos
la siguiente identidad vectorial V' - (' J(r")) = 2/V' - J + V2’ - J y trabajemos

con el componente i-ésimo del componente monopolar,

1 -
0

Sabemos que V - J =0 por lo que tendremos la siguiente formula V' -

= —

(2} J(r")) = & - J = J; sustituimos en la ecuacién (2.11),

1 = —
/

AV (7 = — [ V' (& J()) dV’ (2.12)

Aplicando el teorema de la divergencia sobre una superficie fuera de la regién Vj

donde se anule la integral de manera que AEO) = 0.

Para el término dipolar utilizamos la siguiente expresion, con el objetivo

—

de conseguir una expresién diferente (7 - 1) (7 ) — 7 x (' x J), se puede

demostrar que (- 7 )j = —(7- J )73 , por lo que esta contribuciéon queda definida
como:

. X

AO@ = L2 (2.13)

Donde

13



1 — - —
g=— [ (" xJ@"))dV’ (2.14)
2¢ Jy,
Se conoce como el vector de momento dipolar magnético o simplemente
momento magnético, esta es una cantidad con la cual podemos obtener la energia

que tendra la distribuciéon de corriente cuando esta se encuentra en presencia de

un campo magnético externo, esta relacion esta dada por:

H=—ji-B (2.15)

Donde H nos darda la energia de la distribucion, B es el campo magnéti-
co externo (Greiner, 1998). Es posible obtener una relacién entre el momento
magnético y el momento angular, para esto tomamos una densidad de corriente
constante, de esta manera J = —nle|t’ donde ¥ es la velocidad de la corriente, n

la densidad de particulas, al usar esto obtendremos:

1 — - — 1 -
=g Vo(r’ x J(r))av' = o /VO(’”' x (—nle|v))dV"’
[[ — ﬁ (7:; X (nmU))dV’ - ﬁ pmasa(fﬁ X ﬁ)dvl
2me Jy, 2me Jy,

Donde m es la masa de la particula, pn.se €s la densidad de masa, de
mecanica clasica, sabemos que el momento angular para un cuerpo sélido viene

dado por:

E—/p@xmmﬂ (2.16)
Vo

14



Sustituimos en la formula del momento magnético y obtendremos la si-

guiente relacion entre el momento angular y el momento magnético:

L —le| =
— 2.17
i=g (2.17)

2.2. Mecanica cuantica no relativista

2.2.1. La ecuacién de Schrodinger

A principios del siglo XX, el campo de la fisica se vio agitado por el des-
cubrimiento de efectos que las teorias de la época no podian explicar. Tras los
estudios de la radiaciéon de cuerpo negro, en los cuales Max Planck solucioné la
catastrofe del ultravioleta suponiendo que la energia que irradia el cuerpo, solo
puede ser emitida en cantidades definidas, a las que se les llamé quanta (Planck,
1914). Diversos cientificos de la época siguieron desarrollando las ideas de Planck,
lo que llevé al desarrollo de la fisica cuantica, con esto Erwin Schrodinger pos-
tula su ecuacién que describe la evolucién de los sistemas cudnticos dada por la

siguiente expresion:

L, 0 ~
i 1) = H 1) (218)

La cual es conocida como la Ecuacién de Schrédinger, donde [1)) es el vector
de estado del sistema, £ es la constante de Planck reducida, H es el operador

hamiltoniano correspondiente al sistema (Schrodinger, 1926).

Cuando el hamiltoniano no depende del tiempo, podemos separar la parte

15



temporal de la espacial de la ecuacién, lo que nos lleva a la forma estacionaria de

la ecuacién de Schrodinger, la cual se reduce a un problema de eigenvalores,

Hlp) = E|p) (2.19)

Bt 0), el operador hamilto-

La solucién completa viene dada por |[¢) = e~
niano se construye de manera andloga a la funciéon hamiltoniana de la mecanica
clasica, pero cambiando las variables dindmicas por operadores,

AL =N\ D
. T
=Py (2.20)

De los postulados de la mecanica cuantica, se obtiene que el operador de

momento estd dado por p = —ihV, al proyectar el estado de posicién (7] so-

bre la ecuacién de eigenvalores, obtendremos su representacion en el espacio de

configuracion:

2

STV + V() = Belr) (221)

Siguiendo la interpretacion de Copenhague, el vector de estado de un siste-

ma se relaciona con la probabilidad de la siguiente forma:

wmz/fwmwwzl (2.22)

Donde el término p = ¢ (7)*1(7) es la densidad de probabilidad, recordando
la ecuacién de continuidad (2.5), podemos encontrar una densidad de corriente

de probabilidad, que estara definida como:
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T h * *
J =5 (WY = VYT (2.23)

2.2.2. Espin

Uno de los experimentos que causoé mas discusion a principios del siglo XX,
fue llevado a cabo por Otto Stern y Walther Gerlach, en el cual se envian atomos
de plata, los cuales son eléctricamente neutros, con sus nimeros cuanticos [ = 0,
a través de un campo magnético inhomogeneo hasta una pantalla detectora (Ger-
lach y Stern, 1922). Se esperaba que el haz de particulas no se viera afectado, lo
cual no se cumplié, pues el haz se vio dividido en dos cuando el campo magnético
actua principalmente sobre el eje z. Se puede demostrar que la fuerza que actia
sobre los atomos de plata es proporcional al nimero cuantico magnético m, por
lo que se espera un ntmero de haces igual al nimero de valores que se tiene para
m. Como en el experimento se tienen dos haces, segiin las reglas de seleccion de

los niimeros cuanticos, el valor del momento angular de la particula seria s = 1/2

(De La Pena, 2014).

En 1925 Pauli publica su principio de exclusion (Wolfgang, 1925), a lo
que Goudsmit descubre que es posible explicar de una manera sencilla dicho
principio al introducir otro numero cuantico, al que designé m. Con la ayuda de
su colega Uhlenbeck, lograron deducir que este nuevo numero cuantico anadiria
un grado de libertad al electrén, este nuevo grado se conoce como espin, el cual
es un momento angular intrinseco del electrén (Uhlenbeck y Goudsmit, 1925), la

descripcién completa de espin fue publicada poco después por Pauli (Wolfgang,

1927).

Resulta que el espin 1/2 requiere de una formulacién matricial, la cual
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estara cimentada en los siguientes operadores:

Oy = , Oy = , 0, = (2.24)

Estos operadores se conocen como matrices de Pauli y se compilan en el
siguiente operador vectorial 6 = (0,,0,,0.), en este formalismo se elige escribir
los eigenestados en la base de o,. Aprovechando esto, podemos definir el operador

de momento angular de espin,

-~ h
S= 6 (2.25)
2
Los operadores sigma siguen las siguientes reglas de conmutacion:
[O’i, O'j] == 2i€ijk:0—k (226)

Donde €5, es el simbolo de Levi-Civita. Al usar la delta de Kronecker ¢;;

también podemos ver que:

0,05 = 51’]' + Z.Eijko-k: (227)

2.2.3. Particula con espin en presencia de un campo mag-

nético

Nos interesa resolver el problema de una particula cargada con espin en pre-

sencia de un campo magnético, la parte espinorial del hamiltoniano del problema
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viene dado por:

H=-p-B=—gugBn-6=—"Th.s (2.28)

Donde g se conoce como el factor de Landé, Paul Dirac pudo predecir que
tendria un valor de dos. Mas adelante Schwinger hizo una correcciéon implemen-
tando la electrodindmica cuédntica (Schwinger, 1948), B es la magnitud del campo
magnético, 7y encierra las constantes de interaccién, i = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos )
es el vector unitario en la direccién del campo magnético, donde ¢ € [0,27] y

0 € [0,m].

Para el estudio de este problema es de gran ventaja calcular la siguiente

expresion €9 al aprovechar las siguientes propiedades del producto 7 - &,
(h-6)" =1 (2.29)
(R -6)*" = (7 6) (2.30)

Donde n € N, I es la matriz identidad de 2x2, podemos expandir la expo-

nencial en una serie de Taylor, que nos llevara al siguiente resultado:

"% = [ cosf +i(f - &) sinf (2.31)

También podemos usar la formula de Baker-Campbell-Haussdorff dada por,

2 103
G_ieA B GieA =B - Z@[A, B] - %[A7 [A7 BH B ZBi'[/L [A7 [A7 BH +- <232)
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Para calcular los siguientes productos de operadores:

e g 97 = 5, cos 20 + o, sin 260 (2.33)
e 5. 9% = 5, c0s20 + o, sin 20 (2.34)
e 75,6 = g, cos 20 — 0, sin 20 (2.35)

Al usar estas identidades, podemos reescribir el hamiltoniano de la siguiente

manera.:

e ﬁ§76i¢gz/2€ieay/2azeieay/2ei¢>az/2 (2.36)

Utilizando esto, podemos obtener los eigenvetores de dicho hamiltoniano,

[ths) = 772702 | (2.37)

Donde |£) son los eigenvectores del operador o, los eigenvalores asociados a

hB~y

los eigenestados del hamiltoniano estan dados por E. = F~5*. Tambien podemos

escribir los estados de la siguiente manera:

cos /2 sin /2
W) = o) =1 (2.38)
e sin6/2 —e' cos /2

Si trabajamos con el estado |1, ), podemos demostrar que el valor esperado

de Espin del estado estacionario es de la forma:

20



(hy| S L) = h(cosgbsm@ sin ¢ sin 6, cos 0) (2.39)

Nos interesa ver el comportamiento de dicho valor esperado cuando el estado
puede evolucionar con el tiempo, para hacer mas sencillos los calculos trabajare-
mos con un campo magnético en la direccién z, nuestro estado inicial en la base

de o, = |+),|—) sera:

[4:(0)) = cos(8/2) |+) + € sin(0/2) |-) (2.40)

Aplicamos el operador de evolucion temporal, aprovechando que los estados

son eigenvectores del hamiltoniano H = —h'%az, tendremos:

14 (£)) = cos(8/2)e” =" [+) +sin(0/2)e"F) |- (2.41)

Con esto podemos calcular el valor esperado del espin a través del tiempo,

para el componente en z se tiene que,

B~t

(Sz>zh (<—|—|Cos(9/2) + (—|sin(6/2)e Z(d”*))az

2 y (2.42)
(cos(0/2)e 7 |+) +sin(0/2)e’ =5 |-))

En forma matricial
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1Byt

—ibyt Bt 10 cos/2e 2
(S2) =(cosf/2e =" e =5 )sinh/2 o (2.43)
0 —1 (¢~ ) sin /2
El resultado final para el componente z,
h
(S,) = 3 cos(0) (2.44)

que corresponde al valor que esperamos del caso estacionario, para el caso
. B _
de H = —h%, de la misma manera, podemos obtener los valores para los

componentes z y v,

__iBytoy i1Brtoy

(52) = o (W (0)] e 4% 0, ™5 i (0) (2.45)

Sea w = By, utilizamos la formula de Baker-Campbell-Haussdorft

(2) =2 (4 (0)] 0 cos(er) + o sin(wt) |12+ (0))

B 0 e—iwt
=S ol | 9+(0)
ezwt 0
(2.46)
sin(6/2)e ¢t

— 722 (008(9/2) sin(9/2)6i9) cos(0/2)et

= g cos(¢p — wt) sin(0)
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De manera similar podemos obtener

(Sy) = g sin(¢ — wt) sin(6) (2.47)

2.2.4. Ecuacion de Pauli-Schrodinger

Los problemas vistos solo contenian la parte espinorial de la ecuacién de
Schrodinger, para obtener una descripcién completa del electréon usando la me-
canica cuantica no relativista, debemos derivar una nueva forma de la ecuacion

de Schrodinger, para esto nos apoyamos de la siguiente identidad de las matrices

de Pauli:

(6-A)6-B)=A-B+is-(AxB) (2.48)

Donde A y B son operadores vectoriales que conmutan con las matrices de

Pauli, si sustituimos ambos por el operador de momento, obtendremos,

(65 = 77 (2.49)

ademas de esto, si el electron en cuestion se encuentra en presencia de un
campo magnético externo, de mecanica clasica sigue que existe un corrimiento
en el valor del momento dado por p'— p— e/ c/_f, donde A es el vector potencial
magnético de dicho campo magnético, para obtener su analogo cuantico, basta
con cambiar las variables dinamicas por sus respectivos operadores, a lo que se le

conoce como acoplamiento minimo, lo que nos llevara a lo siguiente:
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e —— [a— (p— /T)r Y+ Vi (2.50)

ol

Esta se conoce como la ecuacion de Pauli-Schrodinger y describe la dindmica
de los electrones de espin 1/2 en presencia de un campo magnético externo (De

La Pena, 2014). Es posible obtener una versién mas ilustrativa; para esto usamos

la ecuacion (2.46),

o= D)) = - SAPwio (G- A x (- SA) @

los términos p X p y A X A se eliminan, si ademas aplicamos el operador al

vector de estado por la derecha, tendremos:

(b= =A) x (p— “ A0 = —(p x A+ =Ax pu (2.53)

Si cambiamos el operador de momento por su representacién en el espacio

de configuracion,

-,

)X (b= <A = h(CV x (Ay) + <A x (V) (254)
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Si usamos la siguiente identidad del rotacional de un vector multiplicado

por una funcién escalar V x (ffzﬁ) = —Ax Vip+ 9V x A, tendremos lo siguiente:

Lo que nos lleva a la forma final de la ecuacién de Pauli-Schrodinger:

A v Eff)%p + (V-

5 = o S By (2.56)

La cual describe la dindmica de una particula de espin 1/2 en presencia de
un campo magnético externo. Este resultado se obtuvo a través del acoplamiento
minimo y de las propiedades de las matrices de Pauli, lo que sugiere que el espin
no es una consecuencia de efectos relativistas. Ademas, podemos observar que el

valor del factor de Landé para la teoria del electrén de espin 1/2 es exactamente

2 (De La Pena, 2014).

2.3. Mecanica cuantica relativista

2.3.1. Notacion relativista

La mecanica cuantica no relativista se basaba en observables de la mecanica
clasica. Si queremos una descripcién mas precisa, debemos implementar los efectos

de la teoria relativista. Primero, definimos la notaciéon que utilizaremos para el
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desarrollo del trabajo, la cual estad cimentada en la notacién de subindices, donde
aquellos que estén etiquetados por letras griegas se cuentan de 0 a 3 y los que
tienen etiquetas latinas se cuentan de 1 a 3, entonces tendremos el tensor métrico

de Minkowski:

10 0 O
, 0 -1 0 0
Guv = g“ = (257)
0O 0 -1 0
0 0 0 -1

Los eventos en el espacio-tiempo de configuracion se describen por cuadri-

vectores contravariantes dados por:

ot = (2%, 2t 2% 2°) = (20, 7) (2.58)

Donde el componente 2° — ct corresponde al componente temporal del cua-
drivector. También se define el vector x,, que se conoce como un vector covariante.

La relacion entre los vectores contravariante y covariante

=g, x,=gur” (2.59)

El tensor métrico define el producto punto en el espacio-tiempo de la si-

guiente manera:

’ 37 x“g,ul/yy = x“yu (260)

8y

x.y:xoyo_
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Este producto punto es un invariante de Lorentz, lo que nos dice que este
no cambia ante las rotaciones y las transformaciones especiales de Lorentz (tam-
bién conocidas como boosts), estas transformaciones relacionan dos marcos de

referencia que se mueven con una velocidad relativa y son de la forma:

ot — 2 = A 2+ a! (2.61)

Estas transformaciones dejan la distancia invariante y dada por:

(= y)* = gu (2" — y") (=" = y") (2.62)

Estas transformaciones, en conjunto con con las traslaciones en el espacio
tiempo forman el grupo de Poincaré (Jegerlehner, 2008). Usando esto podemos
definir un cuadrivector que serd muy importante en el trabajo y es el de cuadri-

momento

FE
p,u = (Evpxapyapz) (263)

Si obtenemos su magnitud al cuadrado obtendremos,

E? E?
Pow=— =W +p,+p)="75 v (2.64)

Si recordamos la famosa relacién que existe entre la masa en reposo de una

particula, con la energia y el momento (Einstein, 1905),
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E? = p*c® + m*c (2.65)

podemos obtener el valor de la magnitud al cuadrado del cuadrimomento,

P'p, = m*c? (2.66)

otro invariante de interés esta dado por:

rpt=FEt—2-p (2.67)

2.3.2. Ecuacion de Klein-Gordon

Para intentar construir una ecuacién cuantica relativista, debemos definir
los operadores en los que basaremos la teoria, lo que nos lleva a la representacion

en el espacio de configuracion del vector de momento:

1
P! =iho" = zh(;%, -V) (2.68)

Como primera aproximacion, realizamos la cuantizacion de la ecuacion

(2.66) y la aplicamos a una funcién de onda por la derecha,

1 0%
(p'py — m*)p = —hz(g@ — V3 —m*c*Y =0
1 02 m2c?
(—2@ -V s )Y =0
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m2c?

O+

)Y =0 (2.69)

Donde OO = 0*0,, es el operador de d’Alembert, tenemos la expresién (2.69)
la cual se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon la cual describe la teoria de

particulas sin espin en el contexto de la relatividad especial (De La Pena, 2014).

2.3.3. La ecuacién de Dirac

La ecuacién de Klein-Gordon describe la teoria cuantica relativista de par-
ticulas cargadas con espin cero, por lo que aun hace falta encontrar otra ecuacién

que pueda describir particulas de espin 1/2.

Tomando esto en cuenta, Dirac consiguié encontrar una ecuacion que des-
cribe la dindmica de las particulas relativistas de espin 1/2 (Dirac, 1928). Para

llegar a ella, factorizamos la relacién de energia relativista, dada por la ecuacion

(2.65).

P'pu — mAict = (B%ps — me)(Ypy + me) = 0 (2.70)

Desarrollando el lado izquierdo

2.2

P'py — m? = pi — pi — ps — p3 — m*c? (2.71)

Del lado derecho tenemos
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(Bpr — me) (' pa + me) = By pepa + me(B7pe —V'pa) —mP =0 (2.72)

Como no tenemos términos lineales del momento en el lado izquierdo de la

ecuaciéon, deducimos " =

2

P'pu — m*c® = 4"y pupy —m*c® = 0 (2.73)

Si expandimos los subindices del lado derecho

VY pepa — met = ()P0 + (7))°p + (V)°p3 + (7)) 7p3
+ (7" +4"popr + (19 + 1) pops
(2.74)
+ (V7 + ) pops + (V197 + 2 )P
+ (7 e + (P9 + 4y )paps — mPe?

Sabemos que esta ecuacién debe ser igual a (2.71), por lo que los términos
que contienen el anticonmutador de los términos v deben eliminarse. Esto es
{4,947} = Y + ¥y = 0, si p # v, también podemos observar que (7°)? =
1, (V12 = (7®)? = (7*)? = —1. Estas propiedades se resumen en la siguiente

ecuacion (D. J. Griffiths, 1987):

{97} = 29" (2.75)
Resulta que no hay cantidades escalares que cumplan estos requisitos, por
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lo que v* es un conjunto de matrices de 4x4, que esta definido con una relacién

de anticonmutacién entonces

P, — m?c® = (Y"p. — mc)(v’\p)\ +mec) =0 (2.76)

Tomamos el primer término de la derecha y lo expresamos en su represen-

tacion del espacio-tiempo de configuracion

(ihy"0, — me)(xz) =0 (2.77)

Donde 9 (z) es un bi-espinor de cuatro componentes y x es el cuadrivector de
posicién. Si introducimos la siguiente notacién v*9, = @ llegaremos a la siguiente

expresion en unidades naturales (A =c = 1)

(i) — m)(x) = 0 (2.78)

La cual se conoce como la ecuacion de Dirac y es utilizada para describir
la teorfa cudntica de las particulas relativistas de espin 1/2, aun que esto tltimo

aun no es muy claro, para eso debemos estudiar las matrices ~.

2.3.4. Matrices gamma

En la seccion anterior se definié la ecuacién de Dirac, al mismo tiempo
que encontrabamos las propiedades que deben cumplir las matrices gamma que
aparecen en ella. Estas propiedades no definen un conjunto tinico de matrices, si no

que proveen una lista de reglas de las cuales podemos obtener un conjunto dado.
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La eleccion de la representacion de estas matrices puede variar con el problema

que queramos estudiar. La forma de las matrices que utilizaremos es la siguiente

(Bjorken y Drell, 1964),

7 = .= (2.79)

Donde o, es la a-ésima matriz de Pauli, las identidades y los otros com-
ponentes de las matrices son a su vez matrices de 2x2, de manera que la matriz

resultante sea de 4x4

2.3.5. Densidad y corriente de probabilidad

Podemos encontrar una corriente de probabilidad asociada a la ecuacion de
Dirac, si definimos el bi-espinor adjunto 1) = 114", este obedecera la ecuacién

para el espacio dual

w% +m) =0 (2.80)

Procedemos aplicando el bi-espinor normal por la derecha a la ecuaciéon

anterior y el adjunto a la ecuacion de Dirac por la izquierda y las sumamos

DD +m)d + i —myp =0

_ _ _ _
DD+ D =60 A"+ Py ) = 0
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Esto es

D) = 0 (2.81)

La cual es la ecuacién de continuidad asociada a la ecuacién de Dirac,

donde j* = Yy*1) es la cuadricorriente asociada, su componente cero nos dara la

densidad de probabilidad

70 =y = Ty = Ty (2.82)

Podemos observar que es positiva definida, resolviendo uno de los problemas
que presentaba la ecuacion de Klein-Gordon, ademas de conseguir que la ecuacion
describa la dindmica de particulas de espin 1/2 usando las matrices de Pauli para

la representacion de las matrices gamma.

2.3.6. Particula en reposo

Para la ecuacion de Dirac tenemos dos casos de interés para una particula
libre, el primero concierne a una particula en reposo, que no tendra parte espacial

en el cuadrimomento, su solucién sera de la forma

Y(x) = Ne ™" Pru(p) (2.83)

Donde u(p) es un vector columna de cuatro componentes. Al aplicar esta

solucién en la ecuacién (2.78) y eliminando el exponente, tendremos
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(7E u(p) — m u(p)) =0

En forma matricial

E [2:(:2 0 Uq
0 —FE Iy Uy
E u,

—Eub

m Iogo

mug

Donde u,, up son vectores columna de 2x2. Se puede ver de esta ecuacion

que tendremos dos posibles valores para la energia, que a su vez requeriran que

algunos de los componentes de u(p) sean cero de acuerdo al valor de E, para la

energia positiva tendremos u, = 0

Uy =

Las soluciones de energia negativa necesitan que u, = 0

Uus =

o o O
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Uyg =
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Estas cuatro soluciones forman una base completa. Las primeras dos solu-
ciones corresponden a una particula de espin i%. Verificamos usando el operador

en la direccién z para un sistema de dos particulas de espin 1/2

10 0 O
N 1 110 -1 0 O
SZ:§O'Z®O'Z:§ (286)
0O 0 1 O
0 0 0 -1
8.y = S, up = —2 (2.87)
z U1 = 2U17 z U2 = 2U2 .

Si ug y uy son soluciones, también lo serdn si realizamos el cambio [E —

—FE, p — —p| (convencién de Feynman-Stueckelberg), definimos

U1<E7p) = U4(—E, _p) =

(2.88)

UQ(Eap) = Ug(—E, _p> =

Que tendran asociadas energias positivas al igual que las soluciones u, estas

tendran componente z de espin dado por
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Sz V1 = — <V, Sz Vo = 51]2 (289)

Esto nos lleva a otra de las predicciones de esta ecuacion. Como podemos
ver, asociamos vy a u4 y v con ug, porque al aplicar el operador de conjugaciéon
de la carga, este toma un electrén de espin positivo (spin up) y lo regresa como
un positron de espin negativo (spin down). Asi el conjunto [{uq, v}, {ug, v2}]
corresponden a pares particula-antiparticula de spin up o spin down bajo dicho

operador.

2.3.7. Particula libre con momento

La particula libre con momento tendra una soluciéon de la forma

U(x) = Nem""Pru(p) (2.90)

Al introducir la solucién en la ecuacién de Dirac,

(iv"*pu — m)u(p) =0 (2.91)
I 0 0 ¢ I 0 Ug
E— p—m ) =0
0 —1I —0 0 I Up

—0 (2.92)
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&)

|~

—m Wb Uq
g - (2.93)
U (G-p)
b E'erua

Estos nos indica que tendremos dos grupos de soluciones, en el primer grupo
u, = (1,0)" 0 u, = (0,1)%, el segundo u, = (1,0)" 0 u, = (0,1), para encontrar la

forma explicita de las soluciones, calculamos la expresion (7 - p)

. p- (P — ipy)
(U ’ ﬁj = 0Pz + OyPy +0.p. = Y (294)

(pac + ipy) —DP:z

conociendo esto, la parte espinorial de las soluciones sera

Pz DPx—1Py
1 0 E—m E—m
0 1 Pz+ipy —D=
o o o E—m o E—m 9
Uy = , U2 = . y Uz = , Ug = < 95)
Pz Pz —1Py 1 O
E+m E+m
pz+ipy —Pz
E+m E+m 0 1

Donde w1 y up son soluciones de energia positiva, dada por E = /p? +m?, las
otras dos corresponden a energias negativas. Usando la convencion de Feynman-

Stueckelberg para estas soluciones [E — —F, p — —p|

Pz —ipy Pz

E+m E+m
=Pz Patipy
n=u(—E,—p)=| " |, ww=us(—E,—p)=| "t (2.96)
1
1 0

las soluciones u y v también forman pares particula-antiparticula como en

el caso anterior, a diferencia del mismo, estas soluciones no son eigentestados de
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A

S., a menos que el momento sea puramente en la direccién z.

2.3.8. Contenido de espin

Sabemos que el electrén es un particula de espin 1/2; por lo que no espe-
ramos que conserve las propiedades del momento angular que se ve en la teoria

cuantica sin espin. Esto se ve mas claro cuando usamos la ecuacién de Heisenberg

dG . .. 0G
i = G, H] + is (2.97)

El operador de momento angular no depende explicitamente del tiempo, por
lo que su evolucion temporal depende de su conmutador con el hamiltoniano. De
la teoria cuantica ordinaria esperamos que estos operadores conmuten. Entonces

buscamos el operador hamiltoniano de Dirac. Comenzemos con

(V'py—m) =1"E —4'p1 = ¥’pa —V’ps —m=~1"E—-F-F—m=0 (2.98)

Si despejamos para E, utilizando la propiedad v°7° = I, identificaremos el

hamiltoniano

H =97 p+m) (2.99)

Estudiamos el caso del componente z del operador de momento angular

orbital L, = Yp. — 2Dy
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A A~

(L., H] = [yp. — 20y, Y’ (v'ps + ¥*py + 7’0 + m))]
=Y (v yp: — 2Py, pa) + V2 [yp: — 2Dy, D) + VY. — 2Dy, D))

=i7°(v’p. — 7°p,)

A A

(Lo, H] = 2'/70(5; X P)a (2.100)

Esto sugiere que el momento angular orbital no es una cantidad conservada.
Para corregir esto, debemos considerar que el electrén posee un momento angular
intrinseco, por lo que el momento angular total del electrén serd la suma de su
momento angular orbital y el de espin, de la forma J = L+ S. De la misma

manera que obtuvimos la ecuacién (2.100), podemos demostrar que

(S, H] = —i°(3 % p), (2.101)

Por lo que es claro que la cantidad conservada serda el momento angular

total

[J,H =[L+S,H =0 (2.102)

2.3.9. Normalizacion

Sabemos que las soluciones de la particula libre en movimiento para la

ecuacion de Dirac son
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1 0 Pa—ipy =

E+m E+m
0 1 —Pz pz'f‘ipy
E E
ulzN s UQZN ) s UlzN tm s ’UQIN tm
Pz Pz —Py 0 1
E+m E+m
pz+’ipy —Pz
E+m E+m 1 O
(2.103)

Estas soluciones siguen dos tipos de reglas de ortogonalidad, una dada por

la hermiticidad y la otra por el adjunto del espinor. Para el primer caso tenemos:

uius =N 7 Ors
2}” (2.104)
v, = N? )
U, Vs B +m TS

Como las soluciones describen a dos particulas que tienen la misma energia,
buscamos normalizar a un factor de 2F, por lo que N = v/E + m. Usando esto
podemos escribir las siguientes relaciones de ortogonalidad en términos del espinor

adjunto:

Uy = 2M0Oyg
(2.105)

UpUs = —2M0ys

Con estas relaciones de ortogonalidad, podemos obtener el valor de la cua-

dricorriente para la particula libre

J* = 2(E,p) (2.106)
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2.3.10. Antiparticulas

Dirac derivé su ecuacion en un intento de eliminar el problema de las den-
sidades de probabilidad negativas que observaba en las funciones de onda de la
ecuacion de Klein-Gordon. Dirac logré resolver este problema, ademas de que su
ecuacion describe naturalmente el espin del electron. A pesar de estos triunfos
aun tenemos problemas por delante. Las soluciones de la ecuacién (2.78) descri-
ben cuatro tipos de particulas, con energias iguales pero de signos diferentes y
con espin +1/2, la existencia de dichas soluciones de energia negativa requieren
de una reinterpretacion de la teoria de Dirac, pues hay que evitar que los estados
atomicos decaigan por radiacién a estados de energia negativa indefinidamente, lo
que sugiere que debemos encontrar una interpretacion diferente a la de particulas

de la teoria cudntica ordinaria (Bjorken y Drell, 1964).

Como solucién a este problema, Dirac imagino la existencia de un mar de
particulas, aplicando el principio de exclusion de Pauli, el cual nos dice que cada
uno de los posibles estados cuanticos pueden estar ocupados por un solo electron.
Dirac propuso que este mar de infinitas particulas estaba totalmente ocupado por
los estados de energia negativa, lo que solucionaria el problema de la estabilidad de
los estados base. Este mar contendria momento total y angular cero, pero carga
y energia infinitas. Estas propiedades podrian resultar preocupantes, pero solo
hace falta recordar que solo podemos medir diferencias entre niveles energéticos,
por lo que no se podria medir la energia infinita del mar. Por el lado de la carga,
la inmensa cantidad de ella estaria distribuida a lo largo de todo el espacio, por

lo que los campos resultantes no podrian ser medidos experimentalmente.

Por otro lado, existiria la posibilidad de que una particula con la suficiente

energia lograra interactuar con uno de los electrones de energia negativa en el
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mar, llevandolo a un estado de energia y carga positiva, lo que se percibiria como

un positron.

Tras el descubrimiento experimental del positron (Anderson, 1933), quedd
claro que la interpretacién de particulas singulares de la teoria cuantica de Schro-
dinger, no es aplicable a una teoria que busque unificar la mecanica cuantica y
la relatividad. Esto se debe a que necesitamos describir a multiples particulas,
asi como procesos de creacion y aniquilacion de las mismas. Lo que nos lleva a la
teoria cuantica de campos. La primera que estudiaremos es aquella que describe

la interaccion entre el campo de los electrones y el de los fotones.

2.4. FElectrodinamica cuantica

2.4.1. Interpretacién de Feynman-Stueckelberg

Como vimos en las soluciones para la particula libre con la ecuacién de Di-
rac, la interpretacion de Feynman-Stueckelberg dice lo siguiente: Una solucién de
energia negativa puede ser interpretada como una particula con energia negativa
que se propaga hacia atras en el tiempo. Esto es equivalente a una antiparticula

de energia positiva viajando hacia adelante en el tiempo.

e (E>0) e (E>0)

e (E<0) e"(E>0)

Figura 2.1. Diagramas de Feynman asociados al proceso de aniquilacién eTe™, de
acuerdo a la interpretacién de Feynman-Stueckelberg (Thomson, 2013).

De la figura (2.1), podemos ver que en la izquierda tenemos un electrén
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de energia positiva produciendo un fotén, ademés de un electrén de energia ne-
gativa propagandose atras en el tiempo. Usando la interpretaciéon de Feynman-
Stueckelberg podemos ver el mismo proceso en términos de electrones y positro-
nes, donde un positrén de energia positiva que se propaga adelante en el tiempo

se aniquila con un electrén, produciendo un fotén (Thomson, 2013).

2.4.2. Formulacién lagrangiana

En la seccion anterior estudiamos la ecuacion de Dirac, la cual describe la
dindmica del campo de particulas de espin % Estas particulas reciben el nombre de
fermiones. Si, ademas, estas particulas no interactiian mediante la fuerza fuerte,

se les conoce como leptones.

Los resultados obtenidos con esa ecuacion eran prometedores. Ahora nos in-
teresa conocer como se comportaria al interactuar con otros campos. Usualmente,
se parte de realizar el acoplamiento minimo al lagrangiano de Dirac, sumando el
término cinético del nuevo campo. Esta es una aproximacion valida, pero utiliza-

remos una que nos sirva para mas adelante.

Trataremos de promover la simetria global U(1) que exhibe el lagrangiano

de Dirac ante el cambio ¥ (x) — €“(x), a una simetria local dada por el cambio:

() = e y(a) (2.107)

Donde «a(z) es una funcion escalar, el espinor ¢ (x) es resultado de la ecua-

cion de Dirac, el lagrangiano libre de Dirac
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Lpirac = (@) (i7" 9 — m)¥(x) (2.108)

Al realizar el cambio al nuevo espinor tendremos

£ = (@) (i70,, — m)e ()

ﬁ:aom%wwwa%w@¢wn—wﬁmu@+aﬁﬂﬂ@wum—me%w@¢m0

£ =(x) (iy"( 8, —ie Da(x) ) —m) ¥(x)

Para construir un lagrangiano invariante ante transformaciones de fase lo-

cales, debemos introducir el concepto de derivada covariante de gauge

D, =0, —ieA,(x), A,(x)=A,(z)— da(z) (2.109)

Utilizando esto, llegaremos al siguiente lagrangiano invariante ante cambios

de fase locales

£ = §(@)(iv" D — m)(x) (2.110)

Para completar este lagrangiano, necesitamos un término que nos dicte la

dindmica del campo A, (x). Utilizaremos las ecuaciones de Maxwell para esto.
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2.4.3. El campo del fotén

De la seccion 2.1 sabemos que podemos escribir las ecuaciones de Maxwell
en términos de los potenciales eléctrico y vectorial magnético. En el gauge de
Lorentz ( V- A+ 18,¢ = 0). La ecuacién (2.2) en términos de los potenciales
toma la forma:

10%¢

C—Qw—vngzmgb:@m (2.111)

De igual manera, para la ecuacion (2.4) tendremos,

— —4 —
O0A=""7J (2.112)
C

Definimos los cuadrivectores del potencial y la corriente de la siguiente

manera

-

At = (¢, A),
(2.113)
JH = (cp, J)
Juntando esto con las ecuaciones (2.124) y (2.125)
4m
m — (2.114)
c

En el caso que no tengamos fuentes, la cuadricorriente es cero, por lo que

A" =0 (2.115)
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Lo cual coincide con la ecuacion de Klein-Gordon para una particula de
masa cero. Sabemos que los fotones son particulas bosoénicas, es decir de espin
entero. Por lo que las soluciones a la ecuacién homogénea y libre de K-G para el

fotén sera de la forma

A, = Ne ™Pe,(p) (2.116)

Donde €,(p) describe el espin del fotén, N es un factor de normalizacién.
Gracias a esto podemos identificar a A, como el campo del fotén. De electrodiné-
mica sabemos que la parte dinamica del lagrangiano electromagnético esta dada

por:

1 1
‘Cem - - VFMV - s
12 25

1 (0"A,)? (2.117)

Donde F* = gt AY — 0V A* es el tensor electromagnético, (0*A,, =0 ) es el
factor de gauge de Lorentz y se introduce mediante un multiplicador de Lagrange

(Jegerlehner, 2008).

2.4.4. El lagrangiano de la electrodinamica cuantica

Ahora que conocemos el significado del campo A* podemos escribir el la-
grangiano de la electrodindmica cudntica (QED por sus siglas en inglés), teoria

de interaccion entre los electrones y los fotones.

Lorp = ¥(x)(iy" D, — m)(z) — }LFWF“” - %(3“14“)2 (2.118)
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Al expandir D* obtendremos

Lopp = ¥(x) (iv*0, — m)y(z) — EFHVFHV _ %

1 (0" A (2))? + et (z)y () A, (2)

(2.119)

Sabemos que J = ep(x)y*1(x). Si ademds etiquetamos los términos que

solo contienen un solo tipo de campo obtenemos

ﬁQED = ‘CDirac + Acem + £int (2120)

Donde L;,; = J A, es el lagrangiano de interaccién, la carga e que uti-
lizamos es la del electron, la cual por convenciéon se toma como negativa, de
manera e = —|e|, entonces la carga de un leptén dado sera Qfle|, una colec-

cién de leptones cargados entran en la corriente electromagnética como JY =

S Qi p(x)y ey ().

2.4.5. Teoria de perturbaciones

Una de las cantidades mas importantes de esta teoria es la matriz de dis-
persion S la cual contiene los procesos de interaccion entre fotones y fermiones,

S viene esta dada por:

S—T (eifd“wﬁint(w)) ‘ (2.121)
®

Donde ® nos indica que solo se toman en cuenta los diagramas de Feynman

que no contengan diagramas desconectados sin patas externas, esto corresponde
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a la normalizacién de S. T nos dice que los operadores deben estar ordenados
temporalmente. Utilizando S podemos calcular varias cosas, una de las mas ba-
sicas es una funciéon de Green, en este caso corresponden al valor esperado de un

producto cronolégico de campos actuando sobre el vaci6 (Jegerlehner, 2008).

Gras(,y,7) = (0 T{Au(2)va(y)U5(7)} o) (2.122)

Podemos expresar las funciones de Green de los campos interactuantes me-
diante la formula de Gell-Mann Low, la cual relaciona el estado del vaci6 en la
teorfa interactuante (usualmente en la representacion de Heisenberg) con el es-

tado del vacié de la teoria no interactuante en la representacion de interacciones

(Gell-Mann y Low, 1954),

(O] T{Au(2)a(y)¥s(@)} o) =

(0] T{AD) ()00 ()35 (g)et I 2+ EimeY o) =

N .,

Z %/d%«l oediz, (0] T{ALO)(“’W&O)(?J)ES) (D) Lint(21) - - Lint(20)} |0)
n=0

+ 0Nt

(2.123)

Los campos a la derecha son correspondientes a la teoria libre y los valores
de expectacion del vacié se pueden calcular teniendo en cuenta las propiedades
de los campos libres. La expansion del termino exponencial nos llevo a la ex-
pansion en teoria de perturbaciones, la cual todavia no esta bien definida, pues
hace falta regularizaciéon y normalizacion. Dejando de lado esto, la evaluacion se

hace poniendo los campos en términos de operadores de creacién y aniquilacion,
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se utilizan las relaciones de conmutacién o anticonmutacion correspondientes, de
manera que todos los operadores de aniquilacion queden en la derecha y los de
creacion en la izquierda, lo que se conoce como ordenamiento de Wick, esto pa-
ra eliminar el vacio. Los términos resultantes pueden ser calculados utilizando
las reglas de Feynman para la electrodindmica cuantica (QED por sus siglas en

ingles).

2.4.6. Reglas de Feynman para QED

Tendremos las siguientes reglas, escritas en el espacio de momentos (Lan-

caster y Blundell, 2014).

Se tendra un factor de u®(p) o v°(p) para un leptén / antileptén entrante

de momento p y espin s.

» Un factor de u°(p) o v*(p) para un leptén / antileptén saliente de momento

py espin s.

= Dibuja todos los vértices como puntos en un plano, los externos tienen
sus correspondientes campos 1 (y;), @(@j) o A¥(xzy), los vértices internos
de interaccién tendran —ie@’y“wAu(zn) los tres campos sobre el punto del

vértice z,.

= Contrae todos los campos en pares representados por una linea que une
dos vértices, los campos de diferentes tipos de particulas se representan por

diferentes tipos de linea.

= Por cada linea interna de leptones, se inserta el término:

Z.Sf<p>aﬂ - (ﬁffni+i€)aﬂ
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A cada linea interna de fotones se inserta el término:

v

iD(p, )" = —ig" — (i = O ) iz

» Por cada vértice de interaccién se realiza la insercién:

ite(V“)aﬁ

= Las lineas externas de fotones entrantes contribuyen un factor de vector de

polarizacion €,(p).
= Las lineas externas de fotones salientes contribuyen €;, (p).

= Conservacién del momento y la energia. Por cada vértice escribe (27)46% (k1 +
ks +...) donde ki, ks son momentos entrantes al vértice, en caso de que sean

salientes, iran restando.

= [ntegrar sobre los momentos internos, por cada momento interno q se agrega

d*q
un factor @i

» El resultado de todo esto tendrd como factor un término de (27)*62(p; +

P2+ ... — pp) al eliminarlo se obtendra la amplitud para el proceso deseado.

= la presencia de términos fermidnicos requiere de anti-simetrizaciéon, por lo
que se incluye un signo negativo entre diagramas que solo difieren por el

intercambio de dos fermiones.

Como resultado de implementar estas reglas, se obtiene un diagrama de
Feynman. A partir del cual, podemos calcular la amplitud del proceso asociado
al diagrama (D. J. Griffiths, 1987). Esta amplitud se puede utilizar para calcular

secciones eficaces o tiempos de decaimiento.
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2.5. Cromodinamica cuantica

2.5.1. El modelo de quarks

El estudio de la fuerza nuclear fuerte comenzé con el descubrimiento de par-
ticulas provenientes de reacciones nucleares como el protén, neutron, los mesones
m, K y otras particulas que ahora se sabe interaccionan mediante la fuerza fuerte.
Estas no se consideran como particulas elementales, si no que estan compuestas
de conjuntos de particulas llamadas quarks, los cuales solo pueden ser observa-
dos en estados ligados de mas de una particula (Peskin, 2019). Estas particulas

compuestas se conocen como hadrones.

Las particulas mas ligeras que interactian fuertemente son los mesones T,

que poseen masas:

7t =139,57TMeV, n°=134,98MeV (2.124)

En 1935 Hideki Yukawa encontré que un campo cuantico que obedece la
ecuaciéon de Klein-Gordon, al interactuar con una fuente estatica presenta un

potencial dado por:

Vir) = 4%6""’” (2.125)

En unidades naturales (h = ¢ = 1), es el conocido potencial de Yukawa,
que es universalmente atractivo. Al comparar con las distancias a las que se

dan las interacciones nucleares, Yukawa propuso la existencia de una particula
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regida por la ecuacién de K-G con una masa m ~ 200MeV (H., 1935). En 1947
Lattes, Ochialini y Powell expusieron emulsion fotografica a gran altitud, donde

capturaron el decaimiento de un pion a un muén (Fig. 2.4).

Figura 2.2. Rastros del mesén 7 proveniente de rayos cosmicos, propagandose
hasta decaer en un muén (Lattes et al., 1947).

En los afios siguientes se descubrieron mas hadrones por medio de rayos
cHésmicos, hasta que a principios de los 50s se comenzaron a hacer experimentos
en aceleradores de particulas. Las colisiones se registraban en camaras de burbu-
jas, donde las particulas cargadas interactiian con el medio, dejando rastros de

burbujas, como lo muestra la Figura 2.5 (Peskin, 2019).

El descubrimiento de estas particulas llevo al desarrollo de la cromodina-
mica cuantica (QCD por sus siglas en inglés), que es la teoria que describe las
interacciones de quarks y los gluones. Existen seis tipos o sabores de quark con
carga de color, up, charm, top, down, strange y bottom, que interactiian mediante
la fuerza fuerte, la cual es mediada por gluones, que también tienen carga de color
por lo que estas particulas mediadoras de fuerza (a diferencia del fotén en QED)

también interactiian entre si (Halzen y Martin, 1984).
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Figura 2.3. Una fotografia de la reaccién 7—p — K°A tomada en una cdmara
de burbujas en el Laboratorio Nacional de Berkeley Lawrence en 1954 (Peskin,
2019).

2.5.2. El lagrangiano de la cromodinamica cuantica

Para estudiar esta teoria, pediremos que el lagrangiano de los quarks sea
invariante ante cambios de fase locales, como estas particulas son fermiones, seran

descritos por el lagrangiano de Dirac. Introduciendo en estas transformaciones,
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los generadores del grupo SU(3), lo cuales estdn relacionados con la carga de

color. El lagrangiano para los quarks sera:

Lirae = () (i@ — m)vi(z) (2.126)

Donde ¢ es el indice de color y j el de sabor. De manera analoga al caso
de QED, hacemos el cambio 1 (z) — €9=*“@)*4)(z), donde t* son los generadores
del grupo SU(3), el indice a va de 1 a 8. Estos generadores siguen las siguientes

reglas de conmutacion

[t 1] = i fobete (2.127)

Los generadores son matrices de 3x3. En general las matrices no son conmu-
tativas, estas generan un grupo no abeliano. El simbolo f%* nos da las constantes
reales de estructura del grupo, dicho simbolo es antisimétrico al intercambio de

dos indices. Para mantener el lagrangiano invariante, debemos promover el cua-

drigradiente a una derivada covariante de gauge dada por (Higuera Angulo, 2018):

D, = 0, +igst"Gj,(v) (2.128)

Los campos () estan asociados a los gluones, este puede ser escrito de la

manera G, = "G}, y se transforma bajo cambios de gauge de la siguiente forma:

Gh(z) — G;f(x) =G (v) — 0ua(x) — gsf“bcab(x)GZ(x) (2.129)
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El lagrangiano se modifica como:

L= PUir" 0, — m)d — g 4" i GO (2.130)

Para que los campos G}, describan explicitamente a los gluones, hace falta
incluir el término cinético de dicho campo, este es analogo al del caso de QED. Lo
que necesitaremos es el tensor de fuerza para el campo gluonico. El problema esta
en que los campos G, G, no conmutan entre si, este tensor puede ser obtenido

con la identidad G, = H%S[DN, D,]. Llegando a la siguiente expresién

Guw = 0,G, — 0,G, +1ig5|G,, G)] (2.131)

Donde G, es el tensor de fuerza gluonica. Podemos usar las reglas de
conmutacién de los generadores del grupo SU(3), recordando que G, = G

para obtener G,

Gy, = .Gy — 0,G8, — g, [ GG, (2.132)

Utilizando esto y anadiendo el término del gauge de Lorentz, tendremos el

siguiente lagrangiano.

- j —J a j a 1 v va 1
L= wz(wuau - m)% - gsw; ’Yﬂt w; Gu - _Gg Guu - 2_5

1 (0"G%)? (2.133)

El término que introducimos para arreglar el gauge (%(6“6?;)2) rompe la

simetria de cambios de fase local. Por lo que hace falta la inclusién de los tér-
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minos de Faddeev-Popov (Faddeev y Popov, 1967). Los cuales anaden campos
fantasma con carga, que corresponderian a particulas de espin cero, pero que
anti-conmutan, cosa que viola la estadistica del espin, lo que no es problema
puesto que estos campos no son observables. Al introducir estos términos, reco-
bramos la invariancia que perdimos al arreglar el gauge, ademas de la unitariedad
y renormalizabilidad de la teoria. Estos campos fantasma estan descritos por el

lagrangiano (Jegerlehner, 2008).

‘CFantasma = Nﬁaauna + gsfabc(auﬁa)GZna (2134)

Si sumamos este término al lagrangiano de la ecuacién (2.133), obtendre-

mos.

1 a
_(au(;uf

g j —J a ,.J (e 1 v ya
L =0y(iv" 0 — m)v] — gty 1" ¥ G, — 1GU G, — 5 :
(2.135)

+ OO + gof (O Gl
Este es el lagrangiano que describe la dindmica de los quarks, sus interac-
ciones con el campo de los gluones y las auto-interacciones de los tultimos. Para

comprender los procesos que se llevan a cabo en las interacciones fuertes, hace

falta trabajar con las reglas de Feynman para QCD.

2.5.3. Reglas de Feynman para QCD

Igual que en el caso de QED, se utilizan los diagramas y las reglas de

Feynman para construir las integrales asociadas a un proceso fisico. Comenzamos
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expresando las reglas de lineas externas para los diagramas (Higuera Angulo,

2018).

Quark entrante de momento p se denota por el término u(p).

Quark saliente de momento p estd dado por u(p).

Anti-quark entrante de momento p se denota por v(p).

Anti-quark saliente de momento p estd dado por v(p).

Gluon entrante de momento k se denota por e*(k).

Gluon saliente de momento k estd dado por e**(k).

Las reglas para lineas internas de particulas, asi como los vértices de inter-

accion de estas, estan dadas por lo siguiente:

Particula Propagadores

. p )
Quark 1 —>— ] iSo(p) = 5m‘¢+m7
q
Gluon M@ b s () - 8 g 4 (¢ 1))
Fantasma ¢ % b 0% G (k) :i%bj
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Particulas Vértices

Quark-gluon I, a —1gstty*

N/
3 Gluones a,a 7 —gs [ (g™ (k—p)P+g°° (p—q)°

V) 9" (q — k)7,

8,0
c
Fantasma- U, @ s I gsf*eqt,

N\ P
gluon ;\

4 Gluones
facefbde (gaﬁgp)\ o go&\gpﬂ)

fode foee(gaBghe — gor Al

/Bab p,C

El resto de las reglas son similares al caso de la electrodinamica cuantica y

como vimos en la seccién anterior, se expresan de la siguiente manera:

Conservaciéon del momento y la energia, por cada vértice escribe
(27)*62(ky + ko + ...) donde ki, ky son momentos entrantes al vértice, en caso

de que sean salientes, irdn restando.

Integracion de momentos internos, por cada momento interno ¢ se

agrega un factor %

o8

+

—igi[fe f (g g™ — g**g™) +
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Antisimetrizacién, la presencia de términos fermiénicos requiere de anti-
simetrizacion, por lo que se incluye un signo negativo entre diagramas que solo

difieren por el intercambio de dos fermiones.

La constante de acoplamiento g5 del grupo SU(3), se relaciona con el aco-
plamiento de las interacciones fuertes de la manera a, = %. Durante el proceso
de renormalizacién, se llega a que la constante de acoplamiento renormalizada,
depende del momento transferido en el proceso a estudiar. Cuando se tiene una
gran transferencia de momento, como seria el caso de una colisién profundamente
inelastica, se tiene que un desarrollo en teoria de perturbaciones sobre la cons-
tante de acoplamiento serd convergente. En cambio, si tenemos un intercambio
de momento muy bajo, la expansién perturbativa sera divergente, por lo que hay

casos en los que la teoria de perturbaciones no podria describir los procesos de

QCD (Greiner et al., 2006).
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3. Contribuciones al momento magnético ané-

malo de un leptén

El momento magnético anémalo se divide por su contribucion en las dife-
rentes teorias del modelo estandar, la parte dominante viene de las interacciones
electromagnéticas, mientras que las contribuciones de las fuerzas nucleares fuerte
y débil son menores. A pesar de esto, el error se ve dominado por las contribu-

ciones hadronicas de la fuerza nuclear fuerte.

_ QED QCD Weak
ae:#ﬂ' - CLe,/;,T + ae,u,T + ae,u,T (31)

3.1. Momento magnético anémalo en QED

Para calcular la contribucion a a., . de la electrodinamica cuantica, uti-
lizaremos las reglas del capitulo anterior para estudiar el momento magnético
anémalo de un leptén en QED. Para esto utilizaremos las relaciones de anti-
conmutacién {y*,+v"} = 2¢" y conmutacion [y, "] = —2ic"” de las matrices

gamma, al sumar estas relaciones se obtiene:

V" =g —ic" (3.2)
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Recordando la ecuacién de Dirac en el espacio de momento

v pou(p) = mu(p)

Multiplicamos por v* por la derecha

Yy pyu(p) = [g" — io"]p, = my"u(p)

Entonces

Vulp) = [ — i Jup) (33

Para el espinor adjunto de momento k, se tiene

T(k)" = Sa()[E + ik (3.4)

m

Podemos estudiar el momento magnético anémalo de un lepton a partir del
vértice electromagnético. Utilizamos las reglas de Feynman, la funcién de Green

asociada al vértice revestido por los propagadores completos se ve de la forma:

Guap(®,y,2) = (0| T{Au(2)¢a(y)¥5(2)} |o)
= /dx/dy’dz/ iD, (" —x) iS5y — Y)ara ((Thg(a’ Y, 2) iS5(Z = 2)pps

(3.5)

El diagrama de Feynman asociado a esta funcion de Green esta dado por la figura

(3.1), la funcién del vértice electromagnético por la Fig. (3.2)

!
p

Los propagadores i D/, |y iS}a,a corresponden de manera respectiva a una li-

nea de fotones y leptones con todas sus correcciones radiativas (Jegerlehner, 2008).
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Figura 3.1. Diagrama de Feynman para el vértice electromagnético revestido por
los propagadores completos (Jegerlehner, 2008).

1 ap = =

Figura 3.2. Diagrama de Feynman asociado a la funcién del vértice electromagné-
tico y su descomposicion para los diferentes ordenes de teoria de perturbaciones
(Jegerlehner, 2008).
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Para obtener el momento magnético anémalo del muon nos concentramos en el
vértice electromagnético, dado por la figura (3.2). Al cual se le asocia la amplitud
que describe la corriente electromagnética de la dispersién de dos muones, uno de
momento p; y tercer componente de espin 71, el otro con momento y componente
de espin py, 79, ¢ es el momento transferido y estd dado por ¢ = (ps — p1)%
Para este caso tenemos invariancia traslacional en el espacio-tiempo, por lo que
la corriente tiene la forma J¥ (z) = €75~ (0)e " Si tomamos en cuenta que

los estados del muon también son eigenestados del operador de momento (Jeger-

lehner, 2008) tendremos,

Mg, p) = / o (u(p, )| I (@) |u(pr, 1)
- / e PP (g )| T2 (0 [(prs ) (3.6)

= (27)45(4) (g — p2 + p1) (p(p2, m2)| J4,(0) | e(p1, 1)

Nos enfocamos en el elemento (u(ps,r2)| JH,(0) |1(p1,71), el cual estd dado

por

(P2, 72)| 5, (0) [1(pr, 71) = (—ie)u(p2) I (p1, p2)u(pr) (3.7)

Si trabajamos en el orden més bajo de la teoria de perturbaciones y apro-

vechamos las ecuaciones (3.3) y (3.4) esto toma la forma
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(1(p2,72)| J5,(0) [p(p1, 1) = (—ie)u(pz)y*u(p1)

1

= (-ie) (G u(e2*] (o) + 5(02) Lulp) (3.5)

\)

B ;_sﬂ(m)[(pl + po)" + 10" g, u(pr)

Despejando el término (p; + py) obtendremos lo siguiente:

(ieyaten) (L3 i) = Srcnllb — i aut) (39

El término que contiene 0" ¢, estd asociado al momento magnético. En este
orden de teoria de perturbaciones, se predice que el valor del momento magnético
serd g = 2. Regresando a orden de teoria de perturbaciones arbitrario podemos
descomponer la funcion del vértice en términos de otros cuadrivectores de la

siguiente manera

(pr,p2) =" A+ (p1+p2)*' - B+¢"-C (3.10)

Donde A, B,C son numeros, los cuales usualmente dependen de ¢*. La
funcion del vértice tiene asociada una identidad de Ward, la cual es analoga a
una ecuacion de conservacion de la corriente dada por ¢,I'* = 0. Es claro que el
numero C' debera ser directamente cero para cumplir con esta identidad, ademas
los primeros dos términos desaparecen al hacer el producto u(ps)[g,['1|u(p1). De
la ecuacién (3.10) conocemos la forma que el término (p; + p2)* toma dentro del
producto, por lo que podemos sustituirlo sin perdida de generalidad, llegando a

la siguiente descomposicion de la funcién del vértice electromagnético (Peskin y
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Schroeder, 2018):

1ot q,
2m

I*(p1,p2) = V" Fe(q®) + Fa(q®) (3.11)

Donde Ff es el factor de forma eléctrico y Fj; es el factor de forma mag-
nético, estos factores son funcién de ¢? y ademds contienen toda la informacién
acerca de la influencia que el campo electromagnético tendria sobre el leptén da-
do, incluyendo también la informacion acerca del acoplamiento de los términos

eléctricos y magnéticos. Ahora estudiaremos el limite cldsico, en el cual ¢? = 0

w0q,
2m

(—ie)u(p2) " (p1, p2)ulpr) = (—ie)u(p2) v Fie(0) + Fu(0)]u(pr)  (3.12)

Para obtener un resultado, necesitaremos la forma explicita de o*” empe-

zamos por el componente p = 0

o 1 .
o =50" 7] (3.13)
) 1 0 0 o; 0 o )
o = ! , ! =1 T = z'707J
21\o -1/ \-o; 0 o 0

De manera similar, encontramos que los elementos dados por ¢ son

., or O
o = —ieijk (314)
0 o

Tomando el limite clasico, donde ' ~ m y E > p, las soluciones de la
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particula libre de la ecuacién de Dirac se reducen a lo siguiente

u(pr) = (3.15)

El espinor adjunto sera

U(p2) = ul(p2)7* = (V5 0) (3.16)

Utilizando lo anterior, podemos calcular los componentes de la ecuacion

(3.7)

(20 = (=ie) (4] 0) b Fi(0) + 5 0) (317)

Nos enfocaremos en el segundo término, pues es el que contiene la informa-

ciéon del momento magnético

—1ie 0 o-
o = = (4 o) ] <o (3.18)

2m

Para el resto de los componentes tenemos

) e (0 OLq; 0
(JE,(0)) = Mezjk <¢£ 0) k4 (0N

2m 0 0kqj 0
:ieFM(O)E.. ( ' 0) (okg;)n (3.19)
om Uk V2 0
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Al interactuar con el campo electromagnético, la amplitud es de la forma

M= Jh A, esto es

. 1eFh (0
J'A; = #()Eijk (Vo] o [101) q; A (3.20)

Identificamos By (q) = —ie;1q;A; como el campo magnético generado por

A* en el espacio de momentos, entonces

2m

J'A; = (o%) By, (3.21)

El cual resulta muy parecido al hamiltoniano de una particula con espin
1/2 interactuando con un campo magnético. La relacién entre el factor de forma
F(0) y el momento magnético queda muy clara (Peskin y Schroeder, 2018), el
factor de forma Fg(0) se asocia al momento dipolar eléctrico, su valor se toma
como Fg(0) = 1 debido a que es la condiciéon de renormalizacién de la carga
eléctrica (Jegerlehner, 2008) . Utilizando esto, podemos desarrollar M = J# A,

con todos sus componentes . En el limite ¢ = 0

ot q,

M = (—ie)u(p2) [y F(0) + 2m

Fy(0)]u(p1)Au(q) (3.22)

Si usamos el resultado de la ecuacién (3.9) en el término de Fg

1o q,
2m

M = (ieyatps) | PP i 0) 4 5(0) + Fag(0)]

u(p1)Au(q)
(3.23)

Conocemos el resultado del término que contiene o por lo que nos enfo-
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caremos en el primer término

_ ZGFE(O)
2m

u(p2) [(p1 + p2)"] ul(p1)Au(q) (3.24)
Reescribimos (p; + p2) — P’

2m

T(ps) [(pr + p2)*] u(pr) Ayg) = —ifgm (P A (3.25)

Esto en el espacio de configuracion se veria de la forma (9'") A, si trabajamos

s

en el gauge de Lorentz este término es directamente cero (0'*) A, = 0. Por lo que

M se verd como

M= () - B (3.26)
Sabemos que la condiciéon de renormalizacién de la carga nos pide que

Fr(0) =1, por lo que sin perdida de generalidad podemos reescribir la expresion

de la siguiente manera

M = =21+ Fy(0)] pup(S)- B (3.27)

Donde F5(0) se conoce como momento magnético anémalo o factor g-2'y

usualmente se escribe como a , -, también es usual encontrarlo escrito de la forma

(opr =2 (3.28)

Las contribuciones a a. , , se obtienen mediante correcciones realizadas me-

diante la teoria de perturbaciones, para la amplitud de dispersion M, el momento
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magnético anémalo también se suele expresar como una expansion en serie de po-

tencias en términos de la constante de estructura fina

- i) (XN
Qe = Z ae,L,T(;) (329)

Donde o = €2/47 es la constante de estructura fina. E1 momento mag-
nético anémalo de los leptones es una consecuencia de fluctuaciones
cuanticas. Estas vienen de las diferentes areas del modelo estandar de particulas
como: La electrodindmica cudntica (QED), la cromodinamica cuantica(QCD) y
las interacciones débiles (Weak). Hasta ahora solo hemos visto el caso de la prime-
ra area, en este trabajo nos centraremos en una de las contribuciones dadas por la
cromodinamica cuantica. Para un tratamiento mas completo de las contribucio-

nes de QED se recomienda revisar el trabajo de Oscar Valdés (Valdés Martinez,

2021).

3.2. Contribuciones hadronicas

Cuando pasamos de estudiar a los leptones en QED (particulas que no
interactiian mediante la fuerza fuerte), a otros tipo de particulas que se encuentran
en el modelo estandar, la siguiente contribucién importante al valor del momento
magnético anéomalo del muon, viene dada por las interacciones fuertes, las cuales

se dividen en dos tipos.

Polarizacién hadrémnica del vacié (HVP) los diagramas de este tipo
aparecen en términos del orden O(a?) en la expansién perturbativa sobre la cons-
tante de estructura fina, y se obtienen al sustituir lazos de leptones por quarks.

Tomando en cuenta que estos interactian a su vez con gluones ademas de fotones,
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debido a la escala energética que se requiere para estudiar el momento magnético
anémalo, la constante de acoplamiento fuerte es grande y no es posible realizar

un tratamiento en teoria de perturbaciones para obtener esta contribucién.

Dispersién hadrénica de luz por luz (HLbL por sus siglas en inglés),
esta contribucién aparece en el orden O(a?), y viene dado por la Figura 2.3

(Jegerlehner, 2008), la cual serd el enfoque de este trabajo.

Actualmente la incertidumbre en el calculo a causa de los efectos electro-
débiles, se encuentra bajo control, por lo que la mayor parte de la incertidumbre
viene de las contribuciones hadrénicas. La mayor de estas viene de las interac-
ciones de la polarizacién hadrénica del vacio, en los ultimos anos, esta ha sido
reducida sistematicamente, lo cual llevara a que la contribuciéon de incertidumbre
mas grande venga de las interacciones de dispersion hadrénica de luz por luz,
como se menciond anteriormente, el enfoque de este trabajo se encontrara en la
contribucién HLbL provocada por diferentes efectos hadrénicos (Colangelo et al.,

2017).

u(p')

Figura 3.3. Diagrama de Feynman para un proceso de dispersion HLbL, donde
un fotén real entra al globo que encapsula las interacciones hadrénicas, del que
salen tres fotones virtuales que interactiian con un muon.

70



4. Metodologia

Como se mencioné antes, la contribuciéon por HLbL, entra como una in-
sercion a tercer orden en teoria de perturbaciones para la funcién del vértice
electromagnético. La interpretacion del diagrama de Feynman de la figura 3.3,
nos dice que un campo electromagnético externo interactiia con un mudn, me-
diante tres fotones virtuales, provenientes de un globo de interaccién hadrénica
que se genera a partir del foton real externo, las interacciones que ocurren dentro
del globo provienen de la cromodindamica cuantica, y deberian tomarse al ma-
yor grado de teoria de perturbaciones posible, desafortunadamente en la escala
energética que se estudia al momento magnético anémalo del muoén, no es posible
realizar una expansion en teoria de perturbaciones para las interacciones hadré-
nicas, por lo que se debe recurrir a otras metodologias para realizar el estudio,
las principales se basan en calculos dispersivos o de lattice, en este trabajo nos

enfocaremos en la primera metodologia.

4.1. Contribucién de dispersiéon HLbL a q,

Para calcular la contribucién al vértice electromagnético, proveniente de
la dispersién hadrénica de luz por luz, que esta representada como el globo de
la Figura 3.3, es necesario calcular el tensor de HLbL, el cual es una funcion

de Green para cuatro corrientes electromagnéticas en QCD y estd dado por la
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expresion:

HHV}\p(Qla q2, Q3) = —1 /d4$d4yd4z e_i(91'$+QQ'y+Q3-z)
(4.1)

(O {25 (@) T () T2 (2) £, (0} ]0)

Donde las corrientes electromagnéticas incluyen los tres quarks mas livianos
y estan dadas por J* = gQv"q, donde ¢ = (u,d,s)’ contiene los espinores para
los quarks en cuestién, con @ = diag(2/3,—1/2,—1/3) es una matriz diagonal
cuyos elementos son las cargas de cada tipo de quark, ademas ¢4 = ¢1 + ¢2 +
q3, como la corriente electromagnética se conserva, el tensor debe cumplir las

siguientes relaciones de Ward-Takahashi (WT) (Colangelo et al., 2017).

{qlfaQ5>Q3),‘>QZ}HW,\;)(Q1,Q2,q:s) =0 (42)

Lo cual requiere lo siguiente,

, 0
Hpu)\p((ha 42,44 — q1 — q2) = —q aqp H;W)\O'(qla 42,44 — 1 — q2) (43)
4

De esta manera, la contribucién debida al tensor HLbL al vértice electro-

magnético estd dada por:

(u(p)] (i€)J,(0) |u(p)) = —(ie)u(p')1L,(p)u(p)
:/ d4ql d4QQ (—Z)g 7 7

(2m)* (2m)" gig5 (a1 + @) (' + @0)* — mj, (P — 2)* — m}, (4.4)

x (=ie)*a(p’) (7" (0 + o+ m)y (P — g+ my)n)ulp)

X (ie)4HuuAp<QI7 92,01 — @ — G2)
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Recordamos la descomposicién covariante de la funcion del vértice electro-
magnético, donde ¢4 = (p — p).
io,

a(p" )L, (p, p)u(p) = w(p') [V, Fe(di) + ﬁquM(qi)]U(p) (4.5)

La ecuacién (4.3) implica que II, = ¢7II,,, que seguira la identidad de WT
¢iq7u(p ), (p', p)u(p) = 0, esto requiere que para el caso de la contribucion

HLbL Fg(0) = 0, lo que nos lleva a lo siguiente:

w(p )Ly (p)u(p)
_ —i66 / d4ql d4QQ ]. ]_ 1
(2m)* (27)* g5 (g1 + @2)% (P + @u)? — m2 (p — ¢2)2 — m2

(4.6)
< TD) (0 + g+ M)y (= g+ )7 Julp)

0
X a—qi;HWAa(QL 92,01 — 1 — G2)

Al utilizar el método de proyectores de la seccién 4.5 encontrada en la refe-
rencia (Jegerlehner, 2008), se obtiene que la contribucién al momento magnético

andémalo del muén por parte de la dispersién hadrénica luz por luz estd dada por:

ol = o T B ) (0.1) (4.7

De forma explicita tendremos la siguiente ecuacion integral

GHIOL — e’ / d'qy d'ey 1 1 1
mo 48my, ) r)t r)t @a3 (a4 @) (p+ @) —mE (p— )2 —m?
< Tr{(p+m)[y", 771 (p + m) (3" (p + o + m) 7 (P — ¢ +mu)y")}

0
X (‘9_qZHWM(QI’ 92,04 — 1 — G2)
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4.1.1. Descomposicion BTT del tensor HLbL

De la misma manera que (Colangelo et al., 2017), descomponemos el tensor
1,5, usando los métodos de Bardeen, Tung (Bardeen y Tung, 1968) y Terrach
(Tarrach, 1975) (BTT) de la siguiente manera:

54
27 = " T (4.9)
i=1

La descomposicion BTT tendra las siguientes propiedades:

» Las estructuras de Lorentz cumplen la identidad de W'T.

{q‘faqzaqé\JQZ}TZV)\p(QMQ%QEi) = 07 v (S [17 54]7

= Solo hay siete estructuras diferentes, las otras estan dadas por versiones

cruzadas de estas.

» Las funciones escalares I1°(q1, g2, —q1 — ¢2) estdn libres de singularidades

cinematicas y ceros.

Las primeras dos propiedades provienen de la simetria gauge y de intercam-
bio entre los fotones virtuales, al hacer esta descomposicion, la contribucién a a,,

queda de la forma.

a

HLbL _ _ e / d'qy d'qy 1 1 1
: 48my, | (2m)* (2m)* ¢2g5(qn + @2)? (P + @1)? —m2 (p — q2)? —m?

x Tr{(p +m)[y*, 7 1(p + m)(¥*(p + ¢ + m )V (P — ¢ + mu)y")}

5 A i
X (3_qff ZTWAJ(Qh 92,44 — @1 — 6]2))

=1

(g1, g2, —h — q2)

q4=0

(4.10)

Podemos realizar un cambio de base en la descomposicién del tensor TT#7,

74



de manera que en el limite ¢; — 0 se eliminen 35 de las estructuras 7.

54
A7 = T (4.11)
=1

Aprovechando este cambio de variable, podemos contraer la traza que apa-

rece en la ecuacién (4.10).

A

Tilgz, azip) = o —Tri(p+m)1y" 71 +m) (Y (P + gh + 1)
m
v 0 i
’y’\(}/) — ¢+ mu)Y)} (WTMV)\O'<QI7 2,44 — q1 — CIQ))

44 qa=0

(4.12)
La integral de a//*"* queda simplificada de la siguiente manera

GHIPL — e’ / d'qy d'em 1 1 1
! a8my, J (2m)* (2m)* 47 g3 (qn + @2)* (0 + @1)? — m2 (p — 2)? — m?

X Zﬂ(%;%?]?)ﬁi(ﬁha(ha —q1 — ¢2)
ied

(4.13)

Siguiendo el trabajo realizado por Colangelo et al. en 2017, se debe realizar
una rotaciéon de Wick y una promediacion a lo largo de la direccién del momento
euclidiano resultante del muon, ademas de otras técnicas polinémicas, para reali-
zar directamente cinco de las ocho integrales, tomando en cuenta la simetria que
presenta T; ante el cambio q1 < —qo, se llega a la férmula maestra para la con-

tribucion HLbL al momento magnético anémalo del muédn, que queda reducida a
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la suma doce integrales.

1 12

3 00
o = 20 /0 iQuiq: | VTG0 Y @ Qa G, Q)
(4.14)

Donde II; son un subconjunto de las funciones I1;, las cantidades Q1, Qs, Qs

son las cantidades cinematicas para (g — 2),, dadas por:

s=q¢=—-Q3=—-Q7—|Q1]| |Ql7—Q3, t=¢5=—Q3, u=q; = —QF, ¢; =0
(4.15)

Para facilitar la evaluaciéon numérica de la féormula maestra, realizamos el

siguiente cambio de variables (Eichmann et al., 2015):

Q=50 Feosé— L VBsing),
Q5 = %(1—gcos¢+g\/§sin¢), (4.16)
Q3 = Q] +2Q1qo7 + Q5 = %(1 + rcos o),

La regién de integracién estard dada por & € [0,00), r € [0,1] y ¢ € [0, 27],

de manera que la formula maestra se transforma:

3 co 1 27 12 o
ks [ [T [ a6 Y 1Qn Qa1 Q)
0 0 0 P

T 43002
(4.17)

Donde @1, Q2 y 7 son funciones de las nuevas variables, se puede separar la

contribucién HLbL a (g-2) de la siguiente manera:
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qHLbL _ 70 —pole T LT (4.18)

En la referencia (Colangelo et al., 2015) se demuestra que la representaciéon
de las funciones escalares II; que se usaron hasta ahora, son mateméaticamente
equivalentes al calculo en QED escalar a primer loop, de esta manera usando una
parametrizacién de Feynman, en el limite de interés para (g-2), se llega (Colangelo

et al., 2017):

Tm—box v v 1 ' e
=" (Qf,qiqsf)=Fm(Qf)Fm(q§)F§1(Q§)16W2/ dw/ dyli(z,y)  (4.19)
0 0

Las 12 estructuras de Lorentz T} se podran encontrar en los apéndices de

este trabajo.

4.2. Factores de forma electromagnéticos

Muchas interacciones pueden ser modeladas mediante técnicas dispersivas,
en estas se estudian las amplitudes de dispersiéon de una interaccién dada, los
procesos de dispersion generados por distribuciones espaciales de carga, estan
parametrizados por factores de forma electromagnéticos, un caso ilustrativo es
el de la amplitud de dispersién obtenido por la aproximacion de Born para una

distribucion de carga, dado por:

f(0,9) = F(a) fyuntuar (6, ¢) (4.20)
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Donde f(6, ¢), fpuntuar(0, ¢) son las amplitudes de dispersién para una distribucion
de carga extendida y una puntual respectivamente, F(q) es el factor de forma
electromagnético, dado por la transformada de Fourier de la distribucion de carga

(De La Pena, 2014):

F(q) = /p(r)eiq'rdgr (4.21)

Donde p es la distribucién de carga, estos factores de forma eléctricos son
importantes, pues encapsulan toda la informacion acerca de la estructura de una
distribucién de carga, como trabajaremos en el drea de la cromodindmica cuan-
tica, en un régimen donde no se permite una descripcion por teoria de perturba-
ciones, es necesario implementar un tratamiento dispersivo, donde la informacién
acerca de la estructura interna de los mesones de interés para este trabajo estara

contenida dentro de sus factores de forma electromagnéticos.

4.2.1. Estructura interna de mesones

Los mesones son particulas compuestas por dos quarks, los cuales inter-
actian mediante el intercambio de gluones, el estudio de su estructura interna
es complicado, puesto que los gluones pueden interactuar entre ellos a nivel de
arbol. Hay diferentes metodologias para el estudio de la estructura interna de los
mesones, una herramienta poderosa para la descripciéon de la fisica en juego, que
ademas no es perturbativa, son las ecuaciones de Schwinger-Dyson, que son un
analogo de las ecuaciones de Fuler-Lagrange para campos cuanticos, estas per-
miten obtener un conjunto de ecuaciones integrales que relacionan las funciones

de Green de la teorfa (Roberts, 2012).
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Una de estas ecuaciones es la que se conoce como ecuacion de gap, la cual

tiene la siguiente representacion grafica.

y D
(==
” O
S I

Figura 4.1. Diagrama de Feynman que representa la propagacion de un quark que
auto-interactia con su campo gluénico (Roberts, 2012).

Con la cual podemos obtener la siguiente descripcién del propagador reves-

tido para un quark de sabor f:

S(p)~' =iv-p+my+ S(p) (4.22)

Donde la auto-interaccion del quark esta dada por:

S =3 | gTq) ¢ Dyu(p — )1 S(@)T () (1.23)

Donde my es la masa proveniente del lagrangiano para la corriente de quarks,
D,..(p — q) es el propagador gluénico y I',(¢,p) es el vértice de interaccién entre

quarks y gluones (Herndndez-Pinto et al., 2023).

Interaccion de contacto

Otras de las curiosidades mas importantes de la cromodindmica cuantica
es la generacion dinamica de masa para el gluéon en infrarrojo y la saturacion

de la constante de acoplamiento efectiva de la teoria a largas distancias, esto
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llevo al desarrollo del formalismo de la interaccién de contacto, donde los quarks
interactiian de una manera no dependiente del momento. La interaccion estara

dada por lo siguiente (Herndndez-Pinto et al., 2023):

9°D,, (k) = 4mard,., (4.24)

Donde a;r = % es el acoplamiento efectivo, m, es la masa que se genera
dindmicamente para el gludn, el vértice de interacciéon serd I',(q,p) = 7., lo
cual constituye un truncamiento del tipo Rainbow-ladder sobre las ecuaciones de
Schwinger-Dyson, el cual permite una simplificaciéon de los calculos sin afectar
mucho el poder predictivo de la teoria, Para el propagador dentro de la ecuacion

(4.23), usamos un ansatz del propagador revestido, que tendra la forma:

1

S = A + B @)

Si comparamos esta expresion con la ecuacién de gap para el propagador

revestido, podremos ver que A(¢?) = 1y B(¢?) = my + X(¢?), lo que nos deja

con.
S(g) = — (4.25)
o= iv-q+ M ’
Donde
o darp 9
M = my + M= (M) (4.26)
T

Los resultados obtenidos para M pueden ser consultados en (Hernandez-Pinto et

al., 2023), el calculo detallado de la ecuacién (4.26) se encuentra en el apéndice
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4.2.2. Ecuacion de Bethe-Salpeter

La ecuacién B-S nos permite estudiar el problema de estados ligados para

hadrones compuestos de dos quarks, y esta dada por:

dq4

L [x(q; P)lsrkin(q, ks P) (4.27)

[wmmmz/’

Donde [I'(k; P)]w, representa la amplitud del estado ligado de B-S, [x(q; P)] =
S(q+ P)I'S(q) es la funcién de onda de B-S y « es el kernel de dispersion quark-
antiquark, r, s, t, u son indices de color, sabor y espin, se puede descomponer la

amplitud de B-S, para un mesén pseudo-escalar de la manera:

I'ps(P) =ivsEps(P) +

S5 PPrs(P) (428)

Donde Eps y Fps son las amplitudes de Bethe-Salpeter para el mesén
pseudo-escalar dado, P es el momento total y Mp = My Mpo/(Mp + Mys) es la

masa reducida del sistema.

La ecuacién (B-S) tiene solucién cuando P? = — M2, donde M,, es la masa
del mesén, utilizando la ecuacién de gap y la de Bethe-Salpeter, se puede calcular

el factor de forma electromagnético para un mesén (Hernandez-Pinto et al., 2023).
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4.2.3. Vértice de interaccion quark-foton

El vértice de interaccién entre quarks y fotones, es uno de los ingredientes
principales para el calculo del factor de forma electromagnético de un mesén y

sigue una relaciéon de Ward-Takahashi dada por:

iP ) (ke ko, M) = S7 (kg M) — S™H(k_, M) (4.29)

Donde ky = k+1/2Py k_ = k—1/2P, la cual se determina de la siguiente

ecuacién de Bethe-Salpeter:

167a dq*
FZ(Q, M) = '7“ — 3 n / (27T>4’YaXu(Q+a q, M)fyoé (430)

Donde x,(q+,¢, M) = S(¢ + Q)[',(Q)S(q), explicitamente la funcién del

vértice tiene la forma:

. d!
I(Q, M) = 0 — 167‘;)&]1% / (2:‘1)4%5@ + QI(Q)S(9)7a (4.31)

Como trabajamos en el marco de la interaccion de contacto, la funcién
del vértice de interaccién no puede depender del momento, por lo que tendra la
forma T,(Q, M) = 7,P(Q?), donde P(Q*) es una funcién escalar que depende
del momento del foton, si descomponemos el vértice en sus términos transversales

y longitudinales a lo largo del momento (), tendremos:
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L7(Q, M) = 7, PT(Q*) + 7, P*(Q%) (4.32)

Donde 73 + 7£ =Ty + Ly = vy, ademds los proyectores transversal y

longitudinal tienen la siguiente forma en el espacio euclidiano 7},, (@) = 0,, — Qg)?ﬂ
Y Ly = Qg;?", de esta manera,
v-Q
(@) = — ot O (4.33)

El célculo detallado de las funciones P* y PT, puede ser consultado en el

apéndice D, donde encontramos los siguientes valores:

Pr=1
T 1
T 1+ K, (Q2, M) (4.34)
) darp 1 .
K(@2 M) = /) daa(l — a)QC) (w)

Donde w = M? 4+ a(1 — a)Q? y C(z); = T(0, 278y) — (0, 277), donde T'(0, a) es

la funcién Gamma incompleta.

4.3. Factor de forma electromagnético de un me-

Id

SOon

En el esquema de la aproximacion de impulso, consideramos un mesén de

momento inicial k; = k+ /2 y final ky = k — /2, que interactia con un fotén
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de momento (). El vértice de dicha interaccion tiene la forma:

d*l

r[Gih .

AT = 2k PPSIT = N, /
Donde

G = il (ki) S(1kay My JiTX(Qumy )S(1key, My iTar(p)S(L My,) (4.36)

El factor de forma electromagnético total de un mesén se descompone de

la siguiente manera:
FM(Q%) = ep FMIN(Q%) + e, FMR(QY) (4.37)

Si utilizamos las siguientes relaciones k7 = (k—Q/2)* = k} = (k+Q/2)* = — M3,
lo que requiere (k- Q) = 0y (k* = —M3, — Q?/4), si multiplicamos (4.35) por

2k, v despejamos el factor de forma F%/1 tendremos:

d* kx p
FPSIH(Q?) = —2N, / —(27T)2T7«[4—]€2 ER (4.38)

Sabemos que (k- Q) = 0, por lo que tendremos el siguiente producto k,I"(Q) =
PT(Q*) (v - k), de esta manera,

—N.PT
2k?

FPSI(Q?) = /Tr[z’FM(—ki)S(l + ki, My)iry - k
l

(4.39)
S+ kg, My)ilar (k) S(1, Ms)]

Donde [, = [ %, al sustituir la ecuacién (4.28) dentro del factor de forma
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tendremos lo siguiente:

T
FPSIQH) =g [TrE? S5 M) 5 S(1y, M)S(L M)
l

— EF {S(l;, M -k Sy, M ke S(I, M.
{5( 1) Y (Ly, My) v - ky S(1, Ma) (4.40)
Donde l; = | + k; para el momento final [; =+ k; y F = ﬁ, podemos ver que

el factor de forma tiene la siguiente descomposicion

FPSI(QP) = PT(QE? Top(@®) + BF Top(@) + F* Trp(@%)]  (441)

Donde

1 1
TE'E(QQ) — % |:/ daél(wl) + 2/ dOéd,BOéAEECQ(WQ)] ,
0 0

3 ! _ _
Ter(QY) = —5 / dodBa {Ag§cl<w2)+(Ag>F—MQAg;)c2<w2)], (4.42)
3 ! _ _
Tor(Q) = gz || dadia [ AL )+ (AF) = oA}l
Mg Jo

Por otro lado

wl(Mfla a, QQ) = M?l + a(l - CV)Q2,
wa (M1, Mz, a0, B, Myy) = aMFy + (1 — a)M7, — a(l — a) M3, + o (1 — 8)Q?

(4.43)
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finalmente

Apg = a(M7F, + M) + 2(1 — a) My Mys + (a — 2)M7,,
Ay = (Myps + Mpy),
AR = 2M? My + aMp [AMZ (o — 1) + aQ?]
+ Mp[2Mi (o —1)* + a@Q*(2a(B — 1)3 + a — 1), (4.44)
A% = (3a —2)M3, + a@Q?
AR = 20(ME (0 — 1)? + aM2,Q%(3a8% — 3a8 + a + 28 — 28> — 1))

— 2Mp Mo (2(cv — 1) M3, + aQ?) + Qan%lM]@
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5. Resultados y discusion

Existen diferentes metodologias para la obtencién de los factores de forma
electromagnéticos para mesones, implementando el analisis basado en interaccio-
nes de contacto (CI por sus siglas en ingles) visto anteriormente, se llega a los
siguientes factores de forma para los mesones pién y kaon, la bandas de error se

obtienen al variar el radio de carga en 5% para cada meson.

Pion EFF
1.0 T T T T T T T T T T T
08 =
06 -
—
125
uEﬁ:t:
04 =
02 <
0.0
0 2 4 6 8 10
@(GeV?)

Figura 5.1. Factor de forma eléctrico para el pion, que muestra las bandas de
error generadas por una variacion del 5% en el radio de carga del pion.
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Kaon EFF

08¢ ~

(@)

04r

02r ~

0.0
0 2 4 6 8 10

Q*(GeV?)

Figura 5.2. Factor de forma eléctrico para el kaén, con barras de error provenientes
de una variacién del 5% en su radio de carga.

Estos factores de forma fueron obtenidos a partir del trabajo de Roger Her-
nandez (Herndndez-Pinto et al., 2023), se hizo un ajuste mediante un aproximante
de Padé al set de datos de dicho trabajo, debido al tamafio de la muestra este se

construyo de la siguiente forma:

ag + a1x + a2x2

1 —f- bll' —|— bQCL’Q

R (x) = (5.1)

Los coeficientes para los aproximantes de Padé estan recopilados en la tablal.

La evaluacion numérica de la integral (4.17) se realizé en mathematica uti-
lizando la libreria CUBA para integracién multidimensional, para esta evaluacion
se utiliz6 como benchmark un ansatze para los factores de forma del modelo de

dominio de mesones vectoriales (VMD por sus siglas en ingles).
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Tabla I. Coeficientes del aproximante de Padé para las bandas centrales de los
factores de forma.

Coeficiente Pion kaén
a 0 0.999671 | 0.999611
a 1 0.32811 0.333398
a 2 0.0262687 | 0.0264025
b 1 1.19104 1.09298
b 2 0.0601881 | 0.0562799

2

VMD — m _
FVMD(?) = m% +pQ2 (5.2)
Q? 1 1 1 2 1
@ =15 e s era) (m) o

Donde m, = 0,1056583745, m, = 0,13957039, m, = 0,77526, m, =
0,78265, my = 1,019461, myx = 0,493677, e = 1/137,035999710 (Zyla et al.,

2020), que nos da los siguientes resultados:

an v = 16,4261 x 1071 (5.4)
al = —0,500535 x 10~ (5.5)

Ahora podemos comparar los valores con los del calculo para los factores

de forma electromagnéticos de CI. Estos datos se muestran en la tabla (II),

Tabla II. Contribuciones a a,, de los factores de forma para CI.

contribu- | 7, -5% (a, Erry) | 1 rp+5 %

cién

azi -21.3322x 10711 -22.8736x 10711 -24.4295%x 1071
afi -0.87895x 10711 -0.947979x 10711 -1.02099x 10~ 11

Para analizar estos resultados, primero compararemos el factor de forma

obtenido mediante la interaccion de contacto con los datos experimentales para
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Pion EFF con datos experimentales

14 T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Q@*(GeV?)

Figura 5.3. Factor de forma electromagnético del pion, las bandas azules repre-
sentan el modelo de interaccién de contacto, con una variacién de 5% en el radio
de carga, los puntos representan los datos experimentales.

cada meson,para el pion tenemos Fig. 5.3 y para el kaon Fig. 5.4.

Segun las figuras 5.5 y 5.6 , podemos observar que el error numérico para la
contribucion de HLbL de los mesones en interaccion de contacto es mucho menor
que la incertidumbre resultante de una variaciéon del radio de carga, a pesar de
que el error es mas pequeno por dos ordenes de magnitud, esto no senala que
el calculo sea del todo preciso. Si observamos los factores de forma calculados
por Miramontes et al., 2022, en las figuras 5.7 y 5.8, podremos ver que estos
concuerdan con los datos experimentales en diferentes rangos de energia, por esto

sus resultados se asemejan a los obtenidos con el ansiatze de VMD.

Segun las figuras 5.3 y 5.4, los factores de forma de interaccién de contacto
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Kaon EFF con datos experimentales
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Figura 5.4. Factor de forma electromagnético del kaon, las bandas azules repre-
sentan el modelo de interaccién de contacto, con una variacién de 5% en el radio
de carga, los puntos representan los datos experimentales.
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I
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Figura 5.5. Grafica con los diferentes valores para al’j_b"x, tomando en cuenta la
variacion del radio de carga para el factor de forma de interaccion de contacto,
también se incluyen las contribuciones para Vector Meson Dominance (VMD) y
el calculado por Miramontes et al., 2022.

-2.x10°12

© Kaon VMD

-6.x10712

-8.x10712

~1.x 1071

Kaon rp

—-3% Pion rp

+5% Pion rp

——
Kaon Miramontes et al|

Figura 5.6. Grafica con los diferentes valores para aff —boz tomando en cuenta la
variacion del radio de carga para el factor de forma de interaccion de contacto,
también se incluyen las contribuciones para Vector Meson Dominance (VMD) y
el calculado por Miramontes et al., 2022.
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Figura 5.7. Factor de forma para el pion calculado por Miramontes et al., 2022
comparado con los datos experimentales.

RL-direct _

1-0'\{} — RL-PTIR ]
- BRL ]

0.9| ;

I}

Lﬁ‘ 0.8} .
0.7| i
0.6 \?53-..;-1:":;1::‘.. )

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Figura 5.8. Factor de forma para el kaon calculado por Miramontes et al., 2022,
comparado con los datos experimentales.

concuerdan con los datos para bajas energias, capturando asi las caracteristicas

no perturbativas de la fisica hadrénica. Cuando nos situamos a energias mas altas,
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la discrepancia entre el factor de CI y el experimental comienza a crecer.

Como el calculo de la contribucién HLbL requiere una integracién sobre
un rango amplio de energias, vemos que el resultado no se asemeja a lo que se
espera de esta contribucion, otra razén por lo que esto ocurre es que el factor
de forma del meson de interaccién de contacto, no decae tan rapidamente como
los datos experimentales, una solucién a esto podria ser una variacién al radio
de carga como vemos en la tabla II, esta variacion puede acercar el valor de la
contribucion a aquel esperado por el anséitze, esto solo se puede hacer siempre y

cuando este permitido por la teoria.

94



6. Conclusiones

En este trabajo se calculd la contribucion de dispersiéon hadrénica de luz
por luz al momento magnético andémalo del muon (a,) dentro del formalismo
de la interaccion de contacto. Los resultados numéricos obtenidos presentan un
error pequeno, lo cual valida la consistencia del modelo de CI. Sin embargo,
al compararlos con los resultados de (Miramontes et al., 2022) y el modelo de
dominio de mesones vectoriales (VMD), se observa que nuestros resultados son
significativamente mayores: un 39 % para el pién y un 75 % para el kaon para la

banda central de los factores de forma respecto a VMD.

Como se menciono en el capitulo anterior, estas discrepancias en los resul-
tados se deben a que el modelo de interaccién de contacto no es preciso para
energias intermedias y altas. A pesar de esto, CI sigue siendo una herramienta
valiosa, pues deja tratar de manera analitica muchas de las expresiones necesarias

para el calculo de af oL
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A. Estructuras de Lorentz T;

El conjunto completo de las funciones del kernel esta dado por las siguientes

ecuaciones:

~ Qir(of = )(of +5) + Q37(0) — 1)(0§ +5) +4Q1Qa(0f + 0§ — 2) — 8ms,

w

n 201 Q32

(A1)
T, — Qi(of = 1)(Qi7(of +1) +4Qx(7* — 1)) — 4tm, +X8(7-2 - 1)(2m2 — Q3)
o QG G

(A.2)
T_nL(_%%Hw§—2y_anf—mwf+n 87

ST Q3 m? 2Qym? Q1Q:

_Qrlof —D(ef +7) Qi1 —of) Q31 —of) +i+i) (A.3)

2Qvm;, Q3m, Qim, Qi Q3

4 8t
+X&E_Q@J
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1 (A(r(of —1) +oy —1)  @ui(of —5)(of — 1)
=g -

. 4T
ms; Qam; Q1Q2
C Qr(0F =3)(0f —1)  203(0f —1) 4
Qo2 aqm @ (A4)
8Q§T2 16@2@17' 8Q% 16QQT
+X(— e +16>)
-1 <Q2 (72(0{3 — (o7 +3) +4(cf +07 —2) i) Q370 = 5)(0y — 1)
b Q:\ ! 2m2 Q3 2m2
N Q37(cF —1)(oF +5) L0 (QQT(UlE +505 —6) 127’) 2Q1(cf — 1)
Q2m? ' m? Qs Q3m?
3 202
— 4P+ X <Q1(8Q2(73 +7)— QSL%T) + Q3 (327‘2 — —4Q2(;i+ 1))
167 10Qyr  4Q*
~OG T m,%l))
(A.5)
L (Q%(#(@{f — 22)of — 804 +29) + 2(=50{ + 0¥ +4))
‘ Q3 sz
L0 (Q27(272((02E —3)? —40F) — 260F + oF(cf —12) + 37) B 4_7')
! QmZ QQ
Q3(T*(—8cF + of (5ak — 26) +29) — 4(cF + 208 —3))  Q3r(cF —9)(cF — 1)
Qmi * Qszz
Qir(of ~O)(of ~1)  8Qrr 20401 ~of) | 403
Qim, Q1 Qim2 Q3
4 _
o (QEUET 20 QR D) | GOy
N Q3(87% + 4) N Q1<Q§(8T3 j 34r) 8057(12 + 5))
my, 2
3
—16Q3(27% 4+ 1) — —16%7))
Q1
(A.6)
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T — (QQ( (0F + ol —2) — 726F +10)0F + 80F — 19))
Q3 2m?
e <Q27(2T (oF —5)(cF —1) —20F + of(cf +4) —3) 4_7')
! 2m2 Q2
Q37%(0f —5)(0y — ) QiT(of = 9)(of — 1)
R ez AT (A7)
+X<Q2Q?(8T; 0 g, (2Q3 —9Qu(7 4 7))
my 1

ek (2@%(3;2 S )

% B

n L (Ql( 2027 + (o1 + 05 — 2)) Ty (4_T AQyr (2 4+ 1)(0F - 1))

Q3 Q3 m2 "\ Q. m2
_6Qir(or —1) Q12— 207
szi Q%mi
+X(Q%(8¢Z+ 4) +Q§’<8QQT(T22 +2) 167) +Q%(Q3<8i+ 4) 1672))>
M My Qo My
(A.8)
-1 o7-1 2 202 8Qur  8QiT )
Qf”(% T2 _Q%Q%)+X<_m,% o T T80 “))
(A.9)

7o} < Qi(r*(of —1)(of +3) +2(07 + 05 —2))  @57(05 —1)(05 +3)
10 - -

:2Q§ m? Qim;,
@0y — (07 +3) +2(07 + 05 —2))  Qir(of —1)(oF +3)
m? Qam,
Lo (8T Qa7((0f +4)0F + 096 E(c +4) — 10)) 8QoT
Q2 m;ﬂ O3

+ 872 4+ X(—16Q3(7* — 1) — 16Q2Q17(7* — 1) — 16Q3(7* — 1)))
+ % (4Q2Q17 + 4@% + 4@%)

2 2 2
my, my, my,

(A.10)
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1
T =————5—| Q57(—60% 2?4+ 5) +8Q5(—oF +2Q5(7* + )X + 1
11 2miQ1Q§Q§ (QQT( oy +(03)" +5) +8Q7(—0oy +20Q5(7" + 1) X +1)

+4Q.Q1T(—ToF +2Q%(27° +9)X +7)

+4Q3Q3 (273 (=30F — of +8Q2X +4) — 2(cF +0F —2) +5Q3X)

+ Q3?1 (87 (—0F — 0F +2Q2X +2) — 60F — (0F)% — 2807 +16Q2X + 35)
+2Q5Q1 (T2 (= 1005 + (05)* +9) — of — 305 +2Q5X +4)

— 8m2(— Q37 + 2Q3 (2Q(47°X + X) — 1) + QuQ3T(4Q3(7 + 3)X — 5)

+ QIQ2rQEX — 1)+ 203X 1) + 8Q:Qir )

(A.11)

1
T =——r——— 27'— 2O'E2+ 260’E—5 —8m2
o = o0  r(- QD + Qiltof —5) —smi)
—2Q:Q3(T*(20F + 8Xmi —1) = 30F + 05 + 8Xmi +2)
+ QiT(—2Q5(47% = 5) (a7 — 03) + Q3(07)* + 8mj + 8Q5(27° — 3) X))
+2Q5Q1(7% (205 +8Xm — 1) + 07 — 30y +8Xm, —2Q3X +2)
+ QiT(—60F —8Q32(27* — 3)X +5) + 4Q2Q§X>
(A.12)
Donde
1 2T
X = t =V1-12
0.050 arc an(l—zr)’ x 72,
4m?
2717%(1 — oY1 -0, of = /14 (A.13)

Q3 = Q7 +2Q1Q2 + Q3.
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B. Representacion de parametros de Feynman

para la caja de mesones

En el limite de interés, la parametrizaciéon de Feynman para la caja de

mesones, se ve de la siguiente manera (Colangelo et al., 2017):

“rm—box v v v 1 ! o
%1, 43, 43) = Foa(ai) Fan(a3) Fia(43) /Odr/O dyl;(z,y) (B.1)

1672
Donde
_ 8xy(1 —2z)(1 — 2y)
Il (.73, y) - A123A23 )
L(e.y) = 41—z —y)(1 — 22 — 2y) Ay ((1 —20 -2y 1-x(3-27)—y(3 - 2y))
4\ T,y A%Ql Asoq Agy ’
162y(1 — 2x)(1 — 2y)
Az Agy ’
8ry(l —x —y)(1 —2x)%(1 — 2
I, y) = — y( yL (1 =2y)
123
16zy?(1 — 22)(1 — 2y) (1 —r—y 1- y)
Li7(x,y) = + ,
i 0) Az Ao A
8zy(l —x —y)(1 —22)(1 — 2y)(1 — 22 — 2
Lo(a1) = y( y)( Ag( y)( v,
123
Sry(l—x—y)(1—22)(1 —2yx —y) [ 1 1
I - .
54(2, y) Asz21 A9 Az i Ao
(B.2)
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Ademés

Ajje = M3, — zyq? —2(1 —x —y)g; —y(1 —x —y)qp,
(B.3)

Ajj=M2 —x(1—2)¢; —y(l —y)g;

s

El resto de las funciones se puede obtener con las relaciones de intercambio.
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C. Calculo del término de auto-interaccion del

quark

Comenzando con la forma explicita del término de auto-interaccién del

quark:

_4 &g Ta !
o 167’(’&[}{ d4q 1
=0 = =5 | G ) e

El propagador puede ser manipulado para tener la forma:

S(q) = 1 _ 1 —iy - q+ B(¢?)
iv-q+B(¢®) iy-q+ B(¢*) —iv-q+ B(g®)
Utilizando (—iv - q)? = —¢*I, donde I es la matriz identidad,

—iv-q+ B(¢?)

M= e )

Regresando a (p)
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_167’(’&[}{/ d4q —27q+B

E<p) - 3 (271')47“< C]2 +BQ ) Tu (CS)

observamos que el primer término se elimina, pues es la integral de una

.z . . . Jo d4q YuY 9V
funcién impar sobre un intervalo simétrico, f BT ZiE = 0, por lo que tenemos

lo siguiente:

_167?&13/ dq YuBYy (C.4)

p) =3 @)t ¢+ B

Esta ecuacion diverge, por lo que utilizaremos regularizacién dimensional,

que nos modifica la integral:

_167T€LIR/ d’q Yu BV (C.5)

(p) = 3 (2m)? ¢% + B?

Si B(¢*) = M, no depende del momento y utilizamos 7,7, = dlsxq, para

un sistema de dimensién d

dl67Td[RM ddq 1
b = .
(n) 3 / 2r)d ¢ + B? (C.6)

Como ahora tenemos una funcién par dentro de la integral, podemos aplicar

la siguiente propiedad (Jegerlehner, 2008)

2ﬂ.d/2

/ddkf(k) = T2 /OOO drr®=t f(r) (C.7)

Utilizando esta ecuacién y el cambio de variable s = r2, tendremos:
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16dr > ap M [ 1
X(p) = d -2 .
) = STy SV (C-8)
Si regresamos a 4 dimensiones (d = 4), la ecuacién tendrd la forma:
Am)darpM [ 1
S(p) = (m)°arnM dss—— (C.9)

32m4 J, s+ M2

De igual manera que el ansatz de la ecuacién (C.2), la ecuacién de gap

(4.22), puede ser manipulada para llegar a la siguiente representacion:

=iy -p+ (my+ X(p))
S0 = = i + 50

Recordando la ecuacién (C.2), tendremos que:

darp M /OO 1
M = dss——— C.10
myt =g s (C.10)

Utilizamos la siguiente férmula:

: / " et
= (A
s+ M? 0

Si buscamos que la ecuacién este regularizada, acortaremos el rango de

integracion

2

1 Tir 2
Y :/2 dtet+M7) (C.11)

uv
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De (Herndndez-Pinto et al., 2023) se sabe que un valor finito para el regu-
lador 7;,. previene la creacion de quarks, lo cual es deseable pues el confinamiento
de los quarks es una de las propiedades mas importantes de la teoria. El regulador
Tuw NO puede ser eliminado ya que juega un papel en muchos procesos dinamicos,

lo que nos lleva a la siguiente integral:

00 1 00 T7;2T )
d =/ d de ) C.12
/0 S /0 s$ /Tgv e ( )

Integrando sobre la variable s, obtendremos la siguiente solucion en térmi-

nos de la funcién gamma incompleta:

> 1 2 2 2 a2 2 22
/0 dss— = C(M) = MAN(-1L 72, M?) ~T(-L2M%)]  (C19)
Finalmente
4arp 9
M = M M
my + ™ C(M*)
(C.14)

112



D. Calculo del vértice de interacciéon quark-fotén

Para obtener la forma explicita de las funciones P* y PT, empezamos apli-

cando el operador longitudinal a la ecuacion (4.31),

LuTHQM) = 9 PH@?) = Ll = =51 [ e Sla+ QTHQ)S(a))
(D.1)

Los componentes de ) y la identidad conmutan con las matrices v, por lo

que obtendremos:

QuQu .,

1671'&]}3 dq4
/ ELTQ) S(ae

(%)4%5 (¢+Q) [

Aplicamos la identidad de Ward-Takahashi (4.29) dentro de la integral.
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Y

PHG) —1) = % Loriur / (;ljr)ﬂaS(q +Q) [QIUQ)] S(0)7 =

- [ S+ Q) 570+ Q) — 57 @] S,
__ % 167;5L1R / (;ZZ 765 = S(a+ Q)b

(D.2)

Cuando integramos sin utilizar un truncamiento en el ultravioleta, el lado

derecho es cero, por lo que obtenemos:

PH@*) =1 (D.3)

Para obtener P aplicamos el proyector transversal a la funcién del vértice.

16ma dg*
T L@ M) =7 PT(@Q) = Ty, — = / G Sa+ QTIUQ)S(@)2)

(D.4)

Como los componentes de T conmutan con las matrices v, tendremos lo

siguiente:

16ma dq*
T, T3(Q, M) = AT PT(Q?) = o1 — 0701x /

. 3 (27]_)47045((] + Q) P (Q%)]S(9)7as
~ T 2 d 4
— 3 TPT(QY) =T — 16””;3 (@) / (272)4%5(% Q) 15(@)Yar
1676, 2 PT(Q?) [ dg
=7 - MIRB (@) / (27%)4%S(q+ Q) — Qgﬁ%wqm
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i PT(O2 dao?
r_ 16marP” (Q) / g Y25 (4 + Q)7:5(4)Va

7 PT(Q%) =, 3 @)
167T&IRPT(Q2)Q dq4
e / (2r)

1725(q + Q)[QaalS(9)7a

La segunda integral es similar a la que aparecio en el caso del componente
longitudinal, pero con el vértice electromagnético dado por 7,, por lo que se anula

automaticamente. Nuestra ecuacion se reduce de la manera:

o
WPN@) =l =PI [ S+ Qs (D)

Multiplicamos toda la ecuacién por 1/P7T.

1 1671'&]3 dq4
(1 - =— / oS o D.6
Sabemos que ’yl:f = Yu— %, si multiplicamos la ecuacion por v, por la derecha.
Q- 1 167a ;g / dg*
_x / 1l —— )= — D.
(IYM Q2 Q,u)’)/li( PT<Q2) ) 3 (27T)4 ’YOS(Q_FQ)’YMS(Q)’YQIYM ( 7)

Usamos las siguientes propiedades de las matrices v, 7,7, = 41 y d¢ =
a’I, donde I es la identidad de las matrices de 4x4, despejamos para 1/PT y

tendremos:

1 16ma dq*
= / 1705 (g + Q)7uS (@) VaVu (D.8)

Py T o ) @
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Definimos

. 4
K, (Q%) = 167;am / (;Zz)naS(quQmS(q)%w (D.9)

De esta manera, el factor de forma transversal del vértice de interaccién

quark-fotén es (Herndndez-Pinto et al., 2023):

1
PH(Q?) = D.10
TR (D-10)
Explicitamente K, tiene la forma:
16marr [ d¢*  —iv-(q+Q)+M —iv-q+M
K (@) = o o (D1
'Y(Q ) 9 /(271_)47 (q+ Q)Q +M2 ’Y,u q2 +M2 it 7# ( )

Kv(QZ) =

16marg / dg* Ya(=iv- (¢ + Q) + M) v (=17 - ¢+ M)a,
9 (2m)* ((¢+ Q)+ M?)(¢* + M?)

Reescribimos ¢, = g + @, entonces

K’y(QQ) =

16marr / dg* Ya(—iy - qs + M) vy (=i - g+ M)Vav,
9 (2m)* (¢F + M?)(q* + M?)

Desarrollando
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167arn / dg* Ve VudVoVu — IM Vot VuYaVu + Vo Vuld Vo Ve] — SM?
9 (2m)* (¢t + M?)(¢* + M?)

KV(QQ) =
Utilizamos las siguientes propiedades de las matrices gamma en el espacio
euclidiano v,7%%,YeYu = =277, ademas de v,v,7,7, = 40,,14, 1o que nos lleva

a lo siguiente:

2\ _ . dg* 207 Vu — iM[4g+ + 4] — 8M?
Kw(Q ) = 167TCL[R/ (2m)* (qgr + M?)(q? + M?)

Sabemos que v,7,7, = —27,

KW(QQ) =

167d, 5 / dg* —4(dd + 4Q) — 4iM[Q + 2¢] — 8M>
9 (2m)4 (¢} + M?)(¢* + M?)

Tenemos d¢ = a*, ademés de la siguiente identidad en el espacio euclidiano

(Jegerlehner, 2008):

dq4 q _ _1 dq4 Q“
/ (2m)4 (qi + M?2)(q? + M?) - 9 / (27)* (qi M) (g + M?) (D.12)

Utilizando esto, la integral K,

o 6marg [ dgt —4(dd — 5QQ) — LM[P — @] — 8M>
@) = S5 [ ot s s
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Desarrollando,

Q) = _16(8)7ra,R/ dg*  i(* —1Q%) + M? (D.13)
! 9 (2m)* (g3 + M?)(¢* + M?) '
Implementando la siguiente parametrizacion
1 ! 1
—_— = d D.14
AB /0 “(aA+(1—-a)B) (D-14)
Ademas del cambio de variable ¢ = ¢ + (1 — )@ tendremos:
K (Q2) = — 7TGIR/ / dq4 3@ —2(1-a)(g-Q) + (1 — 0)*Q* — 3Q°) + M?
! (¢ + M + (1 = )Q*)?
(D.15)

Como los limites de la integral sobre ¢ es simétrica y el denominador es par

sobre ¢, eliminamos los términos del numerador que sean impares en g,

_ WGIR dq4 5@+ (5 —a)Q —a(l —a)Q?) + M?
’(Q%) = / / 2 ; 24 M2 + ol —a)@?)?
(D.16)

Separando la integral en dos términos:

oty = 0 [y [ a0

(> + M? + o1 — a)@?)?

o 7TaIR + (5 — Q) + M?
K0(Q7) = / / q +M2+a(1_Q)Q2) (D.18)

La segunda integral, en el limite quiral Q? = 0, debe desaparecer para que el

vértice de interaccién se mantenga finito, por lo que tendremos la siguiente forma
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para la integral K,

K,(Q%) = MTWM/O doar(1 — Q)Q2/ (;l?qr)4 (¢? iw)Q (D.19)

Donde w(M,Q*) = M? + a(1 — «a)@Q?, usando coordenadas hiperesfericas,

tendremos

. 16(4)71'&[3

K’Y(Q2) 9(27’(’)4

/0 daa(l — a)Q? /OOO dq(27r2)q3m2T1w)2 (D.20)

Haciendo el cambio s = ¢

8&13

(@) =S5t /0 daaa—a)Q?/Ooodsﬁ (D.21)

Podemos utilizar una parametrizaciéon de Feynman renormalizada para el

término m, por lo que tendremos la siguiente ecuacién:
S&IR ! a >~ TZ?T —t(s+w
K,(Q%) = — o /0 daa(l —a)cf@—w 0 dss dte™ts+) (D.22)

De la ecuacién (C.13) sabemos que [;° dss fjr dte '57) = C(w,72,72),

> ar) tuv

tendremos:
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2 8d1R ! 2 d 2 2
’Y(Q ) = - O 0 dOéOé(l - Oé)Q a_wc(waTir’Tuv) (DZS)

Usando la propiedad —%C(w 2. 712) = Ci(w, 72, 72) = T(0,72,w) —

> har) Tuv » har? Tuv ? Tuv

['(0,72w), llegaremos a la forma final de la integral (Zhang et al., 2021):

> har

~ 1
K@) = 2 [ doalt - )@ w. 7272 (D.24)
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E. Calculo de los términos Trg, Trr, Trr

El término Tgg tiene la siguiente forma:

N, [ d ,
Ter = 272 (271‘)4 T’f’[ ZS(li7 M1> v k S(lf, Ml) S(Z,Mg)} (El)
Explicitamente
iN, (Y d*l —iy -1+ M, —iry - Iy + My —iy - 1+ M,

TE E

22 (2r) Tl gy VT ELw 12+M22]

Una propiedad conocida de las matrices v es que la traza de un producto impar de

matrices 7y es cero, por lo que eliminamos dichos términos, llegando a lo siguiente:

oo =N /ATT[(V (Rl = My - R)(y - 1)
BE ok2 (12 + MP)(12 + M2)(12 + M3)
M Mo{(v- L) (v - k) + (v - k) (v - ) }]
(7 + M) (17 + ME)(12 + M3)

(E.2)
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Utilizando las identidades

Tr(gb¢d] = 4[(a-b)(c-d) — (a-¢)(b-d) + (a-d)(b- )]
Tr(gi}ﬁ) =4(a-b)

(E.3)

De esta manera la funcién del numerador N

N =Tr[ (v-L)(y-k)(v- 1) (v - 1) = MuMo{(y - L) (v - k) + (v - k) (v - 1)}
= M (- k)(y - )]

N=Tr[ P{(y-D)(y-k) + (v- k) (v - k)Y + (v - D (v - k) (y - k) (7 - ) (E4)
+ (v k) (k) k) (y D) = ME(y - E)(y - D)

— MyMo{(7y - L) (v - k) + (v - k) (v - 1p)} ]

% = 2{(1 - k) + 2k>} — (M3, + M)(1- k) — 2M Mo{ (1 - k) + k*}

Sumamos un cero conveniente

% = (P+MH{(1-k)+2k7}— | MG{(L-k)+2k>}4+(My,+M7) (1-k)+2M Mo { (I-k )+ K} |
(E.5)

Para la segunda parte de funciéon denominadora tenemos la siguiente para-

metrizacion de Feynman

L 1 X 1 (1—-a)
m_2/0 d /0dﬁ(aA+<1_a)(5B+(1—ﬁ)C))3

(E.6)
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De esta manera:

1
(Z2+M2) l2—|—M2)(l2—|—M2)

(1-a)
‘2/ do‘/ @B T (=BG + M) + (1= A+ M)
(E.7)

Definimos
D= a(l* + M3) + (1 — ) (B + M) + (1 = B)(I + M?)) (E.8)

D=al+M})+A—-a)®+2(-k)+ 26 -1)(1-Q)— Mi + M?)
D=0P+aM;+(1—a)2(-k)+28-1)(1-Q) — My, + M7

Haciendo el cambio de variable J =1+ (1 — a)[k + 1/2(25 — 1)Q], la funcién D

tendra la forma

D=J*+(1—-a)My,+B(1—-p3)Q*+ (1 —a)—M: + M+ aM;

Con el siguiente cambio o/ = —a + 1, tendremos la siguiente expresién para D

D = J? + w, (E.9)

Donde wy = a?B(1 — 8)Q* — a(1 — a)M3; + (1 — a)M3 + aM?. De esta manera

tendremos

1 1 1 «
=2 d df—— E.10
(12 + MP)(1% + M) (2 + M3) / C“/o vy (E-10)
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Ahora debemos hacer el cambio de variable en la funciéon del denominador N,

tras el cambio en la variable «, tenemos J =1 + afk + 1/2(26 — 1)Q)]

=P+ M3){(l- k) + 2k} = 2[ M3{(J - k) + (2 — a)k*}

(E.11)
+ (M3, + MD{(J - k) — ak®} + 2M Mo{(J - k) + (1 — a)k®} |
Eliminando los términos impares en J,
=P+ M){(l - k) + 2k} — 2k°[ MJ(2 — @)
(E.12)

— (M3 + M}) 4+ 2M Ms(1 — o) |

El término dado por (12 + M2){(l - k) + 2k*} permanece igual ya que necesita
una parametrizacién andloga a la vista en la ecuacion (C.13), si definimos Agp =

M3 (o —2) + a(M3, + ME) + 2M; My (oo — 1)

d4l (1-k)+2k*
Top = — 2 { 2 2N (72 2
2k (12 + M )(lf+M1)

g 1 (E.13)
2k? | dad 2
* /0 “ BO‘/ ) (7 + )
Si utilizamos la siguiente férmula con el primer término,
1 ! 1
— = d E.14
AB /0 YA+ (1—a)B)? (E-14)
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Y ademéds hacemos el cambio de variable [ = ¢ — k — 1/2(1 — 23)Q, tendremos:

/ / (¢? +M§ +kr)x(tk—2a>Q2)

d*J Apg
2 2
+ 2k /0 dozalﬁa/@ﬁ)4 (7 + )

(E.15)

Si pasamos ambas integrales a coordenadas hiperesfericas y eliminamos los tér-

minos impares sobre g,

—2(3)( 1
TEEf— / da/ dqq
M2 1 — 2
> Agg
2 dad a/ dgg® ——————
| detse [t
Hacemos el cambio s = ¢? y reescribimos w; = M + a(1 — a)@Q?
_ 1 00 s
o = —> / da/ ds—>
8 2 + 2
oo (s +w1) (E.17)
o A
2/ dozdﬁoz/ dssig}
0 0 (s +w2)
Si utilizamos m = %83—52 (siw) = éan f i dte~t(T) e el término con App

6 ! —Ut(STw
= i daaAEE/ an/ dss/ dte Hstw)

Recordando las definiciones [;° dss f " dtet) = = Clw,72,72) v C,(2) =

Y hr) Tuv
= 1 n
(1) 5C(2)

Finalmente tendremos

62<w27 zr77-2 ) (E18)

uv

-3 1
TEE = @ [/ dOéCl<(.U1, Tirs u'u) + 2/0 dadﬁ&

Wa
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Trabajando los otros factores,

—3 (A
TEF:Q_ICQ/Z Tr[S(ls, My)(y - k)S(y, My)(y - k) S(L, M) (E.19)

+ (- ki) S, My)(y - k)S(ly, M)S (1, My)]

Utilizamos la siguiente propiedad del operador de traza Tr[ABC] = Tr[BCA],

3 A
Ter =5z || oS0 MG RISy M) - kS M)
+ S(ls, My)(7y - k)S(ly, M1)S(L, M) (7y - Ki)]
Ter = 5 [ TrIS( M0 DS M-S (M) + S M) - k)]
(E.20)
Desarrollamos el término que esta entre corchetes
{0 kS0 M) +8(0, M) - )} = {3 S M) — 5(1- Q)S(1.0)
80 M)y K) + 38 M) (- Q) (.21)
—{i{(y B, (v D} + 20y K) + S+ Q). (- D)}

2

Donde S(I, M) = (1> + M?)S(l, M) = —i~y -1 + M utilizamos la relacién de anti-
conmutacién de las matrices gamma en el espacio euclidiano {y*, 7"} = 20" 1,4,

omitiendo la identidad,

{(v - kp)S(U M) +S(U My) (7 - i)} = {=2i(1 - k) + 2Ma(y - k)

+i(l-Q) —i(y-Q)(y-1)}

(E.22)
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Trabajamos el término que esta fuera de los corchetes de (E.20)

Sl My)(y - k)S(ly, My) = (=iry - 1 + My)(y - k) (—iy - Iy + M)
= —(v-L)(y-k)(y - L) =M [(y - L) (v - k) + (v - k) (y - 1)) + MP(y - k)

= — (W) Ry L) — ADA[2(0 )+ 28+ (3 K) (- Q)]+ ME(y - )

(E.23)

Si multiplicamos la ecuacién (E.23) por la derecha con (E.22) e ignoramos los

términos que contengan productos impares de matrices gamma,

® = S(l;, My) (v - k)S(Ly, M){ (v - k) S(L, M) + S(I, Ma) (v - ki) } =
= —2M (L - k)[2(1- k) + 2K* + (v - k) (v - Q)] = 2Ma(y - L) (v - k) (v - 1) (v - k)
+ Mi(L-Q)[2(1- k) 4+ 2k + (v - k) (v - Q)] — My [2(1 - k) + 2K*) (v - Q)(v - 1)

+ 2M7 Mok? — MyQ* (v - k) (v - 1)

(E.24)
Ahora tomamos la traza
1
N =Tr[®] = — 8My(1 - k)[2(1 - k) + 2k* + ~Q?] + SM? M, k>
2
(E.25)
= 2MaTr[(y - L) (v - k) (v - Ip) (v - F)]
Desarrollamos la traza que nos falta
N = —8M(1-k)[2(1 - k) — 2M3,] + S8M?2 M, k*
(E.26)

— 8M,[2(1 - k)2 — K212 — K2 M?, + 2K%(1 - k
M

De manera similar al factor de forma anterior Tgg, parametrizamos el denomi-

nador de la siguiente forma
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L 2/ dadp L
= 0% =
(7 + MP)(IF + MP)(12 + M3) 0 (% + ws)?

(E.27)

Donde ¢ = | + afk + %(25 —1)Q] y we = a?B(1 — B)Q* — a(l — a) M3, + (1 —
)M + aM?, debido al cambio de variable la forma de N cambiard, si ademds

utilizamos la siguiente ecuacién recuperada de (Gutiérrez-Guerrero, 2012)

Aogep) 1N P
/q (q2+m2)“_7l/q (q* +m?)r (E.28)

Llegaremos a lo siguiente:

=4k*{*(My — My) 4+ 2MEMy + oM [AM 3, (o — 1) 4+ aQ?]

(E.29)
+ My[2M7 (o — 1) + aQ*(20(8 — 1) + a — 1)]}
Definimos
Ay = (My — M)
AR = 2MZMy + aMy[AM2 (o — 1) + aQ?) (E.30)

+ My[2M3 (e — 1)* + aQ*(2a(f — )B4+ — 1)

Sustituimos esto en la integral original

(A(2) - ng(l) )
= [l ] e

De manera similar a Tgr podemos llegar a la forma final de Tgp

—12 1 _
TEF = 7'('_ dOédﬁOé {A%gcl (CL)Q) o (A(EQ;; — WQA(El;;)CQ<OJ2):| (E32)

0 2
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El dltimo término del factor de forma esta dado por la siguiente expresion

—3i [N

Trp = —
PR ok2 ),

Tr( -k S(li, My) -k S(ly, My) - keS(1, M) ] (E.33)

La traza de un producto impar de matrices gamma es cero, por lo que solo

mantenemos los pares:

N = T?“[ @y k) (v - L) (v - B) (v - L) (v - Kp) (- 1) — M (- Ki) (- K) (v - B ) (y - )

=ML () B RO k) 4 (R RG]

= iT?‘{ (v k) (v - Dy - k) (- Dy - Ep)(y - D) + BERF (y - k) (- 1) + MEM,(y - k) (y - )
+ Ry k) (v - Dy - k) (y - ) Ry k) (v - D (y - ) (- 1)
— My Mo( 2((1- k) + K*)(y - ki) (v - kp) + K2 (v - Q) (7 - Ky) + %QQ(’V k)(y - ky)) ]

= @'TT[ 200 k) (v - ki) (v - (v - kg) (v - 1) = By k) (v - k) (y - k) (- D)
+kikG(y - ) (y - 1) + MEMG (v k) (v - 1)
+ k(v k) (y - Dy - R) (v D)+ Ry R) (- Dy - k) (- 1)

— MBI ) R k() + B Q) k) + 5@ B k) )

(E.34)
Al tomar la traza
—iN =8(l- k) {(z K) (L kp) = P(ki - k) + (1 ki) (1 kf)} FAME (- k)
— 4P [(k:i R k) — (ki - k) (L ) + (1 ki) (k- kf)}
+4k3 [(l K) (L k) = Pk - k) + (ks - D)L k) + (LK) (- k) (E.35)

R hy) — POk k) + (k) m}

FAMZMZ (1 - k) — My M, [8([ k)R =20 k)Q? — 8k2M§4]
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Simplificando

—iN =(I - k) [16(l k) —4(1- Q) + AP (3M;, + Q%) + 4M§4]
+AMEMG,(L- k) — 2M, M, [4([ kK — (1 k)Q* — 41{:2M§4] (E.36)
— 4M3, [4([ k)% — 2521@2}

Si parametrizamos el denominador de la funciéon Trr mediante la ecuacion (E.6)

y hacemos el cambio de variable ¢ = [ + a[k + 1/2(26 — 1)@, el numerador N
tendra una forma dada por:
SN =(lg+ ) - o) | 16((q 1) - ak?) ~ (g~ Q) - (25 - Q)
+4(¢" = 20(q - k) — (28 = 1)(q- Q)
— QM - (1 - B)QIBME + Q) + A}
— M}, {4(((1 k) — ak?)? = 2(¢* —2a(q- k) —a(26 = 1)(¢- Q) (E.37)
- @M~ a%8(1 - QW
+4M; M3, ((q - k) — ak®) — 2M My {4(((1 k) — ak?)k*—

(1) = ak)Q? - 1k
Eliminando los términos impares y aquellos que tengan (q - k)(q - Q)

—iN = — 2k? [q2(M§4(3a —2) + aQ?) + 2a(My (o — 1)?
+ aM?,Q*(3af? — 308 + o+ 28 — 28% — 1)) (E.38)

+ 2M My(2(a — 1) M3, + aQ?) + 2a M7 My,
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Definimos

Ag} =(3a — 2)M3, + a@?
APL =20(Mjy (o — 1) + aM3Q*(3a8® — 3aB + a + 28 — 287 — 1)) (E.39)

+ 2M, My (2(ae — 1)M3, + aQ?) + 2aMEME,

Si sumamos un cero conveniente:

1 d4q (q2 + u)g)A(l) + (A(Q) _ C(.}QA(l) )
rr = | dadg | o @+ )’ (140

De manera similar a cuando calculamos Tgg, llegaremos a lo siguiente:

3 [ _ 1 _
Trp = — / dadﬁa(A;E}cl(mHW—(A;?}—MQA%)CZ(M)) (E.41)
0

47'['2 2
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