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RESUMEN

La dispersion de » particulas (n suficientemente grande para permitir la descripcién del
proceso estadisticamente) fue modelada por medio de la integracion numérica de una ecuacion de
tipo Langevin. La técnica de caminata aleatoria se utilizd para obtener la posicion de las
particulas en cada paso de tiempo y los momentos estadisticos (media y desviacion estandar) que
describen el desarrollo en el tiempo del proceso. Se eligio a la difusion molecular como la parte
estocastica de la dispersion, la componente determinista fue generada por un vortice: a)
rotacional, b) irrotacional, y ¢) de Rankine. La dominancia de una componente sobre la otra
resultd ser una funcion de: i) la distancia a la que se encontraba una cierta particula con respecto
al centro del vértice; y ii) el mayor orden de magnitud de una constituyente con respecto a la otra.
Para cada tipo de vortice se determing el radio a partir del cual dominaba una de las componentes
(y, por consiguiente, la zona en que la difusion molecular, o la presencia del vortice, era la
principal responsable de la dispersion) sobre la otra. La media fluctud, como era de esperarse
tedricamente, alrededor del valor de la posicion inicial de las particulas. La desviacion estindar
estimada se comporté practicamente igual que la tedrica cuando el efecto del vortice era casi nulo.
Tanto la media como la desviacion estandar, en los vortices irrotacional y de Rankine, tendieron a
alcanzar un equilibrio al dominar el efecto del vortice. La difusion molecular fue la causa
principal de una mejor dispersion (ésto a partir de los valores de la desviacion estandar),
comparada con aquella en la que domina el efecto del vortice. Se obtuvo también una mejor
dispersion en presencia de un vortice irrotacional, con respecto a la originada por los vortices
rotacional y de Rankine. Finalmente, cuando la posicion inicial de las particulas coincidia con la
del centro del vértice, la presencia del vértice rotacional no afectd a la dispersion.
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NOTACION

vii

A continuacion se presenta una lista de las variables y simbolos utilizados en este trabajo:

ur’ .HB

uyv

-2

circulacion;

coeficiente de difusion molecular;
coeficiente de viscosidad del fluido en

que se encuentra la sustancia difusiva;
combinaciones posibles de n

elementos tomados de ¥ en r;

componentes de velocidad (en coordenadas
polares) radial y tangencial del fluido;
componentes de velocidad (en coordenadas
cartesianas) del fluido;

concentracion de sustancia que

se difunde (sustancia difusiva),

constante de integracion;

curva cerrada que acota a la superficie S;
distancia promedio entre las moléculas
(particulas);

elemento de area;

elemento de linea tangente a la curva C;
factor de amplificacion;

factor de velocidad aleatoria,

flujo difusivo,

fuerza estocastica que actia

sobre las particulas;

iteracion, instante de tiempo para el que se
calcula la posicion de toda particula;

longitud de mezcla,



T 3

=

Py (q)

Fn

Rh’m

=~ W

masa de una particula;

masa total de sustancia difusiva;

numero total de particulas;

operador gradiente;

operador laplaciano,

posicion de la particula con respecto

al origen de la dispersion;

posicion de la particula,

expresada utilizando variable compleja;
probabilidad de que una particula se halle a

q pasos del origen después de N iteraciones;,
radio al que se encuentra localizada una
particula difusiva en cierta iteraciéon N

radio de una nube de particulas;

radio a partir del cual el comportamiento del
flujo en un vortice de Rankine cambia de
rotacional (r < R) airrotacional (¥ > R);
radio a partir del cual una componente de velocidad
(aleatoria o determinista) domina sobre la otra;
superficie que encierra a un volumen de control AV,
tiempo;

vector normal al area A 4

velocidad angular;

velocidad estocastica de la particula;
velocidad determinista de la particula;

velocidad de la particula,
expresada utilizando variable compleja;
volumen de control;

vorticidad.
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I. INTRODUCCION

La descripcion de fendmenos de dispersion de material (disuelto o particulado) presente
en el medio marino constituye un problema de interés cientifico, econdmico, politico y ecologico,
susceptible de ser clasificado dentro de uno o mas de estos aspectos en funcion de las condiciones
involucradas, en especial de la naturaleza del material que se dispersa (contaminantes, sedimentos,

nutrientes, plancton, etc.).

Los procesos dispersivos estan constituidos por: a) una componente determinista, es decir,
una componente cuyo comportamiento es perfectamente predecible, lo que no necesariamente
significa que la ecuacién que describe este comportamiento tenga una solucién exacta (i.e., una
solucion analitica), y b) una componente estocastica que ocasiona que la dispersion, en la mayoria
de los casos, sélo pueda ser modelada numéricamente. En este trabajo fueron seleccionadas la
vorticidad y la difusion molecular como constituyentes determinista y aleatoria, respectivamente,

del proceso dispersivo.

La difusion molecular es el proceso por el cual las impurezas presentes (disueltas o
particuladas) en un fluido, sea éste un gas o un liquido en reposo, se mezclan con el medio

circundante como consecuencia de una agitacion molecular (Crank, 1975).

En ocasiones se establece la diferencia entre el concepto de difusién y el de movimiento
browniano: la primera se tiene cuando la masa de las moléculas de la sustancia disuelta o
particulada, a la que se conoce como sustancia difusiva, es similar al de aquellas del fluido en que
S¢ eéncueatran; por otro lado, cuando la masa de las moléculas de la sustancia difusiva es mucho
mas grande que la masa de las moléculas del fluido circundante, se trata de un movimiento
browniano. Dado que la tnica diferencia perceptible entre ambos casos esta en la razon de mezcla
(Csanady, 1980), y que el movimiento browniano tiene un comportamiento difusivo para la escala
de tiempo del modelo de dispersion disefiado en este trabajo, es correcto referirse a ambos
fenémenos simplemente como difusion molecular. El énfasis en el adjetivo molecular tiene por

objeto distinguir este proceso de aquel, mas eficiente, debido a movimientos en escala



macroscopica causados a su vez por la presencia de un campo de velocidades turbulento (Kundu,

1990) y conocido como difusion turbulenta, que no fue objeto de estudio en esta tesis.

La descripcion fenomenologica de la difusion molecular puede hacerse mediante tres
tratamientos distintos (Braun, 1984): a) por medio de la ecuacién de Langevin, b) utilizando la
ecuacion de Fokker-Planck, c) a través del método de integral de trayectoria. En la presente tesis
se utiliza una ecuacion de tipo Langevin, debido principalmente a que permite modelar el proceso
dispersivo de manera relativamente facil —a comparacion de los otros dos métodos— cuando la
parte estocastica de la dispersion (i.e., la difusion molecular) tiene, como en el caso de este
trabajo, una distribucion de probabilidad de tipo gaussiana (Braun, 1984). Se aplicé una técnica
de caminata aleatoria para obtener las posiciones de un nimero finito de particulas » en sucesivos

pasos de tiempo, haciendo posible asi medir la dispersion.

La técnica de caminata aleatoria ha demostrado ser confiable en la modelacién de
dispersion en flujos bidimensionales estacionarios (Sullivan, 1971), en el calculo de coeficientes
de dispersion y tiempo de viaje de material disuelto o suspendido en rios (Wilson Jr. y Forrest,
1965); y en problemas de difusion turbulenta en la atmésfera (Thompson, 1971), el océano
(Hunter, 1980a y 1980b), estuarios (Allen, 1982) y la zona costera (Godinez-Sandoval, 1986).

A la fecha, no existen estudios de dispersion de materia en un campo de velocidades
determinista constituido por un vértice, a pesar de la importancia de los vortices océanicos: €stos
transportan considerables volumenes de agua y de material durante largos periodos de tiempo
(Flierl, 1984), y representan las componentes mas energéticas a nivel de mesoescala en los

océanos (Olson et al., 1985).

El presente estudio tiene como fin analizar la cinematica del fenomeno de dispersion de
particulas en dos dimensiones en vértices circulares de tipo: a) rotacional, b) irrotacional y c)
Rankine. Debido a que esta tesis es una primera aproximacion al tema mencionado se considero,
para todos los casos, nula la velocidad de traslacion del vortice, ésto con el fin de alcanzar una

mayor simplicidad matematica.



IL. OBJETIVO

Analizar el comportamiento fisico del fenémeno de dispersion de particulas en presencia

de un campo de velocidades determinista dado por un vortice.

IL. 1. Objetivos particulares

I. 1. 1. Utilizar una ecuacién de tipo Langevin para modelar la dispersion de particulas

en vortices.

II. 1. 2. Utilizar la técnica de caminata aleatoria para modelar la componente estocastica

de la velocidad de dispersion de las particulas.

I1. 1. 3. Obtener: a) la posicién en cada paso de tiempo de un nimero grande de particulas
que se dispersan, b) la distribucién de posiciones de las particulas para ciertos instantes de
tiempo, y c) los momentos estadisticos que describen el desarrollo en el tiempo del proceso

dispersivo.

II. 1. 4. Determinar cémo es afectado el transporte de particulas que se dispersan en
presencia de un vortice para los siguientes casos:

a) al dominar la componente de velocidad determinista,

b) al dominar la componente de velocidad aleatoria;

¢) cuando el orden de magnitud de la componente de velocidad determinista es igual al

orden de magnitud de la componente de velocidad aleatoria.

I.1.5. Proponer los esquemas numéricos mas eficientes para modelar la dispersion en
cada tipo de vértice, en cuanto a exactitud, precision y aspectos de programacion de los mismos
(v.gr., reduccién del tiempo de calculo y del almacenaje de datos en la memoria de la

computadora).



III. TEORIA

I1L 1. Difusién molecular y movimiento browniano

IIL 1. 1. Concentracién y flujo de materia

El comportamiento de los fluidos utiliza la hipétesis del continuo, dado que no se asignan
velocidades a moléculas individuales, sino al promedio de las velocidades de moléculas presentes
en volimenes de control suficientemente grandes comparados con el cubo de la distancia promedio
intermolecular. De manera analoga, en la teoria de la difusion molecular se inicia por definir la

concentracion C de sustancia difusiva como la masa AM contenida en el volumen de control AV

AM
C=—:, 1
NG (1)
donde AV es grande comparado con a’, a es la distancia promedio entre las particulas que se

dispersan.

Una consecuencia directa de la Ec. (1) es que los cambios en la concentracion en la

distancia promedio @ son descritos, con un alto grado de aproximacion, como:

C(x+a)-C(x) = ay-, (2)
o0x

cualquiera que sea la orientacion del gje x.

Cuando se tienen diferencias de concentracién en un fluido, se genera un proceso de
difusion que tiende a igualar la distribucion de las impurezas en todo el volumen. La razon de
difusién puede medirse localmente mediante el valor del flujo de materia, que es la masa de

sustancia difusiva que atraviesa por un elemento de area A A7 por unidad de tiempo:



F=22005 3)

donde AM es la masa total de particulas que pasan a través del elemento de area A A7 durante el

intervalo de tiempo Af.

III. 1. 2. Leyes de Fick

Considérese ahora cémo se da el flujo de sustancia difusiva a través de movimiento
browniano. Las moléculas o particulas se dispersan atravesando, en ambas direcciones, el area
A A cuyo vector normal es 7 ; sin embargo, si la concentracién cambia en la direccién 7, se
tendran mas particulas provenientes del lado de A 4 que contenga un mayor nimero de éstas.
Asi, aunque no es posible describir la trayectoria de cada una de las moléculas, y a pesar de que
ninguna de ellas tiene una direccion preferencial de movimiento, si puede establecerse que la
transferencia o flujo neto de moléculas sera de la region de mayor concentracion a aquella de

menor concentracion.

Supéngase que las particulas que provienen del lado (1) de la Fig. 1 tienen una velocidad
promedio %, (en la direccién positiva de 7 ) y aquellas que siguen la direccion opuesta tienen una
velocidad promedio u,. En el tiempo At las primeras particulas alcanzan una distancia u; Af mas

allade A A7i y barren un volumen u; A A7 At. Sea la concentracién promedio C;, entonces el

transpofte unidireccional positivo a lo largo de #, por unidad de 4rea y unidad de tiempo, es u;
C,. De forma inversa, el transporte unidireccional negativo a lo largo de 7 es u> C; y el flujo
neto obtenido es (#; C; - u> C>). Por hipétesis el medio es isotrépico, y por lo tanto puede
asumirse que: a) #; = Uz = Uy, 0) by =lwz = lmm; Y ©) C, y C, son iguales a la
concentracion C a una distancia promedio /Y Imo, respectivaniente, de AAii. El orden de
magnitud de esta distancia es igual a la longitud promedio en la que la velocidad de una particula

se mantiene constante.
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Fig. 1. Elemento de fluido de forma tetrahédrica (Tomado de Csanady, 1980).

Cuando las particulas difusivas son moléculas de tamario similar al de las moléculas del
medio en que se difunden, la longitud de mezcla I, es igual en orden de magnitud a la distancia
promedio intermolecular (Borg y Dienes, 1980). En el movimiento browniano esta longitud de
mezcla puede ser mayor que la distancia libre promedio molecular, pero aun es posible

considerarla como suficientemente pequefia para utilizar la Ec. (2), por lo tanto:

oC
C2_Cl =lm_A" (4)
on
El flujo queda expresado como:
e/ oC
Fy==u b~ (3)
on
Al introducir el coeficiente de difusion, D, para expresar el producto #,lm:
D - umlm' (6)



y sustituyendo la Ec. (6) en la Ec. (5), la ecuacién que resulta, expresada en forma vectorial, se

conoce como 1° ley de Fick o, simplemente, como ecuacion de flujo difusivo:

F=-DVC, (7)

donde V es el operador gradiente.

La 1* ley de Fick permite relacionar la distribucién espacial de la concentracion con el
flujo de materia. Una segunda relacion entre las mismas variables se obtiene al aplicar el principio

de continuidad o conservacion de masa, de la siguiente manera:

Considérese un volumen de fluido ¥, encerrado por una superficie S, en el cual una

sustancia esta siendo transportada por difusion molecular. Sea C(¥,?) la concentracién de la

sustancia difusiva, entonces la masa total que se difunde esta dada por:

M) = jjj cdv . 8)

Suponiendo conservacion de masa,

dM

d
Tx?zEI,UCdVZO' (9)

Sea F(%,1) el flujo en todo punto sobre la superficie de frontera, al aplicar el teorema
de transporte de Reynolds para un volumen fijo, la Ec. (9) queda expresada como:
dM 0 C =

y ahora, haciendo uso del teorema de la divergencia para convertir la integral de superficie en una

integral de volumen, la Ec. (10) se transforma en:

jjj.(%w-ﬁ)dr/:o (11)



Como el volumen F{(?) es arbitrario se sigue que, para todo volumen, la integral tiene que

ser igual a cero, por lo tanto:

oC =
—=-V.F. 12
ot (12

Como el flujo es causado en este caso por la difusion molecular, al aplicar la 1° ley de

Fick (Ec. (7)) a la Ec. (12), se obtiene la 2* ley de Fick:

aC
5=V (0v0) (13)

que, cuando D es independiente de la posicion, puede expresarse como:

o = DV?C, (14)

ot

donde V? es el operador laplaciano. La Ec. (14) se conoce como ecuacion de difusion.

I 1. 3. Solucién de la ecuacion de difusién con condiciones iniciales y de

frontera especificas

Soluciones generales de la ecuacion de difusion pueden ser obtenidas para una gran
variedad de condiciones iniciales y de frontera. Para el propdsito de este trabajo, se desea
encontrar una solucién de la ecuacién en una dimensién con las siguiente condiciones:

i) En el tiempo inicial (+ = 0), la concentracién total C de la sustancia es igual a cero en
todas partes excepto en el origen (X = 0);

iiypara 20y | X | > o, C— 0.

La solucion de la Ec. (14) con las condiciones anteriores es (Crank, 1975):

2
ol —X

C= exp(—), 5
172 p( y DI) (15)




donde o es una constante. Para obtener el valor de o, se retoma que la cantidad total de materia

que se difunde en un volumen ¥ es dada por la Ec. (8), y al sustituir en ésta la Ec. (15), se tiene

que:
M= it% exp(;—;)cbc. (16)
Como:
Te"zdz=\/1?, (17)
entonces, -

18
M =20(nD)". (18
Al despejar o de la Ec. (18) y sustituir en la Ec. (15), la ecuacion resultante es:
S . SR ("xz) (19)
2(x0t)” P 4D’

la cual describe una distribucion gaussiana y representa el transporte por difusion molecular de

una cantidad total de materia M depositada en un tiempo f = 0 en el punto x = 0.

III. 2. Caminata aleatoria

El objetivo de esta seccion es llegar a una expresion que permita calcular los cambios en
la concentracién de particulas que se dispersan, en términos de la probabilidad de que cada una de
estas particulas se encuentre a cierta distancia del origen de la dispersion para cierto tiempo. Con
este fin, una solucion de la ecuacion de difusion (Ec. (14)) puede ser obtenida directamente de la
aplicacién de la teoria de la caminata aleatoria (Chandrasekhar, 1943). Considérese, para
simplificar la exposicion, el caso en una dimension: una particula experimenta una serie de

desplazamientos a lo largo de una linea en sentido positivo o negativo (derecha o izquierda), con
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igual ]'Jrobabilidad de decision P = 0.5; supéngase ademas que todos los pasos g dados por la
particula tienen la misma longitud. Asi, la particula tiene en cada iteracién N (es decir, en cada
paso de tiempo) inicamente dos opciones: moverse hacia la izquierda o hacia la derecha. Como
corolario, la probabilidad de que en cada iteracion N la particula no se mueva de la posicion que

ocupaba en la iteracion N-/ es nula.

En N =0 la particula se encuentra en el origen y por lo tanto el valor de la probabilidad
es maximo (P = I). En N = ! la particula tiene igual probabilidad de estar a un paso hacia la
izquierda o hacia la derecha; en N = 2 la probabilidad de estar a dos pasos del origen es igual a la
probabilidad de obtener un resultado idéntico en dos “volados™ sucesivos. Obsérvese el caso con

mayor detalle:
Probabilidad de que la particula esté a q pasos del origen
q
-2 -1 0 1 2
1

— 12— 0 —12 —
0 0

R o= o 2

En N = [ la particula esta en ¢ = +/ 6 en g = -1, como en cada una de estas posiciones
esta particula tiene una probabilidad igual a //2 de moverse hacia uno u otro sentido, entonces el

nimero total de posibles movimientos es igual a cuatro; por consiguiente:

Probabilidad de que la particula esté a q pasos del origen

q
N -2 -1 0 1 2
0 1
1 172 0 12
2 1/4 0 1/4 + 1/4 0 1/4
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En cada iteracion N la suma de las probabilidades tiene que ser igual a /, ya que
necesariamente la particula se encuentra en alguna de las posiciones correspondientes a la

respectiva iteracion.

Examinese ahora el caso para N=2: si la particula esta en el origen, puede efectuar dos
posibles movimientos por cada una de las probabilidades independientes (//4 + 1/4) de que dicha
particula hubiera llegado a ¢ = 0y, al igual que en el caso de N=1, si la particula se encuentra a
dos pasos del origen, puede realizar dos movimientos posibles. Asi, el nimero total de
movimientos posibles es de ocho, pero tres de los mismos conducen a g = I, y otros tres a g = -1,

por lo tanto:

Probabilidad de que la particula esté a q pasos del origen

q
N 2 -1 0 1 2
0 1
1 12 0 12
2 LA 0 v uA 0 14
3 | 18 0 38 0 " 38 0 1/8

A partir de las observaciones anteriores, es posible obtener la siguiente tabla:

Tabla L Caminata aleatoria en una dimensién. Probabilidad de que una particula se

encuentre ubicadaa g pasos del origen después de N iteraciones aleatorias.

1/8 0 3/8 0 3/8 0 1/8
1/16 0 4/16 0 6/16 0 4/16 0 1/16

N

0

1

2 1/4 0 2/4 0 1/4
3

4

5 1/32 0 5/32 0 10/32 0 10/32 0 5/32 0 1/32
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Los numeradores de la Tabla I son idénticos a los valores correspondientes a un triangulo
de Pascal, que a su vez es resultado de un binomio de Newton; es decir, tales valores pueden ser
generados mediante el nimero de combinaciones Z de n elementos tomados de » en r, de acuerdo

con la formula:
n!
o B, Se———, (20)
ri(n=r)!

Al aplicar esta formula para determinar el nimero total de secuencias distintas posibles
para llegar a la posicion g en N iteraciones —dado que la particula, para llegar a la posicion g 6
-q, requiere de (N+g)/2 pasos en una direccion y el resto de (N-g)/2 pasos en la direccion
opuesta—, se obtiene:

Z. Z iy
NE&(N+g)/ 2~ N&(N-g)/2 — [%(N+q)]![%(N—q)]." (21)

Por otro lado, la probabilidad de toda secuencia independiente de N pasos es igual a
(1/2)", ésta debe ser multiplicada por el nimero total de secuencias posibles que conducen a g. De
tal forma, la probabilidad de que la particula esté a g pasos del origen en la iteracion N esta dada
por (Chandrasekhar, 1943):

N!
[LN+@)]I[L(N-q)]!’ (2

P(q.N)= (g)”

que describe una distribuciéon beroulliana, donde g > N no tiene sentido, ya que la particula
requiere un numero de iteraciones mayor o igual al valor de la posicién mas alejada del origen en
la i-ésima iteracion para alcanzar dicha posicién. Nétese que ¢ puede ser par o non sélo si N es a

su vez par o non, respectivamente.

Cuando N es grande y g << N, es posible simplificar la Ec. 22 mediante la férmula de
Stirling.
logn! = (n+3)logn—n++log2n

+0(n™) (n = o). (23
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El resultado final es (Chandrasekhar, 1943):

P(q,N)=(2/nN)"? exp(—-q° /2N ). (24)

La Ec. (24) permite que el calculo de la probabilidad P(g,N) sea mas rapido, al evitar el
uso de factoriales. Es conveniente, cuando N es grande y para establecer la relacion que existe
entre la caminata aleatoria y la ecuacion de difusion, pasar de una distribucion discreta a una
distribucion continua, y expresar el resultado dado por la Ec. (24) en términos de cantidades
medibles experimentalmente, i.e., el desplazamiento cuadratico medio x (también conocido como
distancia de penetracion), el coeficiente de difusion D y el tiempo f durante el cual se lleva cabo el

fenémeno. Con este fin se introduce la variable x en vez de ¢:
x =gl (25)

donde / es la longitud de cada paso (en los experimentos numéricos realizados / = /). Ademas, si
se consideran intervalos Ax grandes comparados con la longitud de un paso, se tiene que la
probabilidad P(x)Ax de que la particula se halle en el intervalo x, x+Ax, después de N iteraciones,

es:
P(x,N)Ax = P(q,N)(Ax /2l), (26)

ya que el valor de g solo puede ser par o impar, dependiendo de si NV es a su vez par o impar. Al

combinar las Ec. (24), (25) y (26) se obtiene:

PlxN)= exp(—x* / 2NI?). (27)

1
(2,,: N]Z )1/2
Ahora, suponiendo que la particula sufre z desplazamientos por unidad de tiempo, la
probabilidad de que la particula se encuentre entre x y x+Ax, después de un tiempo f, esta dada

por:
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2

1 -X
Pxet) =5 Py (28)
donde;
1 .
D= EZI ) (29)

Como puede verse, al comparar la Ec. (28) con la expresion para la concentracion C dada
por la Ec. (15), esta probabilidad Pfx,7) es una solucién de la ecuacion de difusion (Ec. (14)) en
una dimensién, por lo que la constante D puede ser considerada como un coeficiente de difusion,
que en los experimentos numéricos realizados es igual a 1/2. Notese que: a) la probabilidad de
hallar una particula en el intervalo x, x+Ax es igual al niumero de particulas que se encuentran en
ese intervalo, dividida entre el nimero total de particulas que se dispersan (cuando este numero
tiende a infinito); y b) por lo tanto, la Ec. (28) es una manera de obtener valores de concentracion

de particulas mediante una aplicacion estadistica.

III. 3. Ecuacién de Langevin

El movimiento aleatorio que exhiben particulas de tamafio coloidal inmersas en un fluido
(movimiento browniano) es debido a las colisiones de las particulas en movimiento (particulas
brownianas) con las moléculas del fluido circundante (Einstein, 1905, citado por Braun, 1991).
En la mayoria de los casos de interés la concentracion de las particulas browmianas es
suficientemente baja; asi, ¢l movimiento de cada una de ellas es independiente del movimiento de
las particulas restantes (Csanady, 1973). La teoria del movimiento browniano representa una

base de gran utilidad para la resolucién de problemas mas complejos de dispersién de particulas.

Una teoria dinimica del movimiento browniano puede desarrollarse a partir de las

siguientes hipotesis:
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1) Por un lado, el tamaiio de la particula browniana es mucho mayor que el tamafio de las
moléculas del fluido circundante, por lo que esta particula experimenta una fuerza determinista
que se opone a su movimiento y que es debida a la friccion. Si la velocidad de la particula es
pequeiia, comparada con la velocidad del fluido, entonces la fuerza determinista es igual a

-p \'}'(t) (ley de Stokes), donde ¥(#) es la velocidad de la particula y [ es una constante, de

dimension s, directamente proporcional al coeficiente de viscosidad del fluido.

2) Por otro lado, el tamafio de la particula es suficientemente pequefio; por lo que el

movimiento de la particula es afectado por colisiones moleculares; estas colisiones ejercen una
fuerza estocastica E(t) sobre la particulas. La fuerza estocastica E(?) varia mas rapidamente

que la fuerza sistematica, lo que implica que existen dos escalas de tiempo bien diferenciadas en el
movimiento browniano: en la primera, del orden de microsegundos, la particula se comporta como
particula libre (aun no siente el efecto de las colisiones moleculares); en la segunda, del orden de

segundos, se tiene un comportamiento difusivo de la particula.

De tal manera, la ecuacién que describe el movimiento browniano es la expresion para la

suma de las fuerzas determinista y estocastica mencionadas:

A0 ;f‘) — B+ E() (30)

donde m es la masa de la particula browniana.

La Ec. (30) se conoce como ecuacién de Langevin y no es mas que la segunda ley de

Newton aplicada al movimiento browniano.

La ecuacién de Langevin es una ecuacion diferencial estocastica, ya que unicamente se
conoce la estadistica de E(f) vy, por consiguiente, solo es posible determinar la distribucion de
probabilidad de ocurrencia de V al tiempo f, dado que se tiene una velocidad inicial v =v(0) en

t=0,
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I1I. 4. Vorticidad

Antes de presentar las ecuaciones que describen la componente determinista de la
dispersion en esta tesis, y con el fin de permitir una mejor comprension de dichas ecuaciones, es

recomendable revisar los principales conceptos involucrados:

La vorticidad en un fluido esta definida por (Kundu, 1990):

(T)=Vx; (31)

Otro concepto importante para este tema es el de circulacion, T, alrededor de una
trayectoria cerrada C, definida como la integral de linea de la velocidad 6, una vez aplicado el
teorema de Stokes, como el flujo de vorticidad a través de la superficic abierta S acotada por la
curva cerrada C:

I = §i -dF, (32)

donde dF es el elemento de linea tangente a la curva cerrada C.

Tres de los tipos basicos de flujos que siguen trayectorias circulares, y que fueron
considerados como la parte determinista del modelo de dispersion en los experimentos realizados

en este trabajo, son los siguientes:
ML 4. 1. Vértice rotacional

En general, en coordenadas polares (r,0), la velocidad del fluido es descrita por las

componentes:

U =—, Uy =r—=rQ, (33)



17

donde u, es la componente de velocidad radial, ue es la componente de velocidad tangencial y €2

es la velocidad angular. Para un vortice con rotacion de cuerpo solido:

i ~ L3
" “o (34)

En el caso particular de un vértice rotacional ug es proporcional al radio de las lineas de

corriente del flujo (Fig. 2).

&lll‘

Fig. 2. Campo de velocidades generado por un vértice rotacional.
La longitud de cada vector de velocidad es directamente proporcional
a la intensidad del mismo,

La circulacién alrededor de un circuito de radio » en este flujo es:

- - n
F=[udr=|urde=2nrQ. (35)
o
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IMI. 5. 2. Vértice irrotacional

De forma contrastante con el primer tipo de vértice, en un vortice irrotacional la velocidad

ug es inversamente proporcional al radio (Fig. 3 ). Es decir,

u, =0, ug = c/r, (36)

donde ¢ es una constante.

5lll+

<3

Fig. 3. Como en Fig. 2, pero en el caso de un vortice irrotacional.

Al utilizar la Ec. (31) para hallar la vorticidad en todo punto del flujo:

@ =0/ (37)

lo que significa que la vorticidad es cero en todo punto del flujo excepto en el origen, donde su

valor no puede ser determinado a partir de esta expresion.
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Por otro lado, la circulacion alrededor de cualquier contorno que encierre al origen es:

r= juerde =Ixe, (38)
0

Para un contorno que encierre al origen se tiene que, al aplicar el teorema de Stokes para

convertir la integral de contorno en una integral de area:

I‘——-j&-dA, (39)

el lado izquierdo de la Ec. (39) no es cero, lo que implica que @ no debe ser cero en algin lugar

dentro del 4rea encerrada por el contorno. Como I' es independiente de r, es posible comprimir el

contorno sin alterar el lado izquierdo de la Ec. (39). En el limite, el area se aproxima a cero y la
vorticidad tiene que ser infinita para que @ -dA tenga un limite finito distinto de cero en el
origen. Por lo tanto, el flujo es irrotacional en todo punto excepto en el origen, donde la vorticidad
es infinita.

III. 5. 3. Vortice de Rankine

Este tipo de vortice tiene un micleo de radio R con vorticidad uniforme, donde la
distribucion de la velocidad es igual que en el caso del vortice rotacional (Ec. (34)), y afuera de

este nicleo el flujo es irrotacional (Fig. 4). El vortice de Rankine es descrito por:

ug =Qr u, =0, si r<R (40a)

ug = QRYr u, =0 si r>R. (40b)

Notese que ug €s continua en » = R.
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AN

Fig. 4. Como en Fig. 2, pero en el caso de un vértice de Rankine.

20
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IV. METODO

V. 1. Modelo de dispersion

Las Ecs. (34), (36) y (40) estan dadas en un sistema de coordenadas polares (r,0).
Conviene, para fines practicos tanto de resolucion numérica como de programacion de las
soluciones, realizar un cambio del sistema de coordenadas polares a un sistema de coordenadas

cartesianas (x,)). Se tiene que:
cos O = x/r, send = y/r,
entonces,
x=r cos0, y =r send. (41)

Las componentes de velocidad, para dos dimensiones, en coordenadas cartesianas son:

u:ﬁ :ff;y..

dt’ i (42)
Al sustituir (41) en (42) y derivar se obtiene:

) =£(f_;w=%:_wse_ rsend 22, (43a)

v = drsend) = Etsenﬁ + rcosH 6;—9

dt dt T (43 b )
Ahora, para el caso de un vortice rotacional, u, = 0 (Ec. (34)) y por lo tanto:

u=-—Lrsenf, (44a)
v =Q rcosd (44b)
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y al sustituir (41) en (44), se llega a:

u=-Qy, (45a)
v=Qx (45b)

Las Ec. (45a) y (45b) son las componentes de velocidad, en coordenadas cartesianas, que

describen un vortice rotacional.

A través de un desarrollo analogo al descrito anteriormente se obtienen las componentes

de velocidad para un vortice irrotacional (con circulacion I"):

PP | N (46a)
2n(x‘+y°)
WD -
2n(x’ +y?) (46b)
y para el vortice de Rankine:

u=-Qy, v =Qx, x “+y’<R (47a)

2 2
=_£22Ry2' V:?Rx;,. x2+y22R; (47b)

x'+y x'+y

Las Ec. (45), (46) y (47) describen la parte determinista del proceso dispersivo. En
ausencia de difusién molecular las trayectorias seguidas por » particulas, que se mueven de
acuerdo con estas ecuaciones, son circulos. Esto puede demostrarse al resolver, por ejemplo, el
sistema de ecuaciones para el caso de un vortice rotacional; con este fin se multiplica (45a) por x,

y (45b) por y, y sumando ambas:

x£+yﬂ-—-0
dt dt

es decir,

1d
Ed_r(x2+y2}20’
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y al integrar:

x+y’=q (48)

donde 7 es una constante de integracion arbitraria. Por tanto, la solucion del vortice rotacional es
la ecuacién que describe un circulo (Ec. 48). Un desarrollo analogo puede hacerse para los dos

tipos de vortices restantes.

Por otro lado, la parte estocastica de la dispersion es debida a una velocidad aleatoria,

i, =(u,v,), cuyos valores son generados aleatoriamente. La distribucién de probabilidad de la

velocidad aleatoria es de tipo uniforme-discreta, y puede tomar, con idéntica probabilidad igual a
0.5, los valores +/ y -1 en cada intervalo de tiempo de integracion (Fig. 5). Las componentes de
velocidad (V. ) son independientes una de la otra, ain en el mismo instante de tiempo, y no
tienen por qué ser (en general, no lo son) iguales. Los momentos estadisticos que describen esta

distribucion de probabilidad tienen los valores:

a) Media:

()= S, )u, =0;

b) Varianza:

f(ua,va)

(ug,va)

Fig. 5. Distribucion de probabilidad de la velocidad aleatoria.

Al sumar las velocidades determinista y aleatoria se obtiene la ecuacion de tipo Langevin

que describe el proceso dispersivo:
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- - -

ur=u +u, (49)

y al sustituir la componente de velocidad determinista, u,, por la expresion correspondiente en

cada caso, se llega a las ecuaciones que describen la dispersion en un:

a) Vortice rotacional

dx
=—=u,—Q 50
uT dt ua y ( a)
d .
,=d—',:=vn+ﬁx (50b)
b) Voértice irrotacional:-
dx _ "y Iy (51a)
d 7 2m(x*+yY)
B g (51b)
dat " 2m(x*+y?)
c) Vortice de Rankine:
si Z+y <R,
dx
—=u,—Q 52
g YRRy (52a)
d—y—v +Qx (32b)
. °
si Xty 2R,
dr _ QR’y (53a)
dt “ (x4 y?)
dy _ QR’x (53b)

E v, + —(xz " y2) i

Las Ecs. (50), (51), (52) y (53) fueron integradas numéricamente. Se utilizé el método de
diferencias finitas por razones que seran discutidas en la seccion correspondiente. En todos los
casos se introdujo variable compleja al resolver las ecuaciones, por lo que fueron definidas las

variables:
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X=x+iy
y (54)
U, =u, + iv,, (55)
donde
i=x-1
IV. 2. Solucién numérica del modelo de dispersién
Una descripcion detallada de la resolucion numérica en cada caso es la siguiente:
IV. 2. 1. Vortice rotacional
Al multiplicar (50b) por i y sumar a (50a):
Lx‘;‘iL)=(ua+ivﬂ)+ Qi(x+1iy) (56)
sustituyendo (54) y (55) en la Ec. (56):
& _U 40K (57)

dar

y, al resolver explicitamente dentro de un esquema de segundo nivel (“salto de rana™):

Xl+f _XI—J‘
2At
X' = X"+ 2QiAtX" + U, 2A¢

=U,+QiX'

donde X' X' y X' indican la posicién de las particulas en los tiempos actual, posterior y

anterior al tiempo para el que se efectia el calculo de dicha posicion.
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Definiendo una variable o = 2Q At para mayor comodidad:
X' _x'l—oX'=U,2M

Aprovechando la linealidad de la ecuacion, se obtendra la solucién homogénea y, al final,

se sumara la parte aleatoria U, 2A¢. Entonces,
X coX =0

Se propone:
XM=\
X =M,

donde a A se le llama factor de amplificacion. Entonces,

AXY - A X-oX =0
¥O-80)=10

X' no debe ser cero (solucién trivial), por lo tanto, al multiplicar ambos lados de la ecuacion por A,

se llega a;
A-Ao-1=0,

que es una ecuacion cuadratica factible de resolverse mediante formula general. Asi, se obtiene;

at+a’+4

o
2

0,
A = QiAr+4/1- Q%Ar? (58)

Si |QA#| < 1 (se utiliza el valor absoluto debido a que Q puede tomar valores negativos),

entonces el esquema es neutral, ya que:

M| = VQ2aL2 + 1 - Q%A = 1.
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Sin embargo, se tiene un modo fisico y uno computacional:

M =A.—=1 si At—=0 (modo fisico)

A2 =A.—>-1 si Ar— 0 (modo computacional)

Si |[QA#| > 1, entonces el esquema es inestable o estable, puesto que:

A = iQAL £iVQA — 1,
entonces,

I |=|QAr £VQ2A1 — 1] 1

Por tltimo, sumando la parte aleatoria, el resultado final es:

X =AX+ 2A1U, (59)

donde:

A = QiAt +1-QAL

IV. 2. 2. Virtice irrotacional

Las Ecs. (51) fueron resueltas, al igual que en el caso del vortice rotacional, por
diferencias finitas, dentro de un esquema de segundo nivel. En este caso £2 ya no es constante, y
se desea un esquema neutral (es decir, ni inestable ni disipativo), al menos cuando U, = 0, para
alcanzar una mayor exactitud en la solucién. Por consiguiente, al seguir un desarrollo analogo al

mostrado para el vortice rotacional, se llega a la Ec. (59), redefiniendo €2 como:

r

"X .

Q
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IV. 2. 3. Vortice de Rankine

Las Ecs. (52) y (53) se resolvieron por diferencias finitas, utilizando un esquema de
segundo nivel. La solucion es idéntica a la Ec. (59) y solo es necesario redefinir £ de manera tal
que corresponda a aquella dada para los vértices rotacional, cuando » < R; e irrotacional,

cuando r 2 R (Ec. 60).
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V. RESULTADOS Y DISCUSION

V. 1. Andlisis del comportamiento fisico de la dispersién de particulas en

vortices

La dispersién de n particulas, con n = 1000, en presencia de un vortice de tipo: a)
rotacional; b) irrotacional, y ¢) de Rankine, fue simulada mediante la integracion, por el método
numérico mencionado en la seccién anterior, de las Ecs. (50), (51) y (52), respectivamente (Tabla
11). Los valores asignados a N, Q y I equivalen a que una particula que comienza a moverse a
partir de la posicién (7,1) y en ausencia de difusion molecular, complete tres vueltas alrededor del

origen del vortice (rotacional, irrotacional o de Rankine) ubicado en (0,0).

Tabla IL Dispersién de particulas en presencia de un vértice.

Experimentos numéricos realizados.

Q| T'| fuu | Condicion | R | n N | At
Vortice inicial
0.1 | Ia, Ib, ITa, ITb

Rotacional | 1 1.0 |Ia, b, T, IIb 1000 | 378 | 0.05
10.0 | Ia, Ib, IIa, b
0.1 | b, a b

Irrotacional 1| 10| IbllaIb 1000 | 500 | 0.05
100 | b, Ma, b
0.1 | Ia, Ib, Ila, ITb

Rankine 1 1.0 |Ia,Ib, Ia, IIb | ¥2 | 1000 | 500 | 0.05
10.0 | Ia, Ib, ITa, IIb

Las cuatro diferentes condiciones iniciales con las que se simuld la dispersion en cada
serie de experimentos numéricos (i.e., en cada tipo de vortice) fueron las siguientes:

Ia) todas las particulas localizadas en un punto ubicado en el centro del vértice (0,0)
(Figs. 6 y 13) —no es posible considerar esta condicién inicial en el caso de un vortice

irrotacional, puesto que la Ec. (51) se indetermina—;
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Ib) todas las particulas localizadas en un punto ubicado en (7, 1), es decir, en una posicion
distinta a la del centro del vortice (Figs. 7y 10);

I1a) todas las particulas localizadas aleatoriamente dentro de una nube de radio r, = 1, el
centro de la nube y el centro del vértice se encontraban en (0,0) (Figs. 8 y 11);

IIb) todas las particulas localizadas aleatoriamente dentro de una nube de radio r, = /, el
centro de la nube (ubicado en (1,1)) se encontraba en una posicion distinta a la del centro del

vortice (Figs. 9, 12 y 14).

Se decidié que la mitad de las simulaciones fueran realizadas con las condiciones iniciales
Ila y IIb descritas en el método debido a que, fisicamente, se aproxima mas a la realidad suponer
la presencia en el medio acuatico de una mancha de cierta sustancia que se dispersa, a considerar
que la masa total de dicha sustancia se encuentra concentrada en un solo punto (lo que,
matematicamente, equivale a una delta de Dirac), aunque esta ultima consideracion puede ser
explicada fisicamente por la existencia de una fuente (v.gr. un desagiie) desde la cual es liberada

toda la sustancia en un tiempo inicial.

La nube (mancha) de particulas que se genera en todas las simulaciones realizadas
adquiere una forma circular debido a que tanto #, como #, no actian cn un sentido preferencial,
sino que su valor es idéntico en toda direccion ¢ independiente de esta ultima, lo que fue definido
arbitrariamente desde un principio, pero que no tiene que ser necesariamente asi y en general no lo
es en la realidad, donde la difusion turbulenta es mas comun que la difusién molecular (Csanady,

1980).

Un factor de velocidad aleatoria, f;,, se introdujo con el fin de tener un control sobre la
contribucion de la componente de velocidad estocastica, i, , en la dispersion. De esta manera, la
dominancia de una componente de velocidad sobre la otra en las simulaciones es una funcién de:
a) la distancia a la que se encuentra una cierta particula con respecto al centro del vortice; y b) el
factor de velocidad aleatoria correspondiente a cada simulacion. A partir de las consideraciones
anteriores y tomando como base los casos mas representativos, un analisis mas detallado de la

dispersion en cada tipo de vortice es el siguiente:
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Dispersién en un vértice rotacional. Dado que la velocidad de una particula es la

distancia que recorre en un intervalo de tiempo y que, en el caso de #, toda particula se mueve un
paso en cada iteracion N:
Vi

2 fu =21,

|u,|=

expresion que permite encontrar, al igualarla con #,, el radio r a partir del cual una componente
de velocidad es mayor que la otra y que, desde este momento sera conocido como Ry». Lo que se

obtiene es:

Rim = T: (61)

y, al considerar el caso de dispersion en un vortice rotacional, cuando el radio # en el que se
hallan las particulas dispersivas es mayor que Ry, #, domina sobre #,. El valor de R;{,,,, varia,
al igual que f;,, en miltiplos de /0, tomando los valores de 0.14, /.41 y 14.1 para f,, igual a 0.1,

1.0y 10.0, respectivamente.

El comportamiento de las simulaciones realizadas concordd con los valores calculados
para Ry, cuando jf,,_.. = (.1 se observa claramente cémo la difusién molecular es el principal
proceso por el cual las particulas se dispersan, al comenzar a moverse de acuerdo con la condicién
inicial Ia (Fig. 6, iteraciones N = / a /42) y mientras que se mantienen dentro del radio Ry,
sucede lo contrario durante todo el proceso cuando, con igual f,, la condicion inicial es
remplazada por la Ib, ya que ahora desde un inicio las particulas se encuentran fuera del radio
R;i(Fig. 7), y en consecuencia la nube gira alrededor del origen del vortice variando el valor de su
diametro en el orden de décimas. Si se aumenta el valor de £, a 1.0, el resultado es que durante
aproximadamente la mitad de la duracion total del proceso domina la difusion y por ello el

diametro de la nube aumenta en el orden de unidades (Fig. 9).
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Dispersién en un vértice irrotacional. Como el comportamiento de este tipo de vortice
es contrario al exhibido por un vortice rotacional, R, representa ahora el limite a partir del cual
domina #, sobre #, para todas las particulas que se encuentran a una distancia » > Rjm del
centro del vortice. Al hacer un desarrollo analogo al realizado para hallar el radio Ry

correspondiente a un vértice rotacional, y tomando en cuenta que ahora #, esta descrita por la

Ec. (51), se llega a:

B = r
" 2n42f, (62)
y, puesto que I = 1, Ry, toma los valores de 0.011,0.112y 1.125 cuando fuaesiguala 10.0, 1.0

y 0.1, respectivamente.

Debido a que en un voértice irrotacional #, es inversamente proporcional a , los valores

mas elevados de la velocidad tangencial, us, se presentan en la region mas cercana al centro de
vortice —del orden de 1.5 para r = 0.1, en tanto que, para r = 1.0, se sitiian en una unidad de
orden menor (alrededor de 0.15)— y ocasionan que, desde un inicio, las particulas sean lanzadas
hacia fuera de dicho centro sin importar la condicién inicial elegida, de entre aquellas descritas en
el método (Fig. 10, 11 y 12). Por ejemplo, si se elige la condicion inicial Ila con f,, = 0.1, las
particulas se distribuyen alrededor del centro del vortice, formando un anillo (Fig. 11), y sélo unas

cuantas particulas permanecen cerca de este centro, atrapadas por los elevados valores de #,; a

diferencia de la dispersién en un vortice rotacional con los mismos parametros, caso en que

la mayor concentracion de particulas siempre se encuentra en la region proxima al centro del

vortice,

Dispersion en un vértice de Rankine. Como el comportamiento de %, dentro del radio

R es inverso a su comportamiento fuera de este radio, en este caso debe obtenerse un Ry, diferente
para cada zona limitada por R. Asi, cuando fi. = 0.1, se obtienen tres regiones distintas: si r <

0.14, 1a dispersion es dominada por la difusién molecular; si 0.14 < r < \2, domina u, dada por

un vértice rotacional; si V2 <r<14.1, domina #, descrita por un vortice irrotacional; y si
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r > 14.1, nuevamente domina la difusion molecular. En consecuencia, cuando las particulas
comienzan a moverse con la condicion inicial Ia (Fig. 13), durante las primeras iteraciones la
difusiéon molecular es la principal responsable de trasladarlas hacia aquellas zonas donde domina
la componente determinista, con lo cual la distribucion de las particulas es similar a la de un

vortice rotacional y se evita la formacion del anillo generado por un vortice irrotacional.

Si se aplica la condicion IIb, con la misma f,, = 0.1, ahora aproximadamente la mitad de

las particulas se encuentran en la zona en que domina #, generada por un vortice rotacional, y
aproximadamente la otra mitad de las mismas se halla en la zona en la cual la #, descrita por un

vortice irrotacional es quien domina (Fig. 14). Notese que ninguna particula esta dentro del radio

en que domina #, . Es bastante apreciable como la dispersién de las particulas sujetas a la accién

del vértice rotacional es casi nula comparada a la dispersion de las particulas que se encuentran
dentro de un campo de velocidades dado por un vortice irrotacional, a pesar de que en ambos
casos la participacion de la difusion molecular es idéntica. Esto posiblemente se debe a que en un
vortice rotacional el fluido se mueve como cuerpo solido (i.e., es definido como un sistema de
particulas tal que las distancias entre ellas permanecen fijas); mientras que en un vortice
irrotacional las particulas ubicadas a mayor distancia del centro del vortice tienen una
velocidad mas baja que aquellas localizadas mas cerca de dicho centro. En consecuencia, aunque
la componente estocastica, #, , sea nula, en un vdrtice irrotacional (y a diferencia del proceso en
un vortice rotacional) siempre habra una dispersion de las particulas; no obstante, las trayectorias
seguidas por cada una de ellas seguiran estando restringidas a circulos cuyos centros coinciden

con el origen del vortice.

Finalmente, y debido a los valores de Q y R elegidos en este trabajo para realizar los
experimentos numéricos, cuando f,, 2 1.0 el proceso dispersivo en un vortice de Rankine es

dominado en todo punto por la difusiéon molecular.
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Comportamiento estadistico de la dispersion en vértices. Cuando se tiene solo difusién
molecular, la media fluctua (como era de esperarse tedricamente) alrededor del valor de la
posicion a partir de la cual comienza la dispersion, en el caso de las condiciones iniciales
Ia (Fig. 15) y Ib (Fig. 17); o de la ubicacion del centroide de la nube, si se trata de las
condiciones iniciales Ila (Fig. 16) y IIb (Fig. 18). La presencia de un vortice rotacional ocasiona
que el comportamiento de la media a lo largo de todo el proceso quede descrito por la funcidn

cosenoidal (Graef, 1996, comunicacion personal):

(X(1))= X, (63)

donde X, indica la posicion inicial de las particulas. Notese que si X, = 0 entonces:

(X(t)) = 0, (64)
y que en las simulaciones no se obtiene este valor exacto porque { i, } es distinto de cero, donde

{ } es el promedio estimado.

Por otro lado, la desviacion estandar teérica para un vortice rotacional es descrita por

(Graef, 1996, comunicacion personal):

2
(|X— Xoe'“‘r) = %(1— cos(QAt)) 65)

y, en ausencia del vortice (i.e., £ = 0):

([X ! Xa|2) = 2(f.2A)t. (66

Para los vortices irrotacional y de Rankine no es posible encontrar una solucion analitica.
Ademas, puesto que el efecto de los vortices irrotacional y de Rankine disminuye rapidamente
conforme aumenta r (a partir de » > R, en el ultimo caso), solo en las primeras iteraciones es
posible apreciar la influencia de los mismos en el proceso. En las iteraciones subsecuentes, tanto
la media como la desviacion estandar tienden a alcanzar un equilibrio cuando domina el efecto del

vortice (Figs. 16a, 17a y 18a).




44

La difusion molecular, en todas las simulaciones fue la principal responsable de una
dispersion mas eficiente: la desviacién estindar crece rapidamente cuando domina esta
componente durante la mayor parte del proceso para la mayoria de las particulas (Figs. 15 a 18).
Posiblemente sea ésta la razon de que la presencia de un vortice irrotacional o de un vortice de
Rankine —a comparacion de un vortice rotacional— haga mas eficiente el proceso dispersivo, ya
que #, en ambos casos domina durante la mayor parte del proceso, aun para valores de f,
pequefios (v.gr., fua = 0.1, Figs. 16a, 17a y 18a) y, en consecuencia, la desviacion estandar
alcanza valores notablemente mas altos que aquellos generados por un vortice rotacional con

idénticas condiciones iniciales y f,, (Figs. 15 a 18).

Todo parece indicar (Figs. 6 a 9) que el comportamiento de #, en un vortice rotacional
“atrapa” en su giro a las particulas, disminuyendo asi el valor de la desviacion estandar (Figs. 15
a 18) y, por extension, la eficiencia de la dispersion. Es posible que por esta razon se observen
cambios de los valores de la desviacion estindar en un orden de magnitud para cada f,, en un
vértice rotacional, mientras que ello sélo se aprecia en los vortices irrotacional y de Rankine

cuando f,, aumenta de / a /0.0.

Notese que las fluctuaciones de los momentos estadisticos (media y desviacion estandar)
son mayores cuando la condicion inicial es una nube de particulas, comparadas con las
fluctuaciones observadas cuando las particulas comienzan a moverse partir de una fuente puntual.
Esto es consecuencia de que, cuando las particulas inician su movimiento a partir de una posicién
distinta para cada una de ellas, la media de cada particula fluctia alrededor del valor de su
posicion inicial (puesto que, debido a que el valor de decision es igual a 0.5 en todas las
simulaciones, las particulas no siguen una direccion preferencial) —aunque, al igual que en el
caso en que todas las particulas se dispersan a partir de un punto ubicado en (0,0) 6 (1,1), las
fluctuaciones se generan alrededor de 0 6 I, respectivamente, ya que el centroide de la nube
también se encuentra en (0,0) 6 (I,/}— y, por consiguiente, se generan mayores fluctuaciones

tanto en la media como en la desviacion estandar calculadas para todas las particulas.
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Fig. 15. Media y desviacion estindar de cada serie de simulaciones de dispersion de particulas con
condicién inicial Ia (ver seccién VI) y f,, igual a: a) 0.1; b) 1.0; y c) 10.0, Cada grafica muestra el
comportamiento de la media o de 1a desviacién estindar correspondientes a un vértice: rotacional
(linea magenta); irrotacional (linea verde); de Rankine (linea azul); y el comportamiento tedrico
de 1a desviacién estandar si s6lo hay difusion molecular (linea negra).
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Efecto de la presencia de un vortice en la distribucién de particulas que se dispersan.
Al simular la dispersién, modelada por medio de una ecuacion de tipo Langevin, en presencia de
vortices, se ha estado estudiando un proceso de difusion-adveccion. En general, dicho proceso esta

gobernado por una ecuacion de la forma:

%%+ #VC=DV?C (67)

que se diferencia de la ecuacién que se resuelve en este trabajo (Ec. (14)) por la presencia del
término advectivo #-VC . La velocidad advectiva # estaria generada, en el caso especifico de
las simulaciones realizadas en esta tesis, por la presencia de un vortice y, por consiguiente,

corresponderia a la velocidad determinista #, .

Notese que, en los casos de dispersion en un vortice rotacional con condicion inicial: a) Ia,
y b) Ila, %, es perpendicular al gradiente de concentracion, por lo que #-VC =0y la
presencia del vortice no tiene ningin efecto sobre la dispersion. En consecuencia, y en
concordancia con la solucion de la ecuaciéon de difusion (Ec. (14)), durante todo el proceso
dispersivo:
a) La estadistica se comporta de la forma tedricamente esperada: el promedio fluctia
alrededor de 0 y la desviacion estandar varia como VN (Fig. 15);
b) se obtiene una distribucion aproximadamente gaussiana de la posicion de las

particulas (Fig. 19).

En todas las simulaciones cuya condicién inicial es distinta a las condiciones Ia y Ila, #,

no es perpendicular a VC, por lo que #-VC es distinto de cero y ello significa que el vortice
influye en el proceso dispersivo. Uno de los efectos mas notables debido a la presencia del vortice
es que ahora la distribucion de las particulas ya no es de tipo gaussiana, lo que se observa

principalmente en un vortice irrotacional — a causa, a su vez, de la rapida variacion, comparada
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Fig, 19, Gradiente de concentracién exhibido, para cada nimero N de iteraciones, durante un
proceso de dispersion de particulas en un vértice rotacional con Q = I y condicion inicial Ia. Las
flechas indican la direccién del gradiente; la intensidad del color es directamente proporcional a la

concentracion de particulas.
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Fig. 20. Como en Fig. 19, pero en el caso de un vértice irrotacional con I' = I y condicién inicial Ib.
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con la que se tiene en los vortices restantes, de #, con respecto a  en este tipo de vortice— (Fig.

20).

V. 2. Evaluacion de la eficacia de la técnica de caminata aleatoria y de la

ecuacion de Langevin

La principal ventaja de utilizar una ecuacion de tipo Langevin es que permite modelar
todo proceso dispersivo, sin restricciones con respecto al fenémeno fisico que provoca la parte
advectiva del mismo; es decir, aunque en este trabajo #, se encuentra descrita por las
ecuaciones de un vortice, facilmente puede elegirse cualquier otro fenémeno de aquellos que
constituyen una componente advectiva en un medio fluido: corrientes, ciclos de mareas, flujos

turbulentos, etc. Por ejemplo, si se escoge que #, esté definida por una corriente unidireccional, la
ecuacion de tipo Langevin resultante sera la suma de la velocidad aleatoria #, mas una constante

cuyo valor y signo indican la magnitud y sentido de dicha corriente, respectivamente.
V. 3. Evaluacion de la eficacia del esquema numérico utilizado

El método numérico elegido para resolver la ecuacion de tipo Langevin fue el de
diferencias finitas. En un principio, las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de cada tipo
de vortice fueron resueltas dentro de un esquema de primer nivel (diferencias finitas hacia
adelante). El analisis de estabilidad del mismo indicaba que, con este tipo de esquema, la solucion
era incondicionalmente inestable. Al aplicar un esquema implicito se solucionaba este problema,
pero ahora 1a solucion era incondicionalmente estable; sin embargo, quedaba aun el problema de
que esta solucion era disipativa: existia un error numérico que iba creciendo conforme aumentaba
el numero de iteraciones de calculo, por una parte; y por otra su magnitud también estaba en
funcion del intervalo de tiempo Af empleado. Por tanto, tenian que utilizarse Ar muy pequefios
para asegurarse de que el error numérico fuera a su vez tan pequefio (del orden de décimas o

centésimas) que pudiese despreciarse.
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En términos practicos y factibles de observar graficamente, el que la solucion numérica
fuera incondicionalmente inestable o estable implicaba que, en ausencia de difusion, la trayectoria
resultante de las particulas era una espiral que crecia hacia afuera (esquema explicito) o hacia
adentro (esquema implicito) del centro del vortice; este resultado no coincide con la solucion

analitica (Ec. (48)), que es un circulo.

Para asegurarse de que la solucién, por lo menos cuando #, = 0, fuera tanto estable

como no disipativa, se utilizd un esquema de segundo nivel (“salto de rana”). El analisis de
estabilidad del mismo mostré que la solucién es neutral y que el esquema es estable si QAf < 1,
lo que ocurre siempre en el caso de dispersion en vortice rotacional (ya que €2 es una constante
igual a / y QAt = 0.05). Para el caso de la dispersion en vortices irrotacional y de Rankine (en los
que Q ya no es constante), con f,, < /0 se cumplia siempre la condicién de estabilidad, y
unicamente cuando f,, = /0 una fraccién menor que /% de los célculos realizados para
determinar la posicion de toda particula en cada iteracion presenta inestabilidad; ésto representa
un porcentaje de particulas atin mas bajo, si se toma en cuenta que esta fraccion puede referirse a
una cuantas particulas repeiidas, e incluso a una séla particula, que no cumplen la condicion de

estabilidad.

Una vez que fue aplicado un esquema neutral, con lo que se mantuvo el error numérico en
cero, para evitar inestabilidades de la solucion en los experimentos realizados se eligié un A+ muy
pequefio (igual a 0.05, dado que, de acuerdo con el analisis de estabilidad la solucion lo es para
QAr < 1 y Q fue igual o menor que / en todos los casos). El valor tan pequefio del Ar utilizado
representd una de las principales limitantes para simular la difusion durante tiempos lo
suficientemente grandes para alcanzar la escala de tiempo hidrodinamico T descrita por Braun
(1984), en la que la distribucion de las particulas en el espacio es uniforme, y se llega a un estado
de equilibrio; aunque cierta evidencia de ésto es mostrada por el comportamiento estadistico de

algunas simulaciones (Figs. 16a a 18a).

A pesar de que el tamaifio de las matrices en los experimentos numéricos es grande (de

hasta 500 x 1000 elementos), este tamaiio es todavia comodo de manipular en términos de tiempo



54

de calculo de las operaciones matriciales realizadas. Se decidié fijar en /000 el numero de
particulas que se dispersaban en los experimentos numéricos. Este nimero tiene un valor
comparable a aquellos valores empleados por Sullivan (1971) y Thompson (1971) para simular
difusion longitudinal dentro de un flujo con corte (simulacién con 5000 particulas) y difusion
turbulenta en la atmésfera (simulacion con /000 particulas), respectivamente; sin embargo, este
valor es mucho menor a aquel utilizado por Allen (1982) para simular difusién en estuarios -
superior a 20000 particulas-, aunque debe mencionarse que este trabajo tiene por fin la
comprension de la fisica involucrada en el fenémeno simulado, y no la reproduccion de casos
reales con la mayor exactitud posible como en el caso de Allen (1982). En esta tesis no se contaba
con mediciones reales con las cuales comparar los resultados experimentales y poder determinar la

exactitud con la que el modelo simula el fenomeno.

Por ser una primera aproximacion, se establecieron a priori una serie de consideraciones
con ¢l fin de simplificar en lo posible la simulacion, y que en un caso real necesariamente tienen
que ser tomadas en cuenta. Principalmente se establecio que existia conservacion de masa, no se
consideraron pérdidas por ninguno de los factores mencionados por Hunter (1980a), entre los que
destacan: evaporacion, disolucion, hundimiento y degradacion de las particulas; factores cuya
influencia es ejercida en mayor o menor grado en funcién de la naturaleza de la sustancia difusiva
(aceite, sedimento, materia organica, plancton, etc.) y para diferentes escalas de tiempo en el

rango de horas a afios.

Por ultimo, la introducciéon de variable compleja para resolver las ecuaciones que
describen la dispersion representa una reduccion apreciable tanto del tiempo de calculo necesario
para simular el fenomeno, como del espacio de memoria ocupado por las matrices de tamafio N x
n (espacio que, de entrada, se reduce a la mitad ya que, por ejemplo, ahora sélo se tiene una
matriz de velocidades aleatorias U, en vez de dos matrices de componentes de velocidad aleatoria
(ua,v,)), ademas de que simplifica notablemente el manejo de las ecuaciones involucradas y de sus

correspondientes soluciones numéricas.
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VI. CONCLUSIONES

1. La difusion molecular ocasiona una mayor dispersion (estimada a partir de los valores
de la desviacion estandar alcanzados cuando domina esta componente) de particulas en un

vortice, comparada con la dispersion obtenida al dominar este ultimo.

2. En todas las simulaciones, el campo de velocidades debido a un vértice irrotacional
genera la mayor dispersion de las particulas, en relacion a aquella producida por los vortices

rotacional y de Rankine.

3. La presencia de un vortice de tipo rotacional, cuando las particulas comienzan a
dispersarse a partir de una fuente —sea ésta puntual o una nube— cuya localizacion coincide con
el centro del vortice, no afecta al proceso de dispersion. En este caso, todo el proceso es descrito

por la ecuacion de difusiéon molecular.
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