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VIGAS COMPUESTAS

Son aquellas en que la seccién est4 formada por la combinacion de dos o mas materiales que trabajan en
conjunto para proveer la sustentacion al sistema de cargas del elemento estructural que estan formando.

Este tipo de secciones resulta conveniente en el caso de escaséz de materiales estructurales, ya que es posible
integrar materiales de distintas caracteristicas y lograr con ello un elemento estructural suficientemente
resistente a la condicién de carga de trabajo. Los materiales mas comunes son la madera y el acero, aunque el
caso mas tipico esta representado por el concreto reforzado. En la actualidad, se emplea la combinacion de
acero estructural y concreto reforzado en la fabricacion de elementos estructurales, combinacion que permite
un uso eficiente de las caracteristicas de cada uno de los materiales. La combinacion de materiales ligeros con
materiales resistentes, es también una alternativa empleada en la industria de la construccion, en donde los
elementos asi fabricados son considerados en su analisis, como elementos de seccion compuesta.

Cuando las secciones estan determinadas por la combinacion de diferentes materiales, se deja de cumplir la
hipotesis que se plantea para el desarrollo de las expresiones de la Resistencia de Materiales para la
estimacion de esfuerzos y deformaciones en donde se considera homogénea la seccion transversal. Al no ser
homogénea la seccion, los esfuerzos y deformaciones no son proporcionales a la distancia al eje neutro. Sin
embargo, existe un recurso para cumplir con los requisitos de homogeneidad en la seccion, esto se logra a
través de la seccién transformada (6 equivalente) en donde se especifican las caracteristicas de uno de los
materiales en funcién del otro, siempre y cuando se asegure que los materiales permanecen en el rango
elastico-lineal de deformaciones y esfuerzos y sobre todo, que ambos materiales estén perfectamente
adheridos (con ellos se asegura que las deformaciones en el punto de contacto sean las mismas y exista
transmision de esfuerzos hacia el resto de las fibras en la seccion transversal).

TIPOS DE VIGAS COMPUESTAS

o Tubos de acero recubiertos con
plastico

e Vigas de madera recubiertas con A AN~—]
placas de acero % i
e  Vigas "sandwich"
e Secciones tubulares de  acero
combinadas con concreto
o Secciones laminadas de  acero
estructural recubiertas de concreto
e "Steel deck"”
TP P T Ty

CONSIDERACIONES EN EL ESTUDIO DE VIGAS COMPUESTAS

e Los materiales estan perfectamente adheridos

o Las deformaciones unitarias (¢) de ambos materiales sean iguales en el punto de unidn de los
materiales

o  Prevalecera la consideracion de secciones transversales planas durante la flexion de las vigas

o Los procedimientos para la determinacion de esfuerzos y deformaciones unitarias como fueron
desarrollados para vigas homogéneas, no es aplicable al caso de vigas compuestas
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SECCION TRANSFORMADA (O EQUIVALENTE)

Procedimiento alternativo para analizar esfuerzos a flexion en una viga compuesta. Por conveniencia, es
practico transformar la seccién de la viga en estudio, en una seccién equivalente de una viga imaginaria
compuesta de un solo material (viga imaginaria homogénea)

Supongamos la siguiente seccion de una viga compuesta de dos materiales (acero y madera, por ejemplo)
unidos en la superficie de contacto y de dimensiones como las indicadas en la figura

b
ﬂ\ 3
h
\
\\\\A/ :

En el punto “A”, se determina que las deformaciones unitarias en la madera y el acero son iguales, debido a la
adherencia de los materiales en la superficie de contacto, por lo que
€= En

De acuerdo con la ley de Hooke, la deformacién unitaria de un material en el rango elastico-lineal, esta

; o5 o
determinada por la expresion: € = -

Asi, los deformaciones unitarias de los materiales en el punto “A”, en términos de el esfuerzo actuante o, sera

(%) {%) ..................... (1)

En la seccién transformada, se debera cumplir ademas, al hacer equivalente las propiedades de uno de los
materiales a las propiedades de el otro, que la fuerza a tensién (6 compresién), en el material que se hace
equivalente, sea la misma magnitud de fuerza antes y después de efectuar la transformacion de el material. Si
hacemos equivalente la placa de acero en madera, para obtener la seccion transformada homogénea en madera
equivalente:

P =P,
P
Puesto que, 6 =—
A

Enténces la igualdad de fuerzas antes y después de la transformacion de la seccién de acero, en funcion de el
esfuerzo, sera

Ol =0 Ag” sssmnassas (2)

De la expresion ( 1)
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Sustituyendo en la expresion (2 )

AU[E“ 0‘,,]=<5"‘A'm .......................... 39
E

Definiendo la relacion mudular, n:

y utilizando las mismas propiedades de la madera, después de la transformacion de la seccion de acero en
madera equivalente, es decir 6,, = 6",

Sustituyendo en la expresion (3 )

)

Aano-m = Am\,om
Simplificando esta expresion
An=A,

Este resultado indica que para obtener la seccién equivalente en madera, A,,’, transformando el rea de acero,
A,, se debera multiplicar el 4rea de acero por la relacion modular “n”.

Si se quiere obtener la seccion transformada en acero, sera necesario obtener el area equivalente en acero A,’
de la seccion de madera. En este caso la relacion modular sera:

La relacion de areas queda definida por

A.n=A;

[}
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CONDICIONES PARA OBTENER LA SECCION TRANSFORMADA

—

Deformaciones unitarias (£) iguales en la union de los diferentes materiales

2. lguales fuerzas de tensién/compresion al pasar de la seccion original a la seccion transformada

3. El eje neutro no debe cambiar de posicion: el eje neutro pasa por el centroide de la seccion
transversal

ESFUERZOS EN LA SECCION TRANSFORMADA

En una seccion homogénea, los esfuerzos producidos por la flexion, estan determinados por la expresion

o My

I
Al tener definida la seccién transformada (6 equivalente), los esfuerzos producidos por la flexién se podran
determinar aplicando la expresion utilizada para vigas de seccion homogénea. En el caso de el esfuerzo en el
material que no ha sido transformado, por ejemplo, si la seccion es equivalente en madera (la seccion de acero
se hizo equivalente en madera), este esfuerzo se determina utilizando la expresion

_—My

o“lﬂ
1

r

En donde:

., = esfuerzo en la seccion de madera en una fibra ubicada a una distancia *y” de el eje neutro
M = Momento flexionante actuante en la seccion transformada

[+ = Momento de inercia de la seccion transformada

y = Distancia desde el eje neutro a la fibra en donde se esta determinando el esfuerzo oy,

Para determinar el esfuerzo en el material que se ha transformado al obtener la seccidn equivalente, por
ejemplo, si la seccion es equivalente en madera (la seccion de acero se hizo equivalente en madera), se sabe
que de acuerdo con la Ley de Hooke

o=Ee

y que la relacion modular “n” se definié como

EII
n=—2=

Eﬂl
Por lo tanto,
E,=nE;
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El esfuerzo en la seccion de el material que no se transformé (la placa de acero, para el caso de nuestro
ejemplo) esta determinado por

o,=E, ¢

Sustituyendo el médulo de elasticidad E, en funcion de la relacion modular “n”

6,=nE,e=no,’
Este resultado indica que, para obtener el esfuerzo producido por flexion en la seccion original, en el material

que no ha sido transformado, se deberd determinar el nivel de esfuerzo de este material equivalente en la
seccion transfomada y posteriormente se multiplica por el valor de la relacion modular “n”, o bien

GV&I = nc"l

o, = —My
! L

n
5

w
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VIGAS COMPUESTAS

Ejercicio No. 1.1

Determinar los esfuerzos maximos y minimos, de tension y
compresion en la madera y en el acero de la seccion
transversal mostrada en la fig., al aplicarse un momento
positivo de 60 kips-in

Seccion Modulo elastico
Madera 4x6in 1,500 ksi
Acero 4 x % in 30,000 ksi

Ejercicio No. 1.2

Resolver el ejercicio anterior, considerando que la seccion
transversal se refuerza agregando una placa de acero en la
parte superior de la seccion. Utilizar las propiedades de los
materiales del ejercicio anterior, tanto para la placa de acero
como para la madera.

Ejercicio No. 1.3

Una viga simplemente apoyada en un tramo de 6 mts de
claro, soporta una carga uniformemente distribuida de 500
kg/m, incluido su propio peso. Si n=20, determinar los
esfuerzos maximos en la seccion mostrada en la fig.

Ejercicio No. 1.4

Una viga de Madera de 200x300 mm esta reforzada por los
lados con placas de acero de 12 mm de espesor (ver fig.).
Los respectivos modulos de elasticidad para el acero y la
madera son E~=204 GPa y E,=8.5 Gpa. Los esfuerzos
permisibles correspondientes son ¢,=120 Mpa y 0,=10
Mpa.

Calcule el momento flexionante permisible maximo My,
cuando la viga esta flexionada respecto al eje z.

Ejercicio No. 1.5

Una viga en caja hueca estd construida con almas de
Madera contrachapada y patines de pino (ver fig.). La
madera contrachapada es de | in de espesor y 12 in de
ancho; los patines son de 2 in x 4 in (tamafio real). El
modulo de elasticidad de la Madera contrachapada es de
1600 ksi y el del pino es de 1200 ksi.

Si los esfuerzos permisibles son de 2.30 ksi para la Madera
contrachapada y de 1.80 ksi para el pino, encuentre el
momento flexionante permissible M, cuando la viga se
flexiona respecto al eje z.

6.0In

L

6.0in

N

2in

300 mm

-

e

12in
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Solucion ejercicio No. 1.1
Modulos de elasticidad del acero y de la madera (Es y Ew respectivamente):
Es:= 30000 ksi
Ew:= 1500 ksi

Relacién modular n,

n::E n=20
Ew

Seccion transformada (equivalente en madera):

Ancho equivalente de las placas de acero
b:=4 in
bl := n'b bl =80 in

7 T
4 /

N

_’A-,_!_

N

Seccion transversal Seccion transformada

Localizacion del Eje Neutro:

Elemento h b Al yi A*yi
1 0.5 80 40 0.25 10
2 6 4 24 3.5 84
r= 64 94
94 .
e — =1469 In
y 64 y

Momento de inercia |, de la seccidn transformada:

bl =80 in b2:=4 in
hl:=0.5 in h2:=6 in

h2 ;
7+h1—y d2=2.031 In

hl "
dl :=y—7 dl=1.219 In d2
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B 2 b2-h2° 2
= + bl-h1-.d1” 12:= + b2-h2-d2
It:= 11 + 12
It = 231.271 in

Nivel de esfuerzos actuantes producidos por el momento flexionante.

De acuerdo con la expresion para determinar los esfuerzos por flexion, estos dependen de
la distancia de la fibra a el eje neutro:

o=-(My)/It

a) Para el acero (esfuerzos multiplicados por "n", pues el acero se transformé a madera
equivalente para obtener la seccion transformada, distancia negativa, pues se encuentra por
debajo de el eje neutro):

M := 60-1000 Ib-in
Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

val = ~y yal = -1.469 in

—M-yal-n . .
oal := ———I——— cal = 7620.9 psi en Tension
t
Esfuerzo minimo

ya2:= —(y - hl) ya2 = —0.969 in

~M-ya2- : e
cal = ——lﬁ—r—‘ ca2 = 5026.6 psien Tension
t
b) Para la madera (distancia positiva y negativa, pues las fibras se encuentran tanto por

arriba, como por debajo de el eje neutro):
Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

yml:= (h2 + hl) -y yml = 5,031 in

-M-yml ; s
oml = —l_ oml = —1305.3 psi en Compresion
t

Esfuerzo minimo

ym2 := —(y = hl) ym2 = -0.969 in

-M-ym?2 - ; -
om2 := l_ om2 = 251.3 psien Tension
t

Los esfuerzos maximos en Tension y Compresion obtenidos para la madera y el esfuerzo
maximo a Tension obtenido para el acero, se deberan comparar con los esfuerzos admisibles
de estos materiales y poder determinar si la seccion es apropiada por esfuerzos a flexion, si
estois esfuerzos determinados son mayores a los esfuersos admisibles, sera necesario
redisefiar la seccion transversal, 6 cambiar las propiedades de los materiales por materiales
mas resistentes.




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucion ejercicio No. 1.2

Modulos de elasticidad del acero y de la madera (Es y Ew respectivamente):
Es:= 30000 ksi
Ew:= 1500 ksi

Relaciéon modular n,

E
n:=—S n =20
Ew

Seccion transformada (equivalente en madera):

Ancho equivalente de las placas de acero
b:=4 in
bl :=n-b bl =80 in

{
i
\
\‘ )1' ’
05 in 7
| 40in nb=80 in :

Seccion transversal Seccion transformada

Localizacion del Eje Neutro:

Elemento h b Ai yi A*yi
1 0.5 80 40 0.25 10
2 6 4 24 3.5 84
3 0.5 80 40 6.75 270
=104 364
364 .
Y =35 In
. 104 “

Momento de inercia I, de la seccion transformada:

bl =80 in b2:=4 in b3:=80 in
hl:=0.5 in h2:=6 in h3:= 0.5 in
h3
dl = . d2:=22-+hl—y d3:= —+hl+h2-y
2 2 2
dl1=325 in d2=0 in d3 =325 in
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b2-h2° b3-h3>

12

SETS
1= 5 +bl-hl-d12 12:=

+ b2-h2-d22 B= + b3~h3-d32
t=11+12+13
It =918.667 in

Nivel de esfuerzos actuantes producidos por el momento flexionante.

De acuerdo con la expresion para determinar los esfuerzos por flexion, estos dependen de
la distancia de la fibra a el eje neutro:

c=-(My)/lt

a) Para el acero abajo de el eje neutro (esfuerzos multiplicados por "n", pues el acero se

transformé a madera equivalente para obtener la seccion transformada, distancia negativa,
pues se encuentra por debajo de el eje neutro):

M := 60-1000 Ib-in
Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)
yal:= -y yal =-3.5 in
—M-yaln
- It

cal: oal =4571.8 psien Tension

Esfuerzo minimo
ya2:= —(y — hl) ya2=-3 in

-M-ya2-n . .
gal .= ———— ca2 =3918.7 psi en Tension
It

b) Para la madera (distancia positiva y negativa, pues las fibras se encuentran tanto por
arriba, como por debajo de el eje neutro):

Esfuerzo maximo (fibra méas alejada por encima de el eje neutro)

yml :

Il

(h2+h) -y yml=3 in

-M-yml _ : -
oml =——— oml =—195.9 psi en Compresion

It
Esfuerzo maximo (fibra mas alejada por debajo de el eje neutro)

ym2 := —(y — hl) ym2=-3 in

- om2 = 195.9  psi en Tension
It

c) Para el acero por encima de el eje neutro (esfuerzos multiplicados por "n", pues el acero
se transformé a madera equivalente para obtener la seccion transformada, distancia negativa,
pues se encuentra por debajo de el eje neutro):

Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

ya3:=y ya3 =3.5 in

10
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o3 e SMYARD s 45718 psien Compresion

It
Esfuerzo minimo

yad = (y — h3) yad=3 in

cad = ﬂl)fﬂ cad = -3918.7 psien Compresion
t
Los esfuerzos maximos en Tension y Compresion obtenidos para la madera y el esfuerzo
maximo a Tension obtenido para el acero, se deberan comparar con los esfuerzos
admisibles de estos materiales y poder determinar si la seccién es apropiada por esfuerzos
a flexion, si estois esfuerzos determinados son mayores a los esfuersos admisibles, sera
necesario redisefar la seccion transversal, 6 cambiar las propiedades de los materiales por

materiales mas resistentes.

11
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Solucioén ejercicio No. 1.3

Relacion modular n, n:= 20
w=500 kg/m
LT
1500 kg 6.0 mts 1500 kg|
1500 kg
Vx: n - 3.0 mts |
Sssangy lllll||||||||!]...
150 kg
2250 kg-m
G
M := 225000 kg-cm
Seccidén transformada (equivalente en madera):
Ancho equivalente de las placas de acero
b:=8 ¢Cm
bl :=nb bl =160 cm
y
12 cm | 12cm
1 ] ' B
%\ ~
< 20 cm
\
% EJE S
z Aﬁ )(V NEUTRO
~ y
%__ A
8cm tem S nb=160 cm '
Seccién transversal Seccion transformada
Localizacién del Eje Neutro:
Elemento  h b Al i A*yi
1 1 160 160 0.5 80
2 20 12 240 11 2640
= 400 2720

12
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EJERCICIOS DE APLICACION
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S R
¥ 400 3=

Momento de inercia I! de la seccion transformada:

bl =160 cm b2:= 12 cm
hi=10 cm h2:=20 cm
h . .
qleey - @i=b8 W @ =y d2=42 in
2 2
3 3
bl-hl b2-h2
1 bi-h1.d12 2= + b2-h2.d2?
= 11+ 12
It = 18597.3 cm?

Nivel de esfuerzos actuantes producidos por el momento flexionante.

De acuerdo con la expresion para determinar los esfuerzos por flexion, estos dependen de
la distancia de la fibra a el eje neutro:

c=-(My)/lt
a) Para el acero (esfuerzos multiplicados por "n", pues el acero se transformo6 a madera

equivalente para obtener la seccion transformada, distancia negativa, pues se encuentra por
debajo de el eje neutro):

Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

yal:= —y yal =-6.8 Cm

~M-yal-n
It

cal := cal = 1645.4 kglcm? en Tension

Esfuerzo minimo

)132 = —(y = hl) )32 =-5.8 cm

_ —M-ya2n
It

ca2: a2 = 1403.4 kg/cm? en Tension

b) Para la madera (distancia positiva y negativa, pues las fibras se encuentran tanto por
arriba, como por debajo de el eje neutro):
Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

yml :

(h2+hl)-y yml=142 CmM

-M-yml
It

oml : oml = -171.8 kg/cm2 en Compresion

13
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Esfuerzo minimo
ym2 := —(y — hl) ym2 =-5.8 ¢m

om2 = My om2 = 70.2 kg/cm?2 en Tension

It

Los esfuerzos maximos en Tension y Compresion obtenidos para la madera y el esfuerzo
maximo a Tension obtenido para el acero, se deberan comparar con los esfuerzos
admisibles de estos materiales y poder determinar si la seccion es apropiada por esfuerzos
a flexion, si estos esfuerzos determinados son mayores a los esfuersos admisibles, sera
necesario redisefiar la seccién transversal, 6 cambiar las propiedades de los materiales por
materiales mas resistentes, o incluso se podria recurrir a modificar las condiciones de carga
en la viga, como se procede a continuacion.

Suponiendo los siguientes esfuerzos admisibles para la madera y el acero:

cadmm := 80 kg/cm?
cadma := 1200 kg/cm?
De acuerdo con los resultados previos:
omaxm = oml omaxm = —171.799

omaxa = cal omaxa = 1645.4

Estos niveles de esfuerzo actuante, estan por encima de los niveles admisibles de esfuerzo
en los materiales, por lo que para reducir los niveles de esfuerzo actuante, se procede a
determinar cual seria el nivel de carga actuante en la viga para que los esfuerzos actuantes
se encuentren dentro de los niveles admisibles.

Momento flexionantes maximo admisible

c=-My/l; ==> M=-cl;ly
Utilizando el esfuerzo admisible en la madera (esf. en compresion)

o = —cadmm yl:=(h2 + hl) -y

—o-lt

yl

Madmm := Madmm = 104773.71  kg-cm

Utilizando el esfuerzo admisible en el acero (esf. en tension)
o = cadma y2ii= —y

-g-lt

Madma := Madma = 164094.12  kg-cm

y2:n

De acuerdo con estos resultados, Madm madera < Madm acero, por lo que la carga "w"
que se puede aplicar a la viga, se determina a partir de la condicién de Momento maximo
admisible y puesto que se tiene una viga simplemente apoyada:

Mmax = Madmm

14



VIGAS COMPUESTAS
RESISTENCIA DE MATERIALES I

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

L:=6 cm
Mmax
8
100
Wit m———
2

L

w=232.83 kg/m

Esta carga "w", sera la que produzca el esfuerzo maximo admisible en la madera, no asi
para el esfuerzo en el acero, por lo que se tendra el caso de una viga sobre-disefiada, ya
que el area de acero esta excedido de acuerdo con la cantidad necesaria para que el
disefio sea optimo en términos de que se presenten los niveles de esfuerzos admisibles

18




VIGAS COMPUESTAS

EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 1l

ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucién ejercicio No. 1.4
Modulos de elasticidad del acero y de la madera (Es y Ew respectivamente):
Es:= 204 MPa
Ew:= 8.5 MPa

Relacion modular n,

Seccion transformada (equivalente en madera):

Ancho equivalente de las placas de acero

b:= 12 mm
bl :=n'b bl =288 mm
b3 := n'b b3 =288 mm
12 mm 200 mm 12 mm 288 mm 200 mm 288 mm
Z!OOmmi | EN
______ S (N5 = D S S I I
1‘150mm
!
',.
Seccion transversal Seccion transformada

Localizacion del Eje Neutro:

Puesto que la seccion transformada es doblemente simétrica, el eje neutro, se localiza a
media altura:

y:= 150 mm

Momento de inercia |, de la seccion transformada:

bl =288 mm  b2:=200 MM b3 =288 mm -
hl:=300 mm  h2:=300 MM  h3:=300 mMmM

3 3 3
bl-hl b2-h2 b3-h3
[2= [3:= 3 -

12 12 12

[1:=

16



VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL M. OJEDA

It:=I1 % 12413
9 4
[t=1.746 x 10 mm

El momento permisible maximo, estara determinado por los esfuerzos maximos en
los materiales de la seccion transversal:

a) Para el acero (tanto en Tension como en Compresion, ya que el Eje Neutro esta
localizado a media altura de la seccion):

o (Myy) /1t* n

osadm := 120 N/mm?Z (en tension)

y:= —150 mm (suponiendo momento positivo)
Mg, —2E0 Ms =582 x 107 N-mm (Ms=58.2 kN-m)
n-y

b) Para la madera (tanto en Tensiéon como en Compresion, ya que el Eje Neutro esta
localizado a media altura de la seccion):

Gy =-(M,y) / It

owadm = 10 N/mmZ (en tension)

y:= =150 mm (suponiendo momento positivo)
My = —OYAdm L~ Liedx 108 N-mm (Mw=116.4 kN-m)
y

Rige el momento determinado por el esfuerzo admisible de el acero, puesto que Mw > Ms
por lo tanto, el momento flexionante permisible maximo, Mmax = 58.2 kN-m

17




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucion ejercicio No. 1.5
Modulos de elasticidad de la madera contrachapada y de el pino (Ew y Ep respectivamente):
Ew = 1600Kksi
Ep:= 1200 ksi
Relacion modular n,

Ew
fifs — n= 1333
Ep

Seccion transformada (equivalente en madera):
Ancho equivalente de la madera contrachapada en pino

b:i=1 1in
bl:= nb bl =1.333 in
b4 := n-b b4 =1.333 in
|y
2n [ TREEEIT §
.
i = |
1in 4in 1in 4in nb
Seccion transversal Seccion transformada

Localizacion del Eje Neutro:

Puesto que la seccion transformada es doblemente simétrica, el eje neutro, se localiza a
media altura:

¥y 6 in

Momento de inercia |, de la seccion transformada:

bl = 1.333 in b2:=4 in b3:=4 in bd = 1.333 in
hl:=12 in h2:=2 in h3:=2 in h4:=12 in

dl:=0 in d2:=5 in d3:=5 in d4:=0 in
3 3
bl b2:-h
L 12 := 122 + b2-h2-d2°
b3-h3’ 2 bd-ha’ 2
= + b3-h3-d3 4 := + bd-hd-d4

Iti=11+ 12+ 13 + 14 It=789.333 in

18




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL M. OJEDA

El momento permisible maximo, estara determinado por los esfuerzos maximos en
los materiales de la seccion transversal:

a) Para la madera contrachapada (tanto en Tension como en Compresion, ya que el Eje
Neutro esta localizado a media altura de la seccion):

o= (M,y) /1t*n

owadm := 2.3 ksi(en tension)

yi= -6 in (suponiendo momento positivo)
—owadm-It

Mw ;= —— Mw = 226.933 K-in
n-y

b) Para el pino (tanto en Tension como en Compresion, ya que el Eje Neutro esta
localizado a media altura de la seccién):

o,=-(Mpy) /It

opadm := 1.8 Kksi(en tension)

y:= -6 in (suponiendo momento positivo)

—opadm-It .
Wi Mp = 236.8 K-in

y

Rige el momento determinado por el esfuerzo admisible de la madera contrachapada,
puesto que Mp > Mw por lo tanto, el momento flexionante permisible maximo,

Mmax = 226.93 k-in

19



RESISTENCIA DE MATERIALES I1 VIGAS COMPUESTAS

VIGAS METALICAS COMPUESTAS

Es el tipo de vigas en donde la seccién transversal estd compuesta por la combinacion de dos o mas
materiales metalicos.

En el estudio de la resistencia de las secciones metalicas compuestas:
o Los conceptos y metodologias desarrolladas previamente, es aplicable en este tipo de secciones
o Prevalece la limitacién de comportamiento en el rango elastico-lineal
o Debera asegurarse que los diferentes materiales se encuentren debidamente adheridos entre si en la
superficie de contacto

La seccién transformada se obtendra, como en los casos de estudio anterior, haciendo equivalente los
diferentes materiales de los que esté compuesta la seccion transversal, tomando como referencia las
propiedades de uno de ellos, con lo cual se obtendra una seccion homogénea equivalente.

Considérese la siguiente seccion transversal compuesta de tres diferentes materiales metalicos: Acero,
Aluminio y Bronce; en la cual se toma como referencia el Aluminio (podria tomarse como referencia
cualquiera de ellos) y se obtendra la seccion transformada equivalente en aluminio.

nib i
|

1

nzb

Las relaciones modulares n; y n, se determinan de la siguiente manera

avers bianee

n, =- n, =

b o Al

Algunos rangos de propiedades elasticas en estos materiales son

Modulo elastico, E Esfuerzo de fluencia, o,
(ksi) (ksi)
Acero 28,000 — 30,000 30-50
Aluminio 10,000 — 11,400 5-70
Bronce 14,000 — 17,000 12 -100




RESISTENCIA DE MATERIALES Ii

VIGAS COMPUESTAS

Ejercicio No. 1.6

Determinar la distribucion de esfuerzos (o) y
deformaciones unitarias (€) en la seccion compuesta
mostrada cuando se aplica un momento flexionante
positivo de 350 k-ft.

Material | o, (ksi) | E (ksi)
Acero 33 29,000
Aluminio 20 10,500
Bronce 30 15,000

Ejercicio No. 1.7

En la figura se aprecia la seccion transversal de una
viga de tiras de aluminio separadas por un plastico
de peso ligero. La viga tiene ancho b=3.0 in, las
tiras de aluminio tienen espesor t=0.1 in y los
segmentos de plastico tienen Alturas d=1.2 in y
3d=3.6 in. La altura total de la viga es h=6.4 in. Los
modulos de elasticidad para el aluminio y plastico
son E;= 11 000 ksi y E,= 440 ksi, respectivamente.
Determine los respectivos esfuerzos maximos o, y
o, en aluminio y plastico debidos a un momento
flexionante de 8.0 k-in

h=4t+5d

6in| | Aluminio
T
3in| || Bronce
i} 6in
y
d
1
tl
3d
Z
d
b

21
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RESISTENCIA DE MATERIALES I

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucion ejercicio No. 1.6
M := 350 Klb-ft

Relacion modular n,

Sec;ci()n Gadm E Rel. modi

Acero 33 29000 Ea( Ealé

Aluminio 20 10500 Eal/ Eal=

Bronce 30 15000 Ebr/ Eal=
nl := 2.76 n2:= 1.43

Seccién transformada (equivalente en madera):

Ancho equivalente de el acero y el bronce
b:i=6 in
bl = 16.56 in

b3 =8.58 in
nib

bl := nl-b
b3 := n2-b

n
2.76
1.00
1.43

4in %Aceré 2

6in| {Aluminio b

3 TITTTTTTITITTT
3in| ||Bronce
LLELEOLRLLELL o

b=6 in an
Seccion transversal

Localizacion del Eje Neutro:

Elemento h b Al yi
Acero 4 16.56 66.24 11
Aluminio 6 6 36 6
Bronce 3 8.58 25.74 1.5
= 127.98
983.25 .
= =7.683 In
y 127.98 .
Momento de inercia |, de la seccion transformada:
bl = 16.56 in b2:=6 in
hl =4 in h2:=6 in
h2
dl:=221+h2+h3—y d2:=3+h3—y

Seccion transformada

A*yi
728.64
216
38.61

983.25

b3 = 8.58in

h3:=3 in
h3

d3:=— -y
2

22




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION

RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL M. OJEDA
dl1=3.317 in d2 =-1.683 in d3 =—6.183n
. 3 3
bl-hl” b2-h2” b3-h3
s o bRl 2 = + b2-h2-d2? 13 = ;’ 4 BiRaAT
[t:= 11+ 12+ 13
It =2030.4 cm4

Nivel de esfuerzos actuantes producidos por el momento flexionante.

De acuerdo con la expresion para determinar los esfuerzos por flexion, estos dependen de
la distancia de la fibra a el eje neutro:

o=-(My)/lt

a) Para el acero (esfuerzos multiplicados por "n1", pues el acero se transformo a aluminio
equivalente para obtener la seccion transformada, distancia positiva, pues se encuentra por
arriba de el eje neutro):

Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)
yal:=hl + h2 + h3 -y yal=5317 in

-M-12-yal-nl
It

cal : csal = -30.36 klb/in2 en Compresion

it

Esfuerzo minimo
ya2:= h2 + h3 —y ya2=1317 in

ca2:= Hepew a2 = -7.52  kIb/in2 en Compresion
It

b) Para el aluminio (distancia positiva y negativa, pues las fibras se encuentran tanto por
arriba, como por debajo de el eje neutro):

Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

yall:= (h2+ h3) -y  yall =1317 in

call = i call =272 kib/in2 en Compresion
It
Esfuerzo minimo
yal2:= h3 -y yal2 = —4.683 in
cal? = el cal2 =9.69  kib/in2 en Tension

It

c) Para el bronce (distancia negativa, pues las fibras se encuentran por debajo de el eje
neutro):

23
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Esfuerzo maximo (fibra mas alejada de el eje neutro)

ybrl := —y ybrl = -7.683in

obrl = Shdsderptirl obrl =22.73  klb/in? en Tension
It
Esfuerzo minimo

ybr2 = h3 —y ybr2 = -4.683 in

obr2 = lelﬁ)w obr2 = 13.85  klb/in2 en Tension
t

Los esfuerzos maximos obtenidos para cada uno de los materiales que forman la seccion
transversal, se deberan comparar con los esfuerzos admisibles y poder determinar si la
seccion es apropiada por esfuerzos a flexion, si estos esfuerzos determinados son mayores
a los esfuersos admisibles, sera necesario redisefiar la seccion transversal, 6 cambiar las
propiedades de los materiales por materiales mas resistentes.

Deformaciones unitarias & de los materiales en la seccion. Estas se determinan de acuerdo con
la Ley de Hooke:

e=clE

a) En el acero
Ea := 29000 Ksi

cal

gal ;= — gal =—0.00105

Ea
2

il e 222 ga2 = ~0.00026

Ea
b) En el aluminio

Eal := 10500Ksi
oall

gall .= —— gall = -0.00026
Eal
oal2

gal2 = —— gal2 = 0.00092
Eal

c) En el bronce

Ebr := 15000Ksi

s 2L ebrl = 0.00152
Ebr

it E92 £br2 = 0.00092
Ebr
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Solucion ejercicio No. 1.7

Ep:= 440 ksi
Eal ;= 11000Kksi
Relacion modular n,
Eal ~
ni=— n=25
Ep

Seccion transformada (equivalente en plastico):
Ancho equivalente de el aluminio en plastico

Localizacion del Eje Neutro:

media altura:
y:=32 in

Momento de inercia I, de la seccion transformada:

hl:=0.1 in h2:=12 in  h3:
dl:=3.15 in d2:=25 in  d3:

bl-hi*
fii 2 BT R fiis
12
b3-h3>
i e 4 oo

b:=3 in
bl :=n-b Bl =95 in
75in :
; Yy ! ]
0.1in
1.2in
0.1in
2-,4.——_ -_3_;. iL e et e e ! wﬁig Q;, +
3 : h=6.0 in i { eutro. |
01 m‘ Ll 1 'L
TRz | 32
0.1 iN et = i
! 3in 3in
Seccion transversal Seccion transformada

bl =75 in b2:=3 in b3:=75 in bd =3
0.1 in hd := 3.
1.85 in d4:= 0

3
2-h2
b2h2 | vahds?

3
bd-hd
2 ¢ bdhdda

It:i=211+2-12+ 213+ 14 It=257.728 in4

Maodulos de elasticidad de el aluminio y de el plastico (Ep y Eal respectivamente):

Puesto que la seccién transformada es doblemente simétrica, el eje neutro, se localiza a
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Esfuerzos maximos en el aluminio y el plastico (estaran determinados por las distancias
maximas, respecto a loa localizacion de el Eje Neutro)

a) Para el aluminio (tanto en Tension como en Compresion, ya que el Eje Neutro esta
localizado a media altura de la seccion):

M:=8 k-in
. En Tension:
En compresion:

yc:=32 in yt:=-3.2 in

—M- ~M-yt
oalc == yC‘n calt := 4 -n

It

oalc = -2.483 ksi (en compresion) calt = 2.483  ksi (en Tension)

b) Para el plastico (tanto en Tension como en Compresion, ya que el Eje Neutro esta
localizado a media altura de la seccion):

M:=8 k-in
. En Tension:
En compresion: )
yc:= 3.1 in yt:= =3.1 in
-M-yc -M-yt
opc = opt =
J It B It
ope = -0.096 ksi (en compresion) opt = 0.096 ksi (en Tensién)
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11 VIGAS COMPUESTAS

VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

Las vigas de concreto reforzado pueden ser analizadas bajo las consideraciones ya presentadas para
secciones compuestas, una de las caracteristicas que hacen esto posible es que debido a la adherencia que
existe entre el acero de refuerzo y el concreto, se puede decir que estos dos materiales en su drea de
contacto presentaran iguales deformaciones. Sin embargo, deberan hacerse algunas suposiciones con
relacion a la distribucion de esfuerzos:

1. El concreto solo desarrolla esfuerzos a compresion

2. El 4rea de concreto por debajo de el Eje Neutro servira solo para alojar el acero de refuerzo, es
decir, el concreto no desarrollara esfuerzos a tension

3. Las varillas de acero de refuerzo estan sometidas al mismo nivel de esfuerzos como si se
encontrara a la misma distancia de el eje neutro

| —l | b b
o B fors
] | | #:kdl:’»
* || | kd 7 T ]
ot o - ) d‘ | // : / | y
X N — Bl ol |
: H : ] I
?@mzmm{‘ e o %@% - ]
: | nAs
Seccion Seccion D'Str::’:c‘on
Transversal Transformada
esfuerzos

Tomando en cuenta que el momento estatico de el area por arriba de el eje neutro es igual a el momento
estatico de el area por debajo de el eje neutro, enténces

(kd)(b{'f;] =nA_(d—kd)

N

;—(kd) b=nA._(d—kd)

De esta expresion se puede determinar el valor “kd”, con lo que queda determinada la localizacion de el eje
neutro (en la seccion transformada).

El momentor par resistente se determina en funcion de la distancia “jd”

d=d kd
3
Con los valores determinados para “jd” y “kd” podra determinarse con la formula de flexion ((5 = ?),

los esfuerzos a compresién y tension, sin embargo, es mas directo calcular el momento resistente mediante
el momento par formado por las fuerzas resistentes a compresion y tension “C” y “T” respectivamente

Mc=C * jd, o bien, M+=T * jd

De esta manera, la fuerza maxima a compresion “C” resulta
&= %oc (bkd)

El momento resistente Mc en funcion de esta fuerza

M, =C*jd= %oc(bkd)(jd)

El momento resistente My en funcion de la fuerza a tensién en el acero de refuerzo
M, =T*jd=0,(A Kid)
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VIGAS COMPUESTAS

Ejercicio 1.8

Determinar el momento resistente, M,, de una viga de
concreto reforzado de seccion transversal con
dimensiones: b=20 cm y d=32 cm, como se muestra en
la figura, cuando los esfuerzos, tanto en el acero como
en el concreto, alcancen los niveles maximos admisibles,
es decir, que los esfuerzos actuantes sean iguales a los
esfuerzos admisibles. Considerar n=10

Gadm
(kg/em?)

Concreto 70.0
Acero 1,600.0

Ejercicio 1.9

Determinar los esfuerzos maximos en compresion y en
tension de la viga de concreto reforzado mostrada en la
figura, cuando se aplica un momento flexionante
positivo de 4,000 kg-m. b=24 cm. d=40 cm, A=8 cm®.
Considerar n=12

Ejercicio 1.10
Determinar los esfuerzos en el concreto y el acero
(usando la seccion transformada) de la viga de concreto
mostrada, cuando la seccidn transversal esta sujeta a un
momento flexionante de 4,000 kg-m. Comparar los
esfuerzos calculados con los esfuerzos permisibles fc y
fs en el concreto y el acero, hacer comentarios.
Usar: d=35cm , b=20 cm

As=8.6 cm’

fc=180 kg/em® (fc=0.5F¢)

fs=1400 kg/cm?2

Ea=2041 ton/cm’

Ec=15000+/ /"¢

d
A

b
|
d
3 As
HIF4N

As
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Solucion ejercicio No 1.8

Seccion transversal 0 cm

2 cm

[=Fio
Il
W N

o
(o

; ) . N.
| d-kd| | !
+e e EW
nAs
Seccion Seccion
Transversal Transformada

Relacion modular  n:= 10
Esfuerzos admisibles  gcadm := 70 kg/cm?

caadm = 1600 kg/em?
Localizaciéon de el eje neutro

Al igual el momento estatico de el area de la seccion transversal por encima de el eje
neutro con el momento estatico de el area por debajo de el eje neutro, se tiene

b(kd)(kd/2) = nAs(d-kd)
Y% (kd)2b =nd As - n kd As
% (kd)2b+nkd As-ndAs =0

Para poder determinar el valor de "kd" a partir de la expresion anterior, seré necesario
determinar el area de acero de refuerzo "As"

Al determinar la cantidad de acero de refuerzo para una condicion de falla balanceada (es
decir, que se presenten en el mismo instante los esfuerzos admisibles, tanto en el
concreto como en el acero), los momentos resistentes, determinados en funcion de la
resistencia de el concreto y de el acero, deberan ser iguales:

Momento resistente en funcién de el acero de refuerzo
M, = o, A (jd)

Momento resistente en funcién de la fuerza a compresion en el concreto
M, =" o (b kd) (jd)

Igualando estos momentos resistentes
o, A (jd) =% o (b kd) (jd)
A =" 0./ c, (bkd)

Haciendo
oc = ocadm

oa:= caadm
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o

-—-b Cl =0438
o

El area de acero, queda expresada por

B

0| =
0

A, =C1 kd
La ecuacion para determinar "kd" queda expresada de la siguiente manera

% (kd)2b+nkd As-nd As =0
% (kd)2b + n kd (C1 kd) - n d (C1 kd) = 0
(% b+nC1) (kd)%-nd (C1kd)=0

0 bien

D1kd2+D2kd=0

en donde
b -
D1 = E + n-Cl D1 = 14.375
D2 := -n-d-C1 D2 = -140

Resolviendo las raices para "kd"

D2
coet = - kd := polyroots(coef)

Por lo gue el eje neutro queda localizado por el valor

kd =9.739 cm

La diStanCia ujdn entre IaS fuerzas Ly gl y uCn

. kd .
jd=d= —3— jd =28.754 ¢m

Con estos resuitaaos, se pueden determinar el area de acero de refuerzo y el momento
resistente de la seccidn transversal

As:= Cl-kd As=4261 cm?
En funcion de el acero de refuerzo
Mra := ca-As jd Mra = 196024.7 kg-cm
_ML =196 Ton-m
1000-100

En funcion de la resistencia de el concreto
|
Mrc := 5~cc~b-kd~jd Mre = 196024.7 kg-cm

Mrc

_—— —196 Ton-m
1000-100
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| Solucién ejercicio No 1.9

Seccion transversal b:=24 cm As'= 8 ©€m2 M := 4000 kg-cm
d:= 40 cm
b b
kdi .
. H /
o | e

P d-kd| ! |

1le e EEZZ@ZI
™ nAs

Seccion Seccion

Transversal Transformada

Relacion modular  n:= 12
Localizacién de el eje neutro

Al igualar el momento estatico de el area de la seccion transversal por encima de el eje
neutro con el momento estatico de el drea por debajo de el eje neutro, se tiene

b(kd)(kd/2) = nAs(d-kd)
Y% (kd)2b =n d As - n kd As
Y% (kd)2b+nkd As-ndAs=0

o bien

D1kd2+D2kd+D3=0

s

en donde
1D Fo— l~b Dl = 12
2
D2 := n-As . D2 =96
D3 := —n-d-As D3 = -3840
Resolviendo las raices para "kd"
D3
N -22.33
coef := | D2 polyroots( coet’) =

- 14.33

Por lo que el eje neutro queda localizado por el valor
kd = polyroots(coef)2
kd = 1433 cm

La distancia "jd" entre las fuerzas "T" y "C"

d
jdi=d - k— jd=35223 cm
J,
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Los esfuerzos en el concreto y acero de refuerzo, se pueden determinar con la expresion
o =My/l,sin embargo, usemos el momento resistente para determinar o max ¥ Oamax

Momento resistente en funcion de la resistencia de el concreto
Mr=Cijd ===> C=M/jd

También

C=%o,.(bkd) ===> o_=2C/(bkd)
c Cc

Por lo tanto,
M- 100
jd 2
oc = —————= cc = 66.038 kg/cm
b-kd
El esfuerzo maximo a compresion en el concreto es:
ocmax = oc ocmax = 66.038kg/cm?

Para determinar el esfuerzo en el acero de refuerzo, a partir de el momento resistente
Mr=Tjd = (o, A) id

Haciendo que el momento resistente sea igual al momento maximo actuante en la seccion
transversal
Mr=M
M- 100
As-jd

oa = 1419.5 kg/cm?
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VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES i ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucién ejercicio No 1.10

20 cm 4 bR20 |
|
’ : kd/3 /e
i kd

35cm d

8.6 cm? (d-kd) id

//\\
| £ X

N, ok
Ll | =
nAs

Ea:= 2041000 kg/cm?
Ec:= 15000+ 180
Ec=2012x 10° kglcm?
Relacién modular n:

= EE n = 10.142
E¢

Localizacion de el eje neutro:
Igualando el momento estatico de el area por debajo de el eje neutro, con el area por

arriba de el eje neutro:

b * (kd) * (kd/2) = nAs * (d-kd)
12 *b * (kd)2 + nAs * (kd) -nAs *d =0
1/2 * (20) * (kd)2 + (10.14)(8.6) * (kd) - (10.14)(8.6) * (35) =0
10 (kd)2 + 87.2 (kd) - 3052 =0
kd = 13.65 €m
Distancia "jd" entre las fuerzas a compresién "C" y a tension "T"
do= 35 om

kd
jd:=d - -;— jd=3045 cm
Momento resistente Mr de la seccidn:

Mr=C*jd ; 6 Mr=T%jd
Haciendo: Mr = M

Mr := 400000 kg-cm
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VIGAS COMPUESTAS
RESISTENCIA DE MATERIALES |l

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

M
et o T kg
jd
Por equilibrio:
Te

Esfuerzo a compresion en el concreto, o

b= 20 cm
2.C

66 B —— oc =96.237
b-kd

Esfuerzo a tensién en el acero, o!

As:= 8.6 c©m?
T

as = os = 15275
As

Comparacion de esf. permisibles vs. esf. actuantes:

kg/cm?

kg/cm?

Esf. perm. del concreto fc = 90 kg/cm? < esf. actuante o, = 96.237 kg/cm?

Esf. perm. del acero fs = 1400 kg/cm? < esf. actuante o, = 1527.5 kg/cm?

Comentarios:

1. Los esfuerzos actuantes son mayores a los esfuerzos permisibles.

2. La seccidn no es adecuada para la condicién de carga.
3. La viga debera ser disefiada para que los esfuerzos actuantes en el concreto y en el
acero de refuerzo, sean menores (0 iguales) a los esfuerzos permisibles.

4. Deberan incrementarse las dimensiones de la seccion transversal y area de acero de

refuerzo suministrado.
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DISENO DE VIGAS DE CONCRETO REFORZADO

En el procedimiento de disefio que se presenta a continuacion se considera que tanto el acero de refuerzo
como el concreto desarrollan esfuerzos dentro de el limite elastico de comportamiento esfuerzo-
deformacién, por esta razon el criterio de disefio esta basado en la teoria eldstica.

Con la finalidad de obtener un disefio dptimo, tanto el acero como el concreto, deben alcanzar los niveles
méximos admisibles de esfuerzo en el mismo instante al ser sometida la seccidn transversal a la accion de
un momento flexionante.

| | b I b

| 5 P O

[ 1 s kd'3
] “Ullen /

r agl 1 /T
I ‘e | emmmgm L
| \nAG
Sdtn  Semien oo
Trarsversal  Trensforrrech §

Por triangulos semejantes, de el diagrama de distribucién de esfuerzos
kd _d

6. O,+0,

o bien,

kd__o

d o, +0o,

eyt

o, +0,

Sabemos de la seccién transformada, que el esfuerzo a tensién en el acero de refuerzo o,

0, =n0,
0l

G'i‘ e A
n

en donde o es el esfuerzo a tension de el acero de refuerzo en la seccion transformada. Con esta expresion,
es posible determinar el valor de “k” en funcién de los esfuerzos admisibles de el concreto y el acero 6, y
O respectivamente

St e

GRI
—+0,
n

El uso de esta expresion, nos permite definir la posicion de el eje neutro, puesto que al disefiar la seccion,
las propiedades de los materiales (esfuerzos admisibles en el acero y concreto) son valores previamente
establecidos.

Una vez determinada la posicion de el eje neutro, se puede determinar el valor de “j” (que define la
distancia entre las fuerzas a compresion “C” y tension “T” en el concreto y acero de refuerzo
respectivamente), con lo cual podremos determinar el momento resistente de la seccion, Mr

[VF)
wn
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kd
id=d —2=
4 3

j=1-%
3

Asi, el momento resistente de la seccion transversal, Mr se determina por
Mr=de=‘/zcc(b)(kd)jd=‘/zcckjbdz

bd2 = 2Mr / (o, kj)

Esta dltima expresion (conocida como “escuadria de la seccion”) es util para determinar las dimensiones de
la seccion transversal, una vez que se establece un valor, ya sea para el peralte efectivo “d”, o bien para el

ancho de la seccién “b”. Se recomienda la siguiente relacién al determinar el proporcionamiento de las
dimensiones de la seccion transversal en vigas:

E_>.l.5

b

Si tomamos g=l.5 > b :i
b 1.5

La expresion de la escuadria seria

bd~ :(i]d:
1.5

d_2Mr
15 okj

g \F_M:
Kj
Si se considerara b =

- 4Mli
o, kj

| o
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Ejercicio No. 1.11
Disefiar la seccion de la viga de concreto
reforzado, determinando las dimensiones de la

seccion transversal y la cantidad de acero de P=2Ton
efuerzo, cuand lican 1 diciones d it I 1
refuerzo, euando se apiican fas condiciones €¢I
ga mostradas. e : ==
Usar: ) -+ 8 mts El=Constanie i 2 mis
£c=100 kg/cm® ® ©

f5=1680 kg/cm’
Ec=212,200 kg/cm’
Ea=2"040,000 kg/cm*
d/b=2.0

Ejercicio No. 1.12

Disefiar la viga de concreto reforzado en

voladizo mostrada en la fig., determinando las P=2 Ton

dimensiones de la seccion rectangular y cantidad

de acero de refuerzo requerido.

Usar: 2.0 mts
£c=180 kg/cm’® (fc=0.5f¢c)
fs=1400 kg/cm2
Ea=2041 ton/cm’

Ec=15000+/ f'c
d/b=2.0
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VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORQO: JOEL M. OJEDA

Solucion ejercicio No. 1.11

fc:= 100 kg/lem?
fs:= 1680 kg/cm?2

Ea:= 2040000 "kg/cm?
Ec:= 212000 kg/cm?

Ea
Ec

Relacién modular ni= n =9.623

Determinacion de el momento maximo actuante

w:= 0.5 Ton/m a = 8.0 mts

p:=2 Ton b:= 2.0 mis
©
i | P=2Ton
! w=0'.5Ton(m |
(RO ARRRERERRRRRRR TR R
% - ~ a=8mis El=Constante j& b=2mis |
R- |RE
Reacciones
Sumatoria de momentos en el apoyo en A:
Rb*a-w(a+b)2/2-P*b=0
2
w-(a + b) + Poas )
Rb := 2 Rb = 5.625
a
Por equilibrio de fuerzas verticales:
Ra+Rb-w(atb)-P=0
Ra:= -Rb+ w-(a+b)+P Ra= 1375
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RESISTENCIA DE MATERIALES | ELABORQO: JOEL M. OJEDA

.\/T w=0.5 Ton/m @1/; !
NIRRTy
/1N a=8 mts El=Constante é%(x J_Ll/]j

Ecuacion de fuerza cortante Vx

ParaO<x<a Para a < x < (a+h)
Ra-wx-Vx=0 Ra+Rb-wx-Vx=0
Vx = Ra-w x Vx=Ra+Rb-wx

Distancia, desde el apoyo izquierdo, en donde la fuerza cortante es cero (Vx = 0)

Ra _
Xim — x=2.75 mts

A%
Fuerza cortante en diferentes puntos de la viga:

xa:= 0 Va:= Ra—wzxa Va= 1375
Rl =X Vd:= Ra - w-xd Vd=0
xb:=a Vb := Ra — w-xb Vb =-2.625
xbls=a Vbl:= Ra+ Rb-w-xbl Vbl=3

xc=a+b Ve:= Ra+ Rb - wxc Ve=2

Ecuacion de momento flexionante Mx

Para0<x<a Para a < x < (a+b)
-Rax+wx2/2+Mx=0 -Rax-Rb(x-a)+wx2/2+Mx=0
Mx=Rax-wx2/2 Mx = Ra x + Rb (x-a) -w x2 /2

Momento flexionante en diferentes puntos de la viga:

2
w-Xxa

X =0 Ma = Ra-xa -
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RESISTENCIA DE MATERIALES I

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

2
-xd
xd = x Md == Raxd ~ —— Md = 1.891
w-xb2
®biea Mb = Ra-xb - Mb = -5
: w-xb2
xbl =a Mbl ;= Ra-xb + Rb:(xbl — a) — Mbl = -5
x¢c=a+b Mc:= Raxc+ Rb(xc—a)- i Mc=0
® ® ©
‘ { P=2 Ton
‘ w=0.5 Ton/m !
IO TR AR EARRRRRRLARREEARRAEATFRERAAR
%F B a=8 mts EI=Constanle_ * b=2 mts
|R;=1.3l5 IR«==5.625
| 3.0 [rre--,
|75 . F I
‘ 52
ve [T LA
(Tory e T y ] l '|‘ ‘
| Il
1.895 2625 '
Mx: f I l ‘ | i
(Ton-r) Wu‘ ‘
1
Mmax ;= —Mb

De estos resultados, utilizar como momento maximo flexionante para disefiar la seccion

Determinacion de los valores "k" y "j" para ser utilizados posteriormente en el calculo de la

Mr := Mmax- 1000-100
Mr = 500000 kg-cm

escuadria de la seccidon

ocC =

fc ca:=fs

GcC

ca
— + GC

k=0.364
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RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL M. OJEDA
. k .
Ji= == j=0.879
3
Utilizando la relacionb=d /2
3

4-Mr
di= ‘ d = 39.686

ocj-k

Por lo tanto, el ancho de la seccidn transversal, sera:

d
Sk b=19.843 cm

Para efectos practicos, utilizar b:= 20 cm

Con este ancho "b", debera revisarse, el valor de el peralte efectivo, para que la escuadria de
la seccién ( bd?2 ), siga siendo el mismo valor

bd2 = 2Mr / (o, K)
d? = 2Mr / (o j k b)

M
d = i d
e j-k-b

El area de acero, se determina a partir de la expresidn para el momento resistente:

I
s}
o
Ln
(IS

Mr= (A, o,)jd

Mr

fs= ey As=8569 cm?

Si se utilizara varilla #4 (As var = 1.27 cm2)

A
vars ;= 2 vars = 6.747

1.27

20 em Digamos 7#4

B e
Ad)er=8.569 cmi

39.53 cm
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VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES |l ELABORO: JOEL M. OJEDA

Utilizando iguales dimensiones para la seccién transversal en toda la longitud de la viga, lo
dnico que variaria, serfa la cantidad de el acero de refuerzo. El que se determind, es para el
momento maximo negativo en el apoyo "B" de la viga. Para el caso de el momento maximo
positivo

Mr := Md-1000-100
Mr = 1890625  kg-cm

— Mr
T e As=324 cm?
Si se utilizara varilla #4 (As var = 1.27 cm?)
As
vars i= —— vars = 2.551
127 .
Digamos 3#4
20 cm
ey
39.53 cm
9
(As)req=3.24 cm ’
7
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EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

Solucion ejercicio No.1.12

fc := 90 kg/em?2

fs:= 1400 kg/cm?

Ea:= 2041000 kg/cm?
Ec:= 15000-
Ec = 201246

Relacién modular n:

kg/cm?

E
e n=10.142
Ec
2 Ton
—
2.0m |
V: 0 > / =l
(Ton) Vv /"~ / PP AR AW 4D 4N <
4/// " // /Z/ /,-/ /
; 2.0
T 17777 T ZF]
40 L’

por debajo de el eje neutro.

nAs

Dada la condicién de carga y apoyo de la viga, la tension en la seccion transversal
ocurrira en el area por arriba de el eje neutro y la compresion se presentara en el area

(dkd) g

kd

kd/3 X
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EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL M. OJEDA

Considerando que el acero de refuerzo y el concreto alcancen el nivel de esfuerzo

admisible en el mismo instante:

oc = fc
os:= fs
agc
ke
Gs
— 4+ OoC
n

Determinacion de "j":

Modulo de seccidon bd?:

Haciendo Mr =M
Mr ;= 400000 kg-cm
2-Mr

oc-k-j

bd2 :=

Sid/b=20,b=d/2.0

bd2 = (d / 2.0) (d2) = 1/2 d® = 25934.51 cm?

d = 32(25934.51)

Para efectos practicos, usar
=20 cm
bd? = 25934.51
d2 =25934.51/ b

doe 25934.51
b

k =0.395

i =0.868

bd2 = 2593451 cm3

d = 37294 cm

d=36.01 cm

Determinacion de el area de acero de refuerzo requerido.

Por equilibrio, C =T

Ciu= l(rc-b~k-d
2
C
As:= —
oS

C =12790.7

As=9.136 cm?
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Esfuerzos cortantes en Vigas Compuestas

Al ser construidas las vigas compuestas por

la unién de dos o mas materials distintos,

sera necesario determinar la fuerza cortante

que se transmite de un material a otro, para |
|
|

asegurar el comportamiento supuesto, al
considerar que las deformaciones en la
union de los materials, es la misma una vez
que se ha presentado el efecto de flexion en E—
la seccion transversal.

dx

F' :.[o-ldA=J‘~lv%dA > F1=J‘szA =J‘MdA

Por equilibrio:

F+F,~F, =0
F=F—F
F = j(_hAj_lql\A_)XdA -I.MTY.dA -~ I,(i"lﬁd/\

Si los esfuerzos cortantes T se distribuyen a través del ancho “b” de la seccion transversal de la viga, de
manera uniforme: F, = tbdx , en donde “bdx” es el area de la superficie en el corte, entonces

F, = [@—I\:—l)—y dA = tbdx
Por lo que

dM (1
L
dx([b)fy

en donde ]ydA es el momento estatico del area definida por la linea de corte, respecto al eje neutro.

SiQ=[ydA y %M:V,cntonces
X

_ya
Ib

Ahora, si F; se divide por la longitud “dx”, se obtendra la fuerza cortante por unidad de distancia (flujo
cortante), a lo largo del eje longitudinal de la viga:
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VIGAS COMPUESTAS

Ejercicio No. 1.13

Una Viga “I” prefabricada de acero estructural que
sirve como larguero de piso, tiene la seccién
transversal mostrada. La carga permisble por
cortante para las juntas entre el alma y los patines es
de 70 Ib/in en direccion longitudinal. Determinar la
fuerza cortante maxima en la viga.

Ejercicio No. 1.14

Una trabe armada de acero con la seccion
transversal mostrada en la figura, esta hecha de 2
placas de patin de 16 x | in y una placa de alma de
60 x 3/8 in. Las placas estan unidas por 4 cordones
de soldadura de filete a todo lo largo de la trabe. Si
la trabe esta sometida a una fuerza cortante de 250
kips, determinar la fuerza “f* (por pulgada de
longitud de soldadura) que debe ser resistida por
cada cordon de soldadura.

Ejercicio No. 1.15

Una viga de cajon de madera esta hecha con 2
tablones de 250 x 40 mm y 2 tablones de 250 x 25
mm. Los tablones estan clavados con un
espaciamiento s=100 mm. Detrminar la fuerza
cortante maxima permisible si cada clavo tiene una
fuerza cortante permisible =750 N.

Ejercicio No. 1.16

En la fig. se muestra una viga de caja hecha con
cuatro tablas de madera de tamafio 6 x | in
(dimensiones reales). Las tablas estan unidas por
tornillos cuya carga permisible en cortante es de
F=210 Ib cada una. Calcule el espaciamiento
longitudinal maximo permisible s, para los

tornillos si la fuerza cortante V es de 1150 lb.

Ejercicio No. 1.17

Utilizando los resultados de el ejercicio No.l.1
(localizacion del eje neutro, momento de inercia It y
seccion transformada), determinar la fuerza cortante
maxima (Vmax) que puede actuar en la seccion
transversal mostrada, si la union de la placa de acero
con la Madera se hace por medio de 3 tornillos con
una carga permissible en cortante de F=210 Ib cada
uno y el espaciamiento s=2 in a lo largo de la viga.

C [0.75in
8in
_1.10.625 in}
10.75in
5in
[ T 1in
60in
7 _3/8 in
 ER—————————

16in |

2% W | 25 mm
250 mm
40 mm
% [ 25mm
1
250 mm I

6in Y

6in
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Ejercicio No. 1.18

Utilizando los resultados de el ejercicio
No 1.6 (localizacion del eje neutro,
momento de inercia [t y seccion
transformada), determinar el esfuerzo
cortante T (en psi) en la union de cada
uno de los materiales de la seccion
mostrada, correspondiente a una viga
simplemente  apoyada con carga
uniformemente distribuida.

2 Kib/t

LYWL L LI L LI L L]

e

6in
4in Acero
6in Aluminio
3in Bronce
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RESISTENCIA DE MATERIALES Il

Solucion ejercicio No. 1.13
Sabemos que el flujo cortante f, esta determinado por

f=var/l Sus v=fl/Q
por lo tanto la fuerza cortante maxima, estara determinada por:

Vinax = foorm |/ Q

max

Determinacion de el momento de inercia "I" de la seccion:

_ [[0.75in

y=4.75 in| —v—LQI ! 625 in
| i
‘ 110.751in

£ I
5in

Seccién b h Area i i
1 5 0.75 3.75 4.375  71.953
2 0.625 8 5 0 26.667
3 5 0.75 3.75 -4.375  71.953
$= 170.573

1:= 170.573 in®

Momento estatico "Q" de el area por arriba de la unioén patin-alma de la seccion (en
donde se presenta el esfuerzo cortante que acttia sobre los cordones de soldadura),

con respecto a el eje neutro :

b:=5in h:=95in
t:= 0.75In
h ot
di=—-— d=4375 in
2 2

4.375in
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Q:=btd Q =16.406 in®

La fuerza cortante maxima que puede ser aplicada en la unién es:

fperm := 70  Ib/in

fperm-1
Q

Vmax =

Vmax = 727.778 Ib
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ELABORO: JOEL M.. OJEDA

Solucion ejercicio No. 1.14

Al tener dos cordones de soldadura en cada una de las uniones alma-patin de la
seccion, el flujo cortante resistente sera

2f=VvQ/l ==> f=vQ/2l

Determinacion de el momento de Inercia "l" de la seccion

[ 1in
_ EN __60in_
|
11 3%in

y=31in

|

= —1in

l 16 in ‘
Seccion b h Area di li

1 16 1 16 30.5 14885.33
2 0.375 60 22.5 70 6750.00
3 16 1 16 -30.5 14885.33

36520.67

™M
1]

[:= 36520.67 in4

Momento estatico "Q" de el area por arriba de la union patin-alma de la seccion (en
donde se presenta el esfuerzo cortante que actla sobre los cordones de soldadura),
con respecto a el eje neutro :

b:= 16 in h:= 62 in

t:= 1.0 in

h ot .
] fe= = e d=305 In
2 2

16 in
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Q:= b-td Q=488 ind

Por lo tanto, el flujo cortante actuante "f* en la unién alma-patin

V= 250 kips
o VQ
ol
f=167 Kin Es decir, 1.67 kips en cada pulgada en cada

uno de los cordones de soldadura en la unién.

52



VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
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Solucion ejercicio No. 1.15

La capacidad de fuerza cortante de la union de la madera, esta determinada por los dos
clavos utilizados, por lo que el flujo cortante es:

2f=vQ/l ==> V=2f1/Q

El flujo cortante admisible de la union, dependera de la capacidad de fuerza cortante de
los clavos y de la separacion "s" entre los clavos:

f=F/s
Por lo tanto la fuerza cortante maxima que puede aplicarse a la union, es:
Vmax=2(F/s)1/Q

Determinacion de el momento de Inercia "l" de la seccion

"'1!44// 778 | 25 mm

| B
| |
137.5 mm {
| |
}7.!__ .E_E_N_ - _!_ - AZSQ_mm_
y=275 mm ————40 mm .
I I !
i il
g 1 ’ | 25 mm
250 mm
Seccioén b h Area di li
1 25 2.5 62.5 13.75 11848.96
2 4 25 100 0 5208.33
3 4 25 100 0 5208.33
4 25 2.5 62.5 -13.75 11848.96
>=  34114.58
I:= 34114.58 in*

Momento estatico "Q" de el area por arriba de la unién patin-alma de la seccion (en
donde se presenta el esfuerzo cortante que actua sobre los clavos), con respecto a el

eje neutro :
b:=25 cm h:= 30 cm

t:=2.5¢Ccm

d=13.75 cm

di=

N | o
N |~
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Q:= b-td Q = 859.375 cm3

La fuerza cortante maxima que puede ser aplicada en la union es:

Fperm:= 750 N s:= 10 cm

2'(Fperm).l
et B

Q

Vmax :

Vmax = 5954.5 N
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Momento estatico del area por arriba de la linea de corte, con respecto a el Eje Neutro:

a:=lin b::ﬁin

Q:= (a-b)-(3.5)

Q=21 ind

La separacién maxima de los tornillos a lo largo de la viga, sera:

en donde:
F:=210 b
2 V= 1150 lb
smax .= ——
V-Q

smax = 3.2 in
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Solucion ejercicio No. 1.17
Carga permisible en cortante de cada tornillo:
F:=210 Ib

Capacidad a cortante, f, de la unién atornillada:
s:i=2 In
. f-105 Ibfin
S

6 in

E. N.
1.469 in 1.219in

0.51n

4in 80 in

Momento estatico "Q" de el area por debajo de la linea de corte (a la altura de la
seccion en donde se lleva a cabo la union de la madera con la placa de acero):

nb:= 80 in
t:=0.5 in
0.5 -
Q:= nb-t:| 1.469 - 7 Q=48.76 In

Por lo que el cortante maximo Vmax, que puede ser aplicado a la seccion
transversal, sera:

It:= 231.27 in*

3-f1
Vmax = —é—t Vmax = 1494 Ib
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Solucion ejercicio 1.18

Sl el el bl b b ded il do e s

De el diagrama de fuerza cortante, la fuerza cortante maxima Vmax, que se presenta
alo largo de la viga, es:

Vmax ;= 25000 b

6 in | ~16.56in
4in Acero 6
3.32in
EN.._ ..
6 in Aluminio l
1 16.18in
‘ |
3in Bronce / ;
8.58 in

Previamente (en clase) se determino el momento de Inercia de la seccion
transformada It:

It:= 203043 in4

Determinacién de el esfuerzo cortante en la union acero - aluminio:

nb:= 16.56 in
ti=4 in

Momento estatico de el area por arriba de la linea de corte:
Qac_al := nb-t-(3.32) Qac_al =219.917 in®
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Esfuerzo cortante t, en la unién, el ancho b, es bi=6

Vintin I .
e QR B T =451294 pSi

It-b

Determinacion de el esfuerzo cortante en la unién bronce - aluminio:

nb:= 858 in
t=13 in

Momento estatico de el area por abajo de la linea de corte:
Qbr_al := nb-t-(6.18) Qbr_al = 159.073  in®
Esfuerzo cortante 1, en la unién, el ancho b, es =6 in

- Vmax-Qbr_al
' It-b

T =326.436 psi
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DISENO DE VIGAS COMPUESTAS

En el disefio de vigas (especificando que los esfuerzos de los materiales estan contenidos en el rango
elastico-lineal) se considera que los materialesalcancen el nivel de esfuerzos admisibles en el mismo
instante, es decir, el nivel de esfuetzo en el material serd un dato conocido en el problema, por lo que el
disefio de la viga se reducira a la determinacion de las dimensiones de la seccion transversal. En el caso de
vigas hechas de un solo material (seccion homogénea) que sean doblemente simétricas, la determinacion de
la seccién requerida por flexion, se lleva a cabo utilizando el moédulo de seccién “S”, definido de la
siguiente manera: :

S=1/c¢

En donde,
I, es el momento de inercia de la seccion transversal
c=h/2,h,es laaltura de la seccion transversal

El nivel de esfuerzo de la fibra mas alejada de el eje neutro, en la seccién transversal, en funcién de el
moédulo de seccion “S”, estd determinado por:

My,._ Mc_M
1

" ¢

I

S

De esta expresion, es posible obtener las siguientes relaciones:
M

o=M 3 M5 s

S c

la Gltima de estas es utilizada en la revision de la capacidad a flexién, conocidas las propiedades de la
seccion transversal, tanto geométricas, como las de el material empleado.

Como caso particular de las secciones doblemente simétricas, tenemos las secciones rectangulares:

g
m
=z

h/2

oh*
I 12 bh*

S=—==—“L =
C

en donde

¢, es la distancia de la fibra mas alejada respecto a la localizacién de el eje neutro, en donde el material se
encontrara sometido a el maximo nivel de esfuerzos en la seccién transversal

| =

o bien,

bh%=6S
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que representa la formula de escuadria de la seccion. Las dimensiones de la seccién se podran determinar a
partir de la relacién h/b, puesto que el médulo de seccién “S” se podra determinar usando

En el caso de vigas de seccién transversal que no sean simétricas respecto a el eje meutro, para la
determinacion de las dimensiones de la seccion transversal, se podra utilizar

0'=Ml e 4 [, =—

I, o

En la seccién transformada (por ejemplo, seccion compuesta por dos materiales distintos)
IT . l| + 12

En este caso el disefio se lleva a cabo a través de un proceso de ensayo y error, proponiendo las
dimensiones de la seccion de uno de los materiales y determinando las dimensiones de la seccién de el otro

material en funcion de
IT:[|+I'I[2 > HIZ:IT—[|

En donde el momento de inercia I, seria conocido al proponer las dimensiones de la seccion de ese
material.
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Ejercicio No. 1.19

Disefiar la trabe simplemente apoyada que
soporta el peso (Carga Muerta y Carga
Viva) transmitido por la losa de concreto
(peso propio de la losa incluido en la Carga
Muerta) mostrada en la figura. Considerar
que la losa se encuentra apoyada
perimetralmente. Limitar en lo posible el
peralte de la seccion transversal de la viga
a 8 in. proporcionar alternativas de disefio
de la seccion en:

s Acero

e Madera

e Madera reforzada con placa de

acero

Material E (ksi) O adm (Kksi)
Acero 29,000 36.0
Madera 1,600 2.3

C.V.= 170 kg/m"

C. M.=600 kg/m”

Ejercicio No. 1.20

Determinar el espesor "t" de las placas de
acero de refuerzo de la seccion transversal
mostrada de la viga simplemente apoyada
con carga uniformemente distribuida
w=1540 kg/m. Utilizar una viga de madera
de 4x8 in (dimensiones efectivas),
Ga(.lm.m::idera::-)'3 k5i~ Gadm‘auern:-;é kSi«
Enadera=1600ksi, E.cer,=29000 ksi.
Determinar ademas, los esfuerzos maximos
actuantes en el acero y en la madera,
comparar estos esfuerzos con los esfuerzos
admisibles y hacer comentarios.

2.0 mis 2.0 mts

Viga
simplemente
apoyada

4.0mts

w=1540 kg/m

LI L L Sl d bl ded |
A wom Y

| Acero

Madera
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Solucion ejercicio No. 1.19

ELABORO: JOEL M. OJEDA

Propiedades de los materiales para la viga

Acero: Madera;

Ea := 29000 ksi Em := 1600 Ksi

cadma = 36 ksi cadmm := 2.3 ksi
Dimensiones de losa:

Carga en la losa
a:

2.0 mts CM := 600 kg/m?
L := 4.0mts CV:= 170 kg/m2
Carga w en la viga, (en kg/m):

Area tributaria de la viga:

a
/\t5=7EL At=8 m2

Carga combinada en la losa (carga viva + carga muerta)

wt:= CV + CM wt=770 kg/m?
Carga por unidad de longitud en la viga

L w=1540 kg/m
L
w=1540 kg/m
i T i il (| ! {
L _ 40m- éﬁ'
| Va=3080 kg Vb=3080 kg
T } |l
3080
Mmax—3080
] T |
Mx: ‘ ' ’
(kg-m)

Determinacion de el momento flexionante maximo actuante en la seccion

Fuerza cortante en los apoyos:

w-L
Vilt=—=
2

Va =3080 kg
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Momento flexionante al centro de el claro:

Mmax = 3080 kg-m

I 1 1
M = Mmax- —
1000 .454 0.3048

M =122258  klb-ft

a) Dimensiones de la seccion transversal en acero

Determinacion de el médulo de seccion requerido, Sreq

Mmax = M Mmax = 22.258  kib-ft
omax = cadma omax = 36 ksi
M 12 .
Sreq = L Sreq = 7.419 in®
cmax

Momento de inercia requerido, Ireq:

en donde
¢ = h /2 para el caso de una seccién doblemente simétrica

Considerando
h:= 8 in

h
Ireq i= Sreq; Ireq = 29.677 n4

Utilizando la relaciéon d /b = 2
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Proponiendo espesor de placas "t

t3210.5:0 00
Seccion b h Ai yi i
J 4 9.5 B e, 2P RS
2 0.5 7 3.5 0 14.292

3. 4 05 2 . 375 28167
Con el espesor propuesto, I, > lreq

Proponiendo espesor de placas "t"

t:= 0.375 in
Seccion b h Ai yioo i
1 4 0375 15 38125 21.820
2 0.375 v7.25 2.71875 0 11.909

3 4 0.375 15  -3.8125 21.820
' lsum=55.549

Con el espesor propuesto, |y, > o4

Proponiendo espesor de placas "t"

t:=0.25 in
Seccion b h Al i i
1 4 0.25 1 3875 15.021
2 0.25 7.5 1.875 0 8.789
3 4 0.25 1 -3.875  15.021

Isum= 38.831
Con el espesor propuesto, I, > |req

Proponiendo espesor de placas "t

ti= 0025 in
Seccion b h A yi i
1 4 0.125 0.5 3.9375 7.753
2 0.125 7.75  0.96875 0 4849
3 4 0.125 05  -3.9375  7.753

Isum=20.354
Con el espesor propuesto, Iy, <l

Por lo tanto, se utilizara placa de 1/4 in de espesor en los patines y alma de la viga.

65




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES II ELABORO: JOEL M. OJEDA

b) Dimensiones de la seccion transversal en madera

Determinacion de el modulo de seccién requerido, S .,

Mmax := M Mmax = 22258  klb-ft
omax := cadmm omax = 2.3 ksi

_ Mmax-12

gmax

Sreq Sreq = 116.127 n3

Para una seccién rectangular

S=bh2/6 ==% b h2 =68
Al utilizar la relacion h /b =2 == b=h/2
Por lo que,

bh2=(h/2)h2=1%h3 =63

hi= 317578 h=11.17 in

Se propone utilizar una seccion 6" x 12", con lo cual el requerimiento de limitar el peralte de
la seccion transversal a 8 in no se cumple, por lo que, al usar un peralte de 8 in

b h2 =68
h:i=8 in
b::6_~Sre_q b=10887 in,b>h
h2

Con estos resultados, la seccidn no sera muy eficiente, por lo que se tendran las
siguientes alternativas:

¢ Relajar el requerimiento de peralte maximo, es decir, poder proponer una seccién
transversal mayor de 8 in.

¢ Modificar condiciones de apoyo / carga para disminuir el momento actuante maximo

o  Utilizar madera con propiedades estructurales diferentes (por ejemplo, madera con
mayor esfuerzo admisible).
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c) Dimensiones de la seccion transversal en madera reforzada con placas de acero

b=4 in

h=8 in

t =H

En esta alternativa, se propone utilizar una seccién de madera de 4" x 8" (se cumple le
relacion h / b = 2) y se determinara el espesor de las placas de acero (suponiendo igual
espesor en las dos placas de refuerzo - superior e inferior).

Para determinar el espesor de las placas de refuerzo de la seccién transversal, es necesario
determinar el momento de inercia de la seccién transformada |,.

Em = 1600 ksi
Ea = 29000 ksi

Relacién modular n, determinando la seccién equivalente en mader

Ea ~
no= n=18.125
Em
Momento de inercia de la seccion transformada I, en funcién de el espesor "t" de las placas
de acero
4in
t = t= 7
l /)@J
i | \ \
8in | | EN |
T I'". \ |
L] v
TN |
t t mmz@mm_x_
' nb=72.5 in
i b(in)  h(in)  A(in?) y(in) Ay2(in?) I(in%)
725 ¢ 725t 4+%t 725t(4+%t)2  72513/12=6.042 3
2 4 8 32 0 0 4(8)3/12=170.667
3 725 725t 4+%t T725t(4+%t)?2 72513/12=6.042 13
= 145 t (4+% t)2 170.667 + 12.084 3
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|, =145t (4+%21)2+ 170.667 + 12.084 t3

|, =145t (16 + 4t + 2/ 4) + 170.667 + 12.084 t3
l,=2320t + 580t2 + 36.25t3 + 170.667 + 12.084 t3
Iy =170.667 + 2320 t + 580t2 + 48.334 13

De la seccidn transformada, se tiene que el esfuerzo actuante en las placas de acero (tanto
en la zona a tensién como a compresion por tener seccion simétrica respecto a el eje neutro)
esta determinado por
o,=Myn/l ==> I =Myn/c

t.req adm.a

lyreq = (22.258 X 12) (4 + 1) (18.125) / (36) = 134.475 (4 +1)
| . =537.9+134.4751t

treq ~

Igualando las expresiones para el momento de inercia
It = It,req
170.667 + 2320t + 580t2 + 48.334 13 = 537.9 + 134.475 t

-367.233 + 2185.525 t + 580t2 + 48.334 t3 =0

Determinando las raices de este polinomio

-367.233
—6.08 + 3.194i
2185.525 )
coef = - traices := polyroots(coef) traices = | —6.08 — 3.194i
5
0.161
48.334

De estas raices, se determina que el espesor para las
placas, sera:

t:= traices, t=0.161 in
Para efectos practicos, utilizar t = %"
Hasta el momento:
» Se determiné el espesor "t" de las placas de acero

» Los esfuerzos admisibles en las placas de acero si se cumplen, ya que el momento de
inercia requerido (I, req) se determiné en funcién de los esfuerzos admisibles.

o Es necesario revisar el nivel de esfuerzos en la madera, éste debera ser igual o estar por
debajo de el nivel de esfuerzo admisible.

Determinacion de esfuerzos maximos.

El momento de inercia de la seccion transformada, al utilizar
t:= 025 in

It:= 537.9 + 134.475-¢ It=571.519 in*
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Esfuerzo actuante maximo en la madera:

M =22.258 klb-ft
y:i= 4 in
M-12y

It

omaxmad :=

Esfuerzo actuante maximo en el acero:

M =22.258 klb-ft
y:=425in
M-12-y-n
It

omaxac =

omaxmad = 1.869 Ksi

<
Omax.mad ~ Cadm mad

omaxac = 36 Kksi

Omax,ac ~ Cadm,ac

De acuerdo con estos resultados, los esfuerzos actuantes en la madera son menores que el
esfuerzo admisible y en el caso de el acero son iguales, en el supuesto de que no se
cumplieran estas relaciones de esfuerzos, es decir, que el esfuerzo actuante fuera mayor a el
esfuerzo admisible, debera modificarse el disefio de la seccién:

e Incrementar la seccién de las placas de acero de refuerzo, 6

e Incrementar la seccion de madera, o bien
e Incrementar los niveles de esfuerzos admisibles, utilizando materiales con mayor

resistencia.
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Solucion ejercicio No. 1.20

Determinacién de momento flexionante maximo.

w=1540 kg/m
10
3080 kg s 3080 kg
T i |
| P | 1 1 1
T Mmax := 3080-——- ~
Mmax=3080 kg-m ‘ 0.454 0.3048 1000
M: | Mmax = 22.3 Klb-ft

Relacion modular n (para obtener seccién transformada equivalente en madera):

Eacero := 29000 ksi $if
Emadera:= 1600  Ksi : i
Eacero
N0 —— . Madera
Emadera g
O] @ ®@| |y=4in
n=18.125
T t 1l nt 4in Tnt
=18.125t =18 125t
Seccion transformada
Localizacion de el Eje Neutro: equivalente en madera
y=4 in (seccion doblemente simétrica)
Momento de Inercia It:
a) De acuerdo con la geometria de la seccion transversal:
i A Yi Ay L
1(18.125t)(8)=145t 0.0 0.0 (18.1251)(8)3/12=773.333t
2 (4.0)(8.0)=32 0.0 0.0 (4)(8)3/12= 170.667
3 (18.125t)(8)=145t 0.0 0.0 (18.125t)(8)3/12=773.333t
Sumas 0.0 170.667+1546.666t

Por lo tanto,
It =170.667+1546.666 t

70




VIGAS COMPUESTAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL M. OJEDA

b) De acuerdo con los esfuerzos a flexion:

y:=4 in n=18.125
ca_max = 36 ksi Mmax = 22.258 Kib-ft
- Mmax-12-y
feq = ———— '
9 Itreq = 537.894 in?

oa_max

Al igualar It con ltreq:
(170.667 + 1546.666 t ) = 537.894

t=0.237in Usar. t:= - in
4
Momento de inercia It suministrado:
It := 170.667 + 1546.666-t It = 557.333 in%

Revision de esfuerzos actuantes al utilizar placas con t=1/4 in:

a) En la madera, tanto en comp. como a tensién

Mmax-12-y ’
omax_madera = IR omax_madera = 1.917 ksi

It

b) En el acero, tanto a comp. como a tension

Mmax-12-y
—n

[ omax_acero = 34.744  Ksi
t

omax_acero =

Comentarios:

1 Los esfuerzos actuantes maximos, tanto en el acero como en la madera, al utilizar
las placas de acero de 1/4 in, son menores a los esfuerzos admisibles, por lo tanto el
espesor propuesto de 1/4 in para las dos placas de acero, es conveniente.
2. Las relaciones (esfuerzo actuante) / (esfuerzo admisible) son:

a) En la madera 1.917 /2.3 =0.833

b) En el acero 34.744 /36 = 0.965
La relacién de eficiencia de el acero es muy proxima a 1.0, por lo tanto el espesor
propuesto de 1/4 in para las dos placas de acero, es adecuado.
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ESFUERZOS COMBINADOS

Casos de combinacion de esfuerzos a revisar:
s Flexion simple en dos planos perpendiculares
o  Flexion simple y carga axial
o  Carga axial excéntrica

Esfuerzos producidos por carga sesgada en vigas de seccién simétrica

Se ha estudiado previamente el efecto producido por flexion cuando el plano longitudinal de la carga coincide
con uno de los planos de simetria de la seccién transversal (hasta el momento el plano longitudinal en el cual
se encuentra el eje vertical de la seccidn). Sin embargo, el plano de accion de la carga aplicada podria no
coincidir con ninguno de los planos longitudinales que pasan por los ejes de simetria, en tal caso tendremos
una condicion de carga sesgada aplicada a la viga.

v 3
|

Wy
e :' | |
i VARV W W/ }
|
— x i
Z ” wy ==> Mz

Wz

Wz ==> My

La definicién de los momentos flexionantes producidos por las componentes perpendiculares de la carga
aplicada, se determina de acuerdo con “la regla de la mano derecha”

Wy
Memp,z ‘ i { MZ(*‘)
7 NAVAVAV N
T R—— I
AN .
i X
Ry |
zv
Wz
Memp. MV("’)
} o
Rz
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El caso mas comin de este tipo de carga se observa en las cargas producidas por las cubiertas sobre los
largueros, debido a la inclinacion de las cubiertas.

Determinacién de el nivel de esfuerzo en un punto de la seccién transversal sometida a flexion biaxial
(flexién respecto a dos ejes perpendiculares).

Consideremos los momentos positivos M,” y M, actuando en la seccion transversal, como se muestra:
Y z

My(+)
|z
yi|
st 4
Me(+) |
L

En el punto "A™:
Esfuerzo producido por momento positivo flexionante M,: Tension (+)

M, z

GA'I = -[\

Esfuerzo producido por momento positivo flexionante M,: Compresion (-)
My

Oz = —[_

4

Considerando la accién conjunta de los dos momentos flexionantes M, y M,, el esfuerzo combinado en el
punto "A" de la seccion transversal sera:

M“Z M/y
04 =0, +0,,; :T— - I

v 7

En las expresiones anteriores:
L. L: corresponden a los momentos de inercia de la secci6n transversal respecto a los ejes "y" y "z"
Yoy 2 p

respectivamente.
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(L}

y, z: corresponden a las distancias perpendiculares del punto "A" paralelas a los ejes "y" y "z" respecto a el
centroide.
M,, M,: corresponden a los momentos flexionantes respecto a los ejes "y" y "z" respectivamente

Localizacién de el eje neutro

En cualquier punto en el eje neutro, los esfuerzos serdn nulos, incluso al considerar la combinacion de
esfuerzos, por lo que igualamos a cero la expresion definida previamente para la combinacion de esfuerzos
producidos por los momentos flexionantes M, y M:

Mz Moy

I I,

v

De donde se puede obtener

M,
1P |
Y'—'TZ
%)
(M1,
o S

La tltima es una expresion similar a la ecuacién de una recta que pasa por el origen de la forma

y=mz
B
\\. y
z | N |
£ |
| \
L \
\ y=mz
(b=0)
Por lo que el angulo de inclinacion de el eje neutro queda definido por B, en donde
Tanf} = 2
z

De la ecuacion de el eje neutro:

M
TanB:l:__‘;l_’;
z M I

En donde "y" y "z" definen la ubicacién de un punto en el plano de el eje neutro.

Relacién de eficiencia de la seccién transversal de una viga sometida a flexién biaxial.

Al disefiar la seccion transversal de una viga y considerar los efectos producidos por la flexion con respecto a
los ejes de la seccion es necesario determinar si la combinacion de esfuerzos en el punto de maximo esfuerzo
(contenido en la seccion) no ha sobrepasado los niveles admisibles de esfuerzo.

Los esfuerzos en un punto "A", en la seccion transversal de una viga sometida a flexion biaxial seran:

Esfuerzo por momento flexionante respecto a el eje "y", My:
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O =

Av

Mz
l\
Esfuerzo por momento flexionante respecto a el eje "z", M,

_My
T

z

o
Enténces, el esfuerzo en el punto "A", sera
Oa =04z T Oay

dividiendo por el esfuerzo admisible de el material, Gaym

B e T B,
o O O

adm dm adm

Para que el disefio de la seccion sea lo més eficiente, en cuanto a nivel de esfuerzos desarrollados, en la fibra
més alejada a el eje neutro:

OA = Oadm
(suponiendo que el punto "A" se encuentre en la fibra mas alejada a el eje neutro)

Por lo tanto la relacién de eficiencia de la seccion quedara determinada por:

o

adm udmy adin

En general, al considerar la combinacion de esfuerzos a compresion y tension:

o
e BRI
o

GA\

<1.0

adny o adm
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11

ESFUERZOS COMBINADOS

Ejercicio No. 2.1

Una viga de madera simplemente apoyada de
longitud L, de seccion rectangular b x h, inclinada un
angulo o, con eje longitudinal horizontal, se
encuentra sometida a una carga “q” vertical
uniformemente distribuida, que actia a traves de el
centroide de la seccidn, determinar:

a) La orientacion de el eje neutro.

b) El esfuerzo méaximo en la seccion
Considerar:
[=3.0 mts b=75 mm a=30°
Q=1.6 kN/m h=150 mm

Ejercicio No. 2.2

A una viga en voladizo de madera de seccion
transversal rectangular y longitud L soporta una
carga concentrada inclinada P aplicada en su extremo
libre (ver fig.).

Determine la orientacion de el eje neutro y calcule el
esfuerzo maximo de tensioén debido a la carga P.

Los datos de la viga son: b=75mm, h=150mm,

L=1.5m, P=750N y 0=36 grados.
Ejercicio No. 2.3

Resuelva el problema anterior con una viga en
voladizo con los siguientes datos: b=4in, h=8in,
L=6ft, P=400lb y o=45 grados.

&F’
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ESFUERZOS COMBINADOS
RESISTENCIA DE MATERIALES Il

EJERCICIOS DE APLICACION

ELABOROQ: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 2.1

Cargas y momentos flexionantes:

a=30°

q:= 1.6 kN/m L:=3.0 mts

o= 30

Componentes "y" y "z" de la carga "q" aplicada:

T
+ = g-cos| ori—— =1.386 kN/m
Q= q ( 180) ay

T
7z = q-sin| o.-—— z=0.8 kN/m
£ 4 ( ISO) 4

Momentos flexionantes respecto a los ejes perpendiculares "y" y "z" (suponiendo que
las condiciones de apoyo son las mismas con respecto a ambos ejes):

Y
Qy
5 Z / N 3 E/ \i/;}/\:/
- X
—] ; ~ 30mts s o
Z
Qz
/‘\ ) /'\ \ﬂ\,/ /;\//\/'\\ AN
‘ ‘ | 1
s X
e 3.0 mts ——
i
-L2
Mz = _%/8_ Mz =1.559 kN-m
2
-L
My = ﬂZS_ My=09  kN-m
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES |l ELABORO: JOEL OJEDA

Momentos de inercia

b:= 0075 mts M) \‘

hi= 015 mts Z\\ ©
y A
,\E\/,\//
ki ,
Iz:= lz=2.109% 10 ° mA
12
3
h- "
Iy = & ly=5.273x 10 & ms

Tarp = = Tanf = 2.309

180
Bi= atan(TanB)-—— B = 66.587
s

Esfuerzo maximo en la seccion:

Ubicacién de los puntos mas alejados de el eje neutro, con respecto a el centroide la seccion
transversal (los signos definen la posicion con respecto a el eje neutro)

Punto 1: Punto 2:
b h
zl = — z1 =0.038 yli=— y1 =0.075
2 2
=iy -h
22 = —2— z2 =-0.038 y2:= -2— y2 =-0.075
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES |l ELABORO: JOEL OJEDA

De acuerdo con el sentido de aplicacion de los momentos flexionantes respecto a los ejes
perpendiculares "y" y "z", el material en el punto 1 se encuentra sometido a un esfuerzo de
compresion, mientras que el material en el punto 2, se encuentra sometido a un esfuerzo de
tension:

Punto 1 (compresion):

-My-zl . -Mz-yl
ly Iz

omaxc = omaxe = —11942.563 kN/m?

Punto 2 (tension):

—My-22 " -Mz-y2
Ly Iz

omaxt = 11942.563 kN/m?2

omaxt =
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 1 ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 2.2

Cargas y Momentos flexionantes (en
las funciones trigonométricas "seno y \ My
coseno”, el angulo o se multiplico por Plosa Mz
7/180 para convertir a radianes): - W

p:=1750 N L= 1.5/M PSena P
a.=736

P p.sin[a._"- Py = 440.839 N °
. 180

]

Pz

o
P-cos| o —— Pz =606.763 N
180

Los momentos flexionantes maximos, se encuentran en la seccién transversal en el
apoyo de la viga en voladizo, y al ser la carga aplicada en el extremo libre, una carga
concenfrada:

My = Pz-.L Mz := -Py-L
My =910.144 N-m Mz = -661.258 N-m

Momentos de Inercia ly, 1z de la seccién transversal:

k=015 'M b:=0.075 M
3
h-b _
lys= — Ty =5.273x 10 6 me
3
h™b _
Iz:= — 17=2109% 10> m
12
Orientacion de el eje neutro: y/ ‘
A Eje Neu}ro
B = a[an( Mylzj_‘s_o My l 75 mm
Mzly /) = -
z
p=-7p.7 c
B =-79.705 E
Esfuerzos maximos: de acuerdo con la . | B
orientacion de el Eje Neutro, los puntos de la 375 mm

seccion mas alejados, son A y B (tanto en
comp. como en tensién).

y:= 0075 m z:= 0.0375mM My = 910.144 N-m Mz:= 661.258 N-m
My-z Mzy
omax = 4 - —
ly Iz

omax — 8.823 x 10° Pa (8.823 MPa)
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicéo No. 2.3

Cargas y Momentos flexionantes (en ,
las funciones trigonométricas "seno y My
coseno", el &ngulo o se multiplicé por PEosa , Mz
7/180 para convertir a radianes): : &7

P:= 400 Ib L=6 ft PSena 3
o =45

Py:= Psin| a-—— | Py=282.843 Ib
180

P PR e Pz =282.843 Ib
180

Los momentos flexionantes maximos, se encuentran en la seccién transversal en el
apoyo de la viga en voladizo, y al ser |a carga aplicada en el extremo libre, una carga

concentrada:

My := Pz-L-12 Mz := -Py-L-12
My =20364.68  Ib-in Mz = —20364.68 Ib-in
Momentos de Inercia ly, Iz de la seccion transversal:
ho= R in b:=4 in
h-b’ .
ly := ly = 42.667 in4
12
3
h™b :
famr—= Iz=170.667 in4
12
Orientacion de el eje neutro: y
A Eje Neu}ro
L — My-1z) 180 .
' Mzly) = Wy o
Mz
z .
B = -75.964 p=-75.9 C
Esfuerzos maximos: de acuerdo con la

orientacion de el Eje Neutro, los puntos de la = B
seccion mas alejados, son Ay B (tanto en '

52 2in
comp. como en tension).
yi=4 in z=2 in My = 20364.68 Ib-in Mz = 20364.68 Ib-in
My-z  Mzy
omax = s —
Iy [z

cmax = 1431.9 psi
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11

ESFUERZOS COMBINADOS

Esfuerzos por carga axial excéntrica sobre un eje

En un caso general de carga axial aplicada a través de el centroide de la seccién transversal en una viga

En donde:
P, =PCos0
P, =PSené

Representando las componentes P, y P, en la seccion transversal en donde se aplica la carga "P":

Px

V py

WV

Efectuando un corte a una distancia “x” desde el empotramiento, es posible determinar las fuerzas internas
actuando a lo largo de la viga:

Nx

Nx

Vx

Nx=Px
Vx=Py
Mix=Py(L-x)

Esf. axiales
on=Px/A

Esf. cortantes
=VQ/Ib

Mx

MZPVL

Esf. flexion
a=My/l
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RESISTENCIA DE MATERIALES [1 ESFUERZOS COMBINADOS

Al considerar los esfuerzos normales producidos por la fuerza axial y el momento flexionante actuando en la
seccion transversal:

y Esf. por Esf. por Dist. de Esf.
carga axial flexion Cpmbinados

7

+ ;%ns@z‘n) fs

(ﬂl’%( [h)fj.ra) /é E. N.

o " (esf. comb.)
é% (compresion) %

<

IR

L

La combinacién de los esfuerzos estara representada por:

c=0,+0,

Representacion de la condicion de carga equivalente:

M=Pe

N
g

X

oy

De manera similar como se procedié anteriormente, se determinan las fuerzas internas a una distancia "x" de
el apoyo:
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RESISTENCIA DE MATERIALES I ESFUERZOS COMBINADOS

Mx Nx=P
N Vx=Pe /L
Mx=Pe

X (L-x)
V)(

Esf. axiales

/"" %ﬂ e 7§ //’ on=PxlA

Esf. cortantes
Vx W / =VQ/b
Mx

Esf. flexion
o=My/l
M=Pe

Se tendr4 ahora una distribucion de esfuerzos producida por la combinacion de los esfuerzos producidos por
la fuerza axial y el momento flexionante equivalente, actuando en la seccion transversal de la viga.

Nx

Determinacion de la localizacién de el eje neutro, esta localizacion queda determinada en donde los esfuerzos
son nulos, es decir ¢ = 0:

A I

o=0

Suponiendo la suma de esfuerzos a tensién producidos tanto por la carga axial como por momento
flexionante:

E.{_(_Pel:()
A I

de donde se obtiene

I

Y=

Ae
en donde "y" es la distancia a el eje neutro al combinar esfuerzos, esta distancia esta referida a la posicion de
el eje neutro determinado por flexion pura. Esta distancia "y" queda determinada por las propiedades
geométricas de la seccion tramsversal "' y "A", asi como de la excentricidad con respecto a el centroide con
la actua la fuerza axial.

Se tendra:
y’: cuando el eje neutro quede por debajo de el eje neutro definido por la flexion pura.
y": cuando el eje neutro quede por arriba de el eje neutro definido por la flexion pura.
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ESFUERZOS COMBINADOS

Ejercicio 2.4

Un poste de aluminio para el alumbrado
piblico pesa 2300 N y soporta un brazo que
pesa 330 N. El centro de gravedad del brazo
estd a 1.2 mts del eje del poste. El diametro
exterior del poste en su base es de 225 mm y su
espesor de 18 mm.

Determine los esfuerzos maximos de tension y
compresion en el poste (en su base) debido a
los pesos).

Ejercicio 2.5

Una estructura rigida ABC esta formada por 2
tubos de acero soldados entre si en “B”. Cada
tubo tiene un 4rea transversal A=16.2 in’
1=212 in* y $=10.75 in.

Encuentre los esfuerzos maximos de tension y
compresion en la estructura debidos a la carga
P=3200 b, si L=6 ft y H=4.5 ft.

Ejercicio 2.6
Determinar los esfuerzos maximos a tension y

compresion en la columna corta, al aplicar la
carga P=60 kN, como se muestra en la figura.

e=94 mm

12 mm

200 mm
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 2.4

W=330 N
| |
12m
t=18 mm
225 mm W1=2330 N
AR
W= 330 N W1 := 2300 N
e:=12 mis
Momento flexionante en la base:
M= W-e M =396 N-m
Carga axial en la base
Ni= W+ Wl N=2630 N
Area de la seccion transversal
A = (Area completa) - (Area hueco)
dext:= 0.225 mts
dint:= 0.189 mts
A= E-(dextz - di1112) A=00117 m?

Momento de inercia de la seccion transversal

| = (I secc. completa) - (| hueco)

1't-df:xt4 Tc-dint4 5
[:= - [=6317x 10 ~ m?
64 64
Esfuerzos en la base
Por carga axial oNi= N oN = 224679.3 N/m?
A
dext

Por flexion oM = 2 oM = 705233.2 N/m?
(comp. y tensién) I
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

RESISTENCIA DE MATERIALES 1I

Combinacién de esfuerzos:
oc =-929912 N/m?2

A compresion oc:= -oN - oM
A tension ot:= —oN + oM ot = 480554  N/m?
Esf. por Esf. por Esf.Combinado
carga axial flexion
| | |
225 mm E. N. + § = ?
(por flexian) ?
E. N.
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES |l ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 2.5

Determinacion de fuerzas en las barras (N, M, V), a partir de el diagrama de cuerpo libre

H:=4,5 ft P:= 3200 Ib
L:=6.0 ft

B

/:]/\ 4.5 ft

" 32001 \
-
A c
_;& ol
AN | I i

N Ny 6ft 6ft \ N
1600 Ib 1600 Ib
Tanf ;= E
L
0 = sanCrang) s 0 = 36.87
1
p
Rv = E Rv=1600 Ib

Componente de la fuerza de reaccion actuando en la direccion longitudinal de las barras,
" e

N i= Rvssin| 8-—— N=960 Ib
180

Componente de la fuerza de reaccién actuando en la direccién perpendicular a el eje
longitudinal de las barras, "V"

V= R\hcos(ﬂi v=1280 Ib
180

Efectuando un corte en la barra A-B a una distancia "x" desde el apoyo "A™:
Mx o
’ Nx
Y
Vx
A
A
9601b 1280 Ib

Por equilibrioc  Nx:= N Vxi=V M=V, x
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL OJEDA

Diagramas N,, V, y M, para la barra A-B:

Longitud de la barra

Lab := \’ L2 + 1-12

Lab=75 ft
Momento flexionante maximo, ocurre en el punto "B" de la barra, cuando x = 7.5 ft
Mmax ;= Vx-Lab Mmax = 9600 Ib-ft

Por simetria, en carga y geometria, los digramas para la barra B-C seran:

Esfuerzos producidos por las fuerzas N, ¥ M2y, Ocurre en la seccion transversal ubicada
en el punto "B";

A= 16.1in? dext:= 10.75 in
[:= 212.0in*

Nmax = Nx Nmax =960 b
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EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

ESFUERZOS COMBINADOS
RESISTENCIA DE MATERIALES ||

Mmax = 9600 |b-ft
: Nmax .
Por carga axial oN = oN = 59.63 psi
A
dext
Mmax-12.——
oM = oM =2920.75  psi

Por flexion
(comp. y tension)

Combinacion de esfuerzos:
oc =—2980 psi

A compresion oc:= -oN - oM
A tension ot:= —oN + oM ot = 2801 psi
Localizacion de el eje neutro
Al tener esfuerzo nulo en el eje neutro
o=0=N/A+My/l
] I —Nmax
Mmax-12 A y =-0.1097
Obien, por triangulos semejantes:
(65 +8) [y =i/ X
-dext
X = M x=5.485
lccl + ot
dext
Y= R y =0.1097
2
Esf. por Esf. por Esf.Combinado
carga axial flexion
] . |
+ = -

(por flexion)

y=5.375 in
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ESFUERZOS COMBINADOS
RESISTENCIA DE MATERIALES ||

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 2.6

= mts
ey:= 0.094 mts b D
b
P 6 znm
f ‘}—! =
e=84 mm
4
{B mm
12‘mm ‘i”
I 160 mm

tf := 0.012 mts

tw:= 0.008 mts

200 mm

Determinacion de la carga axial "N" y momento flexionante "M" en la seccion tramsversal.

N:=P
M := P-ey

N=60 kN
M =35.64 KN-m

Propiedades geométricas de la seccion transversal

| b h

1 0.16 0.012

2 0.008 0.176

3 0.16 0.012
E:

A= 0.005248 m2

[:= 3.76108:10°
Distribucion de esfuerzos
) N
Por carga axial oN:= —
A
h
M,_
Por flexion oM = _2

(comp. y tension) [

Esfuerzos maximos:
Compresién
omaxc ;= —-cN — oM

Tension omaxt == —oN + oM

Ai
0.00192
0.001408
0.00192

0.005248

0.094

-0.094

li
1.69882E-05
3.63452E-06
1.69882E-05

3.76108E-05

oN = 11432.93 kN/m2

oM = 1499569 kN/m?

omaxt = 3563

omaxc = -26429 kN/m?2

kN/m?2

N




ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL OJEDA

Esf. por Esf.Combinado
flexion

m
(]
l—h
©
o
=

s

E. N.

(por Mexién)

MO

Localizacion de el eje neutro
Al tener esfuerzo nulo en el eje neutro

c=0=N/A+My/l

N
Y=l y = ~0.0762

O bien, por triangulos semejantes:

( Omaxe * Tmaxt) I =56 g %

o |omaxc| h x =0.176
|omaxc| + omaxt
h

2

yi=X- y = 0.0762
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RESISTENCIA DE MATERIALES II ESFUERZOS COMBINADOS

Eesfuerzos por carga axial excéntrica a dos ejes

Condicion equivalente de carga

(+)MV=PE22

WMz=Pey

~E
77

.

X

Esfuerzos producidos por la combinacion de los esfuerzos por flexion (biaxial) y la carga axial:

M
g 28
AT L

¢ v

+

¢}

Esta resulta ser una expresion revisada previamente en el estudio de flexion biaxial, a diferencia de que ahora
se considera el efecto de la condicion de carga axial.

En términos de las excentricidades e, y e,:

G:ﬁli_’_Pe‘yiPe,z

AT L

v

En el eje neutro

g=fiadat ol FEE
A1 1

bl v
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ESFUERZOS COMBINADOS

Suponiendo €, =0

P Pey I
—t——=0y=--
A [ Ae,

Suponiendo e, =0

P Pez L,
LR A LR T
A1 Ae,

Los valores "y" y "z" definen la localizacion de el eje neutro con respecto a el centroide de la seccion
transversal, al considerar la combinacion de esfuerzos.

Definiendo las propiedades de la seccion transversal, r, y r,, como los radios de giro de la seccién transversal

([T} ([T}

respecto a los ejes "y" y "z

r =

z

%
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RESISTENCIA DE MATERIALES Il

ESFUERZOS COMBINADOS

Ejercicio No. 2.7

Determinar los esfuerzos maximos a tension y
compresion en la columna corta, al aplicar la
carga P=60 kN, como se muestra en la figura.

Ejercicio No. 2.8

Determinar los esfuerzos méaximos a tension y
compresion en la seccion mostrada, asi como la
orientacion de el Eje Neutro en la seccion
transversal.

Utilizar:

P=60 kN e,= 20 mm
b= 200 mm e,= 40 mm
h= 300 mm

200 mm
z | z
y
P
y b
b A B
[V V)
h” ~ ey P
h e
< 7 < o]

o} lea D
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ESFUERZOS COMBINADOS
RESISTENCIA DE MATERIALES Il

EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 2.7

ey=40 mm y

— 6 mm
s | 21
iT — —;—T
ey=94 mm
200 mm
—1—
8 mm
12 mm
1
3 T 160mm 4
P:= 60 kN b:= 016 mts tf := 0.012 mts
ey := 0.094 mis h:= 0.20 mts tw = 0.008 mts
ez:= 0.04 mis

Determinacioén de la carga axial "N" y momento flexionantes "M," y "M," en |a seccion

tramsversal:
Ni=FP N=60 kN

Momento flexionante respecto a el eje "y"
My = P-ez

Momento flexionante respecto a el eje "z"
Mz := P-ey

Propiedades geométricas de la seccion transversal

| b h Ai y

1 016 0012 000192  0.094

2 0008 0176 0.001408 0

3 016 0012 000192 -0.094
= 0.005248

A= 0.005248 mZ2

Distribucion de esfuerzos en el punto 1
k-
2

TS z=0.08 mts

Por carga axial oN:=

> |z

[z:= 3.76108-10

5

-
10

Mz = 5.64 kN-m, momento positivo

o o O N

m4

| =

My = 2.4 kN-m, momento negativo

liz liy
- 1.699E-05  4.096E-06
3.635E-06  7.5093E-09
1.699E-05  4.096E-06
3.761E-05  8.200E-06
ly = 8210 ¢ md
y — 01 ITltS

oN = 11432.93 kN/m?
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES |l ELABORO: JOEL OJEDA

Por flexion respecto
: My-z N2
al eje y (comp.) oMy = oMy = 2341463 IN/m

Por flexion respecto

. Mz
al eje z (comp.) oMz = [Z L oMz = 14995.69 <N/m?
z
Esfuerzos maximos:
Punto o(My)  olMe) o(N) ~ oTotal
1 -23414.6 1499567 -11432.9 -49843.2
2 234146 -14995.7 -11432.9 -3014
3 -23414.6 149957 -11432.9 -19851.8
4 2341_4.6 14995.7 -11432.9 26977.4

Localizacion de el eje neutro

—lz
e ey y=-0.0762 mts
.
o z=-0.0391 mts

Inclinacién de el eje neutro:

My 1
Tati i Tanp = ~1,952
Mz Iy
180
B = atan(Tanp) — B = -62.872

T
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ESFUERZOS COMBINADOS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES Il ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 2.8

‘ez’ z

Momentos flexionantes producidos por la carga axial

P:= 60 kN

ey := 0.020 mts

ez 1= 0.040 mts

My = P-ez My =24  kN-m (positivo)
Mz = P-ey Mz=12  kN-m (positivo)

Momentos de inecia ly, 1z de la seccidn transversal:

h:= 0.30 mts
b := 0.20 mts
h-b 4
[yt —— ly=2x 10 m4
) 12 b
b-h3 _
lza= [z=4.5x 10 4 mA4
12
Orientacion de el eje neutro:
My-1z) 180
3 := atan TECE B =77471
Mzly /) =

Determinacion de los esfuerzos maximos: dada la orientacion de el eje neutro, los
puntos B y C en la seccion transversal estaran sometidos a los maximos esfuerzos.

h

yam, y=015 mts P=60 kN
b

z= = z=0.1 mts My =24  kN-m
2

A= b-h A=006 m? Mz=12 kN-m

Punto B, sometido a compresion:

-P My-z Mzy
omaxg ;= — - ——— - —=
A ly lz

Punto C, sometido a tensién:

omaxc = -2600  kN/m?2

P My-z Mzy
gmaxt = — + ——— + —
A ly Iz

omaxt = 600 kN/m2
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RESISTENCIA DE MATERIALES I DEFORMACIONES EN VIGAS

DEFORMACIONES EN VIGAS (FLEXION SIMPLE)

En el enfoque de la Mecanica de Materiales comun, se acostumbra recurrir a razonamientos simplificados
para intentar relacionar las fuerzas que actian sobre cuerpos de formas y material conocidos, para evaluar
los desplazamientos que experimenta el cuerpo.

La mecanica de materiales parte de un pensamiento hipotético, normalmente simplificatorio, para
establecer relaciones matematicas que permitan relacionar fuerzas y desplazamientos.

Para la condicion de momento flexionante constante "M", actuando en una barra de peralte "h" en la
seccion transversal y longitud "L", la solucién al problema de relacionar "M" con las propiedades
geométricas de la barra, las propiedades de deformacion del material, la mecéanica de materiales intenta
establecerla aceptando las siguientes hipotesis:

1. El cuerpo es un cuerpo prismético de eje recto (eje centroidal de cada una de las secciones
transversales).

Las secciones transversales permanecen constantes a lo largo del eje de la barra.

En cada seccion transversal existe por lo menos un plano de simetria.

Las dimensiones de la barra son tales que L/h > 5.

El material es homogéneo e isotropo.

El material es elastico-lineal.

Las cargas son aplicadas en un plano.

El plano de cargas coincide con el plano de simetria de las secciones transversales.

No existen problemas de inestabilidad en la barra.

Las secciones planas perpendiculares al eje longitudinal de la barra, permanecen ortogonales al
eje, al aparecer el campo de desplazamientos.

SVENO LA WD

S

Concepto y Métodos

Las cargas queactiian sobre una viga, en direccién perpendicular al eje longitudinal de la viga, provocan
flexion de la misma, lo que deforma el eje longitudinal de la viga en una linea curva. Para efecto del
estudio de vigas en este curso, seran consideradas solamente deflexiones en el sentido perpendicular al eje
longitudinal de las vigas, las cuales podran ser isostaticas o bien, hiperestaticas.

El caso de deflexion simple es un caso particular de carga en el que se considera solamente el efecto de
flexion producida por el sistema de cargas y las deformaciones producidas estan sontenidas en el plano de
accion del sistema de cargas. Cualquier otro efecto de deformacion que no coincida con el plano de cargas,
no sera considerado en este curso.

Las deflexiones a determinar en el elemento estructural estaran referidas a la linea que formarian los puntos
a lo largo de la viga que coinciden con el eje neutro de la seccion. Esta linea se conoce como curva de
deflexion ("curva elastica", "configuracion de la elastica”, etc.). La identificacion de la configuracion de la
curva eldstica estara determinada por dos parametros: la deflexion perpendicular al eje longitudinal del
elemento estructural y la rotacion que experimenta un punto en particular de la viga.

La rotacion angular estara referida al angulo que forma la tangente en el punto de interés en la
configuracion deformada con relacion a la posicién horizontal inicial.
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Ty

e S S &,,___,,%

e
> o
Curva .

elastica

v(x): Deflexion vertical de el punto “A” en la viga, a una distancia “x” desde el apoyo, medida desde la
horizontal de referencia hacia la curva eléstica.

0(x): Angulo que forma la tangente a la curva elastica en el punto “A” con respecto a la horizontal de
referencia.

Determinacién de la relacién Fuerza-Desplazamiento, considerando solamente los efectos producidos
por flexién.

Suponiendo la siguiente configuracion de deformacion:

Iy
.r’l / de |
[/

\

! / \
Foy

En donde:
p: Radio de curvatura
1/p: Curvatura

Sabemos que, que el esfuerzo axial producido por la flexion, es
Mc

o
De las propiedades elasticas de el material, la deformacién unitaria debido a la flexion sera
£ =—

" E
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Por lo que,

Mec
() e
‘" E EI

La variacion de el angulo d8(x) respecto a la longitud de el elemento diferencial "ds":

dB(x):E
P

do(x) 1
ds p

esta ultima expresion corresponde a la curvatura.

Al considerar que sdlamente se presentan deformaciones pequeiias

ds = dx q
do(x) _de(x) _ 1 > dG(x)zFx

ds dx p

1

De la geometria de deformacion de el segmento mostrado:

£ dx

de(x) =
C

Mc
— |dx
Me [ El J _ Mdx

Puesto que € = — > do(x) =~
que €, =7 (x) . -

[gualando las expresiones para d8(x):

dx  Mdx

p EI

> L]
EI

o~

Esta ultima expresién relaciona la curvatura con el Momento flexionante actuando en el segmento
diferencial.

En su forma exacta, la curvatura se define como:

Si se acepta que las deformaciones experimentadas por flexion, son pequefias:

[dv(x)} 50
dx

por lo que

d’v(x)
p dx’
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La curvatura 1/p en funcién de la segunda derivada con respecto a “x” de la funcion que define la curva
elastica “v(x)".

Si la curvatura se expresa en funcion de el momento flexionante “M”, entonces

M > M _dv(x)
p E El dx*

-

La ultima expresién constituye la relacion Fuerza-Desplazamiento, a partir de la cual se relaciona el
momento flexionante actuante en un punto de la viga, con la deflexion vertical de el mismo punto, a través
de la segunda derivada de la ecuacién de la curva elastica, con respecto a "x".

Método de la Doble Integracion

A través de el conocimiento de el diagrama de momentos dividido por el coeficiente a la flexion “EI”, —

d*v(x)

se puede establecer la variacion PR y por integraciones sucesivas conocer la configuracion de la
X

deformada de la elastica, v(x).

El procedimiento a través de la Gltima expresion para el calculo de las deformaciones en una viga se conoce
como el Método de la Doble Integracion.

Curva Elastica

div(x)  M(x)
dx’  EI
2 7M(X) 2
dv(x)= = dx
v(x) = [[d*v(x)
M)
v(,\)—” ot dx

Método de Area de Momentos

De el calculo, la pendiente de una curva en un punto cualquiera

Al derivar esta expresion

de(x) _ d’v(x)
dx dx’
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o bien, de acuerdo con resultados previos:

do(x) _ d?v(x) _ M(x)

dx dx’ El
do(x)  M(x)
dx ElL

Esta expresion puede representarse como una ecuacion diferencial

do(x) = dx

M(x)
El
Integrando entre los puntos “A” y “B” sobre la viga

n M(X)

[,d6(x) = [ 0
s M(X)
0,-6,=[ = dx
9:\ ‘-en =5 93.\
M(x)
0,. :I: E(] dx

Lo cual constituye el Primer teorema del método area de momentos, como la desviacion tangencial de el
punto “B”, con respecto a la tangente de el punto “A”, definida por la diferencia de las tangentes en “A” y
en “B” determinada por el 4rea definida en el diagrama M/EI entre los puntos “A™ y “B™.

La determinacion de la deflexion vertical de un punto a lo largo de la viga, sobre la curva eldstica, podra
llevarse a cabo a través de relaciones geométricas definidas por tangentes de la curva elastica en
combinacion con la geometria de el diagrama de momentos dividido por el coeficiente a la flexion "EI",

T T T
~e g = o :;Ze.r
\K‘:_% _
W Asia
,f'//’fy— Z S |
M/EI: O \

La desviacion tangencial del punto "B" en la curva elastica, con respecto a la tangente de referencia en "A",
Apg, s » de acuerdo con el 2do teorema del método, se determina calculando el primer momento estatico con

respecto al punto "B" del drea del diagrama M/EI entre los puntos "A" y "B".

= M
= —d
Agia XBEEI X

103




RESISTENCIA DE MATERIALES 11 DEFORMACIONES EN VIGAS

Método de la viga conjugada

En la aplicacion de esta metodologia se recurre a la utilizacion de una viga imaginaria [lamada "Viga
conjugada” a la cual se aplican las condiciones de equilibrio estético ZFy =0 vy ZM:O para

determinar la rotacion de la tangente y deflexion vertical de un punto cualquiera en la viga real. Debera
cumplirse que las condiciones de equilibrio estatico de la viga conjugada sean equivalentes a las
condiciones de deformacion de la viga real, por lo que, deberan efectuarse algunas consideraciones en la
determinacién de las condiciones de carga y apoyo en la viga conjugada (viga imaginaria) a partir de las
condiciones de apoyo y carga de la viga real. La condicién de carga aplicada en la viga conjugada, sera el
diagrama de M/EI de la viga real, por lo que se tendran las siguientes relaciones en un punto "x" cualquiera
a lo largo de la viga:

Viga conjugada Viga Real
Vx (fza. Cortante) 0,
Mx (Momento flex.) Ay

Método de superposicion

En la determinaciéon de la rotacion y la deflexion vertical de un punto cualquiera a la largo de la viga,
cuando se presenta una combinacion de cargas actuando sobre la viga, es posible determinar las
condiciones de deformacion bajo la aplicacion de cada una de las cargas actuando de manera independiente
y posteriormente sobreponer los efectos que producen estas cargas.

RNV

L =0

\\—Hy
T T T TR T ] 2 l _ -
i . yma-/(_ji_/// =T - ““n-\l‘__; _.-r;if_y_gf,,r— 3 1

— el

e ’__;i “——___‘\—; == &‘.
:L._ s e
y3

De esta manera, por supoerposicion de los efectos que produce cada una de las cargas actuando de manera
independiente:

ylnax:y]+y2+Y3
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DEFORMACIONES EN VIGAS

Ejercicio No. 3.1

Aplicar el método doble integracion a la viga
mostrada en la figura para determinar la ecuacién
de la curva elastica, asi como los valores
maximos de deflexion vertical y rotacion.

Ejercicio No. 3.2

Aplicar el método doble integracion a la viga
mostrada en la figura para determinar la ecuacion
de la curva elastica.

Ejercicio No. 3.3

Aplicar el método doble integracion a la viga
mostrada en la figura para determinar la ecuacion
de la curva elastica.

Ejercicio No. 3.4

Aplicar el método doble integracion a la viga
mostrada en la figura para determinar la ecuacion
de la curva elastica.

® w ®
S L W L
L

El=constante "E

® \LP ®
B ——
EI;conslame
® wo ®
Sad bl J ]
a L-a ‘
@ ®B ©
lP
L a g
El=constanie !
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DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 3.1

® w

NN B N\

L El=constante ‘[‘-
I

Determinacién de la expresion Mx (momento flexionante en la viga, ecuacion en funcion de “x”, valida en
toda la longitud de la viga).

Efectuando un corte en la viga a una distancia ‘x” desde el apoyo izquierdo (considerando que este apoyo
se encuentra en el origen de el sistema de ejes coordenados):

N
B w

[ ]

NN J
£ J\;

[ Ra

[TIpLL IR

Sumatoria de momentos en “x”:
M, =0

—R,\x+w(x)(%J+M =0

M. =R, x- wx"
2

Por condiciones de simetria en carga y apoyos:

R, =R, ==
2
Entonces:
M, = L x—lwx2
‘ 2 2

Aplicando la relacion fuerza-desplazamiento:

d’v, M, Lyt | -
= — = — || —wLx—_—wx
dx?  EI EI \ 2 2

Integrando esta expresion, de “0” a “L”, ya que la ecuacion de Momento “M,” es valida en toda la longitud
de la viga:
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL OJEDA
d M : 3
0, = e = —‘dxzfI X (lex—lwx‘ X
dx " El "LEI A 2 2
Ll . 1Y
0 =—| —wLx ——wx +C;
EI\ 4 6 .

Integrando nuevamente:
v, = J‘J.&dx2 =_E- L lex2 —lwx3 +C, dx
’ El EI\ 4 6

v, = L(LwLxlf—l—wx" +Cix+C,
' EI\12 24 N

Determinacion de las constantes de integracion C, y C,, por aplicacion de dos de las siguientes condiciones
de frontera, en las que se establece que la deflexion vertical en los apoyos es nula, asi como la rotacién de
la tangente en el centro de el claro (dada la condicion de simetria):

x=0 x=L/2 x=L
v, =0 B, =0 v, =0

=172

0= l(' WL(0) ———w
12 24

)" ]+c,(0) +C,

_ 3oLy
O—E]( WL(L)? = w(L) )+C,(L)+(0)

12
4 4
LI I e
12 EI 24 EI
4
O:Lﬂ‘.__g_cl]_
24 El
3
O "
24 EI

La configuracion de la curva elastica queda definida por:
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DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL OJEDA

Determinacion de la deflexion vertical al centro de el claro de la viga.

=112

2 3
Bl =l 2) gy E] JEN g
24 2) 2
3 3 4 4
Elv, _wLi2L L7 s wLj2 1 |_wL |5
48| 4 8 48 [4 8 48 | 8

4
Elv, =— SwL
‘ 384

Determinacion de la rotacion de la tangente al centro de el claro de la viga.

0 :dv"‘ ! (Iwsz—lwxj—LwL:"J

*“dx  EIl4 6 24
L
X=—
2
2 3
0 =; le(E) -lw(EJ —LWL:,
x= EL| 4 2 6 2 24
3
. —Ll:—l—wLJfLwlfmerL]}-&[]—L—J—]—O
x=7 EI[ 16 48 24 El |16 48 24
6 =0
el
2

Determinacion de la rotacion maxima de la tangente.

Por condiciones de simetria, ésta rotacion maxima se presenta en los apoyos: 6, = Og
x=0

- L{l wL(O) —Lw(op - L wL3]

- 6 24
ex-() =L _4[.“,- P
EI| 24
_ 1w’
=0T 94 EI
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DEFORMACIONES EN VIGAS
RESISTENCIA DE MATERIALES 11

Solucién ejercicio No. 3.2

El=constante
a>b

Determinacién de la expresion Mx (momento flexionante en la viga, ecuacion en funcion de “x”, valida en
toda la longitud de la viga). Sera necesario efectuar dos cortes debido a la condicion de carga aplicada, ésta
genera que la ecuacion de momento flexionante no sea continua en toda la longitud de la viga.

([Tl

Efectuando un corte en la viga a una distancia "x", tal que 0<x<a, desde el apoyo izquierdo
(considerando que este apoyo se encuentra en el origen de el sistema de ejes coordenados):

(g M,
——

[ Ra

[TER L

Sumatoria de momentos en “x”:

DM, =0
—Rax+M_ =0
M, =R;x

Ecuacion de momento vélidaen el rango 0 <x<a.

Posteriormente, efectuando un corte en la viga a una distancia "x", tal que a < x <L, en donde L=a+b:

®
=}

“ a (x-a) | M.
| \L;g
i X
IR~ W
Sumatoria de momentos en “x™";
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> M, =0
—Ryx+P(x—-a)+M, =0
M, =R, x-P(x—a)

Ecuacion de momento vilidaen el rango a<x < L.

Determinacion de las fuerzas de reaccion en los apoyos.

® P B

Ra Rs

Sumatoria de momentos en el apoyo “B”:

> Mg =0

—-R,(a+b)+Pb=0
_ Pb _Pb
ATatb L

Sumatoria de momentos en el apoyo “A”:

> M, =0
Rgla+b)—~Pa=0
Pa Pa

B a+b L

Las ecuaciones de momento determinadas previamente, sustituyendo la expresion de la fuerza de reaccion
RA:

Pb
Enelrango 0 <x<a; M =—x

Enelrango a<x <L; M, :%bx—P(x—a)

: - . d’v, M,
Haciendo uso de la relacion Fuerza-Desplazamiento q = =
X

Enelrango 0 < x <a Enelrango a<x <L

2 2

d'v, M

d v, :Mx :i-P-b vy — oK :L[P—bx—P(x—a)

dx? El EIL dx? El EI|lL
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Integrando Integrando

d a a Y ‘M Pb
B, = e o Mo g [ LY BB i B\:dv‘:jl—‘dx~j[L]*‘<“P(k a)

dx " EI “\EIA L dx ™ EI “\ElJ_ L

a 1.

B“* Y. x| +C, 9\—L(lp—bx’—lP(x—a)z +C

Ell2 L A EI\2 L 2 )
Integrando nuevamente: Integrando nuevamente:

l(le ,J+C - 1 (1Pb :__P(x a)] .
EI\2 L El2 L
i 1.
v, = L(lp—bx-‘J+c,x+c, v, = L(lEEx‘——I—P(x—a)1J+C,)H-CJ
EI\6 L \ EI\6 L 6 ' .

Para determinar las constantes de integracion C;, C;, C; y C,4, seran necesarias cuatro condiciones de
frontera, de las cuales dos corresponden a las condiciones de deformacion en los apoyos, las otras dos
necesarias, correponden a la condicion de compatibilidad de deformacién en el punto donde son comunes
las expresiones obtenidas, tanto para la deflexion vertical como para la rotacion de la tangente, en cada uno
de los rangos considerados en la longitud de la viga, es decir:

a)en x=0; v_, =0 b)enx=L; v, =0 c)enx=a; v_,,=v._,, dlenx=a 0_ ,=0_,
Aplicando las condiciones de frontera:

a)x=0; v _, =0

Utilizando la expresion apropiada para v, enel rango 0 < x <a

v,=| = lﬂx*]w,“q
6 L

1 Pb
51{6 L T |
=C,=0

] C,(0)+

b)enx=L; v, =0

Utilizando la expresion apropiada para v,, enel rango a<x <L

v, = (IPb ‘—lP(x—a)")JrC,XaLC&
EI\6 L 6 ’

0=-1{1P—b(L) **P[(L) al ]+C7(L)+C,

0= n1 leL —Pb‘ +C,(L)+C
EIL6 6 :
I Pb

=C,=-C, L—E?(L ~b?)
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C) €n x=4; v\:.-F = V-.:..,I!

Utilizando las dos expresiones para v,, tanto en el rango 0 < x <a,comoen a<x<L
1|1Pb 1 Pb
— |- +C = P al [+C,(a)+C,
EI{“()] (a)= (“ OF ]J (@)
= Ca=C,a+C,

d)enx=a; 6_,, =0

ul w=aLll

Utilizando las dos expresiones para 0, tantoen el rango 0 < x <a,comoen a<x <L
1 Pb 1 Pb
—| = = QVP a)-a| |+C,
El( ()J [“() [(@)- ])
=C, =L,

de resultados previos

Ca=C,a+C,
Ca=(CJa+C,
=C, =0

También
€, ==C L*Lp—b(L b?)
El 6
== Lo Eo{rp2)
El 6
€, s~ 2 0]
EI 6L

Por lo tanto,

I Pb, .,
' EI6L(L b)

Las expresiones para la rotacion de la tangente y la curva elastica en cada uno de los segmentos de la viga,
quedan definidas de la siguiente manera:

Enelrango 0 < x <a Enelrango a<x <L

o mal ) T R

‘:EIT%(M_UH’Z) b= Fj] gs[xl—%(xa)z—ﬁ-t—bl]

PRLILL Y Y E ) ¥, = l(-ép—lj’x‘—ép(x-a)-‘J;i(L ~b*)x
EI 6L EI 6L

v‘:éi%x(xlflf+b:) v‘_ElI EE [xl—fx—(x a)’ L+b}
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Solucion ejercicio No. 3.3

® ®
bbb o bl

Determinacion de reacciones:

Haciendo sumatoria de momentos en el Haciendo sumatoria de momentos en el apoyo en B:
apoyo en A:
poy B ZMH=O:>R,\:EWE(2L*a)?
YM, =0=R, :YT

Ecuacion de momento M,:
a) A unadistancia x<a, desde el b) A una distancia x>a.
apoyo en A.

Notese que se han aplicado cargas ficticias en la distancia (x-
A a), una en la misma direccidon que “w” y otra en direccion

%I}ET\LXD contraria.

R V= B w

2 ~ [ Mx
K*RA>\'+[\/I\:0 3 N\ '+ L>

2 T 7
2 W
WX |
M\ZRAX— 5 ’R_i_ a X-3 ——Vx
) X

M, :R_\x—ﬁJr‘—N-(x —a)’
‘ 2 2

Se utilizara le ecuacion de momento determinada para valores x>a, sin embargo el término (x-a), en esta
ecuacion, no se considerara cuando éste sea menor o igual que cero.

De la relacion fuerza-desplazamiento:

2 2
dv, _ M, =L RAX_wx +i(x—a)2
dx? El EI 9. "3
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[ntegrando

dv, M, s ’ 3
=g = [Ee ‘a[“ﬁ"“*g("‘a) J*C'

Integrando

M 1 X owx! ow 4
=[x = —| Ry -2+ Z(x-a)' |[+Cx+C
v g E[{Aé TR >} e

Aplicando condiciones de frontera:

a) En x=0; v=0

v‘:'I:(]:L R,\(fO)*#W(O) +C(0)+C,=C, =0
EI 6 24 : :
b) En x=L ; v=0

1 L wL) w
v_,(:L—0:E{RA%—%+E[L—M4J+C[(L)

L owL!
:>EIC,=7RA€+“2'—4g_2wZ( —a)'

Por lo que, la ecuacion de deflexion de la curva elastica queda determinada por:
3 4

3 4
WU S . 5% B ... S 3 SN, ) PLO... TR
El| 2L 6 24 24 2L 6 24 24 El

Ordenando términos

WX o2 212 ¥ e L a ) e
v‘—24EIL[2a(2L a)x? —12)- (L —a) +x(-‘< a' + L[ X)]

En el caso de evaluar la deflexion vertical a una distancia x<a de el apoyo A

WX
Vv =
© 24EIL

hacL-a)ix ~L7)-(L-a) +LL 1)

Si se quiere determinar la deflexion vertical maxima (8,...,) en la viga, el procedimiento a seguir es el
siguiente:

1. La deflexién vertical maxima (8., en la viga, se localiza en el punto en el que la rotacion angular es

d
Ve o

nula, es decir, 8,=0, o bien
X

Igualar a cero la expresion de la rotacion angular.
Determinar la distancia "x" en la que ocurre la condicion 6,=0
4. Evaluar la deflexion vertical v, utilizando el valor encontrado de "x", de esta manera v,=0,,,,

Ll b
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EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 3.4

Posible configuracion de deformacion:

Determinacion de las fuerzas de reaccidn en los apoyos.

- Bl
] B
® P

Sumatoria de momentos en el apoyo “B™:
>M, =0
R,(L)-P(a)=0

Pa
RA:T‘L

Sumatoria de fuerzas verticales

S'F, =0

-R,+R,-P=0
—%+R,,—P=O
R, :P+E

L

=R, =1 (L+a)

Rs

Determinacion de la expresion Mx (momento flexionante en la viga, ecuacidn en funcion de “x”, valida en

la longitud entre apoyos de la viga).

Efectuando un corte en la viga a una distancia “x”, tal que 0<x<L, desde el apoyo izquierdo
(considerando que este apoyo se encuentra en el origen de el sistema de ejes coordenados):
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A !

MX
| 9;
& B N

Sumatoria de momentos en “x” (Notese que se ha considerado el sentido de Mx en la direccion positiva,
para ser consistente con la definicion de la relacion fuerza-desplazamiento que sera utilizada
posteriormente):

M. =0
R,x+M_ =0
=M, =-R, x

Ecuacion de momento validaen el rango 0<x<L.

Posteriormente, efectuando un corte en la viga a una distancia "x", tal que L<x<L+a:

Ji

® L B (x-L) | M

’l\ X
» 7

VR Re Vs

Sumatoria de momentos en “x” (Notese que se ha considerado el sentido de Mx en la direccion positiva,
para ser consistente con la definicion de la relacion fuerza-desplazamiento que serd utilizada
posteriormente):

2M, =0
R, x-R,(x-L)+M_=0
=M =-R, x+R,(x-L)

Ecuacion de momento vélida en el rango L<x <L +a.

De estas ecuaciones de momento flexionante, la que consideraremos en el desarrollo de la solucion,
aplicable en toda la longitud de la viga sera

M, =-R,x+R,(x~-L)

el término (x—L) serd considerado en el andlisis cuando x—L >0, para valores x—L <0, significaria
que se efectiia el andlisis en el rango 0<x <L,y en este caso la ecuacién de momento a utilizar seria
M_=-R,x. Esto permitira un desarrollo mas sencillo de la solucion, pues con esto se elimina la

necesidad de efectuar Integraciones de dos expresiones diferentes de momento y en consecuencia se
disminuye la cantidad de constantes de integracion.
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Haciendo uso de la relaciéon Fuerza-Desplazamiento
d'v, M 1

—r = R, x+R, (x-L

d' EL EI [ ( >]

Integrando esta expresion, de “0™ a “(L+a)™:

o, = L:_"M‘dxzj'}( J[—-R x+R, (x-L)}x

dx El

1 (1 1 W
B =—|-——R . x*+—R, {x-L +
(AR RG] e

Integrando nuevamente:

:J'J "L;(—;R,\xl +]ER“(X—L)’]+CI}1X

L+a
v, =[L[_l R, x' +1R"(x L>1)+CIX+C,:|
6 6 .

El

Determinacién de las constantes de integracion C, y C,, por aplicacion de dos condiciones de frontera, en
las que se establece que la deflexion vertical en los apoyos es nula:
a)enx=0; v_, =0 blen x=L; v _, =0

Aplicando las condiciones de frontera de los apoyos:

Para x=0, (x - L) <0, por lo tanto, este término no se considera en la aplicacién de la primer condicion de
frontera.
V., =0
O:L(ffl R,\(O)‘)+C,(O)+C,
EI\L 6 ; ’
=C,=0

:0
| 1
—E—( —R, (L) +6R..((L) ))+C.(L)+(0)

E |
L l PaL

I
'"6 EI 6 EI 6 EI

La configuracion de la curva elastica queda definida por:
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v\=L(—lR,\x"+1Ru(xL>1 L
EI\ © 6 6 El

Elv, =—(— R,x'+R,(x-L) + PaLx)
Pa 1 P 3
Elv ——(—Tx' +E(L+a)(x~L) +PaLx)
! 3 L T\ 2
Elv #ET(—X +aX(L+a)(x L) +LJ

La anterior es la expresion para calcular la deflexion vertical para valores de “x” tales que, L<x<L+a.
Para determinar la deflexién vertical para valores de “x” tales que, 0<x <L, el término (x—L) no se

considera, por lo que
1P 5 )
Elv, =—— (- x? + L)
6 L

De igual manera podemos represntar la expresion para calcular la rotacion de la tangente.
En L<x<L+a

| 1 o1 3
0. :E{—ER,\x~+2RB(x—L) J+c,
9\_‘—!*(—'!-EX2 +lE(L+a)(xL>2]+lf_a_

EIl 2L 2L ) 6 EI

EIO, :;%(--3)(1 +§(L+a)(xiL)3 +L']
En0sx<sL
B0, =~ P2 L3k L)

6 L

Para encontrar la deflexion vertical maxima entre los apoyos de la viga, es necesario determinar la distancia
“x” a la cual la tangente en ese punto es horizontal, es decir:

Con el valor determinado para “x”, se evalla la expresion para la deflexion vertical, la cual serd maxima,
amax
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O L Sy
6 L
c= L
3
L
Pa(-——J Z
EIS, = 3 | +1°
6 L 3
mE,, =Fe L gy LPal (——+1]
“ 630 3 6 3\ 3
EISI’“'N = l PaL E
"6 3 \3
2
EI5 = PalL
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METODO AREA DE MOMENTOS

El método esta basado en la determinacion de los valores de deflexion vertical y rotacion de la tangente, a
partir de la geometria de el diagrama de momentos de la viga, asi como de las relaciones geométricas
determinadas por la configuracion de deformacion.

A diferencia de el método de la doble integracion, en este método (area de momentos) es posible
determinar valores de deformacién de un punto en particular en la viga y no asi la determinacion de la
configuracion completa de la curva elastica.

Teorema 1.

0,, =86, -0, :j“M[‘ dx

A

BiA

La rotacién de la tangente en “B” con respecto a la tangente an “A™ es igual a el drea en el diagrama de
momentos (dividido por el coeficiente “EI”) contenido entre los puntos “A” y "B”.

—

em.\ = 91; - e,\ = (+ eu)_ (_ 9/\ ):+GH + 9.»\
Teorema 2.
3
M.
tm.\ _[AEandX

La desviacion tangencial de el punto “B” con respecto a la tangente de el punto “A”, es igual a el primer
momento de estatico de el drea del diagrama de momentos (dividido por el coeficiente “EI”) calculado con

respecto a el punto “B” (distancia centroidal x_n)

i 8 0
W/ e _/// et
—_— S
\‘\-\_‘_\ tem
—H““—\
D A c
toc \m Ba Sm//L‘
=0
Bmax = toc

120



RESISTENCIA DE MATERIALES 1 DEFORMACIONES EN VIGA

Ejercicio No. 3.5

Aplicar el método de 4rea de momentos para
determinar la deflexion vertical y rotacion de la
tangente en el punto B de la viga mostrada.

El=Consl.

®

Ejercicio No. 3.6

Aplicar el método de area de momentos para i T W} T T
determinar la deflexion vertical y rotacion de la EI=ConeT
tangente en el punto B de la viga mostrada. L

® ®

Ejercicio No. 3.7

Aplicar el método de area de momentos para
determinar la deflexion vertical maxima y rotacion & w ®

de la tangente en el punto A de la viga mostrada. \N/ l \L\‘/\L \I/\i/\J/\]/\I/\H/ i | \LJ/J/ \L\L\H \L
L

El=constante ==
N ) [

Ejercicio No. 3.8

Aplicar el método de area de momentos para ® 1.5 T/Im ® ©

determinar la deflexion vertical maxima entre los \J/\L e —

apoyos A y B y rotacion de la tangente en el punto
A de la viga mostrada. 4.0 mts 30mis | 1.5 mi
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Solucion ejercicio No. 3.5

Determinacion de el diagrama de Momentos de la viga

El=Const.

Fuerzas de reaccion en el empotramiento:

Ry =BT

M, =PL

Momento a una distancia "x" desde el empotramiento:

9

A
®

X

Z=R_#

> M =0
R x+M, M =0
—M, =-R,x+M, =—Px+PL=P(L-x)

Expresion de momento definido por la ecuacion de una recta, en funcién de la distancia "x". Evaluando esta

expresion:

Enx=0; M,_, = P[L—(0)]=PL
Enx=L; M, =P[L-(L)]=0

P
Ra=P
N
N
{; El=Consl.
L
Ma=PL
® ®
M:0
PL W

Representacion de la posible configuracion de deformacion.

® ®
0.=0 ) =g Bs - ‘
\ 05=max
- |
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La tangente en el apoyo es horizontal, por ser éste un empotramiento, 0, =0
La deflexién vertical maxima ocurre en el extremo libre en voladizo, v, | =85 =8, =ta/a
La tangente de referenciaes @, , por ser horizontal, a partir de la cual se obtendran los valores de rotacion y

deflexion vertical de el punto "B".

Determinacion de la rotacion de la tangente en "B", 05

Aplicando el Primer Teorema de el método:

MX
GB:AZQB‘BA:BB*(O):E dx

El
M,
0y = f o dx

X "

Es decir, la rotacion 8y se determina calculando el area de el diagrama entre los puntos "A" y "B

2 El 2 El

EI

1 [ PL) 1 PL’ 1 ML
GB:E = =

Determinacion de la deflexion vertical en "B", 8y

Aplicando el Segundo Teorema de el método:

M e N
Op =tg/a = J‘ng_dex
A El

Es decir, la deflexion vertical 8y se determina calculando el primer momento estdtico de el area de el

. M : ; e
diagrama Elx entre los puntos "A" y "B", con respecto a el punto "B" (distancia centroidal xg )

® ®

Xe=2/3 L

|

o
| =

m
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JBMK— 1 PL?
Xgdx =———
A EI 2 EI

— 2
KB=§'L
5, <[~ LPL (EL]
2 El \3
1 PL? 1 ML?
:b&B:———zﬁ———
3 El 3 EI

El resultado negativo de tg,, (puesto que 8y =tg,, ) indica que el punto "B" en la curva elastica esta por
debajo de la tangente de referencia, un valor positivo indicaria que este punto se encontraria por arriba de la
tangente de referencia.
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Solucion ejercicio No. 3.6

Determinacion de el diagrama de Momentos de la viga

Ra
¢ N I g
S I __7 Elﬁ=CnnsL 1
Via L g
® ®

Fuerzas de reaccion en el empotramiento:
R,=wLT

-
MA :EWL

Momento a una distancia "x" desde el empotramiento:

b T IR

X

=Ry

1
M, z—wL)n{Jrler_.2 +— WX
2 2

M, :%W(LZ “2Lx+x?)

=M, :%w(lfx)2

L

Expresion de momento definido por la ecuacion de una curva de segundo grado, en funcién de la distancia
"x". Evaluando esta expresion:

1
En x=0; M,_, :%W[L—(O)]Z =5sz

Enx=L; M,_, =éW[L—(L)]2 =0

Ra=w

e ] -I | il I [
S @ El=Consi.

"k
® ®

W“{
wt?

Ma = Jwl’
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Representacion de la posible configuracion de deformacion.

® ®

04=0 Oa

N:sm,

La tangente en el apoyo es horizontal, por ser éste un empotramiento, 6, =0

La deflexion vertical maxima ocurre en el extremo libre en voladizo, v, =05 =8 . =tp/a

La tangente de referencia es 0 , , por ser horizontal, a partir de la cual se obtendran los valores de rotacion y
deflexion vertical de el punto "B".

Determinacién de la rotacion de la tangente en "B", 05

Aplicando el Primer Teorema de el método:

M‘
854 =B —Bx = By —(0)= j: = dx

MX
GB—E - dx

X

Es decir, la rotacion 04 se determina calculando el area de el diagrama

entre los puntos "A" y "B".

® (=)

74

M:Oi

e

Utilizando expresiones aproximadas para el calculo de el area
1 [ I wi? J I wl® 1ML
By =— = =

wl

w2
2E ]

"2 Bl | 6 El 3 El

Determinacion de la deflexion vertical en "B", 8y

Aplicando el Segundo Teorema de el método:

M, —
Op =tp/a = EE—;dex

Es decir, la deflexion vertical 85 se determina calculando el primer momento estitico de el area de el

X

diagrama entre los puntos "A" y "B", con respecto a el punto "B" (distancia centroidal g )
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®

o
! Re=3/4 L
M:0 |
1wL2!%
k[ !
JBMN-—- 1 wL’
—Xpgdx=————
A El 6 EI
— 3
XB :EL
1 3
o[- 3
6 EI \4
1 wL! 1 ML’
% L
8 EI 4 EI

El resultado negativo de t,, (puesto que 8y =tp,,) indica que el punto "B" en la curva elastica esta por
debajo de la tangente de referencia, un valor positivo indicaria que este punto se encontraria por arriba de la

tangente de referencia.

Con los resultados obtenidos en este problema y el anterior, es posible elaborar la siguiente tabla, en donde

los casos 2 y 3 correponden a los resultados de estos dos problemas.

Caso Condicién de carga hY| 0g dp
' M ML ML?
5 El 2El
e 74
® ®
P PR i
2EIl 3EI
- = El=Consl =
L
@ ®
3 wlL? ML ML?
" wL” S
Hi I 2 3EI 4El
El=Cansi .
L
& ®
4 wl? ML ML?
| 6 4El SEI
El=Consl
L ‘I
@ ®
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Solucién ejercicio No. 3.7 (alternativa No. 1)

Determinacion de el diagrama de Momentos de la viga

B

® w
UL L L WL
L

Ra Ra

Fuerzas de reaccion en los apoyos, de acuerdo con la condicion de simetria en la carga aplicada en la viga:

wL
Ra=7
wL
RB :“—2

Momento a una distancia "x" desde el apoyo en "A":

Y
O y iy

“R X +(wx{;J+M\ =0
1 .2
M, =R yx——wx
| 2
M, ==wLx——wx
2
1
M, =—wx(L-x)

Expresion de momento definido por la ecuacion de una curva de segundo grado, en funcién de la distancia
"x". Evaluando esta expresion:

Enx=0; M,_, = % w(0)[L—(0)]=0

Enx=L; M, = % w(L)[L—(L)]=0

1 L L 1 2
=L/2; M, =—W| = |L-|=||=<wL
AR s Wt 2“{2][ [2H 8"
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® w ®
AARNNUNARARRRRRRR AR
‘1’RA=%L _ I =conslante Rez‘%
»

7! L2

Representacion de la posible configuracién de deformacion.

® ) © ) ®
; 2 3

N ﬁm% latc

De acuerdo con la condicién de simetria, la tangente en el centro de el claro es horizontal, 8 =0

La deflexién vertical méxima ocurre en el centro de el claro, v || =8 =0 . =ta/c
.
2

La tangente de referencia es O, por ser horizontal, a partir de la cual se obtendran los valores de rotacion de

el punto "A" y de la deflexion vertical de el punto "C".

Determinacion de la rotacién de la tangente en "A", 0 5

® i © ) ®
e} . 2 2 o
Ay fe )

"~ 6ma: 7__,/
fe=0

Aplicando el Primer Teorema del método:

Mx
A EI

dx

By/c =04 —0¢ :('9;\)_0 =

— .Mx
A El

dx

0, =

M,
Es decir, la rotacion 8, se determina calculando el area del diagrama E; entre los puntos "A" y "C".
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(X}

L
1

2

fE

N

Utilizando expresiones aproximadas para el calculo del drea
2 L(l wlﬁ}mwlﬁwL3

Determinacion de la deflexion vertical en "C", 6.

Aplicando el Segundo Teorema de el método:

M =
O =tajc =B = f?lxxfadx

Es decir, la deflexion vertical 8 se determina calculando el primer momento estitico de el area de el

. M, ) . T
diagrama E\ entre los puntos "A" y "C", con respecto a el punto "A" (distancia centroidal x 4 )

E M, Xidx = L——WLB
El 24 EI
—-oL_3,

Xp = —
AT82 16

3
5. :[L&](SLJ
24 El 16

.5 wL!
384 EI

= 0

El resultado positivo de t,,c (puesto que 8- =t, ;¢ ) indica que el punto "A" en la curva elastica esta por
arriba de la tangente de referencia, un valor negativo indicaria que este punto se encontrarfa por abajo de la
tangente de referencia.

130



DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES I ELABORO. JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 3.7 (alternativa No. 2)

La solucién que se desarrolla a continuacion esta basada en la relacion geométrica a partir de la configuracion
de deformacién, tomando como referencia la tangente de la curva elastica en el punto "A".

Configuracion de deformacion

® L © ) ®
S| 2 2 )
T : 1
VAN L
0 o r
* 6ma: s "
_ o
tem tan

De la condifguracion de deformacion de la viga, se plantea la siguiente relacion geométrica:

tera
I,

=0, =

De igual manera, por tridngulos semejantes:

6n\a\: +lcsa — Ly a

L L
2
G, I
5mi-l.x - A =1y
L 2 C: A
lg/a
::’anuw = 2 —tcra

La desviacion tangencial del punto "B" con respecto a la tangente de "A", tg,, se determina aplicando el

segundo teorema de el método (la distancia centroidal a utilizar, corresponde a la distancia desde el punto "B"
hacia el centroide de el diagrama de momentos (dividido por el coeficiente "EI") entre los puntos "A" y "B".

M —
tg/a = EE—i‘dex

De manera similar, la desviacion tangencial de el punto "C" con respecto a la tangente de "A", ts,, se

determina aplicando el segundo teorema de ¢l método (la distancia centroidal a utilizar, corresponde a la
distancia desde el punto "C" hacia el centroide de el diagrama de momentos (dividido por el coeficiente "EI")
entre los puntos "A"y "C".

‘M. ——
tosa = r—xx dx

cra =) c
De resultados obtenidos en la solucién anterior:

Las fuerzas de reaccion en los apoyos
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wlL
)
R, =t

La expresion de Momento flexionante a una distancia "x" desde el apoyo en "A"

M, = r]vaxr—J- wx’
2 2

N

Esta expresion de momento flexionante tiene dos componentes de momento, una determinada por el efecto de
la fuerza de reaccion y la otra determinada por el efecto de la carga uniformemente distribuida aplicada en la
viga. Si graficamos estas dos componentes de momento en un diagrama, podremos obtener el "diagrama de
momentos por partes”, que estard representado por un momento con variacién lineal y otro representado por
una curva de segundo grado. Se puede verificar que la sumatoria de ordernadas en un punto cualquiera,
correponde a la ordenada en el diagrama de momento real de la viga, que estd representado por una curva de
segundo grado. Este tipo de representacion del diagrama de momentos resulta conveniente en la aplicacion de
este método (4area de momentos), ya que su aplicacién estd basada en la geometria de el diagrama de
momentos, por lo tanto, la aplicacion resulta mas sencilla en la medida que lo sea también la geomtria de el

diagrama de momentos.

A partir de el diagrama de momentos por partes (dividido por el coeficiente "EI"), se determinan las

desviaciones tangenciales tg, 5 ¥ teja -

=
'_l\]

\

2
| wl e il
a8 Xat
o
e oA @
_;{/ ——;—*‘:_::;_j S R
i A jl Eo
2 i Xoz
wl TR e~ il
- \
'\\

N

Determinacion de tg, 4

M, — — ==
t :r—‘x dx = A xg, +Ayx
B/AT J TR B 1XBI 2%B2

_lwﬁ

4 El

N

=
’_N.]

N
m
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3 3
th’A = llv_l._'ﬁ [.l_LJ+ ,lﬂ (LL]
4 EI N3 6 EI \4

tgsa
1wt
24 EI
Determinacion de te, 5

= lga=

S
'_M

|

N
L

A3 $ iCS

Xca

=
'_M

>
/
i

N

‘M.
tea = J:T:j“’(cdx =AsxcstA Xy

2 3
A;:lﬁ{l“’[‘ J_IWL

224 EI | 16 EI
A LL( 1w 1 wL
Y7320 8 EI 48 EI
o-1L_L
B732 6
L L
T T4 8

3 3
L. (AR GEE. 4%
16 EI \6 48 El N8

I wl' 1 owL!

teja=—————
€A 796 EI 384 EI
e wL!

C/A ™ 384 EI

Determinacion de la rotacion de la tangente en "A", 0, y de la deflexidn verticla maxima, 8.,

BA:tBM _ 24 EI

L L
1wl
24 El

A
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)
g 24 El 3w
max 9 e 9 —;’8_4 El
Cwlt 3wt
"™ 48 El 384 EI
5 wL!

T
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Solucion ejercicio No. 3.8

wn 1.5 Ton/m ® ©
LRLLL LS LI LT _
-IA- 4.0 mts 3.0mls -ST)— 15mis |
i —+— | |
Defarmada de la curva elastica
® © ® ©
|

B4 X L

A\ B

o

8:=0

&

Diagrama de Momentos por partes, con respecto a el apoyo en B
(notese la aplicacion de cargas ficticias para dar continuidad a la
funcion de momento por carga distribuida y obtener una geometria
regular en el diagrama)

@ 1.5 Ton/m ©
: - U
IO |
3 TS T -t ds atidtt o ] |
4.0 mts ‘ 3.0 mts 15mts |
R«=4.286 T Re=1.714T
X
7.0R.
w(3.0) /2
w(7.0) /2

Determinacion de la rotacion de la tangente en A, 0,
De la geometria de la configuracion de la deformada de la curva eléstica, la rotacion de la tangente en el
apoyo A, al considerar deformaciones pequefias, queda determinada por:

1S g, cona 15,
_ . —=(7.0) —(3.0)

. =f"—l\i‘-x”dx:l(7.0) F23.450 (1*7.0 NELETYY R ('*7.0J+(1*3.0 2" (Tasp

" EI 2 El A3 3 El 4 3 El |4

245 150.06 5.06 100

=esss
EIl El El El
100

tnm:E

Por lo tanto,
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(%)
o _lun \EIJ_14286

Y700 7.0 El
_14.286
El

]

A

Determinacion de la deflexién vertical maxima 8, .

Suponiendo que 8y, , ocurre a una distancia x < 4.0 mts

0,58, _Bn = J‘A&dx

® El
14.286 1 4.286x 1 1.5%°
T“‘”:z("’(—m )H("’('?ET)
14.286 2.143x*  0.25x°
Bl El  2EI
—0.25x" +2.143x* —14.286 =0
Raices :
X, = —2.293mts
x, = 3.289mts
X, = 7.577Tmts

Por lo tanto la distancia x a la que ocurre la deflexién vertical maxima, dya., es x=3.289mts desde el apoyo en
|IAII

Determinacion de 8,

Bmu + tl)..ﬁ’\ t_ll“ﬂr

X 7.0
X
Bnl.m :ﬁtu..\ n A
1.5

b M — | 4286*3.289Y 1 | 7(3'289) 1
by = J, R yde=-—(3.289) ——— —*3289 [+| =*3.289 | -—5———— | —*3.289
*El 2 El 3 3 El 4

2

_ 25415 7314 _18.10
e El El EI

Asi, la deflexion &, scra:
3289 (100J_ 18.10

"7 70 | EI El
5 - 28.886
EI
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METODO DE LA VIGA CONJUGADA

Teoremas:
1. La pendiente en un punto de la elastica de una viga, medida con respecto a una cuerda entre los
apoyos, es igual a la fuerza cortante en ese punto, si la viga se carga con el diagrama M/EIL.
2. Ladeflexion vertical en un punto de la elastica de la viga, medida con respecto a una cuerda entre los
apoyos, es igual a el momento flexionante en ese punto si la viga se carga con el diagrama M/EL.

Dado que el momento en la viga conjugada representa la deflexion vertical en la viga real y la fuerza cortante
(en la viga conjugada) representa la rotacion de la tangente en el mismo punto en la viga real, serd necesario
modificar algunas condiciones de apoyo y de continuidad para establecer esta relacidn entre la viga real y la
viga conjugada.

3 ey 2
e T =S
& & " g =
= 2 ® === a
_—m e A
: | - i

Verificacion de la relacion entre la viga real y la viga conjugada, a través de la comparacion de resultados y
procedimiento de acuerdo con la metodologia de area de momentos, al determinar la rotacion de la tangente

en"A", 0, y la deflexién vertical maxima 3 de la viga mostrada

® e ®
e B S 5 A s I o e
S T L LT
/ L El=constante
RA:% Mm-:—‘ﬂl: Ra:%‘-
Az BEI A
| i -
1 d: di
® " © . ®
£k 4 2 2 )
L
- e
% Ormax ,_)//
\ ten toa

137




RESISTENCIA DE MATERIALES 11
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Por el método area de momentos

Rotacion de la tangente en "A", 0 ,

0, = tgra _ Ayd

L L
:BA=%

Deflexion vertical maxima, 8- =&

max

6max+tCt‘A *tB."A -0
— YA

L/2 L
Ad
6m1‘_59l\ tC!A“(dl{ LIJ_t(‘J’A
I 2

8|nu~s :EAldl ~tera
tera =Aqdy

1
::’am'lx 7EAldl _AZdZ

Por el método viga conjugada

Fuerza cortante en "A" en la viga conjugada, R
A

> Mg =0

~R,L+Ad, =0
L
el

Momento flexionate maximo en la viga conjugada,
Me =M,

max
D> Mc =0
0 i

S Ad
Mg =Ry d;—Azdy :{-—'LWLJd, -A,d,

. 1
:>MC' :EAldiz “‘Azdz
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Ejercicio No. 3.9

Determinar la rotacién y deflexion vertical al centro ® 9 Ton
del claro de la viga mostrada, aplicando el método de p——

la viga conjugada. 5.
3 mts i 6 mts

Utilizar
E=200 GPa
1=0.29x10" m*

9 Ton 13 Ton

® ®

El =Constanle

Ejercicio No. 3.10

Determinar la deflexion vertical maxima en la viga

mostrada, aplicando el método de la viga conjugada. 5 mitd 45 mts Fints
Ejercicio No. 3.11 18 Ton 4.5 Ton
El =Gonslante
Determinar las deflexiones verticales en los puntos
nAN e : B . 4.5 mts 4.5mis ﬂk 3Imls
A"y "B" de la viga mostrada, aplicando el método i
de la viga conjugada. © ® © ®
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Solucion ejercicio No. 3.9

Configuracion de deformaciéon. Debido a la localizacion de la carga concentrada en la viga, la deflexion
vertical maxima no ocurre en el centro del claro, por lo que la rotacién de la tangente al centro de el claro sera
diferente de cero, es decir, la tangente no es horizontal.

9 Ton

El =Constante

—————— :‘I, e N
3 mts ; 6 mts
RaA | Re|
6 Ton !
Vx: //
7 3 Ton
§ __18 Ton-m
//7»7‘:/7 7 -
Mx: ‘ 57 ’/Z/’,/// "":)'2/ // // 7 //v‘rf A
|

Las fuerzas de reaccion se determinan, primero haciendo sumatoria de momentos en el apoyo en "B", con lo
cual se determina la fuerza de reaccion R, y la fuerza de reaccion Ry, se determina haciendo sumatoria de
fuerzas verticales.

> Mg =0

~R(9)+(9)(6)=0

=R, =60T
ZFy:

R, +Rp-9=0
Rg=9-R, =9—(6)
Ry=30T

Dividiendo las ordenadas del diagrama de momentos por el coeficiente "EI", obtenemos el diagrama de cargas
de la viga conjugada. Las condiciones de apoyo de la viga conjugada son similares a las de la viga real puesto
que son apoyos simples localizados en los extremos de la viga real.
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® . B

3 mis 6 mts
R'a R's

Para determinar la rotacion de la tangente y la deflexion vertical en el centro del claro de la viga real, sera
necesario determinar la fuerza cortante en las reacciones de la viga conjugada.

Efectuando una sumatoria de momentos en el apoyo en "A" de la viga conjugada:
> M, =0
*P|x| *P2x2 +RIBL: 0
1 18y 27
P =—(3){—) ==
2 El) EI

1 18 54
" "2‘6)(51}5

—P,-P, +R, +R =0

El El El
45 45

DRIA :EIDBA :E

La rotacién de la tangente (8- ) y la deflexion vertical (8, ) en el centro de el claro de la viga real,

correponden a la fuerza cortante (V) y momento flexionante (M'C) respectivamente en la viga conjugada. |
Efectuando un corte al centro del claro en la viga conjugada:
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1.5 mts

M'cL

M)

Vel

Por triangulos semejantes

, &)

2R, =0
Py +Rp — Ve =0
1 13.5
P, =—{#5) ==
8 2( {El)
_(30.375]{&}_%:0

El El
5.625 5.625
= = 9(, e S
El

30375
El

=5V

> Mg =0

~Pyx; +Ry(4.5)-Mc =0

1

X3 :5(4.5)= 1.5
30.375 3 :
-l —=|(1.5)+ 36 (4.5)-Mc =0
[ EI

455625 +l6—2-Mg 0

El El
s = 116.4375 e = 116.;1375

£ P3
M'cL ==
gm 4.5 mts
R's
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Efectuando sumatoria de fuerzas verticales hacia la derecha de el corte en la viga conjugada

Efectuando sumatoria de momentos hacia la derecha de el corte en la viga conjugada
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Solucidn ejercicio No. 3.10

Configuracion de deformacion. Debido a las magnitudes y localizacion de las cargas concentradas en la viga,
la deflexion vertical maxima, es probable que no ocurre en el centro de el claro, para determinarla, serd
necesario identificar la distancia a la que se presenta la condicion de rotacion nula de la tangente a la curva
elastica.

19 Ton 113 Ton
| |
B | | ®
NG N/
e v T e
S e e
- 6=0
X
Determinacion de el diagrama de momentos de la viga real.
A 9 Ton 13 Ton
MY
El =Constante
I
1.5 mts 4.5 mls 3mls
Ra Rs

11.833 Ten

T
%7 2.833 Ton

Vx: A/’/
, 7
| 2 / 10.167 Ton

| 30.5 Ton-m
17.75 Ton-m___, 7>
W W%ﬁ»
Mx: | 7
|

Las fuerzas de reaccion se determinan, primero haciendo sumatoria de momentos en el apoyo en "B", con lo
cual se determina la fuerza de reacciéon R, y la fuerza de reaccion Rg, se determina haciendo sumatoria de
fuerzas verticales.

> Mg =0

~R A (9)+(9)(7.5)+(13)(3) =0
=R, =11833"T

ZF)' =
R,+Rp-9-13=0

Rg =22 R, =22-(11.833)
Rg =10.1677T

Dividiendo las ordenadas de el diagrama de momentos por el coeficiente "EI", obtenemos el diagrama de
cargas de la viga conjugada. Las condiciones de apoyo de la viga conjugada son similares a las de la viga real
puesto que son apoyos simples localizados en los extremos de la viga real.
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® ®

X1

X2
B
17.75 I
r_——| b R
/&/ A3 A4
55. %
1.5 mts 4.5 mts 3 mis
R'a R's

Para determinar la deflexion vertical maxima en la viga real, sera necesario determinar la fuerza cortante en
las reacciones de la viga conjugada.

Efectuando una sumatoria de momentos en el apoyo en "B" de la viga conjugada:

> Mg =0

P x, +Pyx, +Pyx; +Pyx, ~R,L=0

P :l(l.s)(l”s}: 13.313

2 El El
p, = L(as303_ 17.75]: 28.688
2 El  EI El
P, )_(4_5)( 1 7.75)_ 79.875
El El
P, _1(3.0)[J0.5J" 45.75
2 El El

Xi :%(1.5)+7.5 =8.0

X5 = 31(4.5)+3.0 =4.5

%5 :%(4.5)+3.0 =525

X5 :%(3.0): 2.0

[%)(3.0){28;88](4.5}+[79;75}(5.25)+(‘%75J(z.o)- R, (9)=0

106.504 129.096 419344 91.5 -
+ + + —-9R, =0
El El El I
K, = 82.938 6, = 32;38
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>r =0
—~P,—P,-P, P, +R, +Rg =0
13313 (28.688) (79.875) (45.75) (82.938) _.
- - - — + +Rg=0
EI EI El El EI
LR, = 84.688 6, - 84.688
EI EI

La deflexion vertical maxima (8, ) en la viga real, correponde a el momento flexionante maximo (M ., )

en la viga conjugada, Puesto que no se tiene identificado en donde ocurre la deflexion vertical maxima en la
viga real, es ncesario determinar la distancia en donde la rotacion de la tangente a la curva elastica es nula, es
decir, que la tangente es horizontal (esta condicion es equivalente a fuerza cortante nula en la viga conjugada).
Efectuando un corte a una distancia "x" desde el apoyo izaquierdo en la viga conjugada:

305
® =
/ 775 I s 5 £
“EL A |V FE‘
|
/m/i/! Asx l Mimax |
| | ri—
B e R .
&L : T
/TN 1.5 mts (%-1.5) V=0
4 l X
R'a

Por triangulos semejantes

12.75]
y El

(x-45) 45

12.75(14.5}
YT Tas

Aplicando la condicion de fuerza cortante nula en la viga conjugada, se efectia una sumatoria de fuerzas
cortantes en la viga conjugada a una distancia "x" desde el apoyo en "A"

>V, =0

=By =P =F5 +RI.J\ =0

Pl:l_.}.3l3

El

12, =1, ;
P,‘:l(x—l.S) Lk 5]:_'4'7(x—|.5)2:i(1.4|7x2—4.251x+3.188
) El \ 45 EI El
17.75 1

Py, =(x—1.5)—= = —(17.75x —26.625
e = (1S = )

. 1 2.938
(13313)_ L 417x2 —4251x+3.188) - (17.75% ~ 26.625)+ 2228 =

El ) El EI EI

—1.417x% —13.499x +93.062 =0

Las raices de esta ecuacion de segundo grado son:
X] =4.637
Xy =— | 4. 163
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por lo que se utilizara el valor x=4.637 mts, como la distancia en donde ocurre la fuerza cortante nula en la
viga conjugada, o bien la rotacién de la tangente nula (tangente horizontal) en la viga real, condicion
necesaria para identificar la localizacion de la deflexion vertical méxima en la viga real.

Tomando momentos en la viga conjugada a una distancia x=4.637 desde el apoyo en "A" y evaluando las
fuerzas concentradas equivalentes Py, y Py, para el mismo valor de "x":

ZMx:é.(ﬁ? =0

Ry x+Px, +Pyx, +Pyxy + M, =0
13.313

P, gl
El

By =Elr (1.417:8 -4.251x +3.188):a[1.4l7(4.637)2 ~4.251(4.637)+ 3.188]: L

55.682

1 1
P, =L (17.75% - 26.625)= - [17.75(4.637) - 26.625] =
s = o 1775 )= [17.75(4.637) ]
X, :é(1.5)+(x—1.5)=0.5+[(4.637)~1-5]:3-637
% :%(x_1,5)=%[(4.637)—1.5]:1.046

X3 :lz(x —|.5):%[(4.637)_|.5]: 1.569

_[82'9JB~J(4.637)+( ‘3'3l3)(3.637)+[4'3'94i](1.046)+[55'682J(1 569)+ My, =0

max

384.584 48.419 14.585 87.365
= + + +
EI El El El
‘ 234.215 234215
=M max _—E'I'** = Oppax = _T

+M|nax =0
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Solucién ejercicio No. 3.11

Posible configuracién de deformacion. De acuerdo con la condicion de carga aplicada, en funcion de la
magnitud de las cargas y la localizacion de su aplicacion, se plantean las siguientes tres posibles
configuraciones de deformacién. Aunque en la aplicacion de esta metodologia (Viga Conjugada) definir la
configuracién no es indispensable como parte de el desarrollo de la solucion, es de gran ayuda poder anticipar
como se deformaria la viga.

Determinacion del diagrama de momentos de la viga real

© ® © ®

18 Ton 4.5 Ton
El =Constante :. I /

ﬁ 4.5 mts | 4.5 mts §< 3 mis i
| Re ! Ro
7.5 Ton
. 4.5 Ton
Vx: [ A
71 10.5 Ton

33.75 Ton-m |

|

|

|

Mix /// 7/ %

Las fuerzas de reaccion se determinan, primero haciendo sumatoria de momentos en el apoyo en "D", con lo
cual se determina la fuerza de reaccion Re y la fuerza de reacciéon Rp, se determina haciendo sumatoria de
fuerzas verticales.

WW’

13.5 Ton-m

Z M, =0
~R(2)+118)(4.5) —14.5)(3) =D
=R.=75T

>F =0

R, +R,-18-45=0

R, =225-R.=22.5-(7.5)
R,=150T
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Dividiendo las ordenadas del diagrama de momentos por el coeficiente "EI", obtenemos el diagrama de cargas
de la viga conjugada. En este caso, sera necesario modificar las condiciones de apoyo de la viga conjugada
respecto a las condiciones de apoyo de la viga real:

Localizacién Viga Real Viga Conjugada
C Apoyo simple Apoyo simple
D Apoyo interior Articulacién
B Extremo libre voladizo Apoyo empotrado

@ ®,
e B
l 45mls I 4.5mts 3 ] 3 mis
i ! |

Para determinar las deflexiones verticales en los puntos “A” y “B” en la viga real, sera necesario determinar
los momentos flexionantes en esos mismos puntos, pero en la viga conjugada, para lo cual se determina la
fuerza cortante en los apoyos y articulacion en la viga conjugada.

Para simplificar el procedimiento de aplicacion, al trabajar con la geometria del diagrama de momentos
(dividido por el coeficiente “EI”) de la viga real, obtenemos el diagrama de momentos por partes,

determinado con respecto a la localizacion del punto de apoyo interior “D”,

Haciendo un corte a una distancia “x” desde el apoyo en “C” en la viga real, tal que

© © @
18 Ton
| Mx | Mx
—=\|Y = | = |
= x4|\h( ] | Vx
Re R e —
0<x<45 0<x<90
TM, =0 YM, =0
-R.x+Mx=0 -R x+18(x-4.5)+Mx =0
M, =R x M =R x—18(x~4.5)

Haciendo un corte a una distancia “x” desde el extremo en voladizo en la viga real, tal que

148



DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION

RESISTENCIA DE MATERIALES [l ELABORO: JOEL OJEDA
®
y
4.5 Ton
Mx
|
N
| X
w f———
0<x<3.0
YM_ =0
45x+Mx =0
M, =-4.5x
©
®18 Ton o 4.5 Ton
\Z El =Conslanle A/
= - - 1
4.5 mts 4.5 mls jlk 3Imis
Re l Ro
Re x 67.5 Ton-m

MX: | o0 W o
Ty ™~ 4.5x%

13.5 Ton-m

81 Ton-m
De acuerdo con las ordenadas en este diagrama de momentos por partes, se puede comprobar que la sumatoria
de ordenadas corresponde a las ordenadas del diagrama de momentos en la viga real.

Representacion de la viga conjugada

4.5 mis

Para determinar la deflexion vertical 8, en la viga real, es necesario la determinacion de la fuerza de reaccion
en el apoyo en “C” de la viga conjugada (de acuerdo con la relacion viga real — viga conjugada, esta fuerza de
reaccion R, . es equivalente a la rotacion de la tangente 6, en la viga real).

Efectuando sumatoria de momentos hacia la izquierda de la articulacion (puesto que en la articulacion,
M, =0, V,=0) '
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o

67.5
/ El
P v x1=3 Mio=0 (80=0)
e | 5
| x2=1.5
, | S Vo0 (00#0)
R'c i ~—
| T 81
| 4.5 mts ‘ El
[ \
ZMD.'zq = 0
-R.(9)+Px,-P,x,=0
1 67.5 303.75
P :4(9)(__J_
2 El EI
. 182.
o ph L0 IR
2 El El
X, 21(9.0) =3.0
3
1
X, =§(4.5):1.5
: 182.
-9R_+ 3—03—z§ )(3.0)—(—?‘3}0.5) =0
El El )
_gr. 4 OL25_273375
El El
R = 70.875 _ 70.875

=T v I
© EI ¢ EI

Determinacion de M,

©)

M'az0  (6a#0)

2

150



DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION
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2M, =0
R, (4.5)+Px, +M, =0

p = Las) 33.75]: 75.938
2 El El
1
x,==(45)=15
)
4.5(70'375]+ 79381 5y M. =0
EI EI
318938 113907\
El EI -
205.031 205.031
5 = SA =
EI El

Determinacion de M, , este momento en la viga conjugada se determina efectuando sumatoria de momentos
en el empotramiento, por lo que sera necesario determinar la fuerza cortante en la articulacion (en la viga
conjugada).

© @ o © ®

67

__—H
‘rﬂiﬂt
Az F
V'oder
1

4.5 mts

i
=23
I~
I

(=3

4.5 mts

o

R'c .
1
|
|
|

Efectuando sumatoria de fuerzas verticales a la izquierda de la articulacion:

YE =0
Ri =B P, # ¥, =0
70.875 303.75 182.25 .
- I i Vmﬂ =0
El El El
50.625 _50.625
Dder T = Ypuer = T

En la articulacién, se debera cumplir la condicién de equilibrio de fuerzas cortantes V,,, =V,

Efectuando sumatoria de momentos en el empotramiento
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YM, =0

Vy,, (3.0)=Px, +M, =0
:l(J 0)(13 5J 20.25
2 El

X, :3(3.0) =

(50;25]6 0)— (20 ZSJ(Z'O)J’M"

151.875 405
El

+M, =0

. El v El

|11.375 111.375
=38 ==
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METODO DE SUPERPOSICION

La aplicacion de el método de superposicion para la determinacion de deflexiones verticales y rotacion de
la tangente en un punto sobre la curva eldstica, es valida siempre y cuando el material de que esté

compuesta la viga, después de presentarse el sistema de cargas, permanezca en el rango elastico-lineal.

Las deformaciones en vigas por aplicacion de cargas combinadas, se pueden determinar sumando los

efectos de cada una de las cargas actuando de manera independiente.

Ejercicio No. 3.12

Determinar la deflexion vertical al centro del claro
de la viga mostrada en la figura, aplicando el
método de superposicion.

Utilizar

a=2.0 mts P,=1.0 Ton
b=1.0 mt P.=1.5Ton
L=7.0 mts

Ejercicio No. 3.13

Determinar la deflexion vertical en el punto de
aplicacion de la carga concentrada de 18 Ton (punto
“A") de la viga mostrada en la figura, aplicando el
método de superposicion.

El »Constante

P1 P2
El=Constante
ﬁ‘ a B 2a b &
18 Ton 4.5 Ton

4.5 mts

4.5 mts JF 3Imis

G

®

153
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Solucion ejercicio No, 3.12

La condicién de carga puede descomponerse en la combinacion de dos cargas concentradas actuando de
manera independiente. La deflexion vertical al centro del claro, corresponderd a la sumatoria de las
deflexiones verticales obtenidas en la aplicacién de cada una de las carga, es decir

P1 P2
L El=Constanle \I/
S~ =1 4
T e—— i St e N
—_— e i e =S
L2 ' L2
P1
\L El=Constante
y RN | TNy
i 2 1 Uz
P2

El=Constanle \L

-F‘\ j_ﬁ_m —— 0}

L2

51_1 Tolal = BLJ 1 + b

De acuerdo con resultados obtenidos previamente en el método de la doble integracion, para el caso de una
viga simplemente apoyada con una carga concentrada, aplicada fuera del centro del claro de la viga, la
deflexion vertical a una distancia “x” tal que 0 <x <a, se determina por la expresion

v, —Lp—bx( = [Faht)
El 6L

de donde se puede obtener la siguiente expresion, considerando que la carga aplicada se localiza a una
distancia a>L/2 y sustituir x=L/2:

v, :Lib(ctb ~3L7)

El 48
en el caso que la carga concentrada aplicada se localiza a una distancia a<L/2, después de sustituir x=L/2,
se obtendra:

lPa(

v, = 4a* ~317)
EL 48

Por lo tanto se podra considerar que por aplicacion de la carga concentrada de 1.0 Ton
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et R
“'EI 48
P =10
a=20
L=70

5.458

chi T El

4a’ ~3L°)

Y por aplicacion de la carga concentrada de 1.5 Ton

1 Pb, 3
cL2 _E‘E@b -3L )
P, =15
b=1.0
L=7.0
- El

Finalmente, la deflexion vertical al centro del claro sera

5L}I.hl|ul = 6r_'|.i + 5LL:
9.927
= 6('! P El

155




DEFORMACIONES EN VIGAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL OJEDA

Solucién ejercicio No. 3.13

La condicion de carga puede descomponerse en la combinacion de dos cargas, una concentrada localizada
al centro del claro de la viga y la otra, un momento aplicado en el apoyo en “D” actuando de manera
independiente. La deflexion vertical al centro del claro, correspondera a la sumatoria de las deflexiones
verticales obtenidas en la aplicacion de cada una de las carga, es decir

18 Ton 4,5 Ton
El =Constante
& :
4.5 mis 4.5 mts ‘fL 3 mis
© A O )
18 Ton
M=(4.5)(3)=13.5 Ton-m
El =Conslante
W)
4.5 mts 4.5 mits
© & )
18 Ton
R T M=13.5 Ton-m
£l =Constante = Lo T EiConstante 2
[ £ -
e e T 4.5mts 4.5mis
I
G ® © © ® O

8 =d, +d

ATl Al A2

De acuerdo con resultados obtenidos previamente en el método de la doble integracion, para el caso de una
viga simplemente apoyada con una carga concentrada, aplicada fuera del centro del claro de la viga, la
deflexion vertical a una distancia “x” tal que 0 < x <a, se determina por la expresion

de donde se puede obtener la siguiente expresion, considerando que la carga aplicada se localiza al centro
del claro, una distancia a=L/2 (por lo que, b=L/2) y sustituir x=L/2:

5 1 PL

" El 48

Se podra verificar, por aplicacion de cualquiera de las metodologias expuestas anteriormente (doble
integracion, area de momentos o viga conjugada), que para el caso de una viga simplemente apoyada con
momento flexionante *M” aplicado en uno de los extremos de la viga, de deflexién vertical al centro del
claro, esta determinada por la expresion

_ 1M
* El 16

Por lo que, al considerar las condiciones de carga de la viga, para la carga concentrada se tendra
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_ 273375
Al El

Para el momento en el extremo de la viga
5 o1 MU
©EL 16
M =13.5
L=9.0
~ 68.344

5.’\2 EI

Finalmente, la deflexion vertical al centro del claro sera

5a\l\\ml = 6Cl.l =k 6L'I.L
205.031
= Br\'l‘nl.:i = E[
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RESISTENCIA DE MATERIALES Il VIGAS HIPERESTATICAS

VIGAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS

El analisis que se efectud en el capitulo anterior,

corresponde a la aplicacion de diversos métodos para la = = -
determinacion  de  deformaciones. Como  una
particularidad en los ejercicios de aplicacion, se tiene
que todas las vigas analizadas eran  del tipo
[SOSTATICAS, es decir, estaticamente determinadas.
Sin embargo, es muy comin encontrarse con vigas que

tienen mas de un claro y mas de dos apoyos, o bien con iig
apoyos empotrados en ambos extremos.

En estos casos, el nimero de reacciones es mayor que el nimero de ecuaciones que se pueden plantear por
aplicacion de las condiciones de equilibrio estético. Por ello, este tipo de vigas se denominan estaticamente
indeterminadas (0 hiperestaticas), en donde la caracteristica principal es que las reacciones no se pueden
determinar por simple aplicacién de las condiciones de equilibrio estatico. Para determinarlas habra que
recurrir a diferentes metodologias, por mencionar algunas:

e  Meétodo de la doble integracion

e Meétodo de area de momentos

e Método de superposicion

o  Meétodo de la Viga Conjugada

e Meétodo de la Ecuacion de Tres Momentos

o  En general, métodos iterativos (Cross, Kanni), métodos energéticos (Trabajo Virtual, Teoremas de

Castigliano), métodos matriciales (Rigideces, Flexibilidades).

Aungque algunos de los métodos mencionados, hayan sido planteados en el capitulo anterior, para determinar
deformaciones, es posible aplicarlos para determinar las reacciones redundantes (las reacciones que no es
posible determinar a partir de las condiciones de equilibrio estitico) tomando en consideracion algunas
condiciones conocidas de deformacion, sin que sea prioritario determinar las deformaciones. Por lo que, la
aplicacion de estos métodos (los primeros cinco mencionados anteriormente) es basicamente para determinar
las reacciones redundantes, si se requiere, la determinacion de las deformaciones, se podra llevar a cabo la
aplicacion de las metodologias como se vio anteriormente. Los principios y conceptos desarrollados en cada
uno de los diferentes métodos, no se modifican para su aplicacion en el anélisis de vigas hiperestaticas.

Tipos de vigas hiperestaticas y grados de hiperestaticidad.

No. de Ec's de equil Grado de
ncognitas estatico Inperestaticidad

f o T ' T 3 2 3.2=1
g,ri—— &T‘_ 3 2 3.2=1
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Ejercicio No. 4.1

Determinar las reacciones redundantes en la viga A w ®
- y o . Tl T T H

hiperestatica mostrada en la figura, aplicando el TR TS R R

método de area de momentos. L Ei=Constante
Ejercicio No. 4.2

Determinar las reacciones redundantes en la viga . P B

hiperestatica mostrada en la figura, aplicando el

método de la viga conjugada. — =
El=Conslante

Ejercicio No. 4.3
IR
: . 2 { w=0.7 Ton/m ®
Determinar las reacciones redundantes en la viga "

1 | | 1 i
hiperestatica mostrada en la figura, aplicando el = IHHITHHT ETI=Coin5|ta:r|1|t;[I
método de superposicion. 2 mts ] 3 mts ]
Ejercicio No. 4.4
Determinar la reaccion redundante en la viga ® ® ©
mostrada en la figura, aplicando el método de area |
de momentos y posteriormente determinar los '| : e Tabim rr_ﬂ\ ?

I T TTTTIT T _ :
diagramas de fuerza cortante y momento (THETHTT T El=Constante |

flexionante. T - -@- 7?—
! 4 mls ! 3 mls
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Solucién ejercicio No. 4.1

Grado de indeterminacion de la viga:

A w ®
RA T R
g /l El=Constante I\Q
MA L _ Me
1@0. de reacciones ) 4 Ry, My, Ry Mpg
| No. de ce’s de la cstatica 2 | ZM=0, ZF =0

No. de reacciones redundantes 2

Por aplicacion del método area de momentos para determinar las dos reacciones redundantes, sera
necesario aplicar dos condiciones de deformacion conocidas.

Configuracion de deformacion. Dadas las condiciones de empotramiento en los apoyos, la rotacion de la
tangente a la curva elastica en estos puntos, es nula, de igual manera la deflexion vertical es nula.

®

5

El=Constante

Por aplicacion de los teoremas del método area de momentos, se plantean las siguientes condiciones de
deformacion.

a) Con respecto a la tangente en “B™ b) Con respecto a la tangente en “A™:
G.’UII =0 Bn'.\ =0
t{\ I!:() tHH\:O

Diagrama de momentos por partes, determinado con respecto al apoyo en “B”
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@ w ®
QRTI T FFBQ
. L El=Constante -
A w
) E—
MAQ/I X r Mx

Efectuando sumatoria de momentos a una distancia “x” desde el apoyo en “A”

YM, =0

3
fRAx+MA—wx{lx [+M =0
2 )

I
M, = Rx =M, +=wx’

De esta expresion observamos que el diagrama de momentos por partes esta compuesto por tres momentos,
uno producido por la fuerza de reaccién R, y tiene una variacion lineal, otro debido al momento en el
empotramiento M y es constante en la longitud de la viga y por tiltimo el momento que produce la carga
uniformemente distribuida, que tiene una variacién definida por una curva de segundo grado.

| 7_7__—’_—7_)7{_;));7 |
— =

| - |

- - T~ | Ma
| W e B
| 2 ef il
| g

| | X1 |
i e S
! |RAL
e [ =1
/__’_7""_/___‘/——4{_
|
I A1 l
As W\\ -e}; X2 4 -
‘ Aa ‘ ?IZ
X3 wL
| 2E|

Aplicando las siguientes condiciones de deformacion
0,.=0
tll A = 0

A

De acuerdo con el primer teorema del método
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M
B, = [, —<dx =0
" El

A+A,+A, =0
A=l )( ') 1R,
2 El
J._\ﬂzl(L W(Ii ;l,\i&,
*" 3\ 2E1) o6 EI

A= (L) e | T
El El

De acuerdo con el segundo teorema del método
aM, —
tyrn = J‘A?]‘xsdx =0

AX, +A,X, +Ax, =0

x‘:l(L)
l

X, :E(L)
1

=1

s k] 2 \ L
( ]BL £ ]_]_EE,,[lHM,A__:u
4 6« Bl \2 ) El

IR, L' 1wl 1ML
=7 ——:0
6 El 24 EI 2 EI

para determinar las reacciones redundantes, se resuelve el sistema de ecuaciones que se obtiene por la
aplicacion anterior de los dos teoremas del método

6 EI 24 El 2 EI

Multiplicando la primera de las ecuaciones anteriores por [ —L | y sumando a la segunda ecuacion
‘J /

1wl I M, L‘

72 El 6 El

=M, :LWLZ
12

Sustituyendo esta expresion para M, en la ecuacion obtenida por aplicacion del primer teorema
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/ \
, . Lwl_; L
TRL Iwh A2

2 El 6 EI El
IR,L 1wl 1wl o

2 EI 6 El 12 El

Para determinar las fuerzas de reaccion en el apoyo en “B”, aplicando las condiciones de equilibrio estatico

se obtiene:

Por equilibrio de fuerzas verticales
YE =0

R, +R,-w(L)=0

[lw]]JrRD —wL =10
b5

=

=R, :%wl

Por equilibrio de momentos en “B”
M, =0

-R, (Ly+M, +WL(-§L]—MB =0

i T B
- zwL ](L)“t— —owLl [+ —wl' =M, =0
2 120 ) 2

A

1 .
=M, :EWL

Los diagramas de fuerzas cortante y momento flexionante de la viga quedan determinados de la siguiente

manera
® w 8
Ra W T T e
g1 El=Constante |\ 2
Ma L Ms
wb
2 ?‘\\
| L
Vx T
L Y
2 — |wm
2 2
wl
24E]
Mx sl |
sz-/ le
12E1 7 12El
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Solucion ejercicio No. 4.2

Grado de indeterminacion de la viga:

@ ®

=

Rs
o Ei=COnslan=e I\D
b Mg

E~Y

No. de reacciones Ry, My, Rp y Mg
No. de ec’s de la estatica 2 | IM=0, XF,=0

No. de reacciones redundantes | 2

Por aplicacion del método de la viga conjugada, para determinar las dos reacciones redundantes. serd
necesario aplicar dos condiciones de deformacion conocidas.

Configuracion de deformacion. Dadas las condiciones de empotramiento en los apoyos, la rotacion de la
tangente a la curva eldstica en estos puntos, es nula, de igual manera la deflexion vertical es nula.

oy ®

El=Constante

0aA=0 08=0
da=0 =0

Por aplicaciéon de la metodologia de la viga conjugada, se plantean las siguientes relaciones entre la
deformacion de la viga real con la viga conjugada.

Extremo “A” Extremo “B"
Viga Real Viga Conjugada Viga Real Viga Conjugada
0,=0 Ry'=0 By=0 Rg'=
T 50 | My=0 80 S Me=0 |

Diagrama de momentos por partes. considerando como las reacciones redundantes los momentos en los
cmpotramicntos M.’ y Mg'. Considerando la viga sometida a la accion independiente de los momentos
M, y Mg’y la carga concentrada “P”. Los momentos generados por cada una de estas condiciones de
carga, estan representados de la siguiente manera
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® ®
@,I e b Ei=Constante FQ

= i S S

>
>
=
(o)
=]
o

|
Pa M

5& a b ‘/‘]k ;5& L ] ¥ L 7 =2
i Ma Ms
\ } %
> v B o
Pb WA L ; *
. Z L L Z % L
V: 0 A, L V: 0/:"/ 7 / 7
Pa ////7 //’/ 3 ; /f/ 5 7 MB
’ | i

A | o
M: G/W%/W M: Uirj/./ /%A/W‘f: M: U{—«—u _[% /M

Sobreponiendo estos diagramas. obtenemos el diagrama de momentos por partes en la viga hiperestatica.

} Ma Ma

Pab

Dividiendo las ordenadas de este diagrama de momentos por partes por el coeficiente “EI” y tomando en
cuenta la relacion viga real-viga conjugada, en términos de las condiciones de apoyo, la viga conjugada
queda representada de la siguiente manera (notese que en este caso, por tener apoyos empotrados en la viga
real, para cumplir con la relacién de deformacion entre la viga real y la viga conjugada, ésta ltima esta
representada con ambos extremos libres en voladizo).

N F:f X2 P'2 5
T i
L X1 /T i_ﬁ\kﬂ\\
GO V—
: ——
| s ,
MA | — T
R N [
| ” T [P |
r7 X4 — = LA ME'E

Aplicando las condiciones R,'=0 y M,’=0 en la viga conjugada, se deberén cumplir las condiciones de
equilibrio estitico 3 F, =0 y > M=0:
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>F, =0

~P—P,+P, +P, =0

| (Pab 1 Pa‘b
P=—a —|=—
"2\ LEl) 2 LEI

[.E'EP.], 1 Pab’

T2 LEl

P =Lfa+b) Ma |-l Ly
2 El ) 2EI
P,:i(a+b My :-l—lM“L
2 El ) 2EI

nl » 2
_(LPa’b) (1Pab’}, LLMALHHMUL]AO
2 LEI 2 LEI 2 El ) \2El
7-|~@(a+b)+l-]—MnL+-‘-—-LMUL:U
2 LEI " 2El 2 El
= —-Pab+M,L+M,L=0

SM, =0
-Px,-Px,+Px, +Px,=0

175

X =—a

3

|
X, =a+-b
’ 3

| 1
x,=—(a+b)==L
3( ) 3

|

X, =£(a+b)=gL
3 3

(1 Pa F’_][Za]_ 1P [a+le+(llMAL IL}+(1LM,,LJ(3L -0
e 30 2 te T3 2 3 )"\ 2E 3

Lhab 1P [a +le+-]—MAL’+lM,‘L“:0
3) 6 3

3 L 2 L

:—Pib laz+iab+lb2 +1MALZ+"]"M11LE=0
L3 27 6 )6 3

para determinar las rcacciones redundantes, s¢ resuelve el sistema de ccuaciones que se obticne por la
aplicacion anterior de los dos condiciones de equilibrio
-Pab+M,L+M L=0

A2 klraz+-lab+lbz)+anLz +—1M“L2 =0
L 276 ) e 3

Multiplicando la segunda de las ecuaciones anteriores por (—6; y sumando a la primera ecuacion
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l\/lﬁlfhvp—azE la’+]—ab+lb‘z —Pab=0
C 3 206
P
MU:Lif’(zal+3ab+b’—LZ):%[zalﬂabw‘—(a+b)1]
M, = Paib (a? +ab)
L
Pa’b

Sustituyendo esta expresion para Mu, en la ecuacion obtenida por aplicacion de la primera condicion de
equilibrio, > F, =0

—Pab+M,L+M,L=0

2
-~Pab+MAL+(PE b]L-O

pabe ML+ 20 g
L
Pab
M =— L—a
LT
Pab“
=>M, = [

Las fuerzas de reaccion R, y Ry se determinan aplicando las condiciones de equilibrio estatico.
Por equilibrio de momentos ¢n “B”

M, =0
~R,(L)+P(b)+M, -M, =0

Pab’) (Pa’b
_RAL+Pb+( i J*[ ;“j J:o |

2
:R\:&(Hﬁgfi
S T

Por equilibrio de fuerzas verticales

ZF‘ =0

R,+R,-P=0

L SR | PR S
LA B

>R, :ng%ti[w ib—afJ
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Solucion ejercicio No. 4.3

Grado de indeterminacion de la viga:

A w=0.7 Ton/m (B
Ma 2mts
No. de reacciones 4 | Ry, My, Rgy Mg
No.deec'sde laestatica | 2 | ¥M=0, XF,~0

No. de reacciones redundantes 2

Por aplicacion del método de superposicion para determinar las dos reacciones redundantes, serd necesario
aplicar dos condiciones de deformacion conocidas.

Considerando como reacciones redundantes la fuerza cortante de reaccion R, y el momento M, en el
empotramiento, al considerar el principio de superposicién, tendremos el siguientes sistema de cargas
actuando en la viga:

A w=0.7 Ton/m (B
AR TR

El=Constante

Configuracién de deformacion. Dadas las condiciones de empotramiento en los apoyos, la rotacion de la
tangente a la curva eldstica en estos puntos, es nula, de igual manera la deflexion vertical es nula.

& ®

_El=Constante

‘\ i //
B

oaco  2mts 3 mts 50
da=0 &8=0

—

Considerando la accién de cada una de las cargas de manera independiente en la viga, la deflexion total, de
acuerdo con la condiciéon de deformacion en el extremo “A”, sera:
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® w=0.7 Ton'm B
g _ [
Ma |Ra S~ Jonslante
2 mis 3 mis
Ma e 5 nn? S I | 2mis 3mis
B s | | T
T eaM  __—/—— AP = TS "

ﬁAM| \ TRA ~—— l BAw "N =""Ttuvade 20
L Recla grado

0,=0=0,,+6, +8,
O, =0=5,,+06,, + ..

La deflexion vertical y rotacién de la tangente de la curva eldstica, para cada una de las condiciones de
carga aplicada en la viga, fueron determinadas previamente en la solucién de vigas simples en el capitulo

anterior.

Momento aplicado en el extremo libre del voladizo

_ ML M,(5]
R o El
SM
- GAM = *EI‘

1ML I M, ()

M7 Bl 2 EI
_12.5M,

= 6!\&[ EI

Carga concentrada aplicada en el extremo libre del voladizo

IR, IR, (5)
““2 Bl 2 El
12.5R ,
* = El
_1R,L' 1R,(5)
T3 BRI 3 EI
_ AL667R,

Al E[

=0

=0

Carga distribuida aplicada parcialmente en la longitud de la viga
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Clwl 1 (0.7)3)
™ 6 El 6 EI
315
S
| wL' 1 {0.7)3)" .
i —_.}V__ aHA“ 7( )(J) (20 &
8 EI 8 I El
L5 = 13.3875
El

Aplicando las condiciones de deformacion en el apoyo en “A”

ef\ :O:BI\M +ei\l' +8Au

(SMA\. [IZ.SR,\] (3.15]
0= [~ —— || ——
El ) El ) \ EI

= 5M, —12.5R, =-3.15

8/\ = 0: 6;\,“

0 (12.5M,\)+(41.667R,\ 5 13.3875‘]
_ EI El El )

= —12.5M, +41.667R, =13.3875

+ 64‘\[‘ + bi\\\‘

Las rcacciones redundantes se obticnen resolviendo ¢l siguiente sistema de ceuaciones

SM, —12.5R, =-3.15
—-12.5M, +41.667R, =13.3875
= M, =0.693Ton—m
= R, =0.529Ton

las fuerzas de reaccion en el apoyo en “B”. se obtienen por aplicaciéon de las condiciones de equilibrio de la
cstatica:

w=0.7 Ton/m

RA=0.5291® : arn ®RB
g1 . 7‘ El=Constante| I\Q

Ma=0.693Timn__ 2MtS | 3 mts Ms

TF, =0

R, +R, —(0.7)3.0)=0
(0.529)+R, -2.1=0
=R, =1.571Ton
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ZMH :0
—Rn(5_0)+(0.7)(3.0)[§§J+ M, +M, =0

—(0.529)(5.0)+3.15+(0.693)+ M, =0
=M, =1.198Ton —m
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Solucion ejercicio No. 4.4

Grado dc indcterminacion de la viga:

® ® ©
w=1 Ton/m I
T T - El=Constante
_RZ: 4ms R 3 mts Re
No. de reacciones 3 Ra, Rg ¥y Re
No. de ec’s de la estdtica 2 IM=0, ZF,=0
No. de reacciones redundantes 1

Por aplicacion del método de drea de momentos. para determinar la reaccion redundante, sera necesario
considerar el efecto en la deformacion de la viga, que produce la reaccion redundante y la carga
uniformemente distribuida, actuando de manera independiente.

Considerando como reacciones redundantes la fuerza cortante de reaccion Rg. al considerar el principio de
superposicion, tendremos el siguientes sistema de cargas actuando en la viga:

A ® ©

w=1Ton/m ) i |
1 l ! i 1 i I i “ El=Conslanle J

'T - 2
4 mts 3 mis }
\ |

& ® ©
4 mis e 3 mis '
o [ .
e - Rt
—_— T El=Conslante
e @
tem
~— lea
. |
\i

Por triangulos semejantes (de la configuracion de deformacion)
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL QOJEDA
tumr = Lo
4 7
4
= tya = 7t| A

Al considerar el efecto de la reaccion redundante y la carga uniformemente distribuida, actuando de manera
independiente, se tienen las siguicntes condiciones de deformacion:

@ & © ® ® ©
: w=1Ton/m . ! ! B 4mis ~ _3mis ;
iu“:'“‘ [T IHHU_U_H I ] WH” El=Constanie | - T El=Conslante |

<~ & S— L
} 4. ms 4 3 mis i \ famr
! ' 5 \\] lesar

—]
. /’
@ B (o T [ !
! "/7,, . i ot
! ! e 4 !
| e e i !
o — El=Constante 7(4"‘{1 ! ]
' e 7}1- T=A — T E=Corstante 7
"f"- Y Y Ban |
| i 3mis | 4 mts | _3mis |
‘ I i | | (
® ® ©

Por superposicion de las condiciones de carga | y Il se deberd cumplir que

ty o =toa, +1

na RoAl

l‘ A L[\ Al +t(rt\.|

Determinacion de las desviaciones tangenciales (tgap tgiam toan Y tean)

Caso de carga I.

@ ® ©
|
| w=1 Ton/m |
NI HI R Et=Constans |
/F— e ——
Rard B0 4 mis | dms Re=1.14

Diagrama de momentos con respecto a "A"

7Rc=8 X81 ] X84
| ———— [ 3Rc=3.42
e
M: AV
As K]D XBa

wiizg /

Reacciones R, y Re
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RESISTENCIA DE MATERIALES 1

YM, =0
-R, (7.0)+(1.0)(4.0)(5.0)=0
= R, =2.86Ton

YE =0

R, +R,.~(1.0)(4.0)=0
(2.86)+R,. -4.0=0
= R, =1.14Ton

Utilizando el diagrama de momentos por partes con respecto al apoyo en “A”

M
Lpomt = IH

21{4‘0 8-3.42 916
2 El El

A, = (40{&} :ﬂ

x_dx*A X+ ALK F ALK,

El El
{ 8. 0] 10.667
El El

=Z2(4.0)= 2.667

—_—
-
—
=

e
1]
[

—(4.0)=2.0

ﬁ
o
=]

=

Il
I
=)

><| ><
=
4
B w Ni—- w|%\.}

- [%ﬂ(z.am} (1‘;?8](2 0)- (10]‘:]67 ](3.0}

24.43 2736 32.0

t -
e El El El
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% 1 = e
B :L: ]\él'\x,.dx =A%

e Tl

444 = _]_[70{ﬁ} = 280
2 El El

10.667
El

+ A X

A’\

Xy = %(7.0): 4.667

Xe, = %(4,0)+ 3.0=6.0

ten —[EE'TOJ@.()G?}—[105{67'}(6.0)

. 130676 64.0
v El El
66.67
== t'(' Al = E[

Caso de carga II.

® ® ©

I El=Conslante

\I;HA_:%REf 4 mls Re 3 mits \Re=7Re

Diagrama de momentos con respecto a "C"

3Re
Xcd
M: e As ct
= _
S As 9 @
e LD ;_‘_‘ Ae "‘( Xc3
4R“=172RB \ﬁi_’_i“——»&_,‘ 7Ra=3Rs

Reacciones Ry y R¢

M, =8

~R(7.0)+R ,(4.0)=0
4

=R, ==R
7

>F =0

~R, R, +R, =0

"
R, (TREJ+RD =0

H

:>R.A :;RB

Utilizando el diagrama de momentos por partes con respecto al apoyo en “C”
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL OJEDA
wM —-
B Ml:,[\ El 7A€xm
12
—R,
o
Lol 221|324
2 El El

Tm:%(4.u)=l.333

3.43R
T _[ = i ](1 333)

457R
== —T

X odx = A, X AL X,

t cral :_"

J IUJRr

J 4.5R

70 :2333

N\-—

kE
({

=—(3.0)=1.0

ta —-('OSIR }(2.333) [‘f;}i )(1 0)

24.5R, 4.5R,
Coopn =~ El +—E-|7
20R,

Utilizando la condicion de deformacién determinada por superposicion de las condiciones de carga [y II

1979 4.57R,
Uin = Uy Tlian = _ET B 77—"E[__
66.67 20R,

A Cinl CIAT -—E[_ El

4
tn‘z\:;t(a
19.79 4.57R, ) _ 4[6().6720&,}
El El 7\ El El

—457R, +11.43R, =38.10-19.79
= R, =2.67Ton

Las fuerzas de reaccion en “A” y “C”, se determinan por aplicacién de las condiciones de equilibrio de la
estatica
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RESISTENCIA DE MATERIALES 1 ELABORO: JOEL OJEDA
& ® ©
|
w=1 Ton/m _ \
! ‘ | 1‘ 1 5 E _U_l I I - El=Constanie
Re 4mes ]}“22'57 3 mis JRe
I !
ZM -=0

-R,(7.0)+(1.0)(4.0{2.0+3.0)-R,(3.0)=0
-7R, +20-3(2.67)=0)
=R, =1.713Ton

SF, =0
R, +R, —R.—(1.0)(4.0)=0
(1.713)+(2.67)-R . —4=0
R, =0.383Ton

Los diagramas de fucrza cortante y momento flexionante quedan determinados de la siguiente mancra

& ® ©
! _ w=1 Ton/m i
[ f L j l | i | : W | El=Constante |
A == /|\
7RA_=1 "3, i . Ra=27.67 ams +=0.383
| |
71-.713 | 1
-
Vol | 0.383
(Ton)
1.713 mis 2.287 mis 2.287
\ ’ 1.467
! / o
| 0 ‘k
{Ton-m}! WW T
L - | Y8
| |
La distancia “x” al punto dc inflexion se determina a partir de la condicion M,=0
w=1 Ton/m Mx
[T r 5
Ra=1.713 |y,
X
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EJERCICIOS DE APLICACION
ELABORO: JOEL OJEDA

VIGAS HIPERESTATICAS
RESISTENCIA DE MATERIALES 11

YM, =0
Rﬂx+(l.0](x{-;-x]+ M, =0
7(1.7]3)x+%x1+(0):0

1
x[—1.7l3+—x]=0

2

-1.713+ix =0
2
= x=3.426m
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RESISTENCIA DE MATERIALES 11 VIGAS HIPERESTATICAS

ECUACION DE TRES MOMENTOS PARA LA SOLUCION DE VIGAS CONTINUAS.

Para el desarrollo de la ecuacién de tres momentos a utilizar en la solucion de vigas continuas (el tipo de
vigas que tienen dos claros o mas), particularmente en la determinacién de los momentos en los apoyos de
las vigas (condiciones de apoyo empotrados y apoyos interiores), considérese la viga mostrada con carga
uniformemente distribuida, aunque la condicién de carga puede ser de tipo general, simplemente apoyada
en los extremos y definiendo los puntos interiores “1”, “2" y “3” con distancias L, y L. entre ellos.

A AR
£ e}

11
}WL.’I L>
Wy Wi
1Y/ R — " M2 M2 Y/
I T [
S 0
ﬂ\ N
Vi Ly Va2 \2 s Vs
N T
|/ ~— N Muw: kY
ai | b _ | az b2
Mu: — — | Mu: | — =
Milo—— 7 T —-IMs
I |V, Mo

Configuracion de deformacion, se muestra como horizontal de referencia una linea horizontal que pasa por
el punto intermedio “2”.

e B M e st
1 {2 R e | .
e s EsovsTRseaet Ll SISt St S |
e | tar2 ha T &y
h : o -':%{wi_) _,_3;’
— | tarz

== il L8
h1-tir2 - ><1_ 1"

En donde:

h,, hs: Distancias verticales de los puntos | y 3 con respecto a la horizontal de referencia que pasa por el
punto “27.

8. Tangente de referencia que pasa por el punto “2”,

t,n, tya: Desviaciones tangenciales de los puntos “1” y “2” respecto a la tangente de referencia en “2”.

De la configuracién de deformacion:
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h,
- = _ —
L‘ L\ LI LZ

De acuerdo con el segundo teorema del método area de momentos

M, dex
El

M, ;,-dx
El

2
i

1z

L :j:

t

Considérese ahora la representacion de los tramos definidos entre los puntos 1-2 y 2-3, representando las
fuerzas cortantes y momentos flexionantes en los extremos de cada uno de los tramos. Para la condicion de
carga considerada en cada uno de los tramos, es posible representar el diagrama de momentos
correspondiente a la carga aplicada en el claro y el diagrama de momentos correspondiente por los
momentos de continuidad en los extremos de cada uno de los tramos.

De esta representacion de diagrama de momentos en cada uno de los framos, es posible determinar las
desviaciones tangenciales t;; Y 32

1] g | 2
t,, =—— A,a‘+lM.L,(—L|L—M,L1[L‘]
El 2 3 ') 2 F

| 1 20 1 (1
t,.=—|Ab, +-ML/|=L, |4 M._L,l—r-l,.
=T e T e T

Sustituyendo estas expresiones en la relacion de 1, y ty; obtenida de la configuracion de deformacion

3 i 30 L hy
I A ¥y 2y A e o bl g
L. L L, L,
A.b, i ?
3 L, ML e R AL AL, By Bale gl B h, |
6 g g TATgrmaa Ty T L, L)
‘h, h
MiL,+2M,(L|+L,)+M,L1+M+%:6EI s
: » L, L. L L.

; . ., 5o h
La ecuacion anterior corresponde a la “ecuacion de tres momentos”. El término 6EI[L' +?‘ es cero
I £

cuando los puntos “17, “2” y “3" se encuentran a la misma altura entre si, después de que se ha flexionado
la viga, como seria el caso de que estos puntos coincidieran con los puntos de localizacion de apoyos en la

viga.
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Ejercicio No. 4.5

Aplicar la ecuacion de tres momentos para @@ ® ©
determinar el momento de continuidad en la
viga mostrada y posteriormente determinar los w=1Ton/m

T Ei=Constante

diagramas de fuerza cortante y momento
flexionante.
4 mts 3 mls
F

Ejercicio No. 4.6

Aplicar la ecuacion de tres momentos para @ ® P=3 Tan ®

determinar los momentos en los apoyos de la w=1.2 Tonim
(T IHIIIIIIIll[IIII [l

viga mostrada y posteriormente determinar los
dlagramas de fuerza cortante y momento - &2 [ e .
flexionante. I |
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VIGAS HIPERESTATICAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 11 ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 4.5

Grado de indeterminacion de la viga:

® ® ©
! i w=1 Ton/m ‘ 7 i
I Annnmnm __ El=Constante |
R - 4 mts L R 3 mts =
No. de reacciones 3 Ra, Rgy Re
No. de ec’s de la estitica 2 IM=0, XF,=0
Grado de indeterminacion 1

En la aplicacion de la ecuacidn de tres momentos se determinan los momentos en algunos puntos en la
viga. Generalmente se seleccionan como puntos de aplicacion, los apoyos de la viga, de esta manera en este
gjercicio podreinos seleccionar los apoyos y se determinara el momento de continuidad en “B”, puesto que
el momento en los apoyos en los extremos de la viga son nulos.

®
@

® ©

Me Mg 1
| i JJ ‘ El=Conslante
; e

5 3 mts

Al tener definido el momento de Mg, se puede determinar por aplicacion de las condiciones de equilibrio
estatico las fuerzas de reaccion Ry, Rg ¥ Re

Ecuacion de tres momentos:

6Aa, 6A.b
ML, +2M,(L, +L,)+M,L, +——I:'EL’+4L-3_3—6EI{E—'+]L‘J

I 2 1 2
Al aplicar esta ecuacion considerando los puntos de apoyo de la viga
MlﬁM,\:O MZ = MH #0 M]:M(‘ZO

Puesto que hy=hg =hc=0
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h
333 AL P h—“+'l‘]—0
L L. by B

»

Y los claros “1” y “2” quedan definidos por

L[ZLAH=4.U mits
L2=LHC=4.0 mis

. 6Aa, 6A b, , . : s i
Los términos y —2% se determinan a partir de ¢l diagrama de momentos para la condicion de

| L2

carga actuando en cada uno de los claros de la viga.

Primer claro, entre los apoyos “A™ y “B”

Considerando solamente la carga aplicada en el claro, para la determinacion de el diagrama de momentos

w=1 Ton/m

T L
AN ’
Ra 4 mis Be

WLle ;

S TS

M: \\
i an b1 :__

T i O
& L ;wL‘:Z(I.O)(dl.{))‘:If).O

Segundo claro, entre los apoyos “B™ y “C"
No hay carga aplicada en el claro, por lo que

6A,b, —0.0
L

2

Sustituyendo valores en la ecuacion de tres momentos:
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Aa, 6A
ML, +2M,(L, +L,)+M,L, +3L‘—‘“+6—&=65{%L+{L]
| 2

(0)(4.0)+2(™m, )(4.()+3.0)+(0)(3.0)+£16.0)+ ((;.o)z 0
14M, +16=0

= M, =-1.143Ton—m

& @

T:Iwr!ﬁm Me=1.143

TN Q g‘: Ei=Gonstante

B ©

‘ 4 mis 3 mts
Determinacion de las fuerzas de reaccion en los apoyos de la viga
Aplicando las condiciones de equilibrio estatico.
Primer claro, entre los apoyos “A” y “B”
A B
i .
' w=1 Ton/m | 'Ms=1.143
HIHIHI N 2
N N
P 4 mts Ro
|

XM, =
R“(L‘)—(w)(L!{—%L,Ju M, =0

R, (4.0)-(1 .o)(4.0f£4.0}—(i.143): 0
3

R,-8-1.143=0
R, =2.286Ton

SF =0

R,+R,-wL =0

R, +(2.286)-(1.0)(4.0)=0
=R, =1.714Ton
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Segundo claro, entre los apoyos “B” y “C”

B

Me=1.143

EMn 0
Re(L,)+M, =0

—R(-(3.0) (. 43)=0

-3R,-1.143=0
R, =0.381Ton

YF, =0

Rg—Re =0

Ry —(0.381)=0
= Ry =0.381Ton

Finalmente, los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante, quedan determinados de la siguiente

©
i

El=Conslante

Re=2.667 5 1o \,B::=D.381

0.381

manera:;
®
w=1 Tun.'m
/H[HIlI [T 1111
ﬁam.?m il
i 1.714
—%

M 0

(Ton—m);

|

|  3428mts

-

e




VIGAS HIPERESTATICAS EJERCICIOS DE APLICACION
RESISTENCIA DE MATERIALES 1 ELABORO: JOEL OJEDA

Solucion ejercicio No. 4.6

Grado dc indeterminacion de la viga:

® ® P=3 Ton ©
Vs Mm wx=2(1-x/5) w=1.2 Ton/m i
il e UM
Ra 5 mis Ra 3.5mis I 15mis  |Re
' | 'T

No. de reacciones 4 Ra Ma, Ry Re
No. de ec’s de la estatica 2 EM=0, XF,=0
No. de reacciones redundantes 2 B ]

En la aplicacién de la ecuacion de tres momentos se determinan los momentos en algunos puntos en la
viga. Generalmente se seleccionan como puntos de aplicacion, los apoyos de la viga, de esta manera en este
ejercicio podremos seleccionar los apoyos y se determinarin el momento en el empotramiento “A” y el
momento de continuidad en “B”. puesto que el momento en el apoyo en el extremo "C" de la viga es nulo.

n ® ® P=3 Ton ©
wx=2(1-x/5) 1
T M M
T -
HIHIRO i D C
5 mts !

Al tener definido los momentos Ma y Mg, s¢ puede detrminar por aplicacion de las condiciones de
equilibrio estatico las fuerzas de reaccion Ry, Rg y Re:

Aplicando la ecuacion de tres momentos entre los apoyos “A”, “B” y “C”
p y

M, =M, #0
M, =M, #0
M, =M, =0
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Puesto que hy= hg =h=0

h .
ol e | ] Deg e | g
Ly L.y - vE, by

Y los claros “1” y “2” quedan definidos por

L, =L,, =50mts
L, =L =5.0mts

Aa 6A b, . ) ) i i
Ly 1" ¢ gse determinan a partir de el diagrama de momentos para la condicion de

1 2
carga actuando en cada uno de los claros de la viga.

Los términos

Primer claro, cntre los apoyos “A” y “B”

®

.
)
A

I :
/I\RA=QLJ'3 i Re=qL/6

Diagrama de momentos con
respecto al apoyo izquierdo

4
gL /6 —_

B S

\,3

%//(’Iurva de
7 i 3er grado

2
qlL /6 | —

Considerando solamente la carga aplicada en el claro, para la determinacion del diagrama de momentos

6Ala 7 4 7 E
Lt = glL'=—/I(2.0)15.0) =29.167
L 6Uq 60( )( )

Segundo claro, entre los apoyos “B” y “C”
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® P ©

| w |
T IL T |H | |
IR
a % b |

Diagrama de momentos por carga "w'y
por partes respecto a "C’ por la carga e

s

i
wiis L L2 |
Pl 1 T~ _APb
o | P
. 'k B3~
- b;‘ﬂ

Considerando solamente la carga aplicada en el claro. para la determinacion del diagrama de momenios

6A.b, 1 Pb ., ..y 1 . (3.0)1.5) ; 3
5 o il 12 2 )=—(1.2)5.0F + (5.0 ~(1.5
= gk e T b= L2 Sy 5.0 ~0.5) ]
SAD; _ 375420475=57.975

2

Sustituyendo valores en la ecuacion de tres momentos:

6A. h
ML, +2M,(L, +L,)+M,L, JBAR BAD, Lol By
- : R il L L,

(M, )(5.0)+2(M, )(5.0+5.0)+ (0)(5.0)+ (29 l6l7’)+ (57.9?5}: 0
5M, +20M, =—87.142

Es necesario tener un sistema de 2 ecuaciones para determinar los dos momentos My y M.
Se debera aplicar la ecuacion de tres momentos nucvamente para generar la Segunda ecuacion y de esta
manera resolver un sistemna de dos ccuaciones con dos incognitas.

La ecuaciéon de tres momentos debe ser aplicada en dos claros, en el caso de este problema, los dos claros
que se muestran en la viga ya fueron utilizados. Puesto que el tipo de apoyo en “A” es un gmpotramiento,
se puede considerar que en este apayo se presenta una condicién de simetria, de la siguiente manera:

®

i | wx=2(1-x/5)

\
i

(=

5 mts
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Por lo que serd posible aplicar la ecuacién de tres momentos en los claros definidos por los apoyos “B”,
“A” y “B”, y la ecuacion de tres momentos estard en funcién de los momentos M4 y Mg, con lo cual se
obticne la ccuacién nccesaria para generar cl sistema de dos ecuaciones con dos incognitas y poder

determinar los momentos My y Mag.

Aplicando nuevamente la ecuacién de tres momentos, ahora en los claro, entre los apoyos “B”, “A” y “B”

M, =M, #0
M,=M, «0
M, =M, #0

Puesto que hg=h, =hp=0
6El(£+h" =6El h—“JrBl =0
\ L‘| LL b, Ll LZ

Y los claros 17 y “2” quedan definidos por
L; = L, =50mts
L,=L,;=50mts

Primer clare, entre los apoyos “B” y “A”

® ®

Mmﬂmﬂmww

Re=qL/6 L

- Diagrama de momentos con
respecto al apoyo derecho

2
. al'/6

T ST
Curva de 2
3er grado L /6
A o E
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Considerando solamente la carga aplicada en el claro, para la determinacion de el diagrama de momentos

6A : :
a8 - (20)s0) =33333

L 60 60

Siguiente claro, entre los apoyos “A”y “B”

Diagrama de momentos con
respecto al apoyo izquierdo

QLZIG N | ‘
i TR
{ @ - -‘LL
2 ,_,.,,//7.,( == |
& /-/-)A/ﬂ Curva de ‘
qL'/6 |—/' ! 3.3{_9??&[5_7 }
|

Considerando solamente la carga aplicada en el claro, para |a determinacion de el diagrama de momentos

6A.b. 8 B 8 3
PP B gL = —(2.0)5.0) =33.333
L, 60q i 60( )( )

Sustituyende valores en la ecuacion de tres momentos:

(h, 'h )
M_g_gf\_iji. — 6E[‘ _h_'_ +,1‘_ |
L, L

ML, +2M,{L, +L,)+M,L, + .
) 1/
33.333)+(33.333)=0

20M, +10M,, =—66.666

2 |

(M, X5.0)+2(M, )(5.0 +5.0)+(M, )5.0)+(

Sistema de ecuaciones a resolver

5M, +20M, =—87.142

20M, +10M, = —66.6606
= M, =-1.320Ton —m
=M, =—-4.027Ton—m

rriba por la accion de estos momentos. Un

Los resultados negativos indican que la viga se flexiona hacia a
a independiente, ocasionarian que la viga

resultado positivo indicaria que los momentos actuando de maner
se flexionara verticalemente hacia abajo
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RESISTENCIA DE MATERIALES II ELABORO: JOEL GJEDA
@& ® P=3 Ton ©
~ \ 'i"T"'r- o wx=2(1-x/5) b w=1.2 Ton/ !
g |1 N A
g R HAAL | (IR0 R0R0E
5 mts | ‘ 3.5 mts _ 15mts =

Determinacion de las fuerzas de reaccidn en los apoyos de la viga
Aplicando las condiciones de equilibrio estatico.

Primer claro, cntre los apoyos “A" y “B”

B
[ Rk = X |
Ma=1.32 ILII‘ WTW 2(1-x/5) _ | Ma=d.027
g/]\ L:J'i.f.'mﬁ'@:nt;D
! 5 mits Re |

XM, =0

1 g, '
RU(L‘)—[ELIqJLELJ—f-MA -M, =0

R3(5.0)—%(5.0}(2.0)(%5.0]+(1 32)-(4.027)=0

5R, —8.333+132-4.027=0
= R, =2.208Ton

SF, =0
1
RA +R, 75L|q:0

R, + (2.208)—%(5.0)(2.0) =0

=R, =2.792Ton

Segundo claro, entre los apoyos “B" y “C”
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VIGAS HIPERESTATICAS EJERCICIOS DE APLICACION

RESISTENCIA DE MATERIALES IT ELABORO: JOEL OJEDA
(T
® P=3 Ton ©
Me=4.027 [ w2 Tom o .
g _‘l | HLINK | L
Re 3.5 mts 1.5 mts Re
Z M i = 0

RJLJ—wL{%LJ—Pa+MB:0

Rrﬁﬁ}4xnﬁn{;50]—@&X1ﬁ+@m2ﬂ:0

5R.—-15.0-10.5+4.027=0
= R.=4295Ton

YE =0

R,+R,-wL,-P=0

R, +(4.295)--(1.2)5.0)~(3.0)=0
= R, =4.705Ton

Finalmente. los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante, quedan determinados de la siguiente
manera:

)

Q

® ® P=3 Ton A

T A

3.5 mts 1.5 mts Rr=4.285

-

4705 T

1.677 mts 3323 mis 22087
4295T =
| 5.091 T-m

0.864 T-m ! 7 » ‘
Mx _— | m i
1.32 T-m ‘

4.027 T-m |
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