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Resumen

Cuando se utilizan diferencias finitas en las ecuaciones de aguas so-
meras, sin viscosidad, linealizadas, sin rotacién, en una dimensién y con
profundidad variable, se debe resolver un sistema tridiagonal. Se presen-
ta un método numérico que resuelve las ecuaciones mediante una férmula
recurrente, el cual es eficiente computacionalmete hablando. La metodo-
logia se utiliza para encontrar modos resonantes, de velocidad y elevacién,
en un canal unidimensional con fondo variable. Para hacer la validacién
del método propuesto para este problema, se hace la comparacion de la
solucién numérica con la solucién analitica para dos canales (uno con bati-
metria plana y otro con batimetria parabdlica). La solucién analitica para
el canal con batimetria plana se obtuvo mediante la solucién a la ecuacién
de Helmhotz y la solucién para el canal con batimetria parabdlica se obtuvo
mediante el método de series de potencia. Se encontré que las soluciones
numéricas coinciden en gran medida con las soluciones analiticas. Para el
canal con batimetria plana el error minimo fue de 0% y el mdximo fue
de 1.2%. Para el canal con fondo parabdlico el error minimo fue de 0%
y el maximo de 10 %. Al aplicar el método propuesto a canales con otras
batimetrias, cuya solucién analitica seria dificil de hallar, se encontré que
la variacién en la batimetria del canal afecta a la cantidad y a la posicién
de los modos resonantes.

Palabras clave: Sistemas tridiagonales, formula recurrente, modos reso-
nantes.
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1. Introduccion

Las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en la segunda ley de Newton
y describen la dindmica de los fluidos. Estas ecuaciones son de naturaleza
complicada y dificiles de resolver. Sin embargo, existen aproximaciones pa-
ra casos particulares que facilitan su resolucién. Las ecuaciones de aguas
someras (SWE, por sus siglas en inglés) son un ejemplo de estas aproxima-
ciones y se obtienen al integrar verticalmente las ecuaciones de continuidad
y momentum (Haidvogel y Beckmann, 1999), si son escritas en forma de
sus componentes:

ou on

v on

a—f—fu%—gafy—i-/w—o

0

SE+VV(H+n) =0, (1)

donde u es la velocidad zonal, v es la velocidad meridional,  es el tiempo,
f es el pardmetro de Coriolis, g es la aceleracién de la gravedad, p es la
viscosidad, H es la profundidad de referencia del fluido y 7 es la elevacién
que se produce con respecto a H (Alfaro et al., 2007).

La solucién de las ecuaciones anteriores nos permite encontrar dos im-
portantes componentes, la elevacién de la onda y su velocidad, ambas estan
expresadas en funcién del tiempo y el espacio (Crowhurst, 2013). Las ecua-
ciones de aguas someras describen la evolucién de un flujo homogéneo e
incompresible, se utilizan cuando la profundidad es menor a las dimen-
siones horizontales del problema y las velocidades verticales son pequenas
(Acheson, 1990).

El estudio de los fluidos en aguas someras es de gran importancia pa-
ra la descripcién de sistemas naturales (procesos atmosféricos, fluviales y



costeros, tsunamis, corrientes ocednicas entre otras) y para el diseno de
puertos (Acheson, 1990).

Si bien las ecuaciones son aplicables para describir diferentes proce-
sos, estas tienen su nivel de complejidad debido a los términos no lineales
presentes (Peridnez, 2010). Al ser un sistema no lineal es dificil resolverlo
analiticamente. Si la solucién analitica es requerida, el sistema puede ser
linealizado.

La linealizacién es un método que aproxima el resultado de una funcién
en un punto cualquiera (x = a) a partir de la pendiente y del valor de la
funcién al punto. Las ecuaciones de aguas someras sin viscosidad pueden ser
linealizadas, con algunas suposiciones a algunas de las variables manejadas:

ou on
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Al calcular la elevacion y la velocidad de la onda en un sistema, con
las ecuaciones de aguas someras linealizadas, se pueden obtener los modos
resonantes. Un modo resonate es una frecuencia que produce resonancia en
un sistema. La resonancia es un fenémeno mecéanico que se produce cuando
un sistema es sometido a una fuerza oscilatoria con una frecuencia similar a
la frecuencia natural del sistema, dando como resultado una amplificacién
en los movimientos mecanicos.

En especial, la resonancia se puede producir en puertos, Diaz-Hernandez
(2006) define la resonancia portuaria como un ”fenémeno de oscilacién de
un cuerpo de agua semi-cerrada definido por un puerto, cuya caracteristica
fundamental es registrar niveles de agitacién sobre-amplificados, de gran
contenido energético, de ocurrencia subita y generalmente de corta dura-
cion”. La resonancia es un fenémeno que puede llegar a causar grandes
problemas en los puertos. Estos problemas pueden ser, el dano a la estruc-



tura del puerto, problemas de colisiones entre embarcaciones y problemas
de carga. Todo esto causa pérdidas materiales, y por lo tanto econémicas,
por esta razon en el diseno de puertos es importante buscar evitar la reso-
nancia o minimizar los efectos.

La resonancia en puertos se puede producir debido a la presencia de
ondas oceanicas. Este fenémeno ha sido estudiado en varios aspectos. Di-
ferentes autores han trabajado con los efectos producidos por la geometria
portuaria, por los canales de entrada, por el acoplamiento entre cuencas
internas, por los rompeolas y por el ancho de la entrada al puerto. Otro
aspecto que ha sido estudiado es la respuesta a la batimetria. Se ha encon-
trado que la batimetria es de importancia en el estudio de ondas incidentes
en cuerpos de agua con fronteras semicerradas (Tinti, 1980).

Por tanto, es importante evaluar el efecto de dicho fenémeno en puertos,
y una forma es utilizando como primera aproximacion las ecuaciones de
aguas someras, sin viscosidad, linealizadas (Tinti, 1980), y en casos simpli

cados a una dimensién, que pueden describir adecuadamente el proble-
ma (Delestre et al., 2012). Cabe mencionar que estas ecuaciones ya han
sido resueltas mediante métodos analiticos y métodos numéricos (Bresch,
2009; Vreudenhil, 1994).

Algunas de las ecuaciones que describen ciertos fenémenos oceanografi-
cos, suelen estar definidas como ecuaciones diferenciales con ciertas condi-
ciones de frontera; los metodos para resolver dichas ecuaciones pueden ser,
ya sea numéricos o analiticos. Por ejemplo si se utilizan métodos analiti-
cos es posible obtener una solucién exacta en forma de una funcién que
puede ser evaluada en cualquier punto del dominio, sin embargo, en mu-
chas ocasiones no es posible, 0 es muy complicado resolverlo de esta forma,
y es entonces cuando se utilizan los métodos numéricos, los cuales suelen
ser una herramienta importante y complementaria para el estudio de la
oceanografia actual, ya que permiten obtener una solucién aproximada del
sistema (Peridnez,2010).

Para resolver numéricamente este tipo de ecuaciones, en este caso las
ecuaciones de aguas someras, se hace una discretizacién y se transforman



a ecuaciones algebraicas, donde las magnitudes de interés son despejar.
Existen diferentes técnicas para resolver dichas ecuaciones, tales como: ele-
mentos finitos, métodos espectrales y diferencias finitas (Peridnez, 2010).
Es importante mencionar que se ha demostrado que los métodos que utili-
zan elementos finitos pueden ser utilizados para resolver las ecuaciones de
aguas someras.(Crowhurst, 2013).

La eleccién de un método numeérico para resolver sistemas, en este caso
sistemas lineales, es importante para tener una buena eficiencia compu-
tacional. Por ejemplo cuando el sistema es lo suficientemente pequeno para
la memoria de la computadora, se recomienda usar métodos directos para
minimizar el error de redondeo. En cambio, para sistemas grandes, cuyos
coeficientes son en su mayoria cero y que aparecen en patrones regulares,
se recomienda usar métodos iterativos. Sistemas de este tipo se producen
cuando se usan técnicas de diferencias finitas para resolver problemas de
valor en la frontera, esto suele ser muy comun cuando se resuelven ecua-
ciones diferenciales parciales (Burden, 1985).

En este trabajo se proponen metodologias numéricas para resolver las
ecuaciones de aguas someras, y por ellos serd importante validar que los
resultados obtenidos describan correctamente el fenémeno. El primer paso
para la validacién es comprobar que los resultados converjan y sean estables
(solo se valida el método, no que los resultados obtenidos describan correc-
tamente el fenémeno); el segundo paso es la comparacién con resultados
de casos simplificados obtenidos analiticamente; por 1ltimo es necesario
hacer una comparacién con datos experimentales (Delestre et al., 2012).
Esta tesis se centra en la comparacién con soluciones analiticas para casos
simplificados.



2. Antecedentes

Cuando a las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealizadas,
sin rotacién y en una dimension, se resuelven por diferencias finitas, se
puede llegar como un sistema matricial tridiagonal. Un sistema tridiagonal
es aquel en donde sélo en la diagonal principal y en las dos secundarias hay
elementos diferentes a cero. Se han propuesto diferentes algoritmos para la
solucion de este tipo de sistemas, como los son el método de Thomas, el
método de Hockney, el método de Stone y el propuesto por Gémez-Garcia.

Usualmente, se utiliza el Método de Thomas para resolver sistemas tri-
diagonales. Este método se basa en la descomposicién LU y consiste en
pasos consecutivos: la eliminacién de la diagonal inferior, mediante opera-
ciones en la matriz de coeficientes, y una sustitucion de atras hacia delante.
Estos dos pasos, que llevan a la solucion del sistema, hacen que este méto-
do se considere ineficiente computacionalmente hablando. Para un sistema
tridiagonal con N numero de ecuaciones el tiempo de computo sera del
orden de NY (Thomas, 1949).

Para disminuir el tiempo de cémputo se han propuesto otros métodos.
Hockney (1964) propuso un algoritmo de reduccién ciclica, el cual consiste
en disminuir a la mitad el nimero de ecuaciones al juntar tres ecuaciones
consecutivas. Ya que al realizar este procedimiento el sistema mantiene su
forma tridiagonal, este proceso puede ser repetido hasta que se pueda rea-
lizar una sustitucién hacia atras y y asi obtener la solucién del sistema.

Otro método es el propuesto por Stone (1973), el cual al igual que el
método de Thomas, se basa en la descomposicién LU, sin embargo, para
este método no es necesario resolver el sistema por partes consecutivas.
Mediante una duplicacién recursiva se generan formulas equivalentes que
se pueden resolver de manera paralela. El tiempo de cémputo calculado
con esta metodologia disminuye y es del orden de logo N, donde N es el



numero de ecuaciones.

Por otro lado Gémez-Garcia (1991) propone un nueva solucién median-
te una férmula recurrente y su aplicacién a vigas complejas. Este método
es el que se aplica en esta tesis pero desarrollado para las ecuaciones de
aguas someras, sin viscosidad, linealizadas y en una dimensién. El método
lo bautiza con el nombre nemotécnico ANA por la estructura de la matriz
de coeficientes del sistema que consta de 2 subdiagonales (A) y una diago-
nal principal (N). En el trabajo compara la solucién para deflexién de vigas
obtenida mediante el algoritmo desarrollado con la soluciéon analitica.

El trabajo de Gémez-Garcia parte de la ecuacion diferencial de segundo
orden con valores en la frontera:

y(a) = Ya, y(b) = v, (3)

que es discretizada mediante diferencias centrales obteniendo la expresién:

Vi1 — 2u; + yir1 = 2Ry
i=1:n-1. (4)

La ecuacién anterior, al ser expresada en los diferentes puntos discreti-
zados (nodos) y si se utilizan las condiciones de frontera yo y yn, se llega
al sistema en cuya matriz de coeficientes se observa la forma tridiagonal.

PR v ] [ R2Ri—wo ]
1 -2 1 2 h>R,
1 -2 1 ¥ h*Rs
1 -2 1 ' i
1 ) Yn—2 h2Rn—2
- = |Yn—1] |h?Rp—1 — yn |




Para encontrar el valor de y;, para toda ¢, se despeja la varible en la
ecuacion del primer nodo y se sustituye en la ecuacién del siguiente nodo,
si este procedimiento se continuia para varios nodos, se puede establecer
una férmula recurrente para el valor de la variable que estd en funcion del
valor de la variable en el siguiente nodo.

1 , !
yi = ——(yo +iyir1 — h? Z R;j). (5)
1+1 e

Cuando se llega hasta n — 1, donde la expresion es conocida en su to-
talidad por las condiciones de frontera, se puede resolver para los puntos

anteriores obteniendo asi la solucién completa.

Al comparar los resultados obtenidos mediante el método numérico pro-
puesto con la solucién analitica, para diferentes casos de deflexion de vigas,
se llegd a la conlusion de que el tiempo invertido para obtener la solucién
analitica es mas complicado que el método que se propone y los resultados
casi no difieren, lo que indica que el método resuelve correctamente las
ecuaciones. Para esta tesis se usard este método, ANA, pero aplicdndolo a
las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealizadas, sin rotacién
y en una dimensién.



3. Hipodtesis

Implementar el método recurrente ANA a las ecuaciones de aguas so-
meras sin viscosidad linealizadas, sin rotacién y en una dimensién, para
estudiar el fendmeno de resonancia en un canal, lo cual permitird ver la
importancia de tomar en cuenta la batimetria del canal.



4. Objetivo

General

Resolver las ecuaciones de aguas someras linealizadas, en una dimen-
sién, con profundidad variable; implementando el método propuesto por
Goémez-Garcia, D. (1991) y hallar ondas que produzcan modos resonantes
en canales unidimensionales con diferente batimetrias; asi como validar el
método.

Particulares

1. Obtener los modos resonantes de canales unidimensionales, con diferen-
tes batimetrias propuestas, utilizando una férmula recurrente.

2. Validar el método numérico propuesto, comparando la soluciéon obtenida
numéricamente de un canal con fondo plano con su respectiva solucion
analitica.

3. Obtener mediante el método de series de potencia la solucién analitica
de un canal con batimetria parabdlica y comparar esta soluciéon con su
solucién numérica.

4. Analizar el comportamiento de la posicién de los modos resonantes al
variar la batimetria.



5. Justificacion

El método propuesto en este trabajo puede llegar a ser de gran utili-
dad ya que disminuye el tiempo de cémputo, ademas de que es sencillo de
entender e implementar.

Una aplicacién importante de las ecuaciones de aguas someras es el
fenémeno de resonancia en puertos. Usualmente al abordar este problema,
se suele simplificar considerando batimetria de fondo plano; sin embargo,
se han hecho estudios que demuestran que la batimetria influye, en gran
medida, en la frecuencia de los modos resonantes. El método propuesto
pretende ser una opcién para tratar este tema sin aumentar el tiempo de
computo.
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6. Metodologia

Método numérico

Las ecuaciones de aguas someras linealizadas, sin viscosidad y sin rota-
cion, reducen el problema a las siguientes ecuaciones diferenciales parciales:

ou  0On
ot~ Yox
on ou OH
o~ Hor o (6)

donde u = u(z,t) es el promedio de la velocidad del flujo en el canal, que
varia con la posicién y el tiempo; n = n(x,t) es la elevacién por encima
del nivel medio del mar, que también depende de la posicion y el tiempo;
H = H(z) es la topografia y g es la aceleracién de la gravedad.

Resolviendo para eta, primero se deriva con respecto del tiempo la
segunda ecuacién del sistema (6), y se utiliza la primera ecuacién (6) para
reducir el nimero de variables, asi:

0?n B 0%n on OH
o2 = Mo Y9 o @)

Si se propone que la elevacion estd dada por una onda plana n =
A(z)e™!, donde 7 es la amplitud y w es la frecuencia angular, entonces
la ecuacién (7) se transforma a una que solo depende de x:

9. 0%n onoH
—w U—QH@ +g%%. (8)

Para resolver la velocidad, la primera ecuacién del sistema (6) se deriva
con respecto del tiempo y se utiliza la segunda ecuacién del sistema (6)
para reducir el nimero de variables, obteniendo:

11



2 2 2
u _ (282@ +H8 u 87H)_ (9)
ot? Ox Oz Ox 2+ Oz
De igual modo con la velocidad, se propone una solucién dada por una
onda plana u = (r)e™?, donde @(x) es la velocidad y w es la frecuencia
angular, la ecuacion (9) se transforma a:
2 OH 0u 0*a 0°H
Para calcular tanto 7(z ) como ’U,(iL‘), se proponen dos sistemas tridia-
gonales, uno para la elevacién con la ecuacién (8) y otro para la velocidad
con la ecuacién (10). Para obtener la solucién se discretiza el dominio (x)
en intervalos de igual tamano Az, utilizando un canal de longitud unitaria,
y asi se crea una malla que representa el problema.

(10)

X AX Xy

Figura 1: Malla del canal rectangular en 1-D.

La posicién de cada punto o nodo estd dado por:

T; = iAx;
i=0:N

Donde i =0: N y Az es el tamanio del intervalo:

AZEZN

Elevacion

La elevacion se resuelve al remplazar n; = 77(;31) en la ecuacion diferen-
cial (8) y al aplicar el método de diferencias finitas, dando:

H; H:\.1 — H: L —m w?
A;Q(m+1—277i+77i1)+( Ak Azig”m 77")+gm:o. (11)

12



Reacomodando la ecuacién (11) se obtiene un sistema tridiagonal:

Nit1 + i + Yini—1 = 0, (12)

donde se define:

2 2
—H; — Hip1 + %
Hip

b =

H;
Hiy

Vi = (13)

Como condiciones de frontera para este problema, en la entrada del
canal, ¢ = 0, se establece el valor de la elevacion para ilustrar la amplitud
de la onda incidente. En el extremo derecho del canal se establece una
frontera cerrada con la condicién de Newmann:

o = 0.001
on
(%)N =0. (14)

Al usar diferencias finitas, la condicién de Newmann se reduce a:

NN—1 = 1N- (15)

Con (14) y (15) condiciones de frontera, el sistema tridiagonal queda:

(1 1 7 m Y110
Y2 ¢2 1 n? 8
73 ¢z 1 77_5 _
) ) ) : :
IN-2 ON-2 ” o) N o 0

L YN—-1 N—-1 i _77N—1_ i 0 |

Para encontrar la férmula recurrente que resolvera el sistema se despeja
1 en el primer nodo del canal obteniendo:
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T MnNo — N2
a o1
al hacer lo mismo para el segundo nodo del canal se obtiene el segundo
valor de elevacion que depente del valor en el nodo anterior 71 y del valor
en el nodo siguiente 73:

m (16)

—72M — M3
¢
Al sustituir la ecuacién (16) en la ecuacién (17) se encuentra una nueva
expresion para ns:

N2 = (17)

Y1210 — $113
— 270 — Puls 18
' P12 — 72 (18)

el siguiente valor de elevaciéon puede ser obtenido de la misma manera:

g = 102030 = (P102 — Y2)m4
P3(P201 — 72) — V31
Asi se generaliza el célculo de la solucién del sistema y se encuentra la

férmula recurrente para elevacién para i = 1 a N — 2, donde se definen los
coeficientes Cyp = 1,C1 = ¢1,C; = ¢;C;—1 — v;C;_9 parai =2 a N — 2:

(—1)i(H§=1 ¥i)mo — Ci—1ni+1
0 = o .

(19)

(20)

La férmula (20) calcula la elevacién en todo el canal exceptuando en el
nodo anterior a la frontera, i = N — 1. Para encontrar este ultimo valor, se
sustituye N — 2 en la ecuacién (20):

(=D 2(T5 v)m0 — Cv—snv—

NN-2 = 21
Oy (21)
Al usar la condicién de frontera derecha se obtiene:
—IN-11N-2
=" 22
1= (22)

Sustituyendo la ecuacién (21) en la ecuacién (22) se obtiene una expre-
sion para ny_1 que sélo depende de 7y9:
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_ CDNMME e
Cy_o(¢n-1+1) —Cn_s3yN-1
Con la ecuacién (23) se calcula el valor de la elevacién en el ltimo

nodo. Con este valor se puede resolver la elevacién para el resto del canal,
resolviendo la ecuacién (20) de i = N —2 a i = 1 (de atrds para adelante).

NN-1 (23)

Velocidad

La velocidad se resuelve al remplazar u; = 4(x;) en la ecuacién diferen-
cial (10) y al aplicar el método de diferencias finitas se obtiene:

H; (Hit1 — Hi)(wig1 — w;)
T;Q(uiﬂ — Quy 4w ) + 2+ Alx2 ax :
2

w
(Hz'—l—l —2H; + Hi—l) + ?uz =0. (24)

Lt
Ax?

Reacomodando la ecuacién(24) se obtiene un sistema tridiagonal:

Uit1 + Qiu; + yiui—1 = 0, (25)

donde se define:

—Hip1 —2H; + Hi—1 + 7“23902

b= —H; +2H; 1
H;
= 26
v —H; +2H;+ (26)

Se utiliza la relacién entre ug y 19 como condicién de frontera derecha
y para la frontera izquierda se utiliza la condicién cerrada de Dirichlet.

ug =1 i
0 0 HO
unN = 0. (27)

Con estas condiciones de frontera el sistema tridiagonal puede ser es-
crito:
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(1 1 - Uy 1 _71U0_
Yo P2 1 2 8
73 @3 1 u'?’
IN—2 ON_2 1 UA;_2 0
L IN-1 ON-1] a1 0

De la misma manera que se realizé para la elevacién, se obtiene una
férmula recursiva que resuelve la velocidad en cada nododei=1a N — 2,
donde se definen los coeficientes Cop =1, Cy = ¢1 v C; = ¢;Ci—1 — v,C; o
parat=2at=N — 2,

(_1)i(H§‘:1 ¥j)uo — Ci—1uit1

- (28)

u; =

Para encontrar la velocidad en el nodo anterior a la frontera cerrada
y resolver hacia atras, para todos los nodos, se sustituye : = N — 2 en la
ecuacién (28):

(—DN 215 75)uo — Cv—3un—1
Cn_2 ’

UN—-—92 = (29)

Con las condiciones de frontera (27) y la ecuacién (29) se obtiene una
expresion para la velocidad en el ultimo nodo. Con este valor se pueden
calcular las velocidades en el resto del canal det =N —2a¢=1.

DM
CN_20N-1— CON_3VN_1

UN-1 (30)
Con las expresiones que calculan la elevaciéon y velocidad en todos los
nodos del canal discretizado, con batimetria, se pueden utilizar para cal-
cular los modos resonantes, al variar el nimero de onda incidente para
calcular los méximos valores de elevacién y velocidad para cada onda.
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Soluciones analiticas

Para hacer la validaciéon del método numérico ANA aplicado a modos
resonantes, obtenidos de las ecuaciones de aguas someras, se propone la
comparacién de la soluciéon numérica con la analitica de dos canales con
diferentes batimetrias. Las batimetrias que se proponen para este andlisis
fueron elegidas por ser sencillas y porque la soluciéon anélitica se puede
calcular.

Canal 1: Batimetria plana

El canal con fondo plano se propone de la forma H(x) = Hp, donde Hy
es la profundidad maxima. En la siguiente figura se muestra el esquema del
canal.

n=n(x,t)
— H=H,
u=u(x,t)

Figura 2: Diagrama de canal unidimensional con fondo plano.

El fondo constante reduce las ecuaciones (8) y (10) a la forma de una
ecuacion tipo Helmhotz,

Pu w?
Z Iy = 1
Ox? + gHu (31)
?n  Ww?
- T a0 2



Si se define k2 = w—é, donde k es el numero de onda, la solucién general
para la elevacién y la velocidad esta dada por:

n(x) = Crcos(kx) + Cosin(kx)
u(z) = Cscos(kx) + Cysin(kx). (33)

Elevacién

La solucion particular de la elevacion se calcula al encontrar los valores
de las constantes C7 y Co de la ecuacién (33), para esto se utilizan las
condiciones de frontera (14).

n(0) = C1 = no. (34)

Con la segunda condicién de (14) y C se puede calcular Cs:

n' (1) = —nosin(k) + Cacos(k) =0
sin(k)
cos(k)

Con los valores de Cy y Cy se obtiene la solucién particular del proble-
ma:

Cy =1 = notan(k). (35)

n(x) = no(cos(kx) + tan(k)sin(kx)). (36)

Velocidad

La solucion particular de la velocidad se calcula al encontrar los valores
de las constantes C3 y Cy de la ecuacién (33), para esto se utilizan las
condiciones de frontera (27):

U(O) = 03 = UugQ. (37)
Con la segunda condicién de (27) y C3 se puede calcular Cy:
u(1) = ugcos(k) + Cysin(k) =0
cos(k)

Cy = —up sin(k) = —ugcot(k) (38)
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Con los valores de ('3 y C4 se obtiene la solucién particular del proble-
ma:

u(z) = uo(cos(kx) — cot(k)sin(kx)). (39)

Canal 2: Batimetria parabdlica

La forma parabdlica, con dominio en (0, 1), se propone para dar una for-
ma similar a una pendiente constante. En la figura 3 se muestra el esquema
del problema que se plantea. La batimetria del canal es de la forma,

H(x) = Hy — Hox?, (40)

donde Hj es la profundidad méxima en el canal.

Figura 3: Diagrama de canal unidimensional con batimetria parabdlica.

Elevacién

Escribiendo la ecuacién (8) donde 7 = 7 se obtiene

0%y OHOn w?
g onom v, 41
0x? Oz Ox + g n=0, (41)
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donde H es el perfil batimétrico y depende de x. Al sustituir el perfil ba-
timétrico propuesto (40) en la ecuacién (41),

3277
H,— Ha%)—f —2H,z-'
( v )8x2 x@:c

o 2
”+%n:& (42)

El método de series de potencias propone una solucién en forma de un
polinomio dado por,
o0

x) = ZAqajq, (43)

q=0

donde los elementos A, son los coeficientes no conocidos del polino-
mio solucién. Al sustituir el polinomio en la ecuacién (42), se obtiene lo
siguiente,

(Ho — Hoacz)a2 (EZ%;AMQ) — 2H,x (ano At ) Z Agz? = 0.

(44)

Al hacer las derivadas de la expresion anterior se tiene,

(o)
(H, — Hyz? qu—lAqu—ZHquAﬂl-i-fZAqx =0,
q=0 q=0 qu
(45)

al desarrollar se llega a,

o0
HOqu—lAa:q2 HZ (g —1)Agz?
q=0 q=0

0o 9 o0
w
— 2H0 E quIIJ'q + ? E Aql’q =0. (46)
q:O q:O

Al modificar los subindices del primer término se tiene una expresion
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donde todos los términos estan multiplicados por x4,

o0

Hy > (q+2)(q+ 1) Agsoa? — Hy » qlg—1)Aga?
q=—2 q=0

00 W2
—2H, Z qAgx? + " Z Agz? =0. (47)

En la ecuacion anterior, el contador del primer término comienza en
—2, mientras que los otros términos comienzan en 0. Por esto se tiene que
avanzar dos unidades el primer término, pero en este caso, cuando g toma
los valores de —2 y —1 los términos son cero,

o
H"Z g+ 1)(g+2)Agq22? — H, Z (g —1)Agz?
q=0 q=0

[} 9 00
—2H, Y qAut + =Y At =0. (48)
g
_0 —
De donde se tiene que cumplir lo siguiente,
w2
Hfa+ 100+ Ddgsa+ (~Hoala— 1) —2Ho + =) 4, =0 (19
al despejar A,42 se obtiene,

(Hoq(q — 1) +2Hoq — %2)

Agio = A
A N RS [P B 0
y al definir:
W ((q2 —a)+2 - %) o
donde C2,,. = gH,, y k = w/C, entonces,

2 2

¢ +q—k
Wi(g) = . 52
@) = 55 52)
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Si la ecuacion (52) se sustituye en la ecuacién (50) se obtiene la expre-
sién que calcula los coeficientes del polinomio,

Agr2 = W(g) A, (53)

Con la expresion anterior sélo basta conocer los valores de A, y de A;
para encontrar los demds términos. El valor de A, se encuentra al colocar
la condicién de frontera izquierda, mientras que el valor de A; se encuentra
con la condicién de frontera derecha.

Condicién de frontera del lado izquierdo

La frontera del lado izquierdo esta definida como una frontera abierta
n(0) = no. Al evaluar 7 en cero se obtiene que A, = 1,. Con el coeficiente
A, y la expresién (53) se pueden obtener los coeficientes con subindices
pares,

Ay =W
Ay =W(2)Ay = W(2)W(0)Ag
Ag = W(4)Ay = W(AW(2) Ay = W(AW (2)W

Aopio = W(2T)Agp = W(2T) - -- W(4)W (2)W (0) Ao. (54)

Si se define lo siguiente para el caso de los coeficientes con subindices

pares,
T

[Tw@r) =wO)Ww@)W4)..Ww(2T), (55)
r=0

se puede reescribir la ecuacién (53). Con el valor conocido de Ay se calculan
los coeficientes con subindices pares,

q—1
Agy = (H W(%)) A,. (56)

r=0
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Condicion de frontera del lado derecho

De la misma manera que con los coeficientes con subindices pares, se
encuentran los coeficientes impares,

q—1
Aggi1 = <H W(2r + 1)) Ay, (57)

r=0

donde sélo es necesario conocer el coeficiente A;. Para calcular este coefi-
ciente se utiliza la segunda condicién de frontera. La frontera derecha estd
definida por una frontera cerrada,

on

=1.
o =0 en =x (58)

De lo anterior se cumple lo siguiente,
o0
— =) qA;=0. (59)
q=1

La sumatoria se separa en los términos de coeficientes con subindices
pares e impares,

Impares
o)
> (2q—1)Agg- 1+ZQqA2q—O (60)
q=1 q=1
———
Pares

Con las ecuaciones (56) y (57) también se puede escribir como,

0 q—1
A+ (2q+1) (HW2r+1> ZQq(HWQr) o (61)

qg=1 r=0

Despejando A; tenemos,

-y —Lyy(op
e a2 (1w ) N o)

1+ 2a+ 1) (TS Wer + 1))
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Con el valor conocido de A; y la ecuacién (57) se pueden calcular los
coeficientes impares. Asi mismo, con el valor de Ay y la ecuacién (56)
se pueden calcular los coeficientes pares. Al tener los coeficientes estos se
sustituyen en el polinomio solucién (43) obteniendo el valor de la elevacién.

Velocidad
Escribiendo la ecuacién (10) donde @ = u se obtiene,

9%u OH Ou PH  w?
Ho—o +25— o=
92 + 97 9% +u8x2 + p u =0, (63)

donde H es el perfil batimétrico y depende de x. Al sustituir el perfil ba-
timétrico propuesto (40) en la ecuacién (63),

0%u ou w?
(H, — H:zﬁ)82 4Hgt78 2Hu—|—?u—0 (64)
Para la velocidad, el método de series de potencias propone una solucién
en forma de polinomio dado por,

[e.9]

z) =) Agaf, (65)

q=0

donde los elementos A, son los coeficientes no conocidos del polinomio
solucién. Al sustituir el polinomio en la ecuacién (64) se obtiene:

32(220:0 Aqz?) 8(2210 Aqa?)
Ox? oz

[e8) OJ2 [e8)
—2H,» Agat+—> Agz? =0. (66)
q=0 g q=0

(H, — Hyz?) —4H,x

Al hacer las derivadas de la expresién anterior se tiene,

(e}
(H, — Hyz?) Zq q—1)Ax" 2 4HO$ZqA xd71
q=0 q=0

[e8) w2 [e8)
—2H,» Agat+ —> Azt =0, (67)
q=0 g q=0
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que se puede desarrollar a la expresién,

o0 oo oo
H, Z q(qg — 1)A297% — H, Z q(q — 1)Agz? — 4H, Z qAqx?
q=0 q=0 q=0
—2H, Y Aga?+ = Aa?=0. (68)
q=0 g q=0

Al modificar los subindices del primer término se llega a una expresion
donde todos los términos estan multiplicados por x4,

0 o o0
Hy Y (q+2)(q+ 1) Agpon? — Hy Y qlg —1)Aga? — 4H, Y qAga?
qg=—2 q=0 q=0
o0 2 o
—2H, Y Agzt+—> Az’ =0. (69)
q=0 q=0

En la ecuacién anterior, el contador del primer término comienza en
—2, mientras que los otros términos comienzan en 0. Por esto se tiene que
avanzar dos unidades el primer término, pero en este caso, cuando g toma
los valores de —2 y —1 los términos son cero,

(¢+1)(qg+2)Agqox? — H, Z q(q —1)Agz? — 4H, Z qAqx?

WE

H,
q=0 q=0 q=0
00 2 o
—2H, Y A+ = Aa?=0. (70)
q=0 I 4=0

De la ecuacion anterior se cumple lo siguiente,

2
Ho(g+1)(g+2)Ag42 + <—Hoq(q —1)—4H,q—2H, + u;) A, = 0.

Al despejar A,12 se obtiene,

(Hoala = 1) + 4Hoq + 2H, - <) | ,
Hola+ Dia+2) - "

Agz =
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Si se define,

((qz—Q)+4q+2—ﬁ;)

W(q) = , 73
(@ (4+D(a+2) )
donde C2,,, = gH,, y k = w/C, entonces,
2 2
+3¢+2—k
Wig) =31 . (74)

@ +3q+2

Si la ecuacién (74) se sustituye en la ecuacion (72) queda la expresién
con la que se calculan los coeficientes del polinomio solucién,

Agss = W(g)A,. (75)

Con la expresiéon anterior solo basta conocer los valores de Ag y de
A para encontrar los demds coeficientes. De la misma manera que en el
procedimiento para la elevacién, el valor de Ay se encuentra al colocar la
condicion de frontera izquierda, mientras que el valor de A; se encuentra
con la condicién de frontera derecha.

Condicion de frontera del lado izquierdo

La frontera izquierda es abierta y estd definida por u(0) = ng HLO' Al

evaluar u en cero se obtiene que A, = 7o, /Hi. Con el coeficiente A, y la

ecuacion (75) se pueden obtener los coeficientes pares,

Ay =W
Ay = W (2)As = W(2)W(0) Ao
Ag = W(4) Ay = W(A)W (2) Ay = W(H)W (2)W

Agrio = W(2T)Agr = W(2T) - -- W(4)W (2)W (0) Ao. (76)
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Al definir lo siguiente para los coeficientes con subindices pares,
T
[[w@r) =wwE)Ww)..weT), (77)
r=0

se puede reescribir la ecuacién (75) para los nimeros pares, donde con el
valor conocido de Ag se pueden calcular los coeficientes pares.

g—1
Agy = (H W(%)) A,. (78)

r=0

Condicion de frontera del lado derecho

De la misma manera que con los coeficientes con subindices pares, se
encuentra la relacién para los coeficientes con subindices impares,

q—1
Aggi1 = <H W (2r + 1)) Ay (79)

r=0

La frontera derecha se encuentra cerrada y estd definida por u(1) = 0
con lo que se cumple lo siguiente,

u:iquo. (80)

q=0

La sumatoria se puede separar en los coeficientes con subindices pares
e impares,

Impares
—
o) 0o
ZA2q+1+ZA2q = 0. (81)
q=0 q=0
——
Pares

Al sustituir las ecuaciones (78) y (79) en la ecuacién anterior se obtiene,

o /q—1 o [/q—1
A+ ZE ( _OW(2T + 1)) A =— Ao+ Z; ( _OW(zr)AO> . (82)
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Para obtener una expresiéon para el valor desconocido de Ay, se factoriza
Al y AOa

oo /q—1 oo /q—1
1+ Z ( W (2r + 1)) Ar=— |1+ Z (H W(2r)) Ap. (83)
g=1 \r=0 g=1 \r=0
Despejando Ay tenemos,
L (14552 (M= wen)) |
1= o
1+ 3002y (TS Wz + 1)

(84)

Con el valor conocido de A; y la ecuacién (79) se pueden calcular los
coeficientes con subindices impares. Asi mismo, con el valor de Ag y la
ecuacién (78) se pueden calcular los coeficientes con subindices pares. Los
coeficientes se sustituyen en el polinomio solucién (65) obteniendo el valor
de la elevacion.
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Resultados

Se presenta la comparaciéon de la solucién analitica con la solucién
numérica de los modos resonantes de un canal con fondo plano. Se ha-
ce esta misma comparacion pero para un canal con batimetria parabdlica,
agregando un andlisis para la determinacién de la cantidad de términos y
coeficientes para la obtencién de la solucién analitica. Ademads se presentan
las soluciones numéricas, calculadas con el algoritmo propuesto, de cana-
les con batimetrias mas complejas. Para cada caso se calculan los modos
resonantes de elevacion y velocidad.

Canal 1: Batimetria plana

Al utilizar un canal con batimetria plana el algoritmo propuesto se
simplifica en gran medida, ya que la profundidad H se vuelve constante;
esto produce un cambio en las ecuaciones [26] para la velocidad y en las
ecuaciones [13] para la elevacién, dando para los dos casos,

v=1
w?Ax?

0=-2+= . (85)

Los coeficientes C; para los dos casos también se modifican a C; = 1,

Co=0¢yCi=¢Ci1 —Cj_a.

Para la velocidad la ecuacién [28] se simplifica a,

(=1)'ug — Ci—1uit1
C; '

Con el mismo procedimiento que el presentado en la seccién de meto-
dologia, la ecuacion anterior se puede aplicar para la velocidad en el nodo

(86)

U; =
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anterior a la frontera,

B (—1)N_1u0
¢Cn_g — Cn_3

Para la elevacién la ecuacién [20] se simplifica a,

UN-1

_ (=1)'no — Cicamita
7774 CZ .

Al igual que con la velocidad, la ecuacién anterior se puede aplicar para
la elevacion en el nodo anterior a la frontera,

(=1)N =g
(0+1)Cn_2—Cn_3

NIN—-1 =

El algoritmo simplificado y la solucion de la ecuacién de Helmhotz faci-
lita la comparacién de las soluciones numéricas con las soluciones analiticas
para el canal con batimetria plana.

En la figura 4 (a) y (b) se muestra la solucién numérica obtenida me-
diante el algoritmo y la solucién analitica a la ecuacién de Helmhotz. Es
importante recalcar que la solucién numérica se obtuvo con el algoritmo
simplificado y con el no simplificado, obteniendo el mismo resultado. Se
observa que tanto para la elevacion como para la velocidad las soluciones
analiticas y numéricas coinciden en gran medida. Para nimeros de onda
menores a 20, la solucién numérica es un buen acercamiento a la solucién
analitica. Sin embargo, para ndmeros de onda mayores a 20, los modos
resonantes calculados numéricamente se encuentran un poco desplazados
hacia la derecha respecto a la solucién analitica para la elevacién y despla-
zados hacia la izquierda para la velocidad.
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En la figura 4 (c) se muestra la diferencia entre las posiciones de los
modos resonantes, de la velocidad y la elevacién, calculados analiticamen-
te y numéricamente. Para la velocidad la diferencia es positiva, no mayor
de 0.2 y en algunos casos cero. Esto representa que la solucién numérica
estd desplazada a la izquierda de la solucién analitica. Cuando la solucién
numérica es cero, quiere decir que es igual a la analitica, por lo que el modo
resonante se calculé en la misma posicién. Para la elevacién la diferencia es
negativa, no menor a -0.06 y en algunos casos cero. Esto quiere decir que
los modos resonantes obtenidos numéricamente se encuentran desplazados
a la derecha de la solucién analitica. En el caso del primer modo resonante,
donde la diferencia es cero, la soluciéon numérica fue la misma que la solu-
cién analitica.

Canal 2: Batimetria parabdlica

Las soluciones analiticas presentadas, para la elevacién y la velocidad
del canal con batimetria parabdlica, estan en forma de series de potencia
infinitas. Por lo tanto, es necesario primero hacer un andlisis del compor-
tamiento de los coeficientes del polinomio solucién y de los términos de las
sumatorias para obtener los coeficientes A1, lo cual ayudard a determinar
la cantidad de términos y coeficientes para optimizar la solucién. Esto es
importante por el tiempo de computo que se emplea.

En este caso, cuando los valores de los coeficientes del polinomio y de
los términos de dichas sumatorias converjan a cero, estos ya no aportaran
mas informacién a la solucién aunque se le agregue mas términos.

Elevacion

La expresién obtenida para calcular el coeficiente A; de la elevacién es
el cociente de dos sumatorias. Por lo que se hace un analisis para decidir
la cantidad de términos que se utilizarédn en las sumatorias para obtener el
coeficiente. En la figura 5 se muestra el comportamiento de los términos de
la sumatoria del numerador de la ecuacién (62), para todos los niimeros de
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onda que se utilizan. Se observa que al término 400 de la sumatoria este
ya es muy cercano a cero por lo que no es necesario aumentar la cantidad
de términos en esta sumatoria.

_ mmamiziwen) |
1432 ,q+ D([Igwer+1) |

1

1

Valor del término

| | | | 1 |
200 250 300 350 400 450 500
Término en la sumatoria

I |
100 150

Figura 5: Convergencia de los términos de la sumatoria del numerador de la expre-
sién para encontrar el coeficiente A;. Las lineas de colores representan nimeros
de onda de las diferentes ondas incidentes en el canal.

Por el otro lado, el comportamiento de los términos de la sumatoria del
denominador de la ecuacién (62) se muestran en la figura 6. Se observa que
para numeros de onda menores a 6, los términos convergen hacia cero muy
lentamente, de manera que para algunos nimeros de onda parece constan-
te en valores diferentes a cero. Para los nimeros de onda mayores de 6 la
convergencia hacia cero es més evidente, sin embargo, esta convergencia es
lenta y por lo tanto la cantidad de términos tiene que ser de al menos 2500.

En la figura 7 se muestran las soluciones analiticas variando la cantidad
de términos en la sumatoria para calcular el coeficiente A; y la cantidad
de coeficientes para el polinomio solucién. Se observa que la cantidad de
coeficientes del polinomio no varia la solucién, sin embargo, la cantidad
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NUmeros de onda mayores a 6
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Figura 6: Convergencia de los términos de la sumatoria del denominador de la
expresion para encontrar el coeficiente A;. Las lineas de colores representan el
nimero de onda de las diferentes ondas incidentes en el canal. En la parte superior
se graficé el comportamiento para los niimeros de ondas mayores a 6, mientras que
en la parte inferior se graficé para los nimeros de ondas menores a 6.
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de términos en las sumatorias si varia la solucién. Por esta razén es mas
importante determinar correctamente la cantidad de términos para las su-
matorias.

100 términos en la sumatoria para A1
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Figura 7: Comparacién de las soluciones analiticas para la elevacién. En la parte
superior se presenta la cantidad de términos para calcular el coeficiente A; se
fij6 en 100, mientras que se varié la cantidad de coeficientes para el polinomio
solucion. En la grafica inferior se fijé en 6000 la cantidad de términos para calcular
el coeficiente A; y se varié la cantidad de coeficientes para el polinomio solucién.

La figura 8 muestra las soluciones al variar la cantidad de términos en
las sumatorias para el coeficiente A; y dejar fija la cantidad de coeficientes
del polinomio. Se observa que las soluciones no varfan si el niimero de onda
es menor a 6, esto puede estar relacionado con la lenta convergencia a cero
que se muestra en la figura 6. Por el otro lado, para nimeros de onda mayo-
res a 6 la soluciones varian. La variacién que se observa entre las soluciones
con 100, 1000 y 6000 términos es muy evidente, sin embargo, no se observa
una variacion entre las soluciones con 6000 y 10000 términos. Por lo que la
aproximacion con 6000 términos es adecuada para no aumentar el tiempo
de cémputo.

Al comparar la solucién analitica con la solucién numérica de la eleva-
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cién (fig. 9 (a)), se observa que las soluciones son parecidas en la posicién
de los modos resonantes. Para ntimeros de onda menores a 6 la solucién
numérica discrepa de la solucién analitica, ademas hay un modo resonante
extra que la solucién numérica no calcula. Sin embargo, para ntmeros de
onda mayores a 6 las soluciones son muy similares.

En la figura 9 (b) se muestra la diferencia de la posicién de los modos
resonantes calculados numéricamente y los calculados analiticamente. Se
observa que los modos resonantes calculados numéricamente se encuentran
desplazados hacia la izquierda (diferencia positiva) con respecto a la solu-
cién analitica. Sin embargo, la diferencia méxima es de 0.35 de nimero de
onda y disminuye para los otros modos resonantes.

100 coeficientes para la solucién
1 T T T

100
—1000
0.8r |—a6000 7
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0 - L A i ‘I’ ;\ [ ‘\_ i L il ‘/\‘_J \L
5 10 15 20 25 30

Nimero de onda

Figura 8: Comparacion de las soluciones analiticas para la elevacion variando
la cantidad de términos para las sumatorias para obtener el coeficiente A; del
polinomio solucién.
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Velocidad

La expresién obtenida para calcular el coeficiente A; de la velocidad es
el cociente de dos sumatorias. Al igual que para la elevacion, se hace un
andlisis para decidir la cantidad de términos en las sumatorias.

En la figura 10 se muestra el comportamiento de los términos de la
sumatoria del numerador de la ecuacién (84). Se observa que, para algunos
nimeros de onda menores a 6, los términos convergen lentamente a cero,
mientras que para los nimeros de onda mayores a 6 la convergencia es mas
rapida y evidente.

Numeros de onda mayor a 6

T F T
(s wen))|,
1y, (Miwer + ) °

1

Valor del término

% 1 1 1 1 1 | 1 1
100 150 200 250 300 350 400 450 500

Numeros de onda menor a 6

Valor del término

I | | 1 1 | I 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Término en la sumatoria

Figura 10: Convergencia de los términos de la sumatoria del numerador de la
expresion para encontrar el coeficiente A; de la velocidad. Las lineas de colores re-
presentan el niimero de onda. En la parte superior se presenta el comportamiento
para los nimeros de onda mayores a 6. La grafica inferior muestra el comporta-
miento para los nimeros de onda menores a 6.

En la figura 11 se muestra el comportamiento de los términos de la
sumatoria del denominador de la ecuacién (84). Se observa que para niime-
ros de onda mayores a 4 los términos de la sumatoria convergen a cero
rapidamente. Para algunos nimeros de onda menores a 4 la convergencia
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a cero es mas lenta, de manera que parece que la convergencia se produce
a valores diferentes a cero.
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Figura 11: Convergencia de los términos de la sumatoria del denominador de la
expresion para encontrar el coeficiente A; de la velocidad. Las lineas de colores
representan el nimero de onda. En la grafica de la parte superior se presenta el
comportamiento de los términos de los nimeros de ondas mayores a 4. En la parte
inferior se puede ver el comportamiento de los términos de los niimeros de onda
menores a 4.

En la figura 12 se muestran las soluciones analiticas variando la canti-
dad de términos en la sumatoria para calcular el coeficiente A; y la cantidad
de coeficientes para el polinomio solucién. Se observa que las soluciones con
100 y 1000 coeficientes son iguales si la cantidad de términos en las suma-
torias es la misma, por lo que que la cantidad de coeficientes no varia la
solucion. Por el contrario, las soluciones cambian si la cantidad de térmi-
nos de las sumatorias varian. Debido a esto, es mas importante determinar
correctamente la cantidad de términos de las sumatorias para obtener A;.

En la figura 13 se muestran las soluciones al variar la cantidad de térmi-
nos en la sumatoria de la expresion del coeficiente A1 y dejar fija la cantidad
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Figura 12: Comparacion de las soluciones analiticas para la velocidad. En la grafica
de la parte superior se presenta la cantidad de términos para la sumatorias para
obtener A; se fij6 en 100 y se varié la cantidad de coeficientes para el polinomio
solucién. En la parte inferior se fijé en 6000 la cantidad de términos para las
sumatorias de A; y se varié la cantidad de coeficientes para el polinomio solucién.
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Figura 13: Comparacién de soluciones analiticas para la velocidad variando la
cantidad de términos para las sumatorias de la expresion Aj.

40



de coeficientes del polinomio. Se observa que las soluciones para nimeros
de onda menores a 4 no varian entre ellas, esto puede estar relacionado con
la lenta convergencia a cero de los términos. Para los modos resonantes pro-
ducidos a nimeros de onda mayores a 4, las soluciones con 100, 1000 y 6000
términos varian en gran medida entre ellas. Sin embargo, las soluciones con
6000 y 10000 términos ya no varian entre ellas. Por lo que la aproximacién
con 6000 términos es la adecuada para no aumentar el tiempo de computo.

Al comparar la solucién analitica con la solucién numérica de la veloci-
dad (fig. 14 (a)) se observa que las soluciones son similares. Para nimeros
de onda mayores a 6 las soluciones son muy parecidas, tanto en el nimero
de modos resonantes como en la posicién de estos. Asi mismo, para nime-
ros de onda menores a 6 los modos resonantes discrepan en la posicién y
en el nimero de modos resonantes, ya que la solucion analitica calcula un
modo resonante extra que se encuentra entre el primer modo resonante y
el origen (no visible en la gréfica debido a la escala).

Si se observa la diferencia entre la solucién analitica y la solucién
numérica de las posiciones de los modos resonantes (fig. 14 (b)), se ve
una diferencia maxima de 0.43 en nimero de onda en el primer modo re-
sonante. Para los modos resonantes posteriores la diferencia disminuye y
en algunos casos es cero o negativa. Esto quiere decir que los modos reso-
nantes obtenidos numéricamente estan desplazados respecto de la solucién
analitica. Se encuentran desplazados a la derecha si la diferencia es positi-
va, no desplazados si la diferencia es cero o desplazados a la izquierda si la
diferencia es negativa.
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Otras batimetrias

La validacion del método propuesto con los dos casos anteriores permite
utilizar este método para canales con batimetrias cuyas soluciones analiti-
cas no existen o requieren mucho tiempo para obtenerlas. Las batimetrias
que se analizaron fueron, ademads de la batimetria plana y con forma pa-
rabdlica, la batimetria en forma de escalon, parabola completa y en forma
Gaussiana. En la figura 15 se muestra el diagrama de las otras batimetrias
utilizadas.

n=n(x.t)

Gaussiana

i X/2 X/2

Parabola completa

=1
v

o
w ©
==
5

X
=}

Escalén

=
Ly SRR
=+

e ]

Figura 15: Diagramas de los canales con diferentes batimetrias utilizados para
aplicar el método propuesto.

En las figuras 16 y 17 se muestran los modos resonantes de velocidad
y elevacién para los cinco canales con diferentes batimetrias. Se observa
que, tanto para la velocidad como para la elevacién, los modos resonantes
de los canales difieren con los modos del canal con batimetria plana, en el
nimero de modos y en la posicion de estos. Ademds, los modos resonantes
calculados para cada canal también difieren entre ellos.

43



- uoreose A eoroqered ‘euerd
ISRLIJOWIR( SOJUSISJIP U0D sofeued so1) vied ojsendord opolowr [0 UOD SOPR[NO[RD SOJURUOSOI SOPOIN 9T RINSI]

Bpuo ap oJawnp
og GZ 0g oL 5

Fr 7 T QJ_S #im_,ﬁé T L

ugeasgy

H ejogesed —— g0

oueld——
T

(epezZIjELLIOU)
BLUIXELL PBPIJOSA

ﬁ R (A R (A AL -

uoeasy
H elodeled —— -18°0
oueld——

. L

(epezijeLuou)
BLIIXEW UQIDEAS(T

44



“euerssnes A ejordwoo eoroqered ‘eued
ISRLIJOUIT)R( SO)ULISJIP U0D so[eurd soI} eled ojsondoid opojoul [0 WOD SOPR[NO[RD SIJURUOSOI SOPOIN :LT BINSI

BpUO ap oJalliny

ot +¥4 1} Gl oL S
ﬁ. %Jﬂ v J__‘ Jﬁ ,r— I Kil <Jﬁ. ¥ 4\. T T g T ™
- 420 _ &
=]
o g
- qHtvo0 3 o
55
- 190D 2
BUBISSNES) o
H g elogeled —— Hgo ™ m
ougld——
: l
EPUO 8p 043NN
ot [+¥4 0T Gl oL S
T T T T T
/ ey i L
zo o
3 <
23
= —vo0 3 &
=2
I 190 R 3
BUEISSNED o w
H ¢ elogeed —— 180 " 3
oupld——
- )

45



8. Discusion

Para un canal con fondo plano obtener la solucién analitica para los
modos resonantes de elevacién y velocidad es facil. Sin embargo, una ba-
timetria con esta forma no es muy realista, aunque muchas veces se hace
esta suposicién a manera de simplificacién. Tinti (1980) sugiere que la bati-
metria es un factor importante para el cilculo de modos resonantes, por lo
que tener metodologias para resolver las ecuaciones de aguas someras, sin
viscosidad, linealizadas, sin rotacién y en una dimension, es importante pa-
ra obtener modos resonantes para canales con batimétrias mas complejas.
Sin embargo, ademas de tener la metodologia, es importante comprobar
que esta resuelva correctamente las ecuaciones (Delestre et al., 2012).

La simetria del sistema de ecuaciones a resolver permite que el método
ANA pueda ser aplicado para este problema. Para comprobar que el méto-
do resuelve de manera adecuada el sistema, se utiliza la solucién analitica
del canal con fondo plano como primera validacion. Para este canal, el algo-
ritmo propuesto obtiene una solucién muy parecida a la solucién analitica,
tanto en la cantidad de modos resonantes como en la posicion de estos.

Para calcular el error en la solucién numérica se calculé 6,

[Ae = Ac]
= — ¥

e

0 100,

donde )¢ es la longitud de onda asociada a un modo resonante calculado
analiticamente y A. es la longitud de onda, asociada a un modo resonante
calculado numéricamente. El valor nos dice, en porcentaje, qué tan pequena
o grande es A. con respecto a A..

En la figura 18 se muestra § para el canal con fondo plano. Para la
velocidad , el error méximo es de 1.5% y el minimo es de 0%. Para le
elevacion, el error méximo es de 0.8 % y el minimo es de 0 %. En la figura
19 se observa el error § para el canal con fondo parabdlico. El error para
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los modos resonantes de la velocidad y la elevacion se comporta de manera
creciente. Es minimo para longitudes de onda pequenas y maximo para
longitudes de onda grandes.

Canal con batimetria plana

1.2F : ——Velocidad
——Elevacién

06 . , i

0.4 ‘ 4

0 | | 1 | 1
0.1 02 0.3 0.4 0.5 06
Longitud de onda (asociada a un modo resonante)

Figura 18: Error en el tamano de la longitud de onda calculado numéricamente
para un canal con fondo plano.

Al comparar el error obtenido en los dos canales, se distingue que el
error del canal con batimetria parabdlica es hasta diez veces més grande
que el error para el canal con fondo plano, para las longitudes de onda
mas grandes. Sin embargo, para longitudes de ondas pequenas el error es
similar y minimo.

Delestre et al. (2012) hacen una comparacién de las soluciones numéri-
cas con las soluciones analiticas de elevacién (obtenidas con el software
SWASHES) para canales unidimensionales con fondos no planos. Para un
canal con un monticulo en el centro, reportan un error de la solucién
numérica del 0.06 % en la parte anterior al obstdculo y justo en el mis-
mo un error de 1.2 %. Dichos errores se asemejan a los obtenidos en este
trabajo para el canal con fondo plano. Para un canal con una batimetria
con una pendiente suave, estos autores reportan un error minimo de 1%
y uno maximo de 24 %, estos errores se asemejan a los obtenidos en este
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Canal con batimetria parabdlica
T T T

——Velocidad :
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Longitud de onda (asociada a un modo resonante)

Figura 19: Error en el tamano de la longitud de onda calculado numéricamente
para un canal con batimetria parabdlica.

trabajo para el canal con batimetria parabdlica.

Por otra parte, es importante destacar la diferencia entre la cantidad de
trabajo para obtener la solucién analitica y la solucién numérica. Esta dife-
rencia es muy evidente para el canal con batimetria parabdlica. El trabajo
para la solucién analitica es mucho mayor que el realizado para la solucién
numérica. Ademas, el procedimiento para calcular la solucién analitica es
solo para ese canal en particular, mientras que el algoritmo propuesto es
aplicable para todos los canales con batimetria variable. Gémez-Garcia
(1991) también destaca la cantidad de trabajo para obtener la solucién
analitica y numerica con el método ANA, pero para el caso de deflexién de
vigas. Adicionalmente indica que las soluciones difieren en 1% y propone
aumentar la cantidad de nodos para mejorar la precision.

Con lo que respecta a los modos resonantes calculados para las otras
batimetrias, se observa cémo los modos resonantes cambian en funcién de
la batimetria como también Tinti (1980) y Mattioli (1978) lo indican. Esto
es importante ya que demuestra que la simplificacion a batimetria plana
puede no ser adecuada.
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9. Conclusiones

s El método numérico ANA para sistemas tridiagonales se puede em-
plear para las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealiza-
das, sin rotacién, en una dimensién y con profundidad variable.

s El tiempo y trabajo requerido para obtener la solucién analitica es
mayor que el requerido para obtener la solucién numérica. Ademsds,
con la solucion numérica se obtiene un método generalizado para
cualquier batimetria.

= Para un canal con fondo plano la solucién numérica resuelve adecua-
damente los modos resonantes. Los errores calculados fueron menores
a1.5%.

s Para un canal con batimetria parabdlica la solucién numérica re-
suelve adecuadamente los modos resonantes para longitudes de onda
cortas, mientras que para longitudes de onda largas el error aumenta
en gran medida.

= Para el problema de encontrar modos resonantes en un canal abierto
con profundidad variable, el método propuesto es una opcién efi-
ciente computacionalmente hablando por el poco requerimiento de
memoria de la computadora.

= Se encontrd que la variacién en la batimetria del canal afecta el nime-
ro y la posicién de los modos resonantes, tanto para la velocidad como
para la elevacién.
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