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Resumen

Cuando se utilizan diferencias finitas en las ecuaciones de aguas so-
meras, sin viscosidad, linealizadas, sin rotación, en una dimensión y con
profundidad variable, se debe resolver un sistema tridiagonal. Se presen-
ta un método numérico que resuelve las ecuaciones mediante una fórmula
recurrente, el cual es eficiente computacionalmete hablando. La metodo-
loǵıa se utiliza para encontrar modos resonantes, de velocidad y elevación,
en un canal unidimensional con fondo variable. Para hacer la validación
del método propuesto para este problema, se hace la comparación de la
solución numérica con la solución anaĺıtica para dos canales (uno con bati-
metŕıa plana y otro con batimetŕıa parabólica). La solución anaĺıtica para
el canal con batimetŕıa plana se obtuvo mediante la solución a la ecuación
de Helmhotz y la solución para el canal con batimetŕıa parabólica se obtuvo
mediante el método de series de potencia. Se encontró que las soluciones
numéricas coinciden en gran medida con las soluciones anaĺıticas. Para el
canal con batimetŕıa plana el error mı́nimo fue de 0 % y el máximo fue
de 1.2 %. Para el canal con fondo parabólico el error mı́nimo fue de 0 %
y el máximo de 10 %. Al aplicar el método propuesto a canales con otras
batimetŕıas, cuya solución anaĺıtica seŕıa dif́ıcil de hallar, se encontró que
la variación en la batimetŕıa del canal afecta a la cantidad y a la posición
de los modos resonantes.

Palabras clave: Sistemas tridiagonales, fórmula recurrente, modos reso-
nantes.

i



DEDICATORIA
A mi familia, Maru, Toño y Hugo.

ii



Agradecimientos

A mi mamá y mi papá por el apoyo y el amor que me siempre me
han dado.

A mi hermano, Hugo, por siempre estar cerca aunque estemos lejos.

A mi mejor amiga y mi mayor apoyo en Ensenada, Carla, que durante
todo el proceso de la universidad y de esta tesis me aconsejo y me
dio muchos momentos de felicidad.

Al Dr. Rafael Hernández Walls por toda su paciencia y todo el co-
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compañ́ıa, apoyo y consejos.

A todas las personas que han sido parte de mi vida universitaria
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riando la cantidad de términos para las sumatorias de la
expresión A1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

14. (a) Comparación entre solución anaĺıtica y numérica de los
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1. Introducción

Las ecuaciones de Navier-Stokes se basan en la segunda ley de Newton
y describen la dinámica de los fluidos. Estas ecuaciones son de naturaleza
complicada y dif́ıciles de resolver. Sin embargo, existen aproximaciones pa-
ra casos particulares que facilitan su resolución. Las ecuaciones de aguas
someras (SWE, por sus siglas en inglés) son un ejemplo de estas aproxima-
ciones y se obtienen al integrar verticalmente las ecuaciones de continuidad
y momentum (Haidvogel y Beckmann, 1999), si son escritas en forma de
sus componentes:

∂u

∂t
− fv + g

∂η

∂x
+ µu = 0

∂v

∂t
+ fu+ g

∂η

∂y
+ µv = 0

∂η

∂t
+∇ · V (H + η) = 0, (1)

donde u es la velocidad zonal, v es la velocidad meridional, t es el tiempo,
f es el parámetro de Coriolis, g es la aceleración de la gravedad, µ es la
viscosidad, H es la profundidad de referencia del fluido y η es la elevación
que se produce con respecto a H (Alfaro et al., 2007).

La solución de las ecuaciones anteriores nos permite encontrar dos im-
portantes componentes, la elevación de la onda y su velocidad, ambas están
expresadas en función del tiempo y el espacio (Crowhurst, 2013). Las ecua-
ciones de aguas someras describen la evolución de un flujo homogéneo e
incompresible, se utilizan cuando la profundidad es menor a las dimen-
siones horizontales del problema y las velocidades verticales son pequeñas
(Acheson, 1990).

El estudio de los fluidos en aguas someras es de gran importancia pa-
ra la descripción de sistemas naturales (procesos atmosféricos, fluviales y
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costeros, tsunamis, corrientes oceánicas entre otras) y para el diseño de
puertos (Acheson, 1990).

Si bien las ecuaciones son aplicables para describir diferentes proce-
sos, estas tienen su nivel de complejidad debido a los términos no lineales
presentes (Periáñez, 2010). Al ser un sistema no lineal es dif́ıcil resolverlo
anaĺıticamente. Si la solución anaĺıtica es requerida, el sistema puede ser
linealizado.

La linealización es un método que aproxima el resultado de una función
en un punto cualquiera (x = a) a partir de la pendiente y del valor de la
función al punto. Las ecuaciones de aguas someras sin viscosidad pueden ser
linealizadas, con algunas suposiciones a algunas de las variables manejadas:

∂u

∂t
= fv − g ∂η

∂x
∂v

∂t
= −fu− g∂η

∂y

∂η

∂t
= −∂(Hu)

∂x
− ∂(Hv)

∂y
. (2)

Al calcular la elevación y la velocidad de la onda en un sistema, con
las ecuaciones de aguas someras linealizadas, se pueden obtener los modos
resonantes. Un modo resonate es una frecuencia que produce resonancia en
un sistema. La resonancia es un fenómeno mecánico que se produce cuando
un sistema es sometido a una fuerza oscilatoria con una frecuencia similar a
la frecuencia natural del sistema, dando como resultado una amplificación
en los movimientos mecánicos.

En especial, la resonancia se puede producir en puertos, Dı́az-Hernández
(2006) define la resonancia portuaria como un ”fenómeno de oscilación de
un cuerpo de agua semi-cerrada definido por un puerto, cuya caracteŕıstica
fundamental es registrar niveles de agitación sobre-amplificados, de gran
contenido energético, de ocurrencia súbita y generalmente de corta dura-
ción”. La resonancia es un fenómeno que puede llegar a causar grandes
problemas en los puertos. Estos problemas pueden ser, el daño a la estruc-
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tura del puerto, problemas de colisiones entre embarcaciones y problemas
de carga. Todo esto causa pérdidas materiales, y por lo tanto económicas,
por esta razón en el diseño de puertos es importante buscar evitar la reso-
nancia o minimizar los efectos.

La resonancia en puertos se puede producir debido a la presencia de
ondas oceánicas. Este fenómeno ha sido estudiado en varios aspectos. Di-
ferentes autores han trabajado con los efectos producidos por la geometŕıa
portuaria, por los canales de entrada, por el acoplamiento entre cuencas
internas, por los rompeolas y por el ancho de la entrada al puerto. Otro
aspecto que ha sido estudiado es la respuesta a la batimetŕıa. Se ha encon-
trado que la batimetŕıa es de importancia en el estudio de ondas incidentes
en cuerpos de agua con fronteras semicerradas (Tinti, 1980).

Por tanto, es importante evaluar el efecto de dicho fenómeno en puertos,
y una forma es utilizando como primera aproximación las ecuaciones de
aguas someras, sin viscosidad, linealizadas (Tinti, 1980), y en casos simpli

cados a una dimensión, que pueden describir adecuadamente el proble-
ma (Delestre et al., 2012). Cabe mencionar que estas ecuaciones ya han
sido resueltas mediante métodos anaĺıticos y métodos numéricos (Bresch,
2009; Vreudenhil, 1994).

Algunas de las ecuaciones que describen ciertos fenómenos oceanográfi-
cos, suelen estar definidas como ecuaciones diferenciales con ciertas condi-
ciones de frontera; los metodos para resolver dichas ecuaciones pueden ser,
ya sea numéricos o anaĺıticos. Por ejemplo si se utilizan métodos anaĺıti-
cos es posible obtener una solución exacta en forma de una función que
puede ser evaluada en cualquier punto del dominio, sin embargo, en mu-
chas ocasiones no es posible, o es muy complicado resolverlo de esta forma,
y es entonces cuando se utilizan los métodos numéricos, los cuales suelen
ser una herramienta importante y complementaria para el estudio de la
oceanograf́ıa actual, ya que permiten obtener una solución aproximada del
sistema (Periáñez,2010).

Para resolver numéricamente este tipo de ecuaciones, en este caso las
ecuaciones de aguas someras, se hace una discretización y se transforman
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a ecuaciones algebraicas, donde las magnitudes de interés son despejar.
Existen diferentes técnicas para resolver dichas ecuaciones, tales como: ele-
mentos finitos, métodos espectrales y diferencias finitas (Periáñez, 2010).
Es importante mencionar que se ha demostrado que los métodos que utili-
zan elementos finitos pueden ser utilizados para resolver las ecuaciones de
aguas someras.(Crowhurst, 2013).

La elección de un método numérico para resolver sistemas, en este caso
sistemas lineales, es importante para tener una buena eficiencia compu-
tacional. Por ejemplo cuando el sistema es lo suficientemente pequeño para
la memoria de la computadora, se recomienda usar métodos directos para
minimizar el error de redondeo. En cambio, para sistemas grandes, cuyos
coeficientes son en su mayoŕıa cero y que aparecen en patrones regulares,
se recomienda usar métodos iterativos. Sistemas de este tipo se producen
cuando se usan técnicas de diferencias finitas para resolver problemas de
valor en la frontera, esto suele ser muy común cuando se resuelven ecua-
ciones diferenciales parciales (Burden, 1985).

En este trabajo se proponen metodoloǵıas numéricas para resolver las
ecuaciones de aguas someras, y por ellos será importante validar que los
resultados obtenidos describan correctamente el fenómeno. El primer paso
para la validación es comprobar que los resultados converjan y sean estables
(solo se valida el método, no que los resultados obtenidos describan correc-
tamente el fenómeno); el segundo paso es la comparación con resultados
de casos simplificados obtenidos anaĺıticamente; por último es necesario
hacer una comparación con datos experimentales (Delestre et al., 2012).
Esta tesis se centra en la comparación con soluciones anaĺıticas para casos
simplificados.
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2. Antecedentes

Cuando a las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealizadas,
sin rotación y en una dimensión, se resuelven por diferencias finitas, se
puede llegar como un sistema matricial tridiagonal. Un sistema tridiagonal
es aquel en donde sólo en la diagonal principal y en las dos secundarias hay
elementos diferentes a cero. Se han propuesto diferentes algoritmos para la
solución de este tipo de sistemas, como los son el método de Thomas, el
método de Hockney, el método de Stone y el propuesto por Gómez-Garćıa.

Usualmente, se utiliza el Método de Thomas para resolver sistemas tri-
diagonales. Este método se basa en la descomposición LU y consiste en
pasos consecutivos: la eliminación de la diagonal inferior, mediante opera-
ciones en la matriz de coeficientes, y una sustitución de atrás hacia delante.
Estos dos pasos, que llevan a la solución del sistema, hacen que este méto-
do se considere ineficiente computacionalmente hablando. Para un sistema
tridiagonal con N número de ecuaciones el tiempo de computo será del
orden de N6 (Thomas, 1949).

Para disminuir el tiempo de cómputo se han propuesto otros métodos.
Hockney (1964) propuso un algoritmo de reducción ćıclica, el cual consiste
en disminuir a la mitad el número de ecuaciones al juntar tres ecuaciones
consecutivas. Ya que al realizar este procedimiento el sistema mantiene su
forma tridiagonal, este proceso puede ser repetido hasta que se pueda rea-
lizar una sustitución hacia atrás y y aśı obtener la solución del sistema.

Otro método es el propuesto por Stone (1973), el cual al igual que el
método de Thomas, se basa en la descomposición LU, sin embargo, para
este método no es necesario resolver el sistema por partes consecutivas.
Mediante una duplicación recursiva se generan fórmulas equivalentes que
se pueden resolver de manera paralela. El tiempo de cómputo calculado
con esta metodoloǵıa disminuye y es del orden de log2N , donde N es el
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número de ecuaciones.

Por otro lado Gómez-Garćıa (1991) propone un nueva solución median-
te una fórmula recurrente y su aplicación a vigas complejas. Este método
es el que se aplica en esta tesis pero desarrollado para las ecuaciones de
aguas someras, sin viscosidad, linealizadas y en una dimensión. El método
lo bautiza con el nombre nemotécnico ANA por la estructura de la matriz
de coeficientes del sistema que consta de 2 subdiagonales (A) y una diago-
nal principal (N). En el trabajo compara la solución para deflexión de vigas
obtenida mediante el algoritmo desarrollado con la solución anaĺıtica.

El trabajo de Gómez-Garćıa parte de la ecuación diferencial de segundo
orden con valores en la frontera:

d2u

dt2
= R(x)

a ≤ x ≤ b
y(a) = ya, y(b) = yb, (3)

que es discretizada mediante diferencias centrales obteniendo la expresión:

yi−1 − 2yi + yi+1 = h2Ri

i = 1 : n− 1. (4)

La ecuación anterior, al ser expresada en los diferentes puntos discreti-
zados (nodos) y si se utilizan las condiciones de frontera y0 y yn, se llega
al sistema en cuya matriz de coeficientes se observa la forma tridiagonal.



−2 1
1 −2 1

1 −2 1
· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·
1 −2 1

1 −2





y1

y2

y3
...
...

yn−2

yn−1


=



h2R1 − y0

h2R2

h2R3
...
...

h2Rn−2

h2Rn−1 − yN
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Para encontrar el valor de yi, para toda i, se despeja la varible en la
ecuación del primer nodo y se sustituye en la ecuación del siguiente nodo,
si este procedimiento se continúa para varios nodos, se puede establecer
una fórmula recurrente para el valor de la variable que está en función del
valor de la variable en el siguiente nodo.

yi =
1

i+ 1
(y0 + iyi+1 − h2

i∑
j=1

Rj). (5)

Cuando se llega hasta n − 1, donde la expresión es conocida en su to-
talidad por las condiciones de frontera, se puede resolver para los puntos
anteriores obteniendo aśı la solución completa.

Al comparar los resultados obtenidos mediante el método numérico pro-
puesto con la solución anaĺıtica, para diferentes casos de deflexión de vigas,
se llegó a la conlusión de que el tiempo invertido para obtener la solución
anaĺıtica es más complicado que el método que se propone y los resultados
casi no difieren, lo que indica que el método resuelve correctamente las
ecuaciones. Para esta tesis se usará este método, ANA, pero aplicándolo a
las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealizadas, sin rotación
y en una dimensión.
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3. Hipótesis

Implementar el método recurrente ANA a las ecuaciones de aguas so-
meras sin viscosidad linealizadas, sin rotación y en una dimensión, para
estudiar el fenómeno de resonancia en un canal, lo cual permitirá ver la
importancia de tomar en cuenta la batimetŕıa del canal.
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4. Objetivo

General

Resolver las ecuaciones de aguas someras linealizadas, en una dimen-
sión, con profundidad variable; implementando el método propuesto por
Gómez-Garćıa, D. (1991) y hallar ondas que produzcan modos resonantes
en canales unidimensionales con diferente batimetŕıas; aśı como validar el
método.

Particulares

1. Obtener los modos resonantes de canales unidimensionales, con diferen-
tes batimetŕıas propuestas, utilizando una fórmula recurrente.

2. Validar el método numérico propuesto, comparando la solución obtenida
numéricamente de un canal con fondo plano con su respectiva solución
anaĺıtica.

3. Obtener mediante el método de series de potencia la solución anaĺıtica
de un canal con batimetŕıa parabólica y comparar esta solución con su
solución numérica.

4. Analizar el comportamiento de la posición de los modos resonantes al
variar la batimetŕıa.
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5. Justificación

El método propuesto en este trabajo puede llegar a ser de gran utili-
dad ya que disminuye el tiempo de cómputo, además de que es sencillo de
entender e implementar.

Una aplicación importante de las ecuaciones de aguas someras es el
fenómeno de resonancia en puertos. Usualmente al abordar este problema,
se suele simplificar considerando batimetŕıa de fondo plano; sin embargo,
se han hecho estudios que demuestran que la batimetŕıa influye, en gran
medida, en la frecuencia de los modos resonantes. El método propuesto
pretende ser una opción para tratar este tema sin aumentar el tiempo de
cómputo.
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6. Metodoloǵıa

Método numérico

Las ecuaciones de aguas someras linealizadas, sin viscosidad y sin rota-
ción, reducen el problema a las siguientes ecuaciones diferenciales parciales:

∂u

∂t
= −g ∂η

∂x
∂η

∂t
= −H∂u

∂x
− u∂H

∂x
, (6)

donde u = u(x, t) es el promedio de la velocidad del flujo en el canal, que
vaŕıa con la posición y el tiempo; η = η(x, t) es la elevación por encima
del nivel medio del mar, que también depende de la posición y el tiempo;
H = H(x) es la topograf́ıa y g es la aceleración de la gravedad.

Resolviendo para eta, primero se deriva con respecto del tiempo la
segunda ecuación del sistema (6), y se utiliza la primera ecuación (6) para
reducir el número de variables, asi:

∂2η

∂t2
= gH

∂2η

∂x2
+ g

∂η

∂x

∂H

∂x
. (7)

Si se propone que la elevación está dada por una onda plana η =
η̂(x)eiωt, donde η̂ es la amplitud y ω es la frecuencia angular, entonces
la ecuación (7) se transforma a una que solo depende de x:

−ω2η̂ = gH
∂2η̂

∂x2
+ g

∂η̂

∂x

∂H

∂x
. (8)

Para resolver la velocidad, la primera ecuación del sistema (6) se deriva
con respecto del tiempo y se utiliza la segunda ecuación del sistema (6)
para reducir el número de variables, obteniendo:
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∂2u

∂t2
= g(2

∂H

∂x

∂u

∂x
+H

∂2u

∂x2
+ u

∂2H

∂x2
). (9)

De igual modo con la velocidad, se propone una solución dada por una
onda plana u = û(x)eiωt, donde û(x) es la velocidad y ω es la frecuencia
angular, la ecuación (9) se transforma a:

−ω2û = g(2
∂H

∂x

∂û

∂x
+H

∂2û

∂x2
+ û

∂2H

∂x2
). (10)

Para calcular tanto η̂(x) como û(x), se proponen dos sistemas tridia-
gonales, uno para la elevación con la ecuación (8) y otro para la velocidad
con la ecuación (10). Para obtener la solución se discretiza el dominio (x)
en intervalos de igual tamaño ∆x, utilizando un canal de longitud unitaria,
y aśı se crea una malla que representa el problema.

Figura 1: Malla del canal rectangular en 1-D.

La posición de cada punto o nodo está dado por:

xi = i∆x;

i = 0 : N

Donde i = 0 : N y ∆x es el tamaño del intervalo:

∆x =
1

N

Elevación

La elevación se resuelve al remplazar ηi ≡ ˆη(xi) en la ecuación diferen-
cial (8) y al aplicar el método de diferencias finitas, dando:

Hi

∆x2
(ηi+1 − 2ηi + ηi−1) +

(Hi+1 −Hi)(ηi+1 − ηi)
∆x2

+
ω2

g
ηi = 0. (11)
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Reacomodando la ecuación (11) se obtiene un sistema tridiagonal:

ηi+1 + φiηi + γiηi−1 = 0, (12)

donde se define:

φi =
−Hi −Hi+1 + ω2∆x2

g

Hi+1

γi =
Hi

Hi+1
. (13)

Como condiciones de frontera para este problema, en la entrada del
canal, i = 0, se establece el valor de la elevación para ilustrar la amplitud
de la onda incidente. En el extremo derecho del canal se establece una
frontera cerrada con la condición de Newmann:

η0 = 0.001

(
∂η

∂x
)N = 0. (14)

Al usar diferencias finitas, la condición de Newmann se reduce a:

ηN−1 = ηN . (15)

Con (14) y (15) condiciones de frontera, el sistema tridiagonal queda:



φ1 1
γ2 φ2 1

γ3 φ3 1
· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·
γN−2 φN−2 1

γN−1 (φN−1 + 1)





η1

η2

η3
...
...

ηN−2

ηN−1


=



γ1η0

0
0
...
...
0
0


Para encontrar la fórmula recurrente que resolverá el sistema se despeja

η en el primer nodo del canal obteniendo:
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η1 =
−γ1η0 − η2

φ1
, (16)

al hacer lo mismo para el segundo nodo del canal se obtiene el segundo
valor de elevación que depente del valor en el nodo anterior η1 y del valor
en el nodo siguiente η3:

η2 =
−γ2η1 − η3

φ2
. (17)

Al sustituir la ecuación (16) en la ecuación (17) se encuentra una nueva
expresión para η2:

η2 =
γ1γ2η0 − φ1η3

φ1φ2 − γ2
, (18)

el siguiente valor de elevación puede ser obtenido de la misma manera:

η3 =
−γ1γ2γ3η0 − (φ1φ2 − γ2)η4

φ3(φ2φ1 − γ2)− γ3φ1
. (19)

Aśı se generaliza el cálculo de la solución del sistema y se encuentra la
fórmula recurrente para elevación para i = 1 a N − 2, donde se definen los
coeficientes C0 = 1, C1 = φ1, Ci = φiCi−1 − γiCi−2 para i = 2 a N − 2:

ηi =
(−1)i(

∏i
j=1 γj)η0 − Ci−1ηi+1

Ci
. (20)

La fórmula (20) calcula la elevación en todo el canal exceptuando en el
nodo anterior a la frontera, i = N − 1. Para encontrar este último valor, se
sustituye N − 2 en la ecuación (20):

ηN−2 =
(−1)N−2(

∏N−2
j=1 γj)η0 − CN−3ηN−1

CN−2
. (21)

Al usar la condición de frontera derecha se obtiene:

ηN−1 =
−γN−1ηN−2

φN−1 + 1
. (22)

Sustituyendo la ecuación (21) en la ecuación (22) se obtiene una expre-
sión para ηN−1 que sólo depende de η0:
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ηN−1 =
(−1)N−1(

∏N−1
j=1 γj)η0

CN−2(φN−1 + 1)− CN−3γN−1
. (23)

Con la ecuación (23) se calcula el valor de la elevación en el último
nodo. Con este valor se puede resolver la elevación para el resto del canal,
resolviendo la ecuación (20) de i = N − 2 a i = 1 (de atrás para adelante).

Velocidad

La velocidad se resuelve al remplazar ui ≡ û(xi) en la ecuación diferen-
cial (10) y al aplicar el método de diferencias finitas se obtiene:

Hi

∆x2
(ui+1 − 2ui + ui−1) + 2

(Hi+1 −Hi)(ui+1 − ui)
∆x2

+
ui

∆x2
(Hi+1 − 2Hi +Hi−1) +

ω2

g
ui = 0. (24)

Reacomodando la ecuación(24) se obtiene un sistema tridiagonal:

ui+1 + φiui + γiui−1 = 0, (25)

donde se define:

φi =
−Hi+1 − 2Hi +Hi−1 + ω2∆x2

g

−Hi + 2Hi+1

γi =
Hi

−Hi + 2Hi+1
. (26)

Se utiliza la relación entre u0 y η0 como condición de frontera derecha
y para la frontera izquierda se utiliza la condición cerrada de Dirichlet.

u0 = η0

√
g

H0

uN = 0. (27)

Con estas condiciones de frontera el sistema tridiagonal puede ser es-
crito:
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φ1 1
γ2 φ2 1

γ3 φ3 1
· · · · · · · · ·

· · · · · · · · ·
γN−2 φN−2 1

γN−1 φN−1





u1

u2

u3
...
...

uN−2

uN−1


=



γ1u0

0
0
...
...
0
0


De la misma manera que se realizó para la elevación, se obtiene una

fórmula recursiva que resuelve la velocidad en cada nodo de i = 1 a N − 2,
donde se definen los coeficientes C0 = 1, C1 = φ1 y Ci = φiCi−1 − γiCi−2

para i = 2 a i = N − 2,

ui =
(−1)i(

∏i
j=1 γj)u0 − Ci−1ui+1

Ci
. (28)

Para encontrar la velocidad en el nodo anterior a la frontera cerrada
y resolver hacia atrás, para todos los nodos, se sustituye i = N − 2 en la
ecuación (28):

uN−2 =
(−1)N−2(

∏N−2
j=1 γj)u0 − CN−3uN−1

CN−2
. (29)

Con las condiciones de frontera (27) y la ecuación (29) se obtiene una
expresión para la velocidad en el último nodo. Con este valor se pueden
calcular las velocidades en el resto del canal de i = N − 2 a i = 1.

uN−1 =
(−1)N−1(

∏N−1
j=1 γj)u0

CN−2φN−1 − CN−3γN−1
. (30)

Con las expresiones que calculan la elevación y velocidad en todos los
nodos del canal discretizado, con batimetŕıa, se pueden utilizar para cal-
cular los modos resonantes, al variar el número de onda incidente para
calcular los máximos valores de elevación y velocidad para cada onda.
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Soluciones anaĺıticas

Para hacer la validación del método numérico ANA aplicado a modos
resonantes, obtenidos de las ecuaciones de aguas someras, se propone la
comparación de la solución numérica con la anaĺıtica de dos canales con
diferentes batimetŕıas. Las batimetŕıas que se proponen para este análisis
fueron elegidas por ser sencillas y porque la solución análitica se puede
calcular.

Canal 1: Batimetŕıa plana

El canal con fondo plano se propone de la forma H(x) = H0, donde H0

es la profundidad máxima. En la siguiente figura se muestra el esquema del
canal.

Figura 2: Diagrama de canal unidimensional con fondo plano.

El fondo constante reduce las ecuaciones (8) y (10) a la forma de una
ecuación tipo Helmhotz,

∂2u

∂x2
+
ω2

gH
u = 0 (31)

∂2η

∂x2
+
ω2

gH
η = 0. (32)
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Si se define k2 = w2

gH , donde k es el numero de onda, la solución general
para la elevación y la velocidad esta dada por:

η(x) = C1cos(kx) + C2sin(kx)

u(x) = C3cos(kx) + C4sin(kx). (33)

Elevación

La solución particular de la elevación se calcula al encontrar los valores
de las constantes C1 y C2 de la ecuación (33), para esto se utilizan las
condiciones de frontera (14).

η(0) = C1 = η0. (34)

Con la segunda condición de (14) y C1 se puede calcular C2:

η′(1) = −η0sin(k) + C2cos(k) = 0

C2 = η0
sin(k)

cos(k)
= η0tan(k). (35)

Con los valores de C1 y C2 se obtiene la solución particular del proble-
ma:

η(x) = η0(cos(kx) + tan(k)sin(kx)). (36)

Velocidad

La solución particular de la velocidad se calcula al encontrar los valores
de las constantes C3 y C4 de la ecuación (33), para esto se utilizan las
condiciones de frontera (27):

u(0) = C3 = u0. (37)

Con la segunda condición de (27) y C3 se puede calcular C4:

u(1) = u0cos(k) + C4sin(k) = 0

C4 = −u0
cos(k)

sin(k)
= −u0cot(k) (38)
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Con los valores de C3 y C4 se obtiene la solución particular del proble-
ma:

u(x) = uo(cos(kx)− cot(k)sin(kx)). (39)

Canal 2: Batimetŕıa parabólica

La forma parabólica, con dominio en (0, 1), se propone para dar una for-
ma similar a una pendiente constante. En la figura 3 se muestra el esquema
del problema que se plantea. La batimetŕıa del canal es de la forma,

H(x) = H0 −H0x
2, (40)

donde H0 es la profundidad máxima en el canal.

Figura 3: Diagrama de canal unidimensional con batimetŕıa parabólica.

Elevación

Escribiendo la ecuación (8) donde η̂ ≡ η se obtiene

H
∂2η

∂x2
+
∂H

∂x

∂η

∂x
+
ω2

g
η = 0, (41)
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donde H es el perfil batimétrico y depende de x. Al sustituir el perfil ba-
timétrico propuesto (40) en la ecuación (41),

(Ho −Hox
2)
∂2η

∂x2
− 2Hox

∂η

∂x
+
ω2

g
η = 0. (42)

El método de series de potencias propone una solución en forma de un
polinomio dado por,

η(x) =

∞∑
q=0

Aqx
q, (43)

donde los elementos Aq son los coeficientes no conocidos del polino-
mio solución. Al sustituir el polinomio en la ecuación (42), se obtiene lo
siguiente,

(Ho −Hox
2)
∂2
(∑∞

q=0Aqx
q
)

∂x2
− 2Hox

∂
(∑∞

q=0Aqx
q
)

∂x
+
ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0.

(44)

Al hacer las derivadas de la expresión anterior se tiene,

(Ho −Hox
2)
∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q−2 − 2Hox

∞∑
q=0

qAqx
q−1 +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0,

(45)

al desarrollar se llega a,

Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q−2 −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

qAqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (46)

Al modificar los sub́ındices del primer término se tiene una expresión
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donde todos los términos están multiplicados por xq,

Ho

∞∑
q=−2

(q + 2)(q + 1)Aq+2x
q −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

qAqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (47)

En la ecuación anterior, el contador del primer término comienza en
−2, mientras que los otros términos comienzan en 0. Por esto se tiene que
avanzar dos unidades el primer término, pero en este caso, cuando q toma
los valores de −2 y −1 los términos son cero,

Ho

∞∑
q=0

(q + 1)(q + 2)Aq+2x
q −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

qAqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (48)

De donde se tiene que cumplir lo siguiente,

Ho(q + 1)(q + 2)Aq+2 +

(
−Hoq(q − 1)− 2Hoq +

ω2

g

)
Aq = 0, (49)

al despejar Aq+2 se obtiene,

Aq+2 =

(
Hoq(q − 1) + 2Hoq − ω2

g

)
Ho(q + 1)(q + 2)

Aq, (50)

y al definir:

W (q) =

(
(q2 − q) + 2q − ω2

C2
max

)
(q + 1)(q + 2)

, (51)

donde C2
max = gHo, y k = ω/C, entonces,

W (q) =
q2 + q − k2

q2 + 3q + 2
. (52)
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Si la ecuación (52) se sustituye en la ecuación (50) se obtiene la expre-
sión que calcula los coeficientes del polinomio,

Aq+2 = W (q)Aq. (53)

Con la expresión anterior sólo basta conocer los valores de Ao y de A1

para encontrar los demás términos. El valor de Ao se encuentra al colocar
la condición de frontera izquierda, mientras que el valor de A1 se encuentra
con la condición de frontera derecha.

Condición de frontera del lado izquierdo

La frontera del lado izquierdo está definida como una frontera abierta
η(0) = ηo. Al evaluar η en cero se obtiene que Ao = ηo. Con el coeficiente
Ao y la expresión (53) se pueden obtener los coeficientes con sub́ındices
pares,

A2 = W (0)A0

A4 = W (2)A2 = W (2)W (0)A0

A6 = W (4)A4 = W (4)W (2)A2 = W (4)W (2)W (0)A0

...

A2T+2 = W (2T )A2T = W (2T ) · · ·W (4)W (2)W (0)A0. (54)

Si se define lo siguiente para el caso de los coeficientes con sub́ındices
pares,

T∏
r=0

W (2r) = W (0)W (2)W (4)...W (2T ), (55)

se puede reescribir la ecuación (53). Con el valor conocido de A0 se calculan
los coeficientes con sub́ındices pares,

A2q =

(
q−1∏
r=0

W (2r)

)
Ao. (56)
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Condición de frontera del lado derecho

De la misma manera que con los coeficientes con sub́ındices pares, se
encuentran los coeficientes impares,

A2q+1 =

(
q−1∏
r=0

W (2r + 1)

)
A1, (57)

donde sólo es necesario conocer el coeficiente A1. Para calcular este coefi-
ciente se utiliza la segunda condición de frontera. La frontera derecha está
definida por una frontera cerrada,

∂η

∂x
= 0 en x = 1. (58)

De lo anterior se cumple lo siguiente,

∂η

∂x
=

∞∑
q=1

qAq = 0. (59)

La sumatoria se separa en los términos de coeficientes con sub́ındices
pares e impares,

Impares︷ ︸︸ ︷
∞∑
q=1

(2q − 1)A2q−1 +

∞∑
q=1

2qA2q︸ ︷︷ ︸
Pares

= 0. (60)

Con las ecuaciones (56) y (57) también se puede escribir como,

A1 +

∞∑
q=1

(2q + 1)

(
q−1∏
r=0

W (2r + 1)

)
A1 = −

∞∑
q=1

2q

(
q−1∏
r=0

W (2r)

)
Ao. (61)

Despejando A1 tenemos,

A1 =
−
∑∞

q=1 2q
(∏q−1

r=0W (2r)
)

1 +
∑∞

q=1(2q + 1)
(∏q−1

r=0W (2r + 1)
)Ao. (62)
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Con el valor conocido de A1 y la ecuación (57) se pueden calcular los
coeficientes impares. Aśı mismo, con el valor de A0 y la ecuación (56)
se pueden calcular los coeficientes pares. Al tener los coeficientes estos se
sustituyen en el polinomio solución (43) obteniendo el valor de la elevación.

Velocidad

Escribiendo la ecuación (10) donde û ≡ u se obtiene,

H
∂2u

∂x2
+ 2

∂H

∂x

∂u

∂x
+ u

∂2H

∂x2
+
ω2

g
u = 0, (63)

donde H es el perfil batimétrico y depende de x. Al sustituir el perfil ba-
timétrico propuesto (40) en la ecuación (63),

(Ho −Hox
2)
∂2u

∂x2
− 4Hox

∂u

∂x
− 2Hou+

ω2

g
u = 0. (64)

Para la velocidad, el método de series de potencias propone una solución
en forma de polinomio dado por,

u(x) =

∞∑
q=0

Aqx
q, (65)

donde los elementos Aq son los coeficientes no conocidos del polinomio
solución. Al sustituir el polinomio en la ecuación (64) se obtiene:

(Ho −Hox
2)
∂2(
∑∞

q=0Aqx
q)

∂x2
− 4Hox

∂(
∑∞

q=0Aqx
q)

∂x

− 2Ho

∞∑
q=0

Aqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (66)

Al hacer las derivadas de la expresión anterior se tiene,

(Ho −Hox
2)
∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q−2 − 4Hox

∞∑
q=0

qAqx
q−1

− 2Ho

∞∑
q=0

Aqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0, (67)
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que se puede desarrollar a la expresión,

Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q−2 −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q − 4Ho

∞∑
q=0

qAqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

Aqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (68)

Al modificar los sub́ındices del primer término se llega a una expresión
donde todos los términos están multiplicados por xq,

Ho

∞∑
q=−2

(q + 2)(q + 1)Aq+2x
q −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q − 4Ho

∞∑
q=0

qAqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

Aqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (69)

En la ecuación anterior, el contador del primer término comienza en
−2, mientras que los otros términos comienzan en 0. Por esto se tiene que
avanzar dos unidades el primer término, pero en este caso, cuando q toma
los valores de −2 y −1 los términos son cero,

Ho

∞∑
q=0

(q + 1)(q + 2)Aq+2x
q −Ho

∞∑
q=0

q(q − 1)Aqx
q − 4Ho

∞∑
q=0

qAqx
q

− 2Ho

∞∑
q=0

Aqx
q +

ω2

g

∞∑
q=0

Aqx
q = 0. (70)

De la ecuación anterior se cumple lo siguiente,

Ho(q + 1)(q + 2)Aq+2 +

(
−Hoq(q − 1)− 4Hoq − 2Ho +

ω2

g

)
Aq = 0.

(71)

Al despejar Aq+2 se obtiene,

Aq+2 =

(
Hoq(q − 1) + 4Hoq + 2Ho − ω2

g

)
Ho(q + 1)(q + 2)

Aq. (72)
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Si se define,

W (q) =

(
(q2 − q) + 4q + 2− ω2

C2
max

)
(q + 1)(q + 2)

, (73)

donde C2
max = gHo, y k = ω/C, entonces,

W (q) =
q2 + 3q + 2− k2

q2 + 3q + 2
. (74)

Si la ecuación (74) se sustituye en la ecuación (72) queda la expresión
con la que se calculan los coeficientes del polinomio solución,

Aq+2 = W (q)Aq. (75)

Con la expresión anterior solo basta conocer los valores de A0 y de
A1 para encontrar los demás coeficientes. De la misma manera que en el
procedimiento para la elevación, el valor de A0 se encuentra al colocar la
condición de frontera izquierda, mientras que el valor de A1 se encuentra
con la condición de frontera derecha.

Condición de frontera del lado izquierdo

La frontera izquierda es abierta y está definida por u(0) = η0

√
g
H0

. Al

evaluar u en cero se obtiene que Ao = η0

√
g
Ho

. Con el coeficiente Ao y la

ecuación (75) se pueden obtener los coeficientes pares,

A2 = W (0)A0

A4 = W (2)A2 = W (2)W (0)A0

A6 = W (4)A4 = W (4)W (2)A2 = W (4)W (2)W (0)A0

...

A2T+2 = W (2T )A2T = W (2T ) · · ·W (4)W (2)W (0)A0. (76)
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Al definir lo siguiente para los coeficientes con sub́ındices pares,

T∏
r=0

W (2r) = W (0)W (2)W (4)...W (2T ), (77)

se puede reescribir la ecuación (75) para los números pares, donde con el
valor conocido de A0 se pueden calcular los coeficientes pares.

A2q =

(
q−1∏
r=0

W (2r)

)
Ao. (78)

Condición de frontera del lado derecho

De la misma manera que con los coeficientes con sub́ındices pares, se
encuentra la relación para los coeficientes con sub́ındices impares,

A2q+1 =

(
q−1∏
r=0

W (2r + 1)

)
A1. (79)

La frontera derecha se encuentra cerrada y está definida por u(1) = 0
con lo que se cumple lo siguiente,

u =

∞∑
q=0

Aq = 0. (80)

La sumatoria se puede separar en los coeficientes con sub́ındices pares
e impares,

Impares︷ ︸︸ ︷
∞∑
q=0

A2q+1 +

∞∑
q=0

A2q︸ ︷︷ ︸
Pares

= 0. (81)

Al sustituir las ecuaciones (78) y (79) en la ecuación anterior se obtiene,

A1 +

∞∑
q=1

(
q−1∏
r=0

W (2r + 1)

)
A1 = −

A0 +

∞∑
q=1

(
q−1∏
r=0

W (2r)A0

) . (82)

27



Para obtener una expresión para el valor desconocido de A1, se factoriza
A1 y A0,1 +

∞∑
q=1

(
q−1∏
r=0

W (2r + 1)

)A1 = −

1 +
∞∑
q=1

(
q−1∏
r=0

W (2r)

)A0. (83)

Despejando A1 tenemos,

A1 =
−
(

1 +
∑∞

q=1

(∏q−1
r=0W (2r)

))
1 +

∑∞
q=1

(∏q−1
r=0W (2r + 1)

) Ao. (84)

Con el valor conocido de A1 y la ecuación (79) se pueden calcular los
coeficientes con sub́ındices impares. Aśı mismo, con el valor de A0 y la
ecuación (78) se pueden calcular los coeficientes con sub́ındices pares. Los
coeficientes se sustituyen en el polinomio solución (65) obteniendo el valor
de la elevación.
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Resultados

Se presenta la comparación de la solución anaĺıtica con la solución
numérica de los modos resonantes de un canal con fondo plano. Se ha-
ce esta misma comparación pero para un canal con batimetŕıa parabólica,
agregando un análisis para la determinación de la cantidad de términos y
coeficientes para la obtención de la solución anaĺıtica. Además se presentan
las soluciones numéricas, calculadas con el algoritmo propuesto, de cana-
les con batimetŕıas más complejas. Para cada caso se calculan los modos
resonantes de elevación y velocidad.

Canal 1: Batimetŕıa plana

Al utilizar un canal con batimetŕıa plana el algoritmo propuesto se
simplifica en gran medida, ya que la profundidad H se vuelve constante;
esto produce un cambio en las ecuaciones [26] para la velocidad y en las
ecuaciones [13] para la elevación, dando para los dos casos,

γ = 1

φ = −2 +
ω2∆x2

gH
. (85)

Los coeficientes Ci para los dos casos también se modifican a C1 = 1,
C2 = φ y Ci = φCi−1 − Ci−2.

Para la velocidad la ecuación [28] se simplifica a,

ui =
(−1)iu0 − Ci−1ui+1

Ci
. (86)

Con el mismo procedimiento que el presentado en la sección de meto-
doloǵıa, la ecuación anterior se puede aplicar para la velocidad en el nodo
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anterior a la frontera,

uN−1 =
(−1)N−1u0

φCN−2 − CN−3
.

Para la elevación la ecuación [20] se simplifica a,

ηi =
(−1)iη0 − Ci−1ηi+1

Ci
.

Al igual que con la velocidad, la ecuación anterior se puede aplicar para
la elevación en el nodo anterior a la frontera,

ηN−1 =
(−1)N−1η0

(φ+ 1)CN−2 − CN−3

El algoritmo simplificado y la solución de la ecuación de Helmhotz faci-
lita la comparación de las soluciones numéricas con las soluciones anaĺıticas
para el canal con batimetŕıa plana.

En la figura 4 (a) y (b) se muestra la solución numérica obtenida me-
diante el algoritmo y la solución anaĺıtica a la ecuación de Helmhotz. Es
importante recalcar que la solución numérica se obtuvo con el algoritmo
simplificado y con el no simplificado, obteniendo el mismo resultado. Se
observa que tanto para la elevación como para la velocidad las soluciones
anaĺıticas y numéricas coinciden en gran medida. Para números de onda
menores a 20, la solución numérica es un buen acercamiento a la solución
anaĺıtica. Sin embargo, para números de onda mayores a 20, los modos
resonantes calculados numéricamente se encuentran un poco desplazados
hacia la derecha respecto a la solución anaĺıtica para la elevación y despla-
zados hacia la izquierda para la velocidad.
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ĺı

ti
ca

m
en

te
y

n
u

m
ér

ic
a
m

en
te

p
a
ra

v
el

o
ci

d
a
d

y
el

ev
a
ci

ó
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En la figura 4 (c) se muestra la diferencia entre las posiciones de los
modos resonantes, de la velocidad y la elevación, calculados anaĺıticamen-
te y numéricamente. Para la velocidad la diferencia es positiva, no mayor
de 0.2 y en algunos casos cero. Esto representa que la solución numérica
está desplazada a la izquierda de la solución anaĺıtica. Cuando la solución
numérica es cero, quiere decir que es igual a la anaĺıtica, por lo que el modo
resonante se calculó en la misma posición. Para la elevación la diferencia es
negativa, no menor a -0.06 y en algunos casos cero. Esto quiere decir que
los modos resonantes obtenidos numéricamente se encuentran desplazados
a la derecha de la solución anaĺıtica. En el caso del primer modo resonante,
donde la diferencia es cero, la solución numérica fue la misma que la solu-
ción anaĺıtica.

Canal 2: Batimetŕıa parabólica

Las soluciones anaĺıticas presentadas, para la elevación y la velocidad
del canal con batimetŕıa parabólica, están en forma de series de potencia
infinitas. Por lo tanto, es necesario primero hacer un análisis del compor-
tamiento de los coeficientes del polinomio solución y de los términos de las
sumatorias para obtener los coeficientes A1, lo cual ayudará a determinar
la cantidad de términos y coeficientes para optimizar la solución. Esto es
importante por el tiempo de cómputo que se emplea.

En este caso, cuando los valores de los coeficientes del polinomio y de
los términos de dichas sumatorias converjan a cero, estos ya no aportaran
más información a la solución aunque se le agregue más términos.

Elevación

La expresión obtenida para calcular el coeficiente A1 de la elevación es
el cociente de dos sumatorias. Por lo que se hace un análisis para decidir
la cantidad de términos que se utilizarán en las sumatorias para obtener el
coeficiente. En la figura 5 se muestra el comportamiento de los términos de
la sumatoria del numerador de la ecuación (62), para todos los números de
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onda que se utilizan. Se observa que al término 400 de la sumatoria este
ya es muy cercano a cero por lo que no es necesario aumentar la cantidad
de términos en esta sumatoria.

Figura 5: Convergencia de los términos de la sumatoria del numerador de la expre-
sión para encontrar el coeficiente A1. Las ĺıneas de colores representan números
de onda de las diferentes ondas incidentes en el canal.

Por el otro lado, el comportamiento de los términos de la sumatoria del
denominador de la ecuación (62) se muestran en la figura 6. Se observa que
para números de onda menores a 6, los términos convergen hacia cero muy
lentamente, de manera que para algunos números de onda parece constan-
te en valores diferentes a cero. Para los números de onda mayores de 6 la
convergencia hacia cero es más evidente, sin embargo, esta convergencia es
lenta y por lo tanto la cantidad de términos tiene que ser de al menos 2500.

En la figura 7 se muestran las soluciones anaĺıticas variando la cantidad
de términos en la sumatoria para calcular el coeficiente A1 y la cantidad
de coeficientes para el polinomio solución. Se observa que la cantidad de
coeficientes del polinomio no varia la solución, sin embargo, la cantidad
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Figura 6: Convergencia de los términos de la sumatoria del denominador de la
expresión para encontrar el coeficiente A1. Las ĺıneas de colores representan el
número de onda de las diferentes ondas incidentes en el canal. En la parte superior
se graficó el comportamiento para los números de ondas mayores a 6, mientras que
en la parte inferior se graficó para los números de ondas menores a 6.
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de términos en las sumatorias śı vaŕıa la solución. Por esta razón es más
importante determinar correctamente la cantidad de términos para las su-
matorias.

Figura 7: Comparación de las soluciones anaĺıticas para la elevación. En la parte
superior se presenta la cantidad de términos para calcular el coeficiente A1 se
fijó en 100, mientras que se varió la cantidad de coeficientes para el polinomio
solución. En la gráfica inferior se fijó en 6000 la cantidad de términos para calcular
el coeficiente A1 y se varió la cantidad de coeficientes para el polinomio solución.

La figura 8 muestra las soluciones al variar la cantidad de términos en
las sumatorias para el coeficiente A1 y dejar fija la cantidad de coeficientes
del polinomio. Se observa que las soluciones no vaŕıan si el número de onda
es menor a 6, esto puede estar relacionado con la lenta convergencia a cero
que se muestra en la figura 6. Por el otro lado, para números de onda mayo-
res a 6 la soluciones vaŕıan. La variación que se observa entre las soluciones
con 100, 1000 y 6000 términos es muy evidente, sin embargo, no se observa
una variación entre las soluciones con 6000 y 10000 términos. Por lo que la
aproximación con 6000 términos es adecuada para no aumentar el tiempo
de cómputo.

Al comparar la solución anaĺıtica con la solución numérica de la eleva-
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ción (fig. 9 (a)), se observa que las soluciones son parecidas en la posición
de los modos resonantes. Para números de onda menores a 6 la solución
numérica discrepa de la solución anaĺıtica, además hay un modo resonante
extra que la solución numérica no calcula. Sin embargo, para números de
onda mayores a 6 las soluciones son muy similares.

En la figura 9 (b) se muestra la diferencia de la posición de los modos
resonantes calculados numéricamente y los calculados anaĺıticamente. Se
observa que los modos resonantes calculados numéricamente se encuentran
desplazados hacia la izquierda (diferencia positiva) con respecto a la solu-
ción anaĺıtica. Sin embargo, la diferencia máxima es de 0.35 de número de
onda y disminuye para los otros modos resonantes.

Figura 8: Comparación de las soluciones anaĺıticas para la elevación variando
la cantidad de términos para las sumatorias para obtener el coeficiente A1 del
polinomio solución.
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Velocidad

La expresión obtenida para calcular el coeficiente A1 de la velocidad es
el cociente de dos sumatorias. Al igual que para la elevación, se hace un
análisis para decidir la cantidad de términos en las sumatorias.

En la figura 10 se muestra el comportamiento de los términos de la
sumatoria del numerador de la ecuación (84). Se observa que, para algunos
números de onda menores a 6, los términos convergen lentamente a cero,
mientras que para los números de onda mayores a 6 la convergencia es más
rápida y evidente.

Figura 10: Convergencia de los términos de la sumatoria del numerador de la
expresión para encontrar el coeficiente A1 de la velocidad. Las ĺıneas de colores re-
presentan el número de onda. En la parte superior se presenta el comportamiento
para los números de onda mayores a 6. La gráfica inferior muestra el comporta-
miento para los números de onda menores a 6.

En la figura 11 se muestra el comportamiento de los términos de la
sumatoria del denominador de la ecuación (84). Se observa que para núme-
ros de onda mayores a 4 los términos de la sumatoria convergen a cero
rápidamente. Para algunos números de onda menores a 4 la convergencia
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a cero es más lenta, de manera que parece que la convergencia se produce
a valores diferentes a cero.

Figura 11: Convergencia de los términos de la sumatoria del denominador de la
expresión para encontrar el coeficiente A1 de la velocidad. Las ĺıneas de colores
representan el número de onda. En la gráfica de la parte superior se presenta el
comportamiento de los términos de los números de ondas mayores a 4. En la parte
inferior se puede ver el comportamiento de los términos de los números de onda
menores a 4.

En la figura 12 se muestran las soluciones anaĺıticas variando la canti-
dad de términos en la sumatoria para calcular el coeficiente A1 y la cantidad
de coeficientes para el polinomio solución. Se observa que las soluciones con
100 y 1000 coeficientes son iguales si la cantidad de términos en las suma-
torias es la misma, por lo que que la cantidad de coeficientes no vaŕıa la
solución. Por el contrario, las soluciones cambian si la cantidad de térmi-
nos de las sumatorias vaŕıan. Debido a esto, es más importante determinar
correctamente la cantidad de términos de las sumatorias para obtener A1.

En la figura 13 se muestran las soluciones al variar la cantidad de térmi-
nos en la sumatoria de la expresión del coeficiente A1 y dejar fija la cantidad
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Figura 12: Comparación de las soluciones anaĺıticas para la velocidad. En la gráfica
de la parte superior se presenta la cantidad de términos para la sumatorias para
obtener A1 se fijó en 100 y se varió la cantidad de coeficientes para el polinomio
solución. En la parte inferior se fijó en 6000 la cantidad de términos para las
sumatorias de A1 y se varió la cantidad de coeficientes para el polinomio solución.

Figura 13: Comparación de soluciones anaĺıticas para la velocidad variando la
cantidad de términos para las sumatorias de la expresión A1.
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de coeficientes del polinomio. Se observa que las soluciones para números
de onda menores a 4 no vaŕıan entre ellas, esto puede estar relacionado con
la lenta convergencia a cero de los términos. Para los modos resonantes pro-
ducidos a números de onda mayores a 4, las soluciones con 100, 1000 y 6000
términos vaŕıan en gran medida entre ellas. Sin embargo, las soluciones con
6000 y 10000 términos ya no vaŕıan entre ellas. Por lo que la aproximación
con 6000 términos es la adecuada para no aumentar el tiempo de cómputo.

Al comparar la solución anaĺıtica con la solución numérica de la veloci-
dad (fig. 14 (a)) se observa que las soluciones son similares. Para números
de onda mayores a 6 las soluciones son muy parecidas, tanto en el número
de modos resonantes como en la posición de estos. Aśı mismo, para núme-
ros de onda menores a 6 los modos resonantes discrepan en la posición y
en el número de modos resonantes, ya que la solución anaĺıtica calcula un
modo resonante extra que se encuentra entre el primer modo resonante y
el origen (no visible en la gráfica debido a la escala).

Si se observa la diferencia entre la solución anaĺıtica y la solución
numérica de las posiciones de los modos resonantes (fig. 14 (b)), se ve
una diferencia máxima de 0.43 en número de onda en el primer modo re-
sonante. Para los modos resonantes posteriores la diferencia disminuye y
en algunos casos es cero o negativa. Esto quiere decir que los modos reso-
nantes obtenidos numéricamente están desplazados respecto de la solución
anaĺıtica. Se encuentran desplazados a la derecha si la diferencia es positi-
va, no desplazados si la diferencia es cero o desplazados a la izquierda si la
diferencia es negativa.
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Otras batimetŕıas

La validación del método propuesto con los dos casos anteriores permite
utilizar este método para canales con batimetŕıas cuyas soluciones anaĺıti-
cas no existen o requieren mucho tiempo para obtenerlas. Las batimetŕıas
que se analizaron fueron, además de la batimetŕıa plana y con forma pa-
rabólica, la batimetŕıa en forma de escalón, parábola completa y en forma
Gaussiana. En la figura 15 se muestra el diagrama de las otras batimetŕıas
utilizadas.

Figura 15: Diagramas de los canales con diferentes batimetŕıas utilizados para
aplicar el método propuesto.

En las figuras 16 y 17 se muestran los modos resonantes de velocidad
y elevación para los cinco canales con diferentes batimetŕıas. Se observa
que, tanto para la velocidad como para la elevación, los modos resonantes
de los canales difieren con los modos del canal con batimetŕıa plana, en el
número de modos y en la posición de estos. Además, los modos resonantes
calculados para cada canal también difieren entre ellos.
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8. Discusión

Para un canal con fondo plano obtener la solución anaĺıtica para los
modos resonantes de elevación y velocidad es fácil. Sin embargo, una ba-
timetŕıa con esta forma no es muy realista, aunque muchas veces se hace
esta suposición a manera de simplificación. Tinti (1980) sugiere que la bati-
metŕıa es un factor importante para el cálculo de modos resonantes, por lo
que tener metodoloǵıas para resolver las ecuaciones de aguas someras, sin
viscosidad, linealizadas, sin rotación y en una dimensión, es importante pa-
ra obtener modos resonantes para canales con batimétrias más complejas.
Sin embargo, además de tener la metodoloǵıa, es importante comprobar
que esta resuelva correctamente las ecuaciones (Delestre et al., 2012).

La simetŕıa del sistema de ecuaciones a resolver permite que el método
ANA pueda ser aplicado para este problema. Para comprobar que el méto-
do resuelve de manera adecuada el sistema, se utiliza la solución anaĺıtica
del canal con fondo plano como primera validación. Para este canal, el algo-
ritmo propuesto obtiene una solución muy parecida a la solución anaĺıtica,
tanto en la cantidad de modos resonantes como en la posición de estos.

Para calcular el error en la solución numérica se calculó δ,

δ =
|λe − λc|

λe
∗ 100,

donde λe es la longitud de onda asociada a un modo resonante calculado
anaĺıticamente y λc es la longitud de onda, asociada a un modo resonante
calculado numéricamente. El valor nos dice, en porcentaje, qué tan pequeña
o grande es λc con respecto a λe.

En la figura 18 se muestra δ para el canal con fondo plano. Para la
velocidad , el error máximo es de 1.5 % y el mı́nimo es de 0 %. Para le
elevación, el error máximo es de 0.8 % y el mı́nimo es de 0 %. En la figura
19 se observa el error δ para el canal con fondo parabólico. El error para
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los modos resonantes de la velocidad y la elevación se comporta de manera
creciente. Es mı́nimo para longitudes de onda pequeñas y máximo para
longitudes de onda grandes.

Figura 18: Error en el tamaño de la longitud de onda calculado numéricamente
para un canal con fondo plano.

Al comparar el error obtenido en los dos canales, se distingue que el
error del canal con batimetŕıa parabólica es hasta diez veces más grande
que el error para el canal con fondo plano, para las longitudes de onda
más grandes. Sin embargo, para longitudes de ondas pequeñas el error es
similar y mı́nimo.

Delestre et al. (2012) hacen una comparación de las soluciones numéri-
cas con las soluciones anaĺıticas de elevación (obtenidas con el software
SWASHES) para canales unidimensionales con fondos no planos. Para un
canal con un mont́ıculo en el centro, reportan un error de la solución
numérica del 0.06 % en la parte anterior al obstáculo y justo en el mis-
mo un error de 1.2 %. Dichos errores se asemejan a los obtenidos en este
trabajo para el canal con fondo plano. Para un canal con una batimetŕıa
con una pendiente suave, estos autores reportan un error mı́nimo de 1 %
y uno máximo de 24 %, estos errores se asemejan a los obtenidos en este
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Figura 19: Error en el tamaño de la longitud de onda calculado numéricamente
para un canal con batimetŕıa parabólica.

trabajo para el canal con batimetŕıa parabólica.

Por otra parte, es importante destacar la diferencia entre la cantidad de
trabajo para obtener la solución anaĺıtica y la solución numérica. Esta dife-
rencia es muy evidente para el canal con batimetŕıa parabólica. El trabajo
para la solución anaĺıtica es mucho mayor que el realizado para la solución
numérica. Además, el procedimiento para calcular la solución anaĺıtica es
solo para ese canal en particular, mientras que el algoritmo propuesto es
aplicable para todos los canales con batimetŕıa variable. Gómez-Garćıa
(1991) también destaca la cantidad de trabajo para obtener la solución
anaĺıtica y númerica con el método ANA, pero para el caso de deflexión de
vigas. Adicionalmente indica que las soluciones difieren en 1 % y propone
aumentar la cantidad de nodos para mejorar la precisión.

Con lo que respecta a los modos resonantes calculados para las otras
batimetŕıas, se observa cómo los modos resonantes cambian en función de
la batimetŕıa como también Tinti (1980) y Mattioli (1978) lo indican. Esto
es importante ya que demuestra que la simplificación a batimetŕıa plana
puede no ser adecuada.

48



9. Conclusiones

El método numérico ANA para sistemas tridiagonales se puede em-
plear para las ecuaciones de aguas someras, sin viscosidad, linealiza-
das, sin rotación, en una dimensión y con profundidad variable.

El tiempo y trabajo requerido para obtener la solución anaĺıtica es
mayor que el requerido para obtener la solución numérica. Además,
con la solución numérica se obtiene un método generalizado para
cualquier batimetŕıa.

Para un canal con fondo plano la solución numérica resuelve adecua-
damente los modos resonantes. Los errores calculados fueron menores
a 1.5 %.

Para un canal con batimetŕıa parabólica la solución numérica re-
suelve adecuadamente los modos resonantes para longitudes de onda
cortas, mientras que para longitudes de onda largas el error aumenta
en gran medida.

Para el problema de encontrar modos resonantes en un canal abierto
con profundidad variable, el método propuesto es una opción efi-
ciente computacionalmente hablando por el poco requerimiento de
memoria de la computadora.

Se encontró que la variación en la batimetŕıa del canal afecta el núme-
ro y la posición de los modos resonantes, tanto para la velocidad como
para la elevación.
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[3] Bresch, D. (2009). Shallow-Water Equations and Related Topics.
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